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KIRISH

Funksional analiz - matematik analiz, geometriya va chizigli
algebraning g'oya va usullarini cheksiz o'lchamli fazolar uchun
umumlashtiruvchi fan hisoblanadi. Hozirgi kunda funksional analizning
g'oya, konsepsiya, usul va tushunchalari matematikaning barcha sohalari
tomonidan tan olingan. So‘nggi vyillarda differensial tenglamalar,
hisoblash usullari, matematik dasturlashning talab va ehtiyojlariga
javoban funksional analizning yangi chiziqgli bo‘lmagan tarmog’l paydo
bo‘ldi. Zamonaviy matematikaning bu yo‘nalishi amaliyotchilar va
muhandislaming o'sib kelayotgan ehtiyojlarining bir gismini gondiradi.

Ushbu o'quv go'llanma «Funksional analiz» fanidan ishchi dasturga
moslab tuzilgan bir ishlanmadir. O'quv qo'llanma universitetlarning
matematika, mexanika va amaliy matematika bakalavriat yo'nalishlari
bo'yicha ta’lim olayotgan talabalari uchun mo‘ljallab yozilgan.

O'quv go'llanmaning asosly magsadi bo'lg'usi mutaxassislami
funksional analizning asosiy tushunchalari va usullari bilan tanishtirish,
funksional analizning asosiy boblari bo'yicha nazary fikrlashlarini
shakllantirish, misol va masalalar yechishda malaka va ko'nikmalar hosil
qgilishdan, hamda ularda integral tenglamalar hagida umumiy tasavvur
paydo gilishdan iborat.

O'quv go'llanmani o'qish jarayonida talabalar o'zlarining
matematik analiz, chiziqli algebra va geometriyadan olgan bilimlarini
to'ldiradilar, hamda ularni funksional fazolarga moslab go'llaydilar, ya’ni
mustahkamlaydilar, Talabalar chiziqli funksional va operator
tushunchalari bilan tanishadilar va wulaming asosly xossalarini
o'rganadilar. Cheksiz o’lchamli funksional fazolami o'rganish jarayonida
o'quvchilar funksional analizning kuchli va nozik usullarini tushunishga
biroz ¢iynaladilar, lekin tushunib yetganlaridan keyin o'zlarida ilmga

undovchi gandaydir ichki kuch sezadilar, Bu kuch ta’siri ularda cheksiz



o lehamli fazolarda har ganday fundamental ketma-ketlik yacinlashuvchi
bo'lavermasligi va birlik sharning kompakt bo‘lmasligini  tushunib
vetganlarida namoyon bo'ladi.

Ushbu o'quv go'llanma O'zMU va SamDUda «Funksional analiz»
fanidan ma'miza va amaliy mashg'ulotlar olib  boruvchi professor-
o'gituvchilaming ko'p yillik ish tajribalari asosida yozilgan.

O'quv qo'llanma 5 bob va 24 paragrafdan iborat. Har bir paragraf
uchun tarf, teorema, lemma va formulalar alohida nomerlangan.

MMasalan, 2.3-teorema - bu 2-paragrafdagi 3-nomerli teorema degani. (1.8)
belgilash esa 1-paragrafdagi 8-ragamli formula ekanligini anglatadi. A-
belgisi teorema yoki lemma isboti tugaganligini bildiradi. Har paragraf
oxirida mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar berilgan. Har bobdan
so’'ng talabalar o'z bilimlarini tekshirishlari uchun test savollari keltirilib,
javoblari ham berilgan.

O'quv qo‘llanmaning  dastlabki to'rt bobi nazarly materiallarni
bayon gilishga bag'ishlangan. Keltirilgan nazary ma'lumotlar fan
bo'yicha namunaviy va ishchi dasturda ko'rsatilgan mavzularni to'liq
gamraydi va u professor-o‘qituvchilarga o'zlarining ma'ruza matnlarini
tuzishda yordam beradi.

Oxirgi beshinchi bob esa amaliyot darslarini va laboratoriya
mashg‘ulotlarini olib borish uchun mo‘ljallangan. Unda tipik misollar
namuna sifatida yechib ko'rsatilgan. Bundan tashgari bu bobda mavzu
mohiyatini ochib beruvchi ko’plab misol va masalalar keltirilgan. Bu
bobda keltirilgan mashqlarni mustagil yechib o‘rgangan talabalar
Gzlarida yetarli darajada bilim va ko‘nikmalar hosil giladi. Bobda
keltirilgan mashglardan laboratoriya mashg'ulotlarini olib borishda ham
foydalanish mumkin. Chunki keltirilgan masalalar ancha ko'p bo'lib,
talabalardan individual tarzda laboratoriya ishlarini gabul gilish
imkoniyatini beradi. Tajribalarimizdan kelib chigib aytishimiz mumkinki,

bu bob yosh mutaxassislarga funksional analiz fanidan amaliyot
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darslarini va laboratoriya mashg'ulotlarini olib borishda katta yordam
beradi.

O'quv go'llanmadan matematik tahlil va matematik fizika
mutaxassisligi bo'yicha ta'lim olayotgan magistrantlar va aspirantlar ham
foydalanishlari mumkin.

Mualliflar o'quv  qo‘llanmani yaxshilashda bergan foydali
maslahatlari uchun tagrizchilar 1A. Ikromovga, 1.G'. G'aniyevga, Q.Q.
Mo'minovga, matnni tahrir gilish uchun bergan yordamlari uchun A.U.
Arziqulovga, B.E. Davronovga, S.M. Samatovga va D.D. To'raqulovlarga
o'z minnatdorchiliklarini bildiradi.

O'quv go'llanma birinchi marta chop gilinayotgani uchun xato va
kamchiliklar bo‘lishi mumkin. Xato va kamchiliklar to’g'rsidagi

fikrlaringizni jabdullaev@mail.u adresiga jo'natishlaringizni so‘raymiz.



Ibob. Metrik fazolar

Bu bob metrik fazolar va undagi asosiy tushunchalarni bayon
qilishga bag'ishlangan bo'lib, 4 paragrafdan iborat.
Birinchi paragrafda metrik fazo ta'riflanib, ularga ko‘plab misollar

keltirilgan. R" to'plamda har xil metrikalar kiritilgan. Metrikaning
va Gyolder tengsizliklaridan foydalanilgan. O'z navbatida bu
tengsizliklar ham o'z isbotlarini topgan. Koshi-Bunyakovskiy,
Minkovskiy va Gyolder tengsizliklarining integral formasi ham
keltirilgan. Bundan tashqgari gomeomorf va izomorf metrik fazolar
tariflanib, ularga misollar keltirilgan.

2-paragraf esa metrik fazolarda yaginlashish va undagi ochiq va
yopiq to'plamlarning xossalariga bag'ishlangan. Ochiq va yopiq
to'plamlarni ta‘riflash uchun biz yordamchi tushunchalar - urinish
nugtasi, limitkk nuqta, yakkalangan nuqta va ichki nuqta ta’riflarini
berganmiz. Keyin yopiq va ochiq to‘plamlarning xossalari isbotlangan.
Jumladan metrik fazoda to'plam ochig (yopig) bo‘lishining yetarli va
zarur shartlari Keltirilgan. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik ta'riflanib, unga
misollar keltirilgan. Metrik fazoning hamma yerida zich va hech yerda
zichmas to'plamlar tariflanib, ularga misollar garalgan. R",

Ry, Cla,b), C,[a,b], ¢, fazolarning separabel metrik fazolar bo'lishi
ko'rsatilgan. Separabel bo'lmagan metrik fazoga misol keltirilgan. Sonlar
o'gidagi ochiq to'plamlarning strukturasi berilgan.

3-paragraf to'la metrik fazolarga bag'ishlangan. Yaqinlashuvchi va
fundamental ketma-ketliklar orasidagi bog'lanish ochib berilgan. R",
R, R, Cla, b]. (, metrk fazolarning to'laligi isbotlangan. C,[a, b] ning
to'la bo'lmagan metrik fazo ekanligi isbotlangan. Metrik fazoning to‘la

bo'lishini ta'minlovchi ichma-ich joylashgan yopiq sharlar hagidagi



teorema hamda Ber teoremasi isbotlangan: Har ganday metrik fazoni
to’ldirish mumkinligi haqidagi teorema isboti bilan berilgan. Metrik
fazolarda kompakt va nishiy kompakt to'plam tushunchalari berilgan.
Asosiy funksional fazolar (g, b} va £, da kompaki {(nisbiy kompakt) lik
kriteriylari keltirilib, isbotlangan. Kompakt (nisbiy kompakt) va kompakt
bo'lmagan (nisbiy kompakt bo'lmagan) to'plamlarga misollar keltirilgan.

4-paragraf gisuvchi akslantirishlar prinsipi ve uning tacbiglariga
bag'ishlangan. To'la metrik fazolarda har sand:y  gisuvchi
akslantirishning yagona gqo'zg'almas nugtasi mavjudligi isbotlangan.
Qisuvchi akslantirishlar prinsipining R" metrik fazodagi algebraik
tenglamalar sistemasiga tadbig'i bayon gilingan. Bundan tashqari chizigli
va chizigli bo'lmagan integral tenglamalarni yechishda gisuvchi
akslantirishlar prinsipidan qanday foydalanish mumkinligi bayon

gilingan.
1-§. Metrik fazolar va ularga misollar

Analizdagi eng muhim amallardan biri bu limitga o'tish amalidir.
Bu amalning asosida sonlar o'gida ikki nuqta orasidagi masofa
tushunchasi  yotadi. Analizda kiritilgan ko'pgina fundamental
tushunchalar sonlar o'gining algebraik xususiyailariga bog'liq emas.
Haqiqly sonlar haqidagi tasavvurimizni io'plam  ma'nosida
umumlashtirib, metrik fazo tushunchasiga kclamiz. Metrik fazo
tushunchasi hozirgi zamon matematikasida muhim o‘rinni egallaydi.
1.i-ta’rif. Bo'shmas X to'plamning ixtiyoriy x va y elementlar
juftiga anig bir manfiymas p(x,y) son mos qo'yilgan bo'lib, bu moslik
1) plx,y)=0 < x=y,
2) p(x.y)= p(y,x) (simmetriklik aksiomasi),
3} p(x,z)< p(x, ) + p(y,2) (uchburchak aksiomasi)



shartlami qanoatlantitsa, p ga X dagi masofa yoki metrika deb ataladi.
(X.p) juftlik metrik fazo deyiladi.

Odatda metrik fazo, yani (X,p) juftlik bitta X harfi bilan
belgilanadi. Agar X to'plamda gy, pa.....p, Metrikalar aniglangan bo'lsa,
U holda (X,p).(X,p)....,(X,p,) metrik fazolar mos ravishda
X,, X,..... X, harflari bilan belgilanadi. 7
Endi metrik fazoga bir nechta misollar keltiramiz. =

Li-misol. X gandaydir bo'shmas to‘plam bo'lsin va har bir x, y
elementlar juftiga

0, agar x=y,
Alxy)= {l, agar x#y
gonuniyat bo'yicha son mos go'yilsin. Ravshanki, p akslantirish metrika
aksiomalarini ganoatlantiradi. Bu metrika diskret metrika deb ataladi.
Hosil bo'lgan metrik fazo yakkalangan nugtalar fazosi deb ataladi.

1.2. Haqiqiy somlar to'plami R=(-w,), p(x,y)=lx~) masofa
bo'yicha metrik fazo tashkil giladi va bu metrik fazo ham R harfi bilan
belgilanadi.

13. Ixtiyoriy n ta x,x,,....x, haqigly sonlarning tartiblangan
x=(x,, x,,..,,) guruhlaridan tashkil bo'lgan to‘plamda har bir x va y
lar jufti (x,y) ga

plx.y)= \!g(.q -n ) (1.1)

manfiymas sonni mos qo‘yuvchi p akslantirish masofani aniqlaydi. Hosil
bo’lgan metrik fazo # - o'lchamli arifmetik Evklid fazo deb ataladi. Endi
(1.1) formula bilan aniqlangan p moslik metrika aksiomalarini
ganoatlantirishini ko'rsatamiz:

|n
) pley)= 2=y f =0 x=y

ljrsn



dan I-aksiomaning bajarilishi bevosita ko'rinib tuiribdi.

2) /7(—\")’)= 1v'[é;(xk )V )2 =] \fk}rfi[" — X )2 = /7(}”-")-

Endi  3-aksiomaning bajarilishini  ko'rsatamiz.  Ixtiyoriy  uchta
x=(¥, %2,00%,)s ¥=0 Vareeryy)r 2={z, Z20enz,)  DUQtalar  uchun

uchburchak aksiomasi

\!Z(xk _3/;): < Z(XA ‘)’k)2 +-!Z(n _-A-): (1.2)
Vi=1 k=t Yia
ko'rinishda bo'ladi. Agar a, =x, - y,, b, =y, -z, belgilashlarni kiritsak,
x, —z; =a, + b, bo'ladi va (1.2) tengsizlik

‘i(”x +b*}: S‘[i—af-+\

1'.H V=) Vil

ko'rinishni oladi. Ushbu

L3

[Y_:_b (1.3)

n o 5 ] =
(Zak'ka =Zﬂizbi _;ZZ(albj_a/hli

k=1

ayniyatni e'tiborga olsak,

i 'bi;Sn!l ”fw,'IZf’! (14)
| ;. -

tengsizlikka ega bo'lamiz. (1.4) Koshi - Bunyakovskiy tengsizligi deb
ataladi. U holda biz

i(ak +b, ) =ia: +2ia‘b‘ +ib§ < ia: +
* k=)

57 g i 5%

munosabatga ega bo'lamiz. Bu munosabatdan (1.3) tengsizlik bevosita
kelib chigadi. Demak, uchburchak aksiomasi o'rinli eken. Hosil bo'lgan
metrik fazo R" simvol bilan belgilanadi.

1.4. Yana » - ta haqgigly sonlarning tartiblangan guruhiari

=
li

(xl. X,,...,X,} dan tuzilgan to'plamni qaraymiz va unda masofani
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plx.y)= k};lxk -3 (1.5)

formula vositasida aniqlaymiz, Hosil bo'lgan metrik fazo R simvol bilan

belgilanadi. Bu moslik metrikaning 1-3-aksiomalarini qanoatlantirishini
o'quvchi mustaqil tekshirib ko'rishi mumkin.

1.5. Yugoridagi 13 va {4-misollarda keltirilgan to'plamda
elementlar crasidagi masofani

Palx,y)=maxx, - y,] (1.6)

formula bilan aniglaymiz. Metrika aksiomalarining bajarilishi oson
tekshiriladi. Hosil bo'lgan metrik fazo R! simvol bilan belgilanadi.

1.6. [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz barcha funksiyalardan

tashkil bo‘lgan to‘plamni C[a,b] simvol bilan belgilavmiz. Bu to‘plamda
P (x,y)=ma)§lx(t)-y(f)| (1.7)
asts
akslantirish metrika aksiomalarini ganoatlantiradi. Masofaning 1-3
aksiomalari bevosita tekshiriladi (o'quvchiga mustaqil tekshirish uchun
tavsiya etiladi). Bu metrik fazo analizda muhim ahamiyatga ega bo'lib, u
ham to‘plam kabi C[a,b] simvol bilan belgilanadi.

1.7. Hagqiqiy sonlardan tuzilgan va
Yt <o
=]
shartni ganoatlantiruvchi barcha x=(x,,x2,.,.,x"....] ketma-ketliklardan

tashkil bo'lgan to'plamni 4, simvol bilan belgilaymiz. Bu to'plamda

Anﬂ=J§0k—nf (1.8)

formula bilan aniglanadi. Har bir x,ye¢, elementlar uchun

masofa

=
Yoxi<wm, Yyi<w
= =l

12



shartlar  bajarilgani uchun  va  (x, 3, F <2(x +3)  elementar

tengsizlikdan

® :

> (xk - k)

k=1
qatomning yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Endi (1.8) formula bilan
aniglangan p moslikning metrika aksiomalarini qanoatlantirishini

ko'rsatamiz. Ravshanki, 1 va 2-aksiomalar bajariladi. Uchburchak

aksiomasi esa

b e 2

3 -2) < Jz(q W) # 2 0n - =) (1.9)
Visi Vis

ko'rinishga ega. Yugorida zikr etilganlarga ko'ra (1.9) tengsizlikdagi
qatorlarning hammasi yaginlashadi. Ikkinchi tomondan esa 1.3-misolda

isbotlanganiga ko'ra har bir 7 da

\[Z(\”L Z(l,\—)fL) a /Z()’ -V

tengsizlik o'rinli. Oxirgi tengsizlikda n—o da linitga ofsak, (1.9)

tengsizlikning to'g'riligi isbotlanadi, ya’'ni uchburchak aksiomasi o'rinli.
1.8. [a,b] kesmada aniqlangan va uzluksiz baicha hagigly giymatli
funksiyalar to'plamida

| &
palxy)= F )= 1)) de
formula yordamida masofa aniqlash mumkin. Hosil bo'lgan metrik fazo
C,{a,b] simvol bilan belgilanadi va uzluksiz funksiyalarning o‘rtacha
kvadratik metrikali fazosi deb ataladi. Ravshanki, p, moslik metrikaning

I va 2-aksiomalarini qanoatlantiradi. Uchburchak aksiomasining
bajarilishi Koshi - Bunyakovskiyning ushbu

U.\-(:]-_v{:}d:]] [ ()t - j1 ()t (1.10)

)



integral tengsizligidan foydalanib isbotlanadi. Koshi - Bunyakovskiy
tengsizligi esa osongina tekshirish mumkin bo'lgan

b ¥ b oo ko 1b8
[ I-‘(‘}'J{")‘ﬂ }l = j-"'(f)d‘f J j)"(‘)‘ff‘i j _f[-\'(S)J’(ﬂ — y($)x(1)]* dsclt
ayniyatga asoslangan.

1.9. Yana [a,b] kesmada aniglangan uzluksiz haqiqiy qiymatli
funksiyalar to'plamini garaymiz. Bu to'plamda ushbu

L)
px.y)= | <)~ )] at (1.11)
formula bilan aniglangan akslantirish masofa aniglaydi. Hosil bo'lgan
metrik fazo Cjfa,b] simvol bilan belgilanadi. p, akslantirish metrikaning
1-3 aksiomalarini qanoatlantirishini tekshirish o'quvchiga mustaqil mashq
sifatida tavsiya qilinadi.

1.10. Barcha chegaralangan x=(x,x,,...,%,,...) hagiqiy sonlar
ketma-ketliklaridan iborat to'plamni garaymiz. Bu to'plamdagi har bir x
va y elementlar juftiga

p (x.y)= sup s, ~ | (1.12)
Lksm

sonni mos go'yuvchi p akslantirish masofa aniqlaydi. Hosil bo'lgan
metrik fazo m harfi bilan belgilanadi. O'quvchi uchun 13
aksiomalaming bajarilishini tekshirish qiyin emas.

1.11. » - ta haqiqgiy sonlaming tartiblangan guruhlaridan iborat R”
to'plamda har bir p21 son uchun

i
p,,(x.y)=[§ix. —y.l"]; (1.13)
forrmula bilan aniglangan p, moslik masofa aniglaydi va hosil bo'lgan
metrik fazo R, simvol bilan belgilanadi. Bu misolda ham 1 va 2
aksiomalarning bajarilishini tekshirish giyin emas. Shuning uchun 3
aksiomaning bajarilishini tekshirish yetarli. Qaralayotgan to‘plamdan
14




ixtiyorly uchta x=(x, X0, ), y=Gognee ) 2=z, 230 - z,) Duqtalarni
olib a, =x,~y,. b =y, -z, belgilashlarni kiritsak, x, -z, =a, +b, bo'ladi

va natijada p,(x.z)< p,(x,y)+ p,(y.z) uchburchak tengsizligi

| ) 1
[im + b*g‘”Jﬂ z[ﬁuﬂ' J‘" + [i b, ’J (L.14)
=l h=1 \ k=l

ko'rinishni oladi. Hosil bo'lgan (1.14) tengsizlik Minkovskiy tengsizligt
deb ataladi. Agar p=1 bo'lsa, Minkovskiy tengsizligining bajarilishi
ko'rinib turibdi (chunki, yig'indining moduli modullar yig'indisidan
oshmaydi), shuning uchun p>1 deb hisoblaymiz. Minkovskiy
tengsizligining isboti Gyolder tengsizligi deb nomlanuvchi
1 |
$1a-bi<( Syt | o (115
k=1 k=l VAV
tengsizlikka asoslangan. Bu yerda p>1 va ¢>1 sonlar

Bt (1.16)
P q
shart bilan bog’langan. (1.16) dan quyidagi tengliklar kelib chiqadi

i
q:—P p:i

p—]‘ q—]‘
Ta'kidlash lozimki, (1.15) tengsizlik a=/(a,as.....c,) va b=1b.b,....5,)

nuqtalar uchun bajarilsa, u ixtiyorly 2 va u sonlarda

Ja=(%a, Aa,,....Aa,) va  pb={ub,pb,.. ub) nuqtalar uchun ham

bajariladi va aksincha. Ya'ni (1.15) bir jinsli tengsizlikdir. Shunday ekan,
(1.15) tenksizlikni

g]aklp =§]bk|" =1 (1.17)

shartni ganoatlantiruvchi ¢ va be R” nuqtalar uchun isbotlash yetarli. U
holda (1.15) tengsizlik (1.17) shart bajarilganda

’
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'5:]::,4:1!51 (1.18)
A=l
ko'rinishni oladi. (1.1%) shartda (1.18) tengsizlikni isbotlash uchun (£,7)
tekislikda 7 =g (E>0) yoki &=p% (n>0) tenglamalar bilan aniglangan
egri chizigli (1.1-chizma) trapetsiya yuzini hisoblaymiz, Chizmadan
ko'nnib turbdiki, musbat g va b sonlami ganday tanlamaylik.
ab<$, +8, tengsizlik o'rinli. §, va §, yuzalarni hisoblaymiz:

P (] & bq
S,z[af"‘d{:a—. S,=[q“ tdnp=—.
P ] q

0

S

1.1 = chizma
Shunday qilib, quyidagi sonli tengsizlik o'rinli:
a® b

abs—+—.
q

Agar @ ni g, ga b ni b, ga almashtiib va k¥ ni | dan » gach@
o'zgartirib yig'indi tuzsak, (1.16) va (1.17) shartlar bajarilganda (1.18)
tengsizlik hosil bo'ladi. Shunday qilib, (1.18) tengsizlik isbotlandi.
Shunday ekan, umumiy (1.15) tengsizlik ham isbotlandi,

Agar p=2 bo'lsa, (1.15) Gyolder tengsizligidan (1.4] Koshi -
Bunyakovskiy tengsizligi kelib chigadi.

Endi Minkovskiy tengsizligining isbotiga o'tamiz. Buning uchun

(al+1B1F =(al+{b)f" lal+(al+ b)Y * {b)
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ayniyatdan foydalanamiz. Bu ayniyatda |¢j ni | ga, |o| ni | ga
almashtirib va & ni | dan n gacha o'zgartirib yig'indi tuzsak, quyidagi
ayniyatga ega bo'lamiz:

" n 1 n " o "
kzﬂf'kl+lhki)”=Zﬂamib&;}“’!uw«Zflru b)) bl
=] k=) k=1

Tenglikning o'ng tomonidagi har ikkala yig'indiga ham Gyolder
tengsizligini go'llasak va (p—-1)g=p ekanligini e'tiborga olsak, quyidagi

tengsizlikka ega bo'lamiz:

N,

N : i
Elr bl

4

Eﬂ“k!*’ff’t!y SI\EIG“’&|+|I’&W,J ' ]E}V’k‘ | s

Bu tengsizlikning har ikkala tomonini

(,E.ﬂ a,| +]8, UP)‘*'

ga bo'lib, isbotlanishi kerak bo'lgan (1.14) Minkovskiy tengsizligiga ega
bo'lamiz. Shunday qilib, uchburchak aksiomasi o'rinli ekan.

Agar bu misolda p=2 desak, p, metrika 1.3-misoldagi metrikaga

va agar p=1 desak, !.4-misoldagi metrikaga aylanadi. Ko'rsatish

mumkinki, 1.5-misolda kiritilgan
P (x,y) = max|x, -y,
metrika p, metrikaning p —« dagi limitik holati boladi, ya'ni

p.lx.y)= 1;_'31.( LR —ykl”)”- (1.19)
1.12. Hadlari
i]xi'}"'caz\ p=1

shartni ganoatlantiruvchi barcha x= (_x,,xg,...,x,,,...) haqiqiy sonlar ketma-
ketliklaridan iborat va ikki nuqtasi orasidagi masofa A e l

i T
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plvy) [ S| xy = y,.”]p (1.20)

J& bilan aniglangan to'plamni qaraymiz. Bu to'plamni £, deb

Selgilaymiz, Ixtivorly xre ¢, lar uchun har bir # da

1

Lii'\‘ “'] [E.ix |f) (élni”}” (121)

k=l

NinXovskiv tengsizligi o'rinli bo'lgani va

s

-1
ln|" <0, 3" <o
k=

>
I

shartisr bajarilgani uchun (1.21) da n—» da limitga o'tsak,

1
[ = : @ 5 o o ) r
tz:.\.",-}';,r ]F S(Zr'{llr] +[Zi}’¢|r]
k=1 A= k=i

2 ega bolamiz. Bundan ixtiyorly x,pef, lar uchun (1.20) gatof

Taginlashishiga ega bo'lamiz. (1.20) tenglik bilan aniglangan p funksiya
turibdi.

Zerikaning | va 2-aksiomalarini ganoatlantirishi ko'rinib
Ucnburchak aksiomasi (1.14) Minkovskiy tengsizligidan foydalanib
istotlanadi.

Endi biz Minkovskiy va Gyolder tengsizliklarining integral

ISmasini beramiz.

," f x(:)—:_\-[;)gm]” s[} .r(r}]‘"dr]ﬂ +[]] ).-{r)|”m]F. pzl.  (1.22)

- o

Zu Minkovskiy tengsizligi deb ataladi, Minkovskiy tengsizligi, ya'ni
22 tengsizlik [a,b] kesmada p(p>1) - chi darajasi bilan Lebed

mz"nosida integrallanuvchi ixtiyoriy x va y funksiyalar uchun o'rinli.

1
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tengsizlik Gyolder tengsizligi deb ataladi. Gyolder tengsizligi [a,b]
kesmada p(p>1)-chi darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi x
va ¢(g>1)-chi darajasi bilan integrallanuvchi ixtiyoriy y funksiyalar
uchun o’rinli. (1.10) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligining
integral formasidir.

Endi haqigly o'zgaruvchining funksiyalari nazariyasi fanida
xossalari o'rganilgan o'zgarishi chegaralangan va absolyut uzluksiz
funksiyalar to‘plamini garaymiz.

1.13. Berilgan [a,b] kesmada aniglangan va o'zgarishi
chegaralangan funksiyalar to'plamida ikki nugta orasidagi masofani

plx.p)=|x(a)- yla)f+ 77 [x- y] (1.24)
formula bilan aniqlaymiz. Bu yerda F/[f] - o'zgarishi chegaralangan f
funksiyaning [a.b] kesmadagi to'la o'zgarishi (variatsiyasi). {1.24) tenglik
bilan  aniglangan ye) akslantirishning  metrika  aksiomalarini
ganoatlantirishi funksiya to'la o‘zgarishining xossalaridan kelib chigadi.

Masalan, uchburchak tengsizligi p(x,z)< p(,\';y)+p(y,:) da

) )= olt) va ¥(t)-=()=w()
belgilashlar olsak, u quyidagi ko'rinishni oladi
lola)+w(@)|+ 1o +w]< | ola)l +uwla)|+ 1ol + 10Ty ]
Bu esa la+b/<ia+|s tengsiziikdan va o'zgarishi chegaralangan
{unksiyalarning
Vilo+ w1V 1ol + Vv
xossasidan kelib chigadi. Hosil qilingan metrik fazo o'zgarishi
chegaralangan tunksiyalar fazosi deyiladi va ¥'[a,b] orgali belgilanadi.

1.14. Berilgan [a,b] kesmada aniglangan va absolyut uzluksiz

funksiyalar to'plamini qaraymiz. Bu to'plamda ham ikki x va y nugqtalar

orasidagi masofa p(x,»), (1.24) tenglik bilan aniqlanadi. Hosil gilingan



metrik fazo absolyul uzluksiz funksiyalar fazosi deb ataladi va ACla,b]
orgalt belgilanadi.

Li-eslaima. (X.p) - metrk fazo va A - uning ixtiyorly qism
to'plami bo'sin. U holda X da aniglangan p masofa, uning qismi
bo'lgan M da ham masofa aniglaydi. Shuning uchun (/,p) metrik fazo

bo'ladi. (M, p) metrik fazo (X, p) metrik fazoning qism fazosi deb ataladi.

1.1. Metrik fazolamni uzluksiz akslantirishlar. Izometriya

X=(X,p) va Y=(Y,d) - metrik fazolar, f esa X ni ¥ ga
akslantirish bo'lsin. Shunday qilib, har bir xe X elementga yagona
v=f{x)e¥ element mos qo'yilgan bo'lsin.

L.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy £>0 uchun shunday &>0 mavjud bo'lib,
P(X,.\'o)d shartni qanoatlantimivehi  barcha xe X nugtalar uchun
d(f(x).f(x,))<& tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda f akslantirish xo€X
nuqtada  uzluksiz deyiladi. Agar f akslantirish X ning hammnd
nuqtalarida uzluksiz bo'lsa, u holda f ni X da uzliksiz deb ataymiz.

Agar X va Y lar sonli to'plamlar bo'lsa, ya'ni x - son, f - sonli
funksiya bo'lsa, u holda akslantirishning uzluksizlik ta’rifi matematik
analizdan ma'lum bo'lgan funksiyaning uzluksizligi ta'rifiga aylanadi

Ta'kidlash lozimki, agar X metrik fazodagi p masofani A" X
metrik fazoni R, :=[0,0) metrik fazoga akslantirish deb garasak, P2 ~
uzluksiz akslantirish bo'ladi, By yerda X x X ={(x,): x,ye X} to' plamda
Wox) va (,n)  juftliklar orasidagi masofa  d{(x,,x.) (:02))
=)+ p (x,7,)  formula yordamida  anjqlanadi. Endi 2
ékslantiishning uzluksizligini  ko'rsatamiz, Ixtiyoriy (-\‘o,J’o)e'\'x‘Y
‘uqtani olamiz va mahkamlaymiz, Keyin ixtiyoriy {(x,y)e X xX nugta
olib, metrikaning uchburchak aksiomasidan foydalanamiz:

Ao)S plx, o)+ pli,3)< pli,30) + ol )+ 2700
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P30, 30) % plxo,x)+ plx.y)+ ply )
Bu ikki tengsizlikdan
plx.y)= plrg.yn)i < plexo) + p(30.9)
ga kelamiz. Agar
dl(x.y), (xo.30)) = ploxe) + ply.y0)< &
desak, u holda {p(x,y)- p{x,,5,)|<€ bo'ladi, ya'ni p uzluksiz akslantirish
ekan.

Agar f:X =) akslantiish X va Y metrik fazolar o'rtasida o'zaro
bir qiymatli moslik o‘rnatsa, u holda ¥ -ni X ga akslantiruvchi
x=f"'(y) teskar akslantirish mavjud bo’ladi. Agar f o‘zaro bir giymatli
moslik bo'lib, f va f7' akslantirishlar uzluksiz bo'lsa, u holda f

gomeomorf akslantirish yoki gomeomorfizm deb ataladi, .Y va } fazolar
esa gomeomorf fazolar deb ataladi. Gomeomorf metrik fazolarga

R=(-e, w) sonlar o'qi va (~1,1) intervallarni misol sifatida qarash
mumkin. Bu holda gomeomorfizm y:g-(u'ctgx formula yordamida
/4

o'matiladi.

Agar X=(X,p) va Y=(r.d) metrk fazolar o'rtasida o'zaro bir
giymatli moslik o'rnatuvchi f akslantirish ixtiyoriy x,,x, €.X" lar uchun
plx.x,)=d(f(x).f(x.)) shartni ganoatlantirsa, f akslantirish izometriya
deyiladi, X va Y fazolar esa izometrik fazolar deb atalaci.

X va Y metrik fazolaming izometrikligi, ular elementlari orasidagi
metrik bog'lanishlar bir xil bo'lib, fagatgina ular elementlarining
tabiatiga ko'ra bir - biridan farq gilinishini bildiradi. Ular orasidagi bu
farq metrik fazolar nuqtai nazaridan muhim emas. Bundan keyin o'zaro

izometrik fazolarni aynan bitta fazo deb garaymiz.



Mustagil ishlash uchun savol va topshiriqglar
1. Gyolder va Minkovskiy tengsiziikiarini integral formada yozing.
2. (1.5) tenglik bilan aniglangan p,:R"'xR"—>R,  akslantirish
meirikaning 1-3 shartlarini ganoatlantirishini ko'rsating.
3. (1.7) tenglik bilan aniglangan p:Cla.blxCla,b]—> R, akslantirish
metrikaning -3 shartlarini ganoatlantirishini isbotlang.
4. (1.11) tenglik bilan aniglangan p, :Cla,b]xCla,0]—> R, akslantirish
melrikaning 1-3 shartlarini qanoatlantirishini isbotlang.
5. (1.12) tenglik bilan aniglangan p:mxin— R, akslantirsh metrikaning
1-3 shartlarini ganoatlantirishini isbotlang.
6. (1.19) tenglikni isbotlang.
7. (1.24) tenglik bilan aeniglangan p:V|a,b]xV[a,b}—> R, akslantirish
metrikaning 1-3 shartlarini ganoatlantirishini isbctlang.
8. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:
1) Agar 1< p<q bo'lsa, {, to'plam £, to'plamning gismi bo'ladi.
2} Absolyut uziuksiz funksiyalar fazosi  AC[a,b) o'zgarishi
chegaralangan funksiyalar fazosi V{a,b] ning qism fazosi bo'ladi.

2-3. Metrik fazolarda yaginlashish. Ochiq va yopiq to'plamlar

Biz bu paragrafda metrik fazoning asosiy tushunchalarini keltirib,
ochiq va yopiq to'plamlarning xossalarini o'rganamiz.

2.U-tanif. X metrik fozoda X €X nuqta va r>0 son berilgan
bolsin. P(x,x0)<r shartni qanoatlantiruvchi barcha xe X elementlar
to'plami markazi x, nuglada, radiusi r bo'lgan ochiq shar deb ataladi
va u B(x,r) orqali belgilanadi. Berilgan x,e X va r>0 da plx,x,)<r

shartni qanoatlantiruvchi barcha xe X elementlar to'plami Bix,,r] orqali
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belgilanadi va u markazi x, nuqtada, radiusi r bo'lgan yopiq shar deb
ataladi.

Metrik fazolar nazariyasida markazi x, nuctada va radiusi £>0
bo'lgan B(x,.£) ochiq shar x, nuqtaning ¢ - atrofi deyiladi va u 0,(x,)
ko'rinishda belgilanadi.

2.1-misol. Shunday metrik fazoga va undagi ikkita £(x,r), B(x..22)
sharlarga misol keltiringki, 5 <r, va B(x,.5)> B(x,.r,) bo'lsin.

Yechish. Faraz qilaylik, X =[0,0) va pfx,»)=lx-y bo'lsin. Agar
B(1,5) = {xe[0,): |x~l|<5} deb markazi 1 nuqgtada va radiusi 5 ga teng
sharni, hamda B(3,4)={xe[0,oc):|x—3[<4} deb markazi 3 nuqgtada va
radiusi 4 ga teng bo'lgan ochiq sharlarni olsak, u holda r,=5>n=4,
ammo {0, 6) = B(1.5)c B(3,4)={0, 7).

2.2-ta’rif. Agar X metrik fazoning M qism to'plami uchun uni
o'zida saqlovchi shar mavjud bo'lsa, M chegaralangan to'plam deb
ataladi.

2.3-la’rif. X meirik fazo, M uning qism to'plami va x< X bo'lsin.
Agar ixtiyoriy £>0 uchun O (x)\M =@ munosabat bajarilsa, x nuqta
M ning urinish nuqgtasi deyiladi. M to'plamning barcha urinish
nugqtaiaridan iborat [(A] to'plam M ning yopig'i deyiladi.

Shunday qilib, biz metrik fazo gism to’plamlari uchun ulardan
ularning yopig'iga o'tish amalini anigladik. To'plam yopig'i amali
quyidagi xossalarga ega.

2.1-teorema. Ushbu tasdiqglar o'rinli:

1) M c[M);

2) [[A])=[M];

3) agar M, c M, bo'isa, u holda [M,]=[M,];
4) [M, UM, ]=[M,|U[M,].
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Isbol. M to'plamning har bir nuqtasi uning uchun urinish nuqtasi
bo'lishi bevosita ta'rifdan kelib chigadi, shuning uchun M < [M].

Endi ikkinchi tasdiq isbotiga o'tamiz. Birinchi tasdigga ko'ra
[M1<{{M]]. Endi xe[[M]] ixtiyoriy nuqta bo'lsin. U holda ixtiyoriy &> 0

wchun 0, ,(x)N[M])#@, yani shunday ye[p] mavjudki, plx,y)<

12| o

Shunga o'xshash, 0,,(v)1A #@. Yani shunday zeM mavjud bo'lib,

p(_v,:)<§ bo'ladi. U holda

ploz)< plu )+ plns) <2+ 5 =e
yani 0,(x)NM=@. Bundan xe[M] ekanligi kelib chigadi. Shunday
ekan, [[A]]cA]. Demak, [[M]]=[M].

Uchinchi tasdigning isboti. [M,] to‘plamning ixtiyoriy x nuqtasini
olamiz. U holda ixtiyoriy e>0 wuchun O,(x)NA,=D. Bundan
C,(x)NM,#@ ekanligi kelib chiqadi. Demak, x nugta M, to'plamning
unnish nugtasi, ya'ni x[#/,] ekan. Bundan [, ]c [37,].

Nihoyat, to'rtinchi tasdiq isbotiga o'tamiz. Agar x e [A7, U M, ] bo'lsa,
v iolda ixtiyoriy £>0 uchun O,(x)N(M,UM,)#@ bo'ladi. Bundan,
O.(NM, #@ yoki O,(x)NM,#@ tengsizliklardan kamida bittasi
bajariladi. U holda xe[#,] yoki xe[M,], bundan xe[r,|U[M,] ekan.
Vani [ UM, ]c[M|U[M,]. Tkkinchi tomondan, M,cM,UM, va
M,cM UM, bolgani uchun, 3-tasdigga ko'ra [M,]c[M,UM,] va
prlc[aUas].  Shunday ekan, [M,]U[M,]c[m,UM,]. Demak,
[MIULM,]=[M, UM,]. A

24-taif. X - metrik fazo va M - uning bo'shmas gism to'plami
bolsin. Agar xeX ning ixtiyoriy O,(x) atrofi M ning cheksiz ko'p
elementlarini saglasa, u holda xe X nugta M to‘plamning limitik nuqtasi
deyiladi.
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To'plamning limitik nuqtasi shu to'plamga tegishli bo'lishi ham,
bo'lmasligi ham maumkin.

2.2. Agar ¢ barcha ratsional sonlar to'plami bo'lsa, u holda
R=(~<,») ning har bir nugtasi @ uchun limilik nugta bo'ladi.

2.5-ta'rif, Agar M to'plamga legishli x nugta uchun shunday >0
mavjud bo'lib, O,(x)N\M ={x} bo'lsa, u holda x nuqta M (to'plamning
yakkalangan (yolg'iz) nugtasi deyiladi.

O'quvchi mustaqil isbotlashi mumkin bo‘lgan quyicay: lasdiqglar
o'rinli.

M to'plamning istalgan urinish nugtasi shu to'plamning limitik
nugtasi, yoki yakkalangan nuqtasi bo‘ladi. Bu yerdan xulosa sifatida
kelib chiqadiki, [#/] to'plam uch turdagi nugtalardan tashkil bo'ladi:

1) M to'plamning yakkalangan nuqtalari,
2) M ga tegishli bo'lgan, M ning limitik nugtalari,
3) M ga tegishli bo'lmagan A/ ning limitik nuqtalari.

Bu xulosalardan kelib chigadiki, 3 dan uning yopig'i [4/] ga

o‘tish, M ga tegishli bo'Imagan limitik nugtalarni A/ ga qo‘shib olish

bilan amalga oshiriladi.

2.1. Metrik fazolarda yaqinlashish

2,6-ta’rif. X metrik fazoda x,, x,,....,x,,... nugtalar ketma-ketligi va
X nuqta berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy &€>0 ucaun shunday n, nomer
mavjud bo'lib, barcha n>n, lar uchun x, nuqgta x ning 9O,(x) atrofiga
tegishli bo'lsa, u holda bu ketma-ketlik x nuqtaga yaqinlashadi deyiladi.
Agar {x,} ketma-ketlik x nugtaga yaqinlashsa, u holda : nuqta {x,}
ketma-ketlikning limiti deyiladi. '

Bu ta'rifni quyidagicha ham ifodalash mumkin:

Agar

lim p(x,,x)=0

now
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munosabat bajarilsa, {v,} ketma-ketlik x nuqtaga yaqinlashadi deyiladi.
Yaginlashuvehi  ketma-ketlik  ta'rifidan quyidagi ikki xulosa
bevosita kelib chigadi:
1) hech qanday ketma-ketlik ikkita har xil limitga ega emas;
2) agar {x,} ketma-ketlik x nugtaga yaginlashsa, u holda uning ixtiyoriy
qismiy ketma-ketligi ham x nuqtaga yaqinlashadi.

2.2-teorema. Biror x nuqta M to'plamning urinish nuqtasi bo'lishi
uchun A da x ga yaqinlashuvchi {x,} ketma-ketlikping mavjud bo'lishi
zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. x nuqta M to'plamning urinish nuqtasi bo'lsin.
U holda ixtiyorty # natural son uchun O,,(x) atrofda kamida bitta
x,€M element mavjud. Bu x, nugtalardan tuzilgan {x,}c M ketma-
ketlik x nuqtaga yaqinlashadi.

Yetarliligi. Agar {x,}c M ketmaketlik x nugtaga yaqinlashsa,
ixtiyorly £>0 uchun shunday n, nomer mavjad bo'lib, n>n, bo'lganda
x, € 0,(x) bo'ladi, ya'ni O,(x)NM 2@. Demak, x nuqta A ning urinish
nuqtasi bo'ladi. A

Agar x - M to'plamning limitik nugtasi bolsa, u holda
x,€0,()NM nugtalami har xil qilib tanlash mumkin, chunki
Ol,"(x)ﬂM - cheksiz to'plam. Shunday gilib, x nugta A/ to'plam uchun
limitlk nuqta bo'lishi uchun M da x ga vaginlashuvchi har xil
nuglalardan tashkil bo‘lgan {x,} ketma-ketlikning mavjud bo'lishi zarur
va yetarli.

X metrk fazoni Y metrik fazoga akslantiuvchi f akslantirish
uzluksizligi tushunchasini quyidagicha ham ta'riflash mumkin. Bizga
f:X =Y akslantirish va x, € X nuqta berilgan bo'lsin. Agar x, nugtaga

yaginlashuvchi ixtiyorly {x,} ketma-ketlik uchun unga mos keluvchi

,=flx,)} ketmaketlik y,=f(x,) nuqtaga yaqinlashsa, [:X—>Y
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akslantirish v, nuqtada uzluksiz deyiladi. 1-§ da keltirilgan uzluksizlik
ta'rifi bilan bu ta'rilning teng kuchli ekanligini isbotlashni o'quvchiga

goldiramiz,

2.2. Zich to'plamlar

2.7-tarif. X metrik fuzoning ikkita 4 va B gqism to'plamlari
berilgan bo'lsin, Agar Bc[4] bo'lsa, u holda A to'plam B to'plamda zich
deyiladi. Xususan, agar [A]=X Lo'lsa, A to'plum fiumma yerda zich (X
da zich) deyiladi, Agar A to'plam birorta ham sharda zich bo'lmasa (ya’ni
har bir B X sharda A to'plam bilan umumiy elementoa ega bo'lmagan
B' shar saglansa), u holda A hech yerda zichmas to'plam deyiledi.

2.3-misol. Q - ratsional sonlar to'plami R da zich !o'piamdir.

24. Natural sonlar to'plami N haqigly sonlar metrik {azosi
R=(-o0,00) ning hech yerida zichmas to‘plamdir.

Endi hamma yerda zich sanogli gism to‘plamga ega bo‘lgan metrik
fazolarga misollar garaymiz. Odatda hamma yerda zich sanoqli gism
to'plamga ega bo'lgan metrik fazolar sepurabel metrik fazolar deb

ataladi.
2.5. l.1-misolda keltiriigan «diskret» fazo, hamma yerda zich

sanogli to'plamni fazoning elementlari sanoqgli bo‘lgan holda va faqat
shu holda saglaydi. Chunki, bu fazoda ixtiyoriy A uchun [M]=4A/
tenglik o‘rinli. Shuning uchun «diskret» fazo separabel bo'lishi uchun
uning sanoqli bo‘lishi zarur va yetarli.

2.6. Hagiqgily sonlar to'plami R=(-w,®) separabel metrik fazodir,
chunki ratsional sonlar to'plami sanogli va u R ning hamma yerida zich.

27 R, R', R, va R {l<p<w) metrik fazolarning hammasida
ratsional koordinatali nuqtalar to'plami sanogli va hamma yerda zichdir,
Shuning uchun R". R, Ri va R (l<p<x) lar ssparabel metrik

fazolardir.



28. Clabl. Cla.b] va Cyab] metrik fazolarda ratsional
Koeftitsiyentli ko'phadlar to'plami sanogli va hamma yerda zichdir.
Shunday ekan, ular separabel metrik fazolardir.

29. (, fazoda hadlari ratsional sonlar bo'lib, ulardan cheklitasi
noldan farqli bo'lgan ketma-ketliklar to'plami sanogli bo‘ladi va u £,
ning hamma yerida zich. Demak, £, - separabel metrik fazo.

2.10. Yugoridagi metrik fazolardan farqli o'larogq m separabel
bo'lmagan metrik fazoga misol bo‘ladi. Buni isbotlash uchun hadlari 0

va 1 lardan iborat barcha mumkin bo'lgan ketma-ketliklar to'plamini @
bilan belgilaymiz. ®cm va ikkita ixtiyoriy x,ye® ketma-ketliklar
kamida biror hadi bilan farq qilgani uchun p(x,y)=1. Ma’lumki, ® -

sanogsiz (kontinuum quvvatli) to'plam. ® ning elementlarini markaz
e -
qilib, radiusi 7 9 teng ochiq sharlami olamiz. Bu sharlar o‘zaro

kesishmaydi. Agar biror M cm to'plam hamma yerda zich bo'lsa, har bir
sharda M ning kamida bitta elementi yotadi. Sharlar soni @ dagi
elementlar soniga teng, M dagi elementlar soni esa sharlar sonidan,
shuning uchun, ® dagi elementlar sonidan kam emas. Shunday ekan,
M - sanogsiz to'plam, Demak, m ning hamma yerida zich sanoqli
to'plam mavjud emas ekan,

211. 1, p=1 va ¢, fazolarda hadlari ratsional sonlar bo'lib,
ulardan cheklitasi noldan farqli bo'igan ketma-ketliklar to'plami sanogli
bo'ladi va u £, va ¢, fazolaming hamma yerida zich. Demak, £, va &

separabel metrik fazolar bo'ladi.

2.3. Ochiq va yopiq to'plamlar
28-tarif. Agar X metrik fazodagi M to'plam uchun M =[M]
tenglik bajarilsa, M yopiq to'plam deb ataladi. Boshqacha aytganda, agar
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to’plam o'zining barcha limitik nugtalarini saglasa, u yopie to'plam deb
alaladi.

Ta'kidlash lozimki, 2.1-teoremaga ko'ra M to'plamnirg yopig'i [ W)
- yopiq to'plamdir, hamda [A/] to'plam 3/ ni o'zida sagloichi minimal
yopiq to‘plamdir.

2.12-misol. Har ganday metrik fazoda yopiq shar yopig to'plam
bo'ladi, Xususan, C[a.b] fazoda ixtiyorly C'>0 uchun |f{x)j<C shartni
ganoatlantiruvchi funksiyalar to'plami yopiq to'plam bo’ladi.

2.13. Cla,b) fazoda | f(x)|<C {ochiq shar) shartni ganoatlantiruvchi
funksiyalar to'plami yopiq emas, uming yopig'i |f(x)|<C shartni
ganoatlantiruvchi funksiyalar to‘plamidan iborat.

2.14. Har ganday X metrk fazoda X va & to'plamlar yopiq

to‘plamlardir.
2.15. Har ganday metrik fazoda chekli to’plam yopiqgdir.
2.3-teorema. Ixtiyorly sondagi yopiq to'plamiar kesishmasi va chekli
sondagi yopiq to'plamlar yig'indisi yopiqdir.
Isbot. Ixtiyoriy sondagi F, yopiq to‘plamlarning
F=(F,
@

kesishmasini qaraymiz. F to'plamning ixtiyoriy x limitik nuqtasini
olaylik. U holda x ning ixtiyoriy Oc(x) atrofida £/ ning. cheksizta
elementi mavjud. Shunday ekan, O,(x) da har bir F, ning cheksiz ko'p
elementi mavjud. Bu ko'rsatadiki, x nugta har bir F, uchun limitik
nugta bho‘ladi va F, lar yopiq bo'lgani uchun har bir @ da xef£,.

Bundan
xeF=[F,

24
ekanligi kelib chiqadi, ya'ni F yopiq to'plam.
Endi /7 - cheklita yopiq to'plamlar yig'indisi, ya'ni



n
F=UR
k=1

va velF bolsin. U holda xgF, k=1,2....n, yani x nugta F,.uchun
limitik nuqta bo'la olmaydi. Shuning uchun x ning O, (x),0,,(x)5--+
0, (x) atroflari mavjudki, 0,, (v} da F, ning ko'pi bilan cheklita elementi
bo'lishi mumkin. Agar

£=min &
1gksn

desak, O,(x) atrofda har bir F, to'plam elementlari soni cheklitadan
ko'p emas. U holda O,(x) atrofda F=§JIFk to’plam elementlarining soni
ham cheklitadan ko'p emas. Shuning uchun x nugta F uchun limitik
nugta bola olmaydi Yani F ning barcha limitik nugtalari o'zida
saglanadi. Demak, # - yopiq to'plam. A

29-ta’rif. Agar xe M nuqta uchun shunday £>0 mavjud bo'lib,
0,(x) atrof M da to'lig saglansa (O,(x)c M), u holda x nugta M
to'plamning ichki nugtasi deyiladi. Fagat ichki nugtalardan tashkil
topgan to'plam ochiq to'plam deyiladi.

2.16-misol. R sonlar o'gida ixtiyoriy (a,b) interval ochiq to'plamdir.
Haqigatan ham, agar xe(q,6) desak, £=min{r-a,b-x} son uchun
0, (x)c(a,b).

2.17. Cla,b] fazodagi g funksiyani olib, tayinlaymiz va G orqali
f()<glt), tela,b] shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar to'plamini
belgilaymiz. U holda G ochiq to’'plam bo'ladi.

2.4-teorema. M to'plam ochiq bo'lishi uchun uning butun fazogacha
to'ldiruvchisi X\ M yopiq bo'lishi zarur va yetarli,

Isbot. Zaruriyligi. M ochiq to’plam bo'lsin. U holda M dan olingan
har bir x nugta o'zining biror 0,{x) atrofi bilan 4/ ga tegishli bo'ladi,

ya'ni O,(x)N(X\M)=@. Shuning uchun X\M ga tegishli bo'lmagan
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nuqta X\ M uchun urinish nuqtasi bo'la olmaydi, ya'ni Y M - yopig
to'plam,

Yetarliligi. x\ s yopiq to'plam bo'lsin. U holda uning o'ziga
tegishli bo'lmagan urinish nuqtasi yo'q, ya'ni har bir x uchun shunday
o, (x) atrof mavjud bo'lib, O,(x)c M bo'ladi. Demak, A ochiq to'plam. A

2.18. Bo'sh to'plam va X fazo yopiq to'plamlardir. Ular bir-
ikkinchisim'ng to'ldiruvchisi bo'lgani uchun 2.4-teoremaga ko'ra @ va X
lar ochiq to‘plamlar ham bo‘ladi.

Ikkilik prinsiplari hamda 2.3 va 2.4-teoremalar natijasi sifatida
quyidagi teoremani keltiramiz,

2.5-teorema. Ixtiyoriy sondagi ochiq to'plamlar yig'indisi va chekii
sondagi ochiq to'plamlar kesishmasi yana ochiq to'plamdir.

2.4. Sonlar o'qgidagi ochiq va yopiq to'plamlar

Ixtiyoriy metrik fazoda, hattoki Evklid fazosida ham. ochiq va yopiq
to'plamlar strukturasi, umuman olganda, juda murakkab. Ammo, bir
o'lchamli Evklid fazosida, ya’ni sonlar o'gida barcha ochiq to‘plamlarni
(shu jumladan yopiq to’plamlarni) tavsiflash qiyin emas. Sonlar o'gidagi
ochig to‘plamiar tavsifi quyidagi teorema orqali ifodalanadi.

2.6-teorema. Sonlar o'gidagi ixtiyoriy ochig to'plam chekli yoki
sanoqli sondagi o'zaro kesishmaydigan intervallar yig'indisi ko'rinishida
tasvirlanadi.

Isbot. Sonlar o'gidagi G ochiq to'plamni qaraymiz. G to'plam
elementlari orasida ekvivalentlik munosabatini kiritamiz. Agar x,yeG
Nuqtalar uchun shunday (@,f) interval maviud bo'lib, x,ye{a,8)cG
bo'lsa, x~ ¥ deymiz. Ravshanki, bu munosabat refleksiv va simmetrikdir.
Bundan tashqari x~y va y~: bo'lgani uchun shunday (@.f) va (7.5)
intervallar mavjud bo'lib, xyele,f)cG va yze(y,0)cG boladi

Bundan y<y<g va (a.p)N(.6)%@ larga ko'ra (a.f)1N(7.6)=C
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oo Tahi Relib chigadi, Agar a=minle,y} b=max{3,6} desak, x,ze(u,b)=
1L G bo'ladi. Shunday ekan, x~z ekanligi, ya'ni kiritilgan
munossbatning tranzitiviigi kelib chiqadi. Shuning uchun, G o'zaro
Aesshmavdigan /. birbid bilan ekvivalent nuqtalarning sinflariga
&raladi vani 0=U.L. Har bir 7, ning interval ekanligini ko'rsatamiz.
2=l >=sup/, belgilashlarni kiritamiz. 7, ning tuzilishiga ko'ra ag [/,

ws 2el. U holda [, c(a.b). Ikkinchi tomondan, agar x<y, x,yel,

. . ning tuzilishiga ko'ra (x,)</,. Bundan tashqari a dan o‘ng

v: g qa istalgancha yagin, 4 dan chap tomonda va 6 ga

ivoriy vaqinlikda /; ning elementlari mavjud. Shuning uchun, chetlari
25 g2 tegishli ixtiyorly (a',b') interval /, da saglanadi. Bundan
I.=iz%) tenglik kelib chigadi. Bunday kesishmaydigan /, intervallar
soni ¥o'pi bilan sanogli, chunki har bir 7, interval kamida bitta ratsional

sugsni saqlaydi. Shuning uchun intervallar soni ratsional nugtalar

sonidan ko'p emas. A

Yopiq to'plamlar ochiq to‘plamlarning to'ldiruvchi to'plami bo'lgani
uchun, ixtiyorly yopiq to'plam sonlar o'gidan chekli yoki sanoglita
¢ zarc kesishmaydigan intervallami chigarib tashlashdan hosil bo’'ladi.

2.19. Sonlar o'gida sodda yopiq to'plamlarga misol sifatida
kssmalar, alohida nuqtalar va chekli shunday to‘plamlar yig'indisini
garash mumkin.

Murakkabroq yopiq to‘'plamga misol garaymiz. Qaralayotgan bu
vopiq to'plam «Kantor to'plami» nomi bilan tanicli.

2.20. £, =[01] bo'lsin. Undan G%) intervalni chigarib tashlaymiz,
yoigan yopig to'plamni £ bilan belgilaymiz. Keyin £, dan !" l, ; | va (‘_;;:
intervallamni chigarib tashlaymiz, golgan yopiq to'plamni (to'rt kesmadan

foratl F, bilan belgilaymiz. Bu to'rtta kesmaning har biridan o'rtadagi
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uzunligi 373 teng bo‘lgan interval chigarib tashlanadi (2.1-chizmaj va
hokazo, Bu jarayonni cheksiz davom ettirib, yopiq to'plamlarning

kamayuvchi £, ketma-ketligini olamiz. Agar

: . Nadi 1
deb belgilasak, 2.3-tecremaga ko'ra / yopiq to plam bo'ladi. U [0.1]

SF P ] ijasida hosil
kesmadan sanoqli sondagi intervallarni chigarib tashlash natijasida hos

bo'ladi. Hosil bo’lgan # to'plam Kantor to'plami deb ataladi.
Endi F to'plamning strukturasini o'rganamiz. Ravshanki, £ ga
chiqarib tashlangan intervallarning oxirlari bo‘'lgan
01121278 (2.1)
73737997979
nugtalar tegishli. Birog / to'plam faqat shu nugtalardan iborat emas.

[0,1] kesmadagi F ga tegishli bo‘lgan nuqtalarni quyidagicha

xarakterlash mumKkin.

- 2 Fi

0 13 2/3 !
T J‘:

0 19  2/9 13 23 7/9 8/9 1
i - - Fs

DR Zir fh ] 219 20 7 8 25 26

7778 927273 327279 9 27 27
2.1 - chizma

Buning uchun [0,1] kesmadagi har bir x ni uchlik sistemada yozamiz:

L ST L
2

bu yerda «, sonlar 0, ! va 2 raqamlarni gabul gilishi mumkin. Onli
kasrlar holidagidek bu yerda ham ba'zi sonlarni ikki xil ko'rinishda

yozish mumkin. Masalan,



)
1l 0+.. _q_ ,..,—_9+£‘)+,..+:_+..._

—=—d— et —+
3 3 32 1 3 32 3
Endi F to'plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi

12

haqgida fikr yuritamiz. Ravshanki, [5'5] intervaldagi sonlarning uchlik

sistemadagi yoyilmasida @, son albatta 1 ga teng bo'ladi, (%i] va (%g)

intervallarga tegishli sonlaming uchlik sistemadagi yoyilmasida a, son

3 g ) 1 2Y(7 8)(1920)
teng bo'ladi. Xuddi shunga o'xshash [ — = || - —||= =1
e I ] (27 27} (27 27) (27 27)

va [;*;3_;] intervallarga tegishli sonlar uchun ularning uchlik
sistemadagi yoyilmalarida a; son albatta 1 ga teng bo‘ladi va hokazo.
Shunday qilib ixtiyorly xe[0,]]\F son uchun uning uchlik sistemadagi
yoyilmasida qatnashuvchi a), a,,...,a,,... sonlaming kamida bittasi 1 ga
{eig. Aytilgan mulohazalardan quyidagi xulosa kelib chigadi: F
to'plamga kamida bir usul bilan uchlik kasr ko'rnishida tasvirlanuvchi
shunday xe[0,1] sonlar kiradiki, ularga mos a,,a,,....a,,... Kketma-
ketlikda 1 ragami biror marta ham uchramaydi. Shunday qilib, har bir

xe F uchun

aj, Gy Qe (2.2)
ketma-ketlikni mos go'yish mumkin, bu yerda a, ragam 0 yoki 2 ga
teng. Bunday ketma-ketliklar to'plami kontinuum quvvatli to'plamni
tashkil giladi. Bunga ishonch hosil qilish uchun har bir (2.2) ketma-
ketlikka

bys By (2.3)

ketma-ketlikni shunday mos qo'yamizki, agar a,=0 bo'lsa, b,=0
bo'ladi, agar a,=2 bo'lsa, §,=1 boladi. Har bir (2.3} ketma-ketlikni,
{0.1] kesmadagi biror y sonning ikkilik kasr yozuvi deb garash mumkin.

Scunday qilib, F to'plamni [0,1] ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu
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yerdan /° ning kontinuum quvvatli to'plam ekanligi kelib chigadi. (2.1)
kelma-ketlikdagi sonlar to'plami sanogli bo‘lgani uchun, ular £ ni
to'lig'icha qoplamaydi.

Biz ko'msatdikki, /* kontinuum quvvatga ega, ya'ni [0.]1] kesma
bilan / to'plam o'rtasida biyektiv moslik mavjud.

Bundan tashqgari Kantor to'plami [0,!1] kesmaning hech yerida
zichmas va o'lchovi nolga teng. Kantor to‘plami / ning o'lchovi nol
ekanligi #([0,]]7)=1 ekanligidan kelib chiqadi. Barcha chiqarib
tashlangan intervallar uzunliklari yig'indisi

1 2 4 gl
=t —F— ek —— =],
3 9 27 ke

Demak, u(F)=0.

Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. M={xeR:x}+xl<l} to'plamni R*> metrik fazoda ochiq to'plam
bo'lishini ishotlang.
2. N={reR:lsxl+x 54} to'plamni R® metrik fazoda yopiq to'plam
bo'lishini isbotlang.
3. Ratsional sonlar to'plami Q ning yopig'ini toping.
4. Q ni R=(~w®;00) ning hamma yerida zich ekanligini isbotlang.
S. Butun sonlar to'plami Z ni R ning hech yerida zich emasligini
isbotlang.
6. Q ning barcha yakkalangan nuqtalari to'plamini toping.
7. Z ning barcha yakkalangan nuqtalari to'plamini toping.
8. R\ Q ning barcha limitik nugtalari to‘plamini toping.
9. To'plam yopig'ining xossalarini keltiring.
10. Sanogqli sondagi ochiq to‘plamlarning kesishmasi ochiq to'plam

bo'imasligiga misol keltiring.
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1. Senogli sondagi yopiq to'plamlamning birlashinasi yopiq to'plam
bo'lmasligiga misol keltiring.
12, Kantor to'plami [0,1] kesmada zichmi? F to'plam [0, 1] kesmadagi
biror (a.b) intervalda zich bo'la oladimi?
13, Kantor to'plamining Lebeg ma'nosida o'lchovli ekanligini ko‘rsating.
Uning o'lchovini toping.
14. Kantor to'plamining barcha yakkalangan nugtalari to'plamini toping.
15, Kantor to'plami [0,1] kesmaning hech yerida zichmas ekanligini
ko'rsating.
15, Diskret metrik fazoda ixtiyoriy M uchun M =[M] tenglikni isbotlang.

3-8. To'la metrik fazolar

Matematik analizdan ma'lumki, har ganday fundamental sonli
ketma-ketlik yaqinlashuvchidir. Bu tasdiq sonlar o'gining to'laligini
ifodalaydi. Quyida ko'rsatiladiki, ixtiyoriy metrik fazoda har ganday
fundamental ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lavermaydi.

3.1-ta’rif. Agar ixtiyorly € >0 uchun shunday N, natural son mavjud
bo'lib, barcha n>N, va m>N, nomerlar uchun p(x,,x,)<¢& tengsizlik
aaiarilsa, u holda {x,} fundamental ketma-ketiik deyiladi.

Uchburchak aksiomasidan bevosita kelib chigadiki, har qanday
vaginlashuvchi ketma-ketlik fundamentaldir. Hagiqatan ham, agar {x,}
ketma-ketlik x ga yaqinlashsa, ixtiyorly £>0 uchun shunday N, son
mavjudki, barcha > N, nomerlarda p(x,,x)<e&/2 tengsizlik bajariladi. U

rolda jxtiyoriy n>XN, va m> N, nomerlar uchun

Pl )S Pl x) P, ) < 2+ S <

Demak, {x,} fundamental ketma-ketlik ekan.
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3.2-tarif. Agar X metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik
yagirdashuvehi bo'lsa, u holda X to'la metrik fazo deyiladi.

3.t-misol. Yakkalangan nuqtalar fazosida faqatgina statsionar (ya'nt
biror nomerdan boshlab hamma nomerlarda birgina nugta
takrorlanadigan) ketma-ketliklar fundamental va shuning uchun
yaqinlashadi, ya'ni bu fazo - to'la.

32. R=(-w,c) fazoning to'laligi matematik analiz kursidan
ma’lum.

3.3. R" to'la metrik fazodir, Isbotlang.

Isbot. Faraz gilaylik, x(”)=(x: PP L xP ’) - R" dagi ixtiyoriy
fundamental ketma-ketlik bo'lsin. U holda har bir £¢>0 uchun shunday
N, nomer mavjud bo'lib, barcha p> ¥, va ¢ >N, nomerlar uchun
i(\“.(”}—xi'”)? = (3.1)
k=1

Natijada har bir 4 € {l,2,...,s} uchun {x"'} ketma-ketlik barcha p> N, va

¢ >N, nomerlar uchun !x{”—xﬁ"’ka tengsizlikni ganoatlantiradi, ya'ni

{,r,”"}:_, fundamental sonli ketma-ketlikdir va R fazo to'la bo'lganiigi
uchun u yaqginlashuvchi bo'ladi. Uning limitini

X = lim x,(‘”), kefl,2.....n)
p=sin
orqali belgilaymiz. U holda, {3.1) tengsizlikda p>N, deb g—« da
limitga o'tsak

i(—‘{m =Xy ]1 <g

k=1
tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan

I!i_l::qx(”) = (), %0000y )= X, A

3.4-3.5. R} va R fazolaming to'laligi ham shunga o'xshash
isbotlanadi.
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3.6. Cla.b] fazo 10'la metrik fazodir. Isbotlang.
Isbot. {v,}cCla,b] ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik bo'lsin. U
holda har bir £>0 uchun shunday A, mavjudki, n,m> N, bo'lganda
Pl )= max ()=, ()] < & (3.2)
tengsizlik bajariladi. Bu esa {x,} funksional ketma-ketlikning [a,b]
kesmada tekis yaqinlashish shartidir. Shuning uchun {x} ketma-ketlik
{a.b] kesmada aniglangan biror x wuzluksiz funksiyaga tekis
yaginlashadi. Agar (3.2) tengsizlikda n> N, bo'lganda m->co da limitga
o'tsak,
Px,,x)=max [ x,() - x()| < &
asish

tengsizlik kelib chiqadi, ya'ni {x,} ketma-ketlik C[4,b] fazo metrikasida
x funksiyaga yaqinlashadi. A

3.7. £, to'la metrik fazodir. Isbotlang.

Ishot. {x"}c¢, ixtiyorly fundamental ketma-ketlik bo'lsin, U
nolda har bir £>0 uchun shunday ¥, mavjudki, n,m> N, bo'lganda

SIS PR
k=1
tengsizlik bajariladi, bu yerda x=(x), %, x,.). (33) dan kelib
! 2 s G (3,

chiqadiki, ixtiyoriy £ natural son uchun x‘")—

x"|<& bo'ladi, ya'ni har

bir £ da x{”) hagiqiy sonlar ketma-ketligi fundamentaldir va shuning
uchun u yaginlashadi. Aytaylik,
x, = lim .\{"), k=12,...
N
bo'lsin. Endi x bilan yugoridagi x, limitlar orqali tuzilgan (x,%y,...,%;,...)
ketma-ketlikni belgilaymiz.
Quyidagilami ko 'rsatishimiz kerak:
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2 .
a) Yx; <m, yani xel,;
k=1

b} lim p(x, x("))= 0

N>

(3.3) tengsizlikka asosan har bir belgilangan A/ natural son uchun

M 2
{(m (m) 2
Z(xk — %% )—<5

tengsizlik o'rinli. Bu tengsizlikning chap tomonidagi yig'indida cheklita

go’shiluvchi bo'lgani uchun #> ¥, ni tayinlab, m— = da limitga o'tsak,

M
Z( (5] <o°
tengsizlikka kelamiz. Bu tengsizlik barcha A larda o'rinli, shuning
uchun M - da limitga o'tsak,

i(x{:l) —XA-)Z <&’ (3-4)

k=

tengsizlikka ega bo’lamiz.

o o )
Y. Sl
k=1

qatorlar yaqginlashuvchi bo'lgani va
2t = 3l ol ol f <25 - F +25 60
k=) kel

munosabatdan

qatorning yaginlashuvchi ekanligi kelib chiqadi, ya'ni a} tasdig
isbotlandi. (3.4) tengsizlikda £ >0 ixtiyoriy kichik migdor bo‘lgani uchun

lim p[,\',.\' )= ]:m ’2_ X = t“’)

tenglik o'rinli bo'ladi, ya’ni ¢, fazo metrikasida x"! = x. b) tasdiq ham

isbot bo'ldi. A



3.8. C,[-11] metrik fazo to'la emas. Isbotlang.

Isbot. Buning uchun C,[-1,1} fazoda uzluksiz funksiyalarning

-1, xe[-1,-1/n]
f,.(x) {nx xe(-1/n, Yn),
xelifn 1]

lin p iy

3.1 - chizma

ketma-ketligini  qaraymiz. Bu  ketma-ketlik GC,[-1L1] fazoda
7, ()= £, (x)] <1

fundamentaldir, chunki barcha xe[-1]} lar uchun
ekanligini hisobga olsak va n<m desak,
1 i n 9
Pt [0l =20, n>ce
-l =kn
Biroq {f,} kemaketlk C,[-1]] fazodagi birorta ham funksiyaga
yaginlashmaydi. Haqgiqalan ham, feC,[-1,1] ixtiyoriy funksiya va

ol9-|
ol nugtada uzilishga ega funksiya bo'lsin. Ko'rinib turibdiki,

10 xe[-1, —l/n]U[I/n 1]
nx+l, xe I/n,O),
’_nx I, xe[0,1/n).

~1, agar xe[-1,0),
L, agar xe[O,l]

)-olx)=

Bundan tashqari barcha xe[-11] lar uchun |f,(x)-e{x)|<1. Shuning
nchun
"}
ﬂ)‘:, x)-p(x ])”cb J(f,, (p(x))zd\'szﬁo, n— . (3.5)
-i/n
Adar Minkovskiyning integral tengsizligidan foydalansak ((1.22) ga

qarang),
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] i |
I 2
[IU “'J] [ [(rx)- £,(x)) m] fj(ﬁ,(x)w(x))zdv . (38
i 1
tengsizlikka kelamiz, Endi quyidagi
hf(‘) = (‘n(.\'JJJ dy >0 (3.7}
|

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning ishotini ikki holga ajratamiz.

1) Faraz qilaylik, f(0)<0 bo'lsin, u holda f ning uzluksizligiga
ko'ra shunday & >0 mavjudki, barcha x€[0,6,] lar uchun f(x)<1/2
bo'ladi. Bundan

[f()-ex) 2174, xef0,4] (3.8)
tengsizlik kelib chiqadi. (3.8) tengsizlikni [0,6,] kesma bo'yicha

integrallab,
I
J(7(x)- wls v)fde > _[U(.\ —olx ))‘u{t:-w-

i
tengsizlikka kelamiz.
2} Agar biz f(0)>0 deb faraz qgilsak, u holda shunday &, >0

mavjudki, barcha xe[-&,, 0] lar uchun |7{x)- (x}! > /2 bo'ladi. Bundan
: 3, B
Iuo)¢0Y¢>I 1)~ o) > 22
-8

Demak, (3.7) tengsizlik isbot bo'ldi. (3.6) tengsiz]ikdan

de@ hmwwm@fw

lWM&)m

ni olamiz. (3.5}, (3.7) va (3.9) lardan
1

ol 1)=| () 1 )Pt |

ning nolga yaqginlasha olmasligi kelib chiqadi, ya'ni {f,} ketma-ketlik
C.[-L]1] dagi birorta ham funksiyaga yaqinlasha olmaydi. A
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3.9. 1, p21 va m, ¢, ¢, fazolar to'la metrik fazolardir.

3.1. Ichma-ich joylashgan sharlar hagidagi teorema
Ma'lumki, analizda ichma-ich joylashgan kesmalar haqidagi lemma
keng qo'llaniladi. Metrik fazolar nazariyasida esa «ichma-ich joylashgan
Yopiq sharlar haqidagi teorema» deb ataluvchi quyidagi teorema shunga
o'xshash muhim ahamiyatga ega.

3.1-teorema. X metrik fazo to'la bo'lishi uchun undagi ixtiyoriy
ichma-ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-
ketligining kesishmasi bo'sh bo'lmasligi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zaruriyligi. X to'la metrik fazo bo'lsin va B,,B.,8;,... -
ichma-ich joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligi bo'lib, ulaming
radiuslari ketma-ketligi nolga intilsin. B, sharning markazi x, nugtada
va radiusi 7, bo'lsin. Barcha m>n lar uchun p(x,,x,)<r, va n—w da
r,»0 bo'lgani uchun, sharlarning markazlari ketma-ketligi {x,}
fundamentaldir. X to'la metrik fazo bo'lgani uchun

fim x,
n-oo

mavjud. Aytaylik,

lim x, =x
n—s

bo'lsin. Har bir # da barcha m>n lar uchun x, € B,. Shunday ekan, har
bir n da x nuqgta B, shar uchun urinish nuqtasi bo'ladi. Barcha » larda
8, yopiqg bo'lgani uchun xe 8,. U holda

xe()B,=>()8,22.

n=l n=l
Yetarliligi. X da ixtiyoriy {x,} fundamental ketma-ketlik berilgan
bo'lsin. U holda bu ketma-ketlik uchun shunday s nomer topiladiki,

I i ; 2
barcha n>n larda p(.\',,..\',,l}<; tengsizlik o'rinli bo'ladi. Markazi x,
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nuglada va radiusi 1 ga teng B, yopiq shami olamiz. Keyin n, > n,
nomerni shunday tanlaymizki, barcha »n>n, larda p(x,,,x,, )<—|7
R 42

1
tengsizlik bajarilsin. Markazi x, nu¢lada va radiusi = ga teng B, yopiq

sharni olamiz. Tanlanishiga ko‘ra, 8,< B, =l n=—. Endi n >n,

N =

1
nomerni shunday tanlaymizki, barcha »>., larda p(::”,x,,j)g)—3

tengsizlik bajarilsin. Agar shu usulda x,,x,,,....x, nugtalar tanlangan

bolsa, u holda x, nuqgtani shunday tanlaymizki, #,, > va barcha

| T ) q 4
n>n,, larda p(x,,,.\'"‘”)(q‘_l bo'lsin. Yuqoridagidek markazi x, va

radiusi — ga teng bo'lgan yopiq sharni B,,, orqali belgilaymiz.

2

Sharlarni bunday qurish jarayonini davom eftira borib, ichma-ich

joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligini hosil gilamiz va ularning

:
radiuslari  ketma-ketligi {r:%,t k—c da nolga intiladi. Teorema
<)

shartiga ko'ra,

NB,=@ va xe()B,

n=l n=|
bo'lsin. Bu sharlar ketma-ketligi umumiy nuqtaga ega va bu nugtani x

deb belgilaymiz. B, sharlar ketma-ketligining qurilishiga ko'ra x nugta
{x, } ketma-ketlikning limiti bo'ladi. {x,} fundamental kema-keflikning
{x, } gismiy ketma-ketligi x nuqtaga yaqinlashgani uchunz, {x,,} ham «x
nuqlaga yaginlashadi. Shunday qilib, x =,Ei‘,rl"'"' A

3.2-teorema. (Ber teoremasi). To'la metrik fazoni hech yerda zich
bo'lmagan sanoqli sondagi to'plamiar yig'indisi ko'rinishida tasvirlash
mumkin emas.
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Isbot. Faraz qgilaylik,

x=U M,

n=t

bo'lsin, bu yerda Af, larning har biri hech yerda zich bo'lmagan

to'plamlar. Radiusi | ga teng biror B, yopiq sharni olamiz. Farazimizga
ko'ra M, to'plam B, da zichmas. Shuning uchun radiusi %da_n kichik
shunday yopiq B c B, shar mavjudki, B NM,=9. Hech yerda zichmas
Af, to'plam B, sharda ham zichmas, shunday ekan, radiusi % dan kichik

shunday B, c B, yopiq shar mavjudki, B,\M, =@ va hokazo. Jarayonni
shu usulda cheksiz davom ettirib, yopiq sharlaming shunday ichma-ich
joylashgan {B,} ketma-ketligini hosil gilamizki, ularning radiuslari

ketma-ketligi nolga intiladi. 3.1-tecremaga ko'ra ﬁB,, # @, Faraz qilaylik,

n=|

xe ﬂB,, bo'lsin. B, sharlaming tuzilishiga ko'ra ixtiyoriy n da x¢ M,,

shunday ekan, xeD M,, ya'ni X # O A,. Bu farazimizga zid. A

n=1 n=l

3.2. Metrik fazolami to'ldirish

Agar R metrik fazo to'la bo'lmasa, uni biror usul bilan (aslini
olganda yagona usul bilan) biror to'la metrik fazo ichiga joylashtirishimiz
mumkin.

3.3-ta’rif. Agar: 1) R metrik fazo R’ to'la metrik fazoning gism
fazosi bo'lsa; 2) R to'plam R* ning hamma yerida zich, ya’'ni [R]=R"
bo'lsa, u holda R' metrik fazo R metrik fazoning to'ldirmast deyiladi.

3.3-teorema. Har bir R metrik fazo to'ldirmaga ega va bu to'ldirma
fazo R ning nugtalarini qo'zg'almas holda qoldiruvchi izometriya
anigligida yagonadir.
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Ishot. Dastlab to'ldirma fazoning yagonaligini isbotlaymiz. R va
R" lar R ning ikkita to'ldimma fazolari bo'lib, p, va p, mos :avishda
ulardagi masolalar bo'lsin. Ta'rifga ko'ra, har bir x e & uchun shunday
{x,}c R ketma-ketlik mavjud bo'lib, {x,}~ x" bo'ladi. U holda

]l'm p(xﬂ’xﬂl): Iiln pl(xll7'vlll)=”,lilr11l" pz(xﬂ’xﬂl)= O

man-ruw maen-—ro
munosabatga ko'ra, {x,} ketma-ketlik £, & va R fazolarda
fundamental ketma-ketlik bo'ladi. Shuning uchun, yagena x~ eR”
{x,} ketma-ketlikning

mavijud bo'lib, {x,}>x". Bu x" nuqta f{x,}

tanlanishiga bog'liq emas. Chunki, agar {x,}—x" va {y,}—>x" bo'lsa,

b

__ |x. agar n=2k~1,
¥, agar n=2k.

ketma-ketlik ham x° ga yaginlashadi. Tuzilishiga ko'ra, {z,} -
fundamental va uning {x,} gismiy ketma-ketligi x” nuqtaga
yaginlashadi. U holda {z,} ning o'zi ham x"" ga yaqinlashadi va shunday
ekan, {y,} qismiy ketma-ketllk ham x” ga yaginlashadi. Ko'rsatilgan
yo'l har bir x" e R’ uchun yagona x" ni mos qo'yadi. £’ va R™ o'rtasida
#(x")=x" moslikni o'rnatamiz. Agar xeR bc'lsa, xeR va veR”
bo'ladi, hamda x,=x statsionar ketma-ketlik x elementga R* va R

fazolarda yaqinlashadi.

Shuning wuchun, ixtiyoriy xeR uchun ¢(x)=x. Bu usulda
aniqlangan ¢ mostik R’ ni R" ga o'zaro bir qiymatli akslantiradi. Endi
¢ ning izometriya ekanligini ko'rsatamiz. Aytaylik,

{x3-x, ek va {x}-ox",x"erR"
va

=y Y ek va {3y " eR”
bo'lsin. U holda metrikaning uzluksizlik xossasiga ko'ra

45



Al -)"\)= lim 2xnr )= lim (% 3)
va
pk ") lim ps(xy.3,)= lim p(x;.,)
Bundan
Ay )=l ™).
Demak, R’ ni R ga o'zaro bir giymatli akslantiruvchi ¢ moslik mavijud
bo'lib, u quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:
1) barcha xe R lar uchun ¢(x)=x;
2) agar x ©x”, 3 <y bo'lsa, u holda oy )= pl(x",y").
To'ldirma fazoning yagonaligi isbotlandi.
Endi to'ldirma fazoning mavjudligini isbotlaymiz. R ixtiyoriy metrik
fazo bo'lsin. R dan olingan {x,} va {x,} fundamental ketma-ketliklar

lim p(x,.x,)=0 shartni qganoatlantirsa, ular ekvivalent deb ataladi va

{3}~ {x,} ko'rinishda yoziladi. Tekshirish giyin emaski, fundamental
ketma-ketliklar o'rtasida kiritilgan bu munosabat refleksiv, simmetrik va
tranzitivdir.

Bundan kelib chigadiki, R ning elementlaridan tuzilgan barcha
fundamental ketma-ketliklar to'plami har bir o'zaro ekvivalent ketma-

ketliklardan tashkil bo'lgan va kesishmaydigan sinflarga ajraladi. Endi
R fazoni aniqlaymiz. R’ ning elementlari sifatida yuqorida aniglangan
o'zaro ekvivaleni fundamental ketma-ketliklardan iborat sinflarni gabul
gilamiz va unda masofani quyidagicha aniglaymiz. x* va y' shunday
sinflardan ikkitasi bo'lsin. Bu sinflaming har biridan ixtiyoriy ravishda
bittadan vakil tanlaymiz, ya'ni {x,}ex" va {y,}ey’ fundamental ketma-

ketliklarni olamiz. x* va y~ orasidagi masofani

pey)= lim p(x,.y, ) (3.10)

46



usulda aniglaymiz. Masofani bu usulda aiiglash nugsonlardan xoli
ekanligini ko'rsatamiz, ya'ni (3.10) limit mavjud, hamda f{x,}ex’ va
{v,} ey vakillaming tanlanishiga bog'licf emas.
Ushbu
[p(x,.3,)- ol 3)| € Px, 2, )4 2,0 3) (3.11)
tengsizlik ko'rsatadiki, agar {x,} va {y,} lar fundamental ketma-ketliklar
bo'lsa, ixtiyoriy &£>0 uchun shunday » va m lar mavjudki,
| p(x,.3,)= p(x,.3,.)
tengsizlik bajariladi. U holda ¢, = p(x,,»,) sonli ketma-ketlik Koshi

<&

kriteriysini qanoatlantiradi va shunday ekan, {c,} chekli limitga ega.

Bu limit {x,}ex’ va {y,}ey' laming tanlanishiga bog'lig emas.

Haqiqatan ham,
{xjex', (x)ex va {yley', Uy }ey

bo'lsin. {x,}~{x,} va {y,}~{y,} bo'lgani uchun

lim pls,. %, )=0 va fim v,y )=0
bo'ladi. U holda

lp3,)- plxs, ot )< o, 50)+ o, )
tengsizlikdan

lim p(x,,,)= lim p(x;. 5,)

tenglik kelib chiqadi.

Endi R' da (3.10) formula bilan aniglangan p  akslantirish metrika
aksiomalarini ganoatlantirishini ko'rsatamiz. Ishonch hosil qilish qiyin
emaski, 1- va 2- aksiomalar bajariladi. Endi uchburchak aksiomasining
bajarilishini tekshiramiz. Berilgan R fazoda uchburchak aksiomasi
bajarilgani uchun ixtiyoriy, {x,}ex" va {y,}ey" va {z,}ez fundamental

ketma-ketliklar uchun, barcha » larda
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plxl:':n)ls p(“‘n’yn)"' p(.vny:n)
smas X o nndl Bu tengsizlikda #— 0 da limitga o'tib,

Hn] l"('\'"’:ll)S Iim p(x"’.y")+ Iinl p()’"’z")
= H—0 H—»

=lxni clamiz, vani
Pl =)< p'(.r'.y'J+ pl2).

zoni R’ ning qism fazosi sifatida garash mumkinligini

e
Fl)

Har bir xeR ga {x, =x} statsionar ketma-ketlik va unga ekvivalent
fzndamental ketma-ketliklardan tashkil bo‘lgan sinfni mos qo'yamiz. Bu
s=f r gz vaqinlashuvchi {x,}c R ketma-ketliklardan iborat. Tuzilishiga
=2 = bu sinf bo'sh emas. Shu bilan birgalikda, acer x,y & R uchun
20'1sg, v holda

P (xoy)= lim plx,,)-
Crunid 3.11) ko'ra
| plx.y)- ooy )ls plr.x, )+ o(3.3,,)-
har bir xeR ga unga yaqinlashuvchi fundamental

ar sinfi ¥’ ni mos qo'yish bilan R ni R’ ning ichiga
Zomaiz zisiantiamiz. Bundan keyin R va uning R° dagi aksini farq
c.==v ¥ = P ning gism fazosi deb garash mumkin. Navbat R metrik
fzimoz 7 ning namma yerida zich ekanligini ko'rsatishga keldi.
coomv z =7 clement va ixtiyoriy £>0 sonni olamiz. x” sinfdan vakil
znz =z 7= |z fundamental ketma-ketlikni olamiz.

semi shunday tanlaymizki, »>N va m>N bo'lganda

s =z wilkn. Uholda n>N da

P (x,,x")= lim plx,x,)<E.
mn—ID
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ya'ni x' ning ixtiyoriy ¢ - atrofi R ning nuqlasini saglaydi. Shunday
qilib, R ning X' dagi yopig'i R ga teng.

Endi R’ ning to'laligini isbotlash qoldi. Dastlab shuni ta'kidlash
lozimki, R* ning tuzilishiga ko'ra R dan olingan ixtiyoriy fundamental
ketma-ketllk shu ketma-ketlikni saqlovchi x eR elementga

yaginlashadi. R fazo R da zich bo'lgani uchun R' dan olingan

nuqtalarning ixtiyoriy x;,s,...,x,,... fundamental ketma-ketligi uchun R

da shunday x,,,,....x,,... fundamental ketma-ketlik topiladiki,

lim p (x ( AR )—0.

n-D

Buning uchun har bir #» da x,eR nuqtani p (\”,\' )<1/n shart bo'yicha

tanlash yetarli. Tanlangan {x,} ketma-ketlik ® da fundamental va R
ning aniglanishiga ko'ra, biror x" € R* ga yaginlashadi. U holda
P (\' x,,)<p (x x,,)+p ( ,,,x“)
tengsizlikka ko'ra,
lim p'(x‘,x;)=0,

n-a
yani {x;} ketma-ketlik x* ga yaqginlashadi. &
3.10-misol. X deb ratsional sonlar to'plamini belgilasak, u to'la

bo’lmagan metrik fazo bo'ladi. Uning to'ldirmasi X - hagiqiy sonlardan

iborat metrik fazc bo'ladi. C,[a,b] to'la bo'lmagan meirik fazo bo lad

Uning to'ldirmasi £,[a,6] fazodir (8-§ ning 8.18-miscliga garang).

3.3. Meirik fazolarda kompalkt io'plamlar
Matematik analiz faniga qat'ly asos solishda va uning rivojida
Bolsano-Veyershtrass teoremasi va Geyne-Borel lemmalari fundamental
ahamiyatga ega. Bolsano-Veyershtrass teoremasiga ko'ra sonlar o'qidagi

istalgan chegaralangan cheksiz to'plam kamida bitta Hmitik nuqtaga
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cud. Gevne-Borel lemmasiga ko'ra sonlar o'qgidagi [«,6] kesmaning
wlivoriy ochiq qoplamasidan chekli gism qoplama ajratib olish mumkin.

Sonlar v'qidagi chegaralangan cheksiz to‘plamlar va kesmalarning
b Xossalarini metrik  fazolarda umumlashtirish magsadida biz
Kompaktlik tushunchasiga kelamiz.

Kompakt to'plamlar tushunchasi metrik fazolardagi asosiy
tushunchalardan bi  hisoblanadi. Kompakt to'plamlar kompakt
operatorlami ta'riflashda va ularni tekshirishda qo'llaniladi.

Bizga .Y metrik fazo berilgan bo'lsin. A/ va A, to'plamlar X' ning
qism to'plamlari bo'lsin. {4, to'plamlar sistemasi {4,} to'plamlar
sistemasining gismi bo'lsin.

34tarif. Agar MclJd, bolsa, {4,} to'plamlar sistemasi M

to'plamning qoplamasi deyiladi. Agar {A,}c{4,} gism sistema uchun

Mcl)4, bolsa, u holda {4} sistema M ning gism qoplamasi deyiladi.
Xususiy holda, X=\Jd4, bo'lsa, u holda {4,} to'plamlar sistemasi X

fazoning qoplamasi deyiladi. 4

35-ta’rif. Agar KcX to'plamning istalgan ochiq qoplamasidan
chekdi qism qoplama ajratish mumkin bo'lsa, u holda K kompakt to'plam
aeyiladi. Agar X fazoning istalgan ochiqg qoplamasidan chekli gism
qoplama gjratish mumkin bo'lsa, u holda X kompakt metrik fazo
deyiladi.

Quyida ko’rsatamizki, sonlar o‘gida [a,0] kesma kompakt to‘plam
bo'lishi bilan bir gatorda R va C" fazolarda istalgan chegaralangan
yopiq to'plam kompakt to'plam bo'ladi. Aksincha, sonlar o’qi, R" va C”
fazolar kompakt bo‘lmagan metrik fazolarga misol bo'ladi.

Endi 3.5-ta’rifga ekvivalent bo'lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz.
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3.6-tarif. Agar K to'plamdan olingan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikdan
K da yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik gjratish mumkin bo'lsa, K ga
kompakt lo’plam deyiladi.

3.7-ta’rif. Agar M to’plamning yopig'i [M] kompakt to'plam bo'lsa,
yoki ixtiyorty {x,}c M ketma-kellikdan X da yaginlashuvchi qismiy
ketma-ketlik ajratish mumkin bo'lsa, M ga nisbly kompakl to'plam
deyiladi.

Endi biz R” yoki C”" fazolardagi to'plamlarning kompaktlik
kriteriysini beramiz. Quyida @ bilan (0,0,...,0) € " nuqta belgilangan.

3.4-teorema. R}, p21 ( 2 1) metrik fazodagi K (o‘plam kompaki
bo’lishi uchun, uning chegaralangan va yopiq bo'lishi yetarli va zarurdir.

Isbot. Yetarliligi. Chegaralangan va yopiq K c R, to'plam berilgan
bo'lsin. K chegaralangan to'plam bo‘lganligi uchun u biror .’J[(J,rl

sharda saglanadi, ya'ni
1

p(.\',G):[}___"_n ip}}l sr, Vxek. (3.12)
k=1 /

Endi K to'plamdan ixliyory x(”)=(:g,(”),x§”),...,x,(,”) ketma-ketlik olamiz.

{,\'(")} ketma-ketlik hadlari ham (3.12) tengsizlikni ganoatlantiradi.

Bundan esa {,\‘,(")};:], {se . {0}

L, sonli  ketma-ketliklarning

chegaralangan ekanligi kelib chigadi. Bolsano-Veyershtrass teoremasige

kora |+ ketma-ketlikdan biror x? {xl}

songa yaqinlashuvchi
qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Chegaralangan {.\-§~"-~’} ketma-
ketlikdan Bolsano-Veyershirass teoremasiga ko'ra biror xg‘” songa

yaqinlashuvchi {xﬁ"“’} qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu holda

ham {-"1("")} qismiy ketma-ketlik xl(o) songa yaginlashuvchi bo'ladi. Xuddi



~ S e eohi qadanuda chegaralangan {x,(,""")} ketma-ketlikdan

. . 1 . .
SO\ sresihiass teonemasiga ko'ra biror x,(,o‘ songa yaginlashuvchi

...... i ‘H ketma-ketlik ROM (x}o), x§°),..., x,(,o))
Somenics caamlashadi. X yopiq to'plam bo'lganligi uchun x® ek
S &atige Rota A kompakt to'plam bo'ladi.
Sonion Bizga R metrik fazodagi K kompaki to'plam berilgan

s 2" fasoning {8(B.0)f7, ochiq qoplamasini olamiz. Tabiiyki,

ooy sharlar sistemasi K to’plamni ham qoplaydi. K

=5I.i7T 31U sss A (o'plamning chegaralangan ekanligini bildiradi.
Z=2. & =ing yopiqligini isbotlaymiz. Teskarisidan faraz gilaylik,

== 5 wopig tolmasin. U holda R”\K to'plamda K ning hech

io —=z=—i= binz lmitik nuqtagi mavjud. Uni x° bilan belgilaymiz.

ce ko'ra »° ga yaginlashuvchi {x;}, x,e K ketma-

=& ==ui. K Xompakt to'plam bo'lganligi uchun {x,} ketma-

“eZf== & dz yaginlashuvchi {x | qismiy ketma-ketlik ajratish

—.==— = zemmaketlk x°c R"\K elementga yaginlashganligi

_ii.o o= oo cooyory gismiy ketma-ketligi, jumiladan {x,q} qismiy ketma-

2 7 22— r gz vaginlashadi. Bundan x”e K ekanligi kelib chigadi. Bu

Lk K ning yopiq to'plam ekanligini isbotlaydi. A

Zi-matifn. £, pzl (C:'_,pzl) metrik fazodagi K to'plam nisbiy

socoxt oo snd uchun, uning chegaralangan bo'lishi yetarli va zarurdir.
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Melrik  fazolarda  nisbiy ~ kompaktlik  tushunchasi to'la
chegaralanganlik lushunchasi bilan ustma-ust tushadi. Shu magsadda
to'la chegaralangan to’plam tushunchasini beramiz. Bizga (X,p) metrik
fazodan olingan 4, A to'plamlar va £>0 son berilgan bo'lsin.

3.8-ta’rif. Agar ixtiyoriy xe M uchun shunday a< A mavjud bo'lib,
p(x,a)<e tengsizlik bajarilsa, A to'plam M to'plam uchun & to'r
deyiladi,

4 to'plam M ning gismi bo'lishi shart emas, umuman AN M =2
bo’lishi ham mumkin,

3.9-tarif. Agar ixtiyoriy £>0 son uchun M to'plamning chekli &
to’ri mavjud bo'lsa, M ga to'la chegardangan to'plam deyiladi.

Har ganday to'la chegaralangan to‘plam chegaralangan bo'ladi,
lekin teskarisi o‘rinli emas.

3.5-teorema. (X, p) to'la metrik fazodagi M to'plam nisbiy kompakt
bo'lishi uchun, uning to'la chegaralangan bo'lishi yetarli va zarurdir [l1].

Asosly funksional fazolardan biri ([a,6] fazodir. Bu fazodagi
to'plamning kompaktlik kriteriysini keltiramiz. Paragraf so‘ngida
£,, p2 ! fazodagi to'plamlaming kompaktlik kriteriysini beramiz.

F < C[a.b] funksiyalar oilasi berilgan bo'lsin.

3.10-ta’rif. Agar shunday C>0 mavjud bo'lib, ixtiyorly ¢eF va
barcha xela,b] lar uchun |§(x)|<C tengsiziik bajarilsa, u holda ¥
funksiyalar oilasi tekis chegaralangan deyiladi.

3.11-ta'rif. Agar ixtiyoriy € >0 son uchun shunday 5 >0 son mavjud
bo'lib, |x,—x,|<6 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x.x, efu.b]
hamda barcha ¢ € ¥ lar uchun

|6(x1)-8(x;) <&

tengsizlik bajarilsa, I funksiyalar oilasi tekis daragjada uzluksiz deyiladi.
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3.6-teorema. (Arsela teoremasi). M < Cla,b] to'plam nisbiy kompakt
bo'lishi uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz
bo'lishi yetarli va zarurdir.

Isbot. Zaruriyligi. M cCla,b] - ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam
bo'lsin. Cla,b] to'la metrik fazo bo'lgani uchun 3.5-teoremaga ko'ra,
ixtiyoriy £ da A/ ning chekli {g.0s,....9, | elementdan iborat /3 - to'n
mavjud. Har bir ¢, funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lganligi uchun u
chegaralangandir, ya’'ni

max I(p,(x)is K. i=12,...,k.
xela.b)'
K= max K, +¢&/3 belgilash kiritamiz. £/3 - to'r ta’rifiga ko'ra, har bir
@€ M uchun birorta ¢, da
£
Plo.0)= maxlolx)- o)< 3
tengsizlik bajariladi. Bu yerdan kelib chiqadiki, har bir xe[a,b] uchun
; " ol alig |
|(p(.\-)|s|go,(x)|+5 <K +3<K.

Shunday qilib, A/ to'plam funksiyalar oilasi sifatida tekis chegaralangan
ekan. Kantor teoremasiga ko'ra har bir ¢, funksiya [«¢,b] kesmada tekis
uzluksiz bo'ladi. Demak, ixtiyoriy £>0 son uchun shunday J,>0

mavjud bo‘lib, |x; - x,|< &, bo'lganda

3 £

[9.(n)- W,{-‘é] = 3

tengsizlik bajariladi. Aytaylik, & = lrmrz J. bo'lsin. Ixtiyoriy @ e Af uchun ¢,
¢ lsisk

funksiyani shunday tanlaymizki? plp.e}<e/3 bo'lsin. U holda |x —x,| <8
shart bajarilganda

o) )| <l o)= 0, 5]+ 1)) | o 32) - ol0) < S+

| oy

o'rinli. Bundan M ning tekis darajada uzluksizligi kelib chigadi.
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Yetarliligi. Funksiyalarning M c Cla,b] oilasi tekis chegaralangan ve
tekis darajada uzluksiz bo'lsin. Agar biz, ixtiyory £>0 son uchun 1/
ning chekli £ to'ri mavjud ekanligini ko'rsatsak, 3.5-teoremaga ko'ra W
ning nisbiy kompakt to'plam ekanligi kelib chiqadi. Hamma ¢/ va

barcha xe[a.b] uchun |p(x)|s K bo'lsin. Ixtiyoriy £>0 uchun 6>0 ni

shunday lanlaymizki, barcha @eAf lar uchun [x -x/<é bo'lganda
[g.o[.\‘,}—w(,\".]i-:% shart bajarilsin. Koordinatalar sistemasining U.\;__

o'gidagi [a.b] kesmani
a=Xy <X <Xy <...<X,=b

nuglalar bilan uzunliklari 6>0 dan kichik oraliglarga bo‘lamiz va bu
nugtalar orqali QY o'giga parallel (vertikal) to'g’r chiziglar o'tkazamiz.
Keyin OY o'qidagi [-K.K] kesmani

-K=y<y<y<..<y,=K
nuglalar bilan uzunliklari &/5 dan kichik oraliglarga bo'lamiz va bu
bo'linish nuqtalari orqali OX o'giga parallel (gorizontal) to'g'ri chizigler
o'tkazamiz. Shunday qilib, [a,6]1x[-K,K] to'g'ri to'rtburchak gorizontai
tomoni & dan kichik va vertikal tomoni &/5 dan kichik yacheykalarga
ajraladi. Har bir @ e A/ funksiyaga uchlari (x,,y,) nuqtalarda bo‘igan va
har bir x, nuqtada ¢(x,) dan &/5 dan kichik chetlangan w sinig
chizigni mos qo‘yamiz (bunday siniq chiziq mavjud).

Bu y(x) siniq chizigning tanlanishiga ko‘ra
|‘/’(-\'/.v)“ W(xk)| < %, l‘l’(-"l.—u)“/’(xku)l < %’ |¢(-\'k)‘ ‘r"(-"kn)! <§
bo'lgant uchun
v )-po )| <.
tengsizlik bajariladi. Tuzilishiga ko‘ra ¢ funksiya [x,,x,,] kesmada

chiziqli bo'lganligi sababli, barcha x¢[x,,x,,,] lar uchun
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Jwleg)—wlx)| < :3:-.

Endi x - [a.b] kesmaning ixtiyoriy nuqtasi va x, esa x ga chapdan
eng yaqin bo'linish nugtasi bo'lsin. U holda
|0t} - )| <[ olx) - elx )i+ ol ) - wlx )| +wxe ) - wix) < &
Shunday ekan, yuqorida ko'rsatilgan usulda qurilgan barcha y siniq
chiziglar to'plami chekli va u M to'plam uchun ¢ - to'r bo'ladi. 3.5-
teoremaga ko'ra Af nisbiy kompakt to'plam bo'ladi. A
3.11-misol. ([a,b] fazoda

_l s jK(s )x(e) dt, \'eB[OI]} (3:13)

funksiyalar oilasini kompaktlikka tekshiring. Bu yerda B[0,1] to'plam -
({a.b] fazodagi markazi nol (x(f)=0) nuqtada radiusi 1 ga teng bo'lgan
yopiq shar. K(s,t) - [a,6]x[a,b] kvadratda aniqlangan uzluksiz funksiya.
Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra F funksiyalar oilasining tekis
chegaralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatish yetarli.
K(s,t) funksiya - [a,b]x[a,b] kvadratda uzluksiz bo'lganligi uchun u
chegaralangan, ya'ni shunday C>0 son mavjudki, barcha s,fe{a,b] lar
uchun [K(s,0)|<C tengsizlik o'rinli. xe B0,]] shartdan max [x()i<1

cxanligi kelib chigadi. Endi F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan
2kanligini ko'rsatamiz:

Sh!\'['s.r)i-jx{x‘ﬂ dr<C-1-(b-a).

a

| ()] =‘I‘]‘K(s..‘)x[:}df

Bu tengsizlik F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini
isbotlaydi. Endi F funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz
ekanligini ko'rsatamiz:



| 1sy) = s2)| = J:i' !\'{,vl..']_r{r}c.l'r—{j‘h‘(.\",‘,r}x(r]m <

u

< Ij'[l\'(.s',,l)— K(A‘Z,I)H.\'(/)! di<g-1-(b—a).

So'nggi munosabat |s,-s,|<& tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
Sp, 8 e[a,b] va barcha xe 8[0,]] lar uchun o'rinli. Demak, F funksiyalar
oilasi tekis darajada uzluksiz ekan. Shunday gilib, Arsela teoremasiga
ko'ra (3.13) tenglik bilan aniglangan £ funksiyalar oilasi nisbiy kompakt
to’plam bo‘ladi. A

Endi tekis chegaralangan, lekin tekis darajada uzluksiz bo'lmagan
@ funksiyalar oilasiga miso) keltiramiz.

3.12. C[0,1] fazoda

®= Jl x. ()= : 2:’:’!3 . ae(n= ;}- (3.14)
+~a

funksiyalar oilasini kompaktlikka tekshiring.
Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra {3.14) tenglik bilan aniglangan ®

[unksiyalar oilasining tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz
ekanligini tekshirishimiz kerak. (1-a ()’ =1-2a7+a"*20 tengsizlikdan
|x,{)!<1 ekanligi kelib chiqadi. Demak, & funksiyalar oilasi tekis

chegaralangan ekan., Tekis daragjada uzluksiz emas degan tushunchani
ta'riflaymiz.
Agar biror £>0 son va ixtiyoriy §>0 uchun shunday x,e® va
shunday 1. , €[0,1] lar mavjud bo'lib |1, =t,]< & tengsizlik bajarilganda
[xalt) =2, ()2

tengsizlik bajarilsa, ® funksiyalar oilasi tekis dalajada uzluksiz emas

deyiladi. Endi £=1/2 va 6>0 - ixliyoriy son bo'lsin. Agar a>g va

, =0 bo’lsa, u holda |, -1,

=-[— <6 bo'ladi, ammo
a

1
f==
@
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1

2a-
& _|se

3 1
I+~

o) - %ol =
o
tengsizlik o'rinli. Demak, ® funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz
emas ekan. Shunday qilib, (3.14) tenglik bilan aniglangan <& funksiyalar
oilasi nisbiy kompakt to'plam emas ekan. A
Assela teoremasining umumlashmasi quyidagicha. C,, bilan M
to'plamni ¥ to'plamga akslantiruvchi barcha uzluksiz akslantirishlar
to'plamini belgilaymiz. Bu yerda M va N lar kompakt to'plamlar.
3.7-teorema. (Arsela teoremasining umumlashmast). DcCyy
to'plam nisbiy kompakt bo'lishi uchun D ning tekis darajada uzluksiz
bo'lishi yetarli va zarur.
Endi ¢, p>I fazoda to'plamning nisbiy kompakilik kriteriysini
beramiz.
3.8-teorema. Kcf, to'plam nisbiy kompakt bo'lishi uchun uning

chegaralangan va &>0 son qanday bo'lmasin, shunday n, nomer

mavjud bo'lib, ixtiyoriy n>n, va ixtiyoriy x=(&, &,....&,,...)e K uchun
5 i <ot
J=avl

shartning bajarilishi yetarli va zarur,

Isbol. Zaruriyligi. Bizga nisbiy kompakt K c¢, to'plam berilgan
bo'lsin. U holda u to'la chegaralangan bo’lgani uchun, chegaralangan
ham bo'ladi. Endi ikkinchi sharining bajarilishini ko'rsatamiz.

Biror #>0 sonni olamiz va K uchun chekli - to't {x,x....,x;} ni
quramiz, Har bir xe K uchun 7 - to'rga tegishli x, elementni shunday
tanlaymizki, p,{x,x;)<7 bo'lsin. Har bir x=(&,&5....,&,...) e, element
uchun §,x={£, &,...&,0,0,...) va Rx=(0,0.....&, |, &,......) belgilashlarni

kiritamiz. U holda x va 8=(0,0....,0,...) elementlar uchun
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p,,(l(,,x. 0): pl,(x,S,,x) = Pp (x"‘.l ) e (X,,Sn.\‘) =Pp ('\" 'YI) Pp (Snxl ,S,,X)—{-
+pp(R,%,0)<2p, (x5, )+ p,(R,x,.0)< 27 + p,(R,x,.0).

Aniqlanishiga ko'ra, har bir belgilangan x element uchun
I

) \p
Jlm p_,,(!f,,v. 8)= hm[ > ].;",i’“JIr =0

| S0
Shuning uchun, shunday », nomer mavjudki, n=n, bo'lganda barcha
i=12,.,k lar uchun p,(R,x,0)<p bo'ladi. Shunday ekan, n2n,
bo'lganda
PplRx.8)<37.
Agar ixtiyoriy £>0 uchun p=¢/3 desak,

]

= P J‘ . L 2 n
pp(k,,x,e>=[zi:,rj <c yoki ¥ |l <e’

J=n+l J=nel
bo'ladi.
Yetarliligi, Chegaralangan K c?¢, to'plam uchun £>0 son ganday
bo‘lmasin, shunday #, nomer mavjud bo'lib, ixtiyorly n2n, va
x=(&. 5,08, )€ K larda

i |&° <"

J=n+l
tengsizlik bajarilsin. Ixtiyorly £>0 uchun K to'plamning chekli ¢ - to'n
mavjudligini ko'rsatamiz. Berilgan £>0 uchun n, nomemi shunday

tanlaymizki, barcha xe K larda
1

pp (R, %.6)= [ |L,,|f’} <el2

J=mp+1
tengsizlik bajarilsin. K, ={S,,ux: xe K} to'plamni qaraymiz. Har bir xe X
da p,(R, x,8)<p,(x,6) orinli va K chegaralangan to'plam bo'lganligi
sababli K, ham chegaralangan to'plamdir.
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Har bir §, x={8, &, 0,0, Je K, nuglaga (§.&.ndy, )€ R
nugtani mos qo'yish bilan K, to'plamni

Ey, =& &b B £ 0.0,..)e K, J R
o'plamga  izometrik mos goyamiz. K, chegaralangan to'plam
bo'lganligi sababli E, to'plam R;' da chegaralangan bo'ladi. U holda
3.1-natijaga  ko'ra £, nisbiy kompakt to'’plam bo'ladi. Demak, unga
izomorf bo'lgan K, to'plam ham nisbiy kompaktdir. Shunday ekan, K,,
to'plam uchun chekli {v,x,,...,x;} elementli £/2 - to'r mavjud. Bu
to'plam K uchun £ - to'r bo'ladi. Hagiqatan ham, ixtiyoriy xe X uchun
S,%€K, va shunday xe{x,¥,..x} element mavjud bo'lib,

1y ”

p,,(S,,ox,x,)< €/2 bo'ladi. U holda

p,,(x.x,)= p,,(x,S,,ux)+ pp(S,,ox,x,)z p,,(R,,“x_.B)+ p,,(S,,ox,x,)< % + % =E.

Demak, 3.5-teoremaga ko'ra K nisbiy kompakt to'plam bo'ladi. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar
i 38-misolda  keltiriigan  f, ketma-ketlikni C([-1,11 fazoda
fundamentallikka tekshiring. U yaqginlashuvchi bo‘'ladimi?

2, To'la va to'la bo'lmagan metrik fazolarga misollar keltiring.

3. R=(-»,x) metrik fazoda B,,z[l—l, 1) ichma-ich joylashgan sharlar
n

ketma-kefligini garaymiz. Ularning radiuslari ketma-ketligining nolga

intilishini ko'rsating. B, sharlar ketma-ketligining kesishmasi bo'sh

ekanligini isbotlang. B, sharlar ketma-ketligi uchun 3.1-teorema shartlari

bajariladimi?

4. (la,b], Cab] va C,[a,b] metrik fazolarni to'lalikka tekshiring.
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8. Cla,b] va £, metrik fazolarda birlik sharning nisbiy kompakt to'plam

emasligini isbotlung.

6. R=(-w,) melrik fazoda J,,:{-I, 1——[}‘, neN sistema M=(0.1)
1 n

to'plam uchun qoplama bo'lishini ko'rsating. {d,} qoplamadan M ni
qoplovchi chekli qism qoplama ajratish mumkinmi? M kompakt to'plam

bo'ladimi?
4-§. Qisuvchi akslantirishlar prinsipi va uning tadbiglari

Berilgan shartlarda tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi
bilan bog'liq masalalarmi mos metrik fazolardagi biror akslantirishning
go'zg'almas nuqtasi mavjudligi va yagonaligi hagidagi masala
ko'rinishida ifodalash mumkin. Qo‘zg'almas nuqta mavjudligi va
yagonaligi belgilari ichida eng sodda va shu bilan birga juda muhim
belgi - bu «gisuvchi akslantirishlar prinsipi» deb nomlanuvchi belgidir.

4.1-tarif. X metrik fazo va uni o'zini-o'ziga akslantiruvchi A
akslantirish berilgan bo'lsin. Agar shunday «e(0,1) son mavjud bo'lib,
barcha x,ye X nugtalar uchun

p(Ax, .4}')Sap(x,_v) (4.1)
tengsizlik bajarilsa, A gisuvchi akslantirish deb ataledi

Har bir qgisuvchi aksiantirish uzluksizdir. Haqigatan ham, agar
x, > x (plx,,x)—> 0} bo'lsa, u holda

p(.»l.\'”, Ax)s a p(x,,,x)
bo'lgani uchun .x, - 4x.

Agar A:X — X akslantinish uchun shunday xe.' nuqgta mavjud
bo'lib, Ax=x tenglik bajarilsa, x nuqta 4 akslantirishning go'zg’amas

nuqtasi deyiladi.
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4.1-teorema. (Qisuvchi akslantirishlar prinsipi). To'la metrik fazoda
aniqlangan har qanday gisuvchi akslantirish yagona qo'zg'almas nugtaga
eqa.
Isbot. X metrik fazodan ixtiyorly x, nuqtani olamiz. Keyin
Xy = Axg, Xy = Ax = A%, ;=A% = Axguensy X, = A, = A%,
nuqtalar ketma-ketligini qaraymiz. Ixtiyoriy #<m natural sonlar uchun
olx,, x,)= p(_A".\’O,A”' xu)s " p(xg, X0y )

5”"(/7(-"0,-“)*‘ p(xl=x2)+"'+ p(xlll-fl—l’xlll—ll))s

2 == H 1 e
Sa"/’(xo--"l)(”a*“ Hleah g )50‘ :P(-‘Ov\))

tengsizlik o'rinli. a € (0,1) bo'lgani uchun

lim &"(i—a)' plxg.x)=0.

Hero
Shuning uchun {x,} fundamental ketma-ketlikdir. X to'la metrik fazo va
{x,} fundamental ketmaketlik bo‘lgani uchun u yaginlashuvchi.
Aytaylik,

x=lim x,
Ny

bo'lsin. U holda 4 akslantirishning uzluksizligiga ko'ra

Ax=Alim x, = lim 4x, = llm X1 =
n—o H=»®

Shunday qilib, A4 akslantirish uchun go'zg'almas nuqta mavjud ekan.
Uning yagonaligini isbotlaymiz. Agar
Ax=x, dy=

desak, (4.1) tengsizlikka ko'ra

ply)= pldx, Ay)<a plx. y).
Bundan 2 €(0,1) bo'lgani uchun

Pl y)1-a)s0= plx,y)=0
yani x=y bo'lishi kelib chigadi. Qo'zg‘almas nuqta yagona ekan. A
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4.1. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining tadbiqlari
Qisuvchi akslantirishlar prinsipini har xil turdagi tenglamalar
yechimlari mavjudligi va yagonaligi haqgidagi teoremalami isbotlashda
go'llash mumkin. Qisuvchi akslantirishlar prinsipi Ax=x tenglama
yechimi mavjudligi va yagonaligini isbotlash uchungina go'llanib

golmay, bu tenglama yechimini topish usulini ham beradi.

Qisuvchi akslantirishlar prinsipining tadbig'iga doir misollar
garaymiz.
4.1-misol. R" fazoni o'zini-o'ziga akslantiruvchi va
(,-I.r),:zayrj+b i=L70n
shartlarini

formulalar orqali aniqlangan A akslantirishning gisuvchilik
toping.

Yechish. Qanday shartlarda 4 qisuvchi akslaniirish bo'ladi? Bu
savolga javob fazoda qanday metrika berilishiga bog'lig. Biz quyida uch
xil variantni garaymiz:

a) R! fazo, ya'ni p(x,y)=maxlx, - y,| bo'lsin.
Isisn

’ ml
—x <
-rn1\ Z’ le! EAES

PG, )—maxl) —},f-max|ZaU{.\ —\'}

I<ign

< nax T‘c“ m'!‘(|‘r == |—[m1\z|a”J
I8

=iy Isi<n

Bu yerdan kelib chigadiki, 4 gisuvchi akslantirish bo'lishi uchun

max Z| |— a<l {4.2)

I£isn
shartning bajarilishi yetarli. Shuning uchun R’ fazoda (4.2) shartni A

akslantirishning gisuvchilik sharti sifatida qabul gilamiz.

1
b) R' fazo, ya'ni p(x.y)=3[x, - | bo'lsin. U holda
=1



" il

el = Zlv-\'] Z\X“u(‘ )

522" %)=

nfn i i [ 1
= tad My =t |2 all Y —x|<| max > |a,| |- pla'.x").
Etéldut}lxj t‘Jl [Eﬁ;l ,4|) ?—;J i J| (J‘Effriz_}\ ::|) Al )
Bu yerdan ko'rinadiki, 4 akslantirish uchun gisuvchilik sharti R’ fazoda

max Ia‘—ar<l (4.3)
Isysn; 5
ko'rinishga ega.
¢) R" fazo, ya'ni

Alxy)= ‘jm

59'lsin. U holda

3“ )= Z{) J"’ir Z[Zaa;[ )J =

=l =14 =1

S af | 2555

J=li=]

s
il

ol ] PH).

ziifigan tenglik va tengsizliklarga ko'ra R" fazoda 4
zoc =z===nning gisuvchilik sharti

non

2 2|a

J=li=]

ay C a<l (4.4)

Sionday ¢lin, agar (4.2)-(4.4) shartlardan birortasi bajarilsa, u holda
“a z= 2 2.2, ) RUGHa mavjud bo'lib,
;q:Zax +h, i=12,....n

by P

wuncarl by nugtada ketma-kel yacinlashishlar quyidagi
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n

k) _ (k-1) 6) _ (k) k) &

= Y by, = s Rk =1,23....
1=1

Bu yerda x(°)=(xl‘o’,xgu’,...,x,(,”’) sifatida X" dagi ixtiyorly nuqtani qabul
qilish mumkin.

Qaralayotgan y=.x akslantirish gisuvchi bo'lishi uchun (4.2)-(4.4)
shartlarning ixtiyoriy hirining bajarilishi yetarli. Isbotlash mumkinki, (4.2)
va (4.3) shartlar mos ravishda R’ va R’ fazolarda y=.x akslantirish
qisuvchi bo"lishi uchun zarur ham bo‘ladi.

Ta’kidlash lozimki, (4.2) - (4.4) shartlarning birortasi ham ketma-ket
¥aqginlashishlar usulining tadbig‘i uchun zarur emas.

Agar ]aul<n” bo‘lsa, u holda (4.2) - (4.4) shartlarning hammasi

bajariladi va ketma-ket yaginlashishlar usulini qo'llash mumkin.
Agar [g,|2n" bo'lsa, u holda (4.2) - (4.4) shartlarning birortasi ham

bajarilmaydi,

4.2. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining integrai tenglamalarga
tadbigi
Fredholm tenglamasi. Qisuvchi akslantirishlar prinsipini ushbu

h
S(x)= A K@) f()dy +9(x) (4.5)

ikkinchi tur Fredholm integral tenglamasi yechimining mavjudligi va
yagonaligini isbotlash uchun go'llaymiz. Bu yerda X integral tenglama
yadrosi, ¢ - berilgan funksiya, f - izlanayotgan (noma’lum) funksiya, 2
esa - haqiqiy parametr.

Ko'rsatamizki, gisuvchi akslantirishlar prinsipini 4 parametming

yetarlicha kichik giymatlarida qo’llash mumkin.
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catar qilanie, A - lab]xlah] kvadratda uzluksiz funksiya
a0 e Shunday ekan, musbat M son mavjud bo‘lib, barcha x,yefa,b]
A )Y = tengsiclik bajariladi. To'la Cla, 6] fazoni o'zini-o'ziga

b
Q) = 2[R (2,30 £ (1) dy + @(x) (4.6}

a

srmnla vositasida akstantiruvehi g= 4f akslantirish berilgan bo'lsin. U

A= may ()= 6 ()] <|2|M (b-a)- max|fi(x)- £,()]

Adh.4R)<|A|M(b~a)- £, 1>).

1
|4 < YR (4.7)

4 gisuvchi akslantirish bo'ladi. Qisuvchi akslantirishlar

asoslanib xulosa qilamizki, (4.7) shartni ganoatlantiruvchi

“—rory & da (4.5) Fredholm tenglamasi yagona uzluksiz yechimga ega.
Su yechimga intiluvchi ketma-ket yaqinlashishlar £, £, fyser
b
fx)=4 j'f\'(-\'d-').ﬂ,q (»)dy+ @(x)

a

=0 rimishgs ega. bu yerda f; sifatida ixtiyorly uzluksiz funksiyani olish

Chiziglimas integral tenglamalar. Qisuvchi akslantirishlar

h
F(x)= 2 [K(x,33 F())dy + otx)

i chiziglimas integral tenglamalarga tadbiqini qaraymiz. Bu
wo2 K wa g funksiyalar uzluksiz bo'lib, bundan tashqgari K o'zining 3-
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chi funksional argumenti bo'yicha Lipshils shartini ganoatlantirsin, ya'ni
shunday />0 mavjud bo'lib,

K(x.piz) - K(x, 32 € L]z = ]
tengsizlik barcha xv,ye[a,bh] va z,,z, lar uchun o'rinli bo'lsin. Bu holda

Cla,b] fazoni o'zini-o'ziga
h
glx)= Zf/\'(x,y;f()'))dy +p(x)

formula vositasida akslantiruvchi g = Af akslantirish uchun

A L(b-a)- maxh’f,(x)—fl(x){
asxs

max| g (x)- g, (x)| <

asx<h
tengsizlik o'rinli bo'ladi, bu yerda g, = 4f;, g, =/f;. Shunday ekan,
1
Alc———
1] L-(b-a)
shartda A akslantirish gisuvchi bo‘ladi.
Volterra tenglamasi. Endi Volterra tipidagi
J(x)= A[K(x, ) f(p)dy + o(x) (4.8)

tenglamani garaymiz. Agar y>x da K(x,y)=0 desak, (4.8) Volterra
tenglamasi (4.5) ko'rinishdagi ikkinchi tur Fredholm tenglamasiga
keladi.

Birog Fredholm integral tenglamasi holida biz A parametrning
kichik giymatlari bilan chegaralanishga majburmiz. Volterra tenglamasi
holida qisuvchi akslantirishlar prinsipi (va ketma-ket yaginlashishlar
usuli) ni A ning barcha giymatlarida qo'llash mumkin. Aniqrog'i,
gisuvchi akslantirishlar prinsipining quyidagi umumiashmast o'rinli.

4.2-teorema. X metrik fazoni o'zini-o'ziga aksiantiruvchi 4 uzluksiz
akslantirish uchun biror n da B=A" - gisuvchi akslantirish bo'lsin. U

holda 4x=x tenglama yagonc yechimga ega bo'ladi.
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Isbot. v¢ X nugta B akslantirishning qo'zg'almas nuqtasi bo'lsin,
s ey, U holda B qisuvchi  akslantirishga ketma-ket
vaginlashishlar usulini qo'llasak,

tv= ARv= Al v = e M = A = B Ax = Bk,\'(, —x, k=,
Chunki ixtiyoriy Yo X,  Xususiy holda Xg = Ax uchun,
SY.B°X.....By.... ketma-ketlik x go'zg'almas nuqgtaga yaginlashadi.
Shunday ekan, dv=x. Bu » nugia yagona, chunki 4 uchun go'zg'almas
bo'lgan v nugta B=.4" uchun ham go'zg'almas nuqgtadir, B esa yagona
oo :g ‘almas nugtaga ega. A

2. ([a.b] fazoni o'zini-o'ziga akslantiruvchi va
(ANE) = A [K(x,3) f () dy + o(x) (4.9)
‘ormuls bilan aniglangan 4 akslantirishning biror darajasi gisuvchi
okanligini ko'rsating.

Yechish. [a,6] kesmada uzluksiz bo'lgan f, va f, funksiyalami
olamiz. U holda
[(AA)) ()0 = AL [K ) (£ - A0y | <
<|A| M(x—a)- max |f(x)~ f(x)].
us$x<$h
3u yerda
M= max |K(x,y)i.

asx,y<h
Clingan tengsizlikdan kelib chiqadiki,
(25 - (i) =P - a2 &= D - tmax o) = £l

2 asx<h

Lmuman,
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[ )= (] =1 4112 C= 0 a9~ =

=[a"mmE=2 ol ).

Ixtiyorly A uchun » nomerni shunday tanlash mumkinki,

"
af . 6=

n!

tengsizlik bajariladi. U holda B=.4" akslantirish gisuvchi bo'ladi. A
Shuning uchun, yuqoridagi tasdigga asosan (4.8) Volterra

tenglamasi har ganday 4 da yagona yechimga ega.

Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriqlar
1. Qisuvchi akslantirish prinsipining umumlashmasini ayting.
2. R" fazoni o'zini-o'ziga akslantiriuvchi y=Ax+é& akslantirishning
gisuvchilik shartlarini toping.
3. Cla,b] fazoda (4.9} tenglik bilan aniglangan akslantirishning

qisuvchilik shartlarini keltiring.
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L bobui takrorlash uchun test savoliari

T ) Lo metrikasing ko'msaling.
) )=l -4 8 plvy)= -
€} slan)=b= D) plxr)=[+y

X a0 wetikasind ko'msating.

) \_ \t) B) p(x.y)= "i:,l|x,‘ -yl
O Aed= ot - D) plx,y)= I:Z;I(Xk -n)
%' fazo metnikasini Ko'rsating.
N “ ‘i(‘r‘ =pur B) plx,y)= I:Z::Jx‘ A
S

£ faz0 meirikasini ko'rsating.

A Ax \)— s (\ -y B) plx.r)= i!xl -l
k=1
- Alxrl=Emaxy -y D) plxy) =3 (5 —» )
Isx<n =1

1-.7] fazo meirikasini ko'rsating.

1

P . b
2 plxry)= L x() -y 'dt  B) plx,y)=[|x(0) — y(0)|dr
Ta u

b
S Azny)=maxx()-y0) D) plx,y)=[x(t) - v(1)| dr

~ [a.%] iazo metrikasini ko'rsating.

J R b
Ar.y )= [Ixty~ 3 (o) e B) plx,y)= flx() -y )t
Yo u
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7.

8.

9.

10.

11,

12.

13.

C) plr.y)= max|st)-y0| D) plr.y)=[lx)- yo)f d
u<t<h @

C,[a,b] fazo metrikasini ko'rsaling.

T ] 5
A) p(x,y)=‘/le(t)—y(/)I‘dt B) p(x,y)=[|x(e) - p(t)]dt

h ]
C) plx,y)= m,axblx(r)—y(r)l D) plx,y)=flx)— )| dr
asi= u

¢,, p21 fazo metrikasini ko'rsating.
A) plx,y)= sup b~ B) plxy)= Le i ]
<k<a k=1
TR .
Q) plr.y)= {JI':ZI P =" D} plx,5)= Elm =l

/7, fazo metrikasini ko'rsating.

A) plxy)= i P =34l B) plx.y)= Azle‘klxk = %]
skio E

C) plx,y)= -V/gl'\-k -n[ D) p(x,y)=§(xk -n)

Ratsional sonlar to'plami @ ning barcha limitik nugtalari to'plamini
toping.

A) R B) 0 C) @ D) R\Q

Ratsional sonlar to'plami @ ning barcha urinish nuqtalari to’plamini
toping.

A) R B) 0 C) & D) R\Q

Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha yakkalangan nugqtalari

to'plamini toping.

A) R B) 0 C) @ D) R\Q
Butun sonlar to’plami Z ning barcha limitik nuqtalar to'plamini
toping,

A R B) O C) o D) Z

71



14 Butun sonlar to'plami Z ning barcha urinish nugtalan to'plamini
toping.
A) R B) Q Q) @ D) Z
15. Butun sonlar to'plami Z ning barcha yakkalangan nugtalar
to'plamini toping.
A) R B) @ C) © D) z
16. R dagi ochiq to'plamni toping.
A) (0.2) B) (0,2] C) [0,2) D) [0,2]
i7. R dagi yopiq to'plamni toping.
A) (0. B) [0.1) C) (6.2] D) [0,4]
18, R dagi chegaralangan to’plamni toping.
A} [0,1] B} (—,0) (R D} (0,0)
13. (Y,p) metrk fazoda chegaralangan to'plam ta’rifini keltiring.
A) Fc X to'plam X dagi birorta sharda saglansa;
B] Fc X - yopiq to'plam bo’lsa;
C) Fc X - ochiqg to'plam bo'lsa;
D) Fc X - chekli yoki sanoqli dona elementdan iborat bo’isa.
20. Quyidagilar ichidan metrika shartlarini ajrating.
1) pr,p)=0=x=y.  2)plx,y)=p(y,x), Vx,yeX.
3) plAx,y)=2p(3,%),  4) plxy)=p(x,2)+ p(z, »).

A)1,2,3 B)1,2 4 C)1,3,4 D)1,23 4
24. Quyidagilarning gaysilari (X,p) metrik fazodagi yopiqg to'plam tarifi
bo'ladi?

1. Agar F to'plam barcha limitik nuqtalarini o'zida saqlasa;
2. Agar £ ning barcha nugqtalari ichki nugta bo'lsa;

3. Agar F=[F] bo'lsa;

4. Agar F ning to'ldiruvchisi ochiq to'plam bo‘lsa.
A)1,23 B)1,34 (C)234 D)1,234
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22,

23.

24,

25,

26.

27.

Quyidagilaming qaysilari (X,p) metrik fazodagi ochiqg to'plam ta'rifi
bo'ladi?

1. Agar F to'plam barcha limitik nugtalarini o'zida saclasa;

2. Agar F ning barcha nugqtalari ichki nuqta bo'lsa;

3. Agar F=[F] bo'lsa;

4, Agar F ning to'ldiruvchisi yopiq to’'plam bo'lsa.

A) 1,23 B)1,34 234 D24

R = (-, ») metrik fazoning hamma yerida zich to'plamni toping.
A) O - ratsional sonlar to'plami  B) tub sonlar to'plami

C) Z - butun sonlar to'plami D) N - natural sonlar to’plami

R = (—», ) metrik fazoning hamma yerida zich to'plamni toping.

A) murakkab sonlar to'plami B) R\Q - irratsional sonlar to'plami

C) Z - butun sonlar to’plami D) N - natural sonlar to'plami

R=(-w,) metrik fazoning hech yerida zich bo'lmagan to'plamni
toping.
A) Q - ratsional sonlar to’plami B) Z - butun sonlar to'plami

C) R\Q - irratsional sonlar to’plami D) [0,%0)

Kantor to‘plamining xossalari keltirilgan javobni toping.

A} [0,1] ning hech yerida zichmas, nol o’lchovli, sanogli to’plam.

B) [0, 1] ning hamma yerida zich, nol o'Ichovli, kontinuum quvvatli
lo'plam.

C) [0, 1] ning hech yerida zichmas, nol o'lchovli, ochiq to'plam.

D) {0,1] ning hech yerida zichmas, nol o'lchovli, kontinuum quvvatli
yopiq to'plam.

Quyidagi tasdiglardan to'g 'rilarini ajrating.

1) Ochiq to'plamning to'ldiruvchisi yopiq to‘plamdir.

2) Ochiq to'plamning to’ldiruvchisi ochiq to'plamdir.

3) Sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning birlashmasi ochiq to'plamdir.
4) Sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning kesishmasi ochiq to'plamdir.
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Aj1,2,4 By1,23 Q1,4 D13
28. Quyidagi tasdiqlardan to’q'rilarini ajrating.
1) Yopiq to'plamning to'ldiruvchisi ochiq to‘plamdir.
2) Yopiq to'plamning to'ldiruvchisi yopiq to’plamdir.
3)Sanoqli sondagi yopiq to'plamlaning birlashmasi yopiq to'plamdir.
4) Sanoqli sondagi yopiq to‘plamlarning kesishmasi yopiq to'plamdir.
Ay, 24 BL23 CL4 D)1,3
28. Quyida keltirilganlardan qaysilari to'la metrik fazo bo'ladi?
1) R=(-0,e¢) 2) R" 3)Clab] 4) ¢, 5) Cab].
A) 1,234 B 1,245 C1,235 D)23,4,5
30. C[-1,1]] fazoda quyidagi ketma-ketliklardan qaysilari nolga
yaginlashadi?
1) fux)=x", 2) fulx)=1-x", 3) f,(x)=(sinx)", 4) f,(x)=(cosx)"
A)1,3,4 B1,2 C)24 D)1,23
31, G,[0,1] fazoda x,(f)=1" +¢*"' ketma-ketlikning limitini toping.
A) x(N=0 B) x(t)=2 C) x(t)=1 D} x(t)=2
32. R" fazoda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini ko'rsating.

n

A) ‘Zl|a,b,[s§a§ -gbf

"

B) a-l<(3laf ) (i.bﬁ* ot Ll
k=1 \k=1 \ k=1 p g

) [iia, {_bl,r]r" S(i]!qr]} +[i|(|‘|F)I;‘;JE 1

".u 2 Ju
Dy ,ZC& -byj< 'zﬂ& 25

I Vkl Yh=1

33. R" fazoda Minkovskiy tengsizligini yozing.
8 $acnjsEat 2
Al =]

k=l
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34.

<o
(2]

36.

37.

38.

B) [?I‘_,'Ihi, f—h,i")’ll :(ﬁia‘i”J:' 4-(§|h,!"):|.p2I

C) ‘Za‘ b' <ZaA Lbz

k=1 k=1 k=l

D) a h|<( .a|] (mﬂ P>l A=
i P 4
R" fazoda Gyolder tengsizligini ko'rsating.

) |2y - b,
et

" "
<yai-yh}
k=l

k=1

_Zax by

< 4
¥ :Izlufu"b‘ls('i!”*r] (Z“’JJ P>, —:7+i!—|

(1 ar) g7 o

- Yopiq birlik shar qaysi fazoda kompakt to’plam bo'ladi?

A} R" da B) Cla.b)da C) ¢, da D) m da

R" fazoda kompaktlik kriteriysini keltiring.

A) To'plamning chegaralangan va ochiq bo’lishi

B) To'plamning chegaralangan va yopiq bo'lishi
C) To'plamning chegaralangan va sanogli bo'lishi
D) To'plamning chegaralangan bo'lishi

R”" fazoda nisbiy kompaktlik kriteriysini keltiring.
A) To'plamning chegaralangan va ochiq bo'lishi
B) To'plamning chegaralangan va yopiq bo'lishi
C) To'plamning chegaralangan va sanoqgli bo'lishi
D) To'plamning chegaralangan bo‘lishi

C,[a,6] fazoda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini yozing.
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A) \!‘[ xe)- y(:)u':\s .]'l, X0l dr- B] vyt

B} .?m.){lel\gi..!?x(t)'rdr].‘[HWH (ﬂ'] p>lg>l, lp+l—;=l

Q) U ‘.Ix(t)+_1{.f}]"da‘J; s{]'}x{f}["d-‘y +@'|y(:) |'”arr]'l'. pz1

I+ R s L g
D) l!j:{:}- At < =) de- o) e

39. Minkovskiy tengsizligini integral formada yozing.

N fo st

g 2 ¥ 2
s flxfde- [y ar

] ifx )5(:)dr|s[ x(0)] m]’ [ny(:)i“d:]‘,p>r,g >1,%+5=i

C) [iﬂx{f)ﬂ(r]l’d:]ﬂ s{j].r(.')r’d:]; +[;[| O |’dr];, o

D

00|

< [lxof de- [| o) f de

40. Gyolder tengsizligini integral formada yozing.

*

A) 1 [x(0)- ¢t | < ﬂx(l)| di- ﬂ Wt
b b 1 ] ; 1

B} [ x{t)- y(e) S[I |X(t)l"d']p (I ly(r)|"d’]q,p >lg>l 4+ o=
H a a p q

Q) [:j'lr(:)w{r)r'd,]; 5[}(,)[»(&]5 +[:j]m)!_"dr);.pz /
D) ‘T x(f)-y(t)dtz

h N b A
<o de- [y ae
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41.

42,

43.

44.

45.

46.

48.

To'la metrik fazoni ko'rsaling.
A) Cla,b] B) C[a,6] C) Cyla,b] D) {a,b]
Separabel metrik fazolar keltirilgan javobni loping.

A) R",Clab], C,om  B) R, Cyu.bl, 2, ¢

C) R, Cla,b], €,,m D) C" R,

7!

Cofa,bl. m

Separabel bo‘lmagan metrik fazoni ko‘rsating.

A) R” B)Clabl C)m D),

Birlik shar qaysi fazoda nisbiy kompakt to'plam bo'ladi?

A) R" da B) L,J0,]da C) £, da D) mda

Metrik fazoda M to'plamning nisbiy kompaktlik kriteriysini

keltiring.

A) Har ganday £>0 uchun A to'plamning chekli ¢ - to'r mavjud

bo'lishi

B) # ning chegaralangan va yopiq bo'lishi

C) M ning chegaralangan va ochiq bo'lishi

D) M ning chegaralangan va sanoqli bo‘lishi

Ber teoremasini bayon gilishda foydalanilgan tushunchalar qaysi
javobda keltirilgan?

A) To'la metrik fazo, hech yerda zich bo'lmagan to'plam, birlashma

B} Nisbiy kompakt, tekis chegaralangan, tekis darajeda uzluksiz

C) To'la metrik fazo, qisuvchi akslantirish, qo'zg'almas rugta

D} Metrik fazo, to’ldirma metrik fazo, izometriya aniqligida vagona

. Arsela teoremasini bayon gilishda foydalanilgan tushunchalar qaysi

javobda keltirilgan?

A) To'la metrik fazo, hech yerda zichmas to'plam, birlashma

Bj Nisbiy kompakt, tekis chegaralangan, tekis darajada uzluksiz

C) To'la metrik fazo, gisuvchi akslantirish, yagona qo’zg‘almas nuqta
D) Metrik fazo, to'ldirma metrik fazo, izometriya aniqligida yagona

Qisuvchi akslantirishlar prinsipi haqidagi teoremani bayon gilishda
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foydalanilgan tushunchalar qaysi javobda keltirilgan?
A) To'la metrik fazo, hech yerda zichmas to'plam, birlashma
B) Nisbiy kompakt, tekis chegaralangan, tekis darajada uzluksiz
C) To'la metrik fazo, qisuvchi akslantirish, yagona go'zg'almas nugta
D) Metrik fazo, to'ldirma metrik fazo, izometriya aniqgligida yagona
49. Metrik fazolarni to‘ldirish haqidagi teoremani bayon qilishda
foydalanilgan tushunchalar gaysi javobda keltirilgan?
A) To'la metrik fazo, hech yerda zichmas to’plam, birlashma
B) Nisbiy kompakt, tekis chegaralangan, tekis darajada uzluksiz
C) To'la metrik fazo, gisuvchi akslantirish, yagona ¢o'zg‘almas nugta
D) Metrik fazo, to'ldirma metrik fazo, izometriya aniqligida yagona
0. ¢, p>1 fazoda nisbly kompakt to'plam kriteriysini quyidagi
tasdiqlardan qaysilarini birlashtirish bilan hosil gilish mumkin.
1) K c ¢, - chegaralangan to'plam;
2) ixtiyoriy £>0 uchun shunday », nomer mavjud bo‘lib, barcha
n2n, va barcha x=(x,, X,....,%,,...)e K uchun;

3) Z xP <" tengsizlikning bajarilishi;

J=n+l

4

/

£ Ms

xJ >£” tengsizlikning bajarilishi.

A)2+3+4 B)1+2+43 C)14+2+4 D)1+3+4
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II hob. Chiziqli fazolar

Bu bobda biz chizigli fazolar, chizigli normalangan fazolar, Evklid
fazolari va Hilbert fazolarining xossalarini o'rganamiz. Bu bob 6 {5-10)
paragrafdan iborat.

5-§ da chizigli fazo ta'riflanib, ularga ko'plab misollar keltirilgan.
Chiziqli fazo o'lchami ta'riflanib, chekli va cheksiz o‘'lchamli chizigli
fazolarga misollar keltirilgan, Chizigli fazoning gism fazosi va faktor
fazosi tushunchalari bayon qilingan. Faktor fazoda elementlami qo'shish
va songa ko'paytirish amallari kiritilgan va faktor fazoning chiziqli fazo
tashkil qilishi ko'rsatilgan. 6-§ da chizigli funksionallar, ulaming
xossalari qarab chigilgan. Chizigli funksionalning geometrik ma’nosi
ochib berilgan. Chizigli funksionallar va gipertekislikllar o'rtasida
biyektiv moslik o'matilgan. 7-§ qavariq to'plamlar va qavariq
funksionallamning xossalarini tahlil gilishga bag‘ishlangan. Qavariq jism
va (avariq funksionallar orasidagi bog'lanish ochib berilgan. Chizigli
funksionalni davom ettirish haqidagi Xan-Banax teoremasi va Xan-Banax
teoremasining kompleks varianti isbotlangan. Chiziqli normalangan
fazolar mavzusi 8-§ da keltirilgan. Bu paragrafda chizigli normalangan
fazolarga ko'plab misollar qaralgan. Normalangan fazolardagi
tushunchalar metrik fazolardagi tushunchalar bilan taqqoslangan.
Normalangan fazoning gism fazosi va faktor fazosiga misollar garalgan.
Navbatdagi 9-§ Evklid fazolariga bag'ishlangan. Evklid fazolarining
xarakteristik xossalari ochib berilgan. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligy,
Bessel tengsizligi, Parseval tengliklari isbotlangan. Nomdcr tecremalar -
Riss-Fisher, Shmidtning crtogonallashtirish jarayoni hagidagi teoremalar
isboti bilan berilgan. Ortogonal, ortonormal sistemalarga misollar
garalgan. Separabel Evklid fazolarida to'la ortonormal sistema va yopiq
ortonormal sistemalarning ekvivalentligi isbotlangan. Normalangan fazo

Evklid fazo bo'lishining zarur va yetarli sharti keltirilgan.
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Oxirgi 10-§ Hilbert fazolariga bag'ishlangan. Barcha separabel
Hilbert fazolar o'zaro izomorfligi isbotlangan. Hilbert fazolarining cism
fazosi, qism fazoning ortogonal to'ldiruvchisi, ortogonal gism fazolarning
to'g'ri yigindilari qaralgan. Xuddi shunday Hilbert fazolarining to'g'ri
yigindilari ta'riflangan. Paragraf so'ngida haqiqiy va kompleks Evklid
fazolaridagi skalyar ko'paytmalardagi tafovutlar tahlil gilingan.

5-§. Chiziqli fazolar va ularga misollar

Chizigli fazo tushunchasi matematikada asosiy tayanch
tushunchalardan hisoblanadi. Quyida C bilan kompleks sonlar, R bilan
haqiqiy sonlar to'plamini belgilaymiz.

5.1-ta'rif. Agar elementlari x,y,z.... bolgar:

to'plamda quyidagi
ikki amal aniglangan bo'lsa:

1 Ixtiyoriy ikkita x,yeLl elementlarga ularning yig'indisi deb
ataluvchi anig bir x+yel element mos qo'yilgan bo'lib, ixtiyoriy
xy,z€ L elementlar uchun

1) x+y=y+x (kommutativiik),

2) x+(y+z)=(x+y)+z (assotsiativlik),

3) L da shunday 6 element mavjud bo'lib, x+6=x (nolning mavjudligi),

4) shunday -xel element mavjud bo'lib, x+(-x)=60 (qarama-qarshi
elementning mavjudligi) aksiomalar bajarilsa;

IL ixtiyoriy xel element va ixtiyoriy o son (aeR yoki ae()
uchun x elemenining a songa ko'paytmasi deb ataluvchi aniq bir
axel element mos qo'yilgan bo'lib, ixtiyorly x.yel va ixtiyoriy af

1

sonlar uchun /
S) a(fx)=(a B)x.
6) l-x=x,
) (a+fx=ax+px,
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8) alx+y)=ax+uay
aksiomalar bajarilsa, u holda I, to’'plam chizigli fazo deb ataladi.

Ta'rifda kiritilgan I va Il amallar mos ravishda yig'indi va songa
ko'paytirish amallari deb ataladi.

Ta'rifda foydalanilgan sonlar zahirasiga (hagigiy sonlar R yoki
kompleks sonlar C) bog'liq holda chizigli fazo hagigily yoki kompleks
chizigli fazo deb ataladi.

Chiziqli fazolarga misollar keltiramiz.

5.1-misol. L=R haqiqly sonlar to‘plami odatdagi go'shish va
ko'paytirish amallariga nisbatan haqigiy chizigli fazo tashkil qiladi.
L=C kompleks sonlar to'plami ham kompleks sonlarni go'shish va
ko'paytirish amallariga nisbatan kompleks chizigli fazo tashkil giladi.

52. L=R={r=(x%...%), xR i=12,..,n}-n ta haqiqiy
sonlarning tartiblangan guruhlari to'plami. Bu yerda elementlarni
go'shish va songa ko’paytirish amallari quyidagicha aniglanadi. Ixtiyory
x= (X, X705, ) VA »=(¥20e 003, )€ R® lar uchun

x4 3=+ 39,0 + Prgeeany + V) (5.1)

ax={(ax.ax...ax,) (5.2)

R" - to'plam (5.1) va (5.2) tengliklar bilan aniglangan qo'shish va songa

ko'paytirish amallariga nisbatan haqigiy chiziqli fazo tashkil giladi va u
- o'lchamli hagiqiy chiziqli fazo deb ataladi.

53. L=C"= {Z = (’.",,:2,...,:"), 2, e€C k=12..n } Bu yerda ham
elementlamni qo'shish va songa ko'paytirish amallaii {5.1) va (5.2)
tengliklar ko'rinishida aniqlanadi. C" - teo'plam kompleks chiziqli fazo
bo'ladi va u #- o'lchamli kompleks chizigli fazo deb ataladi.

5.4. L=Cla,b}~[a,b] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar
to’pl_ami. Funksiyalarni qo'shish va funksiyani scnga ko'paytirish

amallari mos ravishda
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(f +8)®)=f(x)+g(x) (5.3)
va
@f)x)=arlx) (5.4)
ko'rinishda aniqlanadi. (5.3) va (5.4) tengliklar bilan aniqlangan qo’shish
va songa ko'paytiish amallari chizigli fazoning 1-8 aksiomalarini
qanoatlantiradi. Demak, C[a,5] to'plam chiziqli fazo tashkil qiladi.
55.) ) E{-\‘= (xhxz,---ax,,,-~-)1i[x,,|2 <°°} - kvadrati  bilan
o n=1
jamlanuvchi ketma-ketliklar to'plami. Bu yerda elementlarni qo’shish va
songa ko'paytirish amallari quyidagicha aniglanadi:
x4 7 =00+ VoXo + Vreeer Xy + Yo )y (5.5)
ax=a(x), Xpsooes Yoo ) = (@0, 225, %y, ), @€C (5.6)
Yig'indi x+yel, ekanligi |a+bIZS2|a|2 + 2|b|2 tengsizlikdan kelib
chigadi. (5.5 va (5.6} tengliklar bilan aniqlangan qo‘shish va songa
ko'paytirish amallari chizigli fazoning 1-8 aksiomalarini gancatlantiradi.
Demak, £, to'plam kompleks chizigli fazo bo'lads.

56. ¢y ={x=(%,%;,...,%,...): limx, =0}- nolga yaqinlashuvchi

—

ketma-ketliklar to‘'plami. Bu to'plamda ham qo'shish va songa
ko'paytirish amallari (5.5) va (5.6) tengliklar ko'rinishida aniqlanadi va
ular chiziqli fazoning 1-8 aksiomalarini ganoatlantiradi. Demak, ¢,
to'plam chiziqgli fazo bo'ladi.

jl. e={r=(pxanns ,,,...):Ji_rgx,,:al? - yaginlashuvchi ketma-
ketliklar to'plami. Bu to’plam ham 5.5-misolda kiritilgan qo‘shish va
songa ko’paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil giladi.

58. L=m - barcha chegaralangan ketma-ketliklar to‘plami. Bu
to'plam ham 5.5-misolda kiritilgan qo'shish va songa ko'paytirish
amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi.
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Endi haqigiy o'zgaruvchining funksiyalari nazaryasi fanida
xossalari o'rganilgan Lebeg ma'nosida integrallanuvchi funksiyalar va
o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar to'plamini garaymiz.

(ig; Berilgan [a,0] kesmada Lebeg ma'nosida integrallanuvchi
funksiyalar to'plamini Z,[a,b] simvol bilan belgilaymiz. Bu to'plamda
elementlami qo'shish va elementni songa ko'payiirich amallari (5.3j va
(5.4) tengliklar bilan aniqglanadi. L[a,b] to'plam funksiyalami go'shish
va songa ko'paytirish amallariga nisbatan  yopiq.  Chunki,
integrallanuvchi f va g funksiyalar yig'indisi f-+g& ham

integrallanuvchi va
h h &
(L) +g(O))dr = [ 1)t + [ g(e)et

tenglik o'rinli. Xuddi shunday integrallanuvchi funksiyaning songa
ko‘paytmasi yana integrallanuvchi funksiyadir. Funksiyalamni qo'shish va
songa ko'paytirish amallari esa chiziqli fazo aksiomalarini
qanoatlantiradi. Demak, Z,[a,b] to'plam chizigli fazo bo'ladi.

5.10. Berilgan f[a,b] kesmada p(p>1) -darajasi bilan Lebeg

ma'nosida integrallanuvchi funksiyalar to'plamini Z,[a,6] simvol bilan
belgilaymiz. Bu to'plamda ham qgo'shish va songa ko'paytirish amallari
(5.3) va (5.4) tengliklar bilan aniqlanadi va Z,,[a,h] to'plam chizigli fazo
tashkil qgiladi. Yig'indi f+ge Z,,[a,b] ekanligi Minkovskiy tengsizligi

i

1 |
h i b e h \n
[I'_l':m gL’ ar]F s[ﬂf(r)V’ m}' +{j‘gm| rar |

a ]

dan kelib chigadi.
5.11. Berilgan [a,b] kesmada aniqlangan va o'zgarishi
chegaralangan funksiyalar to'plamini }[a,b] bilan belgilaymiz. Bu

to’plamda ham funksiyalarni qo'shish va songa ko'paytirish amallari 5.4-
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misoldagidek kiritiladi. Ishonch hosil gilish mumkinki, ¥[a,6] to'plam
funksiyalarni qo'shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqgli
fazo tashkil qiladi. Hosil gilingan fazo o'zgarishi chegaralangan
funksiyalar fazosi deyiladi va ¥[a.5] simvol bilan belgilanadi.
5.2-tarif. Bizga L va L chizigli fazolar berilgan bo'lsin. Agar bu
fazolar o'rtasida o'zaro bir giymatli moslik o'matish mumkin bo'lib,
x> x* va yoy, (x,yeL, x*,y*eL*)
ekanligidan
rtyox*+y*  va  ax<>ax¥, {e-ixtiyoriy son)
ekanligi kelib chigsa, u holda L va L chizigli fazolar o'zaro izomorf
fazolar deyiladi.
Izomorf fazolami aynan bitta fazoning har xil ko'rinishi deb qarash
mumkin.
5.3-ta'if. Agar L chizigli fazoning X, X3,...,%, elementlar sistemasi
uchun hech bo'lmaganda birortasi noldan farqli bo'lgan a;, a,,...,a,
sonlar mavjud bo'lib,
ax + ayxy +-0- +a,x, =0 (5.%)
tenglik bajarilsa, u holda X, X5,...,X, elementlar sistemasi chiziqli
bog’langan deyiladi. Aks holda, ya'ni {5.7) tenglikdan
a=a,=--=a,=0
ekanligi kelib chigsa, X, Xy,...,X, elementlar sistemasi chiziqli
bog'lanmagan yoki chizigli erkli deyiladi.
Agar x, X3,...,%,,... cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy

3

chekli gism sistemasi chizigli erkli bo'lsa, u holda {x,}
erkli deyiladi.

S4-tamif. Agar L chizigli fazoda n elementli chizigli erkli sistema

sistema chizigli

n=}

mavjud bo'lib, bu fazoning ixtiyoriy n+) ta elementdan iborat sistemasi
chizigli bog'langan bo'lse, u holda L n- o'lchamli chizigli fazo deyiladi va
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diml=n kabi yoziladi. n-o'fchamli I chizigli fazoning ixtiyoriy n ta
elementdan iborat chizigli erkli sistemasi shu fazoning bazisi deyiladi.
S.5-tamif. Agar I chizigli fuzoda ixtiyorty ne N uchun n elementli
chiziqli erkli sistema mavjud bo'lsa, u holda [ cheksiz o‘ichamli chizigli
fazo deyiladi va dim L =co ko'rinishda yoziladi.
R" va C" fazolar n o'lchamli chizigli fazolardir. L =C[a.b] fazodan

boshlab 5.4-5.11 misollarda keltirilgan barcha fazolar cheksiz o'lchamli

fazolardir. Masalan, ', fazoda

{e, = (0,...,0,1,0,..)}

n

(5.8)
sistema cheksiz chizigli erkli sistemaga misol bo'ladi.

5.1. Chizigli fazoning gism fazosi

Bizga L chizigli fazoning bo’sh bo'lmagan L' gism to‘plami
berilgan bo'lsin.

5.6-ta’rif. Agar L' ning o'zi L da kiritigan amallarga nisbatan
chizigli fazoni tashkil qilsa, u holda L' to'plam L ning qgism fazosi
deyiladi.

Boshgacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy x.yel' va a,beC(R)
sonlar uchun ax+bye L’ bo'lsa, L' gism fazo deyiladi.

Har qanday [ chizigli fazoning fagat nol elementdan iborat A
qism fazosi bor. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy L chizigli fezoni o'zining
gism fazosi sifatida garash mumkin.

S5.7-tarif. L chizigli fazodan farqgli va hech b»'lmaganda bitta
nolmas elementni saqlovchi qism fazo x0s gism fazo dejilea:.

5.12-misol. {; C¢; ©cCm fazolarning har biri o'zidun keyingilari

uchun xos gism fazo bo'ladi.
5.13. Endi [a.b] kesmada p(p=1)-darajasi bilan integrallanuvchi

funksiyalar fazosi Z,,[a,b] ni garaymiz. Bu fazoning nolga ekvivalent
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funksiyalaridan tashkil bo'lgan qism to'plamni Ly[a,6] ko'rinishda
belgilaymiz. Ma'lumki, nolga ekvivalent funksiyalar yig'indisi yana
nolga ekvivalent bo'lgan funksiya bo'ladi. Nolga ekvivalent
funksiyaning songa ko‘paytmasi ham nolga ekvivalent funksiya bo'ladi.
Demak, L[a,8] to'plam L [a,b] fazoning xos gism fazosi bo'ladi.

5.14. O'zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a,6] ni
garaymiz. Ma'lumki, [a,0] kesmada absolyut uzluksiz funksiyalar
to'plami ¥{a,b] ning gism to'plami bo‘ladi. Absolyut uzluksiz funksiyalar
to'plami funksiyalarni qo'shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan
yopiq to'plam. Shuning uchun u ¥[a,6] fazoning gism fazosi bo'ladi va u
AC[a,b] simvol bilan belgilanadi.

5.15. V[a.b] fazoda f(a)=0 shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar
to'plamini qaraymiz. Bu to'plam funksiyalarni qgo'shish va songa
ko'paytirish amallariga nisbatan yopig to‘plamdir. Shuning uchun u
1[a,b] fazoning gism fazosi bo'ladi va u ¥;[a,5] simvol bilan belgilanadi.

5.16. Yana o'zgarishi chegaralangan funks'yalar fazosi V[a,b] ni
garaymiz. Ma’'lumki, [a,6] kesmada monoton funksiyalar to'plami [a,5]
ning gism to'plami bo'ladi. Ammo ikki monoton funksiyaning yig‘indisi
har doim monoton funksiya bo'lavermaydi. Bunga cuyidagi misolda
ishonch hosil gilish mumkin, x(¢)=1*+1, y(f)=-2¢ funksiyalarning har
biri [0,2] kesmada monoton funksiya bo'ladi, ammo ularning yig ‘indisi
x(O)+p6)=(t-1) funksiya [0,2] kesmada monoton emas. Demak, {a,b]
kesmada monoton funksiyalar to'plami ¥[a,6] fazoning gism fazosi bo'la

olmaydi. Demak, chizigli fazoning har ganday gism to'plami gism fazo
tashkil gilavermas ekan.

Bizga L fazoning bo'sh bo'lmagan {x,} qism to'plami berilgan
bo'lsin. U holda L chizigli fazoda {x} sistemani o'zida saglovchi minimal
gism fazo mavjud.
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Hagigatar ham, {x ] sistemani saglovchi hech bo'lmaganda bitta
qism fazo mavjud, bu . ning o'zi.
Ixliyoriy sondagi ¢ism fazolaming kesishmasi yana qism fazo

bo'ladi. Hagiqatan ham, agar

bo'lib x,yel bo'lsa, u holda ta'rifga ko'ra ixtiyody / uchun xyel
bo'ladi. L, gism fazo bo'lganligi uchun ax+gye L, munosabat barcha
a, # sonlar uchun o'rinli. Demak, a_\'+ﬂyeL’ br'ladi.

Endi {x,} sistemani saqlovchi Z ning barcha gism fazolarini olamiz
va ulaming kesishmasini qaraymiz hamda uni Z({}} orqali belgilaymiz.
L({x,}) gism fazo {x,} sistemani saglovchi minima! gisn fe=2 bo'ladi. Bu
L{{x,}) minimal qism fazo {x,} «sistemadan hosil bo'lgan» gism fazo yoki

{x,} sistemaning chiziqli qobig'i deyiladi.

5.2. Chiziqli fazoning fakior fazosi

Bizga L chiziqli fazo va uning L' xos ism fazosi berilgan bo‘lsin.
L ning elementlarn orasida quyidagicha munosabat o‘rnatish mumkin

5.8- ta’rif. Agar x.ye L elementlar uchun x-y ayirma L' ga tegishili
bo'lsa, x va y ekvivalent elementlar deb ataladi.

Fazo elementlari orasida o'matilgan bu munosahat refleksivlik,
simmetriklik va tranzitivlik xossalariga ega. Hagiqatan ham, x-xe L'
(refleksivlik); x-yel' dan yv-x=-(x-y)e Ll (simmetriklik); x—yel’,
y-zel' dan x-z=(x-y)+(y—z)el’ (tranzilivlik}. Shuning uchun bu
munosabat L ni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajiatadi va har bir sinf
o'zaro ekvivalent elementlardan tashkil topgan. Bu sinflar qo'shnti sinflai
deb ataladi. Barcha ¢o’shni sinflar to'plami L chizigli fazoning L' gism

fazo bo'yicha faktor fazosi deb alaladi va L/L' ko'riaishda belgilanadi.

87



Tabiiyki, har qanday faktor fazoda yig'indi va songa ko'paytirish
amallari kiritiladi.

Aytaylik, & va 5 lar L/L" dan olingan ixtiyorly qo'shni sinflar

bo'lsin. Bu sinflaming har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan
xeé,ven. & va 5 sinflaming yig'indisi sifatida x+y elementni
saglovchi ¢ sinf gabul qilinadi. & go'shni sinfning « songa ko'paytmasi
sifatida ax elementni saqglovchi sinf gabul gilinadi. Natija xe¢, yep
vakillaming tanlanishiga bog'liq emas, chunki, qandaydir boshga
x'ef, yen vakillami olsak ham  (x+y)-(x'+3)=(x-x)+(y-r)el
bo'lgani uchun x'+y €< bo'ladi. Bevosita tekshirish shuni ko'rsatadiki,
L/L" da aniglangan go'shish va songa ko'paytirish amallari chiziqli fazo
ta'rifidagi aksiomalami qanoatlantiradi (buni mustaqil tekshirib ko'rishni
o'quvchiga tavsiya qilamiz). Boshgacha aytganda, L/L' faktor fazo
chizigli fazo tashkil giladi.

Shunday qilib, har bir L/L" faktor fazo unda yugorida ko'rsatilgan
usulda kirifilgan yig'indi va songa ko'paytirish amallariga nisbatan
chiziqli fazo tashkil giladi. Shuni ta'kidlash joizki, har ganday faktor
fazoda L' qism fazo L/L' faktor fazoning nol elementi bo'ladi. Ma’lumki,
L' gism fazoning elementlari o'zaro ekvivalent va L' gism fazo L chizigli
fazoning nol elementini saglaydi. Shuning uchun ¢ va L’ go'shni
sinflaming yig'indisi x+8=x (xe&,0el') elementni saglovchi go’shni
sinfga, ya'ni £ ga teng.

5.17. Faktor fazoga misol keltirishni tushunish nisbatan osonrog
bo'lgan R® fazodan boshlaymiz. L= R* fazoning L'={(x,.x,)e R’: x, =0}
xos gism fazosini qaraymiz va L/L’ faktor fazoning elementlarini, ya'ni
go'shni sinflarning tavsifini beramiz. Ma'lumki, x—y = (x;—y},x, — )L’
bo'lishi uchun X, =), bo’lishi zarur va yetarli. Demak, L/L’ faktor

fazoning elementlari (qo'shni sinflar) Ox, o'giga parallel bo‘lgan to'g'n
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chiziglardan iborat. Masalan, (a,b)e R> nuqtani o'zida saglovchi &
qo'shni sinf Ox, o'giga parallel bo‘lgan x,=b to'g'ri chiziqdan iborat.
Xuddi shunday, (1.2) va (2,3} nugtalami saglovchi qo'shni sinflar
yig'indisi (3,5) nuqtani saglovchi X, =5 to'g'r chizigdan iborat. (1,2)e&
go'shni sinfning 3 ga ko'paytmasi (3,6) nuqtani saqlovchi x,=6 to'g'r
chizigdan iborat.

5.18. Ma'lumki (5.9-5.10 misollarga garangj, [«,6] izesmada p(pz1)-
darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvchi funksiyalar to'plami
chiziqli fazo tashkil giladi va u L,[a,b] simvol bilan belgilanadi. Bu
fazoning nolga ekvivalent funksiyalaridan tashkil topgan gism fazosini
L[ab] (5.13-misolga qarang) ko'rinishda belgilaymiz. Endi Z [a.5]
chizigli fazoning Z'[a.5] gism fazo bo'yicha faktor fazosini garaymiz va
bu faktor fazoni L,,[a,b] bilan belgilaymiz. Bu fazo [a,6] kesmada
aniqlangan va p-darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvchi
ekvivalen! funksiyalar fazosi deb ataladi.

Agar L - n o'lchamli chizigli fazo va L’ uning k(0 <k <n) o'lchamli
qism fazosi bo'lsa, u holda L/L' faktor fazo (n-k) o'lchamli bo'ladi.

Bu tasdigni isbotlaymiz. Aytaylik, xj.X,,...,x; elementlar sistemasi
L' da bazis bo'lsin. Bu sistemani x,;,%,4,...,X, € L elementlar bilan L
fazo bazisigacha to'ldiramiz. Bu x;,,,X;,s,...,X, elementlar bir-biii bilan
ekvivalent emas, aks holda X;;X55..05 X5 X, 15X, 55, X, sistema chizigli
bog‘langan bo'lar edi. Shuning uchun x;,,,%;,s,...,X, clementlar har xil
qo'shni sinflarga tegishli bo'ladi. &; orqali x,,,. ie{l.2,...n-k} element

tegishli bo'lgan sinfni belgilaymiz.
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Endi &.&,.....5,, elementlar sistemasining L/L’ da bazis bo'lishini
isbotlaymiz. Ixtiyoriy £e L/L' qo'shni sinfni olaylik va xe& bo'lsin. U
nolda

X=Xy + @ Xy et Xy + By X+ PaXpyg ok By Xy
Yoyilma o'rinli bo'ladi. £+ L'=¢ (har qanday L/L' faktor fazoda L' gism
fazo L/L' faktor fazoning nol elementi bo'ladi, ya'ni é=L' ) bo'lgani
uchun

X=X —0X) — @y Xy — - — Xy,
element & qgo'shni sinfga tegishli va

X= B X+ By xag o+ By
yoyilma o'rinli bo'ladi. Bundan

E=fG+péa++ 5, ik
tenglik kelib chigadi. Har ganday (4,.4,.....4,.;)=0 da

B+ BrXpr + -+ fpyx, & L
bo'lgani uchun &, &,....&,.; chizigli bog'lanmagan sistema bo'ladi.
Shunday gilib, &, &,...,&,-; sistema chizigli bog'lanmaganligi va har bir
el/L' sinf &,&.....&,; sinflaming chiziqli kombinatsiyasidan iborat
to'lganligi uchun &,&,...,¢, ; sistemaning bazis ekanligiga kelamiz.
Demak, L/L' fazo (n-k) o'lchamli chiziqli fazo ekan.

5.9-ta’rif, L/L' faktor fazoning o'lchami L' gism fazoning koo'lchami

deyiladi.

Agar L' qism fazo chekli » koo'lchamga ega bo'lsa, u holda L da
shunday x,x5,...,%, elementlami tanlash mumkinki, ixtiyoriy xeLZ
element x=ox + & X3 + - +@,x, + ¥ ko'rinishda bir gqiymatli ifodalanadi,
bu yerda @,,@,,...,&, - sonlar, ye L. Haqgiqatan ham, L/L’ faktor fazo

n - o'lchamli bo’lsin. Bu faktor fazoda &, &,, ....&, bazisni tanlaymiz va

har bir &; sinfdan bittadan ¥; vakil olamiz. Endi xe L ixtiyoriy
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element bo'lsin va £ esa x ni sagqlovchi L/L' dagi go'shni sinf bo'Isin.
U holda
E=aibitandy+ gy
Tarifga ko'ra & sinfdagi har bir element, xususiy holda, x element
X}, %3,.--, %, €lementlarning
QX+ O Xy + e+ Oy X,
chizigli kombinatsiyasidan L’ dan olingan elementgagina farqg giladi,
ya'ni
X=X +ay X+ - +a,x,+y, yel'.
Bu tasviming yagonaligini ko'rsatamiz. Aytaylik
X=0) X tay X+ ta,x, Y, Yel
tasvir ham o'rinli bo'lsin. U holda
O=(a,-a) )x +(@;—ay )%, + - +(a,— ) )x, +y— ¥

’

tenglikka kelamiz. Bundan @, =a|, o, =2} ,...,a,=a, ,y=y'.

Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Chiziqli fazoga misollar keltiring. .
2. Chiziqli bog'langan (chizigli bog'lanmagan) sistema ta'rifini bering.
3. Chiziqli fazo o'Ichami ta'rifini bering.
4. [-11] kesmada aniglangan uzluksiz va juft (toq) funksiyalar
to'plamini C7[-1,1] (C_[—l, 1]) bilan belgilaymiz. C7[-1,1] (C'[—l, 1])
io'plam Cl-1,1] chizigli fazoning qism fazosi bo'lishini isbotlang.
5. Lﬁo ' [G,b] qism fazoning o'lchamini toping.

6. L,,[a.b] faktor fazoning o'Ichamini toping.
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6-3. Chiziqli funksionallar

Bu paragraf chizigli funksionallar, ularning ayrim xossalariga
bag'ishlangan.

6.1-ta’rif. L chizigli fazoda aniglangan [ sorli funksiya funksional
deb ataladi. Agar barcha x,y € L lar uchun
S y)= 1)+ 10)
bo'lsa, f additiv funksional deyiladi.
6.2-ta'rif. Agar barcha x€ L va barcha a eC lar uchun
flax)=aflx),
bo'lsa, f bir jinsli funksional deyiladi. Agar barcha x€ L va barcha @ eC

sonlar uchun

fax)=a f(x)
bo'lsa, u holda kompleks chizigli fazoda aniqlangan f funksiond
go'shma bir jinsli deyiladi, bu yerda & soni a ga qu’shma kompleks son.
6.3-ta’rif. Additiv va bir jinsli funksional chizigli funksional deyiladL.
Additiv va qo'shma bir jinsli funksional qo‘shma chizigli (yoki antichiziqli)
funksional deyiladi.

Chizigli funksionallarga misollar keltiramiz.
6.1-misol. R"={x=(x,x%,,....x,). % €R} - n o'lchamli vektor fazo va

a=(a,a,,....a,)e R" belgilangan element bo'lsin, U holda
f:R"SR, f(.\‘):ia,x,
=l
moslik R" da chizigli funksional bo'ladi.
u(z)= iﬂa 5
k=

tenglik bilan aniglanuvchi #:C" - C  akslantirish qo'shma chizigli
funksionalni aniqlaydi.
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6.2. Quyidagi / va I':(,'[a,b]—->C funksionallar

h b
1(x)= [x(0ydt, 1"(x)={x(0) dt

o «a
C[a,b] fazodagi chizigli va qo'shma chizigli funksionallarga misol bo‘ladi.
6.3. y,cCla,b] berilgan element bo'lsin. Har bir xeCla,b]
funksiyaga

]

F(x)= [xO)yotn)er

]

sonni mos qo'yamiz. Bu funksionalning chizigliligi integrallash amalining
asosiy xossalaridan kelib chigadi.

FHx) = [x() y,(0)at

funksional Cla,b] fazoda qo'shma chizigli funksional bo'ladi.
6.4. ¢, fazoda chiziqli funksionalga misol keltiramiz. k- belgilangan

natural son bo'lsin. £, dagi har bir x = (x,,x,,...,X,,...) uchun

filx)=x,
deymiz. Bu funksionalning chiziqliligi ko'rinib turibdi.

6.1. Chiziqli funksionalning geometrik ma’nosi
Bizga L chizigli fazoda aniglangan, nolmas f chizigli funksional

berilgan bo'lsin. Bu f funksional wuchun f(x)=0 shartni

qanoatlantiruvchi barcha x€l nugqtalar to'plami uning yadrosi deyiladi
va Kerf={xelL: f(x)=0} ko'rinishda belgilanadi. Ker f to’'plam L ning
gism fazosi bo'ladi. Haqiqatan ham, agar x,yeKerf bo'lsa, u holda

ixtiyoriy a,b sonlar uchun

flax+by)=af(x)+bf(y)=0

tenglik o'rinli.
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6-§. Chiziqli funksionallar

Bu paragraf chiziqli funksionallar, ulaming ayrim xossalariga
bag'ishlangan.

6.1-ta’rif. L chizigli fazoda aniglangan f sonli funksiya funksional
deb ataladi. Agar barcha x,y € L lar uchun
S+ )= 0+ £B)
bo'lsa, f additiv funksional deyiladi.
6.2-ta’rif. Agar barcha x€ L va barcha a € C lar uchun
fax)=af(x),
bo'lsa, f bir jinsli funksional deyiladi. Agar barcha x € L va barcha a&C
sonlar uchun
flax)=a f(x)
bo'lsa, u holda kompleks chizigli fazoda anigqlangan f funksional
go'shma bir jinsli deyiladi, bu yerda & soni a ga qu'shma kompleks son.
6.3-ta’if. Additiv va bir jinsli funksional chizigli funksional deyiladi.

Additiv va qo'shma bir jinsli funksional qo'shma chiziqli (yoki antichizigli)
funksional deyiladj,

Chiziqli funksionallarga misollar keltiramiz.

6.1-misol. R"={x=(x.%,,....x,), x€R} - n o'Ichamli vektor fazo va
a5 (anaz,---,a,,)e R" belgilangan element bo'lsin. U holda
n
FR' SR, f(x)=Yax
il
moslik R” da chizigli funksional bo'ladi,

u(z) = é: a, z;,

tenglik bilan aniglanuvchi #:C" - C akslantirish qo'shma chizicli
funksionalni aniqlaydi,
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6.2. Quyidagi / va /" :C[a,6] > C funksionallar

h b
()= [x@yet, 1"(x)= [x(0)

4
C[a,b] fazodagi chizigli va qo'shma chizigli funksionallarga misol bo‘ladi.
6.3. y,¢Cla,6] berilgan element bo'lsin. Har bir xeCla,b]
funksiyaga

F) = [0 yoyat

sonni mos qo'yamiz. Bu funksionalning chizigliligi integrallash amalining
asosiy xossalaridan kelib chigadi.

b —_—
F*(x)= [x() yo(tydt

funksional Cla,b] fazoda qo'shma chizigli funksional bo'ladi.
6.4. I, fazoda chiziqgli funksionalga misol keltiramiz. k- belgilangan
natural son bo'lsin. £, dagi har bir x=(x,,x,....,x,,...) uchun
fk (x) =Xy
deymiz. Bu funksionalning chiziqliligi ko'rinib turibdi.

6.1. Chiziqli funksionalning geometrik ma’nosi

Bizga L chizigli fazoda aniglangan, nolmas s chizigli funksional
berilgan bo'lsin. Bu f funksional wuchun f(x)=0 shartni
ganoatlantiruvchi barcha x€l nuqtalar to'plami uning yadrosi deyiladi
va Kerf={xel: f(x)=0} ko'rinishda belgilanadi. Ker f to'plam L ning
gism fazosi bo'ladi. Haqiqatan ham, agar x,yeKerf bo'lsa, u holda
ixtiyoriy a.b sonlar uchun

flax+by)=af(x)+bf(y)=0

tenglik o'rinli.
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Ker / qism fazoning koo'lchami birga teng. Haqigatan ham, Kerf ga
qarashli bo'imagan, ya'ni f(x,)#0 bo'ladigan gandaydir x, elementni
olamiz. Bunday element mavjud, chunki f(x)#0 (aynan nolga teng
emas). Umumiylikni chegaralamasdan hisoblashimiz mumkinki, f(x,) =1

{aks holda biz ¥,/f(%,} ni olgan bo'lar edik, chunki f(x,/f(x,))=1).
Ixtiyorly x element uchun y=x—X,* f (x) desak, u holda
Jo)=fle=x-fx))=0,

vani yeKerf. Qaralayotgan x element x=axy+y, yeKer f

ko'rinishda tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir. Hagiqatan ham,

x=axg+y, veKerf va x=dxy+y, yeKerf

ba'lsin. U holda

(a-aYx, =y -y
tenglik o'rinli. Agar a=a' bo'lsa, y=y' ekanligi ko’rinib turibdi. Agar
a-a #0 bo'lsa, u holda
Y=

. - .I [/
Xy —€ Ker f
a-a

zkanligi kelib chigadi. Bu esa x,&Kerf shariga zid. Bu garama-
5aushilik tasdigni isbotlaydi.

Bu yerdan kelib chigadiki, ikkita X, va X, elementlar Kerf gism
fazo bo'yicha bitta qgo’shni sinfda yotishi uchun f(x,) = f(x,) shartning
bajarilishi zarur va yetarli. Hagigatan ham,

% = £{%)% + 3, 3, € Ker f, X, = f(5,)x, + y,, y, € Ker f
tenglikdan
%= = ()= e )x + 07 - 22)
tenglik kelib chigadi. Bu yerdan ko'rnib turibdiki, x, —x, € Ker f

bo'lishi uchun f(x,}— f(x,)=0 bo'lishi zarur va yetarli.
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Ker f qism fazo bo'yicha har qanday ¢ sinf o'zining ixtiyorly vakili
bilan bir giymatli aniglanadi. Bunday vakil sifatida ax, ko'rinishdagi
elementni olish mumkin. Bu yerdan ko'rinadiki, L/Ker f gism fazoning
o'lchami birga teng ekan, ya'ni Aerf ning koo'lchami birga teng.

Chizigli funksionalning yadrosi Kerf o'zida nolga aylanadigan
funksionalni o'zgarmas ko'paytuvchi anigligida bir giymatli aniglaydi.

Hagigatan ham, f va g funksionallar yadrolari teng bo’lsin, ya'ni

Ker f =Kerg. U holda f uchun x, € L elementni shunday tanlaymizki,

J{x,) =1 bo'lsin. Ko'rsatamizki, g(x,)# 0. Ixtiyorly xe L uchun
x=f()x+y yekerf va glx)=f(x)g(x)+ ()= 1 (x)elx)
tengliklarga egamiz. Agar g(%)=0 bo'lsa, g(x)=0 bo'lar edi
8(x)=g(x,)f(x) tenglikdan f va g funksionallaming proporsional

ekanligi kelib chigadi.

Koo'lchami birga teng bo‘lgan ixtiyoriy L' qism fazo berilgan
bo'lsin. U holda shunday f chizigli funksional mavjudki, Ker/=L’
bo'ladi. Buning uchun L' gism fazoda yotmaydigan ixtiyorly X, €L
elementni olamiz va ixtiyoriy xel elementni x=ax,+y. yel’
ko'rinishda yozamiz. Bunday yoyilma yagona. Jf{(x)=a tenglik
yordamida aniglanuvchi chiziqli funksionalning yadrosi Ker f =L’ bo'ladi.

L chizigli fazoda koo'lchami birga teng bo'lgan gandaydir L’
qism fazo berilgan bo'lsin. U holda L fazoning L' qism fazo bo'yicha
har qanday qo'shni sinfi L' gism fazoga parallel bo'lgan gipertekislik
deyiladi (xususan, L’ gism fazoning o'zi # elementni saqlovchi, ya'ni
«koordinata boshidan o'tuvchi» gipertekislik hisoblanadi). Boshgacha
aytganda, L' gism fazoga parallel bo'lgan M gipertekislik - bu L’ gism
fazoni qandaydir X, € L vektorga parallel ko‘chirishdan paydo
bo'ladigan to'plam, ya’'ni
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M'=L'+x, ={y:y=x+x, vel}.
Ko'rinib turibdiki, agar x, € L' bo'lsa, #‘=L" bo‘ladi, agarda x, ¢ L'
bo'lsa, u holda Af'= L.

Agar f - L chiziqli fazoda aniglangan chiziqli funksional bo'lsa,
M, ={xel: f(x)=1} to’plam Ker f qism fazoga parallel gipertekishik
bo'ladi. Hagigatan ham, f(x;}=1 bo'ladigan X, elementni tanlab,
ixiiyorly elementni ¥=a¥,+y, yeKerf ko'rnishda yozishimiz
mumkin.

Ikkinchi tomondan, agar M’ - koo'lchami birga teng bo'lgan g
gism fazoga parallel va koordinata boshidan o'tmaydigan gipertekislik
bo'lsa, u holda shunday yagona f chiziqli funksional mavjudki,

M ={x: f(x)=1}
bo'ladi. Haqigatan ham, M'=L'txy, x, €L bo'lsin. U holda har ganday
xel element yagona ravishda X=ax,+y, yel’' ko'rinishda
tasvirlanadi.  f(x)=a tenglik yordamida aniqlanadigan chizicli
funksional izlanayotgan funksional bo'ladi. Uning yagonaligi
quyidagidan kelib chigadi:

Agar xeM' da g(x)=1 bo'lsa, u holda yel' da g())=0 bo'ladi.
Bundan

glaxy+y)=a=f(ax,+y)
tenglik kelib chigadi.

Shunday qilib, L chiziqli fazoda aniqlangan noldan farqli barcha
chizigli funksionallar bilan koordinata boshidan o'tmaydigan L dagi

barcha gipertekisliklar o'rtasida o'zaro bir giymatli moslik o'matildi.

Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Chiziqli funksionalning geometrik ma’nosini tushuntiring.
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2, Cla,b] fazoda gipertekislikka misol keltiring.

3. Cla,b] fazoda f(x)=x(h) chizigli funksiondlni qaraymiz. Cla,b]
fazoda M ={ f € Cla,b]: f(x)=1} to'plam gipertekislik bo'ladimi?

4. f:V[ab]— R, f(x)==x(a) chizigli funksionalning yadrosini toping.
Ker f =V [a,b| tenglik to'g'rimi?

3. f:Cl-111->R va

fx)= }.r(f )elt
1

funksionalning chiziqli ekanligini ko'rsating. Toq funksiyalar to'plemi
C[-L1={xeC[-1,1]: x(=t)=-x()} uchun C7[-1,i]c Keif munosabat
to'g’rimi?

6. f:R >R, f(x)=x chizigli funksionalning yadrosini toping. Bu

fazoda {xe R’ : f(x)=1} gipertekislikni chizmmada tasvirlang.
7-§. Qavariq to'plamlar va gavariq funksionallar

L - haqiqiy chiziqli fazo, x va y uning ikki nuqtasi bo'lsin. U holda
ax+fy, a,ﬂe[O,I], a+pf=1
shartni ganoatlantiruvchi barcha elementlar to'plami x va y nugtalarni
tutashtiravchi kesma deyiladi va u [x,v] bilan belgilanadi, ya'ni
oyl={ax+8y: a.pelo)] a+p= 1}

7.1-ta'rif. Agar M c L to'plam o'zining ixtiyoriy x y € M nugqtalarini
tutashtiruvchi [x,y] kesmani ham o'zida saqlasa, M ga gavariq to'plam
deyiladi.

7.2-tarif. Agar biror xe E nuqta va ixtiyoriy y el ucaun shunday

£=£(3)>0 son mavjud bo'llib, barcha I, |l|<& larda x+tek
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munosabat bajarilsa, xeE nuqgta EcL to'plamning yadrosiga qarashii
deyiladi. Ec L to'plamning yadrosi - J(E) bilan belgilanadi, ya’'ni
J(E)={xeE:VyeL, Je=5())>0, VieR, |{<s, x+iyeE}.
7.3-ta’rif. Yadrosi bo'sh bolmagan qavariq to'plam gqavariq jism
deyiladi.
F.1-misol. R’ fazoda kub, shar, tetrayedr, tekislikda to'g'r

to'rtburchak, doira, uchburchak gavariq jism bo'ladi. £, fazodagi

13[0,1]={A-ez/2 : 3w, Pl }
n=l

birlik shar gavariq jism bo'ladi.

7.2. R* da to'g'r chiziq (kesma) qavariq to’plam bo'ladi, lekin
gavariq jism bo'lmaydi. Chunki, uning yadrosi bo'sh to’plam (mustagil
isbotlang).

Agar M qavarig to'plam bo'lsa, u holda uning yadrosi J(#) ham
qgavariq to'plamdir. Hagigatan ham,

xyeJ(M) va z=ax+pBy of20, a+pB=1
bo'lsin. U holda ixtiyoriy ael uchun shundiy ¢ >0, & >0 sonlar

mavjudki, |f|<g,

f

<&, shartni ganoatlantiruvchi barcha f,, £, larda
x+ta va y+ta elementlar M to'plamda yotadi. Bundan kelib
chiqadiki, barcha |/ |< €, &=min(g},2,) larda
alx+ia)+ fly+ta)=ax+Py+ata+ fta=z+taeM, yani zeJ{M).
7.1-teorema. Istalgan sondagi qavariq to'plamlarning kesishmasi
Yana gavariq to'plamdir.

Isbot. Faraz gilaylik,
M=M,
o

bo'lib, barcha A, lar qavariq to’plamlar bo'lsin, x va y lar & ning ikki

ixtiyordy nugqtasi bo'lsin. U holda x va y nuqtalarni tutashtiravehi [x,v]
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kesma M, larning har biriga qarashli va demak, M ga ham garashli.
Shunday ¢ilib, M hagigatan ham gavariq to’'plam ekan. A

Shuni eslatib o'tamizki, gavarig jismlarning kesishmasi yana
qavariq jism bo'lavermaydi. Bunga quyidagi misclda ishonch hosil gilish
mumkin.

7.3. Tekislikdagi P ={(x,y): 0<x<l, 0<y<l} va
Q@={(x,y): 0sx<1, 1<y<2} gavariq jismlarning kesishmasi

PNO={{x.y): 0sx<l, y=1}

kesmadan iborat bo'lib, u qavariq jism emas (7.2-micolga garang).

Qavariq to'plam tushunchasi gavarig funksional tushunchasi bilan
uzviy bog'liq.

7.A-ta’rif. Agar L haqiqiy chiziqli fazoda aniglangan manfiymas p
funksional
1) plx+y)s px)+ p(v), ¥x,yel,

2) plax)=ap(x), Ya20 va Yxel
shartlarni qanoatlantirsa, p ga qavariq funksional deyiladi.

Biz bu yerda p(x) miqdomni chekli deb faraz gilmaymiz, ya'ni ayrim
xe L lar uchun p(x)=o ham bo'lishi mumkin. Agar barcha ve L lar
uchun p(x) chekli bo'lsa, p chekli funksional deyiladi.

7.4-misol. p:Cla, 5] R va

plx)= [1x()lar

akslantirishning chekli gavariq funksional ekanligini isbotlang.
Isbot. Integralning monotonlik xossasidan, ixtiyony .\'eC[a, b]
uchun p(x)20 ekanligi kelib chigadi. Endi bizga C[a,b] fazoning

ixtiyoriy x va y elementlari berilgan bo'lsin. U holda
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b b h
ple+y)= lx+ ¥ lde < fix@lde+ fi @)1 = ple)+ ply)
tengsizlik o'rinli. Xuddi shunday ixtiyorly x va @20 uchun

'y h
plax)= flax@id =a fix)ldr = a p(x)

tenglik o'rinli. Demak, p gavariq funksional ekan. Uning chekli qavarig
funksional ekanligi p(x)<(b—a)max|x(t)| < tengsiziikdan kelib chigadi. A
7.5. ¢:C[0.1]> R va
q(x)=1;x]
aksiantirish chekli bo'lmagan gavariq funksional bo'lishini isbotlang.
Isbot. g funksionalning manfiymasligi va qavarq funksional

-2

shartlarming  bajarilishi funksiya to'la o'zgarishi

xosszlaridan  kelib chiqadi. Haqigiy o'zgaruvchining funksiyalari

nazarvasi fanidan ma'lumki, C[0,0] fazoning x,(t)}=rsin(1/1) elementi

Endi gavarig to'plamlar bilan gavarig funksionallar orasidagi

22glanishni qaraymiz.

7.2-teorema. Agar p:L— R, qavariq funksional va k>0 bo'lsa, u

E={xeL:p(x)Sk}
covarg to’plam bo'ladi. Agar p funksional chekli bo'lsa, u holda E

io'plarm yadrosi nol elementni saqlaydigan,
J(E)={xe L:p(x)<k}
vadroli gavariq jism bo'ladi.
Isbot. Agar .y € E va a+ =1, a, 20 bo'lsa, u holda
plox~ fy)< plax)+ p(By)=a p(x)+ B p(y)<ka+kB=k,
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ya'ni £ - gavarig lo’plam. Endi p chekli funksional, p(x)<4, >0 va
ye L bo'lsin. U holda
pletiy)s px)+ 1t p(z v)
Agar p(-y)=p(y)=0 bo'lsa, u holda ixtiyoriy ¢ uchun x*iyek
bo'ladi. Agar p(-y), p(») sonlardan hech bo'lmaganda birortasi noldan
fargli bo'lsa, u holda
k~ plx)

" max(p(). £ )
shartda x+¢ye £ bo'ladi. Qavariq funksionalning € nugtadagi qiymati
nolga teng bo'lgani uchun & € J(E). A
Endi £=1 holni qaraymiz. U holda har qanday chekli p gavariq
funksional L da 6 € J(£) bo'ladigan yagona £ = {x e L:p(x)<1} qavariq
jismni aniglaydi. Aksincha, E£ - yadrosi nol elementni saglaydigan

qavaric jism bo‘lsin. U holda har bir xe L ga
P (x) =inf{ r>0: Ze E}
7
sonni mos qo'yuvchi akslantirish qavariq funksional bo'ladi (mustaqil
isbotlang). Bu funksional £ qavariq jism uchun Minkcvskiy funksionall
deyiladi.
7.5-taxif. L - haqiqiy chizigli fazo va L, - uning biror qism fazost
bo'lsin. L, gism fazoda f, chizigli funksional va L fazoda f chizigli
funksional berilgan bo'lsin. Agar ixtiyorly xe L, uchun f(x)= f,(x)
tenglik bajarilsa, [ chizigli funksional f, funksioralairg L fazoga

davomi deyiladi,
Funksionalning davomi bir giymatli emas. Funksionalning ixtiyoriy
davomi magsadga muvofiq emas. Odatda funksionalni qandaydir shartni

saqlab golgan holda davom ettirish talab qilinadi.
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7.3-teorema. (Xan-Banax). Aytaylik, p - L haqigiy chiziqli fazoda
aniglangan qavariq funksional va Ly - L ning gism fazosi bo'lsin. Agar L,
da aniqlangan f, chizigli funksional
fo(x)Sp(x), xel, (7.1
shartni qanoatlantirsa, u holda f, ni L da aniglangan va L da (7.1)
shartni qanoatlantiruvchi  f chizigli funksionalgacha davom ettirish
mumKin.
Isbol. LyzL bo'lgan holda f; chizigli funksionalni L, dan

kengrog bo'lgan L qism fazogacha (7.1) shartni saglagan holda chizigli
davom eftirish mumkKinligini ko'rsatamiz. Z, ga qarashli bo'lmagan

ixtiyoriy = € L elementni olamiz. [" bilan L, va z elementlardan tashkil

topgan gism fazoni belgilaymiz. I quyidagicha Kko'rinishdagi
elementlardan tashkil topgan

{tz+x, teR, xeLo}sz

Agar f; funksional f; ning L qism fazogacha chizigli davomi
bo'lsa, u holda

ez +2)= fi(e2)+ fi(x) =1 £(2)+ fo(x),
yoki fi(z)=c deb olsak,
Mez+x)=tc+ f,(x)

tenglik o'rinli bo'ladi. Endi ¢ ni shunday tanlaymizki, /) funksional (7.1)
shartni ganoatlantirsin, ya'ni

f,(rz+x)=tc+fn(x)ﬁp(t:+x) (7.2)
tengsizlik bajarilsin. Agar #>0 bo'lsa, (7.2) shart quyidagi shartga teng

kuchli:
2N x )
c+ fu(?]} pt:+ .'_] yoki CSP[:-‘-%J_'!U[._{\_}
t<0 bo'lsa,
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c .fi,[':J z —.ﬂ{ —z- ;] yoki cz—;{ = :J~ J|r||r:]|
Bu ikkala shartni ganoatlantiruvchi ¢ son har doim mavjudligini
ko'rsatamiz. [, gism fazodan olingan ixtiyoriy 3’ va y" elementlar
uchun
= 0+ p"+2) 2= £(0) - pl- 3'=2) (7.3]
tengsizlik o'rinli. Hagiqatan ham, bu tengsizlik quyidagi tengsizlikdan
bevosita kelib chigadi:
KO- 10)= 1)< ply'-y)=
=p((+2)+ (- y-2)< ply+2) + pl= y'=2).
Endi
c'=inf(- f(")+ p(y'+2)) = Slylvp(—fo(y') - p(=y'~5))

deb olamiz. (7.3) tengsizlik ixtiyorly )’ va " lar uchun o'rnli

bo'lganidan ¢">¢' ekanligi kelib chigadi. Agar ¢ sonini ¢"2¢ 2¢’qo'sh

tengsizlikni ganoatlantiradigan gilib tanlasak, u holda
j}(t:+x)=tc+fn(.\')

formula bilan aniqlangan f; funksional chizigli va (7.1) shartni

qanoatlantiradi.
Shunday qilib, biz f; funksionalni L, gism fazodan undan kengroq

bo'lgan L™ gism fazogacha (7.1) shartni saqlagan holda chizigli davom
ettirdik.

Agar L chizigli fazoda sanoglita x,xs,...,x,,... elementlar sistemasi
mavjud bo'lib, bu sistemani saqlovchi L({xk }) minimal gism fazo L ning
o'ziga teng bo'lsa, u holda f; funksionalni

=g, xy, D=1, xp,...
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kengayib boruvchi qism fazolarda yuqoridagidek aniglab, f,
funksionalni I, fazogacha (7.1) shartni saglagan holda davom ettirish
mumkin,

Agar chizigli qobig'i L ga teng bo'ladigan sanoqli sistema mavjud
bo'lmasa, u holda teoremaning isboti Sorn  lemmasi yordamida
nihoyasiga etkaziladi ([1] ga qarang). &

7.6. L=C-L1l uzluksiz funksiyalar fazosi va uning qgism fazosi
L°=[A-EC[-1,I].' xN=0, te[~1,0]} ni garaymiz. L, gism fazoda f
chizigli funksionalni quyidagicha aniglaymiz:

fu(x) = IJ' x(f)dt, xel,

L=C[-11] chizigli fazoda f va p funksionallarni esa quyidagicha
aniglaymiz:
a 1
fx)= Ix(t)yo(l)dt + Ix{r]d.r. p(x)=2max ||, xel
=l o -lstg)
Quyidagicha savollar qo'yamiz.
1) £, funksional (7.1) tengsizlikni ganoatlantiradimi?
2) f funksional f; funksionalning L fazogacha davomi bo'ladimi?
3) y,eC-10] ganday tanlanganda f funksional Xan-Banax
_eorsmasining shartlarini qanoatlantiradi?
Yechish. f; funksional (7.1} tengsizlikni qanoatlantiradi. Hagigatan
uam,
1 I
filx) = jx(l)dt < J‘rr?a‘)}l | x(t)|dt= 2rr|1'a11xI [t(!)l = p(x), xe L,.
Agar xe L,, bo'lsa u holda
L

[xO)ydr =0
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bo'ladi. Shuning uchun, barcha y, € [-i0] larda Sx)=f{x) xeL,
tenglik o'rinli. Demak, barcha y, lar uchun f funksional f,

funksionalning L fazogacha davomi bo‘ladi. Nihoyat,
B 1] 1 !
1x) Smax | x(t)| J;]yo(l)]dt + JT—% | x(t) ] < 2 max | x(1)j = plx), xel
tengsizlik,

I]’i_v,,(r)]dr =¢c=1
Ei
shartni ganoatlantiruvchi barcha y, € (|-10] larda o'rinli. Demak,
¢ €[0,1] bo'lsa, Xan-Banax teoremasining shartlari bajeriladi. Shunday
qilib f funksionalni (7.1) shartni saglagan holda cheksiz ko'p usul bilan
L fazogacha davom ettirish mumkin ekan. .
Endi Xan-Banax teoremasining kompleks variantini isbot ¢ilamiz.
7.6-tarif. L - kompleks chizigli fazo va unda aniglcngan manfiymas
p funksional berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy x,yel va ixtiyoriy a€C
uchun
ple+ )< p(x)+ ply) va  plax)=|a|px)
shartlar bajarilsa, u holda p - qavariq funksional deyiladi.
7.4-teorema. (Xan-Banax). p - L kompleks chizigli fazoda
aniglangan qavariq funksiondl, f, esa Lo gism fazoda aniglangan va bu
qism fazoda
@< p() xe Ly
shartni qanoatlantiruvchi chizigli funksional bo'lsin. U holda butun L da
aniglangan va
F)= £ix), Vxel, |fx)]<ply). Vxel

shartlarni ganoatlantiruvchi f chizigli funksional mavjud.
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Isbot. L va I, fazolarni haqiqiy chiziqli fazo sifatida garab, mos
ravishda L, va Ly, bilan belgilaymiz. Tushunarliki, p funksional L, da
aniqlangan qavariq funksional bo'ladi, fys(x)=Re f,(x} esa

[fau)| S Px) xelil=L,)
shartni, bundan esa fx(x)s p(x) shartni ganoatlantiruvchi £, dagi
haqiqiy chizigli funksional bo'ladi. 7.3-teoremaga ko'ra, Lp da
aniqlangan va
Slw)sply) xeLf=1),
fn(x)z f;,,((x), e LDR(= Lo)
shartni ganoatlantiruvehi f, chizigli funksional mavjud. Tushunarliki,

- fol&)= fal=5)s p(=x)= plx).

Demak,

IS ple). xeLy(=1L) (7.4)
Endi f funksionalni L da quyidagicha aniglaymiz

(%)= fale)-i 1, (&x).
Murakkab bo'lmagan hisoblashlar yordamida ko'rsatish mumkinki, f -
I kompleks chiziqli fazoda aniglangan chizigli funksional bo‘ladi hamda
J()= 1>} vxeL,  Ref(x)=fi(s) vxel.

Ixtiyoriy xeZ uchun |f(x)|< p(x) ekanligini ko'rsatsak, teorema isbot
bo’ladi. Teskaridan faraz gilamiz. Biror %,€L uchun [f(x)]> r(x)
bo'lsin. f (x,,) kompleks sonni f (xo): pe’, p>0 ko'rinishda yozamiz va
¥, =€ *x, deb olamiz. U holda

fx ()'n) = Ref(yn)= Rc[emff(“'n )]= P> I)(-xo)z p(.Vu)-
Bu esa (7.4) shartga zid. A



Mustagqil ishlash uchun savoi va topshiriglar
1. Vyla,b] qism fazoda aniglangan fy(x)=x(b) funksional uchun
fiVa,b] > R, f(x)=cx(a)+x(h) funksional uning davomi bo'ladimi?
p(x) =| x(a)| +| x(b)|, x€V[a,b] funksional qavarigmi? Paramelr ceR
ning qanday giymatlarida bu funksionallar uchun 7.3-teorema shartlari
bajariladi?
2. Yadrosi bo'sh to'plam bo‘lgan qavariq to'plamga misol keltiring.
3. R? fazoda qavariq va gavariq bo'lmagan funksionalga misol keltiring.
Bu fazoda p(x)=x!+x; va pz(x)=Jm funksionallarni gavariglikka
tekshiring.
4. 7.6-misolda keltirilgan f, va f funksionallaming chizigli ekanligini
ko'rsating.
5. 7.6-misolda keltirilgan p akslantirishning chekli gavariq funksional
ekaniigini ko'rsating.
6. Berilgan 1'5={xeC[a,b]:‘{rslg;xh|x(t)|s1} qavariq jismga mos Minkovskiy
funksionalini quring.
funksionalning chekli qavariq funksional

7. p:R* S R, p(x)=|x, +x,
ekanligini ko'rsating. Unga mos E={x¢€ R*: p{x)<1} qavariq jismni R

fazoda chizib ko'rsating.
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8-3. Chiziqli normalangan fazolar

Chizigli fazolarda elementlaming bir-biriga yaqinligi degan
tushuncha yo'q. Ko'plab amaliy masalalarni hal gilishda elementlarni
qo'shish va ularni songa ko'paytirish amallaridan tashqari, elementlar
orasidagi masofa, ularning yaqinligi tushunchasini kiritishga to'g’ri
keladi. Bu bizni normalangan chizigli fazo tushunchasiga olib keladi.
Normalangan fazolar nazariyasi S.Banax va boshqga matematiklar
tomonidan rivojlantirilgan.

8.1-tarif. Bizga L chizigli fazo va unda aniglangan p funksional
berilgan bo'lsin. Agar p quyidagi uchta shartni qanoatlantirsa, ungad
nonma deyiladi:

1) p(x)20, ¥xel; p(x)=0>x=6;
2) plax)=la|p(x), VaeC, VxelL;
3) plx+y)< p(x)+ p(y), Vx,yeL,

8.2-ta’rif. Norma kiritidgan L chizigli fazo chi-igli normalangan fazo
deyiladi va x e L elementning normasi ||x[i orqali belgilanadi.

Agar L - normalangan fazoda x,y € L elementlar jufti nchun

plxy)=|x-y|
sonni mos qo'ysak, p funksional metrikaning 1-3 aksiomalarini
ganoatlantiradi (1.1-ta'rifga qarang). Metrika aksiomalarining bajarilishi
normaning 1-3 shartlaridan bevosita kelib chigadi. Demak, har ganday
chizigli normalangan fazoni metrik fazo sifatida garash mumkin. Metrik
fazolarda o'rinli bo‘lgan barcha tasdiqlar (ma’lumotlar) chiziqli
normalangan fazolarda ham o'rinli.

X chizigli normalangan fazoda {,} ketma-ketlik berilgan bo'lsin.
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8.3-ta’rif, Biror xe X va ixtiyoriy £>0 uchun shunday n,=n,(£)>0
mavjud bo'lib, barcha n>n, larda |x,-x|<e tengsizlik bajarilsa, {x,}
ketma-ketlik xe X elementga yaqinlashadi deyiladi.

8.4-taif. Agar ixtiyoriy £>0 son uchun shunday n, =ny(€)>0
mavjud bo'lib, barcha n>n, va peN larda ‘! Xyt p = Xn H<€ tengsizlik
bajarilsa, {x,} - fundamental ketma-ketlik deyiladi.

8.3 va 8.4 ta'riflarni 2.6 va 3.1 ta'riflar bilan taggoslang.

8.5-ta'rif. Agar X chiziqli normaangan fazodagi ixtiyoriy {x,}
fundamental ketma-ketlik yaginlashuvchi bolsa, u holda X to'la
normalangan fuzo yoki Banax fazosi deyiladi.

Bu ta'rifni quyidagicha aytish mumkin: Agar (X.p), # (x)=lx-»]
melrik fazo to'la bo'lsa, u holda X to'la normalangar: fezc deyiladi.

Chizigli normalangan fazolarga misollar keltiramiz.

8.1-misol. L= R- haqigiy sonlar to'plami. Agar ixtiyory ¥ € R soni
uchun |x|=!x| sonni mos go'ysak, R normalangan fazoga aylanadi.

8.2. L=C- kompleks sonlar to'plami. Bu yerda ham norma
yuqoridagidek kiritiladi: ||z[=|z|.

8.3. L=R" - » - o'lchamli haqiqiy chizigli fazo. Bu fazoda

r I.
=32 . |+ ={i|.\-k§f’]”, x|, = max| x|, xeR"
Vis 2 I

S Isksn
funksionallar norma shartlarini ganoatlantiradi. R” chizigli fazoda Hp

norma kiritilgan bo'lsa, uni R7, agar |-|, norma kiritilgan bo'lsa uni Ry
deb belgilaymiz (1.3-1.5, 1.11-misollar bilan taggoslang).

84. L=C" - o'lchamli kompleks chizigli fazo. Bu fazoda
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1:1- 3

k=)

a

funksional norma shartlarini qanoatlantiradi.
8.5. Cla,b} — [a,b] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar fazosi.

Bu fazoda f € Cla,b] elementning normasi (1.6-misol bilan taggoslang)
&),

tenglik bilan aniglanadi. Xuddi 8.3-misoldagidek Cla,b] chizigli fazoda

| 7 I|= max

asxsh

norma
171 = firayar

formula vositasida kiritilgan bo'lsa, uni C;[a, ] (1.9-misol}, agar norma

L)
1=Jﬁ fO1 at
tenglik orqali kiritilgan bo'lsa uni C,[a,b] (1.8-misolga garang) deb

belgilaymiz.
Quyida biz chiziqli fazo va unda kiritilgan normalami beramiz.

Is

8.6. ¢, fazoda x elementning nomasi quyidagicha kiritiladi:

8.7. ¢, ¢, m fazolarda x elementning normasi quyidagicha
kirtiladi:
Ixl= sup x|
Isn<o
£5, cg, ¢ va m fazolaming aniglanishi 5.5-5.8 misollarda keltirilgan.

88. Mia,b] - bilan [a,b] kesmada aniglangan barcha
chegaralangan funksiyalar to‘plamini belgilaymiz. Bu to'plam odatdagi
iunksiyalami qo’shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chizigli
fazo tashkil qiladi. Bu fazoda aniglangan
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plx)= sup |x(t)), xeMlab] (8.1)

ast<h
funksional norma shartlarini ganoatlantiradi va Mla,b] chizigli
normalangan fazo bo'ladi.
8.9. C"[a,b] - bilan [a,b] kesmada ani¢langan n marta uzluksiz
differensiallanuvchi funksiyalar to’plamini belgilaymiz. C[4,6] to'plam
odatdagi funksiyalarni go'shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan

chizigli fazo tashkil giladi. Bu fazoda aniglangan
plx)= max () +;Z:,I max 0L xec™a,b] (8.2)
funksional normaning 1-3 shartlarini ganoatlantiradi.
810, [a.b] kesmada aniqlangan o'zgarishi chegaralangan
funksiyalar fazosi ¥[a,b] (5.11-misolga qarang) ni garaymiz. Bu fazoda
piVla,bl—> R, p(x)=lx(a)|+¥ 5] (8.3)
funksional nomma aksiomalarini qanoatlantiradi va F{a.b] chizigli

normalangan fazo bo'ladi.
Endi Banax fazolariga misollar keltiramiz.

8.11. R", R,. Cla,b]. £,, p21, ¢, ¢ fazolarni to'lalikka tekshiring.

Yechish. To'la metrik fazolar (3-paragraf) mavzusidan ma'lumki R”,
R, Clabl, ¢, p2i, ¢, ¢, lar {3.3-3.7 misollarga garang) to'la metrik
fazolar edi. Shuning uchun ular to'la normalangan fazolar, ya'ni Banax
fazolari bo'ladi.

8.12. C,a,b] to’la bo'lmagan (3.8-misolga garang) metrik fazo edi.
Shuning uchun C,[a,b] to'la bo'lmagan normalangan fazoga misol

bo'ladi.
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8.1. Normalangan fazoning qism fazosi
Biz yugorida chizigli fazoning qism fazosi tushunchasini kiritgan
edik, ya'ni agar ixtiyody x,yel, elementlar va ixtiyorly «,f sonlar
uchun ax+Byel, bo'lsa, bo'sh bo'lmagan Ly <L gism to‘plam, gism
fazo deyilar edi.

Normalangan fazolarda yopiq gism fazolar, ya’ni barcha limitik
nuqtalarini 0’zida saglovchi gism fazolar muhim ahamiyatga ega. Chekli
o'lchamli normalangan fazolarda har ganday qism fazo yopigdir. Cheksiz
o'lchamli normalangan fazolarda qism fazolar doim yopiq
bo’lavermaydi. Quyida keltiriladigan misol fikrimizni tasdiglaydi.

8.13. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[a,b] dagi barcha ko'phadlar
to'plami qism fazo tashkil giladi, lekin u yopiq emas. Bunga ishonch
hosil qilish uchun

ﬁ:[!):]+!+g+‘--+;—’i
ko'phadlar ketma-ketligini garaymiz. Ravshanti, {£,} fundamental
ketma-ketlik bo'lib, uning limiti x(/)=e’ ga teng. x(s)=¢' funksiya esa
ko'phad emas.

Normalangan fazolarda asosan yopiq chizigli qism fazolarni
qaraymiz. Shuning uchun 5-§ da kiritlgan gqism fazo atamasiga
o'zgartirish kiritish tabiiydir.

8.6-tarif. Agar L normalangan fazoning I,< L gism to'plamida
ixtiyorly x,yel, elementlar va ixtiyoriy «,f sonlar uchun ex+ fvel,
bollsa L, chizigli ko'pxillilik deyiladi. Agar I <l qism to'plum yopiq
chizigli ko'pxillilik bo'lsa, L, gism to’plam L ning gism fazosi deyiladi,

8.14. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[-1,1] dagi barcha tog

funksiyalar to'plami C°[-1,1] (5-§ ning 4-chi topshirig‘iga garang)
chizigli ko'pxillilik tashkil- giladi va u yopiq. Hagigatan ham, {x,} toq
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funksiyalar kelma-ketligi biror xe([-1.1] elementga yaqinlashsin. U
holda
x(-1)=limx,(~1)= li_m(— x, ()= —I,i_r:lx,,(l)= ~x(t).

8.15. [a,) kesmada aniqlangan va x(a)=0  shartni

qanoatlantiruvchi o'zgarishi chegaralangan funksiyalar to'plamini
Vola.b] bilan belgilaymiz. Ma’lumki, ¥,[a,4] to'plam F[a.b] fazoning
(5.15-misolga qarang) ism fazosi, ya'ni yopiq chizigli ko'pxillilik bo‘ladi.
Bu {azoda ham x elementning normasi (8.3} tenglik bilan aniglanadi.
(8.3) tenglik ¥,[a,b] fazoda quyidagi ko'rinishga ega bo‘ladi:

Ix]|=vi0x] (8.4)
va u norma aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, ¥[a,8] to’plam -
chizigli normalangan fazo bo'ladi.

8.16. [a,6] kesmada aniqlangan va x(a)=0"  shartni
qanoatlantiruvchi absolyut uzluksiz funksiyalar to'plamini 4C,[a, 6] bilan
belgilaymiz, Ma'lumki, 4C,[a,b] to'plam V,[a.b] fazoning (8.15-misolga
qarang) qism fazosi bo‘'ladi. Shuning uchun bu fazoda ham x
elementning normasi (8.4) tenglik bilan aniglanadi va 4C,[a,b] to'plam -

chizigli normalangan fazo hosil giladi.

8.2. Normalangan fazoning fakfor fazosi

Bizga L normalangan fazo va uning [, c L ¢ism fazosi berilgap
bo'lsin. P=L/L, faktor fazoni garaymiz va unda normani quyidagicha
aniglaymiz. Har bir £ e P qo'shni sinfga

I1= intx] 8:5)

sonni mos qo'ysak, bu funksional norma aksiomalarini ¢anoatlantiradi.

Demak, L/, faktor fazo ham normalangan fazo bo'lar ekan.
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Agar L to'la normalangan fazo bo'lsa, L/Ly faklor fazo ham (8.5)

normaga nisbatan to'la fazo bo'ladi [1].
8.17-misol. Faktor fazoga misol keltirishni tushunish nisbatan

osonroq bo'lgan R fazodan boshlaymiz. L= R fazoning xos qism fazosi
L'={(x),X2,%;) € RO i3 =0}  ni garaymiz va L/L' faktor fazoning
elementlarini, ya'ni qo'shni sinflarning tavsifini beramiz. Ma'lumki,
x=y = (¥ 23,8 — yss% = ;)€ L' bo'lishi uchun X; =y, bo'lishi zarur va
yetarli. Demak, L/L' faktor fazoning elementlari Oxx, tekislikka parallel
bo'lgan tekisliklardan iborat. Masalan, (a,b,c)e R* nuqtani o'zida
saqlovchi & qo'shni sinf Oxx, tekisligiga parallel bo'lgan x;=c

tekislikdan iborat. Bu faktor fazoda ¢ elementning normasi

p(E)=infxf +x3+x5 = _inf \/r,’ +35 +x; = x, |
tenglik bilan aniglanadi. Bu faktor fazoning o‘lchami 1 ga teng va u to'la
normalangan fazo.
8.18. L,,[a,b] faktor fazoni (5.18-misolgs garang) qaraymiz. Agar
L,{a,b] dan olingan har bir & qo'shni sinfga uniug ixtiyorly fe & vakili

yordamida aniqlanuvchi va vakilning tanlanishiga bog'liq bo‘lmagan

tet-{ o al) =171 e

sonni mos qo'ysak, bu moslik L,[4,6] da norma aniqlaydi va L,[a,b5],
p21 chizigli normalangan fazoga aylanadi. Bu fazo [a,6] kesmada
aniglangan va p - chi darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvchi
ekvivalent funksiyalar fazosi deb ataladi. Barcha p>1 larda L,[a.b] fazo
lo'la normalangan fazo, ya'ni Banax fazosi bo'ladi [1].

8.19. O'zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi ¥[a, b] ni (8.10-

misolga gqarang) qaraymiz. Unda o‘zgarmas funksiyalardan iborat
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L'={xeV]a,h]: x(t)=const} bir o'Ichamli ¢ism fazoni olamiz. Endi
Vla,b] chizigli fazoning L' gism fazo bo'yicha faktor fazosini qaraymiz.
Faktor fazo ta'rifiga ko'ra x,yeV[u,h] elementlar bitta go'shni sinfda
yotishi uchun x(£)— y(t)=cons! bo'lishi zarur va yetarli. Boshgacha
aytganda yeV[a,b] element x elementni saclovchi & qo'shni sinida
yotishi uchun y(t)=x(t)~C, C =const ko'rnishda tasvirlanishi zarur va
yetarli. Ma'lumki, har qanday faktor fazoda £ elementning normasi
quyidagicha aniglanadi:

e l=inf]y]= inf () -]+ 7 [x =c]) (8.7)

O'zgarishi chegaralangan funksiyalar xossalaridan ma’lumki, istalgan C
o'zgarmas uchun
Vlx=C1=V,/[x]
tenglik o'rinli. |x(a)-C| ning anig quyi chegarasi esa nolga teng.
Bulardan foydalanib, (8.7) ni quyidagicha yozish mumkin:
||§||=V(f’[x], xeé va x(a)=0, (8.8)
Shunday qilib ¢ qo'shni sinfga, shu sinfning « nugtada nolga
aylanuvchi x elementini mos qo'yish bilan ¥[a,b]/L" faktor fazo va
V,[a.b] (8.15-misolga gqarang) fazolar o'rtasida izomorfizm o‘matiladi.
Demak, V[a,b)/L' va V,[a,b] fazolar o'zaro izomorf ekan.
8.20. 7.6-misolda keltirilgan L, ={xe C[-11]: x()=0, 1 €[-1,0}} gism
fazoni qaraymiz. L, yopiq gism fazo bo'ladi (mustacil isbotlangj.
C[-L1}/L, faktor fazoda ¢ elementning normasi quyidagicha

aniqlanadi:
[..,| inf ma\ | (1) [- 1111'1\ {)| (8.9)

rel re-1, 1.0]
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C[-1.1}] Banax fazosi bo'lganligi uchun, C[-WL1]/L, faktor fazo ham
Banax fazosi bo'ladi.

8.21. Shuni ta'kidlash lozimki, L,,[u,b], p=1 fazolar to'la

normalangan fazolar, ya'ni Banax fazolari bo'ladi. Ma'lumki, har ganday
normalangan fazoni metrik fazo sifalida garash mumkin. Agar biz

C p[a,b]. p=! to'la bo'lmagan metrik fazoni to'ldirsak, uning to‘ldirmasi

Lyla.b), p21 fazo bo'ladi.

Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. R R, Cla,b], L, ¢ S fazolarda norma ganday kiritiladi?

9. L=R® fazoning L' ={(x,%)€ R’: x,=0} xos gism fazosi bo'yicha
L/L' faktor fazoning elementlarini tavsiflang. (2,3) nugtani saqlovchi
qo'shni sinfning normasini toping. X, =3 to'g'ri chiziq L/L' faktor
fazoning elementi bo'ladimi?

3, M[a,b] fazoda (8.1) tenglik bian aniglangan p:Mla.b] >R
funksionalning norma shartlarini qanoatlantirishini ko'rsating.

4. V[a.t] fazo M[a,b] fazoning qism fazosi bo'ladimi?

5. C"[a.b] fazoda (8.2) tenglik bilan aniglangan p:C""[a.b] > R
funksionalning norma shartlarini ganoctlantirishini ko'rsating.

5. C"[a.b] fazo Cla,b] fazoning qism fazosi bo‘ladimi?

7. C'™[a,b), C\[a,b] va C,[a,b] normalangan fazolarning qaysilari to'la?
8. 3-§ ning 3.8 misolida keltirilgan {f,,} ketma-ketlikni Ci[-1,1] fazoda
zindamentallikka tekshiring. U yaginlashuvchi bo'ladimi? 3.8 misoldan
foydalaning.
9. iMa,b] chizigli normalangan fazoda har qanday fundamental ketma-
kedik yaqinJashuvchimi?
10, ¥[a.b] chizigli normalangan fazo to'la normalangan fazo bo'ladimi?
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9-§. Evklid fazolari

Chiziqli fazolarda norma kiritishning sinalgan usullaridan bir, unda
skalyar ko'paytma Kiritishdir.
9.1-ta'rif. Bizga L hagqiqiy chizigli fazo berilgan bo'lsin. Agar L x L dekart
ko'paytmada aniqlangan p  funksional quyidagi to'rtta  shartni
ganoatiantirsa, unga skalyar ko'paytma deytladi:
1) p(x,x)20, Vxel; p(x,x)=0cx=0;
2) p(x,y)=p(y,x), Vx,yel;
3) plax,y)=ap(x,y), VaeR, Vx,yeL;
4) Py + x5, ) = p(x. 1)+ p(%p,¥), XX, YEL,
9.2-ta’rif. Skalyar ko'paytma kiritilgan chizigli fazo Evklid fazosi
deyilladi va x,y elementlarning skalyar ko'paytmasi (x,y) orqall
belgilanadi.
Evklid fazosida x elementning normasi
Jx]=xx) (9.1)
formula orqali aniglanadi. Bu funksional norma aksiomalarini
ganoatlantiradi. Skalyar ko'paytmaning 1-4 shartlaridan normaning 1-2
shartlari bevosita kelib chigadi. Uchburchak aksicmeasining bajarilishi
Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb ataluvchi quyidagi
|Gl <] =] (9:2)
tengsizlikdan kelib chigadi.
Endi (9.2} tengsizlikni, ya'ni Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini
isbotlaymiz. 1e R ning barcha giymatlarida nomanfiy bo'lgan kvadrat
uchhadni garaymiz:

5

()= (Ax+y, Ax+y)= 2{x,x)+22(x, y)+ (3, y)= 2 > 1|2 +24(e,3)+ [ ¥]-
Bu kvadrat uchhadning diskriminanti musbat emas, ya'ni

D=al(x ) -4 |y <0,
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Bundan

a

)P <= -jof, yami [G)l<fx]-] ]

Endi (9.1) norma uchun uchburchak aksiomasining bajarilishini

ko'rsatamiz:
Jxt pff = (4 x4 9)=(x,0)+ 206 )+ (7, p) <
<t +2lx ) 1+ 1P =+ 1y -
Bundan [x+y]<|x]+]y[ tengsizlik kelib chiqadi.

Shuni ta’kidlaymizki, Evklid fazosida yig'indi, songa ko'paytirish va
skalyar ko'paytma amallari uzluksizdir, ya'ni agar x, —»x, 3, -y (noma
bo'yicha yaginlashish ma’'nosida), @, —>a (sonli ketma-ketlik sifatida)
bo'lsa, u holda

X, +y,>x+y, ax,—>ax, (x,,)- ).
Bu tasdiglaming isboti quyidagicha:
Gt 3a) =Gt D= =)+ G =oM<, =+ 22 = 2 > 0, 1> o0;
L2y, - @ x| =@y, - ax, +ax, ~ax|<|(@-a, )| +]a(x, - x)|=
=la-a,|- |5 tla|fx-x] >0, n->o0;
G 2)= Ge )| = 2) = p) + (5 0) = (. ) <

<|( =5y s =) <5 =yl x -]y -y | > 0. n o o0,
Evklid fazolarida nafagat vektorning normasini (ya'ni uzunligini), balki
vektorlar orasidagi burchak tushunchasini ham kiritish mumkin. Noldan
fargli x va y vektorlar orasidagi ¢ burchakning kosinusi

osw:—‘-x;j"}-‘ {9.3)

EIREY
formula bilan aniqglanadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko'ra {9.3)
ning o'ng tomoni moduli bo'yicha birdan oshmaydi va demak (9.3)
formula haqiqatan ham, nolmas x va y vektorlar orasidagi ¢.0<p<n

burchakni bir giymatli aniglaydi.
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Agar (x, ¥) =0 bo'lsa, u holda x va y veklorlar ortogonal deyiladi.

9.3-ta'rif. Agar ixtiyoriy a = f da (x,.x,)=0 bo'lsa, u holda nolmas
{x,,,} vektorlar sistemasiga ortogonal sistema deyiladi. Agar bu holda har
bir elementning normasi birga teng bo'lsa, {x,} ortogonal normalangan
sistema, qisqacha ortonormal sistema deyiladi.

Agar {x,} vektorlar ortogonal sistemani tashkil gilsa, u holda {x,|
chizigli bog'lanmagan bo’ladi. Hagigatan ham,

A X+ Ar Xy + o+, X, =6
bo'lsin. Bu tenglikning ikkala gismini x; ga skalyar ko‘paytirib,
quyidagiga ega bo'lamiz
(6,00 %, + Gpoig + - +ay X, )=, (3, x,)=0, i=12,...,n

(x,, -‘ﬂ)?t 0 bo’lgani uchun, barcha ie{l2....,n} larda «, =0 bo'ladi.

9.4-ta’rif. Agar {x,} sistemani o'zida saglovchi minimal yopiq qism
fazo E fazoning o'ziga teng bo'lsa, u holda {x,} sistema to'la deyiladi.

9.5-tarif. Agar {r,} ortonormal sistema to'la bo'lsa, u holdua bu
sistema [ fazodagi ortonormal (ortogonal normalangan) bazis deyiladi.

Ravshanki, agar {x,} - ortogonal sistema bo'lsa, u holda

{EA !

ortonormal sistema bo'ladi.

9.1-misol. R"={x=(x,x,,...%,). X, € R} - n o'lchamli Evklid fazosi. Bu
fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

(D=3

Bu fazoda {e, =((_),...,£),_I,0,...,0)}Z,, vektorlar sistemasi ortonormal bazisni
k

tashkil giladi.
9.2. Kvadrati bilan jamlanuvchi ketma-ketliklar fazosi, yani £, ni
qaraymiz. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi
19



(v.y)= ‘Zru :

t. fazoda ortonormal bazis sifatida (5.8) tenglik bilan aniglanuvchi
e} 1 vektorlar sistemasini olish mumkin.

9.3. C.|a.b] fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi

(7.2)= (70t o

Bu fazoda ortogonal (normalanmagan) bazisga

1 2rnt . 2mnt
—, Cos——, sin
2 b-a b—a

o N2,

funksiyalardan tashkil topgan trigonometrik sistema misol bo'ladi.

9.4. L,ja,b] fazoda ham f va g elementlarning skalyar
ko'paytmasi (9.4) tenglik bilan aniglanadi.
9.6-tarif. Agar E Evklid fazosining hamma yerida zich bo'lgan
sanogli to'plam mavjud bo'lsa, E separabel Evklid fazosi deyiladi.
Yugorida keltirilgan R”, £, C,[a,b] va L,[a,b] fazolar (2.3-2.6
misollarga qarang) separabel Evklid fazolariga misol bo’'ladi. Har ganday
separabel Evklid fazosidagi ixtiyorly ortonormal sistema ko'pi bilan
sanoglidir. Mustaqil isbotlang.
9.1-teorema. (Ortogonallashtirish jarayoni). Bizga £ Evklid fazosida
chizigli bog'lanmagan
A (9.5)
elementlar sistemasi berilgan bo'lsin. U holda E Evklid fazosida quyidagi
shartlarni qanoatlantiruvchi
By BrseeesByseen (9.6)
sistema mavjud:
1) (9.6) ortonormal sistema.
2} Har bir ¢, element f, f,,....f,,... elementlaming -chizigli
kombinatsiyasidan iboral, ya'ni
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by =auh tapnfs+ - Fay Ly > 03
3) har bir £, element
T = bt +bady + byt by >0
ko'rinishda tasvirlanadi.
4) (9.6) sistemaning har bir elementi 1-3 shartiar bilan bir giymatli
aniglanadi.

Isbot. ¢ element @, f; ko'rinishda izlanadi va )

(¢|'¢l)=‘7|11(.7i7f|)= !

shartdan aniglanadi. Bu yerdan

1 1
ay = —\/(ﬁjﬁ_ = ”——fl—" >0
Ko'rinib turibdiki, ¢ bir giymatli aniglanadi. Faraz gilaylik, 1-3 shartlami
qanoatlantiruvchi ¢,. & & {1,2,...,n - 1] elementlar qurilgan bo'lsin.
Ushbu
Vo= Fa= )~ Vs #2382 == U1V

elementni kiritamiz. Ko'rinib turibdiki, agar ke{l2. ..,n—1} Dbo'lsa,
(e )=0 boladi. (p,.w,)=0 tenglik (9.5) sistemaning chizigli erkli

ekanligiga zid, shuning uchun (w,,w,)>0. Endi

fl""'rl -
#u= -,

deymiz. y, vekloming qurilishiga ko'ra u fj, faw-eify vektorlarning

chizigli kombinatsiyasi va demak, ¢$, ham ulaming chiziqli

kombinatsiyasi, ya'ni

1
E = __——_.__, >0
¢n = aulfl tayafa o T Ay bu yerda g, =

‘\III (‘r"’u ¥n

Bundan tashqari (¢,,,¢,,)=l, (4,.4,)=0, (k<n) va
f;l = bul ¢| +b112 ¢2 +- +blm ¢u’ = nn = (‘//n“/,n) >0,
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yani ¢, leorema shartlarini qanoatlantiradi. A
9.5} sistemadan 1-3 shartlarni ganoatlantiruvchi (9.6) sistemaga
o'lish ortogonallashtirish jarayoni deyiladi. Ko'rinib turibdiki, (9.5) va
{9.6) sistemalardan hosil bo’lgan gism fazolar ustma-ust tushadi. Bundan
kelib chigadiki, bu sisternalar bir vagtda to'la yoki to'la emas.
9.1-patija. Har ganday separabel Evklid fazosida sanogli ortonormal
bazis mavjud.
Isbot. ¢, - E Evklid fazosining hamma yerida zich sanogli to'plam
bo'lsin. Undan chizigli bog'langan elementlarni chigarib tashlab,
qolgan {7} sistemaga ortogonaliashtirish jarayonini go'llab, ortonormat

bazisni hosil gilamiz. A

9.1. Bessel tengsizligi. Yopiqg ortogonal sistema

Bizga n - o'lchamli E Evklid fazosi va uning e;,es....,e, ortonormal

bazisi berilgan bo'lsin. U holda ixtiyorly x € E elementni
x= ic,‘ek 9.7)
k=1

yoyilma ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda ¢, = (x,¢,), 4e{l,2....n}.
Bu yoyilmani cheksiz o’lchamli Evklid fazolari uchun ganday
umumlashtirish mumkinligini ko’rib chiqgamiz. Bizga £ Evklid fazosining
s Daseiesthysaee (9.8)
ortonormal sistemasi va f€E ixtiyorly elementi berilgan bo'lsin. f
elementga
e =(fot) k=12.....n,... (9.9)
sonlar ketma-ketligini mos qo'yamiz va ¢; sonlarmni f elementning

koordinatalari yoki {4,} sistemadagi Fur'e koeffitsiyentlari deb ataymiz.

L)iq e (9.10)
k=1
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formal qatorni esa J elementning {4,} ortonormal sistema bo'yicha Fur'e
qatori deb ataymiz,

Quyidagicha savol tug'‘iladi. (9.10) qator yaqginlashuvchimi? Ya’ni
qatorning gismiy yig'indilari ketma-ketligi

ifk #=Jn
k=1

biror elementga yaqinlashadimi? Agar {/,} ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo'lsa, u holda (9.10) qatoming yig'indisi f ga teng bo‘ladimi?

Bu savollarga javob berish uchun quyidagi masalani qa_rayle:
Berilgan » natural son uchun a,,# e (1,2,....n) Kkoeffitsiyentlami

shunday tanlash kerakki, [ va

S A1
Sn E Zak ¢k (g )
=t

yig'indi orasidagi | /- $,| masofa minimal bo'lsin. Bu masofa kvadratini

hisoblaymiz. (9.8) ortonormal sistema bo'lgani uchun

" n " Y i &
|if—S,,”? =[\f—2ak¢k,f- 2 ¢kJ=U,f)—(f,§ak ¢/cJ—(§ak ¢h])+
k=1 k=1 =

+[iak ho Y, m}uz.n—zi'ak () St =) £F -2 T+
k=1 =1 k=l =

2 ) n n 3 7 2
+Saf+ Sl - 3ef |/ + e -er) - 2 b
k=1 k=1 k=1 k=1 3

Bu ifoda
a,=c;, Vke{l.2,....n} 9.12)
bo‘lgan holda minimumga erishadi. Bu holda
n
AR i 2 13
£ =8I =] 7] —ng-- (9.13)

Biz isbotladikki, (9.11) ko'rinishdagi yig‘indilar ichida f elementdan

Fur'e qatorining
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n
fu=2ek

k=1
qismiy yig'indisi eng kam chetlanar ekan.

Bu tasdiqning geometrik ma'nosi shundan iboratki,

f-Yad

k=l

vekior g, #.---»8, vektorlaming barcha chizigli kombinatsiyalariga

ortogonal, ya'ni f =S, element ¢, ¢5,...,4, vektorlardan hosil bo‘lgan

qism fazoga ortogonal bo'lishi uchun (9.12) shartning bajarilishi zarur va
yetarlidir.

1f —S,,||: >0 bo'lgani uchun (9.13) tenglikka ko'ra

Yei< |i i |r .
k=l
Bu tengsizlik ixtiyorly ne N uchun o'rinli, shunday ekan,
ek
k=1
qator yaqinlashuvchi va
Yets|s I (9:14)

k
So'nggi (9.14) tengsizlik Bessel tengsizligi deyiladi.

9.7-ta’rif, Agar ixtiyoriy f € E uchun

Sa-1/F, e=() (@19

tenglik o'rinli bo'lsa, {4,} ortonormal sistema yopiq sistema deyiladi.
{9.15) tenglik Parseval tengligi deyiladi.

(9.13) tenglikdan kelib chiqadiki, {4, ortonormal sistemaning
yopiq bo’lishi uchun, har bir f € E da

g & th
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Fur'e qatorining qismiy yig'indilar ketma-ketligi f elementga
vaginlashishi kerak.

9.2-teorema, Separabel Evklid fazosida har ganday to'la ortonormal
sistema yopiq va aksincha.

Isbot. £ dan olingan ixtiyorly {4,} to'la ortonormal sistemani
qaraymiz. Istalgan feE uchun ¢, =(f.¢) k=12...n,.. Fure

koeffitsiyentlarini olamiz. {g,} sistema to'la bo'lgani uchun ixtiyory

£>0 songa ko'ra shunday iak ¢, chekli yig'indi mavjud bo'lib,
ka}

<E

o

tengsizlik bajariladi. U holda 72N bo'lganda
P2 s a A ud I
7 -Faslrf -3 =] r-Sanl <
el k=) ] Al

Olingan bu munosabatlardan

<E,

|f— i;a.‘?il

71 =2
&=1
Parseval tengligi kelib chigadi, ya'ni {g,} sistema yopiq ekan.

Endi {g) - E dan olingan ixtiyoriy yopic ortonormal sistema
bo'lsin. fe E vektor ganday bo‘lmasin, uning Fur'e qatori gq ¢, ning
qismiy yig'indilar ketma-ketligi f elementga yaqinlashadi, chunki
- d " = Jlim[”j'”' - ZL,‘J =0,

kol ks £l

Shuning uchun {4} - sistemaning barcha chekli kombinatsiyalari

iim'
b |

to'plami £ ning hamma yerida zich bo'ladi. Ya'ni {4,} to'la ortonormal

sistema bo'ladi, A
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9.5. CJ-7.7] separabel Evklid fazosida {¢,()=7"sinne}],
sistema ortonormal bo'ladimi? Agar {¢,) ortonormal sistema bo'lsa, u
to'lami?

Yechish. Ma’lumki, {ﬂ_]'/z sin nt} trigonometrik sistema ortogonaldir.

Endi (¢,.6,)=1 tenglikni tekshiramiz.

" T
(s = [m n dlzﬁ_{(l—cosan)dt=2—1”-(27r—0)=1.

N
it w
Demak, {¢,} ortonormal sistema ekan. Endi uni to'lalikka tekshiramiz.
9.2-teoremaga ko'ra {¢,} sistema to'la bo'lishi uchun uning yopiq bo'lishi
zaur va yetarlidin.  f()=1€C,[-7,7] uchun Parseval tengligi
bajarilishini tekshiramiz. f, ning Fur'e koeffitsiyentlarini hisoblaymiz.
Ma'lumki, tog funksiyaning [-,a] kesma bo'yicha olingan integrali
nolga teng. Shuning uchun istalgan ne N da

x

g e = _[tnurdr—

Bundan

2= f,f>0=3

n=1
tengsizlik kelib chigadi. Parseval tengligi bajarilmayapti, shuning uchun

{¢,} sistema yopig emas, demak, u to'la bo'lmagan ortonormal sistema
ekan.

9.2. To'la Evklid fazolari. Riss-Fisher teoremasi
Bizni asosan to'la Evklid fazolari qiziqtiradi.

9.8-ta'rif. £ Evklid fazosi |x|=/(x,x) rormaga nisbatan to'la bo'lsa,
u to'la Evklid fazosi deyiladi.
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9.6-misol. (',[e,h) to'la bo'lmagan separabel Evilid fazou belad
(3.8-misolga qarang).

s’ hone

9.7. 5 va L,ja,h] to'la separabel Evklid fazolariga saise! 5o led
(3.7 va 8.18-misollarga garang).

E - to'la separabel Evklid fazosi va {4,} -undagi ortonormal sisterma
(to'la bo'lishi shart emas) bo'lsin. Bessel tengsizligidan kelib chigadiki,
€1,€3,..4¢,5... SODIAr biror f elementning Fur'e koeffitsiyentlar bo'lishi
uchun

S (9.16;
n=1
qatorning yaqinlashishi zarur,

To'la Evklid fazolarida bu shart yetarli ham ekan.

9.3-teorema. (Riss-Fisher). (4,}- E to'la Evklid fazosidagi ixtiyoriy
ortonormal sistema va  ¢;,¢y,..,Cp,-..  SoOnlar shunday bo'lsinki, (9.16) gator

yaqinlashsin. U holda shunday f € E element mavjudki,
co=(fug) k=12n.. va Dei=(£.0)=lfF
n=l

lengliklar o'rinli bo'ladi.

Isbot. £ to'la Evklid fazosida {f,} ketma-ketlikni quridagicha
aniqlaymiz:

/n 3 ch ¢k s
A=l

{9.16) qator yaginlashuvchi bo‘lgani uchun ixtiyoriy £>0 son uchun
shunday #(¢) >0 mavjudki, barcha 7> n(g) va peXN larda

> ’

+
-Z,T

il
v -
;I.-’(Hlp _.r'{ni' zf."‘r:+!¢n+l Fsne +C'J.‘-r-¢ai'f: CE <&




wingsizlik o'vinli, yani {f,} - fundamental ketma-ketlik. £ ning
to'laligiga ko'ra 4f,} ketma-ketlik biror fe £ elementga yaginlashadi,
Istalgan ie N uchun
(f.8)= (1) (7 = £1s0): 9.17)
tenglik o'rinli. {9.17) ning o'ng tomonidagi birinchi go'shiluvchi n27 da
¢, ga teng, ikkinchi go'shiluvchi esa 77— da nolga intiladi, chunki
(7= St} 1 f =Lk 8l=1 S = Ful = 0. > o0
(9.17) tenglikning chap tomoni 7 ga bog'lig emas, shuning uchun
n — o da limitga o'tsak,
(f' ¢:‘): G

f ning aniglanishiga ko'ra,
n " h @
\r=75F =(f— Ycibo f - ch¢’kJ =(f.f)- I\Zlci =0, n—>wx,
i k=l k=1 =
Shuning uchun

SE=(f.n=/F- A

n=l
Crtogonal sistemaning to'laligi haqgida quyidagi teoremani isbotlaymiz.
9.4-teorema. To'la separabel Evklid fazosidagi {¢,} ortonormal
sistema to'la bo'lishi uchun, E da {¢,} sistemaning barcha e]ementlariga
ortogonal bo'lgan nolmas elementning mavjud bo'lmasligi zarur va yetarli.
Isbot. Zaruriyligi. Faraz qilaylik, {4,} to‘la sistema bo‘lsin, u holda
9.2-teoremaga ko'ra u yopiq ham bo'ladi. Agar f element !4,)
sistemaning barcha elementlariga ortogonal bo'lsa, u holda uning barcha
Fur'e koeffitsiyentlari nolga teng, ya'ni ¢, =0 bo'ladi. U holda Parseval

tengligiga ko'ra,
fhH=%c,
k=1

yani /=6,



Yetarliligi. Teskarisini faraz qilaylik, {#,} to'la bo'lmagan sistema

bo'lsin, ya'ni £ da shunday g=6 element mavjud bo'lib,

(8,8)> kZ_lf-'f . buyerda ¢, =(g,4;)

tengsizlik bajarilsin. Riss-Fisher teoremasiga asosan, shunday f€£

element mavjudki,
(f.9)=cic (f1)=2el

tengliklar o'rinli. Bu holda f-g element barcha 4, larga ortogonal
bo‘ladi.

(f,f)=265 <(2.8)

tengsizlikdan f - g # & ekanligi kelib chigadi. A
9.8-misol.  L,[-7,7] Evklid fazosida {w,()=7"cosnt} %,
ortonormal sistema to'la bo'ladimi?
Yechish. {y,} larning barchasiga ortogonal bo‘lgan fy(7)=1 nolmas
1

element mavjud. Shuning uchun, 9.4-teoremaga ko'ra {i,} sistema to’la

€emas.

8.3. Evklid fazolarining xarakteristik xossalari
Quyidagicha savolni garaymiz. R - normalangan fazo bo'lsin. R da
aniglangan norma ganday gqo'shimcha shartlarni gancatlantirsa, R
Evklid fazosi ham bo'ladi? Boshgacha aytganda, ganday shartlarda

norma orqali unga mos skalyar ko'paytma kiritish mumkin?
9.5-teorema. R normalangan fazo Evklid fazosi bo'lishi uchun,

ixtiyoriy ikkita f.g € R elementlar uchun
‘ 2 2R 2 T
If+el” +Ir-gl" =2 71" +2jgl (9:18)

tenglik bajarilishi zarur va yetarli.
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Isbot. Zaruriyligi. f +g va f—g lomonlari [ va g vektorlardan

iborat parallelogramm diagopallaridir. (9.18) tenglik Evklid fazosidagi
ya'ni parallelogramm

parallelogramning ma'lum xossasini ifodalaydi,
ari kvadratlarining yig'indisi barcha tomonlar kvadratlarining

diagonall
yig'indisiga teng.
|r+el +1f-¢

:={."+g._."+‘u}l (r=2.1-g)

o

=2r g )= | s 2
pgan fzzoda nosmaining (G181 avnivatidan

Yetadiligi. ® normalangas
sekintiging ko'rsatish

R Jda skaiver FoTayTRe Kiritah

toydalauib.
wiiova, Ixtiyory =R clemescar ©ITLE
o= il =
5 = LS. =g baia -
ek ==igianadi SS-mistigs gezes
- -
a=p BvkES fazos —



So'nggi tenglik fagat p=2 da o'mnli Demak, fagat p=2 da R}
normalangan fazo Evklid fazosi ham bo'ladi.
9.10. C[0,7/2] fazoni qaraymiz. Ma'lumki, bu fazoda [

elementning normasi quyidagicha aniglanadi
|7 ]= max flr)l. {9.20)

Ost<n/2
Bu fazo Evklid fazosi bo'ladimi?
Yechish. C[0,7/2] fazodan f(¢)=cosi, g{ty=sins elementlarni
olamiz. U holda | f{=|g]=1,

V2

A2
Ir+gl= um%zi cost +sinsl = i v

101

| f-gl= max |cost—sint=1.
<1</’
Endi (9.18) tenglikning bajarilishini tekshiramiz:
2+1=2(1+1), 3=z4.
Demak, C[0,7/2] fazo Evklid fazosi bo'la olmaydi. Poshgacha aytganda

{9.20) tenglik bilan aniqglanuvchi normani biror bir skalyar ko‘paytma

yordamida berish mumkin emas.

Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Shunday funksionalga misol keltiringki, skalyar ko'paytmaning I-sharti
bajarilmasin.
2. Skalyar ko'paytmaning 1-sharti bajarilib, 2-4 shartlari bajarilmaydigan
funksionalga misol keltiring.
3. To'la va to'la bo'lmagan Evklid fazolariga misollar keltiring. £, va
C,[-L1] fazolarni tahlil giling.
4. B fazoda x=(L1), y=(1,1,0), z=(.0,0) vektorlari ortogonal-
lashtiring.

5. C,la,b] fazoda ortonormal sistemaga misol keltiring.
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G L facoda JW) L va 20 N vehtorlur orasidagi burchakni

Ui tankstya gratiklan otusidugi burchuak bilan teqgqoslang.

i \‘ vosin g \“ sisfewni L‘:l'l‘l] fazoda ortogonallikka
eaxhinng. U orronermat sistena boladimi?
& {e.) 3‘“\-‘-'7“:\:\:‘-1 sistema Ll-11] fazoda yopiq sistema bo'ladimi?.
Q. L-WN) fazeda f@=1va g(x)=x vektorlarning {fn(x)=cos(n7rx)}

ne \ ortonomal sistemadagi Fur'e koeffitsiyentlarini toping.
10. L[-n1 separabel Evklid fazosida
212 f (x)=cos(nmx), g.(x)=sin(nzx), neN
artonormal sistema to'la bo'ladimi?
11, «_ chizigli ncrmalangan fazo pzl1 ning gqanday qiymatlarida Evklid
fazost bo'ladli.
12. L [a,b} p21 chizigli normalangan fazo p ning ganday qiymatlarida

Evklid fazosi bo'ladi.
10-§. Hilbert fazolari

To'la Evklid fazolarini garashda davom etamiz. Bizni faqat cheksiz
oichamli Evklid fazolar qizigtiradi, chunki chekli o'lchamli Evklid
fazolari R" fazoga izomorfdir.

10.1-ta'rif. Cheksiz olchamli to'la Evklid fazosi Hilbert fazosi
deyiladi.

Shunday qilib, ixtiyoriy tabiatli f.g.¢.... elementlarning H
jo'plami Hilberl fazosi bo'lsa, u quyidagi uchta shartni ganoatiantiradi:

1) /f - Evklid fazosi, ya'ni skalyar ko'paytma kiritilgan chiziqli fazo;

2) plr.y)=Jlx - y,.x~ y) metrika ma'nosida H - to'la fazo;

3)  farzo - cheksiz o'lchamli, ya'ni unda cheksiz elementli chizigli
erkli sistema mavjud,
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Odatda separabel Hilbert fazolari garaladi, ya'ni // ning h
yerida zich bo‘lgan sanoqli to’plam mavjud.

Bundan keyin biz fagat separabel Hilbert fazolarini qaraymiz.

10.1-misol. C,[a,6] Evklid fazosi to’'la emas (3.8 va 9.6-miso.

qarang), shuning uchun C,[a.6] Hilbert fazosi bo'la olmaydi.

10.2. £, va L,{a,b] lar cheksiz o'lchamli to'la separabel E
fazolaridir (9.7-misolga garang). Shuning uchun ular Hilbert fa
bo’ladi.

10.2-ta’rif. Agar R va R" Evklid fazolari o'rtasida o'zaro bir qij
moslik o'rnatish mumkin bo'lib,

xeoxt yoyt xyeR x¥y*eR*
ekanligidan
x+pox*+yt,  Axodx* va  (xy)=(*p*)
munosabatlar kelib chigsa, R va R’ lar izomorf fazolar deyiladi.

Boshgacha aytganda, Evklid fazolarining izomorfligi shur
iboratki, bu fazolar o'rtasida o'zaro bir qiymatli' moslik mavjud bo'li*
moslik shu fazolardagi chizigli amallami va ulardagi skalyar ko'payt:
saqlaydi.

Ma'lumki, » - o'lchamli ixtiyoriy ikkita Evklid fazosi o
izomorldir. Cheksiz o'lchamli Evklid fazolari o'zaro izomorf bo'lishi .

emas. Masalan ¢, va C,[a,6] fazolar izomorf emas, chunki f;,

C,la,b] esa 1o'la emas.

Quyidagi teorema o’rinli.

10.1-teorema. Ixtiyoriy ikkita separabel Filbert iazosi
izomorfdir.

Isbot. Ixtiyorty H Hilbert fazosini ¢, fazoga izomorE
ko'rsatamiz. Agar shuni ko'rsatsak, {eorema isbot bo'lgan bo'lad.

Hilbert fazosidan ixtiyoriy {#,} to'la ortonormal sistemani olam_
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7 ¢ H elementga uning Fur'e Koeffitsiyentlari bo'igan ¢|,¢,,...,c,,...

kelma-ketlikni mos qo'yamiz. Bessel tengsizligiga ko'ra,
Sy <,
n=l
Shuning uchun ¢ = (¢.¢300- .C,.-e-) ketmaketlik £, fazoning elementi
Lo'ladi. Teskarisi, Riss-Fisher teoremasiga ko'ra, ¢, fazoning ixtiyoriy
& ‘-‘-(t'p’-'"-"-"n"") elementiga (ketma-ketligiga) X fazoning yagona f
elementi mos keladi va uning Fur'e koeffitsiyentlari bo'lib, ¢;,¢s,...,¢,,.
sonlar xizmat giladi. O‘rnatilgan bu moslik o'zaro bir qiymatlidir. Agar
ferle cnnnc ) va geoi(d d,,....d.....)
bo'lsa, u holda
frgo(aq+d,c+da,....c,+d,,...)
va
af e (ac,ac,..ac,,...).

Va nihoyat, Parseval tengligidan
(7:8)=Xe,d, =(c.d)
n=1

=zanligi kelib chigadi. Hagiqatan ham,

D=3,  (2g)=3d? (10.1)

n=l n=|

Sz f=g)=lf.f)=2f.8)+(g.8)= Z(c,+d,,) Ta,,wz L+

n=| n=1 n=1 n=1

z werdes w2 (10.1) dan

(X%

(f.2)= ):c d, =(e,d).

n=]
415, biz o'matgan moslik izomorfizm ekan, ya’ni bu moslik
7l amallami va skalyar ko'paytmani saglaydi. A
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Isbotlangan teoremadan shunday xulosa kelib chigadiki,

izomorfizm aniqligida fagat £, Hilbert fazosi mavjud ekan. Boshgacha

aytganda, ¢, fazo H Hilbert fazosining «koordinat ko'rinishi» desak
bo‘ladi.
H Hilbert fazosining qism fazosi deganda yopiq gism fazoni
tushunamiz. Hilbert fazosining gism fazolariga misollar keltiramiz.
10.3-misol. he H - ixtiyoriy element bo'lsin. 4 ga ortogonal

bo'lgan barcha /' € H elementlar to'plami gism fazo tashkil giladi.

10.4. ¢, fazoda x, =x, shartni qanoatlantiruvchi elementlar
to'plami gism fazo tashkil ciladi.

10.5. ¢, fazoning M={xels: x=(x,.0,%3,0,%s.-.-.0,¥2,1,0,...)}
to'plami uning gism fazosi bo‘ladi.

Hilbert fazosining har ganday gism fazosi yo chekli o'lchamli
Evklid fazosi bo'ladi, yo uning o‘zi Hilbert fazosini tashkil giladi.

10.6. L,[-1,1] separabel Hilbert fazosida toq funksiyalardan iborat
L-Lll={fe Q[—l,l]:f(—t):—f(t)} to'plam gism fazo tashkil giladi.

10.7. L,[-1,1] separabel Hilbert fazosida quyidagi to'plam
Lol-11] ={f € L,[-1,1]: f(z) =0, € [-1,0]} gism fazo tashkil giladi.

Agar H Hilbert fazosi separabel bo'lsa, uning ixtiyoriy gismi ham
separabel bo'ladi. Bu quyidagi lemmadan kelib chiqadi.

10.1-lemma. R sepurabel Evklid fazosining har qanday R’ qismi
yana separabeldir.

Hilbert fazosining qism fazolari ayrim maxsus xossalarga egaki,
ixtiyoriy normalangan fazoning qism fazoleri bu xossalarga ega emas. Bu
xossalar  Hilbert fazosida kiritilgan skalyar ko'paytma va unga mos

ortogonallik {ushunchasiga asoslangan.



H separabel Hilbert fazosining M qism fazosi berilgan bo'lsin. Bu
qism fazoning hamma yerida zich bo'igan sanogli sistema olamiz va
uinga ortogonallashtirish jarayonini qo'llab, quyidagi leoremaga ega
bo'lamiz.

10.2-teorema. H separabel Hilbert fazosining ixtiyoriy M qism
fazosida shunday {¢,} ortonormal sistema mavjudki, uning chizigli
cobig'ining yopig'i M ga teng.

Bizga H Hilbert fazosining M - gism fazosi berilgan bo'lsin.
Barcha f€M elementlarga ortogonal bo'lgan g€ H elementlar
to'plamini M~ = HOAM orgali belgilaymiz, ya'ni

M-={geH:(f.g)=0, VfeM},
ML ham H ning gism fazosi ekanligini isbotlaymiz. Bu to'plamning

qo'shish va songa ko'paytiish amallariga nisbatan yopiqligini

ko‘rsatamiz. Agar g, g, € M* bo'lsa, u holda

(g + anga, f)= (g1, /) + 2(g2, /) =0.
Endi ML to'plamning yopiqligini ko'rsatamiz. Faraz gilaylik, {g,}c M*
ciementlar ketma-ketligi ge # elementga yaqinlashsin. U holda skalyar
'.o'paytmaning uzluksizligiga ko'ra, istalgan f e M/ uchun

(g.)=lim(g,./)=0.

Temak, geM L ya'ni M L yopiq gism fazo bo'lar ekan. M 4 qism fazo
gism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi deyiladi.
10.3-teorema. Agar M - H Hilbert fazosining yopiq gism fazosi
po'lsa, u holda ixtiyoriy f € H element yagona usul bilan f=h+#
yig'indiga yoyiladi, bu yerda he M, h'e M*,
Isbot. Avvalo, bu yoyilmaning mavjudligini isbotlaymiz. Buning

uchun M da {¢,} to'la ortonormal sistema olamiz va
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h=Y ey =)

n=1

deymiz. Bessel tengsizligiga ko'ra,

3
qator yaginlashuvchi bo'lgani uchun #€M. Endi 4’ = f —h deb olamiz.
Ko'rinib turibdiki, ixtiyoriy »e€ ¥ uchun

(n.9,)=(r.4.)-(18,)=c,~c,=0.
Ixtiyoriy £ e M element uchun

§=2ad va (1.9=3a,n4)=0,
ya'ni HeM*.

Endi yoyilmaning yagonaligini isbotlaymiz. Faraz gilaylik, boshga
bir f=h+#h , b eM, B eM' yoyilma mavjud bo'lsin. U holda ixtiyory
ne N uchun

(n-4,)=(/-8,)=c,.
Bu yerdan kelib chiqadiki % =/, # =i A

10.1-natija. M c H qism fazoning ortogonal to'ldiruvchisining
ortogonal to'ldiruvchisi M ning o'ziga teng, ya’ni (M L)L =M.

Shunday qilib, # fazoning o'zaro to'ldiruvchi qism fazolari haqida
fikr yuritish mumkin. Agar M va M* ikkita shunday bir-birini
to'ldiruvehi gism fazolar va {4,}, {4,} - mos ravishda M va M+ dagi
to'la ortonormal sistema bo‘lsa, u holda {#,} va {4} sistemalaming

birlashmasi butun H fazoda to‘la ortonormal sistema bo'ladi.

10.2-natija. H fazodagi har qanday ortonormal sistemani to'la

sistemagacha to'ldirish mumkin,



Agar {g¢,} sistema chekli bo'lsa, u helda bu sistemaga kiruvchi
elementlar soni {#,} sistemadan hosil gilingan A gqism fazoning
o'lchamiga va M+t gism fazoning koo'lchamiga teng. Shunday gilib,
quyidagiga egamiz.

10.3-natija. n o'lchamii gism fazoning ortogonal to'ldiruvchisi n
koo'lchamga ega va aksincha.

10.3-ta'rif. Agar H Hilbert fazosining ixtiyorty J € H elementi
f=h+h, heM, heM,
' ko'rinishda tasvirlansa, u holda H fazo o'zaro ortogonal M, va M, qism
fazolarning to'g'ri yig'indisiga yoyilgan deyiladi va
H=M®M,
ko'rinishda yoziladi.

To'g'rd yig'indini chekli yoki sanoqli sondagi gism fazolar uchun
ham umumlashtirish mumkin. Agar quyidagi shartlar bajarilsa H
o'zining M. M,,....M,.... gism fazolarining to'g'ri yig‘indisiga yoyilgan
deyiladi:

a) M, gism fazolar juftjufti bilan o'zaro ortogonal, ya'ni M, dagi
ixtiyoriy vektor M, dagi barcha vektorlarga ortogonal, i#k;
i) ixtiyoriy feH element

f=h+h+th +--, heM, n=12.. (10.2)

ko'rinishda tasvirlanadi, agar qo'shiluvchilar soni cheksiz bo'lsa,
S f
qator yaqginlashuvchi bo'ladi. Bu holda # = i@ M, ko'rinishda yoziladi.

Osongina ko'rsatish mumkinki, agar f uchun (10.2) yoyilma mavjud

bo'lsa, u yagona va quyidagi tenglik o'rinli:



7F =3l
Qism fazolarning to‘g'r yig'indisi bilan bir ¢atorda chekli yoki
sanoqli sondagi Hilbert fazolarining to'g'r yig'indisi haqida ham gapirish
mumkin. Agar H, va H, lar ixtiyoriy Hilbert fazolari bo'lsa, u holda
ularning to'g'd yig'indisi A = H, @ H, quyidagicha aniqglanadi. H
fazoning elementlari barcha (4.4 ), i € H,, h,  H, juilliklardan iborat.
H=H @®H, fazoda qo'shish, songa ko'paytirish va skalyar ko'paytma
amallari quyidagicha aniglanadi: -
(mo )+ (B 1 )= (B BBy + 1), BB e H, t B e H,,
alhy,hy) =y, aln), e Hy.hy € Hya =C
(Ot (1)) = (o )y, + (st 0 B € H, i =
Chekli sondagi H,,H,,...,H, Hilbert fazolarining to'g'ri yig'indisi
ham xuddi shunday aniglanadi.
Sanoqli sondagi H,,H,,....H,,... Hilbert fazolarining to'g'rd
yig‘indisi
H= Z@ H,

n=t
quyidagicha aniglanadi

H :{h: robyseeshiyse o€ Hyo Sl <uc1J, _
=l

H fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

(/1,g): Z(hu-#n)- h :(hl'hl*""hu"")s b4 :(glngs'“agm-")- hl.'7g" € ‘,{n'
#n=1

10.8. 10.6-misolda keltiriigan £Zj[-11] (toq funksivalar to'plami)

qism fazoning ortogonal to'ldiruvchisini toping.
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Yechish. Li|-L1)=1f e L,-)1]: f(=0)=f{1)} juft funksiyalardan iborat

to'plam Z,{-11l fazoning qism fazosi bolladi va L,[-L1]1 Ly{-11].
Haqigatan ham,

(r.r)= ]f‘[r)-_f‘(f)u‘::l), Ve L[-L1), Y e L;[-1]].

Bu yerdan (L;[-1,1)) 5 Li-L1) va (Zi[-111)' c L[~11] munosabatlar kelib

chigadi. Bulardan esa (1.;[—1,1])l = L;[-1,1] tenglikni olamiz.

10.1. Kompleks Evklid fazolari

Hagqigiy Evklid fazolar bilan bir qatorda kompleks Evklid fazolari
ham qaraladi {ya'ni skalyar ko'paytma kiritilgan kompleks chizighi fazo).
Lekin hagqiqiy Evklid fazolaridagi skalyar ko'paytmaning 1-4 aksiomalari
kompleks Evklid fazolari uchun bir vagtda bajarilmaydi. Haqiqly Evklid
fazolarida skalyar ko'paytmaning 1-4 aksiomalari quyidagicha edi:
I} (x,%)20, VxeE; (x,x)=0&x=6,
2) (xy)=0ny), Vxyek,
3) (Ax,y)=A4(x,y), YAeR, Vx,yekE,
4) (3 +x5, V) = (L, + (x5, ), Vx,x,, ye £,
Biz 2 va 3 dan quyidagiga ega bo‘lamiz

(Ax,Ax) = A(x,Ax) = A(Ax, x)= £ (x,x).

Agar A kompleks son bo'lsa, u holda A=i bo'lganda, (ix,ix)=—(x,X),
ya'ni x va ix vektorlaming skalyar ko'paytmasi bir vaqtda musbat bo'la
olmaydi, bu esa 1-shartga zid, ya'ni kompleks chizigli fazolar holida 1, 2 va
3-shartlar bir vaqtda bajarilishi mumkin emas. Demak, kompleks chizigli
fazolarda skalyar ko'paytmaning shartlarini biroz o'zgartirish kerak.

Kompleks chizigli fazoda skalyar ko'paytmaning shartlarini
keltiramiz:
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1) (x,x)20, Vxel; (x,x)=0=x=0,
2) (5,0 =(3,x). Vxyek,
3) (Ax,y)=2(x,y), Vie(, Vx,ye £,
4) (x5 42X, ) =(x,3)+ (%, 1), Vx,x, yek.
2 va 3 dan (x,Ay)=A(x,») kelib chiqadi. Hagicatan ham,
(xAN =(Arx)=Ayx)= 2 (x)=1 (x.5).
10.9-misol. £=C" - kompleks chizigli faze. Bu fazoda skalyar

ko’paytma quyidagicha kiritiladi:

(eN)=Ex

i0.10. ¢, ={x=(x,,...,x,,,...), x,eC: Zix,,f <w} kompleks chizigli
L

n=l

fazo. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kirtiladi:
(-"r)’): Zxk )TL .
k=1

10.11. E=C,[a.b] - [a,b] kesmada aniqlangan kompleks giymatli
uzluksiz funksiyalar fazosi. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha
kiritiladi:

(f.g)= ]_,-(,)E,M,_ (10.3)

10.12. £ =1L,[a,b] - {a,b] kesmada aniqlangan kompleks giymatli
va kvadrati bilan integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar sinfi. Bu fazoda
ham f va g elementlarning skalyar ko'paytmasi (10.3) tengiik bilan
aniqglanadi.

Kompleks Evklid fazolarida ham elementning normasi xuddi
haqiciy Evklid fazolari holidagidek

I I=NG7) yold fel= ()

formula bilan aniglanadi.
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Kompleks Evklid fazolarida ikki vektor orasidagi burchak
tushunchasi Kkiritilmaydi, lekin vektorlarning ortogonallik tushunchasi
saglanib qoladi. Ya'ni, agar (¥,))=0 bo'lsa, u holda x va y vektorlar
0'zaro ortogonal deyiladi.

10.4-ta’rif. Agar

l, agar n=m
(B )= {0, fgar n#n.
bo'lsa, nolmas {¢,,} < E sistema ortogonal normalangan sistema deyiladi.

Xuddi haqiqiy Evklid fazolaridagi kabi, c,,:(f,¢,,), ne N sonlar

f€E vektomning {#,} ortonormal sistemadagi Fur'e koeffitsiyentlari
deyiladi.

-
e,
n=]

qator f vektorning {#,} sistemadagi Fur'e qatori deyiladi. Bu yerda ham
Bessel tengsizligi o'rinli:
Sl P I
n=l
Kompleks Evklid fazolari holida ham Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi o'z
suchini saglaydi:
Gell<lxl o1
10.5-ta'rif. Cheksiz o'lchamli to'la kompleks Evklid fazosi kompleks
Hilbert fazosi deyiladi.
Kompleks Hilbert fazolari uchun ham izomorfizm hagidagi teorema
o'rnli.
10.4-teorema. Barcha separabel kompleks Hilbert fazolari o'zaro
izomorfdir.

10.13. £, va Ly[a,b] lar separabel kompleks Hilbert fazolariga misol
bo'ladi.
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10.14. L,[-7,7] separabel kompleks Hilbert fazosida

¢n(’)=£—~' neZ

Var’

sistema to'la ortonormal sistema bo’ladi. Mustagil isbotlang.

Mustagil ishlash uchun savol va topshiriqlar
1. Hilbert fazolariga misollar keltiring. ¥, fazo Hilbert fazosi bo'ladimi?
2. Separabel bo'imagan Evklid fazosiga misol keltiring.

3. m - chegaralangan ketma-ketliklar fazosida

{.\'. j") = z": L XV

a2
funksional skalyar ko'paytma shartlarini ganoatlantiradimi? m separabei
Evklid fazosi bo'ladimi?
4. ¢, fazoni ikkita ortogonal gism fazolarning to'g'ri yig'indisi shaklida
yozing.
5. Li-L1] Hibert fazosida L[-1,1]={feL[-11]: fli-n)=f0)] just
funksiyalar to'plami qism fazo bo'lishini ko'rsating. Uning ortogonal
to'ldiruvchisini toping.
6. 10.7-misolda keltirilgan L[-1,}] gism fazoning ortogonal to'ldiruvchisini
toping.
7. Hilbert fazolarining to'g'ri yig'indisida skalyar ko'paytma gqanday
kiritiladi?
8. £, va L[~-11] Hibert fazolarining to'g'ri  yig'indisida skalyar
ko’paytma ganday kiritiladi?
9. Quyidagi (v /)(r.)= %, 7, + If_f'(.\')'.@ri\'- xyel.. fgeLl-11]

n=l 3

funksional 1, ® L,[-1.1] Hilbert fazosida skalyar ko'paytma bo'ladimi?
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1I Gobni takrorlash uchun lest savollari

1. Darajasi 100 dan oshmaydigan ko'phadlar fazosining o‘lchamini
toping.
A) 100 B) 101 €)s0 D200
2. Uch satr va uch ustundan iborat matritsalar fazosining o'lchamini
topiné.
A)3 B6 C9 D)
3. Chekli o‘lchamli chizigli fazolar ko'rsatilgan javobni toping.
A) Clabl, ¢ B Glabl.c, © C" R D) Lyiab)
4. Cheksiz o'lchamli chizigli fazolar ko'rsatilgan javobni toping.
A) R", Clab), £, B) Clab) tr e C) C" e,m D) C", Lyfab], ¢,
5. C[0,}] fazoda chizigli bog'langan vektorlar sistemasini toping.
A Ln B E,r¢ Q) 1+67,2, 1= Dy 1,8,
€. f:R* >R, f(x)=x, chizigli funksionalning yactosini toping.
A) {xeRix =x,=0} B) {xe R’ :x, =0}
C) {xeR’ix, =0} D) {xe R’ :x; =0}
7. L'={xe R’: x, = x, =0} gism fazoning koo‘lchamini toping.
Al B2 C3 D)4
8. Faktor fazoda elementning normasi ganday aniqlanadi?
A) [gl=sulx] B) [§]=inflx] C) |¢]=]x] D) |s]= .;L.,j,lg__‘- -1
xek xed Ve
9. C[0,]] fazoda aniqlangan chizigli bo'lmagan funksionaini toping.
A) S(¥)= Ijx(z)dr B) flx)= IJx(I)e'dt C) f(x)=x(0)+x(1) D) f(x)= x(0}{
u o

10.  Cla,b] fazoda aniglangan qavarig funksionalni toping.

A) Jtx= [xydt B) f1x)= [xtne'dt C) f(x)=x(a)+x(b) D) fix)=| :f-"(’) |
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il

12,

13.

14,

15.

16.

17.

18.

Cetosshblen vy BT e bt oy
ALt b bade B Bvadnat E o apadadya B b
Tekishibhda kelliolgan quebtagl i plamlardan oovs:
to'plan boLady, avnmo davaiig Jisen bo'haaydi.
A) uchburchak B} kvachial ) dlaita D) hesina
Quyidagi to'planmlardan qaysi biri Cla.h]  tazoning qism  fazosi
bo'ladi?
A} Monoton o'suvchi funksiyalar B) Manfiymas funksiyalar
C) Monoton kamayuvchi funksiyalar D} Barcha ko‘phadlar
Noto'g'ri tasdigni toping.
A) £, fazo €. fazoning gism fazosi bo'ladi
B) ¢, fazo ¢ fazoning gism fazosi bo'ladi.
C) ¢, fazo ¢, fazoning gism fazosi bo'ladi
D) m fazo ¢ fazoning qism fazosi bo’ladi.
To'la bo'lmagan normalangan fazoni toping.
A) Cla,d] By £, C) R" D) Cla.b]
E normalangan fazo. Noto'g'ri tasdigni toping.
A) E dagi ixtiyorly chegaralangan ketma-ketlik yaqginlashuvchidic
B) Agar x, =X, y, >y bo'lsa, uholda x,+y, >x=1V
C) x.ye £ uchun {x|-|y|<|x-r| tengsizlik o'rinli
D) x, >x va A, — 4 bo’lsa, u holda 4,x, > Ax
Quyidagi ketma-ketliklardan gaysilari C,[0.1] fazoda nol funksiyaga
yaginlashadi.

1) x,0) 2) x,()=te™, 3) x,()=1".

“Vent
A)1,2 B 1,23 (1,3 D23
Quyidagi ketma-ketliklardan qgaysilari C[0.1] fazoda fundamental?
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ni
X \r)= o —to ™ ¥ =
1 x,(0) el 2) x{)=re™, 3) x,(1)=1

A l,2 B1,23 4,3 D2
19. Quyidagi to'plamlardan gaysi biri C[~11] fazoda gism fazo tashkil
qilmaydi?
A) Barcha ko'phadlar to'plami
B) x(=1)=0 shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to'plami
C: Monoton funksiyalar to'plami
D Uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to’plami
29. Quyvidagi to'plamlardan qaysi biri C[-1,1} fazoda gism fazo tashkil
Girmaydi?
A Darajasi 100 dan oshmaydigan ko'phadlar to‘plami
3 x(1)=1 shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar to'plami
C Togq funksiyalar to‘plami
D Juft funksiyalar to'plami
2i. Quyidagi to'plamlardan gaysi biri C[-1,1] fazoda qism fazo tashkil

3i7

4 Monoton o'suvchi funksiyalar
2 Mionoton kamayuvchi funksiyalar
]
) ixeCl-11]: Mndi =0} shartni qanoatlantinuvchi funksiyalar

-1
D! Dargjasi 2 bo'lgan ko'phadlar
22, Newo'g'Ti tasdiqni toping.
~ Chizigli bog'lanmagan sistemaning biror gism sistemasi chizigli
22 glangan bo'ladi.
Z Ckiizigli bog'lanmagan sistemaning ixtiyoriy gism sistemasi ham
-niz:gli bo'glanmagan bo'ladi.

_ Agar sistemaning biror qism sistemasi chiziqli bog'langan bo'isa,
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D) Agar x.X,,...,x, veklorlar sistemasi chizigli bog'langan bo'lsa, bu
vektorlardan biri qolganlarining chizigli kombinatsiyasidan iborat
bo'ladi.

23. E - chizigli fazo, x,%,,...,x,€ £ Dbe'lsin. Chizigli bog'lanmagan

vektorlar sistemasining ta'rifini ko'rsating.

A) ax, +ox, v tax, =0 o o=, =-=c,=0
B) ax +a.x,+ - +ax, =0 & a,=1, «,==a,=
C) ax +a.x, +t+tax, =0 < a,+a,=0, ay=--=c, =0

D) ax +o,x, +..+a,x, =0 & o +a, +...+ @, =0
24.  f,:Vlab]> R, £,(x)=x(b) funksionalning davomini toping.
A) f(x)=x{a)-2x(p), xe V[a;b] B) f(x)=x(a)+ x(b) xe I’[a:b]
Q) f(x)=x(a)+2x(b). xe¥[a;b] D) flx)=x(a)-x(b) x € ¥[a;5]
25. Noto'g'ri tasdigni toping.
A) n-o'lchamli chiziqli fazoda ixtiyory » ta chiziqli bog'lanmagan
vektorlardan iborat sistema bazis bo'ladi.

B) {e =(0,0....,1,0,...,0)};-, vektorlar sistemasi R" fazoda bazis bo‘ladi.

3
C) n - o'lchamli chiziqgli fazoda ixtiyoriy » ta vektordan iborat sistema
bazis bo'ladi.

D) R fazoda ixtiyoriy to'rtta vektor chizigli bog'langandir.

26. Chizigli bog'langan sistemani toping.
A) x(1) =sin® 213 y(f) = cos’ 215 z(¢) = 1€ C[0, 7]
B) x=(0,1); y=(1,0)e R*
C) x=(LL1); y=(0,1.1); ==(0.0,)e R’
D) x(0)=1; y() =t e C[0,i]

27. Chizigli bog'lanmagan sistemani toping.
A) x()=1: y(1) =1g(1 +1); z{t) =1 e C[0,1]
B) x=(0.1); y=(2,1); z=(L1)e &*
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Cl x=(O.Lh: ¥=(1,0.0): z=(0,2.2)e R°
D) x(1) =sin’2r; y{(1)=cos" 2t; (1) =cosdt € C[0, 7]
28. Quyidagi formulalar yordamida berilgan funksionallardan qaysi bir

ko'rsatilgan fazoda skalyar ko'paytma aniglaydi?

A) (-Vs.")=2‘ff.1’1- xyel, B)(xy)= XY, tXp, X,y € R®
k=l

Q) (xy)=xy.xyeC" D) my)= [xy) a, xy<Clab]
k=1 a

Z0, Qanday fazo Banax fazosi deyiladi?
A) Skalyar ko'paytma Kiritilgan chiziqli fazo
B) Har ganday normalangan fazo.
C) To'la normalangan fazo
D) Istalgan metrik fazo.
30. Qanday fazo Evklid fazosi deyiladi?
A) Skalyar ko'paytma Kkiritilgan chiziqgli fazo
B) Har ganday normalangan fazo
C) To'la normalangan fazo
D} Istalgan metrik fazo.
31. Evklid fazolar keltirilgan javobni toping.
A) R, Cla.b}. ¢, B) R".C)lab]l ¢, C) C".C.labl.(, D) C", Cilab] ¢,
5z Hilbert fazolari keltirilgan javobni toping.
A) Clabl. ¢, B Llabl, ¢, C) ", Glab]l D)C", ¢,

13, Li[a,b] kompleks Hilbert fazosidagi skalyar ko'paytmani ko'rsating.

5 - & =
A) (",_J,): Ix(l)_v(l_) e"dt B) (x,y): I_\'(!)y(t—) dt

O) ()= kst D) 1)=3 x5,

24, C,la,b] haqiqiy Evklid fazosidagi skalyar ko'paytmani ko'rsating.
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b b
A) (ny)= [xyl)edr By (x,0)= fx(l)y(l) dt

C) (v.y)= }I x(0 ()|t D) (x,y)= x{a)y(a)+ x(b)y(b)

a

35. Hagigiy Evklid fazosida nolga teng bo'lmagan x va y vektorlar

orasidagi ¢ burchakning kosinusi ganday formula bilan aniglanadi?

_ ) _x)-0ny)
e R T s A PYRDY

N |
i I R R A R Y|

36. Evklid fazosida Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini toping.
A) |Gey)l sl B) Jx+yl<ixf+

¥l
Q) Jx+yP<ixP +lyP D) Jx+yf+lx-pis2(xf+y])
37. £ normalangan fazo Evklid fazosi bo'lishi uchun quyidagi
shartlardan qaysi birining bajarilishi zarur va yetarli?
) e ylstelelyl B brasf sha-sf =2(lsf + 101 )
C) fax]= |4~ D) fx+ylefx-yl=2(lx|+1})
38. To'la bo'Imagan separabel Evklid fazosini toping.
A) R" B) Glab] ¢ c" D),
39. R Evklid fazosidagi {x,} sistema uchun quyidagi shartlaming qaysi
biri bajarilganda u R da ortonormal bazis deyiladi?

agar n=m

1,
A) Agar (v,.x,)= {0 bo'lsa.

, agar n#m

B) Agar {x,} orlonormal sistema bo'lib, u R da to'la bo'lsa.

C) Agar {x,} sistemani saglovchi minimal yopiq gism fazo R ning xos
qismi bo‘lsa.

D) {x,} sistema chizigli bog'lanmagan bo'lib, |x,|=1 bo'lsa.
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40. Noto'g'ri tasdiqui toping.
A) Har qanday Evklid fazosida sanogli orlonormal bazis mavjud.
B) Evklid fazosida yig'indi va songa ko'paytirish amallari uzluksizdir.
C) Evklid fazosida skalyar ko'paytma amali uzluksizdir.
D) Har ganday separabel Evklid fazosida sanoqli ortonormal bazis
mavjud,

41. R to'la haqiqiy Evklid fazosi, {o,3=1 undagi ortonormal sistema va

fER, ¢ = (f ,tp‘.) bo'lsin. Quyidagi shartlaming qgaysi bir
bajarilganda berilgan sistema yopiq deyiladi?

A) icf <|fP. vfeR B) Zcf =IFI2. VreRr

. = I? . =
o Fai 2lrf. vrer 0 |-Faol -pr-$a
k=l i k=1 k=l
42. Quyidagi tasdiglarning gaysi bixi to'g'ri?
A) Separabel Evklid fazosida har qanday to'la ortonormal sistema
yopiq va aksincha.
B} Separabel Evklid fazosida har ganday ortonormal sistema to'ladir.
C) Separabel Evklid fazosida har ganday ortoriormal sistema yopigdir.
D) To'la Evklid fazosida har qanday ortonormal sistema yopiqdir.
43. C[-13] Evklid fazosida f(x)=1 funksiyaning {g,(!)=sinnm}2.,
ortonormal sistemadagi Fur'e koeffitsiyentlarini toping.
A) ¢, =0,neN B) ¢,=n",neN
C) c,=(-1)"In,neN D) ¢,=n2, neN
44. LE[— 7, )r] kompleks Evklid fazosida to'la ortonormal sistemani
toping.
A) {(27[)_”2 exp{inl}}:;_,) B) {/-r'”zcosnl}f=l

Q) " sinmtl, D) L,
45. Quyidagi tasdiglardan qaysi biri o'rinli?
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A) Har qanday ikki separabel Hilbert fazolari o'zaro izomorfdir.
B) Har ganday ikki Evklid fazolari o'zaro izomorfdir,
C) Har ganday ikki Hilbert fazolari o'zaro izomorfdir.
D) Har ganday ikki separabel Evklid fazolari o‘zaro izomorfdir.
46. Quyidagilar ichidan skalyar ko'paytma shartlarini ajrating.
1) (x+z,y)=(x,p)+(2,y), 2) (Qxy)=Uxy) 3) (x,z)S(x,p)+(y.2)
4) (x,)=(,x)  5) (x,x)20, (x,x)=0x=0
Ay1,3,45 B)1,2,45 (C)1,35 D)234,5
47. Qaysi javobda Evklid fazosidagi norma to’g'ri keltirilgan.
A) [xj=(ex)2 B) [xeyl=ilxy) ©) [x|=(nx) D) Jx-rl=|(xy)
48. Quyidagilardan gaysilari C[a,b] kompleks chizigli fazoda skalyar
ko'paytma aniqlaydi?

b b
1) (xy)= j'-‘f(l);(’-) dr 2y (x,y)= IX(f)_]_’(;) e'dt 3) (.r.y):lj':_ 0l) e

A)1,3 B)23 Cj1,2 D)1,23
49. Evklid fazosida noldan farqli x va y elementlar ganday sharida
ortogonal elementlar deyiladi?
A) (xy)=0 B) (xx)=(ny)=1 C) |x-y[=0 D) (v.3)=+{xx) ()
50. Evklid fazosida noldan farqli {x,} elementlar sistemasi uchun
............... bo'lsa, u ortogonal sistema deyiladi?

A} ixtiyoriy a# 4 da (xa,xﬂ)=0 B) {x,} chiziqli bog'lanmagan

C) ixtiyorly o da (x,,x, )= D) {x,} chiziqli bog'langan
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III bob. Chiziqli operatorlar

Bu bob 6 paragrafdan (11-16-§§ lardan) iborat bo‘lib, unda biz
chizigli operatorlar va chiziqli funksionallaming asosiy xossalarini
o'rganamiz. 11-§ chizigli uzluksiz operatorlar xossalariga bag'ishlangan
bo'lib, unda chiziqli operatorleming asosiy xossalari isbotlangan. Chizigli
operatorlarning aniqlanish sohasi, qiymatlar sohasi va yadrolari
ta’riflanib, misollarda tushuntirilgan. Chiziqli operatorlar uchun
uzluksizlik va chegaralanganlik ekvivalent tushunchalar ekanligi
isbotlangan. X chizigli normalangan fazoni ) chiziqli normalangan
fazoga akslantiruvchi chizigli uzluksiz operatorlar to’plami - .. X.Y)
chiziqli normalangan fazo bo'lishi ko'rsatilgan. 12-§ da normalangan
fazolarda chizigli uziuksiz funksionallarning ayrim xossalari garalgan.
Chizigli uzluksiz funksionalning normasini saglagan holda butun
fazogacha davom ettirish mumkinligi haqgidagi Xan-Banax teoremasi
isbotlangan. Asosiy funksional fazolarda (¢,, Cla,b], L,-,I‘-ﬂ b]) chizigli
uziuksiz funksionallaming umumiy ko'nnishidan foydalanib, asosiy
funksional fazolarga qo'shma fazolar izomorfizm aniqligida topilgan. 13-§
chizigli uzluksiz operatorlar fazosining xossalariga bag'ishlangan. Unda
chiziqli operatorlar ketma-ketligining tekis (norma bo'yicha), kuchli
(nugtali) va kuchsiz yaqginlashishlari ta’riflanib, misollarda tahlil qilingan.
Agar ) to'la nomalangan fazo bo'lsa, u holda L(,\:,}’) chizigli
normalangan fazoning Banax fazosi bo'lishi isbotlangan. X =C[-1,1],
Y=GC[-1,1] bollgan holda L(X.¥) ning to'la bo'lmagan chiziqli
normalangan fazo bo’lishi isbotlangan. Bundan tashqari Banax-
Shteynxaus teoremasi (tekis chegaralanganlik prinsipi} isbotlangan va
uning yordamida X va Y lar Banax fazolari bo'lgan holda chizigli
uzluksiz operatorlar fazosi L(X,Y) - ning kuchli yaginlashishga nisbatan

ham to’la bo'lishi ko'rsatilgan. 14-§ teskari operatorlar, ularning asosiy
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Xossalariga  bag'ishlangan. Bu  paragrafda  chizigli  operator
teskarilanuvchan bo'lishining zaruriy va yetarli shartlari keltirilgan.
Shuningdek chegaralangan teskari operator mavjud bo'lishining yetarli,
zaruriy va yetarli shartlari keltiriladi. Keltirilgan teorema shartlarining
bajarilishiga doir misollar qaralgan. Navbatdagi 15-§ da Banax va Hilbert
fazolarida berilgan operatorlarning go‘shmalari ta'riflanib, ularning
asosiy xossalari bayon qilingan. Hilberl fazolari 7, va L,[a, b] larda
ko'paytirish operatorining o'z-o'ziga qo'shmalik kriteriysi berilgan.
Lyla, b] fazoda K(x,y) yadro bilan aniglanuvchi integral operatorning
0'z-0'ziga qo'shmalik shartlari keltirilgan. So‘nggi 16-paragrafda chizigli
operatorlarning spekiri klassifikatsiya qilinib, ularga doir misollar
qaralgan. Chiziqli uzluksiz operatorning spektri bo’sh bo'lmagan yopiq
to’plam ekanligi isbotlangan. Muhim spektr, goldig spektr va chiziqli
operatorning xos giymatlarini topishga doir misollar ¢aralgan. Spektri
kompleks sonlar to'plami € bilan ustma-ust tushuvchi chizigli
operatorga misol keltirilgan.

11-§. Chizigli uzluksiz operatorlar

Biz asosan chizigli operatorlarni garaymiz. Chiziqli operatorlaring
aniqlanish sohasi va qiymatlar to'plami chiziqli normalangan fazolarning
gism fazolari bo'ladi. Shunday qilib, bizga X va Y chizigli normalangan
fazolar berilgan bo'lsin.

11.1tanif. X fazodan olingan har bir x elementga Y fazoning
yagona y elementini mos qo'yuvchi

Ax=y (xeX, yeY)
akslantirish operator deyiladi,
Umuman A4 operator X ning hamma yerida aniglangan bo'lishi

shart emas. Bu holda 4x mavjud va Axel bo'lgan barcha xeX lar

153



to'plami 4 operatorning aniglanish sohasi deyiladi va D(.) bilan
oelgilanadi, ya'ni:
D(.-!]:{xeX: Ax mavjud va Axel }
Agar chiziqgli 4 operator garalayotgan bo'lsa, D(4) ning chizigli
ko'pxillilik (8.6-ta'rifga garang) bo'lishi talab gilinadi, ya'ni agar
x,y e D(4) bo'lsa, u holda ixtiyorty @,f<C lar uchun ax+ §y e D(4).
11.2-taxif. Agar ixtiyoriy x,ye D(4)c X elementlar va ixtiyoriy
a,f € C sonlar uchun
Alax+fy)=adx+ B4y
tenglik o'rinli bo'lsa, A ga chizigli operator deyiladi.
11.3-ta’rif. Bizga 4:X - Y operator va x, e D(4) nuqta berilgan
bo'lsin. Agar y, = Ax, € ¥ ning ixtiyoriy V' atrofi uchun, x, nuqtaning
shunday U atrofi mavjud bo'lib, ixtiyoriy xeUND(A) lar uchun AxeV
bo'lsa, A operator x = x, nugtada uzluksiz deyiladi.
11.3-ta'rifga teng kuchli quyidagi ta'riflami keltiramiz.
11.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy £>0 uchun shunday & =35(¢)>0 mavjud
bolib, |x-x,|<& tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xe D(4) lar
uchun
[ Ax—Ax,] <&
engsizlik bajarilsa, 4 operator x = x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
11.5-ta'rif. Agar x, nugtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy x, ketma-ketlik
uchun || Ax, —Ax,| >0 bo'lsa, u holda A operator x, nuqtada uzluksiz
acyiladi,
Agar 4 operator ixtiyoriy xeD(4) nuqtada uzluksiz bo'lsa, A4
uzhuksiz operator deyiladi.
11.6-ta’rif. Ax=6 tenglikni ganoatlantiruvchi barcha xe X lar

to'plami A4 operatorning yadrosi deb ataladi va u Kerd bilan belgilanadi.
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11.7-ta'rif. Biror xe D(A) uchun y=Ax bajariladigan yeY lar
to'plami A operatorning qiymatlar sohasi yoki tasviri deb ataladi va u
Im/f yoki R(A) bilan belgilanadi.

Matematik simvollar yordamida operator yadrosi va giymatlar
sohasini quyidagicha yozish mumkin:

Kerd={ xe D(4): Ax=06},
R(A):=ImA={ye¥:biror xe D{A)uchun y=Ax}.

Chizigli operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi chizigli ko'pxillilik
bo'ladi. Agar D(A) =X bo'lib, 4 uzluksiz operator bo'lsa, u holda Kerd
yopiq gism fazo bo‘ladi, ya'ni Kerd =[Kerd]. A operator uzluksiz bo'lgan
holda ham Im A < ¥ yopiq gism fazo bo'lmasligi mumkin,

Chiziqli operatorlarga misolar.

11.1-misol. ¥ - ixtiyoriy chiziqli normalangan fazo bo'lsin.

Ix=x, xelX

akslantirish birlik operator deyiladi. Uni chiziglilik va uzluksizlikka
tekshiring.

Yechish. Bu operatorning chizigliligi va uzluksizligi cquyidagi
tengliklardan bevosita kelib chiqadi:

Hox+fy)=ax+fy=alx+fly, |Ix-x)]|=[x-x].
Qo'shimcha qilib aytishimiz mumkinki, uning aniqlanish sohasi,
giymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar o'rinli:

D(I)=X, RU)=X, Kerl={6}.
11.2. X va Y ixtiyoriy chiziqli normalangan fazolar bo'lsin.
0: X »Y, BGx=6

operator nol operator deyiladi. Uni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Nol operatorning chiziqgliligi va uzluksizligi bevosita
tarifdan kelib chigadi. Uning aniqlanish sohasi, giymatlar sohasi va
yadrosi uchun quyidagilar o'rinli:

D(©)=X, R(®)= {8}, Ker(®)=X .
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11.3. Aniqlanish sohasi D(A)=CW[a, 6]cCla, 5] bo'lgan va [, ]

fazoni o'zini-o'ziga akslantiruvchi

4:Cla, b] - Cla, 8}, (AN)= (%)
operatorni garaymiz. Bu operator differensial operator deyiladi. Uni
chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Uning chiziqli ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun
ixtiyorly f,ge D(4) elementlaming chiziqli kombinatsiyasi bo'lgan
o f + Bg elementga 4 operatorning ta’sirini qaraymiz:

(e f + Belx)=la () + Aelx))=a f'(x)+ Bg'(x) = a(f)x)+ BlAg)x).
Biz bu yerda yig'indining hosilasi hosilalar yig‘indisiga tengligidan,
hamda o'zgarmas sonni hosila belgisi ostidan chiqgarish rounkinligidan
foydalandik. Demak, 4 operator chiziqli ekan. Uni nol nugtada
uzluksizlikka tekshiramiz. Ma'lumki, 46=60, bu yerda 6 - Cla:5]
fazoning nol elementi, ya'ni #(x)=0. Endi nolga yaginlashuvchi
f,eD(4) ketma-ketlikni tanlaymiz. Umumiylikni buzmagan holda
a=0, b=1 deymiz.

ol . st
, lim| £,]| = immax|—— = lim——=0.
n+1 "M psnusesi| g+ 1 oo 41

£.()=

Ikkinchi tomondan,

(af,)x)=x", tim| Af, - 48] =lim max!.\'"| =liml=1=0.

N Poxs|

Demak, 4 operator nol nuqgtada uzluksiz emas ekan. 11.2-teoremaga
ko'ra differensial operator aniglanish sohasining barcha nugtalarida
uzilishga ega.

Uning giymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar o'rinli:

R(A) = C[a,b], Kerd = {const}.

11.4. Endi C[a, b] fazoni o'zini-o'ziga akslantiruvchi B operatorni

quyidagicha aniglaymiz:
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{!U')(x}:ik’{x..‘)_)"f:]d{ (11.1)

Bu operator integral operalor deyiladi. Bu yerda K(x,y) funksiya
[a,b]x[a,b] - kvadratda aniglangan, uzlaksiz. K(x,») integral
operatorning o'zagi (yadrosi) deyiladi. B operatorni chiziqlilik va
uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Ma’lumki, ixtiyoriy f e C[a,b] uchun K(x,¢) /(1) funksiya
x va ( ning uzluksiz funksiyasidir. Matematik analiz kursidan ma’lumki,

}K (e ) ()t

integral parametr xe[a,b] ning uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Bulardan B
operatorning aniqlanish schasi D(8) uchun D(B)=Cla, o] tenglik o'rinli
ekanligi kelib chigadi. Integral operatorning chizigli ekanligi integratiash
amalining chiziqglilik xossasidan kelib chigadi, ya'ni ixliyony f,geC[a, b]

va «,feC lar uchun

(B(a_/»ﬁg»(xﬁfjx(x,f)(afowg(r»dr:

= a [K(x.0)f(e)dt + B [K (x.0)g(t)dr = 2 (B)(x) + B(Bg)x)
tengliklar o'rinli. Endi integral operator B ning uzluksiz ekanligini
ko'rsatamiz. f, eCla, 6] ixtiyoriy tayinlangan element va {f,}<Cla, 8]

unga yaginlashuvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. U holda

b
| Bf, - Bfi|| = ungg;{ JE GO ()= fol)de | <
b
< max [ £,(1)~ fole)] max | [K(x.0)et|= €| £, = fo]. (11.2)

Bu yerda

C = max j|l\'(x,)‘)|dl.



¢ nmning chekli ekanligi [a,6] kesmada uzluksiz funksiyaning
chegaralangan ekanligidan kelib chiqadi. Agar (11.2) tengsizlikda #—
da limitga o'tsak,
lim | B, ~ B, < C-lim} £, = /=0
ekanligini olamiz. Agar | Bf, - Bf,||> 0 tengsizlikni hisobga olsak,
lim | 81, - B f,]=0.
Shunday qilib, B integral operator ixtiyoriy nugtada uzluksiz ekan.

B integral operatoming gqiymatlar sohasi va yadrosi integral
operatorning o‘zagi - K(x,y) funksiyaning berilishiga bog'liq. Masalan,
KN{x,1)=1 bo'lsa, B operatorning giymatlar sohasi ImB8 o'zgarmas
funksiyalardan iborat, yani Im B = {f e Cla,bl: f(1) = const}, uning

yadrosi KerB o'zgarmasga ortogonal funksiyalardan iborat, ya’ni
)
KerB ={ f & Cla, b]: [ f(t)dt = 0}.
a

11.8-ta’rif. Bizga X normalangan fazoning M to'plami berilgan
bo'lsin. Agar shunday C>0 son mavjud bo'lib, barcha xe M uchun
|x|<C tengsizlik o'rinli bo'lsa, M to'plam chegaralangan deyiladi.

11.9-tarif. X fazoni Y fazoga akslantiruvchi A chizigli operator
berilgan bo'lsin. Agar 4 ning aniqglanish sohasi D(A)=X bo'lib, har
ganday chegaralangan to'plamni yana chegaralangan fo'plamga
akslantirsa, A ga chegaralangan operator deyiladi.

Chizigli operatorning chegaralanganligini  tekshirish  uchun
quyidagti ta'rif qulaydir.

11.10-ta’rif. 4:X — V' chizigli operator bo'lsin. Agar shunday C >0
son mavjud bo'lib, ixtiyorty x e D(4) uchun

Jaxj<C|x| {11.3)

tengsizlik bajarilsa, A chegaralangan operator deyiladi.
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11.11-tarif.  (11.3) tengsiziikni qoncalaniiruvchi ¢ sonlar
to'plamining aniq quyi chegarasi 4 operalorning normasi deyiladi, va u
| 4] bilan belgilanadi, ya'ni
|A=infC.
Bu tarifdan ixtiyoriy xe D(4) uchun [Ax|s|[-{x| tengsiziik
o'rinli ekanligi kelib chiqadi.
11.1-teorema. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga

akslantiruvehi chizigli chegaralangan A operatorning normasi | A uchun

4
141 = sup | x| = sup I'r/x]h (11.4)

tenglik o'rinli.
Isbot. Quyidagicha belgilash kiritamiz
| Ax I|

o x|

a—sup

4 chizigli operator bo‘lgani uchun

J' [
-s.upll X —-—5up| I\"
T2l |J\| " .

Ixtiyoriy x#0 uchun
4]
[=]

Demak, ixtiyoriy xe X uchun | 4x]| < | x| Bundan esa

=

[l se. {11.5)
Aniq yuqori chegara ta'rifiga ko'ra, ixtiyoriy £>0 son uchun, shunday

x, # ¢ element mavjudki,

a-S

<4
1 _
tengsizlik bajariladi. Bu yerdan & >0 ixtiyoriy bo'lgani uchun,

a<|]. (11.6)
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{(11.5) va {(11.6) lardan || 4= tenglik kelib chigadi. A
11.1-tasdiq. Chizigli chegaralangan / operator uchun

sup | 4 x = sup | 4]

ffe Jrist
tenglik o'rinli,

11.1-tasdigni mustagil isbotlang.

X chizigli normalangan fazoni Y chizigi normalangan fazoga
akslantimavchi chizigli chegaralangan operatorlar to'plamini  L(.X,Y)
bilan belgilaymiz. Xususan, X =¥ bo'lsa L(X,X)=L(X).

11.1-natija. Ixtiyoriy A€ L(X,¥) va xeD(d), |x|=1 uchun

[ 4x] </ A4] (11.7)
tengsizlik o'ninli.

(11.7) tengsizlikning isboti {11.4) tengsizlikdan kelib chigadi.

11.12taxxif. 4: X > VY va B:X —Y chiziqgli operatorlarning
yig'indisi deb, x € D{A)N D(B) elementga y=Ax+BxeY elementni mos
go'yuvchi C = 4+ B operatorga aytiladi.

Ravshanki, C chiziqgli operator bo'ladi. Agair 4, Be L(.Y,Y) bo'lsa, u
holda € ham chegaralangan operator bo'ladi va

[Cll=14+B]<]4]+| 8] (118
tengsizlik o‘rinli. Hagigatan ham,

|Cx|=)Ax+ B | x|+ Bal < AL+ |81 h < (Al BD) 1
Bu yerdan (11.8) tengsizlik kelib chigadi.

11.13-ta’rif. 4 chizigli operatorning « songa ko'paytmasi x
elementga o Ax elementni mos qo'yuvchi operator sifatida aniqlanadi,
ya'ni

(a A)x)=« 4x.

1i.14-ta’rif. 4:X Y va B:Y - Z chizigli operatorlar berilgan

bo'lib R(A) = IXB) bo'lsin. B va 4 operatorlarning ko'paytmasi degandaq,
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har bir xe D(J) ga 7 fazoning z = B(Ax) elementini mos qo'yuvchi
C=BA: X > Z operator tushuniladi.

Agar 4 va B lar chizigli chegaralangan operatorlar bo‘lsa, u holda
C ham chiziqli chegaralangan operator bo'ladi va

R (11.9)
tengsizlik o'rinli. Hagigatan ham,
fext, =1 840, <181 4x], | 8-J4 |-l

Bu yerdan (11.9) tengsizlik kelib chigadi.

Operatorlamni go'shish va ko'paytirish assolsiativdir. Qo'shish amali
kommutativ, lekin ko'paytirish amali kommutativ emas.

Agar X va Y lar chizigli normalangan fazolar bo'lsa, L(X,Y) ham
chizigli normalangan fazo bo'ladi, ya’ni p:L(X,V)— R,

p(4) = sup || 4]

funksional normaning 1-3 - shartlarini ganoatlantiradi.

11.2-teorema. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga
akslantiruvchi 4: X — Y chizigli operator berilgan bo'lsin. U holda
quyidagi tasdiqlar teng kuchli:

1) A operator biror x, nuqtada uzluksiz;

2) A operator uzluksiz;

3} A operator chegaralangan.

Isbot. 1) — 2). Chiziqli A operatorning biror x, nugtada uziuksiz
ekanligidan uning ixtiyoriy nugtada wuzluksiz ekanlgini keltirib
chigaramiz.

A operator x, nuqtada uzluksiz bo'lganligi uchun, x, ga intiluvchi
ixtiyoriy {x'} kelma-kellik uchun Ax? - Ax,. Ixliyoriy x'e D(.{) nuqta
uchun, x, —x’ ekanligidan Ax, —» Ax’ kelib chigishini ko'rsatamiz.
¥, =X, —x'+ Xy = x, deymiz. U holda

lim Ay, = lim A(x), - x'+ x0)= lim (4x), - Ax'+ Ax0)= 4%,
b =g —p
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Bu esa

lim 4x;, = A4x'
n—x

ekanligini bildiradi. Demak, 4 operator ixtiyoriy x' nugtada uzluksiz.
2) +3). A operatoming uzluksiz ekanligidan uning

chegaralanganligi kelib chiqishini ko'rsatamiz. Teskaridan faraz gilaylik,
{ chiziqli operator uzluksiz bo'lsin, lekin chegaralangan bo'lmasin, ya’ni
ivtiyoriy € >0 son uchun shunday x, e D(4) element mavjud bo'lib,
l4x]=Clx]
bo'lsin. Agar C=ne N desak, ixtiyorly ne ¥ uchun shunday x, e D(A)
mavjudki, | Ax,| = n| x| tengsizlik bajariladi. Quyidagi

X,

Gy=
x|
ketma-ketlikni qaraymiz. Ko'rinib turibdiki, &, — &, ya’ni

e xn!f'al—-)ﬂ.
n

Ikkinchi tomondan,

JI—
I !

Bu qarama-qarshillk 4  operatorning chegaralangan  ekanligini

Lx |21

“n

|4, —46]=

A=l

ko'rsatadi.
3)—>1). A chizigli chegaralangan operatorning biror nuqtada

uzluksizligini ko'rsatamiz.
Tarifga ko'ra, shunday C>0 son niavjudki, ixtiyoriy xe D(d)
uchun
| 4}, =},
tengsizlik bajariladi. Faraz qgilaylik, {x,} - x ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy
ketma-ketlik bo'lsin, u holda 4x, — Ax ekanligini ko'rsatamiz;

[, = 4x]=] Als, =)< Clx, - x] 0.
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ya'ni Ax, > Ax. A

11.2-natija. A chizigli operator chegaralangan bo'lishi uchun uning
uzluksiz bo'lishi zarur va yelarli.

11.5-misol. Birlik va nol operatorlarning (1i.1 va 11.2-misollar)
chegaralangan ekanligini ko'rsatib, ularning normasini hisoblang.

Yechish. Birlik operatorning chegaralangan ekanligini ko'rsatib,
normasini hisoblaymiz. Ixtiyoriy xe £ uchun }/x]=]x| tenglik o'minli
Ta'rifga ko'ra, / chegaralangan va uning normasi § ga teng. Sndi nol
operatorning chegaralangan ekanligini ko'rsatib, unirg normasini
topamiz. Istalgan xe £ uchun [@x|=|¢|=0 tenglik o'rinli. Bundan
[©ll=0 ekanligi kelib chigadi. Nol operator Z(X,}) chizigli normalangan
fazoning nol elementi bo‘ladi.

11.6. 113-misolda keltirilgan  A4:C[a,b] > Cla.6] differensial
operatorning chegaralanmagan ekanligini ko'rsating.

Yechish. Buning uchun 4 akslantirishda 0{4)=C"[o,1] fazodagi
birlik shar B[f,] ning tasviri chegaralanmagan to’plam ekanligini
ko'rsatish yetarli. Birlik shar B[6,1]] da yotuvchi {f,} ketma-ketlikni
quyidagicha tanlaymiz:

L) =x" |/, ]=max[xf=1.
U holda
(4f,)x)=n-x"", ||A_/;,||=lg}%in-x"!:n.
Bundan
fim [l 4f,]=
ekanligi kelib chiqadi. Demak, differensial operator chegaralanmagan
ekan.
11.7.  114-misolda  keltiilgan  B:C[a,b]= Cla,]  integral

operatorning chegaralangan ekanligini ko'rsating.
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Yechish. 11.4-misolda B operatorning uzluksiz ekanligi
ko'rsatilgan edi. 11.2-natijaga ko'ra, u chegaralangan bo'ladi.
11.8. C[-1,1] fazoda x ga ko'paytirish operatorini, ya'ni
B:Cl-11]>C[-11], (BN )(xX)=x f(x) (11.10)
operatorni  garaymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko'rsatib,
normasini toping.

Yechish. B operatorning chizigli ekanligi oson tekshirladi
Uzluksiz funksiyalarning ko'paytmasi  uzluksiz ekanligidan B
operatomning aniqlanish sohasi D(B)=C[-1,]] ekanligi kelib chiqgadi. Endi
B operatorning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz.

1B/ = max|x £(x)| < max| x | - max| £} = 1| /-
Bu lengsizlikdan B operatoming chegaralangan ekanligi va | Bj=1
kelib chigadi. Ikkinchi tomondan, agar f,{x)=1 desak, u holda

170

ni olamiz. Yuqoridagilardan |Bf=1 kelib chigadi.

(BA)x)=x |BAI=t |B]z

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, L,[-1, 1] Hilbert fazosida ham
(11.10) tenglik bilan aniglangan B operator chiziqli chegaralangan
2e'lib, normasi 1 ga teng bo'ladi.

119. Endi ¢, fazoda ko'paytirish operatorini, ya'ni

Al >0y, (4x),=a,x,, sup|a,|=a<xe (11.11)
nzl
~Seratorni  qaraymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko'rsatib,
. masini toping.
Yechish. Ixtiyoriy xe ¢, uchun 4 xe(, ekanligini ko'rsatamiz:

= -

I\(m.,lz =3 |a ssupla,f Y |x, = a5 ] (11.12)
n=} nzl 1

n=| n=
Bu munosaballardan D(d)=¢, ekanligini olamiz. Endi uning chizigli
ekanligini ko'rsatamiz. A4 operatorning aniqlanishiga ko'ra
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(Max+py)), =alax, +fy,)=0a,x, +Bay, =clix), + f1y),
Demak, 4 chiziqli operator ekan. Uning chegaralangan ekanligi (11.12)
tengsizlikdan kelib chigadi. Bundan tashqari (11.12) tengsizlikdan jA|<a

ekanligi ham kelib chigadi. 4 operatorning normasi |4}=«¢ ekanligini

isbotlaymiz. Buning uchun {, fazoda {e,,}:‘,__I ortonormal sistemani
((58)ga qarang) olamiz. 4 operatorning aniqlanishiga ko'ra, ixtiyory

ne N uchun Ade, =a,e, tenglik o'rinli. Bundan va (11.7) dan

lalz]4e,|=lacli=la]-{e|=|a]
munosabat kelib chigadi. Bu tengsizlik ixtiyoiy »se¥N da o'rnii
bo‘lgani uchun

| 4|z sup|a,|=u (11.13)
"zl

ni olamiz. Demak, | 4] = a tenglik isbotlandi. &

Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar
i. L[-11] Hilbert fazosida (11.10) tenglik bilan aniglangon B
ko'paytirish operatorining chizigli chegaralangan ekaniigini ko'rsatib,
uning normasini toping.
2. I,la, b] Hilbert fazosida (11.1} tenglik bilan aniglengan B integral
operatorning chiziqli chegaralangan ekanligini ko'rsating.
3. L,[-,z] Hilbert fazosida (11.1) tenglik bilan aniglangan B integral
operatorning o'zagi K(x,t)=cos(x-1) bo'lgan holda, uning yadrosi KerB
va qiymatlar sohasi R(8) ni tavsiflang.
4. 11.3 va 11.8-misollarda keltirilgan operatorlar yig'indisini toping.
5. Integral operator

A:Cl-LI) = C=-111, (4 f)x)= _|[(l +xy)f (y)dv

va 11.8-misolda keltirigan x ga ko'paytirish operatori B larning
ko'paytmasini toping. AB= B4 tenglik to'g'rimi?
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6. Agar 4,Be L(X,¥) bo'lsa, u holda ||A|-|B||<|4-B| tengsizlikni
isbotlang.

7. Aytaylik, X chizigli normalangan fazo bo'lsin. p:X - R, p(x)=[x|
akslantirishning uzluksizligini isbotlang.

12-§. Normalangan fazolarda chiziqli funksionallar

Ma'lumki, chizigli funksional va uning nollari 6-§ da o'rganilgan
edi. 7-§ da esa L, gism fazoda aniqlangan f, chizigli funksionalni p
qavarig funksionalga «bo'ysungan» holda butun L fazogacha chizigli
davom ettirish mumkinligi haqidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan
edi. Biz bu paragrafda chizigli funksionalning normasini saqlagan holda
uni butun L fazogacha davom ettirish mumkinligi hagidagi Xan-Banax
teoremasini isbotlaymiz, hamda funksional fazolarda chiziqli uzluksiz
funksionallaming umumiy ko'rinishidan foydalanib, asosiy funksional

fazolarga qo’shma fazolamni izomorfizm anigligida topamiz.

12.1. Chiziqli funksionallar

Agar operatorning giymatlari sonlardan iborat bo'lsa, bunday
operator funksional deyiladi (6.1-ta'rifga garang). Agar X chizigli fazoda
aniglangan f funksional uchun quyidagi shartlar bajarilsa
1) fx+x)=f(x)+ f(r,), Vx,x,eX; additivik
2) fAx)=1f(x) VxeX,V¥ieC (yoki R) birjinslilik
J ga chiziqli funksional (6.2, 6.3-ta'riflarga garang) deyiladi.

12.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy &>0 uchun shunday & = 8(¢)>0 mavjud
bo'lib, []x—xoﬂ <d tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xe D(f) lar

uchun |f(x) - f{x,)| < ¢ tengsizlik bajarilsa, { funksional x=x, nugtada
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uzluksiz deyiladi, Agar f funksional ixtiyoriy xe D(f) nuglada uzluxsiz
bo'lsa, j° uzluksiz tunksional deyiladi.

12.1-ta'rifga teng kuchli bo'lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz.

12.2-taif. Agar x, nuqtaga yaginlashuvchi ixtiyoriy x, ketma-ketlik
uchun |f(x,)~ f{x,)| > 0 bolse, u holda [ frwnksional x, nugtada
uzluksiz deyiladi.

C - kompleks sonlar to'plami (R - hagiqgiy sonlar to'plasni) Bauax
fazosi bo'lganligi uchun 11-§ da chizigli operatorlar uchun o'rnatilgan
teorema va tasdiglar chiziqli funksionallar uchun ham o'rinii bo‘ladi.

12.1-teorema. X chiziqli normalungan fazoda aniglangan chizigli
funksional biror x,e X nuqtada uziuksiz bo'lsa, u holdu bu chizigli
funksional butun X fazoda uzluksiz.

12.2-teorema. X chizigli normalangan fazoda aniglangan chizigli [
funksional uzluksiz bo'lishi uchun uning chegaralangan bo'lishi zarur va
yetarli.

Xuddi chizigli operatorlardagidek | f(x){<M|x[| tengsizlikn!

ganoatlantiruvchi M sonlaming aniq quyi chegarasi f funksionalning
normasi deyiladi va | f|| bilan belgilanadi. Shunday gilib,

| I<hs s
Bundan tashqari, chizigli chegaralangan funksionalning normasi || f|

uchun quyidagi tenglik o'rinli:

lifll—sup|f(\)|-sw| ﬁ)l (12.1)

12.3-teorema. (Xan-Banax). £ kompleks chizigli nornalangan fazo,
Ly - E ning qism fazosi va f, - E, da aniglangan chiziqli uzluksiz
funksional bo'lsin. U holda f, ni normasini saglagan holda E da
aniglangan f chizigli funksionalgacha davom ettirish mumkin, ya'ni
f&)=f(x) xeE, va 171, :"f“"ao
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) A,
1Az supl s =supf 1~ L <1
el azl ”_l
tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu ikkala tengsizlikdan |f[=! tenglikni
olamiz. 7.6-misoldagi kabi C[-11] chizigli fazoda g, ye¥,[-10]

funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:

g = [x{)yndr + ]’.\-{:]m. xel. {12.4)

-1 ]
Ma'lumki, istalgan ye¥,[-10] uchun g, funksional f, funksionalning
c[-11] fazogacha davomi bo'ladi. g, funksional uchun Xan-Banax
tecremasining tasdig’i o‘rinlimi2 Boshqacha aytganda | f| = || gy" tenglik
qanday yel,[-10] lar uchun o'rinliz Cla,b] fazodagi chiziqli uzluksiz
funksionalning umumiy ko'rinishi hagidagi F. Riss - 12.4-teorema,
hamda (12.19) tenglikdan foydalansak, (12.4) ko'rinishdagi davomlar
ichida yagona g, funksional f, funksionalning normasini saqlagan holda
L=C[-1]] fazogacha davomi bo'ladi. 7.6-misolda f, funksionalni (7.1)

sharini saglagan holda cheksiz ko’p (kontinuum) usul bilan L fazogacha

davom ettirish mumkin edi.

12.2. Qo'shma fazolar

Chizigli funksionallaming umumiy ko'rinishidan foydalanib,
go'shma fazoni ayrim hollarda izomorfizm aniqligida topish mumkin.

12.3-ta’rif. X normalangan fozoda aniqlangan, chiziqli uzluksiz
funksionallar fazosi X ga go’shma fazo deyiladi va X" bilan belgilanadi,
ya'ni X' =L(X,C).

Bundan keyingi 13-§ da ya'ni chiziqli uzluksiz operatorlar fazosl
mavzusida biz ¥ to'la fazo bo'lgan holda L(X.V) fazoning Banax fazosi
oo'lishini isbotlaymiz. Shunga ko'ra (13.1-natijaga qarang) X chizigli

normalangan fazoga qo'shma bo'lgan X'=/(X,C) fazo Banax fazosi
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boladi, Chunki, kompleks sonlar to'plami C =Y to'la nomalangan fazo.
Qo'shma fazolarni o'rganishni eng sodda holdan, yani X fazo n
o'lchamli (hagiqiy yoki compleks) chiziqli fazo bo’lgan holdan
boshlaymiz.
12.2-misol. X 1 o'lchamli (haqigiy yoki compleks) chizigli fazo
bo'lsin. Bu fazoda biror e;,e,,...,e, bazisni lanlaymiz. U holda har bir
x e X vektor yagona ravishda
@ (12.5)

) izigli ional
ko'rinishda tasvirlanadi. Agar f - X da aniglangan chizigli funksio

bo'lsa, u holda ravshanki,
i 12.6
flx)=2% x.f(e) S
i=l

" it bazis

bo‘ladi. Shunday ekan, chizigli funksional o'zining  €[,€3s--+>€n '

o ; ; § ashqgari
vekiorlardagi giymatlari bilan bir giymatli aniglanadi. Bundan tashq
bu qiymatlarni ixtiyoriy berish mumkin. Ushbu 81:82s--+28n
funksionallarni

0, agar i#J

g,(e=)={

deb aniqlaymiz. Ko'rsatish mumkinki, bu funksionallar ~chizigli

bog‘lanmagan. Agar xe X element (12.5) ko'rinishda bo‘lsa, U holda

1, agar = j

g,(x)= x, tenglik bajariladi. Shuning uchun (12.6) formulani

1) =3 g )f )

ko'rinishda yozish mumkin. Shunday qilib g(,82,---+8n funksionallar .X
fazoda bazis tashkil gilar ekan, yani X° bam n o'lchamli fazodir. ¥
dagi gi,g»....,g, bazis X dagi ,e,...,¢, bazisga ikkilamchi bazis deb

ataladi.
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X fazoda aniglangan har xil normalar X' fazoda har xil normalarni

keltitib chiqaradi. Hozir biz X va X' fazolarda bir-biriga mos keluvchi

normalarga misol keltiramiz.
a) Yuqoridagi » - o'lchamli X va X' fazolarni garaymiz. Har bir

xe X uchun {12.5) o'rinli bo'lib, x ning normasi

1i=(31 )

formula bilan aniglangan bo'lsin. U holda ixtiyoriy fe X' uchun

< Bl 8

tengsizlikka ega bo‘lamiz, bu yerda f, = fle,), i€ {1,2,..,n}. Agar

)= lz o

ii 2(x)f(e)

= I%' 2 x|
,L!m_f,l l

5, =37
desak,

|£G)= i,z'f(e" =’§'llf.i2=1v’§|f,i2 .
Bundan

71= 2
tenglikni olamiz, Shunday ekan, X va X' fazolarda
Il=Slsf va 1= Sl
normalar bir-biriga mos kelar ekan.

b) Endi X fazodagi har bir x< X element uchun uning normast

Ik, =(Ekr ). 1<p<n

formula bilan aniglangan bo'lsin, Bu normaga mos X" fazodagi normani

eniglash uchun Gyolder tengsizligidan ((1.15) formulaga qarang)
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foydalanamiz. U holda har bir fe X' chizigli funksional va ixtiyory

x€ X uchun
x=Fx-¢ va fi)=X /) am=2L %

il

desak, Gyolder tengsizligiga asosan

<[ <(3ur ) (r ) =(50) 1

=1

lengsizlik barcha x e X lar uchun o'rinli bo'ladi. Bu yerda
] 1 r L
l<p<ow, l<g<o, —+—=1
PSS i P49
Agar x, e X elementning koordinatalarini

_q:f-!ﬁl"’_:, fefl,Zi.nn}

ko'rinishda tanlasak (agar f, = 0 bo'lsa, x, = 0 deb olinadi}, u holda

7 '|f,|q_2 L= 20, ie{l2n

r Lyr
==l =[f-! ] = |xl
tengliklar o'rinli bo‘ladi. Chunki
1

YT | o M -1 -] =—
l=l=lET =1A e 2=l 5

va

E
:

Uholda x,-f =l £ va x,-/=|x|" tengliklargako'ra
i ]1
| o 2 v (e Yo
R R AR AR

=(Zr ) [u') - (B) 1),

Demak, / funksionalning normasi uchun quyidagi tenglik o'rinli
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1A, = [I'z'll.f; ¥ ]l -

Shunday qilib, X va X" fazolarda mos normalar juftligi

I=], = @I,\-.‘:‘" ]1 Iy, = @lf,\"j“i (12.8)

ko'rinishda bo'lar ekan. Bu yerda p va q sonlar (12.7) munosabatni
qanoatlantiradi.

c) X fazodagi har bir xe X uchun (12.5) tasvir o'rinli bo'lib, »
ning normasi

Ixh =3

formula bilan aniglangan bo'lsin. Ixtiyoriy fe X' chizigli funksional va
barcha xe X larda

n
I&)=X A, f=r) iell2. .n)
1=}
tenglik o'rinli bo'lgani uchun

=317 < st (Sl ) = maxis] 1,

ve'ni

{fl=max|f].
Iizn

Faraz gilaylik, biror iy €{1,2,....n} uchun

| fil=max | £ |

Xy Z(O’O""’O'I’O""’OW
I;J ’

[ )] =

bo'lsin. Agar

desak, | x, l=1 va

S l = max

(E55T)

A= max(f|-| %)
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tengliklar o'rinli bo'ladi. Bundan
|.1= max{/|
tenglikka ega bo'lamiz. So'nggi normani biz |-}, bilan belgilaymiz.

Matematik analizdan ma'lumki, ((1.19) ga garang)

=], = S = pnl=loL
Shunday qilib, A va X" chekli » - o'lchamli fazolarda

bl =2imls [71=max 1]

180

(12.9)

p - H 2 7
lar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligini hosil giladi. Agar biz (127)
= ni

munosabatni saglagan holda g —» da limitga 0 ‘tsak, p=1va 4=

tik
olamiz. Demak, {12.9) nomalar juftligi (12.8) normalar juftligining limi
holati ekan.

d) Endi # - o'lchamli X fazoda norma
] = max x|
o o izigli
formula vositasida aniqlangan bo'lsin.  Ixtiyorly feX chizig
in
funksional uchun f,=fle,), ie{l,2,....m} (€€2::-+:€n lar X fazoning
bazisi) desak, barcha xe X lar uchun
Sx)=2 =
tenglik va
o) = i]j; x| < ||11axi.r,] (ilﬂ) = f}‘?:‘lf.' A=,
1 M= tal 2

tengsizlik o'rinli. Ikkinchi tomondan

element uchun



=311
tonalikka ega bolamiz. Demak, X va X' fazolarda
[x]. =||11|:_LII\-'!_\‘,[. 11, =le| 7 {12.10)
vornalar bir-bitiga mos keluvehi normalar juftligi bo'ladi. (12.10) tenglik

(12.8) tenglikning p — < dagi limitik holatiga mos keladi.

12.3. Endi ¢, fazoni qaraymiz. Ma'lumki, bu fazo

ilx,l" <
=1

shartni qanoatlantiruvchi barcha x ={x,} ketma-ketliklardan iborat va

unda x elementning normasi

l=d, =(E1=1)
tenglik bilan aniqlanadi. Agar biz ¢>1 sonni (12.7) munosabatdan
zniglasak, u holda ¢ fazo £, fazoga izomorf bo'ladi. Buni isbotlash

uchun £ fazoning ixtiyoriy f={f,} elementi yordamida ¢, fazoda

.7(X)=2f,, x, (12.11)

chizigli funksionalni aniqlaymiz. Dastlab (12.11) tenglikning o'ng
tomonidagi qatorning absolyut yaginlashuvchi ekanligini ko'rsatamiz.
Ma'lumki, ixtiyoriy » natural son uchun

1 1 1
Sifwis(Sar ) (Sl ) (S ) b, uza2
el i il inl J

orinli. Birinchi tengsizlikni yozishda biz Gyolder tengsizligidan ({1.15)
tormulaga qarang) foydalandik. Bu yerdan (12.11) tenglikning o'ng
tomonidagi qatorning absolyul yaqinlashuvchiligi hamda f funksional

ichun quyidagi munosabatlar kelib chigadi:
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| /()] =i|‘|.f; x|sUrl, el 171170

Demak, (12.11) tenglik bilan aniglangan f funksional chizigli va

Uzluksiz. Agar ¥, € ¢, elementning haclarini

_\-‘.zz.lfl}"'z, iefl,2,...,. o}
(agar £ =9 bollsa, x =0 deb olinadi) ko'rinishda tanlasak, 12.1-
misolning b) bandidagidek quyidagilarga ega bo’lamiz:
X, f =U,'"/ 20, x,- f, :I!xll”zo, iefl,2,...,z}.

Bizx,et,va roqrye ¢, ekanligini hisobga olsak,
!

P lEn ]S on () =

_[Z") (Ekr) =101, 451,

i
Demak,

171, <11,
Ko'rsatish mumkinki, ¢, fazodagi ixtiyoriy f chiziqli uzluksiz funksionai
(12.11) ko'rinishda tasvirlanadi, .

Shunday  gilib £, va (, p'+q'=1 fazolarning izomorfligi
isbotlandi. Xususan, p=2 ga £3=¢, kelib chigadi. Shuning uchun ¢,
faz0  0'z-0'ziga qo'shma fazo deyiladi. Xuddi shunday ko'rsatish
mumkinki, ixtiyoriy Hilbert fazosining qo'shmasi har: o'ziga izomorf
bo'ladj,

124. Endi ¢, fazoning qo'shmasini topamiz. 12.2-misolning ¢!
bandidagiga O'xshash mulohazalar qilib ko'rsatish mumkinki, ¢, fazoning
90’'shmasi ¢ -, . chegaralangan ketma-ketliklar fazosiga izomorfdir,
Y& £ =m. Quyidagi tasdiqlarni o'quvchiga mustagil isbotlash uchun

qoldiramiz;
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SovtAlary Cemottm antgligida tushunish kerak,
3 Tedl o Chad] tazoga qo'shwa fazoni izomorfizm aniqligida
Nioumid |ed] Kesmada aniqlangan va f=« nuqtada nolga

n chegaralangan funksiyalar fazosi Vo[u,b] orgali

svsolga qarang). Ko'rsatish - mumkinki, bu to'plam
W ozare oo shisk ova ularni songa ko'paytirish amallariga nisbatan

oo teshndl giladic Bu fazoda x elementning normasi !|x|l=V“[x]

S ooan anigianadi. Bu yerda I”'[x] o'zgarishi chegaralangan x
esiwenig L_;j} kesmadagi to'la o'zgarishi. Ko'rsatamizki,
2= il2.4] - bilan [a.b] kesmada aniqlangan barcha chegaralangan

>plamini belgilaymiz. Bu to'plam odatdagi funksiyalarni
>nga ko'paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo tashkil

olga garang) Bu fazoda x elementning normasi
[ = sup |+(0)]
== = oil=z aniglanadi. Har bir x e ([4,4] funksiya chegaralangan va
Suplx(t)]:rur;%‘bclx(l){
= o'fnli oo’lgani uchun C[a 5] fazoni Mia,b] fazoning gism fazosi

mumkin. Endi feC *[u,b] ixtiyoriy chizigli uzluksiz

Normalangan fazolarda Xan-Banax teoremasiga (12.3-
ng) ko'ra, fe(‘*[a b] funksionalni normasini saglagan

-~ zz zuun M[ap] fazoga davom etliish mumkin. F deb f

smzining Clab] dan Mla,b] ga davomini belgilaymiz.

|1, agar a<

F
S
|0, agar <&

o, ( 'f }

<1,
<b
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t€a,b] funksiyalar oilasini garaymiz. Ravshanki, ixliyoriy t<la.b] uchun
p,« Mla,b]. I funksionalning ¢, e Mla,t] elementdagi giymatini «(:) deb
belgilaymiz, ya’ni
u(t)=F(p),  telab].

Natijada [a,b] kesmada « funksiya aniglandi, Bu funksiyaning o'zgarishi
chegaralangan ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun [a.6] kesmani
ixtiyoriy chekli sondagi

{12.13)

a=ly <t <ly<-<l, <1,,=/)

nuqtalar bilan bo‘lakchalarga ajratamiz. (12.13) bo'linishga mos
> ul,) - u(!;_,)[
k=1

yig'indini garaymiz. Agar
ay, =signfult,)=ult, ), k=12....n

belgilashlarni kiritsak, u holda

Zl:li ult,) - ulty, )f = ,“Z;Iak[zl(tk)— u(r,(_,)] =

n 12 |
= Zak[F(w,‘.)—F(w,k_,)F F LZ]% {n, -9, )J
=t iz
F chiziqli funksionalning chegaralanganligi va || =| /| dan
L i n ; | -
S ) -l <171 S, o, )| =1 71
k=1 li%=1 i
tenglik kelib chigadi. So'nggi tenglik
[
tenglikka asoslangan. Shunday qilib, (12.13) ko'rinishdagi ixtiyoriy
bo'linishda

éak(r,a“ ~ |)‘E= Sup, iiai (l/’lk (‘f)"‘/’:k ,(’f)) =1

I .,'E[u,l)][ k=1

oolule) ~ )] <471

tengsizlik o'rinli. Bundan kelib chiqadiki, 1 € }[a,4] va
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velul<| 7] (12.14)

x € Cla,b]- ixiiyoriy element bo'lsin. Har bir n natural son uchun l,5]

kesmani
b—-a
a=ty <ty <ty<---<t, ;<t4,=b, [ =a+ —n—k, k=1,2,...,n (12.15)
nugqtalar yordamida # ta teng bo'lakka ajratamiz va
n
wl)= 2 x Mo, (0-0,,0)] (12.16)
k=l

pog'onasimon funksiyani quramiz. U holda F(y,) quyidagi formula
bo'yicha aniqlanadi:
F(y,) =i-"(ﬂ )[H('k)_“(’k»l)]'
&el

3u y, funksiyalarning aniqlanishidan ko'rinib turibdiki, y,(a)=x{a) va
agar 1, , <r<z, bo'lsa y,(t)=x(t), k=1,2,...,n. Kantor teoremasiga ko'ra,
x funksiya [a.b] kesmada tekis uzluksiz funksiya bo’ladi. Shuning uchun
£>0 uchun shunday &>0 mavjud bo'lib, [/-#|<6 tengsizlikni
gznoatlantinavchi barcha 1,1'e [a,b] lar uchun{x()- x'()| <& tengsizlik
caiariladi. Shunday ekan, n yetarlicha katta bo‘lganda

iy
n

oo'lgant uchun

x:ria:] x{t)-y.(t) = mar _max ix(r)-x(r,)|<e

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan {y, | keime-keilikning x funksiyaga

[o. 8] kesmada tekis yaginlashishi kelib chigadi. £ uzluksiz funksional

bo'lganligi uchun
lim Fy, )= #(x).

I da uzluksiz ¥ va [ 8] da o garishi

kkinchi tomondan

RSN EEa ar ' 1Car



Jxle)dulr)
Riman-Stiltes integrali mavjudligi va (12.16) yig'indi uning (12.15)
bo'linish bo‘yicha integral yig'indisi bo'lganligi sababli
F(x)=lim F(y,)=lim i‘:x(tk)[u(t,,)—u(l,, D= () edulr).

nro s oy 5 1

Ammo, x € C[a,b] bo'lgani uchun F(x)= f(x), ya'ni
f(.\')=jx(/)du(l), (12.17)

tenglik o'rinli. Shunday qilib ixtiyorly xe Cla,b] uchun f(x) (12.1%)
formula bo'yicha aniqlanadi.

Riman-Stiltes integrallari uchun o‘rta giymat hagidagi teoremaga

ko'ra ixtiyoriy x e C[a,b] uchun

W) V2] yoki |/ ()sFlu] 2]

|f(x)l = i?x(r)d.-.-[r)!f max
tengsizlikni olamiz. Bundan
=¥ ul (12.18)
tengsizlik kelib chigadi. Endi (12.14) va (12.18) tengsizliklarni taqqoslab,
=1 lul 2:15)
tenglikka ega bo'lamiz. Olingan natijalardan tashqari yana shuni
ta'kidlash lozimki, ¢,()=0 va F(0)=0 bo'lgani uchun u{a)=F(p,)=0

shart o'rinli.
Endi f funksional uchun olingan natijalarni jamlab, quyidag:

F.Riss teoremasini keltiramiz.

12.4-teorema. Cla,b] fazoda berilgan ixtiyoriy f chizigli uzluksiz
funksional uchun shu f funksional bo'yicha aniglanuvchi shunday
ue¥,[a,b] o'zgarishi chegaralangan funksiya mavjudki, barcha x e Cla,b]

larda (12.17) va (12.19) tengliklar o'rinli.
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Ko'rsatish mumkinki [1], har bir o'zgarishi chegaralangan u e ¥, [a,5]
funksiya (12.17) tenglik yordamida yagona [ €C'[a,b] funksionalni
aniglaydi. Shuning uchun, C'[a,b] dagi chiziqli funksionallar bilan
¥.{a.p] o'zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosining elementlar
o'rtasida o'zaro bir giymatli moslik mavjud. Bundan tashqari | f|=[u]
bo‘lgani uchun, bu moslik izomorfdir, ya'ni €’ [a,6]=V,[a,5].

12.6. Berilgan [a,b] kesmada p(p=1) - darajasi bilan Lebeg
ma'nosida integrallanuvchi funksiyalar sinfini £,[4, 6] bilan belgilaymiz
(8.15-misolga garang). Ma'lumki, L,[a,5] to'la normalangan fazo, ya'ni

Banax fazosidir.

Endi p>1 uchun (12.7) munosabatni ganoatlantiruvchi ¢ sonni
olamiz. Isbotlamasdan quyidagi tasdiqni keltiramiz. Har bir fe L'p[a.b]
funksional uchun yagona yelZ[a,b] element maviud bo'lib, ixtiyory
st,,[a, b] larda

&
S ()= [ x{e) yle)ee {12.20)
tenglik bajariladi va aksincha, ye L [a,6] uchun (12.20) formula ,[a.5] ga

tegishli biror funksionalni aniglaydi. Bundan tashqari (12.20) formula

L;,[a, b] va L,,[a,b] fazolar o'rtasida izometrik moslik o‘rnatadi. Shuning
uchun £,[a,5] va L,[a.b] fazolar o'zaro izomorfdir, yarni L [a;b]= L, [a;5].

Xususan, p=2 da L[a,b]= L,[a,b]. Shuning uchun L,fa, 5] o'z-0'ziga
go‘shma fazo deyiladi.

12.7. Hilbert fazosida chiziqli funksionalning umumiy ko’rinishi
quyidagicha f(x)=(x,y), ya'ni ixtiyoriy f chiziqli uzluksiz funksionalga
shu fazoning yagona y elementi mos keladi, shuning uchun Hilbert
fazosi 0'z-o'ziga qo'shma fazo hisoblanadi. Xuddi shu sababli, #
o'lchamli Evklid fazosi ham o'z-o'ziga qo’shma fazo bo’ladi.
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Mustagil ishlash uchun savol va tepsiiriglar
L 1, >C, /;,(x)zx, chizigli funksionaini normasini sugiagun helda ¢
fazoga chizigli davom eltiring.
2. Chizigli funksional davomi yagonami? Javobni asoslang.
3. f:G[01]>G[01]  f(x)=x(0) funksionaini chizigli chegaralanganlikka
tekshiring.
4. Evklid fazolarida chizigli funksionalning umumiy ko'rinishi ganday
bo'ladi?
5. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[-1,1] dagi barcha tog funksiyalar to'plami
Cc [-11]=1, (8.14-misolga qarang) gism fazo tashkil giladi. L, qism
fazoda f, chizigli funksionalni quyidagicha aniglaymiz:

/:J(X)= lj't.\r(l)a'l, xel,.

1y funksionalni nommasini saqlagan holda C[-1,1] gacha davom ettiring.
6. ¢, I, va ¢ P21 fazolarga qo'shma fazolarni foping.

7. ¢,.c vam fazolarga qo'shma fazolarni toping.

8. Cla,b) fazoga qo'shma fazoni toping.

9. L|a.b] fazoga go'shma fazoni toping.

10. M Hilbert fazosiga go'shma fazoni toping.
13-§. Chiziqli uzluksiz operatorlar fazosi

Bu paragrafda biz chiziqli uzluksiz (chegaralangan) operatorlar
fazosi L(X,¥) ning to'laligi haqgidagi teoremani isbotlaymiz. Operatorlar
ketma-ketligining kuchsiz, kuchli (nugtali) va tekis (norma bo'yicha)
yaqinlashish ta'riflarini beramiz. Ularni misollarda tahiil gilamiz.

13.1tarif. Agar {d4,}c/(X,Y) operatordar ketma-ketligi uchun

shunday Ae L(X,Y) operator mavjud bo'lib, |4, 4! —0. n—o bo'lsa,
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\4,} operatorlar ketma-ketligi A operatorga norma bo'yicha yoki tekis
yaqindashadi deyiladi va 4,—*— A shaklda belgilanadi.
13.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy xe X uchun [4,x—Ax|—>0 bo'lsa, {4,}
operatorlar ketma-ketligi 4 operatorga kuchli yoki nuqtali yaqinlashadi
deyiladi va 4,— 4 shaklda belgilanad..
13.3-taif. Agar ixtiyoriy feY va ixtiyoriy xeX uchun
f(4,x)> f(4x) bolsa, {4,} operatorlar ketma-ketligi A operatorga
kuchsiz yoki kuchsiz ma‘'noda (4,— A) yaqinlashuvchi deyiladi.
13.3-ta’rif Hilbert fazosida quyidagicha bo‘ladi.
13.4-tarif. Agar ixtiyorly x,ye H uchun (4,x,y)— (4x,y) bo'lsa,
{4,} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchsiz yaqinlashuvchi
deyiladi.

13.0-misolL. 4,:£, >4, 4,x=(0,0....,0,x,,%5,x3,...)

n
operatorlar ketma- ketligining kuchli va kuchsiz ma’noda nol operatorga
yaqginlashishini tekshiring.

Yechish. ¢, Hilbert fazosi bo'lganligi uchun 4, : ¢, — 7, operatorlar
ketma-ketligining kuchsiz ma’noda nol operatorga yaginlashishini 13.4-

ta'rifdan foydalanib tekshiramiz. Ixtiyoriy y = (3,,3,,...)€ £, uchun

I(Anxy)')_(ex,Y)[l = :Z;lyxiyruk! S”x}[z k_i'lykil (13.1)

munosabat o'rinli. y € £, bo'lganligi uchun
=5y <oo.
Shunday ekan yaqinlashuvchi gatorning qoldig‘i
Zlnl
n— o da nolga intiladi. Bundan (13.1) ga ko'ra, ixtiyoriy x,ye ¢, larda

|(4,x,¥)—(Ox.y)| ning n—> da nolga intilishi kelib chiqadi. Demak,
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{4,} operatorlar ketma-ketligi nol operator ® ga kuchsiz ma'noda
yaginlashar ekan. {4,} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga kuchli
ma’'noda yaginlashmaydi, chunki
lim| A,x—©x| = lim| x| =] x]=0.
13.2. Quyida berilgan £, Q,  L(¢,) operatorlar ketma-ketligining
kuchli va tekis ma'noda birlik va nol operatorlarga yaginlashishini

teksiring.
Pty =15, P,,x:(x,,x:,, X Ossens s

Qu =/- Rn an =(0’0""’O’Xnﬂ’xlhz’xﬂ*»"‘")
Yechish. Ixtiyorly xef, uchun

2
X, 20,10,

[Qaf =X
k=1
Chunki xe?,, ya'ni
< 2
Il = Sl <.
Shunday ekan, oxirgi qatorning goldig'i
Z—|'rllil !-
dxl
n—>~ da nolga intiladi. Demak {Q,} operatorlar ketma-ketligi nol

operatorga kuchli ma'noda yaqinlashar ekan. Bundan {p=1 -0.}

operatorlar ketma-ketligining birlik operator / ga kuchli ma'noda
vaqinlashishi kelib chiqadi. Endi {Q,} operatorlar ketma-ketligi nol

operatorga tekis ma'noda yaqinlashadimi yoki yo'qmi, shuni tekshiramiz.

<fsl

1051 = 5.

Bundan

jo.]=1 (132)

ekanligini olamiz. Ikkinchi tomondan, Q,e,., =e,,,. Bundan

10,121 0.e..]=1- (13.3)

ol el
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{13.2) va (13.3) dan ixtiyody ne N uchun |0, ]=1 ga kelamiz. Demak,
Q. operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis (norma bo'yicha)
yaqinlashmaydi. Bu yerdan {P,} operatorlar ketma-ketligi birlik operator
I ga tekis yaqinlashmasligi kelib chigadi.
13.3. L,[-1/2, 1/2] Hilbert fazosini 0'zini-o'ziga akslantiruvchi va
(4,f)=x"1(x)
formula bilan aniglanuvchi 4, operatorlar ketma-ketligining nol
operatorga tekis yaginlashishini tekshiring.
Yechish. Ixtiyory f e L,[-1/2,1/2] uchun

a2n

A7F. 034

S e ol ol
AL = L|\ f{.\‘}| dlls—::iz]‘];:i};l.-::"\ 4 _”f{l” dt <

Bundan |, < :-ﬂ tengsizlikni olamiz. Agar biz 0 <|4,| ekanligini hisobga

olib, n - o da limitga o'tsak,
limf 4, - @[ =0.

Shunday ekan, 4, operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis

yaqinlashadi.

Yugorida kuchsiz yaginlasuvchi operatorlar ketma-ketligi kuchli
ma'noda  yaginlashmasligiga  (13.1-misol) va kuchli —ma’noda
vacinlashuvchi operatorlar ketma-ketligi norma bo'yicha
vaginlashmasligiga (13.2-misol) misol keltirildi.

Quyida biz tekis yaqinlashuvchi operatorlar ketma-ketligining
kuchli ma'noda ham yaginlashuvchi bo'lishini va kuchli ma’noda
yaginlashuvchi operatorlar ketma-ketligining kuchsiz ma’noda ham
vaginlashuvchi bo‘lishini isbotlaymiz.

13.1-lemma. Agar {4,}cL(X.Y) operatorlar ketma-ketligi biror
AeL{X,Y) operatorga tekis yaginlashsa, u holda {4,} operatorlar ketma-

nl

ketligi A operatorga kuchli ma'noda ham yaqinlashuvchi bo'ladi.
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Isbot. Lemma shartiga ko'ra |4, — 4|0, n— . U holda ixtiyoriy

xe X uchun

| A,x- x| <|4,-A]]x]
sonli tengsizlikka ega bo‘lamiz. Matematik analizdan ma'lumki,
tengsizliklarda limitga o‘tish mumkin. Bunga ko'ra,

|4, - A} |x[=0

Osli_ml!Anx—Axlfs!i_m

Demak, {4,} operatorlar ketma-ketligi 4 operatorga kuchli ma'noda

ham yaqinlashar ekan.

Shunga o'xshash quyidagi tasdigni, bevosita ta'rifdan fo
isbotlash mumkin.

13.2-lemma. Agar {4,}c L(X,Y) operatorlar ketma-ketligi biror

ydalanib

Ade L(X,¥) operatorga kuchli ma'noda yaqinlashsa, U holda  {4,}
operatorlar  ketma-ketligi 4 operatorga  kuchsiz ma'noda ham
yaginlashuvchi bo'ladi.

Isbot. Lemma shartiga ko'ra, ixtiyoriy x€ X uchun

’!lﬂll Ax—Ax]=0.
U holda ixtiyoriy xe X va (e} * uchun
0<| f(4,0)~ f(ax)=|f(A,x = Ax)| s Ax=Ax||1]
sonli tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu tengsizlikda n—> da limitga o'tib,
0 < lim| f(4,9)~ f(42)| S lim] 4,x = Ax -] £]]=0

munosabatni olamiz. Demak, {4,} operatorlar ketma-ketligi kuchsiz
ma'noda 4 operatorga yaginlashar ekan.

13.1-teorema. Agar ¥ to'la fazo bo'lsa, u holda L(X,Y) fazo ham
to'la, ya'ni Banax fazosi bo'ladi.

Isbot. {d,}cL(¥Y,¥) ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik bo'lsin,
ya'ni m,m—> o da |4,—A,|—0.U holda ixtiyorly xe.\" uchun

" ,4,,.\‘—.4",x|iS|| A, -4, ||||\‘”—) 0, mm—>=.
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Shuning  uchun ixtiyoriy =xe.X da {lv} c ¥  ketma-kellik
fundamentaldir. ¥ to'la fazo bo'lgani uchun {A,,x} ketma-ketlik biror
veY elementga yaginlashadi, Demak, har bir xeX ga {4,x} ketma-
ketlikning limiti bo‘lgan yagona ye¥ element mos go'yilyapti. Bu
moslikni 4:X —» ¥ orgali belgilaymiz:
Ax=}'i_r2/4,,x=y.
Endi AeL(X,Y) ekanligini ko'rsatamiz. Chizigliligi:
Alex, +a.x, )= ,l,i_T,A" (e, + ayx, )= !IiE_(a,A,,x, ta,d,x, )=
=a, linlA"x’ +a, ,l.i»nlA"xz =), .y, = o Ax, +a,Ax,.
Endi 4 ning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. Shartga ko'ra,
|4, -4, | =0, mm—o.
Demak, (11-§ ning 6-topshirig‘iga qarang)
|4, 1=l <04, = 4, [0, nm— 0.
Bundan {4} sonli ketma-ketlikning fundamentalligi kelib chigadi.
Hagiqiy sonlar fazosi R to'la bo’lganligi uchun, {“4.,"} sonli ketma-ketlik
yaqinlashuvchidir, yaginlashuvchi ketma-ketlik esa chegaralangan
bo'ladi. Ya’'ni shunday K >0 son mavjudki, ixiiyorly ne N uchun
4,4 &
tengsizlik bajariladi. Norma ta’rifidan
W< =] s & -]
Bundan esa
Jaxf=|lim 4x] = lim|4x] < K] x].
Bu yerda biz nomnaning uzluksizligidan foydalandik. Endi {4,} ketma-
ketlikni chizigli operatorlar fazosi L{X,¥) da 4 ga yaqinlashishini

ko'rsatamiz.
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Ixtiyoriy £>0 son uchun shunday s, son mavjudki, barcha n > Ay

pe N valx|=1 lar uchun

fa,, x-ax|<e
tengsizlik bajariladi. Agar so'nggi tengsizlikda p—» e da limitga o'tsak
va normaning uzluksizligidan foydalansak, ixtiyoriy #>#, va x[<1 lar
uchun

|dx~4x|<e
tengsizlikka ega bo'lamiz. Shuning uchun ixtiyoriy » > n, da

Pt = subgfba=isd =%
Ll

Demak, L(X,Y) fazodagi norma ma’nosida

limd, =4,

e

Shunday qilib, L(X,¥) fazo to'la fazo ekan. A
13.1-natija. X chizigli normalangan fazoga qo'shma bollgan
X = I{X,C) fazo Banax fazosidir,

Ishot. Komgleks sonlar to'plami C to'la fazo, shuning uchun 13.1-
teoremaga ko'ra, L(X,C) Banax fazosi bo'ladi. A

13.4-misol. L(C,[a,5] C[a,4]) fazoni to'lalikka tekshiring.

Yechish. Y =Cla,6] to'la fazo bo’lganligi uchun 13.1-teoremaga
ko'ra, L(C,Ja. b} Cla.b]) to'la fazo, ya'ni Banax fazosi bo'ladi. A

13.5. £(Cla,b] C,[a,b]) fazo uchun 13.1-tecrema sharti bajariladimi?
U to'lami?

Yechish. ¥ =C,[a,6] fazo to'la bo'lmagan (3.8 va 8.12-misollarga
Garang) normalangan fazo bo‘lganligi uchun 13.1-teorema sharti
bajarilmaydi. Shuning uchun biz £(C[a.56] C,[a,4]) fazoni to'la fazo deya
olmaymiz. Aniqlik uchun a=-1, 6=1 deymiz va L(C[-L]} G[-11)

fazoning to'la emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun C:[— lvl] fazoning
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to'la emasligini ko'rsatishda go'llanilgan (3.8-misol va 3.1-chizmaga
qarang) uzluksiz funksiyalarning
J—I, xe[—-],—l/n],
filx)=3m, xel-1/nl/n) (13.5)
1, xe[l/n,l]

ketma-ketligidan foydalanib, A,eL{C[~L1LG[-11]), ne N operatorlar

ketma-ketligini quyidagicha quramiz:
(4,)x)= 1, () (x). (13.6)
A, operatorning chiziqli va uzluksizligi oson tekshiriladi. {4,} operatorlar
etma-ketligining  L(C[-1,11C;[-1,1)) fazoda fundamental ekanligini

ko'rsatamiz. Buning uchun ||4, ~ 4. normani hisoblaymiz:

I 1 2 2
“An " Am“ = sup ".L,f = Amf" = sup 1[r _ﬂf;,(x)_ ./;n (X)l- |f(.\')|-dX g (13'7)
s 741 Y -

(13.7) va
A= max )=t

-j<xg

ekanligidan foydalansak,

il
“Au L Am” s d ﬂfn(-\'}_./;u(x)r dv = “f;x ™ f;u”(':,[_],]] (13'8]
%]

tengsizlikni  olamiz.  {f,]  ketmaketlikning C,[-11] fazoda
fundamentalligi 3.8-misolda isbotlangan. (13.8) dan hamda {f,} ketma-
ketlikning fundamentalligidan {4,} operatorlar ketma-ketligining
fundamentalligi kelib chiqadi. Lekin {4,} operatorlar ketma-ketligi
L(C[-11] G,[-11]) fazoda yaginlashuvchi emas. Teskaridan faraz gilaylik,
{d,} operatorlar ketma-ketligi biror A e L{C[-1,1] C,[-1,]) operatorga
yaqinlashsin. U holda ixtiyoriy f e Cla,b] uchun _llin:rll||,t,,f—,4f”=0
tenglik o’rinli. Ikkinchi tomondan f,(x)=1 uchun

(A..fn)(x)=j:,(x) neN
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tenglik o'rnli va (df,)x)=g,(x) deylik. 3.8-misolda {f,} ketma-
ketlikning birorta ham uzluksiz funksiyaga C,[-1,1] fazo normasida
yaginlasha olmasligi ko'rsatilgan edi, jumladan {4,f, = f,} ketma-ketlik
8 = 4f, funksiyaga ham yaginlasha olmaydi. Bu garama qarshilik {4,}
operatorlar  ketma-ketligining yaginlashuvchi emasligini  bildiradi.
Demak, L(C[-11} ¢,[- 1]} to'la bo'lmagan normalangan fazo ekan. A

Banax-Shteynxaus teoremasi yordamida ko'rsatish mumkinki, agar
X va Y lar Banax fazolari bo'lsa, u holda L(X,¥) fazo kuchli
yaqginlashishga nisbatan ham to'la bo'ladi.

13.2-teorema. (Banax-Shteynxaus yoki tekis chegaralanganlik
prinsipi).  Agar chizigli uzluksiz operatorlarning {4,} ketma-ketligi X
Banax fazosining har bir nuqtesida chegaralangan (ya'ni har bir x& X
uchun shunday M, >0 mavjud bo'lib, ixtiyoriy ne N uchun

l4.x[<M, (13.9)

tengsizlik o'rinli) bo'lsa, u holda bu operatorlarning normalaridan tuzilgan
{4} sonli ketma-ketlik ham chegaralangan bo'ladi.

Isbot. Avvalo (13.9) shart bajarilganda shunday

Bla,.r,]={xex: | x—a‘,”Sr,,}

Yopiq shar mavjud bo’lib, bu sharda {4,x}>, ketma-ketlik chegaralangan
bo'lishini (ya'ni shunday A, >0 son mavjud bo'lib, ixtiyotiy x & Bla,.’;]
va barcha ne N larda | 4,x| < M, tengsizlik bajarilishini) ko‘rsatamiz.

Teskaridan faraz gilaylik, ya'ni {4,x}*, ketma-ketlik birorta ham yopiq

n=l
sharda chegaralangan bo'lmasin. Ixtiyoriy B[x,,z,] shar olamiz. {4},

ketma-ketlik  B[x,.£,/2] sharda chegaralanmagan bo'igani uchun

j A, %) jl >1

shunday x, € BJx,,5,/2] element va s, nomer mevjudii,

bo'ladi. 4, operatoming uzluksizligidan bu tengsizlik
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.8l Blx..e, /2] sharda ham bajaiiladi. Bv,, e, 12] sharda lr".u‘-':.:|
ketma-ketlik chegaralanmagan ho'lgani uchun shunday x, e/![.r,,s,/Z]
ment va n, nomer mavjudki, “/‘I.,U l' -2 sharl bajariladi, 4,, ning
azluksizligidan bu tengsizlik II[\,.( ]c /J[,\,, |/2] sharda ham bajariladi
va hokazo k-chi gadamda Blx, .€, .| sharming x, nuqtasida “ A, %, :’>k
shart  bajarladi. 4, ning  uzluksizligidan  bu  tengsizlik
Blx,.c, )< Blx, ,,&,,/2] sharda ham bajariladi. Demak, ichma-ich

;oylashgan va radiuslar nolga intiluvehi
B[xO,EO]D Blx.g ]2 Blxe.6 ]2
vopiq sharlar ketma-ketligining barchasiga garashli bo'lgan e B[xk,gk]

A, %[>k tengsizlik bajariladi.

element mavjud va barcha 4 e N larda
Bu esa (13.9) ga zid. Shunday qilib, {A,,x}::, ketma-ketlik chegaralangan
bo'ladigan  Bla,,r,] yopig shar mavjud. Ixtiyoriy xeB8[0,1] uchun
»'=r,x+a, nuqta Bla,,r,] sharda yotadi. Shuning uchun, ixtiyory n da
A xl<df. Endi x = 5, '(x~a,) tenglikdan foydalansak,

(|
4x '—f 'l ( “(x-a, )]|- 2 A x =i, <

[}

<! (lax1+1.0,))< i +|4a])s : (M, + M, )=m
I, ¥ r

U [} i

U holda
4x[<sM. a

[, ]l = sup|
Lt

13.3-teorema. Agar X va Y lar Banax fazolari bo'lsa, u holda
L(X,Y) operatorlar fazosi kuchli yaqinlashishga nisbatan to'ladir.

Ishot. Istalgan xe X da {4,x} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lgani
uchun, har bir xe X da lim 4,x mavjud va biz .ix = lim s x=y tenglik

bilan aniglanuvchi A Operatorga ega bo'lamiz. Bu operatorning
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chizigliligi 13.1-teorema isbotida kellitilgan. Endi uning chegaralangan
ekanligini ko'rsatamiz. Har bir xeX da }4,x} kelma-ketlik
yaqinlashuvchi bo’lgani uchun, u chegaralangandir. Banax-Shteynxaus

teoremasiga ko'ra, ixtiyorly ne ¥ da |4,/ M o'rinli. Bundan
[l Ax !! = ii!lim A.x !i =lim | Ax|< M- ]xlf

Demak, |4]|sAM . A

13.6-misol. 13.2-misolda keltirilgan

Pty —>ta,  Px=(x.x5....,%,,0....,0,...)
operatorlar  keima-ketligi Banax-Shieynxaus teoremasi shartlarini
qanoatlantiradimi?
Yechish., P, :{, =, operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus
teoremasi shartlarini ganoatlantiradi. Hagiqatan ham, Y =¢, va ¥ = (,-

lar Banax fazolari. P, ning chegaralangan ekanligi oson tekshiriladi.
Har bir x e £, nuqtada {P, x} chegaralangan eranligi
|2xl= Sl < El =lxl= .
munosabatdan kelib chigadi.
13.7. L(¢,) fazo kuchli yaginlashishga nisbatan to’la fazo bo‘ladimi?
Yechish., X =Y =¢, lar to'la fazolar bo'lganligi uchun 13.3-teoremaga

ko'ra L(¢,) fazo kuchli yaginlashishga nisbatan to‘la fazo bo'ladi.

Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Operatorlar ketma-ketligining kuchsiz, kuckli va
yaqindashishlarini ta'riflang.
2. Kuchli yaginlashuvchi, lekin tekis yaginlashmaydigan operatoslar
ketma-ketligiga misol keltiring {13.2-misolga qarang).
3. Kuchsiz yaqinlashuvchi, lekin kuchli yaqinlashmaydigan operatorlar
ketma-ketligiga misol keltiring (13.1-misolga qarang).
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4. I(¢,) fazo kuchli yaginlashishga nisbatan to'la fazo bo'ladimi? 13.3-
teoremadan foydalaning.
S. 13.2-misolda keltirilgan Q, : €, > £,

Q,,X=(0,...,0,x,,+1,-\’,,+2,-\',,+3,---)l
operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teoremasi shartlarini
ganoatlantiradimi?
6. A,:Li-7.7]- L[- 7,7,

(4, fXx)= j cos nx cos nyf (v)dy

operatorlar ketma-ketligini nol operatorga kuchli va kuchsiz ma’noda
yaqinlashishga tekshiring.
7. {4} L(c[-L1}L,[-11])  operatorlar  ketma-ketligini  quyidagicha
aniqlaymiz:

(A4,.)x)= 1, () f ).
Bu yerda f, lar (13.5) tenglik bilan aniglanadi. A, operatorlar ketma-
ketligining limitini toping. Limitik operatorga A, operatorlar ketma-ketligi
qaysi ma'noda (tekis, kuchli, kuchsiz) yaqinlashadi?
8. L(C[a, b]) fazo 13.1-teorema shartini qanoatlantiradimi?

14-8. Teskari operatorlar

Bizga X ni Y ga akslantiruvchi 4 operator berilgan bo'lsin. D(4) -
uning aniqlanish sohasi, Im4 esa uning giymatlar sohasi bo'lsin,
14.1-tarif. Agar ixtiyoriy yelmd4 uchun Ax=y tenglama yagona
yechimga ega bo'lsa, u holda A teskarilanuvchan operator deyiladi.
Agar 4 teskarilanuvchan operator bo'lsa, u holda ixtiyoriy yelmd4

ga Ax=y tenglamaning yechimi bo‘lgan yagona xe D(4) element mos
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keladi. Bu moslikni o'rnatuvchi operator 4 operaiorga teskari operator
deyiladi va ™' bilan belgilanadi, hamda
Ay s X, D(A)=Imd, imA = D(1).
Bundan tashqari teskari operatorning aniglanishidan
Aldx=x, xe D(4), AA'y=y, ye€ /)(/1 I) (14.1)
tengliklar kelib chigadi.

Endi A akslantiish X ni o'zini-o'ziga akslantiruvchi chizigii
operator bo'lsin. Agar Be L(X,X)=L(X) operator uchun SA=/ bo'lsa, u
holda B operator 4 operatorga chap teskari operator deyiladi. Xuddi
shunday, AC =1/ tenglik bajarilsa, C operator 4 ga o'ng teskari operator
deyiladi.

14.1-tasdig. Agar 4 operator uchun ham chap teskari, ham o'ng
teskari operatorlar mavjud bo'lsa, u holda ular o‘zaro teng.

Isbot. A uchun B chap teskari, C o'ng feskar operatorlar bo'lsin,

u holda
B =Bl =BAC)=(BAC =IC=C. A {14.2}

14.1-misol. 4:0, > ¢,, Ax=(0,%.%.....%,_....) Opecatcrga chap
teskari operatorni toping. 4 o'ngga siljitish operatori deyilaui.

Yechish. B:¢, - ¢, bilan chapga siljitish operatorini belgilaymiz:

Bx=(xz,x3,...,x,,,l,...).
Endi B4 operatomning xe(, elementga ta'sirini garaymiz.
BAx = B(Ax)= B(0, %), %0025 X150} = (K15 X2 X300 0 X0 ) = 1 X

Demak, B operator 4 uchun chap teskari operator ekan.

14.2. 14.1-misolda keltirilgan A4:¢, —» ¢, operatorga o'ng teskari

operator mavjudmi?

Yechish. Faraz gilaylik, A ga o'ng teskari operator mavjud bo‘lsin.
Uni C:¢, > ¢, orqali belgilaymiz. 14.1-tasdiqga ko'ra (14.[-misolga
qarang) B=C bo'ladi, ya'ni
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C x =X, %3500 03Xy 100}
Endi AC operatorning x € ¢, elementga ta'sirini qaraymiz.
ACx = A(CX)= A(xy5yseeerXyrrse-) = (032, X350 3, ) 3
Demak, C operator 4 uchun o'ng teskari operator emas ekan. Bundan
4 uchun o'ng teskari operatoming mavjud emasligi kelib chigadi.
14.2-tasdiq. Agar A uchun bir vaqtda ham o'ng teskari, ham chap
teskari operatorlar mavjud bo'lsa, u holda A teskarilanuvchan operator
bo'ladi va A™' = B=C tenglik o'rinli.
14.2 tasdigning isboti 14.1-tasdiq va (14.1) tenglikdan kelib chigadi.
14.1-teorema. A chizigli operatorga teskari bo'lgan A™ operator ham
chiziglidir.

Isbot. Shuni aytib o'tish kerakki, ImA=D(4"') chiziqli
ko'pxillilikdir. Shunday ekan ixtiyory «,,«, sonlar va ixtiyoriy
Y1, € Im 4 elementlar uchun

AMNay, +ay,)=a A7y, +a, 47y, (14.3)
tenglikning to'g'rl ekanligini ko'rsatish yetarli. Ax =y va Ax,=y,
deymiz. A chizigli bo'lgani uchun

Aleyx, +ax,)=a,y, +a,y, . (14.4)
Teskari operator ta'rifiga ko'ra,

x=A"y, x, =47y,
Bu tengliklarni mos ravishda «, va o, sonlarga ko'paytirib qo'shsak,
ax + %, =a Ay, +afz.4"y2 .
Ikkinchi tomondan, (14.4) dan va teskari operatbming ta'rifidan
ax +anx, = A7 ey + @y y,)
tenglik kelib chigadi. Oxirgi ikki tenglikdan (14.3) tenglikni olamiz. A
14.2-teorema. (Teskari operator hagida Banax teoremasi). A

operator X Banax fazosini Y Banax fazosiga biyektiv akslantiruvchi
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chizigli chegaralangan operator bo'lsin. U holda A™' operator mavjud va

chegaralangan.

Teoremani isbotlashdan oldin quyidagi lemmani isbotlaymiz.

14.1-lemma. M to'plam X Banax fazosining hamma yerida zich
bo'lsin. U holda ixtiyoriy nolmas ye X elementni

Y=yttt y, o

gatorga yoyish mumkin. Bu yerda y, e M, || »]<3- 24ty L ke

Isbot. y,,... elementlarni ketma-ket curamiz. M to’plam X
Banax fazosining hamma yerida_zich bo'lgani uchun, shunday y, € M
mavjudki,

Iy-rsl2]

bo'ladi. y, e M elemenini shunday tanlaymizki,

ly-n-nistd

bo'lsin. Endi y; € A7 elementni shunday tanlaymizki,
i
"
ly=x- ‘}’3”5%
bajarilsin, Umuman y, € M elementni shunday tanlaymizki,
|

Iy=s1-32-33—- == "—;

bo’lsin. Bunday tanlash mumkin, chunki 3/ to’plam X ning hamma

yerida zich. y, e M elementlarning tanlanishiga ko'ra

Y=2 %
kel

=0,

lim |
e |

ya'ni
k=1
gator yaqginlashadi va uning yig'indisi y ga teng. Endi y,e M
elementlarning normalarini baholaymiz:
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i ¥ /
13al=lm + yi-y+y-ns ||)’7+‘l*—l'||+|l'—-v|i<" I, HJ" e
va nihoyat
“yn”="yn+yn—l <R 0o ap gy = JYar A K SR _IIIS
{2, 12] 3y
$1'|J-'n+J',.~;+---+}'|-,VIE+i|y-y|----—y.,_;||£L},,' _'J" '|l Lf:"-ﬂ

14.2-teoremaning isboti. 4 biyektiv akslantirish bo'lganligi uchun
A7 operator mavjud va D{(4™)=Y. Endi ¥ fazoda

M, = {er: A"Jyl}sk"y"}. k=12,...,

to'plamlarni garaymiz. ¥ fazoning ixtiyory elementi M, to'plamlarning

birortasida yotadi. Shuning uchun

Ber teoremasiga ko'ra, M, to’plamlarning birortasi gandaydir Bcy
sharda zich bo'ladi. Faraz qilaylik, A/, to'plam B sharda zich bo‘lsin. B
shar ichida sharsimon P qgatlam olamiz, ya'ni
P={zeB:f<|z-y|<a, 0<B<a, y,eM,}.
P gatlamni markazi nolda bo'ladigan qilib parallel ko'chiramiz va
P=fzeY:f<|z|<a}.

sharsimon gatlamga ega bo‘'lamiz. Birorta n, € N uchun M, to'plam F,
da zich bo’lishini ko'rsatamiz. Agar e PN M, bo'lsa, u holda z—y, e P,

bo'ladi. Bundan tashqari

s B N e B P N e PR TP

e nbbusnlz-sds Aol )rt -l 1+ 22 )
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20wl Y
<nj :—y”|(l +l§r}j-J. (14.5)

2y | s 5
Ma'lumki, » [l + —E,!;TIJJ miqdor = ga bog'lic emas va biz

1

()

deb olamiz. U holda (14.5) ga ko'ra, z— y, e M, bo'ladi. A/, to'plamming

=1+

I gatlamda zich ekanligidan M, to'plamning £, gatiamda zich ekanligi
kelib chigadi. Endi ¥ dan ixtiyorly nolmas y element olamiz. Shunday
A son mavjudki, ﬂ<|[/1y||<a tengsizlik o'rinli, ya'ni Aye A, bo'ladi
M,, to'plam F, qatlamda zich bo'lgani uchun Ay ga yaginlashuvchi

€M, ketma-ketlik qurish mumkin. U holda y,/Z— y. Ravshanki

Y €M, bo'lsa, u holda ixtiyoriy 4#0 uchun ;—_"sﬁ«lnn bo‘ladi. Shunday

qilib, A7, to'plam ¥\{0} da zich va demak, ¥ ning o'zida ham zich.
Endi ixtiyoriy nolmas ye! elementni olamiz va 14.1-lemmaga
ko'ra i, to'plamning elementlar orqali qatorga yoyamiz:
yEn ey e, [yfs3-27 ]yl ke N

X fazoda x, = 47y, elementlardan tuzilgan gatomi qaraymiz:

18

Xp =y ke x, 4= 3 (14.6)

k

u
E
1

Bu gator gandaydir x € X elementga yaqginlashadi, chunki
(B =!1A"y_,l. ”S nol| wi| < 3, Hz—}i"

va

g
|:x||=\izxk
k=1

- [ o ]

< Xl <3roly] Y o7 = 3] |-

| k= k=1 2

(14.6) qatorning yaqinlashuvchiligidan va A ning uzluksizligidan
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Ax = '{L‘“]‘i ; }— lim l[z ) Z/I‘A Z‘-a =J.

Yal n=hn 1

Bu yerdan x= A"y ekanligi kelib chigadi. Bundan tashqari

|| .-I-"yN: || x||= 3nn|| »|:
Bu yerdan
i|,-l'"|:£3-nu
tengsizlik kelib chigadi. Shunday qilib, 4™ operatorning chegaralangan
ekanligi isbotlandi. A
Berilgan operatorga teskari operatorning mavjudligini ko'rsatish
birmuncha osonroq, lekin teskari operatorni topish masalasi murakkab
masaladir. Shuning uchun teskari operatorni topishni soddaroq holdan,
ya’ni qaralayotgan fazo o'lchami chekli bo'lgan holdan boshlaymiz.
143. A:R* > R', 4x=(x,x,+x,x;) operatorga teskari operator
mavjudmi? Agar mavjud bo'lsa, uni toping.
Yechish. Berilgan 4 operatorga teskari operator mavjud bo'lishi
uchun, ixtiyoriy yeIm 4 = R* da 4x=y tenglama yagona yechimga ega
bo’lishi kerak. Endi A4x =y tenglikdan x ni topamiz:

Ax=y < (Xlsxz +x|’x3)=(}'x’)’25.”1)'

Bundan
‘l — yl i _‘\'I = J)]
1xl+x1=.}’2<:> X, =Y~
=M X;=Vs
ya'ni

(xl’xz""s)= (.Vna)’z F J'-EJ'3}= A'y.
Shunday qilib, 4 operatorga teskari operator mavjud bo'lib u
AR SR, A= (%, ~x,,%,)

ko'rinishga ega. 14.1-teoremaga ko'ra u chiziqli operator bo‘ladi. A



14.4. 14.3 misolda garalgan A: R’ —> R* operator teskari operatorlar
hagida Banax teoremasi shartlarini qanoatlantiradimi?

Yechish. X =R’ va Y=R? lar Banax fazolari bo'lganligi uchun .
akslantirishning biyeksiya ekanligini ko'rsatish yetarli. R’ fazodan
ixtiyoriy ikkita turli x = (x,,x,,x,) va y=(3,,,,;) elementlami olamiz va
Ax# Ay ekanligini ko'rsatamiz. Teskaridan faraz qilaylik, Ax—Ay=0
bo'lsin. So'nggi tenglikdan x=y ekanligiga kelamiz. Bu garama-
qarshilik A akslantirishning inyektiv ekanligini ko'rsatadi. 14.3-misolda
ixtiyoriy ye R' uchun A4x=y tenglama yagona yechimga ega ekanligi
ko'rsatilgan edi. Bu esa A4 akslantirishning syuryektiv ekanligini
ko'rsatadi. Demak, A biyektiv akslantirish ekan. A

14.1. Teskari operatorlar hagida ba’zi teoremalar

Biz bu bandda operator teskarilanuvchan bo'lishining zaruriy va
yetarli shartini keltiramiz. Shuningdek teskari operator mavjud va
chegaralangan bo'lishining yetarli, zarur va yetarli shartlarini keltiramiz.

14.3-teorema. A:X —Y chizigli operator teskarilanuvchan bo'lishi
uchun Ax=¢ tenglama fagat x =@ yechimga ega bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi, A teskarilanuvchan bo'lsin. U holda Ax=¢6
tenglama yagona yechimga ega bo‘ladi. A chizigli bo‘lgani uchun bu
yechim x= ¢ bo'ladi.

Yetarliligi. Ax= 6 tenglama fagat nol yechimga ega bo'lsin, u holda
ixtiyorly yelmd uchun A4x=y tenglama yagona yechimga ega bo'ladi
Teskarisini faraz gilaylik, biror yelmd4 uchun yechim ikkita bo'lsin,
yani Ax =y, Ax;=y. U holda 4(x -x,)=6 bo'ladi. Shartga ko'ra,
X, ~x, =¢.Bundan x, =x,. A

14.4-teorema. X chiziqgli normalangan fazoni Y chizigli
normalangan fazoga akslantiruvchi chiziqli A operator berilgan bo'lsin.
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lmAd da chegaralangan A operator mavjud bo'lishi uchun, shunday
>0 son mavjud bo'lib, ixtiyoriy x e D(A) lar uchun

| Ax]zm]x] {14.9)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. A™ mavjud va chegaralangan bo'lsin, ya'ni

47 y]< Liy) wyen(a?).
m

U holda
ax|=lylzm{ay|=m]s].
Demak, (14.9) shart o'rinli.

Yetarliligi, (14.9) shartdan A operatorning o'zaro bir qiymatli
ekanligi kelib chiqadi. Teskarisini faraz gilaylik, (14.9) shart bajarilsinu
A o'zaro bir gqiymatli akslantirish bo'lmasin. U holda shunday
X, X, € D(4), x, # x, elementlar mavjudki,

Ax =y, Ax, = y.
Bundan A(x, —x,)=8 ekanligi kelib chiqadi. (14.9) tengsiziikka ko'ra,
< | Alx - %) = 0.

Bu yerdan x, =x, gqarama-qarshilikka kelamiz. Demak, 4 - o’zaro bir

0< mjx —x,|

giymatli akslantirish ekan, Shuning uchun, teskari 4™ operator mavjud.

Endi 4" operatoming chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. (14.9)
tengsizlikka ko'ra,

1
x| <—| 4x|-
x| ml| x|

Ixtiyoriy y=dxelm4 uchun

a 1
(R e B
m
Bu yerdan 4~ operatorning chegaralangan ekanligi hamda

fa]s

m
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tengsizlik kelib chigadi. A

Endi 14.3 va 14.4-teorema shartlarining bajarilishiga doir misollar
garaymiz.

14.5-misol. ([0,l] fazoda x ga ko'paytirish operatorini (11.8-misolga
qarang), ya'ni

B:clo]-clo] (87)x)=x/(x)

operatorni  garaymiz. Bu  operator  14.3-teorema shartlarini
ganoatlantiradimi? B teskarilanuvchan operator bo‘ladimi?

Yechish. B operatorning chizigli ekanligi oson tekshiriladi.
Bf =0 tenglamani, ya'ni xf(x)=0 tenglamani garaymiz. Bu tenglama

Endi

c[0,1] fazoda fagat f(x)=0 yechimga ega. B operator 14.3-teorema
shartlarini ganoatlantiradi. Demak, B - teskarilanuvchan operator, ya'ni
B ga teskari operator mavjud.

146. 14.5misolda garalgan x ga ko'paytirish operatori
B:C[o,1]-> C[0,1], 14.4-teorema shartlarini qanoatlantiradimi?

Yechish. Ma’lumki, B - chizigli operator. B operator uchun 14.4-
teoremaning (14.9) sharti bajarilmasligini ko'rsatamiz. Buning uchun
C[O,l] fazoda har bir elementining normasi 1 bo'lgan

1
1-nx, agar xe[O,]/n]
&lx)= 0, agar xe(l/n,1]
i 1

1"4. 1-chizma.
ketma-ketlikni garaymiz. Endi || Bg,| normani hisoblaymiz:
N 1 T N S
{IBg,,II—I_g_;_a;cll(lig,,)(x)l—Lg{}?;(,lxg,,(X)l—Og_\:gig”lx | = g

PSS
Istalgan m>0 son uchun shunday », natural son mavjudki, :‘n—<nr
o

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu yerdan kelib chigadiki,
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I."{JJ: 7

TR | |
I|| B.qu1 = d:;“ Syl<m

Demak, B operator uchun (14.9) tengsizlikni qanoatlantiruvchi m>0 son
mavjud emas. 14.5-misolda ko'rsatildiki, 8 ga teskari operator mavjud,
lekin 14.4-teoremaning sharti bajarilmaganligi uchun, B ga teskari
operator chegaralanmagan bo'ladi. A
14.7. Endi L,[-1,1] Hilbert fazosini o'zini-o'ziga akslantiruvchi
A L1 1]> L1} () =2+ 1)r(x)
operatorni qaraymiz. A operator 14.4-teorema shartlarini
ganoatlantiradimi? A ga chegaralangan teskari operator mavjudmi?
Yechish. 4 operatorning chizigli ekanligi oson tekshiriladi. Endi A
operator uchun 14.4-tecremaning (14.9) sharti bajarilishini ko'rsatamiz.

Buning uchun 47| normani quyidan baholaymiz.
, s 2 ) 2 12
Wl = [ + 1) G| e {lf(X)l de=| 1]
1.
Biz bu yerda |x’+I|21 tengsizlikdan hamda integralning monotonlik
xossalaridan foydalandik. So'nggi tengsizlikdan |4f[2]f| tengsizlik
kelib chigadi. Bu yerda m>0 son sifatida (0(1] dagi ixtiyoriy sonni olish
mumkin, 14.4-teorema tasdig'idan foydalansai: 4 ga chegaralangan
teskari operator mavjudligi hamda ”.4"”5! tengsizlik kelib chigadi.
Aslida |47'[=1 tenglik o'rinli. A
14.5-teorema. X - Banax fazosi va A e L(X). Agar 4] < ¢ <1 bo'lsa,

u holda I — 4 operator uchun chegaralangan teskari operator mavjud.

Isbot. L(.Y) fazoda quyidagi formal gatorni qaraymiz:
T+ A+ 424 op 47 4, (14.10}

Ma'lumki, |4 <|A[. Xuddi shuningdek, ']

<f4". U holda (14.10)

qatorning
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S, =1+ s A
A=l
qismiy yig'indilari ketma-ketligi Koshi shartini ganoatlantiradi, ya'ni

IS0 =51 =]

(14.10) qatorning gismiy yig‘indilari ketma-ketligi S, - fundamental

2
An+l +A"‘2+ vt An+p Sqm—l +(In+_+ “_+qu+l’ _)D."__)co_

ekan, L(X):=L(X,X) to'la bo'lgani (13.1-teoremaga garang) uchun
S, = Se LX)

Shunday qilib,
I+ i At =S.
i
Bundan tashgari
S(7- A)— nm s,,(1 A)_I!I_r:;(l+ I S Ly py L A”*')=
= lim{/ ( - A””): 1.
n-sw

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, (/-A)S=/. Demak, § operator

1 - 4 operator uchun teskari operator ekan. S operatorning normasi
I

(,‘=—

q

Demalk, §=(7- 4)" operator chegaralangan va uning normasi
fiks A 1
Is|=[@-4) "‘SIT{;
tengsizlikni ganoatlantiradi. A
14.1-natija. X - Banax fazosi va A€ L(X) bo'lib,

|} <q <1 bo'lsa, u
holda I+ A operator uchun chegaralangan teskari operator mavjud.
Natijaning isboti 14.5-teoremadan kelib chiqadi va
([+d)y =T—de -t (1) A" +
14.2-lemma. Agar A4,Be L(X) bo'lib, A, B" e L(X) bo'lsa, u holda
AB operatorga chegaralangan teskari operator mavjud va (4B)' =B874""
tenglik o'rinli.
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Lemmaning isboti 488 '4~' =1, B'4'4B=1 tengliklardan hamda
14.2-tasdiqdan kelib chigadi.

14.6-teorema. A< L(X) operatorga chegaralangan teskari operator
mavjud bo'lsin. Agar 4% X — X operatorning normasi
e
4]
tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda B=A- A" operatorga chegaralangan
teskaii operator mavjud.

|-4]<

Isbot. B operatorni quyidagicha yozib olamiz: 4—A'= Alr-a4).
Endi 47'A' operatorning normasini baholaymiz:
fataf <471 far<t.

14.5-teoremaga ko'ra, / - 47'4 operatorga chegaralangan teskari operator

mavjud. U holda [4.2-lemmaga ko'ra, A(I —A"A') operator ham
teskarilanuvchan bo'ladi, hamda

B = (-t} g = - a4
munosabatlar o'rinli. A
14.8-misol. Parametr 4 € R ning qanday giymatlarida

(1~ A0)f(x)= f(x)- 4 [eosxsiny f(y)dy, f € Ly, 7]

g

operatorga 14.5-teoremani va uning 14.1-natijasini go‘llash mumkin?
Yechish. .deL{L,[-7, 7)) ekanligini tekshiramiz. Shu magsadda
ioiyordy f,gels[-#, 7] elementlarni va ixtiyoriy @, 8 e C sonlarni olamiz

< . operatorning e f + fg elementga ta’sirini qaraymiz:

(e f+pg))Nx)= ]‘cos_\-sin wler+pg)p)ay=a chosxsin yfy)dy +

~T

+p _]_cosxsiny g() dv=a 4 )lx)+ B(4g)x)
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Biz bu yerda integralning addilivlik va bir jinslilik xossalaridan
foydalandik. Endi 4 operalorning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz.

Buning uchun | /| norma kvadratini baholaymiz:

j,'sinyf(y)dyt‘. (14.11)

[47] = _xf icosxsin v/ ()dy d\’=fCOSZXdX'

Endi Koshi-Bunyakovskiy - |(7,g)| <] /|| 2] tengsizligidan hamda
cos’ x = %(l +c0s2x), sin’x= El(l —cos2x)

ayniyatlardan va cos2x ning 1 ga ortogonalligidan foydalansak, (14.11)
dan
2 2
1471 <= /] (1=gled)

tengsizlik kelib chiqadi. (14.12) dan

|Af|sa] Fl|=|4]|=7
tengsizlikka ega bo'lamiz. Ikkinchi tomondan f,(x)=sinx desak, u holda

(A )x)=7cosx va |fl=m. [4f]=7 L4l

bo‘ladi. Ma’lumki,

(14.13)

|44l _
14l

va (14.13) dan foydalansak, | 4|=r tenglikka ega bo'lamiz. Bu yerdan

|42 T

-‘ . . . - e . . .
barcha /le[— I— l} lar uchun |24]<1 tengsizlikning bajarilishi kelib
T m
chiqadi. Demak, 14.5-teorema va uning natijasiga ko'ra, barcha
/16[—1.—]—j larda /~Ad4 operatorga teskari operator mavjud va
Tom

chegaralangan. 14.5-teorema shartlarining bajarilishi /-1 operatorga

teskari operator mavjud va chegaralangan bo'lishini ta'minlaydi. Lekin

f
/‘te:-lk —l, l] ekanligidan /-A44 operatorga chegaralangan teskan
T

operator mavjud emas degan xulosa kelib chigmaydi. A
207



Navbatdagi misolimiz bu fikrimizni tasdiglaydi.

14.9. Parametr A ning A e(—l; -]—) qiymatlarida
Tom,

(-2 A)f(.\'): f(.\‘)— A .I’[cos.\'sin v (¥)dv, fe Lz[‘ 7, 7[]
operatorga 14.5-teoremani go'llab, unga teskari operatorni toping.

Yechish. 14.8-misolda Ae{—l, !—] giymatlar uchun 7-24
Tz

sommari go lashimiz uchun . operatorning darajalarini hisoblashimiz
Kenak. Dasiias ¢ oderaer Xvadrating hisoblaymiz:
(.4:j'x.r)=. Joosxsmr A ! :os.\-sin/[ fcosisiny f(y)dy |dr. (14.14)

{14.14) tenglikda ¢ bo'yicha integraini hisoblash mumkin. Agar biz

feostsinrdt =0

:2naikni hisobga olsak, 4° =0 ga ega bo'lamiz. Bu tenglikdan barcha
=>2 lzmx3z {°=0 ekanligi kelib chiqadi. Natijada biz,

= —i:=:/—74)" gaega bo'lamiz. Hagigata~ ham,

U-2 W+ A =1+Ad-AA-#FA7 =1

U2 I -2)=1-AA+AA-2A =]
- © izl Isbot jarayonidan ma’lum bo'ldiki, barcha A€ R larda
-4 woereicrga teskari operator mavjud va chegaralangan bo‘ladi.
14.10. Paramatr 4= R ning ganday giymatlarida
§
(ef for) =i+ 2 )flx)= 2 [xy )y, feto[-1.1] (14.15)
~i

svtratergs 14.5-teorermani go’llash mumkin?
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Yechish. B operatorni A-A4" ko'rinishda yozib olamiz.
Ae L(L,[-1,1]) operator sifatida (14.7-misclga garang)
(A )x) = +0)1(x),  felaf-11]

ni, A'e L(L,[-1,1]) operalor sifatida esa
| :
(@1¥X)= [xy fO)y, feby[-1.1]
2

ni olamiz. 14.7-misolda 4 operatorning teskarisi mavjud va “A"”=|
ekanligi ko'rsatilgan edi. 14.6-teoremani (14.15) tenglik bilan aniglangan
B = A~ A4 operatorga qo'llashimiz uchun

|Aa)< 1_‘ =1 (14.16)
I47

tengsizlik o’rinli bo’ladigan A ning barcha giymatlarini topishimiz kerak.

Shu magsadda A4' operatorning normasini topamiz. Buning uchun II Af “

norma kvadratini baholaymiz:

] 2 ] I 3 2 :' "
1471 =} [Txy 70) = [x7 |y 100 <(3] s aaam
41 =1 a a
Biz bu yerda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan hamda
boa 2
Yde=2
Lx == !
tenglikdan foydalandik. (14.17) dan
||A-||s§ (14.18)

tengsizlik kelib chigadi. Ikkinchi tomondan f,(x)=x desak, u holda

fXe)=2x=2A0) va esl=2 000 1Al -

bo'ladi. Ma’lumki,

Wb

¢ IJ-|
|A'|| 2=
Bl

el (14.19)
170

(PSR
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(14.18) va (14.19) lardan | .4']|=% tenglikka ega bo'lamiz. Bu yerdan

barcha ).e(— 11
22

] lar uchun (14.16) ning, ya'ni [A4'|<1 tengsizlikning

bajarilishi kelib chiqadi. 14.6-teoremaga ko'ra, barcha Ae[—%.%) larda

B operatorga teskar operator maviud va chegaralangan. 14.8-

misoldagidek, ;T.E[ 3] ekanligidan B operatorga chegaralangan

22
teskari operator mavjud emas degan xulosa kelib chigmaydi. A

14.11. Quyidagi operatorning teskarilanuvchan emasligini
ko'rsating

A:¢fo, 1] o, 11 (47 )x)=£0)x+ £(1)+>. {14.20)

Yechish. Ma’lumki, chiziqli operator teskarilanuvchan bo'lishi
uchun 4/ =0 tenglama fagat f(x)=0 yechimga ega bo‘lishi zarur va
vetarli, 114.20) formula bilen berilgan 4 operator uchun f,{x)=x(1-x)
funksiveni olssk, 7 0)= 7 {1}=0 bo’lgani uchun

(47 ixl= 5{0)x+ f()x" =0.

Demak, A/ =0 tenglama nolmas f, yechimga ega, 14.3-teoremaga ko'ra,

A operator teskarilanuvchan emas. A

Mustaqil ishlash uchun savol va ‘opshiriglar
1. Teskarilanuvchan operator ta'rifini keltiring.

2. Criziqgli operatorga teskari operator har doim chiziqli bo'ladimi?

I chegaralangan operatorga teskari operator mavjud bo‘lsa, u

Zfegarzlangan bolladimi? Misollarda tushuntiring. 14.5, 14.6-

~ - - Iuzol cperstoming vadrosi Kerd nolmas elementni saglasa, u

1 fzsaamn cpermior manjud bo'lishi mumbkinmi?



5. 14.10-misoldagi B operatorga leskari operatorni toping.

6. 14.5-misolda keltirilgan B operatorga leskari operatorni toping. B!
operatorning aniglanish sohasini loping. D(B")=C[0,l] tenglik to'g'rimi?
Agar bu tenglik to'g'ri bo'lmasa, IXB™') to'plam C[0)] fazoning hamma
yerida zichmi?

7. Ko'paytirish operatori A:{, —¢,, {dx), =a,x, ning teskarilanuvchan
bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

8. Ko'paytirish operatori 4:¢, - ¢,, (4x),=a,x, ga chegaralangan
teskari operator mavjud bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

9. Ko'paytirish operatori A:¢, - ¢,, (4x), =n"'x, ga teskari operatorni
toping. U chegaralangan operator bo'ladimi?

10. Ko'paytirish  operatori ~ A:L[-1.1]> L,[-1,1} (41 ¥x)=[x]1/(x) ga
leskari operator mavjudmi? Bu operatorning yadrosini toping.
dim Kerd = o tenglik to'g’rimi? Bu yerda x] deb x sonining butun qismi

belgilangan.
15-8. Qo'shma operatorlar

Bu paragrafda biz Banax va Hilbert fazolarida aniglangan
operatorlarga qo'shma operatorlarni qaraymiz va ulaming ayrim

xossalarini o'rganamiz.

15.1. Banax fazosida go‘shma operatorlar
X chiziqli normalangan fazoni ¥ chiziqli normalangan fazoga
akslantiruvchi chizigli uzluksiz 4 operator berilgan bo'lsin, ya'ni
A:X =Y, y=AxeY, D(A)=X.
Bizga ixtiyoriy g : ¥ — C chizigli chegaralangan funksional berilgan

bo'lsin. Bu funksionalning y=.4x elementga ta'sirini garaymiz
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g(y) = g(4x). Osongina ko'rsatish mumkinki, g(4x) funksional X da
aniglangan biror chizigli f funksionalni aniglaydi. Shunday gqilib,
g(dx) = f(x). (15.1)
Endi (15.1) tenglik bilan aniglangan f funksionalning chizigli ekanligini
ko'rsatamiz:
J(ayx; + %) = g(Alonx, + a2x3)) = gl dx + op4x,) =
= ang(4x) + axg(Ax:) = arf(n) + s f(x). (15.2)
(15.2) tenglik barcha x,,x, € X va ixtiyorly a,,x, €C lar uchun o'rinli.
Demak, f chizigli funksional ekan. Endi uning chegaralangan
ekanligini (uzluksizligini} ko'rsatamiz. Ixtiyoriy xe X uchun
LA o= g(ani=| gl-| 4xi <l gll-§ 41 x]
tengsizlik o'rinli. Bu yerdan f funksionalning chegaralanganligi kelib
chiqgadi.
Agar f funksionalning x nuqtadagi giymatini (f,x) deb belgilasak,
u holda
(f,x) = (g, Ax). (15.3)
15.1-ta’rif. Bizga X,Y— chiziqli normalangan fazolar va A:X —>Y
chiziqli chegaralangan operator berilgan bo'lsin. Agar biror A" :Y" — X*
operator va ixtiyoriy xe X, g € Y* Ilar uchun
(g, 4x) = (4"g,x)
tenglik o‘rinli bo’lsa, A~ operator A ga go'shma operator deyiladi.
Demak, har bir g e ¥’ funksionalga (15.3) tenglik bilan aniglanuvchi
[ € X° funksionalni mos go'yuvchi A" :¥' — X  operator A operatorga
go'shma operator deb ataladi.
Qo’shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:
1. 4" operator chiziqli.

2. (A+B) =4 + B

(S}
=,
(]



3. Ixtiyoriy & son uchun (k)" = kA"

4, Agar 4 uzluksiz bo'lsa, u holda A" ham uzluksiz bo'ladi.
Aniqrog'i, quyidagi tasdig o'rinli.
15.1-teorema. Agar A e L(X,¥) bo'sa, u holda A" € L(Y',X") va

|47 =

tenglik o'rinli,
Isbot. Funksional hamda operator normasining xossalariga ko'ra,
|(4g. ) =] (g, 4n) [< gl x| < 1] fell =]
Bu yerdan
4" g <14] he]

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak,

] <] (15.4)
Endi xe X, Ax#6 shartni qanoatlantiruvchi ixtiyorly element bo'lsin,

ya=|":—"'[_e:-' deymiz. Ko'rinib turibdiki, |y,/=1. Xan-Banax
.'I 'l-

teoremasining 12.1-natijasiga ko'ra, shunday g:} —C funksional
mavjudki, [lgf=1 va g(y,) ={y,]=1, yani

ix 1
= = Ax)y=1.
Bl ‘3[||4 |} [ 5

Bu yerdan,
g(dx) = x|
tenglikka ega bo‘'lamiz. U holda
] = gax) = [ (£g)0| < o <! | = 4]
munosabatdan
paj<]a | (15.5)

tengsizlikni olamiz. (15.4) va (15.5) munosabatlardan



4] =]

tenglik kelib chiqadi. A

15.2. Hilbert fazosida qo'shma operatorlar
Ma'lumki, Hilbert fazosiga qo'shma fazo uning o'ziga izomorf, ya’ni
H=H" (tenglik izomorfizm ma'nosida). Shuning wuchun Hilbert
fazolarida qo'shma operatorlar xossalarini o’rganish ancha qulay.
15.2-tarif. H Hilbert fazosi va A € L(H) operator berilgan bo'lsin.
Agar biror A"+ H - H operator va ixtiyoriy x,ye H lar uchun
(Ax, ) = (x,4°y)
tenglik o'rinli bo'lsa, A" operator 4 ga qo'shma operator deyiladi.
Bu ta'rif Banax fazosidagi qo'shma operatorning ta’rifidan biroz
farq giladi, yani bu yerda (k)" = k4’ (3-xossaga qgarang) tenglik o'rinli.
Hilbert fazosi holida 4 va 4  operatorlar aynan bitta fazoda
aniglangani uchun, ba’zan 4= A tenglik ham o'rinli bo'lishi mumkin.
15.3-ta’rif. Agar 4= A" bo'lsa, ya’ni ixtiyoriy x,ye H uchun
(4x,y) = (x,4y)
tenglik o'rinli bo'lsa, A operator 0'z-0'ziga go'shma operator deyiladi,
15.4-ta’rif. Bizga A: H— H chizigli operator va H, < H qism fazo
berilgan bo'lsin. Agar ixtiyorly x e H, uchur Axe H, bo‘lsa, u holda H,
qism fazo A operatorga nisbatan invariant qism fazo deyiladi.

15.1-lemma. Bizga A:H — H chizigli operator va H,c H qism
fazo berilgan bo'lsin. Agar H, gism fazo A operatorga nisbatan invariant
bo'lsa, u holda uning ortogonal to'ldiruvchisi bo'lgan H} c H gqism fazo
A" operatorga nisbatan invariant bo'ladi,

Isbot. Hagiqatan ham, agar y e H! bo'lsa, u holda ixtiyorly x e H,

uchun
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(A px)= (3, Ax) =0,
chunki Axe /{,. Demak, A'yell,. A

Xususiy holda, agar A= A" bo'lsa, u holda A1) < /i, ekanligidan
A(Hy) < H; ekanligi kelib chigadi.

Hilbert fazosida qo'shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:

15.2-lemma. Agar 4,8 e L(}) bo'lsa, u holda
1) (ad+ pBY =ad' + BB,

2) (4B) = B' 1",
3) (4"Y = 4 tengliklar o'rinli
Isbot. Birinchi tenglikni isbotlaymiz.
({ad + BBYX,y) = (adx + BBx, ) = a(dx, y)+ B(Bx, y} =
=a(x, A y)+ B B'Y) = (x,ad" V) + (x, BB y) = (x.(ad" + BB )y).
Bundan (a.f+ BB)" = a4’ + BB° tenglik kelib chigadi.
2) ni isbotlaymiz:
((ABYx. ) = (A(Bx)y) = (B, A'y) = (x, B'A'y).
Bundan (4B) = B".1" lenglik kelib chigadi.
3) ning isboti bevosita go'shma operator ta'rifidan kelib chigadi. A

Endi operatorlarning Banax va Hilbert ¢o'shmalarini topishga doir
misollar gqaraymiz.

15.1-misol. X =¥ =¢, va T o'ngga siljitish cperaiori bo'lsin {14.1-
misolga garang), ya'ni

Tx =(0,%1,X0,X3,..,%,_12e0n)s XEE,
bo'lsin. T ga go'shma 7' operatorni toping.

Yechish. X' =¢ va Y =(, lar Banax fazolari bo'lganligi uchun 7
operatorning Banax qo‘shmasini topamiz. Malumki, 7 e L({,)
operatorning Banax qo'shmasi barcha x e ¢, va fe((,) lar uchun

(T f)x)y= f(Ix) (15.6)
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tenglikni ganoatlantiruvchi va (¢,) fazoni (¢,)° fazoga akslantiruvchi
operatordan iborat. Bizga ma'lumki, (f,)" =m, boshgacha aytganda har

ganday f €(¢,)" uchun shunday yagona y € m mavjudki,

f(x)=ixkyk, Y=Y Yises Vo) EM {15.7)
k=1

tenglik barcha xe#¢, lar uchun o'ninli bo'ladi. Xuddi shuningdek,
shunday £ e m mavjudki,

THD=E0ler €= Cubublpmdem (15.8)

tenglik barcha x e ¢, lar uchun bajariladi. (15.7} va (15.8) tengliklami
hisobga olsak, berilgan T operator uchun (15.6) shart quyidagi
ko'rinishga keladi:
zx:‘:a = D = Do (15.9)
k=1 k=2 k=1

Bu tenglik barcha xef, lar uchun bajariladi, Xususiy holda,

¢ =(0,...0,1,0,....), ke N elementlar uchun (15.9) tenglik
k

SISVt k=l 2 et
tengliklarga aylanadi. Shunday qilib, 7* : m— m operator
T Y =T (3 Vasee0s Ypree) = (VasViseees Vrseo)
formula bilan aniglanar ekan.
15.1-teoremaga ko'ra, 7T e L(X.Y) ekanligidan 7' elL(Y',X")
ekanligi kelib chigadi va ”T‘"=||T|| tenglik bajariladi. Qaralayotgan
misolda 15.1-teoremaning o'rinli ekanligini tekshirib ko'ramiz. T’
operatorning chiziqli ekanligi uning aniqlanishidan ko'rinib turibdi.

|7{=|7" | tenglik bajarilishini ko'rsatamiz. Haqigatan ham,

I

T

|=sup]”7,\||= sup])ill.\',, =1, UT'!I= supIHT'x”= sup |y =1,
¥ =k Jalf Ik con
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15.2. ¢, fazoda ko'paytirish operatorini, ya'ni (11.9-misolga garang)

A b, =2, (Ax),=a,x,, supla,|=a<oeo (15.10)

nzl
operatorni gqaraymiz. Unga qo'shma operatorni toping.

Yechish. X =¥ = ¢, Hilbert fazolari bo'lganligi uchun A ga Hilbert
ma'nosidagi qgo'shma operatorni topamiz. 4 operatorning chizigli Vé
chegaralanganligi 11.9-misolda ko'rsatilgan. 4 ga go'shma operatorni
topish uchun (Ax,y) skalyar ko'paytmani qaraymiz. f, fazodagi skalyar
ko'paytmadan foydalansak,

(Ax, y) = ”il(Ax)”y_" - éa,,x";: E zlxﬁ = (x,4' ).
Bundan
A, >0, (%), =ax,
ni olamiz. Bu yerdan 4 ning qo'shmasi o'ziga teng bo'lishi uchun
d,, € N sonlaming hagiqiy bo‘lishi zarur va yetarlidir degan xulosaga
kelamiz. A

153. Lja,b] kompleks Hilbert fazosida, u«(x) funksiyaga

ko'paytirish operatorini, ya'ni

(AF)x) = u(x)f(x), fel)ab]
operatorni qaraymiz, Bu yerda u— chegaralangan va o'lchovli funksiya.
4 ga qo'shma operatorni toping.

Yechish. X =¥ =[,[a,6] Hilbert fazolari bo‘lganligi uchun 4 ga
Hilbert ma'nosidagi qo‘'shma operatomi topamiz. « funksiyaning
chegaralangan va o'lchovli ekanligidan 4 operatorning aniglanish sohasi
D(4) = L;[a,b] ekanligi va 4 ning chegaralangan ekanligi kelib chigadi.
Ta'rifga ko'ra, 4 e L(L;[a b)) operatorning qo'shmasi hamma f,g e Ly[a,b]
lar uchun

(Af,8)=(f,A'g) (15.11)
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tenglikni ganocatlantiruvchi A'eL(IQ[a,b]) operatordan iborat. Agar biz
Lalacb] fazodagi skalyar ko'paytmadan foydalansak, (15.11) tenglikni
quyidagicha yozishimiz mumkin:

b A

(Af,2) = [ANWED s = [u0)f@)g@ds = [V a0 glx)dx = (7, 4g).

Bu tenglikdan
(A g)x) = u(x)g(x), geLya,b]
ekanligi kelib chigadi. Bu yerdan 4= 4" bo'lishi uchun, deyarli barcha
xe[e,b] larda u(x)eR bo'lishi zarur va yetarlidir degan xulosaga
kelamiz. A
15.4. Endi L,[a,b] Hilbert fazosida K(x,y) yadro bilan aniglanuvchi
integral operatorni, ya'ni

b
(AN = K fdy, felylab] (15.12)

operatorni qaraymiz. Bu yerda K - [a,b]x[a,b] kvadratda aniglangan
chegaralangan va o'lchovli funksiya. A4 operatorga qo'shma operatorni
toping.

Yechish. K funksiyaning chegaralangan va o'lchovli ekanligidan,
uning L,([a,b]1x[a,b]) fazoga qarashli ekanligi kelib chiqadi. Fubini
teoremasidan (19.1-teorema) foydalanib, quyidagiga ega bo'lamiz:

(] bh

(Af.g) = f{ja‘(x.y}f(y}c{v}ﬁm = [[Kte ) f () dy glx) dx =

a L wa

wla ] [/

Blh A i I W I T
= I{J'Kf_\',y)g(.i‘)fi\'}f{}’)dy = jm—y[ jA’{y..r)g{_p;L{.r}d\- =(f,4'g).
% yerdan
h
(4'g)x)= [K(yx)g(y)dy {15.13)

a
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tenglik kelib chiqadi. Xususan, (15,12) ko'rinishdagi 4 operator L,[a,b
fazoda o'z-0'ziga go'shma bo'lishi uchun, deyarli barcha x,yela,b] la

uchun

Kx.3) = KO U514

tenglikning bajarilishi yetarli va zarurdir.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Banax fazosidg operatorning qo'shmasi qanday ta'riflanadi?
2. Hilbert fazosida operatorning qo'shmasi qanday ta’riflanadi?
3. Yugoridagi  tariflarda gqanday farqg bor? Javobni xossalarda
tushuntiring.
4. O'z-0'ziga qo'shma va 0'z-0'ziga qo'shma bo‘'lmagan operatorlarga
misollar keltiring. .
S. Hilbert fazosida birlik operatorga qo'shma operatorni toping. U 0'z-
0'ziga qo'shma bo'ladimi? .
6. Chizigli chegaralangan operatorga qo'shma operator har doim chizigll
chegaralangan bo'ladimi? 1
oA, >, Av=(ax,a,x,,...,a,x,....) operatorga gqo'shma operatorni
toping. Bu yerda a,€C,ne N. 15.2-misoldan foydalaning.
8. B:L,[0,1] - L,[0,1], (Bf {x)=u(x)f(x) operatorga qo'shma operatorni
toping. Bu yerda u:[a,b) > C uzluksiz funksiya.
8. O'z-0'ziga qo'shma AB:L,[0,1T— 1,[0,1] operatoriar berilgan:

1
AN =x(x),  (Bf)x)= !_ xyf(y)dy.

AB va BA operatoriarni toping. Ular o'z-0'ziga qo'shma bo‘ladimi?
10. 4:0,[-1,1]—> L[-1,1] operator berilgan:

AN = [ + iy F )y



Uning invariaiit gism fazolarini toping. Juft funksiyalardan iborat
LA-111=4f e L{-1,1]: f(-x) = f(x)} gism fazo A operator uchun invariant

qism fazo bo'ladimi?
16-§. Chizigli operatorning spektri va rezolventasi

Operatorlar  nazariyasida  spektr  tushunchasi eng muhim
tushunchalardan birdir. Chiziqli operator spektrini o'rganish matematik
fizika uchun muhimdir. Masalan, kvant mexanikasida sistema Hamiltoniani
- bu Hilbert fazosidagi o'z-o'ziga qo'shma operatordir, uning spektrini
c'rganish sistema fizik xususiyatlarini o'rganish uchun muhimdir. Spektr
tushunchasini dastlab chekli o'lchamli fazolardagi chiziqli operatorlar
uchun eslatamiz.

Faraz qilaylik, 4:C" —C" chiziqli operator berilgan bo'lsin. Agar
biror 4 son uchun

Ax=Ax
tenglama nolmas xe(C" yechimga ega bo'lsa, u holda A son 4
operatoming xos giymati deyiladi, unga mos keluvchi nolmas x yechim
esa xos vektor deyiladi. Ma'lurmki, har bir A:C" — C" chiziqli operatorga
{a }—nxn matrtsa mos keladi va aksincha. Chizigli algebra kursidan
ma'lumki, agar A son 4 operatoming xos giymati bo'lsa, det(4—AI)=0
bo'ladi va aksincha. sxn matritsa determinanti det(A - A7), parametr 2
ning #- darajali ko'phadi bo'ladi va det(4— A7) = 0 tenglama ko'pi bilan
2 ildizga ega, ya'ni 4:C" > " chiziqgli operator ko'pi bilan » ta xos
giymatga ega. Agar 4 son A operatorning xos giymati bo'lsa A-A/ ga
ieskari operator mavjud emas va aksincha. Agar 4 son « operator uchun

xos giymat bo'lmase, ya'ni der(4 - A/)#0 bo'lsa, u holda -2/ ga teskar

operator mavjud va u C” fazoning hamma yerida aniqlangan bo'ladi.
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16.1-teorema. A :C" — C" chiziqli operator chegaralangandir.

Isbot. C" fazoda e¢,,¢,,...,e, ortonormal bazisni tanlaymiz. U holda har

bir x e C" vekior yagona usulda
x=3x-¢
i=)

" i hizigli
ko'rinishda tasvirlanadi. Agar 4 operator C° da aniglangan Cchiziq

operator bo'lsa, u holda
Ax =3, AGe,)
inl

P bazis
bo'ladi. Shunday ekan, chizigli operator 0'zining €,€35-+-3€p

. . . : q nin
vektorlardagi qiymatlari bilan bir giymatli aniglanadi. Endi 4x g

nomasini baholaymiz:

1 L)
[ 4xj< fj | x, |4 < (ﬁ_j %, 12]3 -[i{[jA(e,‘)HZJ' <M-fx]l
1) =1 =

Bu yerda

1
M = [i'“fl(q )|§"]".
Demak, chekli o'lchamli fazoda aniglangan har ganday chiziqli operator
chegaralangan bo'lar ekan. A
Yuqorida aytilganlaming natijasi sifatida shuni ta'kidlash lozimkl,
chekli o'lchamli fazolardagi chiziqli operatorlar uchun quyidagi ikki holat
sodir bo'lishi mumkin:
1) A son uchun Ax = Ax tenglama nolmas yechimga ega, yami 4 son
A operator uchun xos giymat, bu holda 4— Al ga teskari operator mavjud
emas;
2) 4 son uchun C" fazoning hamma yerida aniglangan (4—4/) F

operator mavjud va demak, chegaralangan.



Chekli o'lchamli farzolarda chizigli operatorning xos giymatlari
to'plami uning spektri deb ataladi. Agar 2eC son 4 operator uchun xos
qiymat bo'lmasa, u 4 operatomning regulyar nuqtasi deyiladi. Umuman
aytganda, chekli o’lchamli fazolarda spektr termini kam ishlatiladi.

Agar A operator cheksiz o'lchamli X fazoda berilgan bo‘lsa, u holda
yuqorida keltirilgan 1 va 2 holatlardan farqli bo'lgan uchinchi holat ham
bo'ladi, ya'ni:

3) (4-Al)' operator mavjud, ya'ni 4x=Ax tenglama fagat nol
vechimga ega, lekin (4-Al)" operator X ning hamma yerida
aniglanmagan yoki Im(4— A1) # X.

16.1-ta’rif. Agar A C son uchun A-AI ga teskari operator mavjud
bo'lib, u X ning hamma yerida aniglangan bo'lsa, 1 soni A operatorning
regulyar nugtasi deyiladi,

R(A)=(4-2D"

operator esa A operatorning A nugtadagi rezolventasi deyiladi. Barcha
regulyar nuqtalar to'plami p(A4) orqali belgilanadi.

16.2-ta’rif. 4 operatorning regulyar bo'lmagan barcha nugqtaari
to'plami A operatomning spektri deyiladi va u o(4) orqgali belgilanadi.

16.3-ta’rif. Agar biror A €C son uchun (4~ Al)x =0 tenglama nolmas
(x#0) yechimga ega bo'lsa, A son A operatorning xos giymati deyiladi,
nolmas yechim x esa xos vektor deyiladi,

Ko'rinib turibdiki, barcha xos giymatlar to‘plami spektrda yoladi,
chunki 4 xos giymat bo‘lsa, 4—A/ operatorning teskarisi mavjud emas.

Spektr quyidagi qismlarga ajratiladi.

16.4-ta’rif. a} Barcha xos giymatlar to'plami A operatoming nuqtali
spektri deyiladi va o ,,(4) bilan belgilanadi.

b) Agar A xos giymat bo'lmasa va In(A-il)=X, yani 4-Al

operatorning qiymatlar sokasi X ning hamma yerida zich emas. Bunday A
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lar lo'plami 4 operatorning qoldiq spektri deyiladi va o,,(A) bilan
belgilanadi.

Endi 0'z-0'ziga qo'shma operatorlar uchun muhim spektr tarifini
keltiramiz.

16.5-ta’rif. Agar biror Aeo(d) son uchun nolga kuchsiz

yaqinlashuvchi f, € H birlik vektorlar ketma-ketligi mavjud bo'lib
fim (A~ A1) f,i=0

n-—o

bolsa, u holda A son A=A operatoming muhim spektriga qarashli

deyiladi. 4 operatorning muhim spektri o,,(4) bilan belgilanadi.

Operatoming nugtali va qoldiq spektrlari o'zaro kesishmaydi. Nugtali
va muhim spektrlar o'zaro kesishishi mumkin.

16.2-teorema. Agar de L(X) va | A[> [4] bolsa u holda A regulyar

nugta bo'ladi.
isbot. 4~ Al operatomni quyidagicha yozib olamiz:
A-a =—,1(1—/‘1—A). (16.1)
Teorema shartidan %A operatomning normasi 1 dan Kichik ekanligi kelib
| -
chiqadi, shuning uchun 14.5-teoremaga ko'ra, /- 7:! operatoming
A=A

chegaralangan teskarisi mavjud. Bundan va ({16.1) tenglikdan

operatorning teskarisi mavjud va chegaralangan ekanligi kelib chigadi. & -
Shunday ilib, chegaralangan 4 :X->X operatorning spektri markazi

koordinatalar boshida va radiusi |4| ga teng yopiq doirada saqlanar ekan.
16.3-teorema. Agar A e L(X) bo'lsa, u holda () yopiq to'plamdir.
Isbot. Operatorning spektri o(d4) regulyar nuqtalar to’plamining

to'ldiruvchi to'plami bo’lgani uchun, p(4) ning ochiq to'plam ekanligini

ko'rsatish yetarli. Endi Aep(d4) ixtiyoy nuqta bo'lsin, yani A-A

operatorning teskarisi mavjud va chegaralangan bo‘lsin. U holda 14.6-
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teoremaga ko'ra, barcha 4, 5<(“(A—)J)"”)l lar uchun A4-—Af-&f
operatorning ham chegaralangan teskarisi mavjud. Demak, 4 € p(d) nugta
o'zining & =(‘\|(A—AI)"|D_' >0 atrofi bilan p(4) ga garashli ekan. Bu esa 4
nuqtaning p(4) to'plam uchun ichki nuqta ekanligini bildiradi. 2 ning
ixtiyoriyligidan p(4) ning, ochig to’plam ekanligi kelib chiqadi. Demak,
2.4-teoremaga ko'ra o(4) = C\ p(4) yopiq to'plam. A
Quyidagi tasdigni isbotsiz keltiramiaz.
16.4-teorema. 4 € L(H) 0'z-0'ziga go’shma operator bo'lsin: U holda:
(a) 7,,(4)-- bo'sh to'plam.
(b) o(A) to'plam R ning qismi, ya’'ni o(4)< R.
(c} A operatomning har xil xos qiymatlariga mos keluvchi xos vektorlari
o'zaro ortogonaldir.
16.1-misol. [,[a,b] Hilbert fazosida erkin o'zgaruvchi x ga
ko'paytirish operatori (15.3-misolga garang}, ya'ni
A:Ly[a,b] > Ly[a,b], (4f)x)=xf(x)
operatomi garaymiz. Uning nugqtali, qoldig va muhim spektrini toping.
Yechish. 15.3-misol natijasiga va u(x)=x=x=u(x) tenglikka ko'ra,
A= 4", 16.4-teoremaning (a) tasdig’iga ko'ra, 0401(A) = . Ma'lumki,
(AN)x)=Af(x) yami (x-A)f(x)=0 (16.2)
tenglama ixtiyoriy 4e€C uchun yagona ne! yechimga ega. Demak, 4
operator xos giymatlarga ega emas, ya’'ni 0 ,p(A)=2. (16.2) tenglama faqat
nol yechimga ega ekanligidan 14.3-teoremaga ko'ra, (A - A7)f(x)=g(x)
tenglamaning ixtiyorly g e Im 4 da yagona yechimga ega ekanligi kelib
chigadi. Ko'rsatish mumkinki 4 - A/ operatorga teskari operator
(A=A " g(x) = (x - 2)" g(x) (16.3)
formula bilan aniglanadi. Agar 4 ¢[a,6] bo'lsa, u holda x—A #0, natijada
(4~ A1) operator L,[a,b) fazoning hamma yerida aniglangan va Banax
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teoremasiga ko'ra, u chegaralangan bo'ladi. Demak, A<¢[a.h] regulyar
nuqta, ya'ni o(A)c[a,b]. Lekin (16.3) formula bilan aniglangan teskar
operator 4 e[a,b] bo'lganda L,[«,b] {azoning hamma yerida aniglanmagan.
Demak, [a,b]co(4). Bulardan, o(A)={a,b]. Endi . operatorning
spektridagi ixtiyorty nugta uning muhim spektriga garashli ekanligini

ko'rsatamiz, Ixtiyoriy A e[a,6) uchun

| |
fi(x)= ({-\’ﬂ(ﬂﬁ- 1), agar xeA, :=[/1+my A+ ;J-

0, agar X€ [a, b] \ A/r

deymiz. Ma'lum nomerdan boshlab A+—<b bo'ladi va bunday nomerlar
n

uchun |7,[=i tenglik o'rinli Bundan tashqari har xii n va m larda

4N4,=@ bolgani uchun (f,.f,)=0 tenglik o'inli yani i/}
ortonormal sistema ekan. Ma'lumki, ixtiyoriy ortonormal sistema nolga
kuchsiz ma'noda yaqinlashadi, shuning uchun {f,} ketma-ketlik ham
nolga kuchsiz ma'noda yaginlashadi. Endi (- 47)f,]| norma kvadratini
hisoblaymiz;
;__I
_|J[ A- /'IH_.?‘,',||? =n{n+1) _[” (r=2)di=
A

Int+In+i
7

In-(n+1)

= 0,n = o,
nl
Demak, tarifga ko'ra, Ael[a,b) son  operatorning muhim spektriga
qarashli ekan. 1=4 nuqtani 4 operatorning muhim spektriga qarashli
bo'lishini o'quvchiga mustaqil isbotlash uchun goldiramiz. Shunday qilib,
-l operatorning spektri fagat muhim spektrdan iborat bo'lib, u [4.5] kesma
bilan ustma-ust tushadi. Xulosa
Gl )= 0, () =D, o, (d)=a(A)=[ab]. A
16.2. 16.1-misolda qaralgan A operatorni ([a,b] Banax fazosida, ya'ni
A:Cla,b] = Cla,bl.  Af(x) = xf(x)

operatorni qaraymiz. Uning nugqtali va goldiq spekirini toping.
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Yechish. Ma'lumki, ((16.2) ga qarang)
(AN )x)=Af(x) yani (x-A4)f(0)=0, [fel[ab] {16.4)
tenglama ixtiyoriy AeC uchun yagonma nol yechimga ega. Demak, A
operator xos giymatlarga ega emas, yani o,,(4) =@. (16.4) tenglama faqat
nol yechimga ega ekanligidan 14.3-tcoremaga ko'ra (4-AN)f(x) = g(x)
tenglamaning ixtlyoriy gelImd da yagona yechimga ega ekanligi kelib
chigadi. Demak, 4-A/ operatorga teskari operator mavjud va u (16.3)
formula bilan aniqlanadi. Xuddi 16.1-misoldagi kabi ko'rsatishimiz
mumkinki, o(d4)=[a,b] tenglik o'rinli. Haqgigatan ham, agar A ¢a,s]
bo'lsa, u holda (16.3) ning o'ng tomoni ixtiyoriy geC[a,b] da uzluksiz
funksiya bo‘ladai, ya’ni D(A-A)")=Cla,b] va teskari operatorlar
haqidagi Banax teoremasiga ko'ra, (4—-AD" operator chegaralangan
bo'ladi, demak A regulyar nugta, yani o(4)c[a,b]. Agar 1e[a,b] bo'lsa,
u holda (16.3) formula bilan aniglangan (4- A/)™ operator C[a,b] fazoning
hamma yerida aniqlanmagan, bundan [a,b] c a(4). Bulardan, o(d)=][a,b]
ekanligi kelib chiqadi. Endi o(4) = g,,(4) ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy
ZAe[a,b] uchun A- A/ operatorning qiymatlar sohasi
Im(A— ) = {g € Cla,b]: g(x) = (x~ 1) f(x)}
Cla,b] fazoda =zich emas. Haqgigatan ham, ZIm(4-Al) chizigli
ko'pxillilikdagi ixtiyoriy g uchun g(1)=0 shart bajariladi. Agar biz
f;,(x)al desak, u holda ixtiyory g € Jm(4— A/) rchun
le = fol = max 18~ fo®)2] (D)~ (D=1
tengsizlik o'rinli. Demak, /m(4—Al) chiziqli ko'pxillilikdan f,(x)=1
elementga yaqinlashuvchi ketma-ketlik ajratish mumkin emas. Qoldiq
spektr tarifiga ko'ra, ixtiyody Ae[a,b] uchun A e€o,,(4) munosabat
omnli. Bundan o(A)co,(4) kelib chigadi. Teskari munosabat
a(A)> 0o, (4) doim o'rinli. Demak, o(y=o,,(4)=[a,b]. A
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16.1 va 16.2-misollarda bir xil qonuniyat bo'yicha ta'sir giluvchi A
operator har xil L[a,h] va ([a,b] fazolarda qaralgan. Har ikki holda ham
A operatorning spektr [«4,h] kesma bilan ustma-ust tushgan, lekin
spektming qismlarida (strukturasida) o'zgarish bo‘ldi. Birinchi holda {16.1-
misolda) o,,,(4) =@ edi, ikkinchi holda a,,,,,(.»l)=[a,h].

16.3. Endi ¢, Hilbert fazosida ko'paytirish operatorini, ya'ni

Ail, 50, AX = (4%, 0,50 X5, ., 0, ,..) {16.5)
operatorni qaraymiz (11.9, 15.2-misollarga garang). Uning xos ¢iymatlarini
va spektrini toping.

Yechish. st_qlaia,, |=a<w bo'lgan holda, A ning chegaralangan

ekanligi 11.9-misolda ko'rsatilgan. Bundan tashqari ] =sup!a, |= a tenglik
nzl

isbotlangan edi. 4v=Ax lenglama 4=a, bolganda e, =(0,...,0,1,0....)
nolmas yechimga ega. Demak, a,,neN sonlar . operatorning Xos
giymatlari bo'lar ekan. Agar birorta ham ne ¥ da 4#a, bo'lsa, u holda

(4 — Al) operator teskarilanuvchan bo’ladi va

PR S [ ] (16.6}
\A-a, A-a, A-a, )

Bulardan {a,,az,..‘,a,,,...}=o‘,,F(A) tenglik kelib chigadi. Ma'lumki, xos
qiymatlar operatoming spektriga qarashli bo‘'ladi, shuning uchun
{a).aa,..,a,,..} © o). Ikkinchi tomondan chegaralangan operatoming
spektri yopiq to'plamdir, demak o, (4) to'plamning yopig'i (o, ()]
uchun

TR el (W 0)) [=-T )\ {16.7)

munosabat o'rinli. Agar A¢[o,, ()] bo'lsa, u holda (16.6) tenglik bilan

o
aniglangan (4-A/)"' operator f, fazoning hamma yerida aniqlangan va
()] < p(A) ekanligi kelib chiqadi.

chegaralangan bo'ladi. Bundan C\[o,,
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Bu yerdan
a(d)c[o,(A). (16.8)
(16.7) va (16.8) munosabatiardan
a(A)=[o (4]
ga kelamiz. Ko'rsatamizki, {a,} ketma-ketlikning barcha limitik nuqlalari
4 operatorning muhim spektriga qgarashli bo'ladi. Buning uchun limitik

nuqta 4 ga yaginlashuvchi {a, } gismiy ketma-ketlikni qaraymiz. U holda

||(A - e,

= "(a,,k = ‘4')6",- H = a, —A]1=>0, k—c.

{e"k} ketma-ketlik ortonormal sistema bo'lganligi uchun nolga kuchsiz
ma'noda yaqinlashadi. Demak, 4 son 4 operatorning muhim spekiriga
qarashli ekan. A

16.4. Quyidagicha savol go‘yamiz. ¢, Hilbert fazosida shunday
A:{, > ¢, chizigli operatorga misol keltiringki, uning spektri oldindan
berlgan M < C yopiq to'plam bilan ustma-ust tushsin.

Yechish., Kompleks sonlar to‘plami C separabel metrik fazo bo‘lgani
uchun, uning hamma yerida zich sanogli D to’plam mavjud. U holda
M D to'plam sanoqli va A ning hamma yerida zich bo'ladi. Endi M N D
to'plam elementlarini {a,,a,,...,a,,...} nomerlab chigamiz va 16.3-misolda
garalgan, (16.5) tenglik bilan aniqlanuvchi .{ operatomi qaraymiz. 16.3-
misolda ko'rsatilganidek

o(d)=[o,,(DI=MOD=M. A

Bu yerda, biz M =C deb olishimiz ham mumkin. Demak, spektr
butun kompleks sonlar to'plami € bilan ustma-ust tushuvchi chizigl
operator mavjud ekan. Bu holda tarifga ko'ra, po(4)=< bo'ladi. Shuni
ta’kidlaymizki, agar M < C yopiq to'plam chegaralangan bo'lsa, u holda

spektri M bilan ustma-ust tushuvchi 4 operator ham chegaralangan
bo'ladi va aksincha.
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Mustagi! istlash uchun savel va tepshiriglar
1. Chekli o'lchamli fazolarda operatorning spektri fuqat chekli sondagi xos
qiymatlardan iborat ekanligini ko'rsating.
2. A:L|0,1]-> L[0,1], (Af)(x)=u(x)f(x) operatorning spektrini toping. Bu
yerda u:{a, b] > C - uzluksiz funksiya.

3. Ly[-=, 7] fazoda integral operatorning xos qiymatlarini toping:
(AN (x) = il jlﬂ _Iisin nxsin ny f(3:)dy.

4. Birlik operatorning spektrini toping.

5. AiLo[-11]= Ly(-1,1], (AN)x) = £(x)— f'lu o

operatorning xos qiymatlarini toping.

6. Yugorida keltiriigan A:[L,[-1,1]—»Ly[~1,1] operatorning A nugtadagi
rezolventasini toping.

7. @00, lar A chizigli operatorning 4,,4,,A, xos qiymatiariga mos
keluvchi xos vektorlari bo'lsin. ¢,p,.p, laming chizigli erkli (chizigli
bog'lanmagan) ekanligini isbotlang.

8. Spektri birlik doiradan iborat bo'lgan operatorga misol Keitiring.

9, Spektri @ to'plamdan iborat bo'lgan chizigli operator mavjudmi? Mavjud
bo'lsa misol keltiring.

10. 16.1-misolda A =56 nuqtani A operalomning muhim spektriga qarashli

ekanligini isbotlang.

fd
t
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111 bobni takrorlash uchun test savollari
1. A4:C-L11> Cl-1, 1, (4N)(x) = _‘[lx)_'f(y)dy operator yadrosini toping.
A) Kerd ={f: f(x)=consty B) Kerd={f:f(x)=c+fix}
C) Kerd={s: ilyﬂy)dy =0} D) Kerd={0)
2. A:C[-1,1]-> (-1 1], (4N)(x) = _]l;(l +xy)f(p)dy operatoming qiymatlari

sohasini toping.
A) ImA={f: f(x)=const} B) ImA={f: f(x)=a+ fix}

C) Imi={f: j"_}f(_v)dy =0} D) Iimd={0}

3. A:([a.b]—>C[a.b], (Af¥x)= f'(x) differensial operator yadrosini

toping.
Al Kerd={f:f(x)=const} B) Kerd={f:f(x)=a+ [}

C) Kerd=1f: :}f(x)dx =0} D) Kerd ={0}

4 f:0a ?j—>da. b], (A ¥x) = f'(x) differensial operatorning
=nigizmish schesini toping.
A LA A= Cla. b] B) D(A)Y={f: f(x)=const}
b
T L4 =0C"[a,b] D) D(AY={f:[f(x)dx =0}
5 SOOI =10, 1], (Af fx) = (x +1) f(x) operatorning kvadratini toping.
e Az)=1lx=1)" f3(x) B) (A f)x)=(x+1)* f(x)
& ol #1)f(x) D) (AP fHx) = (o + 1P F(RY)
¢ 7 7 wpeerstor gachon teskarilanuvchan deyiladi?

©slyery ye ImA uchun Ax =y tenglama yagona yechimga

A IR

AN

oy 0 ancratogp lapilib, AC 1 bo'lsa.
T ey 2 apeeentor dopllib, DA 1 bo'lsa
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10.

i1.

D) A- usliga akslantirish bo'lsa.

Qachon A e C son A operator uchun regulyar nuqta deyiladi?

A) Shunday C operator topilib, 4= AC bo'lsa.

B) Agar (4~ A/)"" operator mavjud va chegaralangan bo'lsa.

C) Agar Ax = Ax tenglama nolmas yechimga ega bo’lsa.

D) Agar Ax = Ax tenglama yagona x =0 yechimga ega bo’lsa.
Qachon Ae&C son 4 operatorning xos giymati deyiladi?

A) Shunday C operator topilib, 4 = AC bo'lsa.

B) Agar (4—Af)"' operator mavjud va chegaralangan ho'lsa.

C) Agar 4x = Ax tenglama noldan farqli yechimga ega bo‘lsa.

D) Agar Ax = Ax tenglama yagona x = ¢ yechimga ega bo'lsa.

A:X - X operator spektri ta'rifini keltiring.

A) Barcha xos giymatlar fo’plami operatorning spekiri deyiladi.

B) Regulyar bo'lmagan Ae( lar to'plami operatorning spektr
deyiladi.

C)Barcha regulyar nuqtalar to'plami A4 operatorning spektri
deyiladi.

D) Barcha | 4[> 4] lar to’plami A operatorning spektri deyiladi.
Teskari operatorlar hagidagi Banax teoremasini keltiring.

A) X Banax fazosini ¥ Banax fazosiga biyektiv akslantiruvchi A
chizigli operatorning teskarisi mavjud va chegaralangan.

B) Agar ¥ Banax fazosi bo'lsa, L(X,Y) ham Banax fazosi bo'ladi.

C) Har ganday f,:L, > C chizigli uzluksiz funksionalni butun L
fazogacha normasini saglagan holda davom ettirish mumkin.

D) Agar chiziqli uzluksiz operatorlaming {4} ketma-ketligi .\
Banax fazosining har bir nuqtasida chegaralangan bo'lsa, u holda

{i4,} ketma-ketlik ham chegaralangan ho'ladi.

Banax-Shteynxaus teoremasini keltiring.
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A) X Banax fazosini ¥ Banax fazosiga biyektiv akslantiruvchi .
chiziqli operatoming teskarisi mavjud va chegaralangan.
B) Agar ¥ Banax fazosi bo'lsa, L(.X,}) ham Banax fazosi bo'ladi.
C) Har qanday f,:1, > C chizigli uzluksiz funksionalni butun .
fazogacha normasini sagqlagan holda davem ettirish mumkin.
D} Agar chizigli uzluksiz operatorlarning {4,} ketma-ketligi x
Banax fazosining har bir nuqtasida chegaralangan bo'lsa, u holda
{4} ketma-ketlik ham chegaralangan bo'ladi.

12. Xan-Banax teoremasini keltiring.

A} X Banax fazesini ¥ Banax fazosiga biyektiv akslantiruveni .

chizigli operatorning esisz ud va chegaralangan

3) Agar ¥ Rapax fazoss bolse, LUYLY) ham Banaz tazis et
H = —a azliskemiz, funlcacna
— o S
e =2 =B = e
> = s
= l <
=TEECT z =

ty
.
:
B
)
ity
fa



15.

16.

17.

tekis yaqinlashish ta'rifini toping.

A)agar lim |4, - A||=0 bo'lsa.
=y
B) ixtiyoriy x€ X uchun lim|.4,x—4x]|=0 bo’lsa.
=W
C)ixtiyoriy /e ¥" va ixtiyoriy xe X uchun lim f(4,%)= f(4x) bo'lsa.

D} ixtiyoriy x,ye H = X =Y uchun lim (4,%,y)=(4%y) bo'lsa.
n—s®

{4,}c L(X,Y) operatorlar ketma-ketligining A& L(X,}) operatorga

kuchli yaginlashish ta'rifini toping.

A) agar lim |4, — A]=0 bo'lsa.

B) ixtiyoriy x& X uchun lim|d,x— 4x]=0 bo’lsa.
h-yoo

C)ixtiyorly /e Y" va ixtiyory xe.¥ uchun lim f(,x) = f(x) bo'lsa.
H -

D) ixtiyoriy x,ye H = X =Y uchun lim (4,x,) =(4x,3) bo'lsa.

n—w
{4,}c L(X,Y) operatorlar ketma-ketligining A€ L(X,)) operatorga
kuchsiz yaqinlashish ta'rifini toping.
A)agar lim|4, - A} =0 bo'lsa.
B) ixtiyoriy x € X uchun lim|,x— Ax|=0 bo'lsa.

N

C)ixtiyoriy /€ ¥" va ixtiyorly xe X uchun lim F(4,x)= f(4x) bo'lsa.
D) ixtiyoriy x,y€ H = X =Y uchun lim (4,x,y) =[(4x, 1) bo'lsa.

n—x

Nol operatorga kuchsiz manoda yaginlashuvchi, lekin kuchli
ma'noda yaginlashmaydigan operatorlar ketma-ketligini ko'rsating.
A) 4,:¢, >0, A,,x=(0_,_0,...£,x,,x2,x3,...)

"

B) @

X

0,6, 0,x=(0,0,...,0,%,., %5 X100 --)
C) 4,1 L[-1/2,1/2] = L|-1/2,172],  (4,f)=x"f(x)

D} P il >0, Px=(x,5%02, Xm0
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18. Nol operatorga kuchli ma’noda yaqinlashuvchi, lekin  tekis
vaqinlashmaydigan operatorlar ketma-ketligini ko'rsating.

A) .‘l" : (2 ed E'_:: -"!,,x B (Oyov_v_l--_Q'xlaxl ’XJ"“)

"

B) O,:6,>0,, 0,x=(0,0,....0,X, 15X, Xp30:-)

C) A, L,[-1/2,12] > L[-1/2,172], (4,/)=3"f()

D) To'g'ri javob keltirilmagan.

e
jio]

Nol operatorga tekis yaginlashuvchi operatorlar ketma-ketligini
ko'rsating.

A) i€, >y A =(0,...,0,%,%2,X5,..)

n
B) O,:6, =6, O,x=(0,...,0,%,,1, %095 X)1035--+)
Q) A, : LI-1/2,072] = L,[-1/2,172], (A, [)=x"f(x)
DR —Bis; P’ — (2, )5 5 e 1)
20. Noto'g’n tasdigni toping.
A} Agar A chizigli operator bo'lsa, A" ham chizigli operator bo‘ladi.
B) Agar A4e L(.Y,}) bo'lsa, u holda 4~ € L(¥,X) bo'ladi.
C) Agar 4 chizigli operator bo'lsa, u holda 4* ham chiziglidir.
D) Agar A e L(X,¥) bo'lsa, u holda 4" e L(¥*,X") bo'ladi.
-4:% — ¥ chiziqgli operator teskarilanuvchan bo'lishi uchun quyidagi
shartlardan gaysi birining bajarilishi zarur va yetarli.
Aj A|2g<] B) 4x=0&x=0 C) dimKerd=1
Dj biror m>0 va barcha x e D(A) larda {4x| z m| x| bo'lishi
A:X —) operatorga chegaralangan teskari operator mavjud
oo‘lishining zarur va yetarli shartini keltiring.
A) AZg-<] B) 4x=0&x=0 C) dimKerd =1

D) biror m >0 va barcha xe D(4) larda [4x

2 x| bo'lishi

2% /-4:X - X operatorga chegaralangan teskari operator mavjud
Lolishining yetarli shartini keltiring.
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24.

25.

26.

27.

28.

29,

30

A) 4 cg=<1 B) Ax=0<x=0 C) dimKerd=1
D) biror m> 0 va barcha xe D)(4) larda |4x|2 m|x| bo'lishi

A-A':X > X operalorga chegaralangan teskari operator mavjud
bo'lishining yetarli shartini keltiring.
A) Misg<1 B) |a]<|4’" C) Kera={0} D) <4

A:R* >R, Ax=(x,2x,3x,) operatorga teskari operatorni toping.
A) A'x=(x,2x,,x)  B) A'x=(x,2"%.3"%)
C) 4'x=(x,27x,,37x;) D) 4'x=(x,2x,"'3%;")

A:X - Y chizigli operator teskarilanuvchan bo'lishi uchun quyidagi
shartlardan gaysi birining bajarilishi zarur va yetarli.

A) |4[sg<) B) Kerd={0} C) dimKerd=1 D) 42!

A operator chiziqli bo‘lishini ta’minlaydigan shartlarni ajrating:

1) A(x+y)= dx+ Ay, 2) Alax)=adx 3) A@x)= adx
A 1,2 B)23 C1,23 D)3

A:X - Y operator yadrosini matematik simvollar bilan ifodalang.
A} Kerd ={xe D(A): Ax=6}
B) KerA={ye¥: biror xeD(A) uchun y=Ax}
C) Kerd={xe X:AxeY}
D) Kerd = {(x,Ax):x € D(A)}

A:X >Y operator qiymatlar sohasini matematik simvollar bilan
ifodalang.
A) ImA={xe D(4): Ax=6}
B) Im4={yeY: biror xeD(4) uchun y= Ax}
C) Imd={xe X:AxeY}
D} fmA = {(x, Ax) :x € D(A)}
Chizigli bo'lmagan 4:C{a,b] > Cla,b] operatorni toping.
A) (Af)x)= f'(x) B) (Af)x) = f(x)
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S) (AN =0 D) (AN)x) = f(x)+1

31. C{a.b] ni Cla,b] ga akslantiravchi birlik operatorni toping.
A) N = F(x) B) (Af)x) = f(¥)
C) (AN(x) =0 D) (A4 )x) = f(x)+1

32. (la,b] ni Cla,b] ga akslantiruvchi nol operatorni toping.
A) (4f)x)=1"(x) B) (A)(x) = f(x)
C) (AF)Nx)=0 D) (4f)x) = f(x)+]1

33. Cla,b) ni Cla,b] ga akslantiruvchi chegaralanmagan operatorni

toping.
A) (ANx) = 1'(x) B) (4f){x) = f(x)
C) (AN )xj=0 D) (4f}x)= f(x)+1

34. Quyidagilar ichidan A chizigli chegaralangan operator normasini
hisoblash formulalarini ajrating:
) - supbash 2 = sup o, 3 Jt]= int s
1 || fa=1
A)1,2 B)23 C1,23 Dj1,3
35. Quyidagilar ichidan to’'g'ri tasdiglarni ajrating:
1) Operatorlarni go’shish kommutativ. 2) Operatorlarni ko'paytirish
kommutativ. 3) Operatorlarni ko'paytiris’: assotsiativ,
A)1.2 B)2,3 (1,23 D)1,3
36. Quyidagilar ichidan to'g'rlarini ajrating:
1) [+ B <[l +Bl.  2) |- Bl<|d-18l.  3) |4 B]=|4-|5)
A)1,2 B)23 C)1,23 DjI1,3
37. 4:X > Y - chizigli operator. Teng kuchli tasdiglarni ajrating:
1) 4 operator biror x, nuqgtada uzluksiz.
2} A operator uzluksiz.
3) A operator chegaralangan.
A)1,2 B)23 C)1,23 D)1,3
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38.

39.

40.

41.

42,

43.

44,

45.

46.

47.

48,

49,

50.

([~1,1] fazoda normasi ! bo'lgan operatorlarni ko'rsating.
1) (AN = xf(x) 2) (B)x)= f(x) 3) (Nx)=0.
A)1,2 B)2,3 1,23 D)I,3

R" fazoga qo'shma fazoni ko'rsating.

A)R* B)R, C) R D)R,

R?, p>1 fazoga qo'shma fazoni ko'rsating.

A)R" B)R, CR,p'+q'=1 D)R;

R}' fazoga qo'shma fazoni ko'rsating.

A)R" B)R, C\ R, p'+q'=1 D} R

R, fazoga qo'shma fazoni ko'rsating.

Al R" B) RZ C) R;, p'+qg'=1 D) R

(la, b] fazoga qo’shma fazoni ko'rsating.

A) Cla,b] B) Vyla, 6] C) La, 6] D) Lafa bl

Lyfa,b], p>1 fazoga qo‘shma fazoni ko'rsating.

A) Cla.b] B) Fyla, 6] C) Llablp'+q' =1 D) Lla,b]
Ly[a, b] fazoga qo'shma fazoni ko'rsating.

A) Cla,b] B) Kla,b] C) Lla,bLp™ +q"'=1 D) Lya.b]
¢, fazoga go'shma fazoni ko'rsating.

A) ¢, By?, Cm Djc

£, fazoga qo'shma fazoni ko'rsating.

A) ¢, Bj¢, CQm D)c

¢ fazoga qo'shma fazoni ko'rsating.

A)¢, B i, Cm D)c

¢, fazoga qo'shma fazoni ko'rsating.

Al ¢, BY¢, Cm D)c

¢,, p>1 fazoga qo'shma fazoni ko'rsating.
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A B, Q¢t,.p'rg'=1 D¢

Sl T, £, Tx=(0,X,,X,,X3:-»X,,»-) §& qo'shma operatomi toping.
AT imom Tx= (X35 %35 Xg s Xyaraeee)

B) T" 16, > ¢€,, T 'x=(X;,%5X50rXpp--)

C) T. Zfl, = ﬂ‘l’ T.)’ = (yz,y;,-}hu---.ﬂ..u---}

D) T 6y L5, T y=(3s,Y3:Vsseees Vataee)

52. T:0,—£,, Tx=(0,%,X;,X55000, %, ,--) & qo'shma operatorni toping.
A) T im—om, T x={(X;,%5, X500 Xu2e-2)
B) T iy > 6, T x= (%%, %000y Xpupsese)
Q)T i, —>t,, T y=(rVYereosYuur=)
D) T ity =0y, T y=(35Y15Yare-=Vasires)

53. T:0, >¢,, Tx=(ax,,a,%,d,X%s,...,4,%,,...) Operatorga go’'shma
operatorni toping.

* A 3
A) T im—m, T x=(ax.0,%,,0;%,.,@,X,,.-.)

B) T iy o 0y, T X = (@)X, 8555, UsXyseeerdyX, o)

PY2 i PR

C) T iy =0y, T x=(X,,X5. %X, )

PP SRR

5 5 I 1
D) T :t,—>¢€,, Tx=(Lx,,L,\’Z,———.\',,...,——-—x",...)
a. da, a4 a,

vt Tilafa, b= Ly[a, b], (TF)(x) = u(x) f(x) operatorga Hilbert
ma'nosidagi go'shma operatomi toping.
A) (T N)x) = u(x)f(x)  B) (7" f)x) = u(x)] (x)
C) (1" ) = wx)f D) (7 x) = L2
u{x)

55. T:lsla, b} Lla., 6], (7)) = {K(x, 9)/ )y operatorga  Hilbert

ma'nosidagi qo’'shma operatorni toping.
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56.

57.

58,

59.

60.

A)(T'f )(x)=’fl<( »x)f(vdy B) (T N)x) = [KG,x)f(0)dy

Q) (" 1)) = [RG)f )y D) (/)0 = K (rux) f )y

A:C" > C" chiziqli operator spektri haqgidagi tasdiglaming gaysi biri
to'g'ri.

A) o(4) faqat chekli sondagi xos giymatlardan iborat.

B) A ning spektri biror kesmani to'la to'ldiradi.

C) 4 ning spektri (-o0;00) to'plamning qismi.

D) o(4) doim nolni saqglaydi.

Al, 5L, A= (@)X}, %5, @,%,,...) Operatorning spektrini toping.
A) o(d)={a,,a.a5,..,a,,..3  B) 0(A)=1{ay 0y 03eeryree)

C) o(4)={a,,ay,a5.....a,,..3 D) o(d)={1/a,1/ay1/as,. .0 Gy}
A:il, 56, Ax=(ax,a%s,...,a,%,,...) Operatoming barcha xos
giymatlarini toping.

A) {a,,a,,a,,...,a,,..} B) {a,, a5, G50 s yse-}

C) {@,,8y,8;,-.0,5..) D) {1/a, 1/ as, 1/ az...Gysen}

A:L,[a.b] = La,b], (Af)(x)=xf(x) operatorning spektri haqgida
to’lig ma'lumotni toping.

A) a(A=[a,b], 0,,(AN=D, 0,y(A)=D, Tuld)=[a bl

B) a(A)=[a,b], o, (=D, gu(A)=[ad], 0w (=D

Q) a(N)=[a,b], o, (A)=[abl, Cu(A=D, C.(d)=D

D) o(A)=[a,b], op(A)=[a.b], GuD=D, Tuld)=[ab]

A:L,[0,1] > L,[0,1], (Af)(x) = x/(x) operatomning AeC\[0,1]
nuqtadagi rezolventasini toping.

A) Ry (DS (x)=(x- ) f(x) B} R (A)f(x)=(x-1)"f(x)

C) R(ADf(X)=(x=2)"'f(x) D) R(Df(x)=|x=2]" f(x)
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IV bob. Kompakt operatoriar va integral tenglamalar

Chiziqgli operatorning spektri va rezolventasi mavzusida {16-§ ga
qarang) ko'rsatildiki, chekli o'lchamli fazolarda aniqlangan A chizigli
operatorning spektri chekli sondagi xos gqiymatlardan iborat. Chekli
o'lchamli fazolarda aniqlangan chiziqli operatorlardan farqli o'larog,
cheksiz o'lchamli fazolardagi ixtiyoriy chizigli operatorning spektrini
lo'la o'rganish ancha giyin masaladir. Lekin ba'zi bir sinf operatorlarning
spektrini biz to'laroq o'rganishimiz mumkin. Operatorlaming bunday
sinfi kompakt operatorlar deb nomlangan. Bu sinf operatorlari o'zining
xossalari bo'yicha chekli o'lchamli operatorlarga o'xshab ketadi va
ularning spektri yeterlicha aniq izohlanadi. Shunday qilib, bu bob
kompakt operatorlar va ularning muhim sinfi integral operatorlarga
bag'ishlangan.

Bu bob 4 paragrafdan (17-20-§§ lardan) iborat bo'lib, unda biz
kompakt operatorlar va integral tenglamalarning asosly xossalarini
o'rganamiz. 17-18-§§ lar kompakt operatorlarning asosiy xossalariga
bag'ishlangan bo'lib, unda Banax va Hilbert fazolaridagi kompakt
operatorlaming muhim xossalari ochib berilgan. 17-§ da chekli o'lchamli
fazolardagi chizigli operatorlarning kompektligi va chekli o‘lchamli
operatorlaming kompaktligi ko'rsatilgan. Chesiz o'lchamli fazolarda
birlik operatoming kompakt emasligi ko’rsatilgan. 18-§ da esa kompakt
operatorlarning asosiy xossalari isbotlangan. Jumladan, X Banax fazosini
" Banax fazosiga akslantiruvchi kompakt operatorlar to'plami —K(X,))
ning to’'la normalangan fazo bo'lishi isbotlangan. Kompakt operatorga
qo‘shma operatorning kompaktligi isbotlangan. Agar {4,} kompakt
operatorlar ketma-ketligi 4 operatorga norma bo'yicha yaginlashsa, u
holda limitik operatorning kompaktligi ko'rsatilgan. Paragraf oxirida
Banax fazolarida aniglangan kompakt operatorlar xossalari Hilbert

fazosidagi 0'z-0'ziga qo'shma kompakt operatorlarga taalluqli bo'lgan
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ayrim faktlar bilan to'ldirilgan. Xususan, bunday operatorlar uchun
chizigli algebra kursidan ma’lum bo‘lgan matritsalami diagonal
ko'rinishga keltirish hagidagi teoremaga o'xshash Hilbert-Shmidt
teoremasi isbotlangan.

19-20-§§ larda kompakt operator xossalari integral tenglamalarga
tadbig qilinadi. I tur Fredholm integral tenglamasi yechimining
mavjudlik masalasi, 7 kompakt operator uchun 1 soni xos giymat
bo'lish yoki bo'lmaslik masalasi bilan bog'lanadi. Agar 1 soni T
kompakt operatorning xos giymati bo'lmasa, z=f+7u integral
tenglama istalgan f uchun yagona yechimga ega bo'ladi. Agar 1 soni T
kompakt operatorning xos giymati bo'lsa, u holda u= f+7u tenglama
yechimga ega bo'lishi uchun f funksiya bir jinsli g =7"g lenglamaning
barcha yechimlariga ortogonal bo'lishi zarur va yetarli ekanligi
isbotlanadi. Bundan tashqar u=Tu va g=T7 g bir jinsli tenglamalarning
chizigli bog'lanmagan yechimlari soni chekli va o'zaro teng ckanligi

isbotlanadi. Bu tasdiqlar Fredholmning fundamental teorematari nomi
bilan mashhurdir.

17-§. Kompakt operatorlar

Dastlab normalangan fazodagi kompakt, nisbly kompakt
to'plamlarga ta'rif beramiz. Chunki kompakt operatorlar shu
tushunchalar asosida ta'riflanadi. Biz normalangan fazolarda kompaktlik
krleriylarini ham keltiramiz. Keyin esa asosiy tushuncha kompakt
operatorga ta'rif beramiz va unga misollar keltiramiz.

Bizga X - Banax fazosi va M < X to'plam berilgan bo'lsin. Agar W
to’plamdan olingan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikdan M da yaginlashuvchi
gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo'lsa, M ga kompakt to'plam
deyiladi (3.6-ta'rifga garang). Agar N to'plamning yopig'i [¥] kompakt
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to'plam bo‘lsa, u holda N nisbiy kompakt to'plam deyiladi (3.7-ta'rifga
qarang). To'plam nisbiy kompakt bo'lishi uchun uning to'la
chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli (3.5-teoremaga qarang). Chekli
o‘lchamli fazolarda to'plam kompakt bo'lishi uchun (3.4-tecremaga
qarang) uning chegaralangan va yopiq bo'lishi zarur va yetarlidir. Asosiy
funksional fazolardan biri C[a,b] fazodir. Bu fazodagi to'plamning
kompaktlik kriteriysi Arsela teoremasi (3.6-teoremaga qgarang) yordamida
bayon gilingan. rp.pzl fazoda to'plam nisbiy kompakt bo'lishining
zarur va yetarli shartlari 3.8-teoremada keltirilgan.

Banax fazosida kompakt operatorlar. Chekli o'lchamli fazolarda
aniglangan chiziqli operatorlardan farqli o‘laroq, cheksiz o‘lchamli
fazolardagi ixtiyoriy chizigli operatorning spektrini to'la o‘rganish ancha
glyin masaladir. Lekin kompakt operatorlarning spektrini  to‘larog
o'rganish mumkin. Kompakt operatorlar xossalariga ko‘ra chekli
o'lchamli operatorlarga o'xshab ketadi va ularmning spektri yetarlicha
aniq tavsiflanadi. Bundan tashqari, kompakt operatorlar ko‘plab
tatbiglarga ega, masalan integral tenglamalar nazariyasida. Bu nazariyani
biz keyingi 19 va 20-paragraflarda keltiramiz.

17.1-ta'rif. Agar Ae L(X,Y) va dimlm A4 <o bo'lsa, u holda A4 ga
chekli o'lchamli operator deyiladi. Agar dimIm4 =n bo'lsa, u holda 4 ga
n o'ilchamli operator deyiladi.

17.2ta’rif. Bizga 4:X —Y operator berilgan bo'lsin. Agar 4
operator X dagi har qanday chegaralanocan to’plamni Y dagi nisbiy
kompakt to'plamga akslantirsa, u holda 4 keompakt operator yoki to'la
uzluksiz operator deyiladi.

Chekli o'Ichamli fazolarda to'plam kompakt bo'lishi uchun (3.4-
teoremaga qarang) uning chegaralangan va yopiq bo'lishi yetarli va
zarurdir. Demak, chekli o‘lchamli fazodagi har gqanday chegaralangan

to'plam nisbiy kompaktdir va aksincha (3.1-natijaga garangy).
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17.1-teorema. A:C" — C" chiziqli operator kompaktdir.

Isbot. C" fazoda aniglangan chiziqli A4  operatorning
chegaralanganligi 16.1-teoremada isbotlangan edi. A chegaralangan
operator bo'lgani uchun har qganday chegaralangan to'plamni yana
chegaralangan to'plamga o'tkazadi. Har qanday chegaralangan to‘plam
esa chekli o'lchamli fazoda nisbiy kompaktdir. Demak, A:C" =7
chiziqli operator kompaktdir. A

17.2-teorema. Ae L(X,Y), dimImA << bo'lsin. U holda A kompakt
operator bo‘ladL.

Isbot. A chegaralangan operator bo‘'lgani uchun ixtiyoriy
chegaralangan A to'plamni yana chegaralangan A(4f) to’plamga
akslantiradi, Ma’lumki, A(M)cIm4d va dimIm4<w bo'lgani uchun
A(M) nisbly kompaktdir. Demak, 4 - kompakt operator. A

17.1-misol. C° Evklid fazosidagi Jx=x birlik operatomi
kompaktlikka tekshiring.

Yechish. Birlik operatorning chiziqliligi va uzluksizligi 11.1-misolda
ko'rsatilgan. 17.1-teoremaga ko'ra birlik operator kompakt bo'ladi. A

Cheksiz o'lchamli fazolarda kompaktlik talabi uzluksizlik talabidan
ancha kuchlirog hisoblanadi. Hozir biz uzluksiz, lekin kompakt
bo'lmagan operatorga misol keltiramiz.

17.2. H Hilbert fazosidagi Ix=x birlik operatorning kompakt
emasligini ko'rsating.

Yechish. Birlik operatoming uzluksizligi uning chegaralangan
ekanligidan kelib chigadi (11.1-misolga garang). Endi uning kompakt
emasligini ko'rsatamiz. # dagi B[6.1]:={¢ e H :|4|<1} birlik yopiq shamni
garaymiz. Bu to'plam chegaralangan to’plam bo'ladi, uning [/
akslantirishdagi tasviri (aksi) o'ziga teng. Lekin birik shar kompakt

emas. Buni isbotlash uchun # da ixliyoriy {¢,} ortonormal sistemani



Nidlwkd, intivorly #n€ N uchun ¢, € 8[0,1]. Agar n¥m bo'lsa, u

&8 = e =0 = (8,00 + (8,.0,) = 2.
Bu verdan ko'rinadiki {¢,} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy

Aotma-Retlik - gjratish mumkin emas. Demak, birlik shar B[g;1] nisbiy

R

>3kt to'plam emas ekan. Bu o'z navbatida birlik operatorning
Kampakt emastigini bildiradi. A

Cheksiz o'lchamli Banax fazolarida birlik shaming nisbiy kompakt
o plam emasligi quyidagi lemmadan kelib chigadi.

17.1-lemma. X ~ chiziqli normalangan fazo va x,,x,,...,x,,... lar X

¢ chizigli erkli sistema bo'lsin. X, bilan x,,x,,...,x, elementlarning

cigil gobig'idan tashkil topgan qism fazoni belgilaymiz. U holda
guyidagt shartlarni ganoatlantiruvchi y,, y,,....y,,... vekiorlar mavjud:

Dl=b DyeXy 3)ohX, )= inf [y, —x|>L.

veX, 2

Isbot. Lemma shartiga ko'ra X\5X5,.-,X,,,... elementlar sistemasi

chizigli erkli, Shuning uchun, x, ¢ X,, va X, _, ning yopiq ekanligidan

ox.V,)=a>0 Dbo'ladi. Shunday «x'eX,, element mavjudki
x" -x,|<2a bo'ladi. U bolda

asplx,—-x,X,,).
Natijada

W = X — I\.“
sn [T [}
X-=
' —x.

vektor 1-3 shartlarni ganoatlantiruvchi vekror bo'ladi. y, vektor sifatida

x/lx,| vektorni olish yetarli. A

Bu lemmadan foydalanib, cheksiz o'lchamli Banax fazosidagi yopiq

birlik sharda yotuvchi shunday {y,} ketma-ketlik qurish mumkKinki,
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[¥%s =¥l > 12,1 m shart bajariladi. Bunday ketma-ketlik o‘zida birorta
ham yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlikni saglamaydi. Demak, cheksiz
o'lchamli Banax lazosidagi birlik shar nisbiy kompakt to‘plam emas. Bu
yerdan quyidagi natija kelib chigadi.

17.1-natija. Agar X-cheksiz o’Ichamli Banax fazosi bo'lsa, u holda
1:X > X, Ix=x operator kompakt emas.

17.3-tarif. Bizga X,Y- Banax fazolari berilgan bo'lsin. Agar
A: X > Y chizigli operator X fazodagi birlik sharni ¥ fazodagi nisbiy
kompakt to'plamga akslantirsa, u holda A kompakt operator deyiladi.

17.3-ta’rfga teng kuchli bo'lgan quyidagi ta'rifni keltiramiz.

17.4-tarif. Bizga Ae L(X,Y) (X,Y~- Banax fazolari} operator va
ixtiyorly {x,} < X chegaralangan ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar {Ax,}
ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin
bo'lse, u holda A ga kompakt operator deyiladi.

17.3-misol. Berilgan har bir ne ¥ uchun

A, 08, >0, 4, x=(ax,,a,x,,...,a,x,,0,0,...)

operatorning kompaktligini ko'rsating.

Yechish. .{, operatorning kompakt ekanligini ko‘rsatishda 17.2-
leoremadan foydalanamiz. Chunki 4, chegaralangan operator va

dimlm ., = n <. Hagigatan ham,

[ 4,x |'j =;Z.I|]u; 3 Ps max |a, P -lilll X s ik [y ; -[.\'|2.
Demak, ., chegaralangan va uning normasi uchun

[l4.]= glax la,|
tengsizlik o'rinli. 4, operatorning giymatlar sohasi Im4, esa {e.e,.....&,}
vektorlar sistemasidan hosil bo‘lgan gism fazo bilan ustma-ust tushadi.
Shuning uchun dimIm4, =n. 17.2-teoremaga ko'ra, 4, kompakt operator
bo'ladi.
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17.4. L,[-#,7] fazoda quyidagi integral operatorning kompaktligini
ko'rsating.
(AN)x) = [eostx—y)f(¥)dy.
Yechish. Dastlab 4 operatorning chegaralangan ekanligini

ko'rsatamiz.

Warf = | 'Icas(x—y)f(y)dy‘.dr < ]{ Tlcostr= )P dy}dx TLfoE db.

Bu yerda biz Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan foydalandik. Agar
| cos(x— y)|< | tengsizlikni e'tiborga olsak,

T <@ A1) = s <271
ga ega bo'lamiz. Bundan |4|s27z ekanligi kelib chiqadi. Agar biz

cos(x— y) = cosxcosy + sinxsiny ayniyatdan foydalansak,
(Af)(x) = cosx ]cosyf (y)dy + sinx ]‘sinyf (¥)dy = acosx + Psinx
tenglikka ega bo‘lamiz’. Bu yerda
a= feosyf )y, = [simf (¥)db.

Demak, ixtiyorily g=.4f element cosx va sinx laming chizigli
kombinatsiyasi shaklida tasvirlanadi. Bundan dimImA4 =2 ekanligi kelib

chiqadi. Demak, 17.2-teoremaga ko'ra 4 operator kompakt bo'ladi.

Mustagil ishlash uchun savol va topshiriqlar
i. C" va £, fazolarda birlik shar nisbiy kompait to'plam bo'ladimi?
2. £, fazoda Ax =(x,2x,,4x,,0,...) operatorning o'lchamini toping.
3. £, fazodagi birlik sharning A:£, > £,, Ax=(x,,2"x,,3"'x,,0,...)
akslantirishdagi tasvirining nisbiy kompakt to'plam bo'lishini ko'rsating.
4. Chekli o'lchamli operatorga misol keltiring.
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18-§. Kompakt operatorlaming asosiy xossalari

Bu paragrafda biz kompakt operalorlar to'plamining chizigli
normalangan fazo tashkil gilishini ko'rsatamiz. Agar X Banax fazosini ¥
Banax fazosiga akslantiruvchi barcha kompakt operatorlar to'plamini
K(X,Y) orqali belgilasak, u holda K(.X,Y) ning Banax fazosi bo‘lishini
isbotlaymiz.

18.1-lemma. K(X,Y) to'plam L(X,¥)(X,Y - Banax fazolari) chiziqli
normalangan fazoning qism fazosi bo'ladi.

Isbot. Lemmani isbotlash uchun kompakt operatorlarning yig'indisi
va songa ko'paytmasi yana kompakt operator bo'lishini ko‘rsatish yetarli.
Faraz qilaylik, A,Be K(X,Y) va {x,} c X ixtiyorly chegaralangan ketma-
ketlik  bo'lsin.  Ko'rsatamizki, {4+ B)x,}jc¥ ketma-ketlikdan
yaqginlashuvchi gqismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. 4 kompakt
operator bo’lgani uchun {4x,} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi {"L‘"k}
gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. B kompakt operator bo'lgani
uchun {Bx, } ketma-ketlikdan yaginlashuvchi {Bx,,ﬁ} gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin. Demak, {(4+ B)x'u», } ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo'ladi. Bundan A+ B operatorning kompakt ekanligi kelib chigadi
(17.4-ta'rifga qarang). Kompakt! operatormning songa ko'paytmasi yana
kompakt operator bo'lishi shunga o'xshash ko'rsatiladi. A

Endi K(XY) gism fazoning yopiqligini isbotlaymiz.

18.1-teorema. Agar Y Banax fazosi bo'lsa, u holda K(X,Y) ham

Banax fazosi bo'ladi,

Isbot. Faraz gilaylik, {4,}< K(X.Y) ixtiyorly fundamental ketma-
ketlik bo'lsin. A, e K(X,Y) ekanligidan A, e L(X,}) ekanligi kelib
chigadi. Z(X,Y) fazoning to'laligidan (13.1-tecremaga qarang) {,}

fundamental ketma-ketlikning biror 4 e L(X,¥) operatorga yaqinlashishi
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Kolib chiqadi. Endi limitik operator 4 ning kompaktligini isbotlaymiz.
Buning uchun chegaralangan {x,} ¢ X ketma-ketlik ganday bo‘lmasin,
iy} Y ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish
anunkinliging ko'rsatish yetarli.

-4, kompakt operator bo‘lganligi uchun {4,x,} ketma-ketlikdan
vaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

P (L5 LU () (18.1
gismiy ketma-ketlik shunday bo'lsinki, {4x"} ketma-ketlik
yaginlashuvchi bo'lsin. Endi {d.x;’} ketma-ketlikni qaraymiz. 4,
kompakt operator bo’lganligi uchun shunday {x{"} c {x{"} qismiy ketma-
ketlik ajratish mumkinki, {1,x?} ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo’ladi. Bu
holda {4x®} ketma-ketlik ham yaqginlashuvchi bo'ladi. Yuqoridagidek
mulohaza yurgizib, {x®} ketma-ketlikdan shunday {x®} qismiy ketma-
ketlik ajratish mumkinki, bunda {4x®}, {4,x3, (4,3} ketma-ketliklar
yaqinlashuvchi bo'ladi. Bu jarayonni cheksiz davom etiiramiz va

X (18.2)

{n @
ALY ST

diagonal ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikni 4, d,,.., 4, -

operatorlar yaginlashuvchi ketma-ketliklarga o'tkazadi. (18.2) ketma-
ketlikni 4 operator ham yaqginlashuvchi ketma-ketlikka o'tkazishini

ko'rsatamiz. ¥ Banax fazosi bo'lganligi uchun {4x"’} ketma-ketlikning
fundamental ekanligini ko'rsatish kifoya.

“Axf,"’ - Axf,f"’” = "Axf,"’ — x4 X — A g x — Ax,‘,,’"’” <

<

1 (18.3)

Ax¢™ — 4, x)
l

¥ P+ = A x x = ax)
{xf,"’}c/\’ ketma-ketlik chegaralangan bo'lganligi uchun, shunday € >0
mavjudki, ixtiyoriy ne N da ”x}"”"SC bo'ladi. Ixtiyoriy &£>0 son uchun
k € N sonni shunday tanlaymizki,
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£
=< =

tengsizlik bajarilsin. Shunday s, soni mavjudki, barcha am>an, lar

uchun
&
||(]; .\':"J - A, .\’:,m” < —3 -

Bu shartlar bajarilganda (18.3) dan quyidagiga ega bo'lamiz

LAm fm
”.AIA,_ — Ax, [

q—s~{‘+£+i(,'=£.
C 3 S

Demak, n,m >« da ”,‘I.\‘,‘,"'—Axf,,’"’||—>0. Bu esa {4x!"} ketma-ketlikning
fundamental ekanligini ko'rsatadi. ¥ to'la fazo bo'lganligi uchun u -
yaqginlashuvchi. Demak, 4- kompakt operator. A

18.1-natija. Agar {4,}c K(X,Y) operatorlar ketma-ketligi A
operatorga norma bo'yicha yaginlashsa, u holda A ham kompakt operator
bo'ladi.

Natijaning isboti 18.1-teoremaning isbotidan bevosita kelib chigadi.

18.2-teorema. Agar 4e K(X) va Be L{X) bo'lsa, u holda 4B va
BA operatorlar ham kompakt operatorlar bo'ladi.

Isbot. Agar M < X to’plam chegaralangan bo'lsa, u holda B(:Mf)
ham chegaralangan to'plam bo'ladi. 4 kompakt operator bo‘lgani uchun
A(B(M)) to'plam - nisbiy kompakt to’plamdir. Bu esa 4B operatoming
kompakt ekanligini isbotlaydi.

Endi B84 operatorning kompaktligini ko'rsatamiz. Buning uchun
chegaralangan {x,}c X ketma-ketlik ganday bo'lmasin, {Bdx,}c X
ketma-ketlikdan  yaqginlashuvchi  qismiy  ketma-ketlik  ajratish
mumkinligini ko'rsatish yetarli. 4 kompakt operator bo'lgani uchun

{Ax,} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi {dx,} qismiy ketma-ketlik
ajratish mumkin. B operator uzluksiz bo‘'lgani uchun {Bdx, } ketma-
ketlik ham yaginlashuvchi bo'ladi. Demak, B4 kompakt operator ekan.
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18.2-natija. X - cheksiz o‘lchamli Banax fuzosi bo‘lsin. U holda
A e K(X) operatorning chegaralangan teskarisi mavjud emas.

Isbot. Teskaridan faraz gilaylik, yani 4 ! mavjud va chegaralangan
bo'lsin. U holda 7= A"'4 birlik operator cheksiz o'lchamli X Banax
fazosida kompakt bo'lar edi (17.1-natijaga qarang), bu garama-qarshilik
natijani isbotlaydi. A

18.3-teorema. Kompakt operatorga qo'shma operator kompaktdir,

Ishot. Bizga X Banax fazosini o'zini-o'ziga akslantiruvchi 4
kompakt operator berilgan bo'lsin. Ko'rsatamizki, 4 ga go'shma bo'lgan
A" operator X' dagi har ganday chegaralangan to'plamni nisbiy
kompakt to'plamga o'tkazadi. Normalangan fazodagi har ganday
chegaralangan to'plam gandaydir sharda saglanadi, shuning uchun A°
operator X* dagi birlik shar S' ni (17.3-ta’rifga garang) nisbiy kompakt
to'plamga o'tkazishini ko'rsatish yetarli.

X" dagi uzluksiz funksionallarni X fazoda emas, fagat kompakt
A(S)- to'plamda aniqlangan funksional sifatida garaymiz. Bu yerda §
to'plam X dagi birlik shar. Bu holda S° dagi funksionallarga mos
keluvchi funksiyalar to'plami & tekis chegaralangan va tekis darajada
uzluksiz bo'ladi. Hagigatan ham, agar |¢]<1 bo'lsa, u holda

sup_|e(x)|= sup |@(x)I<]o)- sup]x]<|],
zeA(S) xe4(S) xe§

lo(x)= (W)= ol -[x - ¥ < e - 5.
Arsela teoremasiga ko'ra, @ to‘plam C[A(S)] fazoda nisbily kompakt
o'plam bo'ladi. Uzluksiz funksiyalar fazosi CTA(S)] dagi @ to'plam X'
odagi A'(S7) to'plamga izometrik bo'ladi. Hagiqatan ham, agar
z .z. =5 bo'lsa, u holda

A'g, —.'I'g:j' = su?l (g —A'gy, %)= sup| (g, — g, Ax) |
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sup [ (g, = £,.2) 1= plg. £,)
4050

@ nisbiy kompakt to'plam bo'lganligi uchun u to'la chegaralangan
bo'ladi. O’z navbatida, unga izometrik bo’lgan 4°(S") to'plam ham to'la
chegaralangan bo‘ladi. Demak, A4'(S") - nisbiy kompakt to’plam. A

18.4-teorema. X Banax fazosida A kompakt operator va ixtiyoriy
p >0 son berilgan bo'lsin. A operatorning absolyut giymati bo’yicha p
dan katta bollgan xos qiymatlariga mos keluvchi chizigli erkli xos
vektorlarining soni cheklidir.

Isbot. Avvalo shuni ta’kidlaymizki, 4 operatorning nolmas 4 Xos
giymatiga mos keluvchi xos vektorlaridan tashkil topgan X, invariant
qism fazo chekli o'lchamli bo‘ladi. Haqigatan ham, agar X, = Ker(A - Al)
gism fazoning o'lchami cheksiz bo'lganda edi, u holda 4 operator X,
gism fazoda va demak, butun X da kompakt bo'lmas edi. Shu sababli,
teoremaning isbotini yakunlash uchun, agar {4,}- kompakt A
operatorning nolmas, har xil xos giymatlarining ixtiyoriy ketma-ketligi
bo’lsa, u holda 4, —» 0 ekanligini ko'rsatish yetarli. O'z navbatida A;'
ketma-ketlik chegaralangan bo'ladigan har xil 4, xos giymatlarning
cheksiz ketma-ketligi mavjud emasligini ko'rsatish yetarli.

Faraz gilaylik, bunday ketma-ketlik mavjud bo'lsin va x, vektor 4,
xos giymatga mos keluvchi xos vektor bo'lsin. Ma'lumki, x;,%3,..-,%,...
vektorlar chizigli erkli bo'ladi. X, bilan x,x,,...,x, vektorlarning chizigli
qobig‘ini belgilaymiz, ya’ni X, to'plam

i
ko'rinishdagi elementlardan tashkil topgan. Har bir yeX, uchun
quyidagiga egamiz

1 [} Moy
y—j—Ay=Za‘xk -y-
A, k=l k=

2

£ .\'_=nla l—i'—).\'.
3, 5T ERO-3In
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Bu yerdan ko'rinadiki,

= —1 -Aye -\’,,.1 .

Endi {y,} ketma-ketlikni shunday tanlaymizki,
. - - e |
| “J.u el ne 2)”})"“ ¥ l’ 3)'0('1"‘4\"_1) I xel.?f_lny" “X|]> 5
shartlar bajarilsin (bunday ketma-ketlikning mavjudligi 17.1-lemmada
isbotlangan). Agar {4;'} lketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa, u holda
{4y} ketma-ketlik X da chegaralangan bo'ladi. Lekin shu bilan birga,

{4(%;'y,)} ketma-ketlik o'zida birorta ham yaqinlashuvchi gismiy ketma-

ketlikni saglamaydi. Hagiqatan ham, ixtiyorly n>m da

W4 H )53

|
P _L:l_v" + A[i] S Ao
M A,

1
Hosil gilingan garama-qarshilik teoremant isbotlaydi. A

Chunki

18.1-misol. £, Banax fazosida

1 1
Al =€, Ax=| X=X, 0c=X, ...
Al €, Ax (.\,_Zr_.. i ]

operatorni qaraymiz. Uning kompaktligini ko 'rsating.

Yechish., Agar biz 4 operatorga tekis yaqinlashuvchi kompakt
operatorlar ketma-ketligi mavjud ekanligini :o'rsatsak, u holda 18.1-
natijaga ko'ra, - kompakt operator bo'ladi. 4, operatorlarni quyidagicha

quramiz:

: Fdl ] ]
A b, =, A"x=L.r,.—.\'....,.—.\','.0,0,,,_.
= n J

4, operatorlarning chiziqliligi oson tekshiriladi. Ulaming chegaralangan
ekanligini ko'rsatamiz.
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- I — -1
[A,x="5 =xl< T Ix <
Lid=n| k tol<

Bu yerdan |4,{<] tengsizlik kelib chigadi. 17.3-misolda ko'rsatilganidek
dimlm4, =n tenglik o'rinli. Demak, 4,..chegaralangan va »n— o'lchamli
operator. 17.2-tecremaga ko'ra, 4, kompakt operator. Bundan tashqari
A, operatorlar ketrﬁa-ketligi A operatorga tekis yaqinlashadi. Hagigatan

ham,

1| 1
a-dyd= 5 Halsl 5 1mic—t iy
I‘(/ ")A" |ZI: flk“| H'P'ln-lzl'- % _n+ll‘

Bu yerdan

||,-I == /IHH = LI -0, n—s=m
n+

ekanligini olamiz. 18.1-natijaga ko'ra, 4 kompakt operator bo'ladi. A
Hilbert fazolarida kompakt operatorlar. Yuqgorida biz Banax

fazosida aniglangan kompakt operatorlar hagida so'z yuritdik va

ularning ba’zi xossalarini isbotladik. Hozir biz bu ma'lumotlarni Hilbert

fazosidagi kompakt operatorlarga taallugli bo'lgan ayrim faktlar bilan

to'ldiramiz.
Bizga # Hilbert fazosi, uning v nuqtasi hamda {x,}< # ketma-

ketligi berilgan bo'lsin.
18.1-ta’rif. Agar ixtiyorly ye H uchun lim(x,,y)=(x,y) bo'lsa, {x,}
n—-run
ketma-ketlik x ga kuchsiz yoki kuchsiz ma'noda yaginlashuvchi deyiladi
va x,——x shaklda belgilanadi.
18.2-ta’rif. Agar lim Ix,—x|=0 bollsq, {x,} ketma-ketlik x ga kuchli

ma’'noda yaginlashuvchi deyiladi va x, — x shakida belgilanadi.

Endi # Hilbert fazosida kuchsiz ma'nodagi nisbiy kompakt
to’'plam ta'rifini beramiz.

18.3-ta’rif. Agar A c [/ to'plamning ixtiyoriy {x,} ketma-ketligidan
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kuchsiz ma’'noda yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin
bo’lsa, M ga kuchsiz ma’nodagi kompakt to'plam deyiladi.

Quyidagi tasdiqni isbotsiz keltiramiz.

18.5-teorema. M c H to'plam kuchsiz ma’noda kompakt bo'lishi
uchurn uning chegaralangan bo'lishi zarur va yetarlidir.

Biz har ganday chegaralangan to'plamni nisbiy kompakt to'plamga
akslantiruvchi 4 operatorni kompakt operator deb atadik. 18.5-
teoremaga ko‘ra H dagi hamma chegaralangan to'plamlar (va faqgat
ular) - kuchsiz kompakt. Demak, Hilbert fazosidagi kompakt
operatorlarni har qanday kuchsiz kompakt to'plamni nisbiy kompakt
to'plamga o'tkazuvchi operator sifatida aniglash mumkin. Va nihoyat,
ayrim hollarda Hilbert fazosidagi operatorlarning kompaktligini
tekshirishda quyidagi ta’rif qulay.

18.4-ta’rif. Agar H Hilbert fazosida aniglangan A operator har
ganday kuchsiz yaqinlashuvchi ketma-ketlikni kuchli yaqinlashuvchi
ketma-ketlikka akslantirsa, u holda A kompakt operator deyiladi.

Haqgiqatan ham, bu shart bajarilgan bo'lsin va McH
chegaralangan to'plam bo'lsin. M to'plamning har ganday cheksiz qism
to'plami o'zida kuchsiz yaginlashuvchi ketma-ketlikni saglaydi. Agar bu
netma-ketlik 4 operator ta’siida kuchli yaqginlashuvchi ketma-ketlikka
vikazilsa, u holda A(M)-— nisbiy kompakt.

Aksincha, .4— kompakt operator va {x,} ketma-ketlik x elementga
kuchsiz ma'noda yaginlashsin. U holda {4x,} ketma-ketlik o'zida kuchli
yaginlashuvchi qgismiy ketma-ketlikni saglaydi. Shu bilan birga {4x,}
ketma-ketlik, 4 ning uzluksizligiga ko'ra, 4x ga kuchsiz yaginlashadi.
Bu yerdan kelib chigadiki, {4x,} ketma-ketlik bittadan ortig limitik
nugtaga ega emas. Demak, {4x,} yaginlashuvchi ketma-ketlik.

Endi biz o'z-o'ziga qo'shma bo'lgan kompakt operatorlarni

batafsilroq o'rganamiz. Xususan, bunday operatorlar uchun chizigli

254



algebra kursidan ma'lum bo'lgan matritsalarni diagonal ko'rinishga
keltirish haqidagi teoremaga o'xshash Hilbert-Shmidt teoremasini
isbotlaymiz. Avval quyidagi ikkita tasdigni isbotlaymiz.

18.2-lemma. H kompleks Hilbert fazosidagi o'z-o'ziga qo'shma
bo'lgan chegaralangan A operalorning barcha xos qiymatlari haqiqiydir.

Isbot. Hagigatan ham, Ax=Ax tenglama x#6 yechimga ega
bo’lsin. U holda

Ax,x) =(Ax,x) = (dx,x) = {x, Ax) = (x,Ax) = Z(x,x).

Buyerdan A=4 A

18.3-lemma. O'z-0ziga qo'shma chegaralangan operatorning har xil
xo0s giymatlariga mos keluvchi xos vektorlari o'zaro ortogonaldir.

Isbot. Hagiqatan ham, agar Ax=Ax, dy=puy, hamda A-p=0
bo'lsa, u holda

Ax,p) = (Ax,9) = (x, 4p) = (x.p1y) = (%, y).

Bu yerdan (4~ g)(x,y)=0, ya'mi (x,y)=0.Demak, xLly A

Endi quyidagi fundamental teoremani isbotlaymiz.

18.6-teorema. (Hilbert-Shmidt), I Hilbert fazosida kompakt, 0'z-
o'ziga qo'shma, chizigli A operator berilgan bo'lib, {2,} - uning barcha
nolmas xos qiymatlari ketma-ketligi bo'lsin. U holda H fazoda shu xos
giymatlarga mos Kkeluvchi xos vektorlardan iborat shunday {4}
ortonormal sistema mavjudki, har bir £ € H element yagona usulda

£=Sep+£

v

ko'rinishda tasvirlanadi, bu yerda &  vektor A& =0 shartni

ganoatlantiradi, Bu holda
AE=YAe.d,.
k

Agar nolmas xos qiymatlar soni cheksiz bo'lsa, u holda

lim 4, =0.

=y

[
o
o



5w o o«

Bu asosiy teoremani isbotlash uchun bizga quyidagi yordamchi

tasdiqlar kerak bo'ladi.

18.4-lemma. A4 kompakt operator va {£,} ketma-ketlik £ elementga

kuchsiz yaqginlashsin, u holda
0(£,)=(4£,,6,) = (4€.8) = O(£).

Isbot. Ixtiyoriy » natural son uchun
AL E)~(AEEFIAE L E) ~(AEL) +H(AEE) ~ (UE.8) |
< (4E,.6,)~(4EE) | +(A8,6,) —(44.8) ).
ikkinchi tomondan,
[(4E,,&,)— (A& 6D 1€ |4, - &)
va
[AEE)-UEDF 6L, - OF EAE, - islel |4 ¢, -
Ma'lumki, |}£,| sonlar ketma-ketligi chegaralangan va
lim |45, -+ |4 G- &) =0,
bo'lgani uchun, #» -« da
1(44,,6,) - (45,6)|=>0. A
18.5-lemma. A - o'z-oziga qo'shma chegaralangan operator vq
(45.:6)=0(&) bo'lsin. Agar | O(¢)| funksional birlik sharning £, nugtasida
maksimumga erishsa, u holda {£,.¢) =0 ekanligidan
(AS:8) = (&5, AC) =0
tenglikiar kelib chigadi.
Isbot. Ravshanki, ixtiyorly £e H uchun (&)= (4E.8)e R Agar
10(¢)} funksional birlik sharning &, nugtasida maksimumga erishsa, u

holda |§£,|=1. Hagiqatan ham, agar [&] <1 bo'lsa, u holda

mﬂ] [ ’[lfﬂn}hsur]

Bu munosabat | O(&, )| ning maksimal giymat ekanligiga zid. Endi SeH

|
L !"0!"0} i"j“,-:\‘l-‘::u]l: Q(;—n)[

kel
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vektor &, ga ortogonal bo'lgan ixtiyoriy element bo'isin. Bu elementlar
yordamida & elementni quyidagicha quramiz
R s ad _
Ji+taf el
Bu yerda a - ixtiyoriy kompleks son. [£,[=1 ekanligidan |&{=1 kelib
chigadi.
o =W[Q(§O)+2Rea (AS,.O)+ | al® O8]
bo'lgani uchun, yetarlicha kichik « larda
O(S) = Q&) + 2Rea (45,,¢) + O(a’).

Oxirgi tenglikdan ko'rinib turibdiki, agar (4&,.¢) # 0 bo'lsa, u holda @ ni
shunday tanlash mumkinki, | Q(£)>| Q(£,)| tengsizlik bajariladi. Bu esa
| O(&,)| maksimal giymat ekanligiga zid. A

18.6-lemma. Agar A- o0'z-0'ziga qo'shma chegaralangan operator
bo'lib, |(AE,&)i=| (&)} funksional birlik sharning £, nugtasida
maksimumga erishsa, u holda biror A son uchun A&, = A&, tenglik o'rinli.

Isbot. 18.5-lemmaga Lko'ra, &, vekiorga ortogenal bo'lgan
M, :={ell,£)=0} qism fazo 4 operatorga nisbatan invariant
bo'ladi. 4- o'z-o'ziga qo'shma operator bo'lganligi uchun M; gism
fazoga ortogonal bo‘lgan, bir o'lchamli M, ={fe H £ =aé,} gism fazo
ham 4 ga nisbatan (15.1-lemmaga garang) invariant bo'ladi. Bir
o‘lchamli fazoda har qanday chiziqli operator songa ko'paytirish
operatoridir. Demak, A&, = A&, tenglik o'rinli, A

18.6-teoremaning isboti. Biz ¢, elementlarni ularga mos keluvchi
xos giymatlarning absolyut giymatlari kamayib borishi tartibida
induksiya bo'yicha quramiz:

4B A2l 4, e



¢, elementni qurish uchun | Q&)= (44,&)| funksionalni qaraymiz va uni
1
birlik sharda maksimumga erishishini isbotlaymiz.

S) = sup [ (A,8)]
Jels

va £.&,....~ ketma-ketlik uchun, J¢|<1 va
LS S
lim |(A&,.£,) =8,
"o

bo'lsin. Birlik shar # da kuchsiz kompakt bo'lganligi uchun {¢&,} dan
biror £ elementga kuchsiz yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin. Bu holda [}<1 va 18.4-lemmaga ko'ra

(48,0 S,.
Biz ¢ elementni ¢ deb qabul qilamiz. 18.5-lemma isbotiga ko'ra

KIC‘l:lM":l' Bu holda 186-lemmaga ko'ra Ag, = 44, bu yerdan

A (4. ¢) =8 Endi A4.4,....2, xos giymatlarga mos keluvchi

5,.6......6, xos vektorlar qurilgan bo'lsin. | (&) |={(4£,&)| funksionalni
My =HeM{g ).

~i=m izzoda garaymiz. M, qism fazo A Operatorga nisbatan invariant
coome Mg, ;) invariant va 4 0'z-0'ziga qo'shma operator). |(4£,£)]

ieom=l ¢ =M. da maksimumga erishsin. 18.6-lemmaga ko'ra u 4

ming x5 vektori bo'ladi, ya'ni dg,,, = iy

=uyidagi ikki hol bo'lishi mumkin.

_n=rl gadamdan so'ng, biz shunday M- gism fazoga ega

izl Rl fa20dn (/’('.:,/,:) = (),

2yt ne Nonchun M qism fazoda (12,5 =0,

da laS lemmadan kelib chiqadiki, operator M gism

Cligata, yani M) qism o fazo 1=0 xos giymatga mos
zr sertofardan iboral, Bu holds qurilgan {2} vektorlar
s snndagl edemenidan iborat,

AN



Ikkinchi holda xos veklorlamning {4,} ketma-ketligi hosil bo'lib,
ularning har biri uchun 4, #0. Bu holda 4, —» 0 ekanligini ko'rsalamiz.
{¢,} ketma-ketlik (har qanday ortonormal sistema kabi) nolga kuchsiz

yaginlashadi, chunki ixtiyoriy /e # uchun uning Fur'e koeffitsiyentlari

¢, =(f.¢#,) uchun

Tle, PP

n=l
munosabat o'rnli. Sonli qator yaginlashishining zarurly shartidan
¢, =(f.9,)=0 ekanligi kelib chiqadi. Demak, ¢, =44, ketma-ketlik
nolga kuchli ma'noda (norma bo'yicha) yaqinlashadi. Bundan

|44,]= lim | 4,[=0.

lim
n—«
Quyidagicha belgilash kirilamiz
M* = HOM{g}.) =M, -
n=t

Faraz qgilaylik, 4/' bo'sh bo’lmasin. Agar £e M* va £=0 bo‘lsa, u holda
ixtiyorly ne N uchun
AL OI=I 3,1
Bu yerdan limitga o'tsak,
(4£,86)=0.
18.6-lemmani A{* gism fazo uchun qo'llab, 4¢ =0 ga ega bo'lamiz, ya'ni
Kerd=M*. {4,} sistemaning qurilishidan ko'rinib turibdiki, ixtiyoriy
Fcll =M@ M" vektlor
=Y +E&, EeMt=Kerd,
k
ko'rinishda tasvirlanadi. Bu yerdan
AL =Y had. A
k
Endi kompakt operatorlarga misollar keltiramiz.
18.2, ¢, Hilbert fazosida {a,} ga ko'paytirish operatorini, ya’ni
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lim {4~ 4.1 = lim
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(A )(x)= Icos(x—y)f (v)dy. fe€L)|-nx)

operatorni qaraymiz. 4 operator Hilbert-Shmidt teoremasi shartlarini
ganoatlantiradimi?

Yechish. A operatorning kompaktligi 17.4-misolda ko'rsatilgan edi.
15.4-misolda  L,[a;6] fazoda K(x,y) vadroli integral operatorning
go'shmasi topilib, integral operatorning o0'z-o'ziga qo’'shma bo'lishining
zarur va yetarli sharti (15.14) ko’rinishda bo’lishi keltirilgan edi.
Qaralayolgan A operator uchun (15.14) shartning bajarilishini
tekshiramiz. Bizning holimizda K(x,y) = cos(x— y) bo'lgani uchun

K(x,») = cos(x— y) = cos(y—x) = W—\—) = m
tenglik o'rinli. Demak, 4 =4". Shunday qilib, 4 operator Hilbert-Shmidt
teoremasi shartlarini qanoatlantiradi. A

18.4. 18.3-misolda garalgan 4 operatoming xos qgiymat va xos
funksiyalarini toping.

Yechish. Xos giymatga nisbatan tenglama 4f = 4f, ya'ni

Jeostx=y) £y = A/(x)

-

tenglamani garaymiz. Bu tenglamani quyidagicha ham yozish mumkin.

Af(x)=cosx ]cosyf(_v)d_v +sinx ]sinyf(y)dy = qcosx + fsinx. (18.5)

Bu yerda
a= feosy/(dy, f= [sinyf(v)d. (18.6)
Ikki holni alohida qaraymiz: i) A=0, ii) 1#0.
i). Bu holda acosx+ fsinx=0 ga ega bo'lamiz. u(x)=cosyx va
v (x) = sinx elementlar chizigli bog'lanmagan, shuning uchun a=4=0.

Dmak, (18.6) ga ko'ra,



iin.,fl Ve G !-l-‘-:f"/.’-", f [187)

Lt i alwotnd ganosibantioayehl clesnentiar to'plami A4
Crevaleg yeadtonint bkl giladi s dim Kerd © w. Boshgacha
wiitanada sy el ganootlantiruyeihl elementlar to'plami
Y cawy v ) sl elementlarga odogonasl gism fazo. Bu gism

LAt

L 1%
-—sinnx »
~Na

s Iv,,(x) =
He2 1

\/l’( [ {l!,,(x) qflncosnler i
sstema ortonormal bazis bo'ladi. Demak, 2=0 soni 4 operator uchun
chokair karrali xos qiymat bo'ladi.
Endi 4 =0 bo'lsin, ya'ni ii} holni qaraymiz. {18.5) dan foydalansak,
4 f tenglamaning yechimi f uchun quyidagi ko'rinishni olamiz

_« B .
flx)= :cosx - ZS|nx. (18.8)

Bu verda « va g koeffitsiyentlar nomalumlar, chunki ular izlanayotgan
7 funksiyaning integrali orqali ifodalangan. Agar biz f ning (18.8)
ffodasini (18.6) ga go'ysak, a« va [ noma'lumlarga nisbatan quyidagi
tenglamalar sistemasiga ega bo’lamiz:

-

7 (o .
o = ICOS_V‘ —Cosy +E5In\'
2 )

x

L A i
/3“ Iﬁlll\ r—{um\ p siny ldy= ‘
Bu lenglama l'aqatgind A= da nolmas vechimga ega. Bu holda « va B
lar sitatida ixliyorly sonni olish munkin. (18.8° ga ko'ra

x)=C C_sinx

{18.9)
o xos funksiva bo'ladi. Demak,

cleament 4 7 NOos giviatlga mos Xeluw

Il operatorning vadeost kK o

KRR C Xan. Sundan 4i=21
on Qlymatoing Kattaligt 2 oXanlicl Relit chigadi A
Aot I LR Saizida garslosn RS

operatorgs  Hilbert-Shmidt



teoremasini qo'llasak, 4, =4, =z, va 4,=0, n>3 ekanligini hosil gilamiz.
18.5. Kompakt operatorlarning muhim sinfi sifatida Z,[a,5] fazodagi
integral operatorlarni garash mumkin. Masalan, har bir xel,[q,b]

elementga

h
(Ax)(s) = II\'(S,I)X(I)(/I

4
formula bo'yicha ta’sir giluvchi operatorni garaymiz. Bu yerda integral
operator yadrosi K(s,¢)—[a,b]x[a,b] da uzluksiz funksiya.
Ko'rsatma. { operator uchun 19-§ dagi 19.1-teorema shartlari

bajarilishini ko'rsating.

Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. L,[0,1]1- fazoda chekli o'lchamli operatorga miscl keltiring.
2. 4:H - H o'z-oziga gqo'shma, chegaralangan operaior. s va M sonlar
(4x,x) funksionalning birlik shardagi aniq quy! va aniq yuqgori
chegaralari bo'lsin. o{4) c [in,M] munosabatni isbotlang.
3. O'z-oziga qo'shma, chegaralangan A operdtor uchun o(A4)={m, i}
munosabatni isbotlang.
4. Shunday o'z-oziga qo'shma, chegaralangan _ 4 operatorga misol
keltiringki, o(A)V(m,M)= bo'lsin.
5. O'z-oziga qo'shma, chegaralangan A: H — H operator uchun

sup | (Ax,x)[= §; = [l

fixi=t
tenglikni isbotlang.
6. u- [0,1] kesmada vzluksiz funksiya. L,[0,1] fazoda (Af)(x) = utx}f(x)
lenglik bilan aniglangan 4 operatorga qo'shma operatomni toping.
Natijani u(x) = cosx+isinx bo'lgan holda tekshirib ko'ring.

7. L,[-=,n] Hilbert fazoda aniglangan
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(A Wy l(l yensxcos vy dy

cratortang  o's oslga qo'shma va Kokl

ekardigini  ko'rsating.
(SRR E R TS}

tunkstonatning  hitlik shardagi anig yugori chegarasini
toping, L operatorning noldan larqli xos giymatlari sonini toping.

8. L. wory Hilbert fazoda berilgan

: l& 1"
(A/X) = > = Icosn.xcos ny f(yydy

el =
operaforning  o'z-oziga  qo'shma  ekanligini

ko'rsating. Kompaktlikka
sekshiring. Noldan  fargli

x0s qiymatlarini toping. Ularga mos xos
sunksivalarning {¢,} sistemasini quring. Bu operatorga Hilbert-Shmidt

sooremasini qo'ilang va M qism fazoning tavsifini bering.

19-§. Chiziqli integral tenglamalar

Funksional fazoda (masalan, Cla.bl,L,[a.b).C.[a,b]) tenglama

berilgan bo'lib, noma’lum element funksiyadan iborat bo'lsa, bunday
tenglama funksional tenglama deyiladi. Agar funksional tenglamada

noma’lum funksiya integral ostida bo‘'lsa, u holda tenglama integral
tenglama deyiladi. Masalan,

()= [K(s.)g(@(r).0 )l

englama ¢ ga nisbatan integral tenglamadir, bu yverda K(s,?).g(s.1)~-
Lrerilgan funksiyalar,

integral tenglamadagi ifoda noma'lum funksiyaga nisbatan chizighi
Le'lgan holda lenglama chiziqli integral tenglama deyiladi. Quyidagi

fenglamalar chizigli integral tenglamatarga misol bo‘ladi:

[ K (sl + 7()= 0. (19.1)



b
#ls)= [K(s0)pt)ei + 7(5). {19.2)

a
Bu yerda ¢- noma'lum funksiya, K(s,f) va f(s) ma'lum funksiyalar.
(19.1) va (19.2) tenglamalar mos ravishda birinchi va ikkinchi tur
Fredholm tenglamalari deyiladi.

Xususan, K(s,¢) funksiya (>s giymatlar uchun A(s,/)=0 shartni

ganoatlantirsa, u holda (19.1) va (19.2) tenglamalar mos ravishda

[Kts,080)de + fi5)=0, (19.3)

#(5)= [K(s.00p(0dt + £(5) (19.4)

ko'rinishlarga ega bo'ladi. Bunday tenglamalar birinchi va ikkinchi tur
Volterra  tenglamalari  deyiladi. Volterra tenglamalari  Fredholm
tenglamalarining xususiy holi bo‘lsé—da, ular alohida o'rganiladi, chunki
Volterra tenglamalari o‘ziga xos bo‘lgan xossalarga ega.

Agar (19.1)-(19.4) tenglamalarda f funksiya nolga teng bo'lsa, bu
tenglamalar bir jinsli deyiladi.

19.1-misol. Quyidagi

_t )
7(s)= ﬂj(s—z)“

tenglama ¢ noma’iimga nisbatan Abel tenglamasi deyiladi. Bu tenglama

di, (0<a<l, f(0)=0)

Volterra tenglamalarining xususiy holi bo'lib, 1823 yilda N. Abel
tomonidan garalgan, uning yechimi
sinamw j' Ji(5)ds

)
w 7 a(t-s)"

ko'rinishga ega.

Biz bu yerda faqgat ikkinchi tur Fredholm tenglamasini qaraymiz.
L,[a,b] kompleks Hilbert fazosida ikkinchi tur Fredholm tenglamasini,
yani (19.2) teng;amani olamiz. Bu tenglamada f ma’lum, ¢ noma'lum

funksiyalar bo'lib, ular 1,[a,6] fazoning elementlaridir.
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(19.2) tenglamaning yadrosi deb nomlanuvchi K(s,#) funksiyadan

quyidagilarni talab gilamiz, u - o’lchovli va
LR ]

J I K(s,0) [ dsdr < (19.5)

shartni ganoatlantirsin, ya'ni K(s,#)- kvadrati bilan integrallanuvchi

funksiya. L,[a,b] fazoda aniglangan
)
(TH)(s) = [K(s,0)p()dt (19.6)

operatorni garaymiz. Bu operator K yadroli Fredholm operatori deb
ataladi. (19.2) tenglamani o'rganish shu operatoming xossalarini
tekshirishga keltiriladi.

Navbatdagi teoremalarni isbotlashda biz integrallash tartibini
almashtirish haqidagi Fubini teoremasining natijasidan foydalanamiz,
Fubini teoremasi natijasining quyidagi bayoni biz uchun qulaydir.

19.1-teorema (Fubini). Agar K(x,y) funksiya |a,b)x[a.b] kvadratda
integrallanuvchi bo'lsa, u holda deyarli barcha xe([a,b] (y la,b}) larda

b (h
IKE P ay | JiEGey)P ax
a \a
integral mavjud va quyidagilar o‘rinli
b D

[T Ko dedy= Jee i K(x, 30 dy= [y I K(x I

e a

19.2-teorema. Agar K(x,y) yadro (19.5) shartni Janoatlantirsa, u
holda L,[a,b} fazoda (19.6) tenglik bilan aniqlanuvchi T' cperator chiziqgli,
kompakt va

bho . :
7)< |J i K(s,0F dsce (19.9)
\nu
tengsizlik o'rinli.

Isbot. Avvalo shuni ta'kidlaymizki, Fubini tecremasi va (19.5)

shartga ko'ra, deyarli barcha s lar uchun
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[IK (.0 di

integral mavjud. Boshqacha aytganda, K(s,¢) funksiya ¢ ning funksiyasi
sifatida deyarli barcha s larda L,[a,b] fazoga garashli. Kvadrati bilan
integrallanuvchi funksiyalarning ko'paytmasi integrallanuvchi bo'lgani
uchun, (19.6) ning o'ng tomonidagi integral deyarli barcha s lar uchun
mavjud, ya'ni y(s)=(7¢)(s) funksiya deyarli hamma yerda aniglangan,
wel,[a,b] ekanligini ko'rsatamiz. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga

ko'ra, deyarli barcha s lar uchun

2 b b :
Lyr(s) = < I K0l de g de= g | K(s.0) I e

] i

b
JK(s.0)p(0)elt

]

tengsizlikni olamiz. Oxirgi ifodani a dan & gacha s bo'yicha integrallab
va |K(s,/)|* dan takroriy integralni ikki karrali integralga almashtirib,
quyidagi tengsizlikka ega bo'lamiz
] b
|76 = flw)F ds<|o) [ K(s.0) dsd.

Bu yerdan |w(s)|* ning integrallanuvchanligi va (19.7) tengsizlik kelib
chiqadi. Endi 7 operatorning kompaktligini ko'rsatish qoldi. {¢,}
sistema L,[a,b] fazoda to'la ortonormal sistema bo'lsin. U holda
{w, (), (1)} ko'paytmalar sistemasi L,([a,b]x[a,b]) fazoda to'la

ortonormal sistemani tashkil giladi va demak,

Eis.t)= i Ya . (), (1)

LM mn
m=ln=1

yoyilma o'rinli, Endi

N N
Ku(s.) =3 ¥ a,, w.(s)y,(0)

m=1n=]
deymiz. Bu yadroga mos Fredholm operatorini 7, bilan belgilaymiz. Bu
operator kompakt, chunki u chegaralangan va L,[a.b] fazoni chek® A -
o'lchamli gism fazoga akslantiradi. Hagigatan ham, ixiiyody ¢ e L,[a.b]
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uchun
b N N h N N
T)) = [K(s.09(0)dt = XY, ¥a(8) [7OY0d = 24 (30,6,
a 1 a m= =]

m=tn=
b
bu yerda b, = [f()y,(Ddr. Demak, T, operator L,[a,b} fazoni

WasWaseesiy  funksiyalarning chizigli qobig'l bo'lgan N - o‘lchamli gism

fazoga akslantiradi.
K, (s,1) funksiya K(s.?) funksiyaning {,,(s)y,(0)} sistema bo'yicha

Fure qatorining gismiy yig'indisidan iborat. Shuning uchun, ¥ 5« da
LY
{1 K(5,0) = Ky (s,0)* dlsdt 0.

Endi (19.7) tengsizlikni 7 -7,, operatorga qo‘llasak,

-
Ir=T|< \j (11 K(s,0)~ Ky (s, dsdt >0, N .

Shunday qilib, {Ty} kompakt operatorlar ketma-ketligi norma bo'yicha
I operatorga yaqinlashadi. Kompakt operatorlarning asosiy xossalari
mavzusidagi 18.1-natijaga asosan 7 ham kompakt operator bo‘ladi, A

Eslatmalar.

1. 19.2-teoremaning isboti davomida biz shu narsani o'matdikki, har
ganday Fredholm operatori chekli o'lchamli operatorlaming norma
bo'yicha limitidir.

2. 7.7, - (19.6) ko'rinishdagi ikkita operator va &,.K, ~ ularga mos
keiuvchi yadrolar bo'lsin, Agar barcha € L,[a,b] lar uchun To=T0
bo'lsa, u holda deyarli hamma yerda K, (s.r) = K,(s,1). Hagiqatan ham,
agar barcha ¢ e L,[u,b] lar uchun

b
(1ig =Ta)s) = [(K)(5.0)= K (5, 0))b(t)elt = 0

a

bo'lsa, u holda deyarli barcha s €la,b} larda
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A
(K (s,0) = K (5.0t =0

va demak,
bhA
&, = &l = [ Ki(s,0)— K (s,0)  dlsclt = 0.

Bu yerdan bizning tasdig'imiz K,(s,£) = K,(s,#) kelib chiqadi. Ma’lumkj,
LZ([a,b]z) fazoda ekvivalent funksiyalar bitta element sifatida garaladi,
shuning uchun aytish mumkinki, inlegral operatorlar bilan yadrolar
o'rtasidagi moslik o'zaro bir giymatlidir.

19.3-teorema. 7-K(s,t) yadro bilan aniglanuvchi Fredholm
operatori bo'lsin. U holda unga qo'shma bo'lgan T" operator K(t,s) yadro

bilan aniglanadi.
Isbot. Fubini teoremasidan foydalanib, quyidagiga ega bo'lamiz.
b (b
(1f.e)= } jA(s t)f(l)dt}g(.s)ds ”I\(v D (g (s)ds =

(l(l ud

hfh
[3 J& s, r}gt’ek!&}f{r)xﬁ - _[j(s){]f\(r‘ a}g(-‘]cﬁ)dc =(f.Tg).

als

a

Bu yerdan

(T g)s) = jl\’(l,s)g(l)d/

tenglik, ya'ni teoremaning tasdig‘i kelib chigadi. A
Xususan, (19.6) ko'rinishdagi 7 operator L,[a,b] fazoda o'z-0'ziga
qo'shma, ya'ni 7° =7 ho'lishi uchun
K(s,0)= K(t,5) (19.8)
shartning bajarilishi yetarli va zarurdir. Haqiqgiy Hilbert fazosi (va demak
haqiqiy K yadro) garaladigan holda o'z-0'ziga qo‘shmalik sharti bo'lib,
K(s.t) = K(1,5) tenglik xizmat qiladi.
(19.8) shartni qanoatlantiruvchi yadrolar simmetrik yadrolar
deyiladi. Endi (19.8) shartni ganoatlantiruvchi yadroli integral
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tenglamani o'rganamiz. Yugorida aytilganidek, bu holda
(1)) = [Kis.)pla)elt
0'7-0'ziga qo'shma kompakt operator. Demak, bu operatorga Hilbert-
Shmidt teoremasini go'llash mumkin, (19.2) tenglamani gisqacha
g=T¢+f (19.9)
ko'rinishda yozamiz. Hilbert-Shmidt teoremasiga asosan, T operator
uchun {4,} xos giymatlarga mos keluvchi xos funksiyalarning shunday
{w,} ortonormal sistemasi mavjudki, ixtiyoriy & e L,[a,b] element yagona
usul bilan
E=Yay,+&, &EekKerT,
n=1
ko'rinishda ifodalanadi. Shunday qilib,
f=2bw,+ [, [ €KerT, (19.10)

n=1i

deymiz va (19.9) tenglamaning yechimini

¢=2xw,+¢, ¢ cKerT, (19.11)

=l

ko'rinishda izlaymiz. (19.10),(19.11) yoyilmalarni (19.9) ga qo'yib,

DX+ = DA, b, +
n=]

n=1 n=1

tenglamaga kelamiz, ya'ni

Y=+ = by, + £,

= e
Bunday yoyilma yagona bo‘lganligi sababli
o= [ x,(1-24,)=b,, n=123,...
Agar 4, #1 bo'lsa, u holda x, =b,(1-2) ' va 4, =i bo'lsa, b, =0.
Ko'rinib turibdiki, 4, =1 holda b,=0 shart (19.9) tenglamaning

yechimga ega bo'lishi uchun yelarli va zarurdir. Bunday #, =1 uchun
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x,— ixtiyoriy. Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi.

19.4-teorema. Agar | soni T operator uchun xos giymat bo'lmasa, u
holda (19.9) tenglama ixtiyoriy f uchun yagona yechimga ega. Agar 1
soni T operator uchun xos giymat bo'lsa, u holda (19.9) tenglama
yechimga ega bo'lishi uchun [ funksiya | soniga mos keluvchi barcha
xos funksiyalarga ortogonal bo‘lishi yetarli va zarurdir. Bu holda (19.9)
tenglama yechimlarining soni cheksizdir.

19.2. £.|-m, 7] Hilbert fazosida

u(x) = ,,—'i ](1 +cosxcos yu(y)dy + f(x):= (T,u)x)+ f(x) (19.12)

integral tenglama berilgan. Parametr 1€ R ning ganday giymatlarida 7,
uchun bir soni xos giymat bo'ladi?
Yechish. Qaralayotgan integral tenglamaning yadrosi
K(x,y)= ;—”(] + cosx cos )
hagiqgiy giymatli va simmetriklik shartini ganoatlantiradi, ya'ni
K(x,3) = K(p,0)=T; =T,.

Endi xos qiymat uchun tenglama 7,z = u ni qaraymiz, ya'ni:

—/L— -fu(y)dy + icosx Afcosyu(y)d}v = u(x). (19.13)
27 27 L
Agar biz {19.13) da
a= fu(y)dy va f= j‘cos_vu(y)dv (19.14H
belgilashiarni kiritsak, u holda #(x) uchun quyidagi ifoclani olamiz:
n(x)=ia+iﬁcos.\'. (19.15)
2 2r
(19.15) ni (19.14) ga go'yib,
._[dy =2, Icosya_’y =0, _(cos"yafv =x (19.16)

tengliklardan foydalansak, & va B larga nisbatan quyidagi tenglamalar
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sistemasini olamiz:

.4 i ’1 A 2
= [| —ag+— dy =—--a 21 = al,
l a _[w[2”a+2”ﬂcosyJ =5

R 7 g e
‘ﬁ= j_cns y[an Eﬁcos _l")df!-' = i";ﬂ__l;cosz.‘r dy = ﬂgﬁ— Eﬂ'

Bu tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega bo'lishi uchun uning

determinanti
A= (1-A)1-2)=0 (19.17)

bo'lishi zarur va yetarli. (19.17) dan A=1 yoki A=2 lami olamiz. Demak,
A parametrning 4 =1 va 4,52 giymatlarida 7, uchun 1 soni xos giymat
bo'ladi. Endi 7,z =u va Tu =u tenglamalamni yechamiz. Yuqorida bayon
gilinganlardan bu tenglamalarning yechimlari mos ravishda u(x)=C va
u3(x)=C-cosx (C = const) ekanliklari kelib chigadi.

19.3. 19.2-misolda qaralgan (19.12) integral tenglamaga Ag{l;g}
bo'lgan holda 19.4-teoremani go'llang va (19.12) integral tenglamani
yeching.

Yechish. Agar le{l;z} bo‘lsa, u holda T, operator uchun bir xos
giymat emas, 19.4-teoremaga ko‘ra, (19.12) integral tenglama yagona
yechimga ega. (19.14) belgilashdan foydalansak, (19.12) tenglamani
quyidagicha yozishimiz mumkin:

A
27

u(x) = f(x)+

a+iﬂcosx. (19.18)
2r
(19.18) ni (19.14) ga qo'yib, (19.16) tengliklarlan foydalansak, « va g

larga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

a= [fWdy+ak,

-

B= Jeosyf(ydy+2p.

Bu sistema Ag {1;2} da yagona yechimga ega va
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= (y)dy,
I_le)}_l
n

[P,
]ﬁ=,—.— [ cosy f(yydy.
_-A_z
o va f laming bu giymatlarini (19.18) ga qo'yib, (19.12] tenglamaning
yechimini olamiz:
= A1 Al ¥ ;
u(x) = f(X)+§m_£f(y)dy+;2—_—l—cosx_:[ cos y f(y)dy. (19.19)

19.4. 19.2-misolda garalgan tenglamani 4 =1 bo‘lgan holda, ya'ni

u(x) = ZL jf(l + cos x cos Y)u(y)dy + f(x) (19.20)
7

tenglamani yeching.

Yechish. Agar 4=1 bo'lsa, u holda 7, operator uchun bir xo0s
qiymat bo'ladi. 19.4-tecremaga ko'ra, (19.20) tenglama yechimga ega
bo’lishi uchun f funksiya Zju =w tenglamaning barcha yechimlariga,
ya'ni wu(x)=const ga (19.2-misolga qarang) ortogonal bo‘lishi zarur va

yetarli. Demak, (19.20) tenglama yechimga ega bo'lishi uchun

17y =0 (19.21)

shartning bajarilishi zarur va yetarli Agar biz (19.14) belgilashdan

foydalansak, {19.20) tenglamani quyidagicha yozishimiz mumkin:

u(x) = f(x)+ Laf +i/3cosx. (19.22)
2z 2z

(19.22) ni (19.14) ga go'yib, {19.16) va (19.21) tengliklardan foydalansek,
a va f larga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:
’ a=a,

x

|£=2Jeosy 0.

Bu yerdan ko'rinib turibdiki, e sifatida ixtiyoriy sonni olish mumkin. Bu
giymatlarni (19.22) ga qo'yib, (19.20) tenglamaning umumiy yechimini
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hosil qilamiz:
u{x)= f(.\')+l”tfcosxcosy,)"{y:afy +C.
Bu yerda C- ixtiyoriy o'zgarmas son.
Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. L,|-x, »] Hilbert fazosida
(Au)(x) = i '_[ cos(x — Yu(y)dy

integral operator normasini 19.2-teoremadan foydalanib baholang.
2. 19.3-teoremadan foydalanib, L,{-z, z] fazoda

(du)(x) = j'(cos xsin y +isin xcos y)u(y)dy

integral operatorga qo’shma operatorni toping.

3. Lj[-n, z] Hibert fazosida quyidagi integral tenglamani yeching:
u(x) = sinx + t[ cos xsin yu(y)dy.
4, Parametr A € R ning qanday qiymatlarida
u(x)=f(x)+ 4 ](2 +cos xcos 3)u(y)cy

integral tenglama ixtiyoriy f e L,{~r, ] da yagona yechimga ega bo'ladi?
5. L,[-, ] Hilbert fazosida

u(x)= f(x)+ ;Ir‘ j COS XCOs yu( y)dy

integral tenglama berilgan. Tenglama yechiinga ega bo‘ladigan f lar
to'plamini tavsiflang. Bu to‘plam qism fazo tashkil qiladimi? Agar u qism

fazo tashkil qilsa, uning o‘lchamini toping.
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20-§. Fredholm teoremalari

Bu yerda ham yugqorida ko'rilgan
g=To+f (20.1)
tenglamani o‘rganishni davom ettiramiz. Navbatdagi mulchazalarda 7
operatorning integral ko'rinishi emas, balki fagat uning kompaktligi
muhim rol o'ynaydi. Shuning uchun // Hilbert fazosida birorta 7
kompakt operatorni olib, (20.1) ko‘rinishdagi tenglamani o‘rganamiz.

Buning uchun 4 =/7-T operatorni kiritgan holda (29.1) tenglamani

Ag=f (20.2)
ko‘rinishda yozamiz. (20.2) tenglama bilan bir qatorda bir jinsli bo‘lgan

Ag, =6 (20.3)
tenglamani va bularga go'shma bo‘lgan

Ay=¢g (20.2)

Ay, =06 (20.3")

tenglamalarni garaymiz. Bu yerda 4’ operator -4 operatorga qo'shma,
yani A =(/=TY =1-T".

Quyida isbotlanadigan Fredholm teoremalari shu to'rt
tenglamaning yechimlari orasidagi bog'lanishlarni ifodaiaycli.

20.1-teorema. (20.2) tenglama yechimga ega bo'lishi uchun f vektor
(20.3") tenglamaning har bir yechimiga ortogonal bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Kerd va Im. lar 4 operatorning mos ravishda yadrosi va
qiymatlari sohasi, ya'ni

Kerd={xe H:Ax =6},
ImA={y=4Ax:xe H}= A(H)

ekanligini eslatamiz. Ma’lumki, 4 uzluksiz bo’lgani uchun Ker.{ to'plam
H ning yopiq gism fazosi bo'ladi. Im4 ham H ning yopiq qism fazosi

ekanligini isbotlaymiz. {y,}cIm. ketma-ketlik biror ye H elementga
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yaqinlashuvchi bo'lsin deb faraz gilaylik. Demak,

y, =dx,=x,-Tx, >y (20.4)
shartni qanoatlantiruvehi {x,} keima-ketlik mavjud. x, vektorlarni Ker4
fazoga ortogonal deb hisoblash mumkin, aks holda x, ning o‘miga
X, =x,- prx, vektorlarni olish mumkin; bu yerda prx, element ux,
vektorning KerA gism fazoga proyeksiyasi. Bundan tashqgari, {x,} ketma-
ketlik chegaralangandir. Darhaqiqat, aks holda [x,}— o deb hisoblash

mumkin, demak, (20.4) ga asosan

e T[.—""‘-:] =2 6 (20.5)
e k) vl
munosabat o'rinli.

ikkinchi tomondan {x,|x,|"} ketma-ketlik birlik sharga tegishli
bo'lgani va 7 kompakt ekanligi tufayli biror {xnt} qismiy ketma-ketlik

v, |

" %

uchun T(

] ketma-ketlik biror =z elementga yaqinlashuvchi

"lc

Dl || -,,‘} ketma-ketlik ham shu =
=lzmentga yaqginlashuvchi bo'ladi. Ravshanki,

lzi=1, (chunki

:])'

- i
‘li""h S _\’"‘

dz==z- 7~—,]’?‘,b"k I'Jc,,k —J\Iir};?[:}xrulf_l-_ ]_ l|m 1{‘ g ' ,,k)=t9.

== Kerd. Ammo har bir x, element Kerd ga ortogonal edi, demak,

“zrd. By ikki munosabatdan z =@ kelib chiqadi. Bu |z"=1 tenglikka

chegaralangan ekanligini
cpsrator kompakt bo'lgani uchun Ux)

ziddiyat  x,} ketma-ketlikning
eatactl 7 ketma-ketlikdan

Lollgan {iv, ) gismiy Ketma-ketlik ajratish  mumkin.

SIS

.
{‘v,..r

ketma-kellik ham yvaginlashuvchi bo'ladi. Bu



limitni x bilan belgilasak, u holda

y=lim Ax, = lim Ax, = A(lim x, )= Ax.
n—w b n—w

e
Bu yerdan yelmd ckanligi kelib chigadi. Demak, Im4 yopiqdir, 18.3-
teoremaga a&sosan, 7" operator ham 7 bilan bir gatorda kompakt
bo'lgani sababli, ImA" ham H ning yopiq gism fazosi bo'ladi.
Endi biz quyidagi munosabatlami isbotlaymiz:

KerA®Imd = H, (20.6)

Kerd' ®Imd=H. (20.7)
Ravshanki, Kerd va ImA" o'zaro ortogonal gism fazolardir. Hagigatan,
ixtiyorly 4 e Ker4 va xe H uchun

(h, A x)=(Ah,x)=(6,x) = 0.
Ma'lumki, Im4’ ga ortogonal har ganday gism fazo (ImA4’)° ning
gismidir. Shunday ekan, Kerdc(lmd)'. Agar biz (Imd’)" c Kerd
ekanligini ko'rsatsak, (20.6) tenglik isbot bo'lgan bo‘ladi. Faraz gilaylik,
= vektor Im4' ga ortogonal bo'lgan ixtiyoriy element bo'lsin, u holda
barcha x e # uchun
(Az,x) = (z,4'x) = 0.

Demak, Az=0, ya'mi zeKerd. Bundan (ImdA')'cKer.{ ekanligi kelib
chigadi.

Xuddi shunday, Kerd” =(ImA)" tenglikni ko'rsatib, (20.7) tenglikning
isbotiga ega bo'lamiz. (20.7) tenglikdan 20.1-teorema bevosita kelib
chigadi, ya’ni felmd4 bo'lishi uchun f 1 Kerd  bo'lishi yetarli va
zarurdir, A

Har bir 4 natural son uchun H* orgali ImA* fazoni belgilaymiz.
xususan H'=1Im 4. /{* ning tuzilishidan ravshanki, 4(#*)=H*" va
HoH' >H 5.
20.1-tecremani isbotlash davomida ko'rsatilganidek, har bir #* yopiqdir.
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20.1-lemma. Shunday j, natural son mavjudki, barcha k= j, uchun
= nt
tenglik o'rinli.
Isbot. Teskaridan faraz gilaylik, hamma // ¥ fazolar har xil bo'lsin.
Bu holda shunday {x,} orionormal sistema mavjudki, x, €H Y va
x, L H""'. Demak, ixtiyoriy /. (/> k) sonlar uchun
Tx, = Tx, = —x, +(x, + Ax, — Ax,).

Bu yerda x, + Ax, - Ax, € #**"! bo'lgani uchun

[T, =T, = e+l + Ax, — ax)” 21,
yani {Tx,} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin emas. Bu esa T operatorning kompaktligiga zid. A
20.2-teorema. (Fredholm alternativasi). Yo (20.2) tenglama ixtiyoriy
f e H uchun yagona yechimga ega, yo (20.3) tenglamaning noldan fargli
vechimi mavjud.

Isbot. Agar Kerd ={0} bo'lsa (ya'ni (20.3) tenglama noldan farqli

w=chimgos e

ga bo'lmasa), u holda A4 o'zaro bir qiymatli akslantirishdir.

fzizizz uchun. agar H'=ImA#H deb faraz qilsak, u holda

= 4 munosabatlar ixtiyorly & uchun o‘rinlidir. Bu esa
2. -=omazz ZZ. Demak, Im4=H, yani (20.2) tenglama ixtiyory f
z vztiimda ega.

* ‘zzglama ixtiyorly f uchun yagona yechimga ega

/I va (20.7) munosabatga asosan Ker.d ={4}. Bu

el Am A" =]/ muncsabat kelib chigadi. Endi

7 fan logdatansak, Kerd =4{6%, vani (20.3) tenglama faqgat

cratlieg keelih chiqadi, A

(246 ) v (20 %) tenglamalarni:

=

sz lengd i, Boshgacha ¢



dim Ker A= dimKer 4" <.

Isbot. Ker/ fazoning o'lchami cheksiz deb faraz gilaylik. Bu holda
Kerd da cheksiz elementli {r,} ortonormal sistema mavjud. x, e Kerd,
ya'ni 4x, = x, -7x, =@ ho‘lgani sababli, x, =7x,. Demak,

[T, = Tyl =, = x| = 42, n# m.
Bu yerdan Kkelib chiqadiki, {Zx,} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi gismiy
ketma-ketlik ajratish mumkin emas. Bu esa 7 ning kompaktligiga zid,
Shunday qilib, dim Kerd <o ekan. Xuddi shunday dim Kerd™ <<« ekanligi
isbotlanadi. Faraz gilaylik,
dim Kerd = 4, dim Kerd" =v
bo‘lib, # <v bo'lsin. Endi Kerd va Kera™ fazolardan mos ravishda
{0,058} RKerd  va  {ypa..p e Ker A
ortonormal basizlarni tanlab olamiz va

Sx=Ax+ i(x,tb] W,
e

operatorni qaraymiz. S operator 4 operatorga chekli o'lchamli
operatorni go'shish natijasida hosil bo'lgani sababli, S operator uchun
ham yuqorida 4 uchun isbotlangan barcha tasdiglar o'rinli. Bu operator

uchun Sx = @ tenglama fagat nol yechimga ega. Hagigatan ham,

n
Sx = Adx+ Z(x,¢] ;=6 (20.8)
Jet

bo'lsin, u holda (20.7) munosabatga asosan A4x L Z;=|(-"-¢, J,. Bu yerdan
va (20.8) tenglikdan

y
Ax=6 va Z(x,¢,)y/l =6 (20.9)
=

ga ega bo'lamiz. {¥,,,....i,} sistemaning ortcgonalligidan (chizigli
erkliligidan) hamda (20.9) dan barcha je{l,2,...,2} larda
(x.6,)=0
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tengliklarni olamiz. Shunday gilib, bir tomondan x e Kerd, ya'ni x vektor

L1 T

¢,} veklorlarning chizigli kombinatsiyasidir, ikkinchi tomondan,
X bu veklorlarga ortogonal. Bundan x=¢. Demak, KerS={8}. 20.2-

teoremani § operatorga go'llagan holda f =y, deb olsak,

M
Ay+2 (08w, =W,
J=1
tenglama biror y yechimga ega bo'ladi. Bu tenglikning ikkala gismini
w,, vektorga skalyar ko‘paytirsak, 0=1 ziddiyat hosil bo'ladi (chunki

ImALKerd va dyelmd, iy, cKerd). Demak, p<y farazimiz

ziddiyatga olib keldi, ya'ni x#=v ekan. Xuddi shunday, 4 operator
o'rniga A  operator olinsa, x <v tengsizlik isbotlanadi. Demak, H=v. A

Yugoridagi teoremalarda biz 7 -/ operatorga teskari operatorning

mavjudlik shartlarini ko'rdik. Ravshanki, 20.1-20.3-teoremalar T - A

(1+#0) operatorlar uchun ham o'rinlidir.

Fredholm teoremalaridan

quyidagi natija kelib chigadi.
20.1-natija. Kompakt operatorlarning spektridan olingan ixtiyoriy

noldan farqli son bu operator uchun chekli karrali xos qiymatdir.

Isbot. Faraz ilaylik, nolmas Aieo(I) bo'lsin. U holda 202-

iteoremani T - A/ operator uchun go'llab (T - AN f=0 tenglama noldan
farqli yechimga ega ekanligiga kelamiz. Bu yerdan A#0 soni T
operatorning xos ¢iymati ekanligi kelib chiqadi. 20.3-teoremaga ko'ra

cimKer(T'— Al)=n<w. Bu esa A soni T operatomning » - karrali xos
giymati ekanligini bildiradi. A

Misol sifatida «ajralgan» yadroli integral tenglamalarni qaraymiz.

Ps) = | Kis.0()dr + f(s). (20.10)

Fredhelm integral tenglamasining yadrosi

K(s.0) = SP()O,(1) 0.1
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ko'rinishga ega bo'lsa, u holda K(s,#) gjralgan yadro deyiladi, By yerda
P.,0, funksiyalar L,[a,h] fazodan olingan. Ravshanki, PP P
funksiyalamni chizigli erkli deb hisoblash mumkin, aks holda £(s,¢)
yadroni chizigli erkli bo'lgan F£,7,....~(i<n) lar orqali ifodalash
mumkin. (20.11) tenglikdan foydalanib, (20.10) tenglamani quyidagi
ko'rinishga keltiramiz:
P(s) = 2R Q)p(t)dt + f(5).
(N "
Agar biz
[QWs)dt =g, ie{12,...,1}
belgilashlarni kiritsak, u holda {20.10) tenglama
$(8)=29,0(s) + f(5) (20.12)

korinishga keladi. ¢ funksiyaning bu ifodasini berilgan integral

tenglamaga go'ysak,

di + f(s),

n 1 & [ n
2, B+ f(s) = ZJ",(A'JIQU)[EFLP,(!)Jr S0
=1 =] =1

a

ya'ni
i}q.f:(s} = 'z']ﬁtx{ila,,q, +h \ (20.13)
ko'rinishdagi tenglikka kelamiz. Bu yerda
a,= [QWPWd, b= [0M 7.

Endi P (s) funksiyalar chiziqli erkli ekanligini hisobga olsak, (20.13)
munosabatdan quyidagi tengliklar kelib chiqadi:

9, = 2a,q, +b.le{l,2,...n}. (20.14)
J=1
Agar biz bu chizigli tenglamalar sistemasini ¢, larga nisbatan yechsak, u

281



fholda (20.12) tenglikdan 4(s) funksiya ham lopiladi. Shunday gilib,
diralgan yadroli integral tenglamani yechish masalasi (20.14) chizigli
tenglamalar  sistemasini yechish masalasiga teng kuchli. Bunday
ienglamalar yechimlarining xossalari bizga chizigli algebra kursidan
ma’lum.
Yugorida bayon gilingan Fredholm {eoremalarini chekli o'lchamli
‘azolarda quyidagicha bayon gilish mumkin.
20.4-teorema. Ax =y,
A=(a,}),i,je{l,2,...,n}, X=(X),ees X, )y V= (Vs V)
chizigli tenglamalar sistemasi yechimga ega bo'lishi uchun y vektor
qo'siuna bir jinshi
A'z=0(4 =(a,))
tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo'lishi yetarli va zarurdir.
20.5-teorema. Agar A matritsaning determinanti noldan farqli
bo'lsa, u holda Ax =y tenglama ixtiyoriy y uchun yagona yechimga ega.
Agar 4 matritsaning determinanti nolga teng bo'lsa, u holda bir Jjinsli
Ax =@ tenglama noldan fargli yechimga ega.

20.6-teorema. 4=(a,) va A =(a,) matritsalarning ranglari o'zaro
ieng bo'lgani uchun, bir jinsli Ax=6 va 4'z=@ sistemalarning chizigli
eriii yechimlari soni o’zaro teng.

Ko'rinib turibdiki, ajralgan yadroli Fredholm tenglamalari uchun
Fredholmning 20.1-20.3 tecremalarl yuqoridagi 20.4-20.6 teoremalar-
dan kelib chigadi.

20.1-misol. T operatorni L.{~z, 7] fazoda quyidagicha aniqlaymiz
(7F)(x) = [(1+cosxcos y+3sinxsin y) f(3))dy. (20.15)

Bu operatomni 0'z-0'ziga qo'shma va kompakilikka tekshiring, uning xos
giymat va xos funksiyalarini toping.
Yechish. Qaralayotgan operatorning yadrosi
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K(x,y)= | +cosxcos y+ 3sinx3in p
haqigly giymatli va (19.8) shartni ganocatlantiradi. Demak, 7' 0'2-0'ziga
qo'shma operator ekan. Integral operator 7 ning yadrosi {19.5} shartni
ganoatlantiradi, shuning uchun 19.2-teoremaga ko'ra 7' kompakt
operator bo'ladi. Endi 7' operatorning xos giymatlarini topamiz. Buning

uchun xos giymatga nisbatan tenglama yozamiz:

If =z & ]’(l +cosxcos y+3sinxsin y) f(y)dy = =f(x).

Bundan
F(x)= [F(dy+cosx [cos yf (N)dy +3sinx [sinyf()dy  (20.16)
tenglikka kelamiz.
i). Agar (20.16) tenglikda z=0 bo'lsa, u holda 1,cosx,sinx
funksiyalaming chizigli erkli ekanligidan quyidagi
]f »dy =0, I cos 3f (y)dy =0, fsin_1_f (v)dy =0 (20.17)

tengliklarga ega bo'lamiz. (20.17) tengliklar f funksiyaning 1, cosx, sinx
elementlarga ortogonal ekanligini bildiradi. Ma'lumki L,[-7;7] fazoda
bu elementlarga ortogonal bo'lgan cheksiz ko'p chizigli erkli elementlar
mavjud, bular:
{cosnx, sinnx}? ,.

Demak, 7f = 0- f tenglama cheksiz ko'p chiziqli erkli yechimlarga ega
ekan. Bu esa o'z navbatida =z =0 soni 7 operator uchun cheksiz karrali
xos giymat ekanligini bildiradi.

ii). Agar (20.16) tenglikda z=0 bo'lsa, u holda xos funksiya ;

uchun quyidagi ko'rinishni olamiz
7) = L{awbeoss+3csina, (20.18)

Bu yerda



[ fOHdy, b= I cos yf(V)dy, ¢= Ismyf(y)dy (20.19)

f ning {20.18) ifodasini (20.19) ga qo 'yib, a.b,c¢ larga nisbatan cuyidagi
tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

2aw

=1 ]' a+bcos y +3csin yldy = =
{b= 4 ]' cos y[a + bcos y + 3csin yldy = b (20.20)
c= L J[sm yla+bcosy+3csin yldy = 3—62

Biz bu yerda {l,cosx,cos2x,sinx} funksiyalar sistemasining ortogonal

ekanligidan hamda

—

1
cos’y = ‘2'[1 +cos2yl, sin’y=—[1-cos2yl

to

ayniyatlardan foydalandik. (20.20) tenglamalar sistemasi mnolmas

yechimga ega bo'lishi uchun, uning determinanti

A(z )—L!—gﬁ)(l—f)(lv—)ﬂ]

bo'lishi zarur va yetarli.

Agar z =27 bo'lsa, u holda A(z) =0 bo'ladi. Bu holda (20.20) dan
b=c=0 va a- ixtiyoriy son ekanligini olamiz. Endi (20.18) dan xos
funksiya f(x)=C =const bo'lishiga kelamiz.

Agar z=z bo'lsa, u holda A(z)=0 bo'ladi. Bu holda (20.20) dan
a=c=0 va b- ixtiyoriy son bo'ladi. (20.18) dan esa xos funksiya uchun
f(x)=Ccosx ko'rinishni olamiz.

Xuddi shunday z=37 Xos qiymalga mos keluvchi xos funksiya
f(x)=C-sinx ekanligini olamiz.

Shunday qilib, biz (20.15) formula bilan aniqlangan 7 operatorning
o'z-o'ziga qo‘shma ekanligini ko'rsatib, uning barcha xos giymatlari va

xos funksiyalarini topdik. z==0 cheksiz karrali xos giymat, qolgan z,27
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va 3r sonlar - bir karrali xos giymatlar ekan.
20.2. Parametr A e’ ning qanday giymatlarida
-A=g (20.21)
tenglama ixtiyoriy gel,[-x,7] da yagona yechimga ega bo'ladi. By
yerda 7 operator (20.15) tenglik bilan aniglanadi.

Yechish. 4=7-1/ operatorga 20.1-teoremani qo‘llaymiz. 20.]-
misoldan ma’lumki, 15(‘\{7:,27r,37r} bo'lsa  Kerdd' = Ker (7' - i/;:{a}.
Demak, barcha AeC\{r,27,37} larda (2021) tenglama ixtiyory
g e L,|- 7,7] da yagona yechimga ega. Agar A=r(4A=2z, A=37) bo'lsa, u
holda (20.21) tenglama yechimga ega bo'lishi uchun gel,[- z,7]
funksiya f(x)=cosx (f{x)=], f(x)=sinx) funksiyaga ortogonal bo'lishi

zarur va yetarlidir. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Ajralgan yadroli integral tenglamaga misollar keltiring.
2. L,]a, b] fazoda

w(x) = f(x)+ lif(o(x)u/(t)u(l)dl

integral tenglamani yeching. Bunda ¢ va y funksiyalar uzluksiz bo'lib,
(@) = 0 shartni gatoatlantiradi.

3. Parametr AeR ning qanday qiymatlarida
w{(x) = sinx+ A I(cosxcos! —sinxsinn)ut)dr

tenglama yagona yechimga ega? Qanday giymatlarda ienglama yechimga
ega emas? Qanday giymatlarda tenglama cheksiz ko'p yechimga ega?

4. A:Ly[-n, m]-> L;[-7, 7] operator yadrosining o'lchamini toping.

(Au)(x) = u(x)— ii[[.‘lé +cos(x —l)}l(l)l{l.
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IV bobni takrorlash uchun test savollari

1. £, ni ¢, ga akslantiruvchi 4,B,C operatorlar berilgan:
Ax = (0.0,....0,%, . X34 %54--)
Bx =(0,0,...,0,X,,): X2 Xpu300-2)
Cx = (X, X5, X3,0,..05...)
Kompakt operatorlar keltirilgan javobni toping.
A) 4Bva BC B)BvaC C) AvaB D) AC va BC
2. L[-1,1] ni 4,[-1,1] ga akslantiruvchi 4,8,/ operatorlar berilgan:

(AN = xf(x), (B = J(1+ 007y, (I )x) = f(x).
-1
Kompakt operatorlar Keltirilgan javobni toping.

Ay ABva B ByBval C})dvaB D) Aval
3. L,[-1,1] ni L[-1,1] ga akslantiruvchi

(AN)x) = 3 [x3f (3)dy
-1
kompakt operatorning xos giymatlarini toping:
A)0,2 B2 C)0, 1,2 D)23

L,{-1,1] fazoni o'zini-o'ziga akslantiruvchi

Py

(ANx) =3 [xyf )y

kompakt operatorning xos funksiyalarini ko'rsating:

A) f(x)=1, fi(x)=x B) fi(x)=1+x. fi(x)=x?

C) fo(x)=3+x, fi(x)=5x° D) fi(x)=4+x, fi(x)=x'
5. Chekli o'lchamli 4:¢, — ¢, operatorni toping.

A) Ax=(0,0,...,0,x,,x,,X;,...)

B) Ax=(0,0,...,0,%,,,,X,.2.X,,35-..)

C) dx=(x,%,,%,0,...,0,...)

D) Ax = (x5 X001 X500-)



10.

11.

Kompakt A4: £, —» £, operalorni toping.
A) Ax =(0,0,...,0,x,,x,,X;,...)
B} Ax=(0,0,...,0,%,,,,%,,5,X,.35-+-)

C] Ax = (a:x:’alxﬂrajxl""ﬂanxn’"‘)’ lim a” =0
- n—o

D) Ax=(x,,, %2, %535:-)
¢, fazoda berilgan Ax=(g4,x,a,%,,d;%;,...,a,%,,...) Operatoming
kompaktlik kriteriysini toping.

A) sup|a,|<w®
nz)
B) shunday n, e N mavjud bo'lib, barcha n>n, larda a, =0 bo'lishi

C) lima,=0

D) {a,} nolga yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlikni saqlashi
Quyidagi tasdiglar ichidan to'g'rilarini ajraiing.
1) Chekli o'lchamli 4 € L(X,Y) operator kompakt bo'ladi.
2) Chizigli 4:C" — C" operator kompakt bo'ladi.
3) Birlik /: X - X, dimX <o operator kompakt bo'ladi.
A)t,2 B)23 (1,23 D)L, 3
Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g'rilarini ajrating.
1) Kompakt operatorlarning yig'indisi kompakt bo'ladi.
2) Kompakt operatorning songa ko'paytmasi kompakt bo'ladi.
3) Kompakt operatorning chegaralangan operatorga ko'paytmasi
kompakt bo'ladi.
A)1,2 By23 C1,23 D)1,3
Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g'rilarini ajrating.
1) Kompakt operatorga qo'shma operator kompakt bo‘ladi.
2} Kompakt operatorga teskari operator kompakt bo'ladi.
3) Birlik /: X —= X, dimX = operator kompakt bo'ladi.
A)1,2 B)2,3 C)1 D)I,3
Quyidagi tasdiglar ichidan to'g'rilarini ajrating.
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1) Kompakt operatorning xos giymailaii oddiy bo'ladi,
2) O'z-o'ziga qo'shma operatorning xos giymatlari haqiqiy bo'ladi,
3) O'z-o'ziga go'shma kompakt operatorning har xil xos giymatlariga
mos xos vektorlari ortogonal bo'ladi.
Ay1,2 B)y23 (1,23 D)3
. Quyidagi tasdiglar ichidan to'g’rilarini ajrating.
1) Kompakt operatoming noldan farqgli xos qiymatlari chekli
karralidir.
2) 4:¢, - £, kompakt operatormning spektri nolni saqlaydi,
3) Birlik /:C[a;b] > Cla;b] operator kompakt emas,
A)1,2 B)23 C1 D)L 23

. C[-i 1] fazoda chekli o'lchamli operatorlarni ko'rsating.
AN =) (B = (=DM, (CF)x) = F(0)

A)A' B B)AC CJB,C D)A B, C

¢, fazoda berilgan A4x=({(a x,,a, X2,85%;,....a,%,....) operator uchun
quyidagilardan qaysilari invariant gism fazo bo'ladi.

1) L ={xel,:x, =x, =0}

2) L, ={xef,:x;=x,=x, =0}

3) L ={xef,:x, =0, n26}

AL2 B)23 C)1,23 D)I1,3

L|-=.7] fazoda kompakt operatorni ko'rsating.
AL AN =) B) (DM = feastx = 30 7

CHANR = /) D) () = (22 +1) /)

£8. 10 e (V) kompakt operatorlar kelma-ketligi 4= LX) bo'lsin,

A Agar 4, —— 1 (tekis) bo'lsa, u holda Kompakt bo'ladi.
3! Agar 4 — . (kuchii) bo'lsa, u holda 4 Kenmpakt bo'ladi,
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17.

C) Agar A, —".1 (kuchsiz) bo'lsa, u holda 4 kompakt bo'lacli,

D) Agar A, > (nuglali) bo'lsa, u holda { kompakt ho'ladi,

Chekli o'lchamli operalor la'ritini toping.

A} Agar A e L(X,¥) bo'lib, dimlm A <® bo'lsa

B) Agar 4 har ganday chegaralangan lo'plamni nisbiy kompakt
to'plamga akslanlirsa

C) Agar A har ganday nishiy kompakt to’plamni kompakt Lo'plamga
akslantirsa

D) Agar A:C" —» C" ba'lib, dimImA4 < n bo'lsa

18. Kompakt operator ta’rifini toping.

A) Agar 4 e L(X,Y) bo'lib, dimImA <= bo'lsa

B) Agar AeL(X,¥) har ganday chegaralangan to‘plamni nisbiy
kompakt to’plamga akslantirsa

C) Agar 4 e L(X,Y) har ganday nisbiy kompakt to'plamni kompakt
to'plamga akslantirsa

D) Agar 4:C" - C" bo'lib, dimIm4 <n bo'lsa

19. Quyidagilar ichidan kompakt operator ta'riflarini ajrating.

20.

1) Agar 4el(X,Y) har ganday chegaralangan to'plamni nisbiy

kompakt to'plamga akslantirsa
2) Agar Ae L(X,Y) operator X dagi birlik sharni nisbiy kompakt

to'plamnga akslantirsa

3) Agar 4 e L(H) operator H dagi ixtiyoriy Kuchsiz yaginlashuvchi
ketma-ketlikni kuchli yaginlashuvchi ketma-ketlikka akslantirsa.
A)1,23 B)23 (1,3 D12

u ga nisbatan Fredholmning I tur integral tenglamasiri toping.

A) u(x) = [KCo I+ £(x) B) 1) = [KCx )y

C) ux) = K(wyudy+ £(x) D) £x) = K mur)y
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. ¢4 nisbhatan Fredholmning 1 tur integral tenglamasini toping.

. )
A s - KQou(nde+ f(x) B) Ty = [K(x p)u(x)dy

O e - R@odude + f(0) D) f(x)=xj!<(x,y)u(y)dy

3 & uisbatan Volterraning I tur integral tenglamasini toping.

SR

W

AY wx) :f.'\'(.\'._\'\u(.\')ufr +f(x) B) f(x)= :fK(x,y)u(y)dy

T

) ) = M @.dr+ f(x) D) flx)= IK(x, Yu(y)dy

2% « g= nisbatan Volterraning I tur integral tenglamasini toping.

» &
A) 2 = KX W(dv+ f(x)  B) f(x)= jK(x, Wu(y)dy

O = [K@u(dy+ £ DY f£(x) = K (e u)dy

24. I :L[-7. 7] > L[~ 7] kompakt operator bo'lib, 1 uning oddiy xos
giymati bo'lsin. 1 xos qiymatga mos keluvchi xos funksiya esa cos2x
bolsin. « =7u+ f tenglama yechimga ega bo'ladigan f ni toping:

Al cosx B)cos2x C) 1-cos2x D) cos’x

25. T :Li|=7. 7] > L;[-7, #] kompakt operator bo'lib, 1 uning ikki karrali
xos giymati bo‘lsin. 1 xos giymatga mos keluvchi xos funksiyalar esa
cosx va sinx lar bo'lsin. #=7u+f tenglama yechimga ega
bo'ladigan f ni toping:

A) cosx B) cos2x  C) cosx+sinx D) cosx—sinx

26. T :L,[-7, 7] > Ly[-7, #] kompakt operator bo‘lib, 1 uning oddiy xos
giymati bo'lsin. 1 xos giymatga mos l.eluvchi xos funksiya esa cos2x
bo'lsin. #=7Tu+ f tenglama yechimg. ega bo'lmaydigan [ ni
toping:

A) cosx B)cos2x C) 1 D) sinx
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27,7 :Ls|-m, 7] > Ly[=m, ] kompakt operator bo'lib, 1 uning ikki karrali
x0s qiymati bo'lsin. 1 xos giymatga mos keluvchi xos funksiyalar esa
cosx va sinx lar bo'lsin. «=7Tu+ [ tenglama yechimga ega
bo‘lmaydigan f ni toping:

A) cosx+sinx B) cos2x C) i D) sin2x

28. L,[-7, ] fazoda
u(x) =1+ [cosxsin yu(y)dy

integral tenglamani yeching.
A) l+cosx B) l+sinx C) 1 Dj l+acosx

29. I,[-n, x] fazoda
u(x)=sinx+ I cosxsin yu(y)dy

integral tenglamani yeching.
A} sinx+cosx B) l+sinx C) | D) sinx+zcosx

30. Ly[-=, n] fazoda

u(x) =cosx+ I cosxsin yu(y)dy

integral tenglamani yeching.
A) sinx+cosx B) 1+sinx C) cosx D) sinx+mcosx

31. Ly[-7, #] fazoda
(Au)(x) = u(x) - i ]cos xcos yu(y)dy
T

chiziqli operator yadrosining o'lchamini toping.
A) dimKerd=0 B) dim Kerd =1 C) dimKerd=2 D) dimKerd=<x
32. L)[-m, ] fazoda
(A)(x) = u(x) - l fcos(.\' — Pu(y)dy
fa)

chiziqli operator yadrosining o'lchamini toping.
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A} dimAerd =0 B) dimKerd=1 C) dimKerd =2 D) dim Kerd =
33. Li[-x. 7] fazoda

(Au)(x) = u(x)— % j[% + cos(x — y)Ju(y)dy

chiziqli operator yadrosining o'lchamini toping.
A) dimKerd=1 B) dimKerd=2 C) dimKer4=3 D) dim Kerd =«
34. [5[-7, =) fazoda

) = £+ 5 +eostx= Pl

chizigli integral tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning chizigli
bog‘lanmagan yechimlari sonini toping.
A)l B2 C)3 D)

35. L,[-#, 7] fazoda

() = 1)+ - Jeostx = Yy

chizigli integral tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning chizigli
bog‘lanmagan yechimlari sonini toping.
A)l B)2 C}3 D)

36. L,[-r, =] fazoda

ul(x)= f(x)+ 2 ] cos xcos yu(y)dy
T _:

chizigli integral tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning chizighi
bog‘lanmagan yechimlari sonini toping.
Al)l B)2 C)3 D)=

37. L,[-x, 7] fazoda

(Au)(x) = zj'cos(.\' = yyu(y)dy,

(Bu)(x) = J.(a' cos xcos y — B sin xsin yju(y)dy

integral operatorlar berilgan. 4" = B tenglik o'rinli bo'ladigan « € R
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38.

39.

40.

va fe R parametrlarning qiymatlarini toping.

A a=1,=1 Bja=1,f=-1 C)a=-1.5=I

D) bunday giymatlar yo'q

T - ILya,b] fazodagi kompakt operator, 1 soni uning xos giymati
bo'lsin. u=f+Tu (1) tenglama uchun quyidagi tasdiglardan
qaysilar .to'g’ri?

1) (1) tenglama ba'zi f e L,{a, b] larda yechimga ega emas.

2) (1) tenglama yechimga ega bo'lishi uchun f funksiya u=Tu
tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo'lishi zarur va yetarli.
3) (1) tenglama yechimga ega bo’lishi uchun dim KerT =dim KerT’
bo'lishi zarur va yetarli.

A)123 B)23 C)3 D)2

Ly[-7z, 7] fazoda ajralgan yadroli integral tenglamalarni ko'rsating:

1) u(x)= 'j’c05(x = Yyu(y)dy,
2) u(x)= YJ'(a cos xcos y — Bsinxsin Y)u(y)dy,

3) u(x)= ]/n(l+|x— ¥ Du(x)ay.

A)123 B)23 C3 D)2

L,[-1,1] fazoda ajralgan yadroli integral tenglamalarni ko'rsating:
]
1) w(x)= [(x-y)Yu(y)dy,
-1
1
2) ux)= [0+ ) u()dy,
-1
1
3) u(x)= j‘ln(l+ | x— y Du(x)dy.
-3

A)123 B)23 C) 3 D12
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V bob. Amaliyot va laboratoriya mashg‘ulotlari uchun mashglar

Bu bob funksional analiz fanidan amaliyot darslari va laboratoriya
mashg‘ulotlarini olib borish uchun mo'ljallangan. Unda amaliyot
darslarini olib boruvchilar uchun tipik misollar namuna sifatida yechib
ko'rsatilgan. Bu bobda keltirilgan mashqlar talabalarda yuqori darajada
bilim va ko'nikma hosil qilishi uchun yetarli Bobda Kkeltirilgan
mashgqlardan laboratoriya mashg‘ulotlarini olib borishda ham foydalanish
mumkin. Chunki keltirilgan masalalar ancha ko'p bo'lib, har bir talaba
uchun alohida variant gilish imkoniyatini beradi.

Bu bob 4 paragraf (21-24) dan iborat. Bobning birinchi 2i-
paragrafida metrik fazolar, undagi asosiy tushunchalarning mohiyatini
ochib beruvchi misol va masalalar jamlangan. Jumladan, to'plamlar va
akslantirishlar, ekvivalent metrikalar, yaginlashuvchi va fundamental
ketma-ketliklar, ochiq va yopiq to'plamlar, hamma yerda zich to'plam,
kompakt va tutash to'plamlar haqida gizigarli misollar keltirilgan.
Qisqartirib akslantirish prinsipining go'llanishiga doir misollar garalgan.

22-paragrafda chizigli fazolar, normalangan fazolar, Banax fazolari,
Evklid fazolari hamda Hilbert fazolarining xususiyatlariga oid masalalar
keltirilgan. Bundan tashqari chizigli funksionallar, ularning uzluksizligi,
chegaralanganligi va normasini hisoblashga doir nisbatan oson
yechiladigan misollar berilgan. Chiziqli funksionalning davomi va
qo'shma fazolarni tushunishga alogador mashglar ham bor.

23-paragrafda chizigli operatorlar, ularning chegaralanganligi va
normmasini  hisoblashga doir misollar berilgan. Chizigli uzluksiz
operatorlar fazosida operatorlarlar ketma-ketligining lekis, kuchli va
kuchsiz ma’noda yaginlashishlari, teskarilanuvchan operatorlar, teskari
operatorning mavjudligi, teskari va go‘shma operatorlarni topishga doir
xilma-xil misollar keltirilgan. Chiziqli operatorlar nazariyasining asosiy

tushunchalaridan biri spektr tushunchasini yoritishga Kkatta e'tibor
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qaratilgan.

24-paragraf kompakt operatorlar va integral tenglamalar mavzusiga
bag'ishlangan. Bu yerda kompakt operatorlar xossalarini tekshirishga
doir bir talay misollar bor. Malumki, kompakt operatorlar bir gator
ajoyib xossalarga ega. Jumladan, bu sinf operatorlarining spektrini
to'laroq o'rganish mumkin. Hilbert fazosidagi o'z-o'ziga go'shma
kompakt operatorlarning spektri esa misollarda yanada aniqroq
tushuntirilgan. Ajralgan yadroli, simmetrik yadroli integral tenglamalar,
ularning  yechimi, yechimning xossalarini tahlil gilishga doir misollar

ham shu paragrafga kiritilgan.
21-§, Metrik fazolar

Birinchi paragrafda metrik fazo ta'riflanib, ularga ko'plab misollar
keltirigan. Bu paragrafda uzluksiz akslantirishlar, izometriya va
gomeomorfizm hagida ham ma'lumotlar olish mumkin. Metrik fazolarda
yaginlashuvchi va fundamental ketma-ketlik ta'riflarini, ularga doir
misollarni hamda ochiq va yopiq to’plamlar hagidagi tasdig va
leoremalarni 2-§ dan topish mumkin. Bu paragrafdan sonlar o'gidagi
ochig va yopiq to'plamlarning tuzilishi va Kantoming mukammal
to'plami hagidagi ma’lumotlarni ham topish mumkin. To'la metrik
fazolar, separabellik va Ber teoremasi hagidagi ma’lumotlar 3-§ da
kellirilgan. Qisqartirib aks ettirish prinsipi va uning tadbiglariga 4-§
bag’ishlangan. Nazarly gismda Kkeltirilmagan ba'zi tushunchalarni,
mukammal to'plam, 1-va, 2-kategoriya to’plamlar, to’plammning ichi
tushunchalarini keltiramiz. 3/ to'plamning barcha limitik nuqtalaridan
iborat to'plamni A/ bilan belgilaymiz. Agar A =Al' tenglik o'rinli
bo'lsa, M ga mukammal to’plam deyiladi. Agar X to'la metrik fazodagi
A to'plamni hech yerda zich bo'lmagan sanogli sondagi to'plamlar

birlashmasi ~ ko'rinishida tasvirlash mumkin bo'lsa M to'plam I-
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ol eplam deyiladi. Agar M lo'plamni hech yerda zich
DEoan sanoglt sondagi to'plamtar birlashmasi ko'rinishida tasvirlash

N v hmasa Moga 2-Rategoriyali to’plam deyiladi. M to'plamning
SN R tuqtalanidan iborat to'plam A to'plamning ichi deyiladi
Lilan belgilanadi. dc(Y,p) to'plamning chegarasi

S\ 0 teuglik - bilan - aniglanadi,. Agar metrikaning  3-
Siswomasi vani o uchburchak tengsizligi  p(x, z)< max{p(x,y), p(3n2)}
cnasilik bilan almashtirilsa, (X,p) - wltrametrik fazo deyiladi. Agar

ik faseda V' va @ to'plamlardan fargli ham ochiq, ham yopiq

s o plam mavjud bo'lmasa, X ga tutash metrik fazo deyiladi.

! shunday ' melrik fazoning M to'plami uchun (M, p) metrik fazo

utash bo'lsa, M ga tutash to'plam deyiladi.

21.1. Metrik fazolarga misollar
2Ll R to'plamda x=(x,x,) va v=(3,,5,) elementlar uchun kiritilgan
ushbu
: pr(x.)=|x, = x]+ 3 -l

& .\-‘1."):!-"1 = ."'||+ X2 = )2

+|"'2 _.Vli; p4(x’y)=|)"|x: _}’|J’:I

ol y)=]x ~
ifodalardan qaysi biri metrika bo‘ladi?

Yechish. 2 akslantirishning metrika aksiomalarini
ganoatlantirishini tekshiramiz. p(v,3)20 shart modulning manfiymas-
ligidan kelib chigadi. Faraz qilaylik, p(x,y)=ix —)|+|x2—y;|=0 bo'lsin.
U holda |x,—y»{=|x,—-»,1=0 ekanligini olamiz. Bundan x =y, x =),
yani x=y. Endi x~x=y bo'lsin, ya'ni x =y, x,=y,. Bu yerdan
pi(x )= =i+ —y =0 ekanligini olamiz. Demak, 1- aksioma
bajariladi. Quyidagi tenglikdan

=y i+l - =1y —x |+ - x|
2-aksiomaning bajarilishi kelib chigadi. Nihoyat,
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lx =z l+ix ==l = n+ ) -5l -y, + 3 -5,
x=yl*ly =zl 5=yl -2

tengsizlikdan 3-aksiomaning bajarilishi kelib chiqadi. Shunday gilib,
(%, p,) metrik fazo bo'ladi.

Agar x=(1). y=(22) deb olsak, u holda py(x,y)=[I-11+i2-2]=0
tenglik o‘rinli, ammo x= . Demak, p, akslantirish uchun metrikaning i-
aksiomasi bajarilmaydi.

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, p, va p, akslantirishlar uchun
ham metrikaning 1-aksiomasi bajarilmaydi.
21.2. R to'g'ri chiziqda plx,y)=|arctgy~arcigy| ifoda” metrika bo'lishini
tekshiring. p, (.\'.y)=arctg|x—‘~.-] ifoda R to'plamda metrika bo'ladimi?
21.3. R" to'plamde *:shbu ifodalar metrika bo’ladimi?

Ay} = :Z_]-ﬁ W I: pz(""y)= l,’_'"ahl"k X I;

Pl y)= {1 e sl )= %sign[.\’k_}’ki.

P =|maxtx, - )| S

2i4. Uch o'lchamli fazoda boshi koordinatalar markazida bo'lgan

barcha birlik (uzunligi birga teng) vektorler to‘plamida
arccosL"'l

|2} 7]

 —

ifoda metrika bo'lishini isbotlané.
21.5. [0,1] kesmadagi barcha ochiq to'plamlardan iborat to'plam X
bo‘lsin. Agar u- Lebeg o'lchovi bo'lsa,
oA, B)= p(4A B)
ifoda X da metrika bo'lishini isbotlang.
21.6. Barcha ko'phadlardan iborat P to'plamda
AP, a,)= ZI p(0)-44(0)|

ifoda metrika bo'lishini isbotlang.
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21.7. N natural sonlar to'plamida

pl("""}:‘ al=e l; p:{"r'm

}z_‘l+;+l;;. agar .
I_U, agar n=m
ifodalar metrika bo'lishini isbotlang.
218. Z butun sonlar to’plamida
|m = n|

pi(nm)= ~; pulnm)=10",
em A1+

{bu yerda k son |n-m| ayirmaning oxiridagi nollar soni) ifodalar

metrika bo'lishini ko'rsating.

21.9. Ushbu |z|<1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi kompleks sonlar

to’plamida

ifoda metrika bo'lishini isbotlang. Bu metrika Lobachevskiy metrikasi
deyiladi.

21.10. [4, b] kesmada aniqlangan x(t) funksiya uchun shunday o va
£ o'zgarmas sonlar mavjud bo'lib, barcha 1,1, €[a, b] uchun

[x(t)-x(t)| < B-1x -1y

tengsizlik bajarilsa, x(rf) funksiya a ko'rsatkichli Gyolder sharfini
ganoatlantiradi deyiladi. Bu shartni ganoatlantiruvchi barcha funksiyalarni
FH%a, b] orqali belgilaylik. Agar a>1 bo'lsa, /{%[a, b] fagqat o'zgarmas
funksiyalardan iborat ekanligini isbotlang. Agar 0 <a <1 bo'lsa,

plx. yy=max | x(t) - y(t)|+sup LGlt) = )= (x(y) = i)
asish

f#0 =t

ifoda H%[a, b] to'plamda metrika bo'lishini isbotlang. /7%[a, ] - Gyolder

fazosi, @ =1 bo'lganda Lipshits fazosi deyiladi.
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2LH. [a,b] kesmada cheksiz marta differensisllanuvehi  barcha

funksiyalar to'plami €*[a,b] da

o max [xOn)- P

W
i <reh
plx,y)=y — i -
202" 1+ max | (1) -y (o)
astzh

ifoda metrika bo'lishini isbotlang.
21.12. (X, p) metrik fazo bo'lsa, X to’plamda

PPy .Y ) A S
1+ p(x,)
Pyl y)=eft g pulx,y)=min{; p(x, ) |

ifodalarning har biri metrika bo'lishini isbotlang.

21.2. Metrik fazolarda yaginlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar
21.13. Ager pfx,,x,)->0 va p(x,,y,)->0 bo'lsa, u holda p(y,.%)->0
ekanligini isbotlang.
Yechish, Metrikaning 1 va 3-aksiomalaridan foydalansak,
0= p(y,.%,)< p(3,.x, )+ £lx, %)
tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu sonli tengsizlkda limitga o’tib,
lim p(y,.%,)=0
ni olamiz.
2114, (.Y, 0) metrik fazoning ixtiyoriy x,y,z.¢ nuqtalari uchun
3) [plx.z)= plnrfs plx,y)+ pz0); b) |plx.2)- plr2}< pl.y)
tengsizliklarni isbotlang.
21.15. {x,} ketma-ketlik berilgan bo'lsin, Agar p(xa,,a)—>0, 2(¥s..1:8)—>0

va plx,,c})->0 bo'lsa, a=b=c hamda p(x,,a)—>0 munosabatlarni

isbotlang.
21.16. €0, 1] metrik fazoda ushbu
a) .\'"(l)=l”—|'”-|_' b) _}'"[l’}=.‘”—l'3;|.'
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LN nil
- T 5 2, i !
Q) z,()=" — 2™ " Q) u,,(:)——;—nﬂ

ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'ladimi?

21.17. Avvalgi misoldagi funksiyalar ketma-ketligi cMo,11; L[0,1]
metrik fazolarda yaqginlashuvchi bo‘ladimi?

21.18. L,[0,1] metrik fazoda yaginlashuvchi, ammo C'V[0,1] metrik
fazoda yaqinlashuvchi bo'lmagan x,(:) uzluksiz funksiyalar ketma-
ketligiga misol keltiring.

21.19. x,(t)=n’t-¢" funksiyalar ketma-ketligi x(z)=0 funksiyaga har
bir nuqgtada yaqinlashuvchi, ammo £,[0;]] metrik fazoda yaqginlashuvchi
emas. Ishot giling.

2120. L[0,1] metrik fazoda x(t) =0 funksiyaga yaqinlashuvchi, ammo

hech bir ¢e[0,1] nuqtada 0 ga yaginlashmaydigan funksiyalar ketma-
ketligiga misol keltiring.

2121. Agar x,(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi C[0,1] metrik fazoda
x(t) funksiyaga yaqinlashsa, bu ketma-ketlik 7;[0,1] va L,[0,1] metrik
fazolarda ham shu x(f} funksiyaga yaqginlashadi. Isbotlang.

21.22. C[0,1] metrik fazoda yaginlashuvchi, ammo C[0,1] metrik

fazoda yaginlashuvchi bo'lmagan uzluksiz differensiallanuvchi
funksiyalardan iborat ketma-ketlikka misol keltiring.
21.23. Ushbu

a) x, :[l.l....u.ﬂ,ﬂ,...}; b) vy, = (— 1,2,— 3____‘(— i]l"u,[]l.D,...):

c) = I‘]l""Iloan--l: dl H’":{Ll ,,,,, lU.U].
S J g n -

2 @ = v 1 1

e e =(00..010.5L 0w=|——. i—0..|, >0
- W nT n"
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ketma-ketliklarning  gaysilari ¢, ¢ ¢, m metrk fazolarda

yaginlashuvchi bo'ladi.
tenglik

21.24. R=(-oo, w) to’plamda metrika p(x,_")=[a/'clg\‘——u/'c'!gy
bilan aniglangan bo'lsin. U holda ixtiyoriy monoton ketma-ketlik
(masalan, x,=n) fundamental ekanligini isbotlang.

21.25. Biror qgismiy ketma-ketligi yaginlashuvchi bo’lgan
fundamental ketma-ketlik - yaginlashuvchi. Isbotlang.

21.26. p(x;,x,)2£>0, k=m shartni qanoatlantiruvehi f{x,} ketma-
ketlikdan yaqinlashuvchi va hatto fundamental gism ketma-ketlik ajratib
olish mumkin emas. Isbotlang.

21.27. (X,p) metrik fazo, {x,},{y,} esa undan olingan fundamental

ketma-ketliklar bo'lsin. U holda lim p(x,,y,) mavjud ekanligini

isbotlang.
21.28. {x,} fundamental ketma-ketlik bo’lsin. Agar biror {y,| ketma-

ketlik uchun lim pfx,.y,)=0 bo'lsa {y,} ketma-ketlik ham fundamental

bo’lishi kelib chigadimi?
21.29. |x,} va {y,} fundamental ketma-ketliklar uchun
Jim plx,,7,)=0

shart bajarilsa, bu ketma-ketliklami ekvivalent deylik va f{x,}~ {3,/

ko'rinishda yozaylik. Bu (vaqtincha) Kkiritilgan munosabat refleksiv,
simmetrik va tranzitiv ekanligi, ya'ni hagigatan ekvivalentlik munosabati
bo'lishini isbotlang.

21.30. {x,}. f{».}. {z}. {¢} fundamental ketma-ketliklar uchun

{x,1~{3,] va {z,}~ {1,] bolsa,

lim p(x,,2,)= tim p(3,,2,
: P

=

tenglikni isbotlang. Demak, fundamental ketma-ketliklar to'plamida

kiritilgan masofa ekvivalentlik sinfidan tanlangan vakilga bog‘liq emas.
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21.3 . Ochiq va yopiq sharlar. Ochiq va yopiq to'plamlar
2131. R to'plamda x=(x,x,), y=(».»;) uchun
J pley)=ix-nl+ln-pli b pley)=max(x - phlx -2l

) ()= fle =y f + (- pe) i Q) plx,y)=signlx, — |+ signlx, - |
tengliklar orqali kiritilgan metrikalaming har birida markazi 0=(0,0)
nuqtada va radiusi 1 ga teng ochiq shar B(0;l), yopig shar B[0;]] va
S{0;1] sferalarni chizib ko'rsating.
21.32. R’ to'plamda

plx.y)= ésignl x -7
metrika kiritilgan. Markazi (0;1;2) nugtada radiusi esa a) 1 ga; b) 2
ga; c) 3 ga teng bo'lgan sferalarni chizing.
21.33. Kengaytirilgan to'g'ri chiziq, ya'ni R*=(—oc;+00)U{— OO}U{+°°}
to'plamda

|x~ ]

a) plx, 1)‘-*—? b) p,(x,y)= !
T+]x -y |

1+ l X ! | _I
metrikalar kiritilgan. Agar 0<r<1 bo'lsa, B(—oo,r); B(oo,r) to'plamlarni,
ya'ni markazi e, radiusi r bo'lgan ochiq sharlarni chizib ko’rsating.

21.34. M c(X,p) to'plamning diametri diamM = sup p(x,y) tenglik

xyeht
bilan aniqlanadi. U holda:

a) diamB(x,,r)<2r tengsizlikni isbotlang;

b} diamB(x,,ry<2r bo’lgan sharga misol keltiring;

C) diamB(x,,r) = diamB[x,,r] tenglik to'g'rimi?

21.35. Ochiq shar - ochiq to'plam, yopiq shar esa yopiq to'plam
ekanligini isbotlang.

21.36. R? tekislikda (0,1) va (0,-1) nuqtalardan hamda OX o‘gidagi
(-1, 1) intervaldan iborat to'plamni A/ deb belgilab, Af to'plamda

Evklid metrikasini kiritamiz:



pley)=fl =) + 6y =3 F i =) y=(ss) € V1.
U helda markazi (0,0) nuqgtada, radiusi 1 ga teng ochig shaming yopiq
to‘plam, ammo yopig shar emasligini ko’rsating.
21.37. Shunday yopiq sharga misol keltiringki, u ochiq to'plam
bo'lsin, ammo ochiq shar bo'lmasin.
21.38. Kattaroq radiusli shar kichikroq radiusli sharning gismi
bo‘lishi mumkinmi? Misol keltiring.
21.39. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy ikkita shar yoki kesishmaydi
yoki biri ikkinchisining gismi bo‘lishini isbotlang.
21.40. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy «uchburchak» teng tomonli,
ultrametrik fazoda esa har ganday «uchburchak» teng yonli
ekanligini isbotlang.
21.41. Diskret melrik fazoda har ganday to’'plam ham ochiq, ham
yopiq to'plam ekanligini isbotlang.

21.4. R da ochiq va yopiq to‘plamlarning tuzilishi

21.42. Interval ochiq, kesma yopiq to‘plam ekanligini isbotlang.

Yechish. Sonlar o'qida ixtiyoriy (a,b) interval ochig to'plamdir.
Hagiqatan ham, agar ve(a,b) desak, &£=min{x-a,b-x} son uchun
O,(x)c(a,b). Endi (-»,s) to'plamning ochiq ekanligini ko'rsatamiz. Agar
ixtiyorly ~ xe(-o,@) uchun, £=a-x desak, O, (x)c(—=,a). Xuddi
shunday (h,0) to'’plamning ochiq ekanligi ko'rsatiladi. Ochiq
to'plamlarning birlashmasi (2.5-teorema) ochiq ekanligidan (-oc,a)U(b,x)
to'plamning ochiq ekanligi kelib chigadi. 2.4-teoremaga ko'ra bu ochiq
to'plamning to'ldiruvchi to‘plami bo‘'lgan |a,b] kesma yopiqdir.
21.43. O’zaro  kesishmaydigan intervallardan 1borat to'plamning
quvvati chekli yoki sanoqli ekanligini isbotlang.
21.44. R da ixtiyoriy ochiq to'plam o'zare kesishmaydigan
intervallarning birlashmasidan (yig'indisidan) iborat bo'lishini
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isbotlang. Bu yerda (-, a), (@, ). (-, ) va (a,a)=@ to'plamlar ham
intevallar jumlasiga kiradi.
21.45. R dagi ixtiyoriy yopiq to'plamni (-w,w) dan o'zaro
kesishmaydigan intervallarni chiqarib tashlash natijasida hosil
gilish mumkin, Isbot giling.
21.46. Ixtiyoriy x€[0,1] sonni uchlik kasrga yoyish mumkinligini

Sn
Al

isbotlang: x=Y_;3' bu yerda & - 0,12 sonlardan biri. U holda

x=0,68.. ko'rinishda yozamiz. Agar biror x€[0,]] uchun shunday »
mavjud bo'lib, &, #0 va €,,=¢,,=..=0 bo'lsa, x soni chekli uchlik
kasrga yoyilgan deyiladi. Bu x sonini cheksiz yoyilma ko'rishda ham
tasvirlash mumkin: x=0,6..,0..=0,6..£, (¢, ~1)22... masalan, 0,100,
=0,0222.... Isbotlang. F orgali yoyilmasida 1 raqami qatnashmaydigan

usulda yozish mumkin bo'lgan barcha xre[0;1] sonlar to'plamini
belgilaylik. Masalan, 0,1 = 0,0222.. yoki i = 0,020202.. F

to'plamning yopiq va kontinuum quvvatii to'plam ekanligini
ishotlang. £ =F to’plam Kantor to'plami (2.20-misol) deyiladi.

2147. {z:z=x+y,x, ye [}=[0,2] tenglikni isbotlang,
21.48. %e F, ekanligini isbotlang.

21.49. Kantor to’plami mukammal to'plam, ya'ni fi'= F,. Isbotlang,

21.50. Ixtiyoriy xe £ uchun shunday yefF; topiladiki, p(-\‘,y)=|.\'-v[
son irratsional bo'ladi. Isbot qiling.

21.51. R=(-,0) metik fazoda shuniay 4 to'plamga  misol

_ 0
(e 0

0 )
keltiringki, 4, 4, 4, 4, A, A to'plamlar turli, ya'ni hech qaysi ikkitasi

teng bo‘lmasin.



21.5, To'la metrik fazo. Metrik fazoni to'ldirish

21.52. ¢ metrik fazoning to'laligini isbotlang.
21.53. To'la metrik fazolarning to’g'ri ko'paytmasi yana to’'la metrik
fazo bo‘lishini isbotlang, Demak, R" va " metrik fazolar to'la.
21.54. C[a, b] uzluksiz funksiyalar to'plamida metrika

pl.y)=[sigrnx{1)- (1)
ifoda bilan aniqlangan bo'lsa, (C[a, b],p) to'la metrik fazo bo’ladimi?
21.55. C'"M[a, b]- uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plamida
metrika

plxy)= Lnla:([ x(t) - »(r)

tenglik bilan aniqlangan bo‘lsa, (C"[a,5],p) metrik fazo to'la emas.
To'ldirmasini toping.
21.56. f:R—>R funksiya ganday shartlarni ganoatlantirsa
plx.y)=!f(x)- f(»)| ifoda R to'plamda: a) melrika bo'ladi; b) (R.p)
to'la metrik fazo bo'ladi?
21.57. Agar  plx, y):iarctgx-arc(gy[ bo'lsa, (R,p) metrik fazoning
to‘ldirmasini {oping.
21.58. ® - barcha finit ketma-ketliklar, ya'ni fagat cheklita hadi noldan
0,0,.) ketma-ketliklar to'plami bo'lsin. Agar

fargli x= (x,,xz,...,x

pkxy)=2lx - v; palxy)=max|x, - |
bo'lsa, (®.p)) va (®,p,) metrik fazolaming to‘ldirmasini toping.

21.59. X =(- . 7) to'plamda p(x,3)= sinx;yl metrika kiritilgan. (X, 0)

metrik fazoning to'ldirmasini toping.
21.60. P - barcha haqiqiy koeffitsiyentli ko'phaaiar to‘plamida x.yeP

uchun



a) pilx,y)=max| x(1) - p(0)] + max|x"() - y"();
b) (i, )= max| (1) - )] + max|x'(0) - (0]
Q) py(x, ¥)=max| x() - ¥(0)| +|(0)~ ¥ (0)]

metrikalar kiritilgan. £,p) (P.p,). (P.p,) metrik fazolarning

to’'ldirmasini toping.

21.6. Separabellik. Kategoriya. Ber teoremasi
21.61. O, R\Q, {— n,ne Z} to'plamlaming har biri R metrik fazoda zich

ekanligini isbotlang.

Yechish. Faraz qilaylik, xeR ixtiyoriy hagigiy son bo'lsin. U
holda x,,=[}]— ratsional sonlar ketma-ketligi x ga yagqinlashadi. Bu
n

yerda |x] deb x ning butun gismi belgilangan. Demak, ratsional sonlar

to'plami @ haqigiy sonlar to'plami R ning hamma yerida zich ekan.

Endi irratsional sonlar to'plami R\Q haqiqgiy sonlar to'plami R da zich

ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy xe R hagiqiy son uchun y":lxl+r5
n

"
irratsional sonlar ketma-ketligi x ga yaginlashadi. Demak, R\Q

|
to'plam R da zich ekan. 1:’, .'nmreZ} to'plamning R da zich ekanligi
haqiqgiy sonlarni ikkilik sistemaga yoyish orqali isbotlanadi.

21.62. Z, {—I-,ueZ ,ueo} { +— nmeZ, n-mz 0} to'plamlar R metrik
1 n

m
fazoning hech yerida zich emas. Isbotlang.
21.63. Hamma yerda zich, ammo ichkarisi bo'sh bo‘lgan to'plamga
misol keltiring.
21.64. Kantor to’plami [0, 1] ning hech yerida zich emas. Isbotlang. -
21.65. Ac(X,p) hech yerda zich bo'lmasa, X\A4 to'plam hamma
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yerda zichligini isbotlang.

21.66. Agar . hamma yerda zich va ochiq to'plam Poilede o 24
to'plam hech yerda zich emas. Isbotlang.

21.67. Shunday 4 to'plamga  misol Keltiringki, A va A
to'plamlarning har biri hamma yerda zich bo'lsin.
2168. ® - finit ketma-ketliklar to'plami ¢ va ((p21) metrik

fazolarda zich joylashgan, ammo ¢ va metrik fazolarda zich

emasligini isbot qgiling.

21.69. Agar 4 to'plam B da, 8 esa ( da zich joylashgan bo'lsa,
A to’plam C da zich ekanligini isbotlang.

21.70. Barcha ko'phadlar to'plami Cfa, b) metrik fazoda zich. Isbotlang.
21.71. [a.b] kesmada a=1, <1, <<t =b nuqtalar va ixtiyory
X,,%;..%, sonlar berilgan bo'lsin. U holda x(l,)=X,,i=L_" va [1.4,,]
oraliglarning har birida chizigli bo’lgan x(¢) funksiya gisman chiziqgli
uzluksiz funksiya deyiladi. Barcha gisman chizigli uzluksiz
funksiyalar to'plami ([a,b] metrik fazoda zich ekanligini
isbotlang.

21.72. Barcha sodda funksiyalar (o‘lchovli va giymatlari to'plami
ko'pi bilan sanogli bo‘lgan funksiyalar) to'plami L[4, 5] metrik fazoda
zich ekanligini isbotlang.

21.73. Sodda funksiyalar to'plami L,{a,b](p21) metrk fazoda zich.
Isbotlang.

21.74. [a.b] kesmada a={ <l <---<t,=h nuqtalar berilgan bo'lsin.
a0 i=In-1 intervallarning har birida o’zgarmas, ¢ bo'linish
nuqtalaridagi giymatlari esa ixtiyoriy bo’lgan funksiya pog‘onasimon
funksiya deyiladi. Ravshanki, pog'onasimon funksiya sodda
funksiya bo'ladi. Pog'onasimon bo'lmagan sodda funksiyaga misol

keltiring.
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21.758. Pog‘onasimon funksiyalar L,,[a,b] (p21) metrik fazodagi
barcha sodda funksiyalar to'plamida zich joylashgan. Isbotlang.
21.76. Pog'onasimon funksiyalar Ly[a,8](p21) metrik fazoda zich
ekanligini isbotlang.

21.77. Barcha uzluksiz funksiyalar L, [a.b](p>1) metrik fazodagi

pog’onasimon funksiyalar to'plamida zich. Isbotlang. Demak,
Cla,b] to'plam sifatida L,[a.b] metrik fazoda zich.

21.78. [a,b] kesmada aniglangan ixtiyoriy uzluksiz funksiyani

istalgancha aniglikda L,{a,6] fazo metrikasida ko'phad bilan
yaginlashtirish mumkin, ya'ni x(/) uzluksiz funksiya va

ixtiyoriy £>0 uchun shunday p,{!) ko'phad topiladiki,

ol ) ={ 00~ p,,(r)1*'m]""

tengsizlik o'rinli. Isbotlang.
21.,79. Avvalgi 78-masaladagi p,(t) ko'phadning barcha

koeffitsiyentlarini ratsional sonlar gilib tanlash mumkin. Isbot
ailing.
21.80. Separabel metrik fazoning to'ldirmasi ham separabel
bo'ladimi? Misol keltiring.

2i.81. Separabel fazoda ixtiyoriy G ochiq to'plamni sanogli yoki
chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan ochiq sharlarning yig'indisi
ko'rinishida:

G=JBlx,.r,) Blx.;)N B(xj,rj)=®, i j

n
tasvirlash mumkin. Isbot giling.
21.82. Separabel fazoda yopiq to'plamni
F=MUN
ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda M =M’ - mukammal to'plam,

N esa sanogqli yoki chekli to'plam. Isbotlang.
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21.83. Diskret metrik fazo separabel bo'lishining zarur va yetarli
shartini toping.

21.84. R melrik fazoda @ to'plam 1- kategoriyali, R\Q to'plam 2 -
kategoriyali to’plam ekanligini isbotlang.

21.85. Darajasi » dan oshmaydigan ko'phadlarning £, to’plami C[a, 6]

metrik fazoning hech yerida zich emas. Isbot giling.

21.86. P=|JP, ko'phadlar to'plami C[a, 6] metrik fazoda I-

n=]
kategoriyali to’plam bo'lishini ko'rsating.
21.87. Lja,b] to'plam [,fa,b] metrik fazoda I1-kategoriyali to‘plam.

Isbotlang.
21.88. x, (/)- uzluksiz funksiyalar va ixtiyoriy feR uchun

limx, ()= x,() bo'lsa, x,() funksiyaning uzilish nugtalaridan iborat
to'plam 1-kategoriyali to’'plam ekanligini isbotlang.
21.89. Cla,b] to'plamda

L]
plx.y)= [ signlx()~ y(O)lar
metrika kiritilgan. (C[a, 6], 0) separabel emas. Isbotlang.
21.90. ([a, b] metrik fazoda
M, = {x(0): |x(e) - ()i n-be—rt| e ate [a,8]}
to'plam yopiq va hech yerda zich emas. Isbotlang.

21.91. ([a, b} fazoda Lipshits shartini ganoatlantiruvchi funksiyalar

to'plami M = 01\[,, (21.90-masalaga garang) 1- kategoryali to'plam. A/

n=1

to'plam yopiq emas va Cle, b] fazoda zich ekanligini isbotlang.
21.92. ({a,b] fazoda har bir ne N da

D,,={x: x'(1)eCla,b] va max|x'(1)|<n}
asigh

to'plam yopiq va yech yerda zich emasligini isbotlang.
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21.93. C[a,b] tazoda uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to’plami
CPfa.b]= CJ D, (21.92-masalaga garang) l-kategoriyali lo’plam, yopiq
n=)

emas va hamma yerda zich ekanligini isbotlang.
2194, x haqiqiy sonning kasr gismi {x} ko‘rinishda belgilanadi.
{,-,.\r"'l} ne N sonlar to'plami {0,1] kesmada zich ekanligini isbotlang.
Urmuman, a - irratsional son bo’lsa, {#-/a}, ne N sonlar to'plami
[0,1] kesmada zich. Isbot giling.
21.95. Hech yerda zich bo'lmagan to'plamning gism to'plami hech
yerda zich emas. Isbotlang.
21.96. Chekli sondagi hech yerda zich bo‘'lmagan to'plamlaming
yig'indisi hech yerda zich emas. Isbot giling.

21.97. Hech yerda zich bo'lmagan fo'plamning yopig'i ham hech yerda
zich emas. Isbotlang.

21.98. (X,p) to'la metrik fazo, M <X esa 1- kategoriyali to'plam
bo'lsin. U holda X'\ Af to'plam X fazoda zich ho'lishini ko'rsating.

21.99. (X,p) to'la metrik fazo, G, cX. neN esa ochiq va hamma

yerda zich to'plamlar bo'lsin. U holda Af =hG,, to'plam ham hamma

verda zich ekanligini isbotlang.

0

21.100. 3/ to'plam hech yerda zich bo'lmasligi uchun M=@
shartning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.

21.101. X - to'la metrik fazo, M c X esa | - kategoriyali to'plam
bo'lsin. U holda .Y\ M 2 - kategoriyali to‘plam. Isbot giling.
21.162. Agary, € B(x,,r) bo'lsa, B(y,.r) c B(x,,2r) munosabatni
isbotlang.

21.103. Biror A to'plamning ¢ - atrofi ushbu

Fe(d) = {.\' € X:inf p(x,v) <& |
ved

J
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tenglik bilan aniglanadi. U holda A=V, () tenglikni isbotlang.

)

21.104. To'g'i  chizigda  [a,b], (a,h), Z, O, [a,»), &  to'plamlaming

chegaralarini toping.

21.105. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy to’'plamning chegarasi bo'sh
ekanligini isbotlang.

21.106. Fr(AUB)c FrAU FrB munosabalni isbotlang. Agar ANB=9
bo'lsa, Fr(4UB)=Fr4U Fr B tenglikni isbot qiling.

21.107. Separabel metrik fazoda ixtiyoriy to’plamning yakka-
langan nuqtalari chekli yoki sanogqli to’plam bo'ladi. Isbotlang.
21.108. {x,}clab] bo'lsin. Ixtiyoriy (a,f)cla.p] interval uchun
ma;p) orqali x,x,,..x, nuqtalarning («,4) oraliqga tushgan-
larining sonini belgilaylik. Agar ixtiyoriy («,f)c[a,b] uchun

lim —”{a;'m = ﬁ__—fx
H—w 0 b-—a

tenglik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik [a;6] kesmada tekis tagqsimlangan

deyiladiqUshbusdils e 28, AT ER1l o
eyiladi. by T e g Ketmacke !

kesmada tekis tagsimlangan bo‘ladimi?

21.109. a-irratsional son bo'lsin. {n-a}=n-c-[n-a], yani n-a
sonining kasr qgismlaridan tuzilgan ketma-ketlik [0,]1] kesmada
tekis tagsimlangan bo‘lishini isbotlang.

21.110. Avvalgi masaladan foydalanib, 1,5,5°,...,5",... ketma-ketlikdagi 3"
sonning fo'nlik sanoq sistemasida) 13 dan boshlanish ehtimolligini
toping.

21111, X-- to'la metrik fazo, {f,} esa X da aniglangan uzluksiz
funksiyalar bo'lsin. Agar ixtiyoriy xe¥ wuchun chekli
“I.i.x'x_l?f,,(szf(x) mavjud bo'lsa, f funksiyaning uzilish nuqtalari

to’plami 1-kategoriyali to'plam ekanligini isbot qiling.
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WL AU Koo B tanklya b bir nugtads chekli hosilaga ega
SN 1AL W Laabeatya uzbuleslz bo'ladigan nugtalar to'plami 2-
e v all et pham elkandigin isbotlaneg,

S N> R tunkalya har bir tayinlarigan x da y o'zgaruvehi

conteha ke'phad vie o bir tayinlangan y da x o'zgaravehi bo'yicha
o phaad Lo'tlea,  Zony) funksiyve ikkala argumenti bo'yicha ham
Ao vhad ekanligind ishotang.

draatd IKKE avgumentlio /o, )20, 1] — £ funksiya har bir x da yp
convicha va har bir y da x bo'yicha uzluksiz bo‘lsa, shunday
) nugta mavjudki, bu nugtada f funksiya ikkala argumenti
Lo'vicha birgalikda uzluksiz bo'ladi. Isbot giling.

211150 7 funksiya (0,1) intervalda cheksiz marta differensiallanuvchi
bo'lsin, Agar ixtiyoriy xe(0,1) uchun shunday n=un(x)eN topilsaki,

(x)=0 bo'lsa, f funksiyaning ko'phad ekanligini isbotlang.

21.116. £, va F, yopiq to'plamlar o'zaro kesishmasin, yani £, NF,=2.U
zolde shunday G, o Ff, va G, o F, ochiq to‘plamlar mavjudki, G,NG,=90.

Iscot qgiling.

21.7. Uzluksiz akslantirishlar. Izometriya. Gomeomorfizm
212117, (X,p) va (Y.d) meirik fazolar bo’'lsin. f:.\ -} akslantirishning
~z.usksizligli quyidagi shartlarning har biriga teng kuchli ekanligini
sootlang:
o iztiyoriy (¥ ochiq to'plam uchun #'(Gy= X ham ochiq
o palarn;
siztiyoriy 0o}V oyopiq to'plam uchun 7 (FY=.X ham yopiq
te plarng
dpietiyoniy tybe v yagindashuvehi Xetma-ketlix uchun (g nel

Coobrn kot 1 o vagqinlashuvehi



21.118. Shunday f:R— R uzluksiz funksiya, G-ochig va r-
yopiq to'plamlarga misol keltiringki, f(G) to‘plam ochiq emas,
f(F) to'plam esa yopiq emas.

21.119. Ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikni yana fundamental ketma-
ketlikka akslantiruvchi funksiya uzluksiz bo'lishi shartmi?

21.120. Agar X diskret metrk fazo bo‘lsa, har ganday [:X—Y¥

akslantirish uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

21121, f:X Y, (i=12) uzluksiz akslantirishlar bo'lsin. U holda
M ={xe X: f,(x) = f,(x)} to'plam yopiq ekanligini isbotlang.

20.122. f:X >Y, (i=12) uzluksiz akslantirishlar va A da zich bo'lgan
biror & to'plam berilgan bo'lsin, Agar barcha xe M uchun f£,(x)=./(x)
bo'lsa, f, = f,, ya'ni akslantirishlar butun X fazoda teng. Isbot giling.
21.123. f:X Y uzluksiz akslantirish bo'lsin. Quyidagi
implikatsiyalardan gaysi biri to’g'ri? Ixtiyoriy 4/ < X to'plam uchun:

a) xeM = f(x)e f(M);

b) xe,\lil :f(x)ef(l—/ll,[) ;

c) xe M'= f(x)e(f(M))

d) xe FrM = f(x)e Fr(f(M)).

21.124. X separabel metrik fazo va f:X —Y haqiqiy funksiya bo'lsin.

M orqali X fazodagi barcha shunday nuqtalarni belgilaymizki, l:i.T S(x)

mavjud va limf(x)= fla) bo'lsin, M to'plamning ko'pi bilan sanogli

ekanligini isbotlang.

21.125. S={-eCz|=1} aylanada p(z,z,)=|z, —=z,| metrka kirtilgan.

Ixtiyoriy f:§— R uzluksiz funksiya uchun shunday z, € S mavjudki,
J(z)=f(-2,)

tenglik o'rinli. Demak, aylanada aniqlangan uzluksiz funksiya qandaydir

diametral garama-qgarshi nuqtalarda teng giymatlami qabul giladi.
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Isbotlang.

21.126. [ :C[a, b} —>C[0,1]  akslantiish  f(x(1))=x(a+(b—a)), 0stsI
tenglik bilan aniglangan. Bu akslantirish: a) uzluksiz, b) izometriya
bo'ladimi?

21.127. f:C[0, 11> L,,[O, 1] (p=1)akslantirish  f{x(1))=x(¢) tenglik bilan
aniglangan bo'lsa, uning uzluksiz ekanligini isbotlang.

21.128. f(x(t))=x(z*>) tenglik bilan

a) f:C-L,1]1>C0,13; b) fiLI=-L11=>L,[0,1}; <) f:C[-L1]- L]0,]]
akslantirishlar aniglangan. Ularning har birini uzluksizlikka tekshiring.
21.129. f(x(1))=x>(/) tenglik bilan

a) £:C[0,1]- Clo,1]; b) f:L,[0,11>L,[0,1]; <} f:L[0,1]— L,[0,1};
d) f:L,00,11> 4[0.1]; e} f:L4[0, 1] 4,[0,1]

akslantirishlar aniglangan. Ulamni uzluksizlikka tekshiring.

21.130. f£:C[0, 1J—> ([0, 1] akslantirish quyidagi

&) SGU)=] s)si B) SGUN=] sintc—s)x(s)ds:

c) f(x(l))=f x2(s)ds; d) f(x@))=x(%), =0

0
tenglik bilan aniglangan. Ularning qaysilari uzluksiz, qgaysilad tekis
uzluksiz bo'ladi?

21.131. f:L,[0, ] > /,[0, 1] akslantirish quyidagi

a) f(x(t))zj' x(s)ds; b) f(x(l)):j sin(f — $)x(s)ds;

o) SN =] ¥()ds;  d) SN =] x(s")els, @20
) 1]

tenglik bilan aniglangan. Ularning qaysilari uzluksiz, gaysilar tekis
uzluksiz bo‘ladi?

21.132. f:1,[0,1]— L,[0, 1] akslantirish ushbu
a) f(x(N=u(t)-x@), uelO1]; b) f(x(D))=x(t"), a>0
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tenglik bilan aniglangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.
21.133. (-, w) da wuzluksiz, lekin tekis uzluksiz bo'lmagan funksiyaga

misol keltiring.

21.134. X, Y - metrik fazolar bo'lib, ¥- to'la bo'lsin. Agar Mc X
hamma yerda zich, f:M — Y tekis uzluksiz akslantirish bo'lsa, shunday
F:X —>7Y tekis uzluksiz akslantirish mavjudki, F|,=/, ya'ni ixtiyory
xe M uchun F(x)= f(x). Isbotlang.

21.135. Lipshits shartini ganoatlantiruvchi akslantirish tekis uzluksiz

akslantirish bolishini isbotlang.
21136, K(t,5) funksiya [a,6]x[a,b] kvadratda ikkala argumenti bo'yicha

uzluksiz bo'lsa,
&
Ax(ry=[ K(t,5)x(s)ds
tenglik bilan aniglangan A:C[a,b]— C[a.b] akslantirish Lipshits shartini

ganoatlantirishini isbotlang.
21.137. O'lchovli K(z,s) funksiya uchun

f [ 1 K(t,5) drds < M
tengsizlik o'rinli bo’lsa, A:L.[a,6]— L,[a,b]
']
Ax()=[ K(t,8)x(s)ds

akslantirish tekis uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

2L138. f:X Y lekis wuzluksiz va g:¥—>Z Lipshits
gcf:.\’—)z

shartini

qanoatlantiruvchi  akslantirishlar  bo'lsin. U holda
akslantirish tekis uzluksiz (Lipshits shartini ganoatlantiruvchi} bo‘ladimi?
21.139. 0,1} kesmada tekis wuzluksiz, ammo Lipshits shartini

qanoatlantirmaydigan funksiyaga misol keltiring.
21.140. (X, p) metrik fazo bo'lsin. p:.¥ x ¥ — R akslantirish

a) uzluksiz; b) tekis uzluksiz bo‘ladimi?
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21.141. (X,p) metrik fazo, A% @, AcX biror to'plam bo'lsin. d:.X =R
funksiya d(x)=inf p(x,y) tenglik bilan aniglangan. Shu akslantirishning
yed

tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.
21.142. R® to'plamda p(x,}')=\/m metrika, C kompleks
sonlar to'plamida d(z,,2,)=l5 — z,| metrika Kirtilgan. Bu fazolarning
izometrik ekanligini isbotlang.

21.143. X va Y lar metrik fazolar bo'lsin. XxY va ¥YxX meink
fazolarning izometrik ekanligini isbotlang.

21.144. ¢ va Rxc, fazolarning izometrik ekanligini isbotlang.

21.145. C[0;1] va C[a;b] metrik fazolar orasida izometriya o'rnating.
21.146. Izometriya ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

21.147. R metrik fazoning barcha izometriyalarini toping.

21.148. B2 metrk fazoning (p(x»)=+(x, —3)2 +(x, - »,)’) barcha

izometriyalarini toping.

21.149. Metrik fazoni o'zini-o'ziga akslantiruvchi barcha izometryalar

gruppa tashkil etishini isbotlang.

21.150. Biror X to'plamda p, va p, metrikalar berilgan bo'lsin. Agar

shunday C, >0, C, >0 sonlar mavjud bo'lib, barcha x,ye X lar uchun
Cp(5 ) P () SCop(x, )

tengsizliklar bajarilsa, p, va p, metrikalar ekvivalent deyiladi. X

to’plamdagi barcha metrikalar uchun kiritilgan bu munosabat hagigatda
ham ekvivalentlik munosabati bo‘lishini isbotlang.

21.151. X chekli to'plam bo'lsa, unda kiritilgan ixtiyoriy ikki metrika
ekvivalent ekanligini isbotlang.

21.152. Ekvivalent metrikalarning birida ya<inlashuvchi (fundamental)

bo‘lgan ketma-ketlik ikkinchisida ham yaqinlashuvchi (fundamental)
bo'lishini isbotlang.

21.153. Ekvivalen! metrikalaming birida ochiq (yopiq) bo‘lgan to’plam
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_._‘

ikkinchisida ham ochiq (yopiq) ekanligini isbotlang.

21.154. p, va p, ekvivalent metrikalar bo'lsin. Agar (X, p,) metrik fazo
a) to'la; b) separabel; c¢) diskret bo'lsa, (X,p,) metrik fazo ham shu
xossaga ega bo'ladi. Isbot qiling,

21.155. R" (€C") to'plamda

1
AxIN=X %=y

1=l

\ZI:['Ti =Ml

polx)=max|x =y |, g:(x,3)=
18i=n %

metrikalaming ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent ekanligini isbotlang.

21.156. R=(-o50) to'plamda

. ( ) 1, agar x#y
Ay six=-yp| va  plxy)= 0, agar x=y

metrikalar ekvivalent emas. Isbotlang.
21.157. C[a;b] to'plamda kiritilgan

n
P, y)= max [x() -3, p(y)= ‘/I [x(0) -y,
i< Ve

b b
Ay = [|xO=y0)dt,  pyix,y)= [signix()— p(0)|dt

a a

metrikalarning ixtiyory ikkitasi ekvivalent emas. Ishotlang.
21.158. X to'plam [a,b] kesmada o’lchovli va chegaralangan

funksiyalardan iborat. Shu to'plamda aniglangan

IC N ([, T"I’:
Mf-\'-,t’]:U x(e)=y()|" df} ¢ pz(x,y)=kj‘i x(1)—y(0)|™ dt)

]

metrikalar p, # p, (p, 21, p,21) bo'lganda ekvivalent emasligini

isbotlang.
21.159. Gomeomorfizm ekvivalentlik munosabati ekanligini isbotlang.

21.160. [:X —) gomeomorfizm, M c X to'plam berilgan bo'lsin. Ushbu

tasdiglami isbotlang:
a} M ochiq to'plam bo'lsa, f(M) ham ochig;
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’ ks e inim 21 TR At
\ ‘\ \

ot th tasadardan hiri weparabel bo'lsa, ikkinchisi
TRIL] ' L

St it ket ineg,
2 Vet gyl vl va pa (e y) = arcigx —arcigy)
W AR va (R py) metrik fazolar gomeomorf
\ il )

TR v, o  keltma-ketlik  (R,p,) metik fazoda

Vo) lasadda esa fundamental  emasligini isbotlang.
vovotah ko (R ) esa to'la metrik fazo emas. Demak,
NTUN setnk tasolarning bird to'la bo'lsa, ikkinchisi to'la bo'lishi

Nutosar metiik fazoning to‘laligi topologik xossa emas.

a5 UV mehiik favzo bo'lsing Agar p,(x,y)=M
1+ p(x,3)
) etk fazolar gomeomorf ekanligini isbotlang.

bo'lsa, (X,p)

sliek X va R metrik fazolar gomeomorf emas. Umuman R" va R",

metrik fazolar gomeomorf emasligini isbotlang.

21165, ([a, 5] to'plamda aniqlangan

2 (x, )= max | x(¢) — ¥(0)] + max  x(1) = 3'(0) |+ maxlx™(1) - »(0)
astsh i< bt ?

£:(x, ¥)= max | x(1) = (1) = max x7(r)— (7))
asi<. srgh t

metrikalarning ekvivalent ekanligini i

21.166. (X,p) va (Y.d) metrk fazo (¥'.d) fazoning biror
metrik - qgism fazosi (V. o) meitk gomeocmorf) bo'lsa,
i

IAME 2 H . iy -+ i

(\.p) tazoni (Y. fa ~ashtirish mumkin

deyiladi. Agar n=m O brnae mon
joviashtivish mumkinliging ish, 3. R

BRI v) Sy \ 2

. & =N T —y%
\ ra



(k=n yoki k=m) ifodalardan biri olingan.
21.167. S tabiiy metrika kiritilgan aylana bo’lsin. U holda Sx[0;l] va
Sx8 metrik fazolarning har birini R° metrik fazoga gomeomorf
joylashtirish mumkinligini isbotlang.

21.168. Uchta nugtadan iborat bo'lgan ixtiyoriy metrik fazoni R® metrik
fazoga izomelrik joylashtirish mumkinligini isbotlang. To'rtta nuqtadan
iborat bo'lgan diskret metrik fazonmi R® metrik fazoga izometrik
joylashtirish mumkin emas, ammo &° metrik fazoga izometrik
joylashtirish mumkinligini isbotlang.

21.169. To'rtta nuqtadan iborat shunday metrik fazo mavjudki, uni R"
metrik fazolaming birortasiga ham izometrik  joylashtirish mumKin
emasligini isbotlang.

21.170.  L,[0.]] metrik fazoni L [0,]] metrik fazoga

a} gomeomor,

b) izometrik joylashtirish mumkinmi?

21.8. Qisqartirib aks eltirish prinsipi

21.171. x:%cosx—z tenglama yagona yechimga ega ekanligini

isbotlang. Kalkulyator yordamida yechimni 0,001 aniglik bilan toping.
Yechish. Haqiqiy sonlar to'plami R - to'la metrk fazo, f:R—> R,

f(.\’):%cos x~2 akslantirish esa - gisuvchi. Shuning uchun gisqartirib

aks ettirish haqidagi 4.1-teoremaga ko'ra, berlgan tenglama yagona
yechimga ega. Uning yechimi taqriban x=-2,194749278.
21.172. Agar f:R—> R va |f'(x)[Sg<! bo'lsa, x= f(x) tenglama yagona

yechimga ega ekanligini isbotlang.
21.173. Agar  f:fa b]—>[a,b] uzluksiz funksiya bo'lsa, x=f(x)

lenglamaning yechimi mavjudligini isbotlang.
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21.186. Ax(r) ='§ X’ (s)ds

o

tenglik bilan aniqlangan 4:C[0, a] — C[0, a]

akslantirish hech bir @>0 uchun gisuvchi emas. Isbot giling.

21.187. a>0 sonning ganday giymatlarida
x()=1+ j x*(s)ds
Q
integral tenglama C[0;a] fazoda yechimga ega?

21.188. R metrik fazoda shunday f:R—> R akslantirishga misol
keltiringki, barcha x, yeR, x# y lar uchun

AU f(p) < plx.3)
tengsizlik o'rinli, ammo f(x)=x tenglama yechimga ega bo'Imasin.
21.189. R" fazoda

Sga' ={ X =(%},Xp50000 X, )0 ix, =1, x 20}
gism to'plam simpleks deb ataladi. Agar P=(p,), i,j =1,n matritsa
elementlar p, 20 va fj p, =1 shartlarni ganoatlantirsa, P stoxastik
inl

matritsa deyiladi. x+> Px akslantirish S"' simpleksni o’zini-o'ziga

akslantirishini ko'rsating. §*' to'plamda
px=3l% -y, xyeS”
1=l

metrika kiritilgan bo'lsin. Agar P matritsaning biror satri musbat

elementlardan iborat bo'lsa ( p, >0, p,, >0,..., p,, >0), Px=x tenglama
S"" simpleksda yagona yechimga ega bo'lishini isbotlang.

21.190. K(t,s) funksiya [0,1]x[0,1] kvadratda uzluksiz bo'lsin.
1
max J.IK(I,S)ILB‘:/W
0<rsgl 9

belgilash kiritaylik. Agar 4M|i|<] tengsizli}: bajarilsa,
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i
x(r)=1+ /",fK(t.s)x(.s‘)dx
0

integral tenglama (0, 1] fazoda yagona yechimga ega ekanligini
isbotlang.

21.191. Kalkulyatordan foydalanib,

a) Sx—3sinx=7, b) 3x+e®=10, ¢ x=in¥i+x’ -3
tenglamalar yechimini 0,01 aniglikda toping.

21.192. f biror uzluksiz funksiya bo'lsa,

x(1) - %sinx(t) +f(1)=0
tenglikni ganoatlantiruvchi xe ([0, 1] funksiya mavjudligini isbotlang.
21.193. Ushbu
x(t)=e™ +sin¢
tenglamaning C[0;1] fazoga tegishli yechimi mavjudligini isboilang.
21.194. X to'la metrik fazo, 4: X - X , p(dx,dy)<q-p(x,y), 0<g<I

gisuvchi akslantirish bo'lsin. Ixtiyoriy x, € X uchun Ax=x
tenglamaning yechimi B[XO’M] sharga tegishli. Isbotlang.
—q

21.195. X to'la metrik fazo, Blx,.r]Jc X yopiq shar va f:B[x,.r]—>¥X
biror akslantirish bo'lsin. Agar f akslantirish B[x,,»] sharni gisqgartirib
akslantirsa, ya'ni

AU () <q-plx,p), 05g<l, x,yeBlx,r]
shartni ganoatlantirsa va p(f(x),x,)<(1-¢)-r tengsizlik bajarilsa, f(x)=x
tenglama B[x,,”] sharda yagona yechimga ega. Isbotlang.
21.196. X to'la metrik fazo, f:X — X uzluksiz akslantirish

P za- plxy), a>l, x,yeX

shartni qanoatlantirsin. U holda f(x)=x tenglama yechimga ega bo'lishi

shartmi?
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21.197. R" fazoda metrika
P =2 bx = x|

tenglik bilan aniglangan. 4 =(a,),,j=1,n matritsa elementlari

max ?;I,!a,ll<l
shartni qanoatlantirsa, 4:R” — R" akslantirish gisuvchi bo'ladi.
Isbotlang.

21.198. .{=(a,) cheksiz matritsa bo'lsin. x=(x,x,,...,,,...) uchun

o0 o © AY
Ax = (Z Yy Xia 203X e D Oy Xpsens i
1=l i=) i=1 )
belgilash kiritaylik. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:
a) agar
sup i‘a,,l<l
Iy patt )
bo’'lsa, A:f; — ¢, - qisuvchi:
b) agar
sup ila‘,l<l
igi<a =1
bo'lsa, A:m—>m - gisuvchi:
c) agar

i ‘uu.:z <1

121

il

e
bo'lsa, A:¢, > ¢, - qisuvchi.
21.199. Akslantirish 4:C[0,1] - C[0, 1], Ax{(/)=2-x(t"), @20 tenglik bilan
berilgan. Parametr A4 ning ganday giymatlarida bu akslantirish gisuvchi
bo'ladi?

21.200. f va g uzluksiz funksiyalar bo’lib, | f(0)i<1, | f(I}|<1 shart

bajarilsa,

WX
%]
e



x()=f0)-xtt" )+ glt)
tenglama a >0, a#I ho'lganda, C[0,1] fazoda yagona yechimga ega
ekanligini isbotlang.
21.201. A:L,[0,1] = L[0,1], Ax(t)=A-x(t“), 0<a <l akslantirish 2
parametming ganday giymatlarida gisuvchi bo'ladi?
21.202. K(t,s) uvzlukslz va @<l bo'lsin. Parametr 2 ning ganday

giymatlarida 4:C(0,1]— C[0,1] akslantirish

1K s
Ax@)=4- [?F;}j x(s)ds

gisuvchi bo'ladi?

21.9. Kompakt metrik fazolar
21.203. Kompakt metrik fazo to'la ekanligini isbotlang.
21.204. Kompakt metrik fazo separabel. Isbot giling.
21.205. Kompaktning uzluksiz akslantirishdagi tasvii yana kompalkt
bo'lishini isbotlang.

21.206. X kompakt metrik fazo, {F }aé, esa undagi yopiq to'plamlar

bo'lsin. Agar [, to’'plamlarning ixtiyoriy cheklitasi bo'sh bo‘lmagan

kesishmaga ega bo'lsa, u holda [\ F, kesishma ham bo'sh emas.
ael

Isbotlang.

21.207. Kompakt metrik fazolarning to'q'ri ko'paytmasi yana kompakt
bo’lishini isbotlang.

21.208. X metrik fazoda 4 va B kompakt to'plamlar bo'lsa,
AU B, AN B to'plamlar ham kompakt bo'lishini isbotlang.

21.209. X, Y melrik fazolar, ¥ kompakt va 7:\X —) uziuksiz va
inyektiv (o'zaro bir giymatli) akslantirish bo'lsin. U holda X va f(X)
gomeomorf ekanligini isbotlang.

21.210. X metrik fazoda sanoqli va kompakt bo'lgan to'plamga misol
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Kellirmg.
21.211. X kompakt metrik fazo va f:X — X akslantirish uchun
o) SOz plxy), xyeX
tengsizlik bajarilsa, /' izometriya bo'lishini isbotlang.
21.212. X kompakt metiik fazo va f:X - X akslantirish
PUELSN<p(xy), x=y
shartni ganoatlantirsin. U holda f(x)=x tenglama yagona yechimga ega
po'lishini isbotlang.
21.213. X kompakt metrik fazo va f:X — X izometriya bo'lsin. U holda
f(X)= X ekanligini isbotlang.
21.214. R=(-o;») melrk fazoda

) Z, b) M=% kez
h

to'plam R uchun ganday to'mi tashkil etadi?
21.215. Z° to'plam R* da ganday to'mni tashkil etadi?
21216. f:X Y tekis uzluksiz, M c X to'plam to'la chegaralangan
bo’lsa, f(M) to'plam ham to'la chegaralangan. Isbot giling. Agar tekis
uzluksizlik shartini facat uzluksizlik sharti bilan almashtirilsa, xulosa
noto'g‘ri bo'ladi. Misol keltiring.
21.217. X metrik fazo. Agar ixtiyoriy uzluksiz f:X —R funksiya
chegaralangan bo‘lsa, X kompakt metrik fazo bo'lishini isbotlang.

Demak, X metrik fazoda uzluksiz, ammo chegaralanmagan
funksiya mavjud bo'lsa, X kompakt metrik fazo emas.
21.218. Agar Af-kompakt to'plam, F- yopig to'plam va MNF=©
bo'lsa,

d(M,F)= m‘ip‘ge‘“ pix,)>0

bo'lishini isbotlang.

21.219. Shunday M va £ yopiq to'plamlarga misol keltiringki,
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MNF=@ va d(M,F)= inf plxy)=0
xed yel

bo'lsin.
21.220. Ushbu

a) {’a}’a>0; b} {sinat}, aek:
b B : o

C){ 1 z}va>0; d) A ,],a>0; ej{ln o a>0
a+t |+/‘f

funksiyalar oilalarining qgaysilari [0,1] kesmada tekis darajada uzluksiz?
Qaysilar tekis chegaralangan?
21.221. K kompaki, C(K) shu kompaktda uzluksiz bo'lgan barcha
haqiqiy (kompleks) giymatli funksiyalar to'plami bo‘lsin. Agar
plxy)= fuay | x() = y(D)]
deb olsak, C(X) to'la va separabel metrik fazo ekanligini isbotlang.
21.222. X metrik fazo va K ¢ X kompakt to'plam bo'lsin. Ixtiyoriy xe x
uchun shunday y e K mavjudki,
plx,y)=inf p(x,z)

ya'ni x uchun K da unga eng yaqin element mavjud. Isbotlang.
21.223. X metrik fazoda K to'plam berilgan. Agar ixtiyorly £>0 uchun
K to’plamning kompakt & to'ri mavjud bo'lsa, K kompakt bo'lishini
isbotlang.
21.224. Arsela teoremasidan foydalanib, C'[a.b] metrik fazoda K
to'plamning nisbiy kompakt bo'lishining zarur va yetarii shartini toping.
21.225. (Cf0,1} metrik fazoda ushbu

M ={xeC[0,1]: |x@)I<1}

M, ={xeC[0,1]: |51, |X(D)Is2)

My ={xeC[0,1]: |x()], |¥ OS2, {x"())<3);

My =lxeC[0,1]: {x(0)Ig1, 1x"(0)s2):

Ms={xeC[0,1]: |XOIS], |X"(0)2)
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to'plamlardan qaysilari nisbiy kompakt to'plam bo'ladi?
21.226. K =[0,1]x[0,1] kvadratda uzluksiz differensiallanuvchi va

of
ol

f."

<1, i £10,0)=1

shartlarni qanoatlantiruvchi  f(1,4,) funksiyalardan iborat to'plam C(K)
metrik fazoda kompakt ekanligini isbotlang.
21227. {a,} sonlar ganday bo‘lganda
M={xet,: |x, [Sa,,}
«parallelepiped» £, metrik fazoda kompakt bo'ladi?
21.228. Kc X kompakt, f, lar - shu kompaktda aniglangan, hagigiy
qgiymatli uzluksiz funksiyalar. Agar ixtiyoriy xeKk uchun {f,(x)}
monoton kamaymovchi
FACIESACIESEE D MEIE SR
bo'lsa, hamda 1’11_{2 £,(x)= f(x) uzluksiz funksiya bo‘lsa, {f,} funksional
ketma-ketlik f funksiyaga tekis yaginlashadi, ya'ni C(K) metrik fazoda
o(f,.f)—0. Isbot giling.

21.10. Tutash (boglamli} metrik fazolar
21.229. R=(-x,) metrik fazoda O,[q,b),(a,b), [a,b),(a,b], [a,w),
(a,9), (-, al],(-x, a),(-w,©) to'plamlar tutash ekanligini isbotlang.
Ulardan boshga tutash to'plamlar yo'gligini ko'rsating.
21.230. 4,, ael tutash to'plamlar bo'lsin. Agar 4, =9 bo'lsa, U,l

a
asl

to'plam tutash bo'lishini isbotlang.

21.231. Uzluksiz akslantirishda tutash to'plamning tasviri yana tutash
to'plam bo'lishini isbotlang.

21.232. M, to'plamlar tutash va M, NM,, =@, n=12,... bo'lsin. U holda

O:\I,, to'plam tutash bo'lishini isbotlang.
nel
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21.233. 4 va B yopiq to'plamlar bo'lsin. Agar AU B va A() B tutash
to'plamlar bo‘lsa, A4 va B to’plamlar ham tutash bo'lishini isbotlang.
Masalada 4 va B to'plamlaming yopiqglik sharti muhim ekanligiga
misol keltiring.
21.234. M tutash to’plam bo'lsin. Agar f: Y - R uzluksiz funksiya
uchun f(x)=a, f(y)=b, x,pe M va u<b bo'lsa, ixtiyoriy ce (a;h)
uchun shunday ze M mavjudki, f(z)=c tenglik bajariladi. Isbot giling.
21.235. Tutash metrik fazolarning to'g'ri ko‘paytmasi ham tutash
ekanligini isbotlang.
21.236. Metrik fazoda ixtiyoriy sfera bo'sh emas. Bu holda fazo tutash
bo’lishi shartmi?
21.237. O metrik fazo tutash emas. Isbotlang.
21.238. ({a, b] to'plamda metrika

X, y)= }sign [x(0) = y(D)ldt

tenglik bilan aniglangan, (C[a, 8], p) tutash fazo bo'ladimi?
Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyidagi misollarda
p:XxX >R akslantirishning metrika shartlarini qanoatlantirishini

tekshiring (239-257).

T 3 i
( 21.239, ,;(.1-,5-_}:szi,\-(;}-;-ﬁ]ﬁ31312__:|,\-'(:}-_.- (), xpec"ab]

21.240. plx,y)= \||12i[,\'_ —j|r,|" . x)yeR"

20241, pley)=yS27k -l wyet,

21.242, p(x,y)=8l{nax!x, -v|, xyeR

21.243. p(f,g)=5max|/(x)- gz}, f.geClab]

21.244. p(f,g)= \/Z-E:Hf(x)—g(x]dt, f.geCla,b]
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21.246. p(x,y)=7 sup Ix,—»| xyem.
v

olf.g) —_‘F [ifx)-g(xfax, f.geCla,b)
Voo

21247, px,y)=2 supl.\',,—y,,l. x,yec

21.248. p(\' y) V5 sup |x,, y,, LY EC

1<n<o

21249, p(x,y)={(x-y), xyeR.

21.250. p(x,y)=[sinx—sin)|, xyeR.

IO x=y
21251 plx,y)=1l, x<y, xyeR
2, x>y

21252, plx,y)=|x, - yj+lx, —w|. xyeR

21.253. p(f.g)=|r(0)-gO)|+1/()-g()]. S geClab]
21.254. p(x,y)=§|xk -y |2. x,yeR"

21255, p(x,p)=lx, = y,|+|y - x|, xyeR’

21.256. p(x,y):nf;l i, -yl xmyet,

21.257. plx,y)=|x, - »|+2x, -n' xyeRh. T
Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyidagi misollarda
_XeX va yeX elementlar orasidagi masofani toping (258-267).
' ;_;333. X=C[0,7), x(t)=sins, y=cost.
21259, X = ¢,, x=(11,0,,00,.) »=(0,00..).

I
21.260. X =P, x()=1+1, y(1)=21, olx, ¥) = [|x(6)— yleYer.
0

1
2i261. X =N, x=5 y=25, p(.\',y)=ﬁx—yi.
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21262, X=m. x=l211 L —[_ =020
m, X [_.1.2,4 ..... X y-_ 1, 3 A

21.263. X=R!, x=(-1-230) y=(%20-2)
21264. X=R', x=(4501) y=(-3027)

21265. X=R', x=(843) y=(60-1)

21.266. X = = ol
m, x=(LL=11..~LL...) y—[ﬂ,z,

21.267. ,\’:C:[—n—‘n—]. .\'[-FJ=£’”, y(.f]_-:c b |

22-8. Chiziqli fazolar

22.1. Chizigli normalangan fazolar

Bizga X chiziqli normalangan fazo va uning x elementi berilgan
bo'lsin. x elementning normasi || x| orqali belgilanadi. Xuddi metrik
fazolardagidek B(x,,r)={xeX: | x—x,<r} to'plam markazi % da radiusi
r20 bo'lgan ochiq shar deyiladi. Markazi x, da radiusi 20 bo‘lgan
yopiq shar deganda B[x,r]={reX:|x-x|l<r} to'plam tushuniladi.
Agar X chiziqli normalangan fazodagi M to'plamni biror sharga
joylashtirish mumkin bo'lsa, unga chegaralangan to’plam deyiladi. M
aytiladi.

to'plamning  diametri deb  diamM = sup {fx—y| songa
x,yeM

P("'»M)=Iivgﬂf/’ Il x~y|l migdorga x nugtadan M to'plamgacha bo'lgan
masofa deyiladi. Xuddi shunday p(4,8)=_inf 1| x~y| migdorga A va
veld, pe

B to'plamlar orasidagi masofa deyiladi. Normalangan fazolarda ham
ochiq va yopiq to'plamlar xuddi metrik fazolardagidek ta'riflanadi. M
ning barcha limitik nuqtalari to'plami A’ orqali pelgilanadi. Xuddi
metrik fazolardagidek M UM’ to'plam A to'plamning yopig'i deyiladi

va [M] yoki M orqali belgilanadi. X chizigli normalangan fazodagi A
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o % to’plamlarming algebraik yig'indisi deganda
4+ B={a+b: aed,beB} to'plam tushuniladi Agar IL,M lar X
normalangan fazoning qism fazolari bo'lib X ning har bir x elementi
yagona usul bjjgp Xx=u+v,uel, veM ko'linishda tasvirlansa, X
normalangan fazo £ va Af gism fazolarning to'g'ri yig'indisiga yoyilgan
deyiladi va X = 1 @ A shaklda yoriladi.

Endj bir mavzuga oid bir nechta misollar yechib ko'rsatamiz.
22.1. Ushbu p(x)=larcigx| funksiya R da nomma shartlarini qanoatlan-
tiradimi?

Yechish. By funksiya normaning musbat bir jinslilik shartini

ganoatlantirmaydi, chunki norma ta'rifidagi  2-shart  p(Ax) = |4|p(x)

bajarilmaydi. Masalan, x = N =% sonlari uchun

P(Ax)=|aretgAx|= |arctg L va |Alpx)= %Iarctg\/il ==
J

VBl 6
bo'lganligi sababli p(4x)=|1ip(x) tenglik o'rinli emas.
222. C[-1,]] fazoda «x,(1)=t"(neN) ketma-ketlikni fundamentallikka
tekshiring.
Yechish. C[-1,1] fazo to'la normalangan fazo bo‘lganligi uchun
{x,} ketma-ketlikning fundamentalligidan uning yaqinlashuvchi ekanligi
kelib chiqadi. C[-1,]] fazodagi yaqginlashish tekis yaginlashishni
ifodalaganligi uchun {x,} ketma-ketlikning limiti ham uzluksiz bo'lishi
kerak. Qaralayotgan ketma-ketlikning limiti uzluksiz emas. Shuning
uchun  garalayotgan  ketma-ketlikning fundamental —emasligini
ko'rsatishga harakat gilamiz. Buning uclun shunday &2 0 soni mavjud
bo'lib, istalgan ne N uchun undan katta n,>n va shunday p,e N

sonlari mavjud bo'lib, L'x —x,,_.” >g, tengsizlik o'rinli ekanligini ko'rsatish
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kifoya. a(,=l va har bir ne N dan katta biror n,>n natural son uchun
5

p,=n, deb olamiz. Barcha 7 €[0;l] lar uchun

:
= max|f 7”“~t"‘|>.' -r"

~l<ts)

I* 2,

tengsizlikga ega bo'lamiz. Bu tengsizlikdan 10—-—;\%_; bo'lganida ushbu
o] Lol
tengsizlik kelib chigadi. Bu esa {x,} ketma-ketlikning fundamental
emasligini ko'rsatadi.
Quyida keltirilgan to'plamlar C[-L1] fazoning gism fazosi
bo'ladimi? (22.3-22.10).
22.3. Monoton funksiyalar to'plami.
22.4. Toq funksiyalar to'plami.
22.5. Juft funksiyalar to‘plami.
22.6. Darajasi n(:>1) dan oshmaydigan ko'phadlar to’plami.
22.7. x(1)=a shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami.

22.8. [~1,1] kesmada aniqlangan barcha ko’phadlar to‘plami.

22.9. Qisman chizigli uzluksiz funksiyalar to‘plami.

1 ) 5 .
22.10. [x(f)dr =0 shartni qanoatlantiravchi funksiyalar to plami.
-1

22.11. R' fazoda V={x=(%,..%,):% =%} to'plam gism fazo tashkil
gilishini isbotlang, uning o'lchamini toping.

22.12. £, fazoda M ={x = (X,sun¥,o) X, £, +X; =0} to'plam gism fazo
tashkil gilishini isbotlang, qism fazoning koo‘Ichamini toping.

22.13. ¢c m ekanligini isbotlang.

22.14. ¢, c¢, ekanligini isbotlang.

Quyidagi akslantirishlar norma shartlarini ganoatlantiradimi?



2215 piP,— R, p(x) = max {|apl,| g },---o| @, |}, bu yerda P, - darajasi n
dan oshmaydigan ko'phadlar fazosi, x(t) =dg +af +--+a,!".

2216, p:CW(a, b] > R, plx)=|x(6)-x(a)|+ mfls)ﬂx'(t)i.

2217 p:Cla, 5] R, p(.\‘)=(i|.l‘[i‘]3df]3.

2218. p:R" >R, plx)=|x|+|x|+ - +|x,|.
22.19. p:Mla,b]—> R, p(x)= max|x(t)].
astsh

22.20. p:Cla,bl>R, plx)=[|x(tidt.

2221, p:C®ab] >R, plx)=maxx' ().
2222 pi®(R)>R,  p(x)= max|x(r)]. Bu yerda ®.(R) - sonlar o'qida
aniglangan uzluksiz va finit funksiyalar to'plami.
2223. p:CPab]> R, p(x)=|x(@)}+]x'(@)|+ max |3 ()]
asish
2224, pCP[a,b] >R, p(x)=|x@)!+] x(b)|+ max [x"()].
aarE

Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyidagi funksiyalar
ketma-ketligi (22.25-22.34) x(f)=0 funksiyaga Xko'msatilgan fazoda

yaginlashuvchimi?

% a0l

2225. x,(t)= T

2226, x{f)=re™, GI0,10}
22.27. .r,(r):ﬁn’f. C [, x}.

2228. x,(n=0"-r", C[0.1].

"4l

2229, x.(0)=——-——, 0,1}
n+l 2+n

2230, x,(0)=—==;  Glo1).
I+nt



231 x,0=]r-+—-r ¢.1]
n
22.32. x(O)=t"-"";  G,[0,1]

22.33. x,,(t):n";Jﬂ -e';"'; G,lo.1]
234, x,()=2n1e"; o]
22.35. X normalangan fazo va x,,x, y, y€X bo'lsin. Quyidagiar;
isbotlang:

a) agar x, —x bo'lsa, u holda x, chegaralangan ketma-ketlik;

b) agar x, > x, 4, > 4, 4, €C bo'lsa, u holda 4,-x, >2-x;

c) agar x, - x bo'lsa, u holda |l x, |- x1;

d) agar x, —»x va | x, —,|l—0 bo'lsa, u holda y, - x;

e} agar x, - x bo'lsa, u holda ||x, —yll=flx-yi i

f) agar x, - x, , = y bo'lsa, u holda || x, -y, =l x - »lI.
22.36. Har qanday normalangan fazoda ochiq shar ochig to'plam, yopiq
shar yopiq to'plam bo'lishini isbotlang.
22.37. [B(x,,r)]= B[x,,r] tenglikni isbotlang.
22.38. Ixtiyoriy x, ye X lar uchun | x||<max{|x+y|,[|x-y[} tengsizlik
o'rinli. Isbotlang.
22.39. Chegaralangan to'plamlarning birlashmasi yana chegaralangan
to'plam bo'lishini isbotlang.
22.40. Chegaralangan to'plamlaming arifmetik  yig'indisi  yana
chegaralangan to’plam bo'lishini isbotlang.
2241. Mc X to'plam chegaralangan bo'lishi  uchun diamM <o
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.
22.42. Mc X chegaralangan to'plam bo'lsin. U holda [4f] ham
chegaralangan to'plam hamda diamAf =diam[M] tenglik o'rinli.

Isbotlang.
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22.43. Har ganday M c X to'plam uchun A’ yopiqg to'plam bo’lishini
isbotlang.
22.44. Har ganday M cX to'plam uchun (M')'cM’' munosabatni
isbotlang. M'\(M')' # @ bo'lishi mumkinmi?
22.45. [4]<c[B] ekanligidan 4 < B munosabat kelib chiqadimi?
2246. M c X yopiq to'plam bo'lsin. p(x,M)=0 bo'lishi uchun xeM
bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.
2247. A,Bc X ixtiyoriy to'plamlar bo'lsin. p(A4,B)=p(4,B)= p(4,B) =
= p(,B) tengliklarni isbotlang.
2248. M c X ixtiyorly to‘plam bo'lsin. A/ to‘plamning chegarasi - oM
shunday xeX nugqtalardan iboratki, markazi x da bo'lgan har ganday
shar ham A to'plamdan ham X\M dan hech bo'lmaganda bittadan
elementni o‘zida saqlaydi. M - yopiq to'plam hamda 90 =3(X \Af)
tenglikni isbotlang.
22.49. Shunday x® =(x{",x{",...,x"",..) ketma-ketlikka misol keltiringki,
u:

a) m da yaqinlashuvchi, ¢, da uzoglashuvchi bo'lsin;

b) m da yaginlashuvchi, £, da uzoqlashuvchi bo'lsin;

c) £, da yaqinlashuvchi, ¢, da uzoglashuvchi bo'lsin;

d) ¢, da yaqginlashuvchi, ¢, da uzoqlashuvchi bo'lsin;

e) ¢, da yaqinlashuvchi, ¢, da uzoqlashuvchi bo'lsin.
22.50. x=(1,1/In2,1/In3,...,1/Inx,...) elementning ¢, da yotishini ko'rsating
va birorta ham pe¥N da xgf, ekanligini isbotlang.
22.51. Barcha ko'phadlar to'plami C(j¢,h] fazoda ochiq to'plam
bo'ladimi?
22.52. Barcha ko'phadlar to'plami Cfa,b] fazoda yopiq to’plam

bo'ladimi?



22.53. Qisman chizigli uzluksiz funksiyalar lo'plami ([a,b] fazr,m'ng
hamma yerida zich ekanligini isbotlang.
22.54. Barcha ko'phadlar to‘plami Cfa,h] fazoning hamma yerida zich
ekanligini isbotlang.
22.55. ¢, fazoda {x=(x,x,,..)€¢,:|x,[<]} parallelepiped ochiq to'plap,
bo'lishini isbotlang.
22.56. Agar {x+y|| x| +|y|l tenglik fagat y=4x 4>0 Ko'rinishdagj
elementlar uchun o'rinli bo'lsa, u holda X nommalangan fazo qat'iy
normalangan deyiladi. Quyidagilaming qaysilari gat'ly normalangan
fazo bo'ladi?

a) R’; b) £; o) £,; d) m; e) Clabl; f) Glab].
22.57. A,Bc X qavariq to'plamlar. AUB, A8, 4+8 to'plamlardan
qaysilari qavariq to'plam bo’ladi?
22.58. Agar 4,Bc X to'plamlardan birortasi ochiq bo'lsa, u holda 4+ 8
to'plam ham ochiq bo'‘ladi. Isbotlang.
22.59. Normalangan fazoda qavariq to‘plamning yopig'i gavariq
bo'ladimi?
22.60. 4,Bc X lar hamma yerda zich to'plamlar bo'lsin. ANB=Q
bo'lishi mumkinmi?
22.61. C[-1,1] fazoni ikkita cheksiz o'lchamli gism fazolarning to'g‘r
yig'indisi shaklida yozing.
22.62. Normalangan fazoda fundamental ketma-ketlikning
chegaralangan ekanligini isbotlang.
22.63. {x,}c X fundamental ketma-ketlik va uning biror x,_ qismiy
ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo'lsin. U holda x, ketma-Ketlik ham

yaqginlashuvchi bo‘ladi. Isbotlang.

22.64. {x,}c X va 3x
3]

n+l

-x, | gator yaginlashuvchi bo'lsin. U holda x,

fundamental ketma-ketlik bo’ladi. Isbotlang. Teskari tasdig o'rinlimi?
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22.65. Har qanday chekli o'lchamli normalangan fazo to'ladir. Isbotlang.

22.66. Ixtiyoriy x,yeX lar uchun |ilx{—]pl|slx-yi  tengsizlikni

isbotlang.

22.67. R'=(0,x) to'plamda x va y sonlar yig'indisi deganda ularning

ko'paytmasini, x elementni 1- haqiqiy songa ko'paytirish deganda x* ni

tushunamiz. U holda R* to'plam unda kirtilgan amallarga nisbatan

chiziqli fazo tashkil qilishini isbotlang. Bu fazoning nol elementini

toping.

22.68. A(X) orqali X chizigli fazoning barcha gism to'plamlari

to'plamini belgilaymiz. Ixtiyoriy M,N e S(X) lar uchun
M+N={x+y:xeM,yeN}, AM ={Ix:xe M}

kabi amallami kiritamiz. Bu amallar chiziqli fazo aksiomalarini

ganoatlantiradimi?

22.69. g(x)=Inx,xe(0,) akslantiish R"=(0,%) va R=(-w,©) lar

orasida izomorfizm bo'lishini ko’rsating.

22.2. Evklid fazolari
Evklid va Hilbert fazolari ta’riflari, skalyar ko'paytma, ortonormal
sistema,Shmidtning ortogonallashtirish jarayoni, Fure gatori, Fure
koeffitsiyentlarihagidagi ma’lumotlarni o'quv  go‘llanmaning 9-10-§
laridan topish mumkin.

22.70. C" = {x (X=X X, %, €Cok = ],2,...,n} chiziqli fazoni gqaraylik.
P =(6y)= 25y, xyeC” (22.1)
o

formula yordamida aniglangan p funksional skalyar ko'paytma
aksiomalarini ganoatlantirishini ko'rsating.

Yechish. Bunda biz kompleks sciilar xossalaridan foydalanamiz.
1) (xx)=Y x5 = Zf.q::’ 20, VxeC"
k=1 k=1
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tengsizlik | x, [> Oekanligidan kelib chigadi. Endi

(r.x)= ‘Z_I|xt|1 =0
bo'lsin. Qo'shiluvchilarning manfiy emasligidan har bir £ uchun x, =0,

ya'ni x=0 ekanligi kelib chiqadi. Aksincha, har bir % wuchup
x, =0 bo'lsa, u holda (x,x)=0 bo'lishi ko'rinib turibdi.
2) (x, )= ;xkﬁzkz‘;xkh— T Zykx_l: =U’_;)

< =l k=]
Bu xossa ko'paylmaning go'shmasi qo‘shmalar ko'paytmasiga,
yig'indining qo'shmasi esa qo'shmalar yig'indisiga tengligidan kelib
chigadi.

n

H n
3) ,p,2€C", (¥43,5)= 3 (x4 + )5 = D05+ O iZ = (6 2)+(1,2),
k=1 k=l k=1

4) x,ye(C", AeC, (1‘3)’):‘2'7»#\15’& =A%, 7, = Ax,¥).
G x=l

Bu tengliklaming bajarilishi ham 2-xossa kabi tekshiriladi. Demak, (22.1)
tenglik yordamida aniglangan p funksional skalyar ko'paytma
aksiomalarini ganoatlantiradi va C" kompleks Evklid fazosi bo'ladi.
22.71. R* Evklid fazosida f; =(1,1,0), £, =(0,L,1), f;=(1,1.1) vektorlar
sistemasiga Shmidtning ortogonallashtirish jarayonini qo‘llang.

Yechish. Ma’'lumki, R" fazoda » ta vektordan iborat sistemaning
chizigli erkli bo'lishi uchun bu vektorlarning koordinatalaridan tuzilgan
determinantning noldan farqli bo'lishi zarur va yetarlidir. Berilgan

vektorlar uchun bu determinant

AR

01 N=1=0

%111

bo'lganligi sababli, ular chizigii erklidir. Endi bu elementlarga

Shmidtning ortogonallashtirish jarayonini go'llaymiz. ¢, = f, =(1,1,0) deb



g

olsak, |o)=vI+1+0*=+2 Dpoladi. ¢, elementni ¢,=f,-a, ¢
ko'rinishda olib, a,, koeffitsiyentni (¢,,¢,)=0 shartni ganoatlantiradigan

qilib tanlaymiz:

0=(0300) = (S =an(0.0)  yOki ay="0@) 1

o’ 2
U holda
@ =(011)—1(|10)= sl 1%y s 1*= Y. 2+ lTHZ—E _f3
) b 2 aly 2,2, I K2 5 2, —2, (p:_1IIIE
bo'ladi. ¢, vektorni quyidagicha izlaymiz:
¢ =fi-ay@ —ay0,. (22.2)

Bunda @,.a; koeffitsiyentlarni shunday tanlaymizki, (0,,0,)=
=(p;.¢,)=0 bo'lsin. Buning uchun (22.2) ni avval ¢, ga, keyin esa @, ga

skalyar ko'paytirib, a,,, a,, koeffitsiyentlarni topamiz:

_Uoop) 11411400 _(he) 1 2
3/2° 3

! s =
i1l ||(/’| llz 2 2 ”(02

B

Demak,

2( 11 . [
=(LL)-0LO) - -2 = 25 b )=
PR )3(22)(3 33) I V3

Hosil bo'lgan @, ,¢, ., vektorlar ortogonaldir. Ulardan ortonormal

sistemani hosil qilamiz:

o ] ﬁ){”‘_w,z(l I IW‘

wz_r{_t 9] W,=ﬁ=[-.___- el UM &
el W22 el U VBTV )T sl VBT VBB

Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyidagi formulalar

yordamida berilgan p funksional, ko'rsatilgan haqiqiy chizigli fazoda

skalyar ko‘paytma shartlarini ganoatlantiradimi?

272.E=t,, plry)=SAxy. 0<4,<l.
k=1

273, E=cOa 8], plr.y)=[xO)r0) di+ [x )y (1)
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22.74. I = RZ, /J(x,y)= \/(’\T‘lv‘*:zI :+y;)
1]
22.75. E=Cla, b},  plx.y)=[e'x(t)y(t) .

22.76.E=R3, p('x’y):xlyl T XY, = X3)5.
22.77. E=R’, p(x,3)=x, ~x,y,.
22.78.E=R', p(x.y)=xy ~ %y +2x,3,.

2.79.E=L,, plry=3 x,/yl. _
4

k=t
22.80.E=R’, plx.))=x3+ %y, —x,),.

228LE=Clabl  pluy)=[x' )y () dt .

Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Ko'rsatilgan fazolarda
berilgan vektorlarning chizigli erkliligini tekshiring, Shmidtning
ortogonatlashtirish jarayonini go'llab, ortonormal sistema hosil giling.
2282.E= L=l x,()=1 x()=1, x()=r+1.
2283.E=0,, x={,00..) y=(1100..), ==(1,11,00..)

2284. E=C,[-11, x(0)=), x,()=2, x()=<".

22.85. E=R}, x=(-1,00), y=(0-L}), z=(2.0-1).
Rk 1 il ol
22.86.E=(,, '\_lﬂ"'i‘i"""'?"")‘ ‘s.-:[l.ili.—, ..... el
22.87.E=L,[0,7]; x()=1, p(r)=cost, z(r)=sint,.
22.88. E= R’ x=(0,01), y=(O0L1), z=(LLD.

22.89. E= R%, x=(1,1,0), y=(2,0,-1), z=(0,~1,1).
22.90.E=¢,, x=(1,00..). y=[1l—i— ..... J

2291 E=C,[- 11k x()=1, y0)=t, =)=t
22.92. F Evklid fazosida ixtiyoriy x,»,z elementlar uchun Apolloniy

ayniyatini



adl

o coliB o e a_loo o LX)
lz=x|" +lz-y| ~§Ux yIF 42z 7 i

isbotlang.
22.93. E Evklid fazosida ixtiyoriy x,y,z,/ elementlar uchun Ptolemey
tengsizligi [|x~z[|-||y—¢|lx=yl-lz=2I+)}y -zl - x—2}i ni isbotlang.
22.94.E Evklid fazosida x va y elementlar ortogonal bo'lishi uchun
il x ] +{| ¥’ x+ »|* tenglikning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.
2295.E haqiqiy normmalangan fazo va ixtiyoriy x,y elementlar uchun
parallelogramm ayniyati || x+ y [ +{|x - y[*=2{ll x|’ +|| ¥II’} bajarilsin, U
holda

piEXE—> R plx)=(lx+yIP =l x-y1%}
funksional skalyar ko'paytma shartlarini ganoatlantirishini ko'rsating.
22.96.x,,x,,...,x, lar E Evklid fazosidagi ixtiyorly ortonormal sistema
bo'lsin. Ulaming chizigli erkli ekanligini isbotlang.
2297.E haqigly Evklid fazosi. Ixtiyoriy x,y elementlar uchun
[(x, )< x{l-|l yl| tengsizlikni isbotlang.
22.98. F Evklid fazosidagi x,x,....,x, € £ sistemaning Gram determinanti
deb

(60 ) [ 66 %) [XR € 1

(6 ) I 6 o vy T 65N )

(X, %0500 X, ) =]

'(.t,,..r, M, )X, )
determinant tushuniladi. x,,x,,...,x, € £ elementlar sistemasining chiziqgli
erkli bo'lishi uchun, uning Gram determinanti noldan fargli bo'lishi
zarur va yetarli. Isbotlang.
22.99.x, va y, lar # Hilbert fazosidagi yopiq birlik sharga tegishli va

lim(x,,y,)=1 bo'lsa, u holda lim| x, - y, =0 bo'ladi. Isbotlang.
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22.100. /1 - Hilbert fazosi, . uning gism fazosi bo'lsiy ol
€ment [

X<

gism fazoga orthogonal bo’lishi uchun istalgan ye g da
Sjlx—y

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.
22.101. C[~7, 7] Evklid fazosida ¢, (¢)=sinnt, neN s:s!emamng ortogonal
ekanligini isbotlang. {¢,} sistemadan ortonormal sistemagy ¢ ting,

22.102. L)[-7, 7] Hilbert fazosida g¢,(t}=exp{int}, nez, Sisternaning
ortogonal ekarligini isbotlang. {p,} sistemadan ortonormg) Sistemaga

o'ting.
22.103. C3[-m, 7] Evklid fazosida g(t)=cos’t elementning

)= —l—cos at, neN}

J— s @,
ortonormal sistemadagi Fur'e koeffit51yentla:ini ioping.
22.104. H - Hilbert fazosi, x.x,....,x, undagi ixtiyory ortogona) sistan
va x=¥,+x +-+x, bolsin.  [lxl=x I A P 4 g tenglikni
isbotlang.
22.105. Hilbert fazosi gat'iy normalangan fazo ekanligini isbotlang.
22.106. # Hilbert fazosidagi x,x, elementlar uchun Re(x_ x )=
=l x, 117 =l x, I* tenglik o'rinli bo'lsin. U holda x, =x, ekanligini isbotlang-_
22.107.Har bir natural n da M, ={xel,:x+x++x =0} to'plam ¢,
Filbert fazosining qgism fazosi bo'lishini isbotlang. MM, qisrr;
fazolaming ortogonal to'ldiruvchilarini tavsiflang, ulaming o'lchamiarini
toping.
22.108. ¢, Hilbert fazosida M ={xef,:x, +x, +-+x +.-.=0} to'plamning
chizigli ko'pxillilik ekanligini hamda ¢, fazoning hamma yerida zich
bo’lishini isbotlang.
22.109. L[ 1]={f e L,[-L1}: f(-1)=~7()} loq funksiyalar to'plami
L|-1,1] fazoning qism fazosi bo'lishini isbotlang. Uning ortogonal
to’ldiruvchisini toping. dim 5[~} 1] va dim(L3[-1,1])" lami hisoblang.
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22.110. Li[-1, ) ={f e L,[-1,1]: f(t)=0, r€[0,1]} to'plam L,[-1,1} fazoning

qism fazosi bo'lishini isbotlang. Uning ortogonal to'ldiruvchisini toping.

22.3. Chizigli funksionallar
Chizigli funksionallar, funksionalning yadrosi, uning normasi,
chizigi  funksionalning davomi haqidagi ma’lumotlarni o'quv
go'llanmaning 6-7 va 12-§ laridan topish mumkin.

Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyidagi funksionallarni
chiziglilikka tekshiring (22.111-22.120).

22.111. f:C[0,1]>C, f(x):_i'x(t)dr.
22112, £:C10, 7]>C,  f{x)=fcos 1x(0) a.
22.113. £:C[0,1]>C, f(x)=x(0).
22.114. f:cV[0,1]»>C, flx)= x[%)

22115, f: R 5 R, flx)=ax, +ax, +a.x,

22.116. £:C[0,11C, f(x)= _:[lzx(t)dt.
22.117. f£:L[0,1]=>C,  flx)= ie’x(t)dr !
22118, [:L[0]>C, f(x)=x(0)+ ;[x(t)d/.
22119, £:L[0, 71> C,  f(x)= Icos 1 x(0)dr.

22120, £:1,00,7] > C,  f(x)=]sin x{t)dr.

Quyidagi funksionallami chizigli chegaralanganlikka tekshiring va

chegaralangan bo‘lsa, normasini toping (22.121-22.130).
: 1
2.121. £:Cl-L1]»C,  f(x)= 5[x(-l)+x(1)]
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22122, O[] > C,  f(x)=20x(1)-x(0)]

22.123. f:C[-L11->C, f(x)= i(x(g)u(— £)~2x(0)), se[-1.1]
22.124. f:L,[01)>C, f(x)= j 7 x(0)dt

2125 f:6,5C, f(x)=3 x
k=]
22.126. f:£, >C, flx)=x +x,+x+x

22127, [0, 5C,  fx)=x,+x, + X+ + Xy

22.128. f10,,>C,  f(¥)=3 =%,

kel D

n 1
22.129. f:L[-LI]=>C,  f{x)=2]r" x(de+ [ x(r)dr
-t [}

lJ
22130, f:L[01)>C.  flx)= [rx@)ar .
0
Laboratoriya ishlati uchun tepshiriglar. Quyidagi funksionallarni

uzluksizlikka tekshiring.

2131, f(x)=3

=

17, x=(x,, Xy} £, .

22132, f(x)=3 &

k=1

= (¥, X, )€ E, .

>|‘-

22.133. f(x)=) (1—-),\‘ x= (%, %y, )€,
22,034, f(x)=x, +2, + -+ Xy, X=(x,X5,m) € M.
22.135. j(r) Sk o x=(x,x,.)ec,.
22.136. f(x): Illi_x}} %, x=(x,x,.)ec.

22.137. f(x)= 23*%‘,, v=(r.1,,.)ec,.

22.138. f(x)= lim7x,, x= (_\',,xz,...)e c.
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22.139. f(x) =§ k—‘ x=(x,%,)el, .

22.140. f(.\-)=‘j_I (i —k—l!)xk, x={x,%,,)E L, .

22.141. €0, 1] fazoning hamma yerida aniglangan chizigli, ammo uzluksiz
bo'lmagan funksionalga misol keltiring.

22.142. CM[0,1] - uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar fazosi.
L={xeC"[0,1]: x(0)=x(1)=0} uning gism fazosi va u, v, we C[0;l] bo'lsin.

Quyidagi funksionallarni qaraymiz:
S =[x, gl = OO + wOX O

a) f va g lar [0, 1] fazoda chiziqli uzluksiz ekanligini isbotlang.
b) agar barcha xel lar uchun f(x)=0 bo'lsa, u(t)=const bo'ladi.
Isbotlang.
c) agar barcha xe/ lar uchun g(x)=0 bo'lsa, weC®[0,1] va w()=v(1)
bo'ladi. Isbotlang.
22.143. L={xe R": x, +x, +---+x, =0} to'’plam R" fazoning gism fazosi
bo'ladi. Qism fazoning koo'lchamini toping. Shunday f e(R")* topingki,
1= Ker f bo'lsin.

0 1
22.444. L={xeC[-1,1}: jx(t)dt: j'.\-(r)dr} to'plam C[-Ll] fazoning cism

-1 0
razosi bo'ladi. Isbotlang. Shunday f eC #[-1;1] topingki, L= Ker f bo'lsin.
+2.145. Agar dim X = bo'lsa, u holda dim X*=# bo'lishini isbotlang.
22.146. Agar dim X =w b0'lsa, u holda dim X* = bo'lishini isbotlang.
22.147. [:C[-1,1]—=C, f(x)=x(0) chiziqli uzluksiz funksionalni

109 = [ty

shaklda tasvirlang, ya'ni g o'zgarishi chegaralangan funksiyani toping.
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22.148. £:C[-1,1]>C, f(x)=£‘.);ti”+ j ()t

chizigli uzluksiz funksionalni

f(x)= jl-v(l)dg(l)
shaklda tasvirlang, ya'ni g o'zgarishi chegaralangan funksiyani toping.
22.149. R* fazoning L={xe R?:2x,-x,=0} gism fazosida f(x}=x chizigli
uzluksiz funksional berilgan. Bu funksionalni normasini saqlagan holda
davom ettiring. Bu davom yagonami?
22.150. C[0;1] fazoning L={i-f} qism fazosida f chizigli uzluksiz
funksionalni f(x)=A4, x(t)=4-/ tenglik yordamida aniglaymiz. Bu
funksionalni normasini saglagan holda davom ettiring. Bu davom
yagonami?

Chizigli normalangan fazolarga qo‘shma fazolamni toping.

22.151. ¢, fazoga qo'shma fazoni toping.
22.152. ¢, fazoga go'shma fazoni toping.
22.153.£,, p>1 fazoga qo‘shma fazoni toping.
22.154. L [a,b]l.p>1 fazoga go'shma fazoni toping.
22.155. c- yaqinlashuvchi ketma-ketliklar fazosi, unga go‘shma fazoni
toping.
22.156. m- ga go'shma fazoni toping.
22.157. Cla, b] fazoga qo'shma fazoni toping.
22.158. R! fazoga qo'shma fazoni toping.

22.159. L,[a. b] fazoga go’'shma fazoni toping.

22.160. R’ fazoga qo'shma fazoni toping.
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23-3. Chiziqli operatortar

Bu mavzuda normalangan fazolarda chegaralangan chizigli
Operatorlar, ulaming normasini topish, chiziqli operatorlarning teskarisi
mavjud yoki mavjud emasligini tekshirsh, agar teskari operator mavjud
bo’lsa, unj aniglash, chiziqli operatoriarga qo'shma cperatorlarni aniglash
(Banax fazolarida Banax bo'yicha qo'shma operatomi, Hilbert fazolarda
Hilbert qo'shmasini), chizigli operatorlarning xos giymatlari, X0s
vektorlari, spektri va rezolventasini aniglashga doir mashqlarni
bajarishga mo'ljallangan.

Mavzuning birinchi bandi operatorlamming chiziqli
chegaralanganligini tekshirib, ularning normasini topishga va chizigli
Operatorning aniqglanish sohasini ko'rsatib, uning chegaralan-magantigini
Yoki uzluksiz emasligini ko'rsatishga hamda chizigli operatorlar ketma-
ketligin'mg yagqinlashishlarini tekshirishga doir mashqlami bajarishga oid.
Ikkinchi bandida berilgan chizigli operatorga teskari operator mavjud
ekanligini ko'rsatib, uning teskarisini fopishga doir mashglar keltirilgan.
Bundan tashgar bu bandda teskari operatorning mavjud emasligini
ko'rsatishga doir mashqlar ham keltirilgan. Uchinchi bandda esa,
berilgan chiziqli operatorga mos Banax yoki Hilbert go’shmasini
topishga doir mashqlar keltirilgan. So'nggi to'rtinchi bandda esa chizigli
operatorning xos giymatlari, xos vektorlari, spektri va rezolventasini
aniglashga doir mashqlar jamlangan.

Quyidagi belgilashlardan foydalanamiz: X va Y orgali
normalangan fazolar; X va Y orgali esa, mos ravishda .Y va ¥ larga
qo'shma fazolar; £(X,¥) bilan A ni ¥ ga akslantiruvchi barcha
chegaralangan chiziqli operatorlar fazosi: M sifatida Hilbert fazosi
belgilangan. Bundan tashqari, agar Aei(X,Y) bo'lsa Ael(y, X"
orqali 4 operatorning Banax qo'shmasi, agar Ae L(H)=L(H.H) bo'lsa,
A" e L(H) orqali esa, 4 operatorning Hilbert c(o'shmasi belgilanadi.
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Chiziqli operator ta'rifi, chizigli operatorning

U-’luksu“g

chegaralanganligi tushunchalarini, chegaralangan [uz'[u].-,ﬂ?' s b
“Niziey)

operatorlarning xossalarini o'quv-qo'llanmaning I bobigay foydala q;
ni

o'rganish mumkin.

23.1. Chizigli uzluksiz operatorlar
23.1. Quyidagi operatorning chizigli chegaralanganligini ko'rsatih,
normasini toping:

A:cPon-Col], (A =x"().

Yechish. a) Operatorning aniglanish sohasi D(”)=C“’[(Ji]

Operator chiziqli, chunki ixtiyoriy x,y € C‘”[O,l] va &, sonlar uchyp
[4lax+py))(0)=(ax+py) ()=ax"()+ By()=
=a(Ax)()+ p4y)(0)= (o dx+ B 4y) ()
b) Operatorning chegaralanganligini tekshiramiz:

| Ax ] = max | (4x)(t)] = max |x" ()] <] <.
0<r<l 0<r<l

ya'ni ixtiyoriy x e C®[0,]] uchun

Jaxf<{x} (23.1)
4 operator normasini

I 4|"sup| T ||t (23.2)
formula yordamida topamiz. Olingan (23.1) tengsizlikdan ]}.4]|51 ni
olamiz. Quyidagi funksiyalar ketma-ketligini qaraymiz:

x()=e™ eco,1].
U holda

" ar

[0 = max |e”
0851

" 2 -
x% ne ™|+ max|n“e
legral sl

|=]+n+n2,

[4x,| =max l ne™ I =i,
brsl



_—

(23.2) ga ko'ra

_ [l ‘1| n =1
”E ‘,;L:Ei u ‘><upu ‘I _“:pl+u+n: ’

Olingan |4j<1 va |4|21 tengsiziiklardan |l4|=1 ekanligi kelib chigadi.

232, Quyidagi operatorni chiziqli chegaralanganligini ko'rsatib,
Rormasini toping:

AL ] LE LT (ax)0)=1x()
Yechish. Dastlab ixtiyoriy x € L;[-1,1] uchun 4x e L;[-1,1] ekanligini

Xo'rsatamiz, Buning uchun ¢’ = almashtirishdan {oydalanamiz:

i e
1 3\ L 3
4], :(”!“‘I{fj )| :J'IJ =(—‘j [r3 !.\’(")r dt] n
0 et
Oxirgi integralni baholashda quyidagi umumlashgan Gyolder
lengsizligidan foydalanamiz:
- yil<fxte -yl

bu yerda xe L,[a,b], ye L [a,b]. ]Z+]_=l'
1

S

Biz garayotgan holda & =

ulm

, =5, s=3. Shuning uchun

2

‘15 1 2

U 15
1 1 10] 2 1 5 1
< dﬁ,l dr [__!:xu')!sdr] :;ﬁ[-—] Wl

#

4, ow P

B
JJﬁr ? xr)

I Ax|ls= dr

Demak, ixtiyoriy x e LJ{-1,1] uchun

I
|| dx ]l — (23.3)
i dxhs 7z 55 ) 0+
tengsizlik o'rinli. Shunday qilib, har bir xe L,[~1,1] uchun 4x € L;[-1.11.
Demak, D(4)=LJ]-11]. Endi A operatorning chizigh ekanligini

ko'rsatamiz:
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fAlx+py)e)=t lax+ Byl )=t W)+ prole)=
= a{ax)(0)+ B(Ay)t) =l 4x+ B AV} Veel-LI),

ya'ni Alex + fy) = adx + fdx, Vx,peL]-1l] va Ve.feC. Operatmning
chegaralanganligi (23.3) dan kelib chigadi. Uning nommasinj topish

5
uchun xo(t)=13 € Li[-1,1] elementni garaymiz:

[%J (4s,)0)="".

,l %
s 3
||xt‘”a =[ JI I"' dt

vl =

)
fle| ar

-1
\

i

1 u i
(3714 2
”Ax0||3 = i/g( )3 1 (i 15 (234)

ol (3/14)% RS

(23.3) va (23.4) dan |4]= %[%)" tenglikni hosil qilamiz,
v

233, A:C[0,1]->C[0.1], (,1\)(1)_“”

operatorning chegaralanmagan ekanligini ko'rsating.

Yechish. Bu operatorning aniqlanish sohasi
D(d)= {YEC[O 1]: ()eqo 1]}
to'plamdan iborat. D(4)= C[0,1], masalan x(r)=1g D(4). Quyidagi ketma-
ketlikni garaymiz: x,(t)=sinnt e D(4) U holda

innt| sinnt |
Ix. ,|—mzL\lsmnl =1, 'le,,"— a.x‘Sl = pmax i:

sisi 051f.|| t |I os15|| nt

Bulardan |4x,[2 x| tengsizlikka kelamiz. Bu esa A operatorning

chegaralanmagan ekanligini ko'rsatadi.
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-34. Shunday A,Be L(X) operatorlarga misol keltiringki, AB+# BA
bo'lsin.

235. A,Be L{X,Y) noldan farqli operatorlar bo'lib, R(AHNR(B)=0 bo'lsa,
4 va B laming chiziqli erkli ekanligini isbotlang.
23.6. 4,Be L(X.Y) va R(A)=R(B), Ker 4= KerB bo'lishidan 4=8
ekanligi kelib chigadimi?

23.7. X,Y lar normalangan fazolar, U c X ochiq to'plam, ¥ < X yopiq
to'plam hamda A e L(X,¥) bo'lsa, A(U) ochiq, 4(F) esa yopiq to'plam
bo'ladimi?

238. p:L(X,Y)> R, p(4)=| 4|l funksional norma shartlarini
danoatlantirishini isbotlang.

23.9. p:L(X,Y)—> R, p(4)=| 4| akslantirish uzluksiz ekanligini
isbotlang.

23.10. X chizigli normalangan fazo, X' uning gism fazosi bo'lsin.

M ={de L(X): Ker 4= X'} to'plam L(X) ning qism fazosi bo'ladimi?
23.11. X chizigli normalangan fazo, X’ uning gism fazosi bo'lsin.
M={4e L(X): Ker A= X"} to'plam L(X) ning gism fazosi bo'ladimi?
23.12. X chizigli normalangan fazo, 4e L(X) ixtiyoriy element,

N, =Ker A*, k=0,1,2,... bo'lsin.

a) NycN.c:--c N, € N,,, -+ munosablar o'rinli. Isbotlang.

b) faraz gilaylik m soni N, =N, tenglik oTinli bo‘ladigan eng kichik
natural son bo'lsin. U holda barcha p natural sonlar uchun N, =N,
tenglikning bajarilishini isbotlang.

23.13. X chiziqli normalangan fazo, 4 € L{X) tayinlangan element
bo'lsin, .4B=0 shartni qanoatlantiruvchi barzha Be L(.Y) lar to'plami

L(X') ning gism fazosi bo’'ladimi?

)
)
2%



23.14. X chiziqli normalangan fazo, A€ L{X) tayinlangan element
bo'lsin. AB= B4 shartni ganoatlantiruvchi barcha Be L(X) lar to'plam;
I{X) ning gism fazosi bo'ladimi?

23.15. H Hilbert fazosi, A, e L(/),ne N va har bir x.y€ f uchun

supl(4,x,y)|<e tengsizlik o'rinli bo'lsin. U holda sup{ 4, ll<= tengsizlik
N mN

ham o'rinli. Isbotlang.

23.16. X,Y lar Banax fazolari, A4, € L(X,Y)} (ne N) va har bir xe X da
A,x ketma-ketlik fundamental bo’lsin. U holda shunday A€ L(.X,Y)
operator mavjud bo'lib {4,} operatorlar ketma-ketligi 4 operatorga
kuchli ma'noda yaginlashadi. Isbotlang.

23.17. C[-n, ] Banax fazosining M ={xe C[-7, 7]: x(~7)=x(7)} gism

fazosini garaymiz va har bir xe M uchun

(A,.l)(l)“— fx(s)ds+ Zj’ coshk(t - s)x(s)ds.

T kslag

I 2 sin[(Zn+1)(s—1)] el
4 = — [ =—————""_Z(s)ds tenglikni isbotlang.
a} (4,x)(r) o j; TR x(s)ds tenglikni is g

b) 4, L(M) va

oz, T P

tenglikni isbotlang.

¢} LcCl-n, n] - trigonometrik ko'phadlardan iborat gism fazo bo'lsin. L
da 4, operalorlar ketma-ketligi birlik operatorga kuchli ma’'noda
yaqinlashadi. Isbotlang.

23.18. ([0,1] fazoni o'zini-o'ziga akslantiruvchi A, 4

0’

B, operatorlarni
quyidagicha aniqglaymiz:

-t
(Ax)nN = Ie“)(s)dc, (A, \ﬁ[r}— Z— x(s)ds, (Bx)XH)= Ie".\'(:)ds,ne N.
o] k=0 n

A,, B, operatorlar A operatmga yaqginlashadimi? ~ Yaqinlashish
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Xarakterini (tekis, kuchli, kuchsiz) aniglang.

23.19. C[0,1] fazoni o'zini-o'ziga akslantiruvchi A, (#€ N) operatorlarni
A =x("")

tenglik yordamida aniqlaymiz:

a) 4, < L(C[0,1]) ekanligini isbotlang;

b) 4, operatorlar ketma-ketligi birlik operatorga kuchli ma’'noda

Yaqinlashadi. Isbotlang.

¢) 4, operatorlar ketma-ketligi birlik operatorga tekis yaqinlashadimi?

2326. X,Y lar Banax fazolar, x,.xe X, x, >x, 4,,4AeL(X,Y), 4,—>4

bo'lsin. U holda 4,x, —4x munosabatni isbotlang.
23.21. X.Y,Z lar Banax fazolan, 4,,4eL(X.Y), B,,BeL(Y,Z) bo'lib 4,
operatorlar ketma-ketligi 4 ga B, operatorlar ketma-ketligi B ga kuchli
ma'noda yaqinlashsin. U holda B, - 4, operatorlar ketma-ketligi B-A
operatorga kuchli ma'noda yaginlashadi. Isbotlang.

2322. X,Y,Z lar Banax fazolar, A,de (X,Y), B,,Bel(¥,Z) bo'lib 4,
operatorlar ketma-ketligi 4 ga B, operatorlar ketma-ketligi B ga tekis
(norma bo'yicha) yaginlashsin. U holda B, - 4, operatorlar ketma-ketligi
L(X,Z) fazoda B- A operatorga yaginlashadi. Isbotlang.

23.23. Shunday X normalangan fazoga va 4,8 e L(X) operatorlarga
misol keltiringki, || 4 Bli< || 4|j-}| B| bo'lsin.

23.24. X nommalangan fazo va 4e L(X), B: X > X chegaralanmagan
operator bo'lsin, uning aniglanish sohasi D(B) X ning hamma yerida
zich bo'lsin. 4- B8 va B-4 laming chegaralangan, chegaralanmagan
hollariga misollar keltiring.

23.25. H Hilbert fazosi, L < H uning gism fazosi bo'lsin.

P:H > H,Px=u, x=u+v,ue L, vel operator L ga ortogonal
proyeksiyalash operatori deyiladi. P ning chiziqli chegaralangan
ekanligini ko'psatib, normasini toping.
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23.26. 1,|-1,1] Hilbert fazosida 4,B operatorlarni quyl'dagicha

anigqlaymiz:
I
(A0 =2[xex0) (BN =510~ x(-gy)

a) R(A4), R(B) to'plamlarni tavsiflang. Ular [[-1, 1] nin_g qism ol
bo'ladimi?

b) A4,B operatortaming chizigli chegaralangan ekanligim kO‘psatib,
normalarini toping.

c) ', B* operatorlarni toping. 4,8 operatoriar ortogonal Proyeksiyalash
operatorlari bo'ladimi?

d) 4-B va B-A operatorlarni toping.

23.27. H Hilbert fazosi, L,,L, c H uning gism fazolar bo'lsin, P, P. lar
mos ravishda 1,1, larga ortogonal proyeksiyalash operatorlarj bo'lsa,

il A - P, |i<1 ekanligini isbotlang.

23.28. Agar 4-B=0 bo'lsa, A va B operatorlar ortogonal deyiladi, 51
Hilbert fazosi, L.L cH uning gism fazolar, A, £, lar mos ravishda
L,L, larga ortogonal proyeksiyalash operatorlar bo'lsin, P.p=0
bo'lishi uchun £, va L, gism fazolar o'zaro ortcgonal bo'lishi zaru-r va
yetarli. Isbotlang.

23.29. 1 Hilbert fazosi, L,,L, </ uning gism fazolari, 7, P, lar mos
ravishda Z,,L, larga ortogonal proyeksiyalash operatorleri bo'lsin, P +P,
proyeksiyalash operatori bo'lishi uchun L, va £, qgism fazolar o'zaro
ortogonal bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

23.30. /i Hilbert fazosi, L,L,c # uning gism fazolari, £, P. lar mos
ravishda £,L, larga ortogonal proyeksiyalash operatorlari bo'lsin. A,-P,
proyeksiyalash operatori bo'lishi uchun AP =P B shartning

bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.



l 331. X chizigli normalangan fazo, 4:X — X chizigli operator. 4

= Y

chegaralanmagan bo'lishi uchun D(4) da [x,|=1 va | 4, |0

shartlami qganoatlantiruvchi ketma-ketlikning mavjud bo‘lishi zarur va
yetarli. Isbotlang.

Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyidagi operatorlar-

ning chiziqli, chegaralangan ekanligini ko'rsating, ularning 1 orrfialarini

toping. . .
23.32. 4:C[-2,2]1>C[-2,2], (Ax)(t)=te'x(1).

2333, A:L[-L1- L[-1L1, (400 =1 -0x(0).

2334, A:L[-L1]— L[-L1], (4x) )= S1-1x(1).

2335, A:L0,2] > Li[0,2], (Ax)t)=(F -2 +1)x(0).

23.36. A:L[0,2] > Lif0,2], (Ax)(t) = > +7)x(1).

23.37. A:l,— £, Ax=(1+1)x,(1+1/2)x,,.,(1+1/0)x,,...).

1 Lk 1
2338, d:,,,L,,, ,-!'x=(Exl,—J_E.\'?,...,-:_Ex",...).
1 I 1
23.39. A, £, Ax=(§x,,5—2x1,...,37x,,,v..).

23.40. A:,—> ¢, Ax=(Sinl-x,Sin2-x,,....,Sinn-x,,....).

1 2 1
23.41. Al s Ax:(0,5x2,§x3,...,(l—;)x,,,...).

3 +1
2342, A8, —> €, Ax= (2x,,;’—x2,“.,fl—n—1",...).

1 1"
23.43. A4, >0, Ax=[2xl,(l+;)2.\-2,...,,rl+—) x,,,....].
Z A n

1 I 1
23.44. A4, ¢, Ax=(x,,Ex2,§x3,...,-;x“,...).

2345, A: L[01] = L0, (A0 =t(").
23,46, A: L[-L1] > LU (Ao =ex(¥7).
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2347, A:L[00] - L[01], (Ax))=rx().

23.48. A:C[-11]-> C[~11), (Ax)t) = [(ts+175" pe(s)ds,

2349. 4:L[-L11 > L[-1]], (Ax)0)= _l[(l+s)2x(s)zls

23.50. 4:CP[0,1 > C[01], (X)) =x (1)+1x(1).
23.51. Cl0,]]>Cl0,1),  (Ax)0) =1 x(t)+ x(1).

Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. x, y - no”nalangan
fazolar va 4: X — Y. Quyidagi savollarga javob yozing: 1) 4
operatorning aniglanish sohasi D(4)={xe X : dxe Y} butun y fazoga
tengmi? 2) Berilgan operator chizigli uzluksizmi (Chegaraldnganmi)z
23.52. 4:C[0)]—> C[0], (Ax)D)=x'().

23.53. 4:C[0,1] - C[0,1]. (Ar)(t)— ()
23.54, A:L,]0,0) - L,[0,%0), (Ax)(1)=t’x(r).

23.55. A:L,[0,0) > L,[0,00), (Ax)(1)= X(IZ

23.56. A:L[0]] > L[0]], (AxX)()= ‘_SI)

2357, A, 0, Ax = (%02 % e VX ).
23.58. A:d, >, dx=(x,ln2-x,,.,0m0-X,,..)
2350, A:C[-1)] > c[-11], (A0 = x"().

23.60. Al by, Ax = (5 i)
- V2 '

23.61. Aic,—Cy,  AX = (X,2Xy 000y 1 X 50)

23.62. A: Ly(~o0, 0) = Ly(~m, ), (Ax)E) = (> +)x(1).

23.63. A:L,[0,0) > L[0,00), (Ax)e)= [lts+1)x{s)ds
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2364, Ayl Ax=(x, ,2x2,x3,2x4,..-,Iz,,-pz-\‘:,.,---)-

23.65. A:L,[0)] - L,[01], (dx)e)=x(r)+2x(0).
23.66. A\ —->m, gx= (2, + Xopeen Xy + X5 PR

] |
23.67. 4 .62—) f; 5 Ax=(ctgl~x,,clg,l;'xz,....crg; ~x,,,...).

23.68. Au,¢, Ax=(x,,2x,,—;—x!,...,——n——lx,,,....).
e

23.69. 4:L,(—om) o Lo}, (A0)0)= |tfx(0).
70 A:Lf01]) - L0, (Ax)D) =x{).

2371 A:L[0,0) - L{0,0), (Ax)(1)=1x(1).

23.2. Teskari operatorlar
1
23.72. 4:cloi]- o], (axXs)=[e x(e)dr + x(s) operator berilgan.
Q0

Operator teskarilanuvchanmi? Agar teskarilanuvchan bo'lsa, teskari
operator 4™ ni toping.

Yechish. Dastlab berilgan operatorning teskarilanuvchanligini
tekshiramiz. Ma’lumki, 4 operator teskarilanuvchan bo'lishi uchun

Ax=0 tenglama faqat nol yechimga ega bo'lishi zarur va yetarli. Ax=0
tenglamani yechamiz, ya'ni

le"‘x(t)dr+x(s)=0, yoki x(s)=-clx)e’,  (23.5)
bu yerda
e(x)= :_!e‘x(r)dr. {23.6)
Endi (23.5) ni (23.6) ga go'ysak,
c(x)=—c(x)j:ez’dt=—;1’—c(x)(ez—l) yoki %(ez-kl)c(x):O
tenglikga ega bo'lamiz. Bundan c(x)=0. (23.5) dan esa x(s)=0
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b

ekanligiga ega bo'lamiz. Demak, Ax=0 tenglama faqat x=g "
Cchj

. mga
] ni tOpiSh .
ixtiyoriy e ([0,1] element uchun Ax=y tenglamani Yecham;, i Chun

aq" nj
ferxdre xs)=56) yoki - x(5)=ls)=clele,

ega, shuning uchun 4 teskarilanuvchan operator. 4™

{227
bu yerda ¢(x) (23.6) ko'rinishga ega. x(s} uchun olingan (3 7 s
1 fogapi

(23.6) ga qo'ysak,
c(x)= je'y(t)dt - c(x)_l[e“dt e je’y(l Jelt — % cle)e? - 1).

Bundan

2 %
clx)= e it )dt
&) etily »0) (23.8)
ni olamiz. ¢(x) uchun olingan (23.8) ifodani (23.7) ga q0'ysal .
oAx=yp
tenglama yechimi quyidagi ko‘rinishga ega bo'ladi:

6)= ) 2 e o

)
+10
Demak, har bir yeC[0,]] elementga A4x=y tenglama Yechimjp; i
0s

go'yuvchi 4! operator quyidagi formula yordamida aniqianar ekan:

2

A0 - C10,1], (47'x)s)= x(s)- = ie"'x{:hf;.

2
23.73. Quyidagi operatorni teskarilanuvchan emasligini ko'rsating;
A:C[0,1] = C[0,1],  (4x)(0) = x(0) £+ x(1) £, (23.9)
Yechish: Ma'lumki, 4 chizigli operator teskarilanuvchan boighi
uchun Ax=0 tenglama fagat x=0 yechimga ega bo'lishi zarur va yetarli,
(23.9) formula bilan berilgan operator uchun x,(f)={f-1)=0 funksiyani
olsak, x,(0)=x,{1)=0 bo‘lgani uchun
(Ax,)(1) = x,(0) + x, (1) =0, vrefo,1],
Demak, 4x=0 tenglama nolmas yechimga ega bo'lgani uchun A

operator teskarilanuvchan emas.

(%)
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-3.74. Quyidagi operatorning teskarilanuvchanligini ko'rsatib, unga
teskari operatorni toping:

AR SR Ax= (2%, + Xy #2507, +x;), x=(x,,%;,%,)e R".

Yechish, By operator uchun 4x=0 tenglama

2x, +x; =0
X, +2x,=0 (23.10)
X +x,=0

chjziqli tenglamalar sistemasidan iborat. Bundan x,=x,=x;=0 ga ega
bo'lamig, (23.10) sistemaning yechimi yagona bo'ladi, ya'ni 4x=0
tenglama fagat x=0 yechimga ega. Demak, 4 teskarilanuvchan

Operator. Endi Vye R® uchun Ax=y tenglama yoki

2, + X3 =)
X, + 2%, =, {(23.11)
X HX, =,

tenglamalar sistemasini yechamiz. (23.11) sistemadan quyidagi sistemaga
O'tamiz;

N =Y1=); ]-"l =¥
dx,+2x, =y, yoki {x, =2y +y, -4y
Xy =~y +2y, ]_X; ==y +2)5

bu yerda (x,x.x,) va (n.».y) lar o'rinlarini almashtirsak,
(32535 )= (x, - x,,2x, + x, —4x,,—x, +2x,). Bundan A" operator quyidagi
formula bilan aniqlanishi kelib chigadi:

A x = A7 (5,2, 30, ) = (x, = 23,25, + %, —4X,-x, +2x;),

23.75. X.Y chizigli normalangan fazolar, A:X —Y teskarlanuvchan
chiziqli operator bo'lsin. U holda x,,x,,...,x, € D{(4) va Ax, A%,,..0, AX,
elementlar sistemasi bir vaqgtda yo chizigli bog'langan, yo chizigli
bog'lanmagan bo'ladi. Isbotlang.
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23.76. X chizigli normalangan fazo, A: X — X chiziqli operator b‘)'lsin_
Agar biror A=(4,,4.....4, )€ R" uchun /+ 4 -A+2A -4 ++ +2,-1
shart bajarilsa 4 ga teskari operator mavjudligini isbotlang.

23.77. X chiziqli normalangan fazo, 4, B: X > X chiziqli operatorlay
bo'lib, D(4)=D(B)=X, hamda (4B)",(B.)" operatorlar mavjud bO'lsin_
4 va B larga teskari operatorlar mavjudmi?

23.78. X chizigli normalangan fazo, 4:X — X chiziqli operator va D4y

da | x,||=1 va lim| 4x,|=0 shartni qanoatlantiruvchi ketma-ketlik
H—

mavjud bo'lsin. U holda 4 ga chegaralangan teskari operator mavjug
emasligini isbotlang.
23.79. ¢M[0, 1] Banax fazosi, L={xeC"[0,1]: x(0)=0} uning gism fazqg;
va 4:L— C[0,1] chiziqli operatorni

(AX)(0) =dx/dt +u(t) x(t), ueC[0;]]
tenglik bilan aniglaymiz. 4 ga chegaralangan teskari operator
mavjudligini isbotlang.
23.80. A4:C'"M[0, 1] C[0, 1], (4x)r)=ax/d: chiziqli operatorga o'ng teskar;
operator mavjud, chap teskari operator mavjud emasligini isbotlang.

23.81. 4:C[0,1]— C[0, 1] operatorni
(4x)(1)= j x(s)ds
0

tenglik bilan aniglaymiz. Uning giymatlar sohasi R(4) qanday shartlamj
ganoatlantiruvchi funksiyalardan iborat. R(4) da A ga teskari operator

mavjudmi? Agar mavjud bo'lsa, chegaralanganmi?

23.82. 4:C[0, 11> C[0,1], (Ax)(#)=] x(s)ds +x{f) operatorni qaraymiz:
0

a) KerA=0 tenglikni isbotlang.

b) A ga chegaralangan teskari operator mavjudligini isbotlang. 4™ ni

toping.



o

23.83. A:C[0, 1] C[0,1], (Ax)(1)=x()+ j‘ e x(s)ds

operatorga teskari operator mavjudligini ko'rsating va uni toping.
23.84. 4:C[0, 1] - C[0, 1] operatorni quyidagicha aniglaymiz:

d!

(Ax)2) = _(.:L” + x(£), D(4) = {x e C?P[0;1]: x(0) = x'(0) = 0} .

a} 4 chegaralanmagan operator. Isbotlang.

b) 4 ga chegaralangan teskari operator mavjudligini isbotlang va uni
toping.

23.85. H Hilbert fazo, A€ L(H), R(4)=H va 4 ga chegaralangan o'ng
teskari 4;' operator mavjud bo'lsin. U holda 4 ga chegaralangan teskari
operator mavjud. Isbotlang.

Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Berilgan operatorning
teskarilanuvchan ekanligini ko'rsating va teskari operatorni toping.
23.86. A:R> > R, Ax=(x +X3,X +X3,%, +X;).

2387. AR >R, Ax=(x,%-x,% —x)

23.88. A:f, >0, Ax=(x,,%, + %;,%, — X, +x,,x4,,\'5,....).

23.89. .

W, >y, Ax=(x],-;—.\:2,...,£x,,,...].

23.90. 4:0, = ¢, Ax=(x,,X,,X, + X3, X, + X, + X, +x5,x,,,x,,....).
2391, AR =R, Ax=(x, +2x,,2x5,,2¢, —x,).

2392, A:R >R, Ax=(x+x+x,%-2x,.%}.

23.93. 4:C,"[0]->C100,  (4x)r)=x'()-

23.94. A:C[0,1] > CLO.1], (Ax)(f)=_:[ sx(s)ds.

1
23.95. A:C[0,1]—> CI01),  (AX)(!) = (¢ + (1) + [ sx(s)dls.

=

1

1
23.96. A:m—> s, /1x=(-"n;-":y~~-v;-"nv--)~
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23.97. A:C[01]1> CL0,], (Ax)Xt)=(1+2)x(0)+ j 1sx(s)ds.
23.98. 4:C[0,7] > C[0,7], (AxKe)=(sinz+1)x{r)

23.99. A4:C[0,2] > C[0,2], (AxXt)=(t+)x(e)+ x(1) +x(0)
23.100. A: R > R,  Ax=(x,—2x, +x,2% + X, + X +X,).

23.101. A:0, >4, Ax=(x,,lx,,-2-x,,....,”—"'x,,, ..... ).
2 73 n

23.102. A:C[0,] - C[01], (dx)t)=12x()+ x0).

23.103. 4:C[0,7] > C[0,7), (4x){)=()+ [sm, -sins x(s)ds.
23104, A:0, > C[0], (Ax)(t)=3x,sin27 k1.
k=1

=X,
23.105. A:m— C[0]1], (Ax)(r)=zk—§coszm,

Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyidagi operatorlaming
teskarilanuvchan emasligini isbotlang.
23.106. A: £, >0,  Ax=(x,0,x5,0,%,0,%;, %5, Xg 50 )«
23.107. 4:CU[01] > Cl01], (4x)1)=x'(t).
23.108. 4:C?[0,1] > C[0,]], (4x){t}=x"(t).

23.109. A:C[-11]> C[-11], (dx)¢)= jtsx(s)ds.

23.110. 4:8, = £, Ax=(0,%,,0,%4,0,%4,X7,Xg,Xg,--.)

I
23011 A: Ly[-1.1] - Li-L 1], (dx)e)= |1 +1)x{s)ds.

1
23012, A:R > R, Ax=(x, +x,,%, + %, % + XX, +x,).
23.113. Acm—>m, Ax:(xl,xZ,O,O,O,xb,x.,,xx.....).
23014, A4:C[01] > C[0,1],  (Ax)(r)= x{0)-{? + 1)+ x(1Y? + 31 +2).
23.115. 4:CY[0,11> C[0,)],  (Ax)e)=x(0)+x'(0).
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1
23116, A: L1 1)1=> LEL (4x)0)= cos:js'lnsx(.'f)ds‘
-
23.117. A:f, =€, 4x =(x, + X2 %2 s +x,.x,,xﬁ‘..).

23.118. A4:C[0,]— C[0,1], le,): (1 +1 +\}|] sxls)ds-

L

.19, A:C[02] - C[0.2), (A= x(0)+x() + 2)*.

23, el
120. 4:cWj0,1] > cV{o)], (."L"X‘\):‘ Ex‘ U)d' + [X({))— x(np ‘

23121, A-
i 20— 0, Ax:(xl+x,,0.x..-—x,.x_1..\‘,‘----).
122, 410 0

>t = -
23.123, I o Ax_(xl‘hi’j’xmxa +x3-01xr.vx7-1n'"")-

Al
CO01) - croa), (Ax))=2(0-2x0:

23.124
. A:Cpo
10,71 Co,z], (4x)(e)=(sint+ cost)x{0)—cos2t x(7).

23.125
o B el

CY o1 apoy, {rix](!}=x'(l)‘—'—'_'£(m .

1= +1

23
126 x _, 23.3. Qo'shma operatorlar
va
N 1 Va T e L(¢,) o'naga siljitish operatort po'lsin, ya ni
O'1si Tx=T
Isin, %= T(x5 %, ey Kysnr) = (O.xl.x:‘...,x,,....), xef,

ga qo’
Schigy :;lma T' operatorni toping:
a'lumki, Te 1,(.;*,1'} operatom'mg Banax qo‘shmaﬁi

Ma
Xe X
b Va f &Y’ lar uchun
en
QY ]
. ni (T )x)= 1{(Tx) (23.12)
STatg, Oatlantimvehi L e e
q dan ; va Y fazoni X fazoga aksial jruveht
My, tborat,

ey Bizga ma'lumki, ;=M boshqacha aytganda har

| Uchup
shunday yagona y €M {opiladikd,

le
n «
N4 ¢) =
BN f(")—iz‘x,‘yk . )’=()’p,"_--w."--‘-n)e’" (23.13)
s

ixtiYOri
Y S ()‘ 1 - . i
ar uchun o'mnli po'ladi. Kuddi shunmgdek,
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shunday £ € m mavjudki,
(T'f)(X)= Zxkft AU = {“fl"fz""'g""") Sl (23.14)
k=1

tenglik ixtiyoriy x€¢, lar uchun bajariladi. (23.13) va (23.14)
tengliklarni hisobga olsak, berilgan T operator uchun (23.12) shar
quyidagi ko'rinishga keladi:

Z X6, = ‘szquk =§;xk)’k+| (23.15)

Bu tenglik ixtiyoriy x€{; lar uchun bajarladi. Xususiy holda,
g el,, k=123,.. elementlar uchun (23.15 tenglik &=y,
k=1,23,....,tengliklarga aylanadi. Shunday qilib, 7":m —m operator
T'y= T’(y,,yz,...,y",...)= (yl,yj,....,y,,,,,..,)
formula bilan aniglanar ekan.
Biz bilamizki (15.1-teorema), agar Te L(X,Y) bo'lsa, T'e L(¥'. X")
bo'ladi va
I71=17] (23.16)
tenglik bajariladi. Qaralayotgan misolda bu teoremaning o'rinli
ekanligini tekshirib ko'ramiz. 7' operatorning chiziqli ekanligi uning
aniqglanishidan ko'rinib turibdi. (23.16) tenglik ham bajariladi. Hagiqatan
ham,
7= sop )= sup{ Sl l] -1, 171= s Iy 1= sp =
23.127. L,[a,b} kompleks Hilbert fazosi, T - uzluksiz u(f) funksiyaga
ko'paytirish operatori, ya’ni
(Tx)(e) = u(2) x(2), x€ Lya,b].
T ga Hilbert ma'nosidagi qo'shma operatorni toping.
Yechish. Ta'rifga ko'ra T e L{H) operatorning Hilbert go'shmasi

hamma x,ye A lar uchun
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p—

(Tx, )= (.\',T'_v) (23.17)
tenglikni ganoatlantiruvchi 7° e L(11) operatordan fborat, L,[a,b] fazo
quyidagi

h —
(v.x)= Jxo)y(n)at (23.18)

a

skalyar Ko'paytmaga nisbatan Hilbert fazosi bo'ladi. Shuning uchun
fisolda berilgan 7 operator uchun (23.17) tenglik

]

a0l = [V TN

tenglikdan iborat. By tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:
[ty a0t = [0) T5)E)at. (23.19)

Agar =()=ulr)y(1) belgilashni kiritsak. (23.18) ga ko'ra (23.19) tenglik
(o2)=(a7y) ko'rinishga keladi yoki (x.T"y)-(x.z)={(x7"v-z)=0. Oxirgi
tenglik barcha xe L[a.t] lar uchun o'rinli bo'ladi. Xususiy holda,
¥=T"y-: eclementni olsak, (I'y-z7"y-z)=0 tenglik hosil bo'ladi.
Skalyar ko'paytmaning ta'rifiga asosan oxirgi tenglik o'rinli bo'lishi
uchun T'y-z=0, ya'ni T'y=z bo'lishi kerak. Shunday qilib, ¢o'shma
T":L,(a,b) - L,[a,b] operator
@ y)e)=u) (). ye Lila,bl,

formula yordamida aniglanar ekan. Agar 7" =T bo'lsa, 7 operator 0'z-
o'ziga qo‘shma operator deyiladi. Shuning uchun 23.127-misoldagi 7
operator ¥ funksiya faqat haqgiqiy qiymatlar gabul ¢ilgandagina {ya’ni,

17(;)5 u(l) bo’'lgandagina ) 0'z-0'ziga qo'shma operator bo'ladi.
23.128. ¢, = {x 585 e ii)rk[2 < oc} kompleks Hilbert fazosida
k=1
(Tx), = X,0s YD T = T(x), Xgaeeeis Xppen) = (X Xgpeieen X, anees)
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operator berilgan bo'lsin. T operatorni toping.
Yechish, ¢, fazo quyidagi (x.y)=2x.f skalyar ko’paytmaga
E{

nisbatan Hilbert fazosi bo'ladi. Hilbert ma'nosidagi go'shma operator
ta'rifiga ko'ra
(TV’)’) Z 7";)’& ‘Z'\hl}’k 2“;}5 T (XT V) Zxk(‘ V)

k=1 k=1 ka2
Oxirgi tenglik hamma xe¢, lar uchun o'rnli Bundan esa T'
operatorning

(T"y), =0, (T'y)k=y,‘_,, k=23,..,
yoki

formula bilan aniglanishini ko'ramiz.
(Tx),, =X =X, = (T'.\‘)n, n=123..

tenglik ¢, fazoning fagat nol vektori uchun bajariladi. Shu sababli T
operator 0'z-0'ziga qo'shma operator bo'la olmaydi.

Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyidagi misollarda (129-
148) herilgan T e L(X,Y) yoki T e L{H) operatorga qo'shma 7* yoki T*
operatorni toping.
23129. T:€6, = €, Tx=(A Xl Xp)s |1 |<1,,_|23, b
23.130. T:c, ~c,, Ix= (CoAEe )
23031 T:6, s ¢y T6=(0,%), %5000 Xy uiens).
23.432. Tic, > £, T0=(3,%50.%,,00,...).
23.133. T:C,{0,71- C,[0,7],  (7x)(e)=(¢* +icost )x(r).

23.134. T:L[01] > L,{0,)], (Px)(e)= j’[:s +icos(t+s)]x(s)ds

23.135, T:L,[0]— L,{0,]], (@x))= j(x +1+1)x{s)ds .
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e

23.136. T:L,[0,1] - L,[0], (Tx)(t)= [sx(s)ds.

2037, T:£, > ¢,, Tr=(AxpmnhXm): 4,6C 6a

4|1 (neN).
3B T:8, 5 0,, To=(Atimadoredi A= dnrns Ay ) €45

23.139, Ty, >0, Tx=(+X5,% + X500 X, X050

neZ.

LML T:2,(2) > 6,(2), (%),
:2,(2)- 6,(2), (1),

X, +X,

n+l?

T
r
T
23040, T4, £y, Tr=(x +2% + X5, + 2% + Xy X, + 22, +X,.500.).
a
T

23.142. neZ.

X, ~2x,+x,,,

23.143. T: L,[-LI] > L,[-11], (7x)r)= (coss +isint)x(r)+ _I[(ts —its (s s .
i

23.144. T i 4, = ¢y, Tx={e'x,, €% Xy 008" X, 000

A4S, Tof, > L, 7'x=(0,%x2,3x3,...,ﬂx,,,...],

23.146. T:m—m, Ix= (x,,2x2,...,50x50,0,0,...).

23047, T:8, > £,, Tx=(A4x.Axp 0 4,X,5.),

A S2,n=12......

23.048. T L[01] = L{0], )=+ )x()+ [0+ is)xls)ds

0

Eslatma, 141-142-misollarda keltirilgan ¢,(Z) fazo

2,(2)= {_\- = (s Xy sees Xy Xy Xy Xypoenr) i{xnlz < w}

to'plamdan iborat bo'lib, (x.y)= S.x,y, skalyar ko'paytmaga nisbatan

ne=—x

Hilbert fazosi bo'ladi.

23.4. Chizigli operator spektri
X - normalangan fazo va unda 4 € L(.XY ) operator berilgan
bo'lsin. Chizigli operator spektriga oid bir necha miscilarni yechimlari

bilan keltiramiz.



23.149.  C[a;b] orqali [«,4] da aniqlangan uzluksiz (kompleks qiymay;)

funksiyalardan iborat chizigli fazo belgilangan. Bu fazoda
(Ax)(¢) = u(t)] u(s)x(s)ds, xeCla,b)

formula vositasida aniglangan A operatorning Xos dgiymatlad vy X0s
vektorlarini toping.

Yechish. Tarifga ko'ra, nol bo'lmagan xeCfa, b] vektor va biror
A e C soni uchun

Ax=/x (23.20)

lenglik bajarilsa, x vektor 4 operatoming xos vektori va 1 soni unga
mos keluvchi xos giymat deyiladi. Qaralayotgan operator uchun (23.20)
tenglik quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

u(l)}u(s)x(s)ds = Ax(1). (23.21)

Bu yerda x#0. Faraz gilaylik, 4#0 bo'lsin. U holda x #0 bo‘lgani
uchun

b
a, = fu(s)x(s)ds #0 (23.22)

a
tengsizlik bajarildi. (23.21) tenglikda (23.22) ni e'tiborga olsak,
x(t) = Ae, u(l)

tenglikni olamiz. (23.22) tenglikka x funksiyaning bu ifodasini go'yib

h ) . A
a, = A" ' d  yoki cr‘[il —ju"u)dr] =0

0

&
tenglikka kelamiz. Bunda a,#0 bo'lgani uchun A=[u’()dr son .

a

operatorning xos giymati va x(¢)=u(r) unga mos xos vektor ekanligi

kelib chigadi. Yana shuni ta’kidlash kerakki, agar
b
[u(Nx(z)dt =0 (23.23)

shartini ganoatlantiruvchi nolmas x funksiya mavjud bo‘lsa, u holda
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A=0 soni uchun ham (23.20) tenglik bajariladi. Albatta (23.23) shartni
ganoatlantiruvchi nolmas x funksiya mavjud. Demak, 4 operator ikkita

A=0 va ,u=j’u2(t)d1 xos iymatlarga ega. {23.23) chartni

qanoatlantiruvchi funksiyalar 1=0 xos giymatga mos keluvchi xos
funksiyalar bo'ladi.
23.150. C[a,b) fazoni o'zini-0'ziga aks ettiruvchi va

(Ax)(1) = x(¢) (23.24)
formula bilan aniglangan 4 operatorni qaraymiz. Uning spektri va
rezolventasini toping.

Yechish. 16.2-misolda C[a,b] fazoda (23.24) tenglik bilan
aniglanuvchi 4 operatomning spektri topilgan. Bu yerda biz A4 operator
spektrini topishning yangi variantini taklif gilamiz.

Dastlab 4- A/ operatorni va unga teskari operator bo‘'lgan R,(4)
rezolventani topamiz. Ixtiyoriy x € Cla,b] uchun

(A= ADyx(O) = (£ - A)x(1)
bo'lgani uchun 4x=Ax tenglik
- A)x()=0 (23.29)
tenglikka teng kuchli. Istalgan AeC uchun (23.25) tenglama fagat
aynan nolga teng wuzluksiz yechimga ega. Shunday ekan, A
operatoming xos giymati yo'q. U holda 14.3-teoremaga ko'ra ixtiyoriy
AeC wuchun A-A operator teskarilanuvchan. Ammo, A€&(ab)

bo'lganda

(A=A x(t)y = ;?lzx(l)
formula bilan berilgan (4-A/)"' operator aniglangan elementlar to'plami
Cla,b] fazoning gismi bo'lib, unga teng emas. Masalan, x,(f)=C, C=#0
desak, x, € Cla.b], ammo (d4- Af)'x, ¢ C[a,b]. Bundan tashqari, 4e€(a,b)
uchun (4-A/)"' chegaralanmagan operator. Buni ko'rsatamiz.
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Agar » yetarlicha katta bo'lsa, u holda A+2/n<p bo'lagi »

0, ast<tn)
x,(0)=1n(t=A) =1, n(n)St=ta(n)
I, ’ L{m<t=h

funksiyalar ketma-ketligi Cfa,6] ga qarashli bo'ladi (23 chizma)
yerda f=f(n)=A+lfn. t,=t,n=4+2/n. Qurilishiga ko'ra bel=1. Endi
quyidagi [(4-2/)"x,| normani hisoblaymiz.

2

f.: 0 hl;:]

() B
23.1-chizma,

2 )
_\"(1)} ln(}m;—;,)_]}:

1
2"

“(A . xu max

Shunday qilib, 4 € (@,b) bo'lganda (4~ )" chegaralanmagan operator
ckan. Demak, (ab)co(d). Endi Ag¢[a,b] holni qarasak, bu holda
ixtiyorly xe C[a,b] uchun (1= A)"x(t) uzluksiz funksiya bo'lgani uchun
(A4-AI)" operator fazoning barcha elementlarida aniglangan va
fa-any'o < — T ,m" x|
tengsizlik o'rinli. Shunday qilib, ixtiyoriy 4 ¢[a.b] son .4 operator uchun
regulyar nuqta bo‘ladi. Spektr yopiq to’plam bo'lgani uchun berilgan A
operatorning spektri o(4)=[a,b] kesmadan iborat. C\[a,4] to'plam esa
operatorning rezolvent to'plami bo'ladi. 4 operatorning AeC\[a,h]

nugtadagi rezolventasi
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Jp—

R(A)S(0) = (A= ALY x(@) = I_Ll.vu). de p(A)y=C\[a,b]

formula vositasida aniglanadi.
23.151. L,[0,1] kompleks Hilbert fazosida quyidagi tenglik bilan
aniglangan

1

Ax(t) = tx(8) + [1sx(s)ds, x e L,[0,]1]

0

Operatorning spektri va rezolventasini toping.
Yechish. a} 4 operatorning xos giymatlarini topish uchun quyidagi

tasdiqdan foydalanamiz.

23.1-tasdiq. 1eC\[0,]] soni 4 operatorning xos giymati bo'lishi

uchun
1 .!':
AA) =1+ |—=ds=0
(2) OIS_/1 s

tenglikning bajarilishini zarur va yetarli.
Isbot. Zaruriyligi. Aytaylik 2eC\[0,]] soni A operatorlarning xos

giymati bo'lsin, ya'ni biror nolmas: x € L,[0,1] element uchun
Ax(£) = Le(2) + [ 1sx(s)ds = Ax(1)
1]
tenglik bajarilsin. U holda
(t--Ax()+t-a, =0, (23.26)
bunda
]
@, = [sx(s)ds. (23.27)
[
Agar a, =0 bo'lsa, (23.26) tenglik (r-A)x(¢)=0 tenglikka aylanadi.
Bundan x ning nolga tengligiga ega bo’lamiz. Tanlanishiga ko'ra x=0.

Shunday ekan, &, #0. Yuqoridagi (23.26) tenglikdan

a, 1
x()=-—*+
HO5ipey

ni topamiz va buni (23.27) ¢ja qo'yib
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tenglikka ega bo'lamiz. «, # 0 bo'lganligi uchun
A(ﬂ)=l+i'%:i-ds=0
tenglikni hosil gilamiz.
Yetarliligi. Aytaylik AeC\[0,]] son uchun A(4)=0 tengly
bajarilsin, U holda x(1)=t(/— )" fynksiyani olsak,

(A-ADx(t)=(t - A)——+1]’s-—ds—rrl+f\—(b—J'IA(l) 0

tenglik bajariladi. Bundan 4 son 4 operator uchun xos giymat bo'lish;
t )
va x(1)=ﬁ unga mos xos funksiya bo’lishi kelib chigadi.
A operatorning [0,]] kesmadan tashqaridagi x0s giymatlarin;
topamiz. Hamma mantiy 4 lar uchun

e
AAY=1+ {2 ds>1
Js-A4

a
tengsizlik o'rinli. Bundan tashqari Im#0 bo'lsa, A(4)#0 bo'lishigy
ishonch hosil gilish giyin emas. 23.1-tasdiqga ko'ra 4 operator 4A>1 xqog
glymatlarga ega bo'lish mumkin. Aytaylik, 4>1 bo'lsin. U holda

I
)= [ 8 "’ ~>0;, limA(A)=—oo; limA(4)=1
ols— d=t P

munosabatlar o'rinli bo'ladi. Bu yerdan (1,e0) intervalda A(4) ning o'sishij
va yagona 4, € {l,») nuqtada A(4,)=0 tenglik bajarilishi kelib chigadj,
Shunday qilib, {0,1] kesmadan tashqarida A operatorning yagona xos
giymati mavjud ekanligiga ega bo'lamiz. Aytaylik, 4€C\[0.l} son 4
operatorning xos giymati bo'lmasin. 4-A/ operatorga teskari operatomi

topamiz (chunki, 14.3- teoremaga ko'ra (A-41)" operator mavjud):
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|
(A= ADx()=(t —x)x(l)+rjxr(s)zls =), x,yel[01]

tenglikdan (23.27) ni e’tiborga olgan holda x(z) ni topamiz:
~Ax() +t-a, =y(0),

bundan

x(t) = (r) -a, j (23.28)

X(f) uchun olingan (23.28) ifodani (23.27) ga go'ysak, @, uchun
ik . 1 2

= J'Lmds—arj » ds

A a5 =A

I

x

tenglamaga ega bo'lamiz. Bu yerdan, shartga ko'ra A(4)=0 bo'lganligi

uchun
w(s) o

g2

ni hosil gilamiz. Demak,
Yo _t 1 "rs(s) E

{ au /RNy | WINI SR

Ti=d t-A6(A)§s-A

Shunday qilib, 4 operatorning rezolventasi quyidagi formula bilan

aniglanadi:

R =22 - %M 20, yerion,

Olingan natijalardan ko'rinib turibdiki, agar 21eC\{[0,1]U{4;}} bo'lsa, u
holda D(R,(4))=L,[0,]] va R,(4) chegaralangan, bu yerda 4y €(l, %) va
A(4,)=0,

b) 2€[0] bo'lsin. U holda Im(A—A/)= L,[0,1], chunki y,(n)=!
funksiyani olsak, y,eIm(4-Al). Demak, D(R,(4))=L,[0,]] va, shuning
uchun, 4eo(4). Shunday qilib, 4  operatorning  spekir

a(4)=[0,]]JU{4,) to'plamdan iborat, bunda 4, (l.) va A(4,)=0.
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23.152. ¢, fazoda berilgan
Al =€), AX=(x)+ X5, %, 7 2%, 3%, 4%, X5 Xgs0-)
operatorning spektri va rezolventasini toping.
Yechish. a) 4 operatorning xos giymatlarini topish uchy, S
songa mos Ax = Ax yoki
(%, + X0 %, + 2,35, 45, X, , X, 500) = (A0, 4635 A%, (23,2,
tenglamani yechamiz. (23.29) tenglama quyidagi tenglamalar SiStEmaga
teng kuchli:
X+ = Ax), X+ 2%, = A 3x, = Ax,, dx, = AN, X, =A%, 025, (23.30)
Agar A¢{1,34} Do'lsa, (23.29) tenglik bajarlishi Uchup
X; =x, =x;=...=0 bo'lishi kerak. U holda (23.30) tenglamalar sistemasi
J(l ~Ax +x,=0
[x, +(2-A)x, =0
tenglamalar sistemasiga keladi. Bu tenglamalar sistemasi nolmag
yechimga ega bo‘lishi uchun (1-4)2-4)-1=0 yoki
A -32+1=0 (23.31)
tenglik bajarilishi kerak. (23.31) tenglama /11:2"(3—~/§), i1=z~1(3+‘/§)
ildizlarga ega. Bu yerdan kelib chiqadiki, (23.29) tenglam,

A=2"(3- J5) songa mos nolmas

-
(1) _ 1 == | 5
4 _[1‘ _2_—,0.0..“} (23.32)
yechimga va 4, =2"'(3++5) soniga mos nolmas
£ [1, 1 +2~B ’0’0""j (23.33)

yechimga ega, Shunday gilib, 4, =2"'(3-+5), 4, =2"(3+V5) sonlari A
operatorning xos giymatlari bo'ladi va (23.32) va (23.33) ko'rinishdagi

x" va x® eclementlar 4 operatorning 4 va 4, ga mos xos veklorlari
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bo'ladi. Agar 4 =1 bo'lsa x” =e¢,, #>5 nolmas element Ax® =157
tenglikni ganoatlantiradi, ya’ni 1 soni A operatorning cheksiz karrali xos
giymati va x® =¢ ,n>5 ko'rinishdagi elementlar unga mos Xos
vektorlar bo'ladi. Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, 4,=3,4, =4
sonlar ham A operatoming xos giymatlar bo'ladi va x =e,, x* = ¢,
lar esa ularga mos xos vektorlar bo‘ladi. Shunday qilib, 4 operator
27'3-45), 2'3++5). 1,3, 4  xos giymatlarga ega va boshqa xos
giymatlari yo'q. 2 (3~+5). 2'(3++/5), 3, 4 xo0s giymatlar operatorning
oddiy xos giymatlari bo’ladi.

b) Endi 1e{'(G-V5).2"(G++5),13 4} holni garaymiz. Ta'rifga
ko'ra, 4 operatorning 4 nuqtadagi rezolventasi 4 - A7 operatorining
teskarisi sifatida aniqlanadi.(4~A7)x =y, ya'ni

(1= A)xy + x5, %, + (2= 2)x,, (3= 2)x;, (4= Ayxy, (1= A%, ) = (015 Ya0ee s (23.34)
tenglikdan x ni topamiz. Buning uchun

A-Ax +x, =y,
x +(2-A)x, =y,

@-2)x; =¥y,
(8- )%, =Ya»
(1-Dx, =y,, n25,

tenglamalar sistemasini yechib

A0} b )
A2 -31+1
5 == U=4)ys
2 =—3 5
A =34+1
x=303-47
Xy =y4(4_,1)-|’
_X"=y”(]—-l)'|, nz5

X

munosabatlarni olamiz, ya'ni (23.34) tenglama

({2 A=Y -nt -4, ¥ s Vs Vi 3

i ‘ = s
R E a4l Bo3a+l 3-a4-a1-21-277)
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yagona yechimga ega. Shunday gilib, A OPeratomning
220 .
quyidagi formula bilan aniglanadi: fVentas,

(Q2=2)x-x, —x,+(-A)x, % % X
Ry(A)x= 1% 2 L X T
A =T e "’-"7"'-J

Ko'rinib  turibdiki, agar  Ae{'3-V5).27"G+5) 13 4
D(R;(4))=(,. Banax teoremasiga ko'ra (14.2-tecremaga qﬁrang)
chegaralangan operator  bo'ladi.  Shunday  gj)jp,

A2 27(3-45),2"3+/5),1.3, 4] lar, A4 operator uchun re
{ } gUIyar qiymal

qadi.
Quyidagi keltirilgan mashglar normalangan fazolardagi chizigli
zigli

bo'ladi. Bundan o(4)= {2 3-+5). 2" +3),1, 3. 4 tenglik kel;}, chi

chegaralangan operatorlarning xos giymatlari, Xos vektorlarj, Tezolventasi
ntasi
va spektrini o'rganishga mo‘ljallangan.
Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyidagi operatorlaming

x0s giymatlari va xos vektorlarini toping.

23.153. 4:C[0.7] > C[0,7],  (Ax)(1) = [sin(t +s)x(s)ds.

[}

2
23054, d:0, > 1, Ax:(-};x,,:xz,....-i-x,,,...).

3 n+l
23.155. 4:C[0.2] > C[0.2], (Ax)(t)x = x(0)¢* +x()1 +x(2),
23.156. A:0, >, Ax=(3x,,4x,,-2X;,5%,, X5, %)
23,157, 4R 5 R, Ax=(x.% 25,0, —X.%,).

Cl0N] - Clo], (Ax)e) = [@s+1s7)x(s)ds

(1]

23.158. +

23.159. A:l, 8y, AX=(x2%0, 25,35, X5, X, ¥paee)

1
23.160. A: 1[0 Lfo), (Ax)0)=x(0)+ f-\'(ﬂfﬁ'.
23161, AR 5 R, dx=(x +x5,x +X5,X +X;).
23.162. Aim—m,  Ax=(6x;,5%,,4%5,3%, 2%, X Xy, By )
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1
23163 A: L[]~ Ly|-L1], (A0 = [(r+ s+ is)s)ds .
-1

23164, 4:C(027] > Cl027], (Ax)0)= [cos(t + $)x(s)ds.
Q
23065, A:f, £, ap=(le 1. 3 1 ap=lon i ]
I i AX dllaz,\}.g_\:‘,z,\',‘ ,,,,, = J\zn_l-zir I

23.166. A:£,—>¢,, Ax =(x, +x,,x, +X,X, +x3’x4,,__’x",...).

23.167. 4:6, > ¢,,
23.168,

Ax =+ x5, %, — X5, %, — X3, %,,0,0,..) -

a

Tm= e Ax =(x,2x, +x;,%, +3%;,%,,0,0...)
1
23.169. 4:C[0.1] - C10,1], (Ax)(0) = [ (1 + 15)x(s)ds -
Q
23.170. 4:C-LI1> C[-L1],  (Ax)(7) = 2x(=1)r +3x (1.
23171, A:m—>m, Ax=(4.\71,5x2,3x3,2.\'4,x5,0,0...).

23.172. A: L,[0,%) - L,[0,0), (Ax)1)= %(%r 2x(0)+ x(N! .

Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyida berilgan
operatorlarning spektri va rezolventasini toping.
23.173. A:C[1,3] > C[1,3],  (Ax)(r) = x(2)t +x(3)r°.

23.174. A:m > m, Ax=(2x,,%x2,ix, nil, )

g e
23.175. 4:C[-22] > C[-2.2],  (Ax)(O)=|t|x(1)-

. | || B <L 1 2n+1
23.176. A:¢, = (,, Ax_(X'-EXZ’EX"’Zx"m’ﬂxz"’———Zn Tgmppood
23.177. A:C[0,2] > C[0,2], (Ax)(¢) =x(1)+x(2)¢ + 1 x(¢).

23.178. 4:C[0,]1—> C10,1], (Ax)(r):rzx(z)wj sx($)ds .

1 1
23.179. AL, £, sz(x[,;xz,...,—x,,,...).

n

23.180. 4:C[01] > C[01],  (Ax)) =*x(1) + x(0).



23.181.

23.182.
23.183.
23.184.

23.185.

23.186.

23.187.

23.188.

23.189.

23.190.
23.191.
23.192,
23.193.
A va

23.194.
holda

23.195.

23.196.

2 B (S ST N
A, =0, dAx _[3""?‘:""‘r! > z,r,'.,,,;..
AL 0N = L[01],  (Ax){0)={ +2)x().

Al =0, Ax=(0,x,X,..0,X,,00)-

Al =l Ax =(2x,,4x,,5%,,3%,, X5, Xg5--0) -

A:CION > CIOJ],  (Ax)(6)= (1) + x(0)* + x(1)*.
x X,

40,1, Ax=(0,xz,?’....,n_],...),

A1 L[0,00) > L[0,m), (Ax)s)=cx(n)+ [27 x(s)ds,
A:Ly(-0.00) > L,(—o0,0), (Ax)t)=arcigt- x{t).

1
ALl = L1, (X0 =rx()+ frsx(s)ds,

-1

A, 3L, Ax=(X,X50 0 X,000).

A:m—>m,  Ax=(x +Xp % + X3 X — X3 X ¥50en)
AL, > €y AX= (=X, XXy 0Ky s Xaee )
Faraz gilaylik 4:X — X chiziqli operator va 4" mavjud bo'lsip,
A" operatorlar bir xil xos vektorlarga ega. Isbotlang.

Faraz qilaylik 4e L(X) va A° ning xos vektori mavjud bo'lsin, y
A ham xos vektorga ega. Isbotlang.

A va R,(A) lar o'rin almashinuvchi operatorlardir. Isbotlang.

Faraz gilaylik A,z e p(4) bo’lsin, u holda Hilbert ayniyati

R(A) = R, (Ay=(A = t)R, (AR (A) = (A~ L)R, (AR, (D) ni isbotlang.

23.197.

Faraz qilaylik 4,Be L(X), A€ p(4)0p(B) bo'lsin.

Ry (4}~ R, (B)= R,(A)(B - A)R,(B) tenglikni isbotlang.

23.198.

Faraz qilaylik 4e L(.Y) bo'lsin. Biror 1€ p(4) uchun R, () to'la

uzluksiz (kompakt) bo'lishi mumkinmi?
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23.199. C[0:27] fazoni o'zini-o'ziga akslantiruvchi (4x)(t)=e" x(t)
operatorni garaymiz. o(4)={A€C:|A|=1} tenglikni isbotlang.
23.200. C[0;1] fazoni o'zini-o‘ziga akslantiruvchi (Ax)()= x(0) +¢x(1)
operatorni garaymiz. o(4) va R,(4)} larni toping.
23.201. L to'plam A Hilbert fazosining qism fazosi, P esa L ga
ortogonal proyeksiyalash operatori bo'lsin. P operatomning spektrini
toping, R,(P) ni P orqali ifodalang.
23.202. H Hilbert fazosi, e, (ne N) undagi ixtiyoriy ortonormal bazis
bo'lsin. 4: H — H operatorni quyidagicha aniglaymiz: A4e =0,
Ae,,,=e (ke N).

a) Ae L(H) munosabatni isbotlang;

b) 4' operalorni toping;

c) o(A)={AeC: |11} tenglikni isbotlang;

d} o(d)={AleC:|A|<l} to'plamning ixtiyoriy nugtasi 4

operatorning xos giymati ekanligini isbotlang;

e) o(4d')={1eC:|2|s1} tenglikni isbotlang;

f) 4" operatorning xos qgiymatlari yo'q ekanligini isbotlang.
23.203. C[0;1] fazoda differensiallash (A4x)(7)=dx/dr operatorini
qaraymiz. Quyidagilami isbotlang.
a) agar D(A)={xeC[0,1]: x' e C[0, 1], x(0)=0} bo'lsa, o () bo'sh to'plam.
b) agar D(4)={xe([0,1]: x'€C[0,1]} bo'lsa, u holda o(A4)=C tenglik
o'rinli hamda istalgan kompleks son 4 operatorning xos qiymati bo'ladi.
¢) agar D(4)={xe C[0,1}: x" e C[0, 1], x(0)=x(1)} bo'lsa, u holda o(4) fagat
2zin (ne Z) ko'rinishdagi xos giymatlardan iborat.
23.204. Faraz qgilaylik A,Be L(X) bo'lsin. o(4-B) va o(B-A)

to'plamlarning noldan farqli elementlari bir xil ekanligini isbotlang.
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23.205. Faraz gilaylik A€L(X) bo'lsin. 2eC soni A operatomning xos
giymati bo'lishi uchun shunday x,eD(4) (neN)lix,|=! ketma-ketlik
mavjud bo'lib, || Ax, — Ax, |- 0 munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbotlang.

23.206. Faraz ilaylik AeL(X), Aea(d) bo'lsin. Istalgan ne N uchun
A" e o(4") ekanligini isbotlang.

23.207. Faraz qilaylik 4eZ(X) uchun uzluksiz teskari operator mavjud
bo'lsin. Aeg(4") bolishi uchun i'eo(4) bo'lishi zamr va yetarii.

Isbotlang.

24-§. Kompakt operatorlar va integral tenglamalar

Kompakt operatorlar va integral tenglamalarga oid ma’'lumotlami
va ularning asosiy xossalarini ¢'quv-go'llanmaning IV bobidan topish
mumkKin,

24.1. Kompakt operatorlar

Kompakt (to'la uziuksiz) operatorlar ta'rifi va ulaming asosiy
xossalarini o'quv-qo’llanmaning 17-18 paragraflaridan topish mumkin.

Endi operatorlarning kompakt yoki kompakt emasligi tekshirishga
doir bir nechta misollar qaraymiz.
tenglik bilan

4.1, Al = f, operator Ax = (@, 8y X eees B Faress )

aniqlangan. Bu operator kompakt bo'lishi ychun  lima, =0
munosabatning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.
Isbot. Yetariligi, lima,=0 bo'lsin. Quyidagi A, =123

operatorlar ketma-ketligini qaraymiz:
A, X = (%), 0,5 50,3, %,.0.0,-.) x=(x, %) €&,
Istalgan » natural son uchun 4, chekli o'lchamli chegaralangan

operatordir, 17.2-teoremaga ko'ra 4, kompakt operator po'ladi. Bu {4}
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ketma-ketlikning berilgan 4 operatorga tekis yaginlashishini

ko'rsatamiz. Buning uchun » -« da |4, —~A4]—>0 bo'lshini ko'rsatish

yetarli. Har bir xe£, vektor uchun

o«

1 1
lA,x = x| =( ila‘_|’|xk|"Jp < sup Iakl( Z\xky')’, < Hx" sup |ak|.
Eepel nelskem 1

k=n+ n+l<k<on

Bu yerdan |4, — 4|< sup |4, tengsizlik kelib chiqadi. lima, =0 sharidan
i<k cm i

lim |4, — 4| <lim sup |a,|=0

AD pelsk<en
ckanligi kelib chigadi. U holda lim|4,~4}=0. 18.1-natijaga ko'ra 4
H—x
kompakt operator bo'ladi.
Zaruriyligi. Teskarisini faraz qgilaylik, ya'ni 4 kompakt operator

bo'lsin, ammo }IL";UH =0 shart bajarilmasin. U holda shunday a>0 son

va #n,(n, > o) natural sonlar ketma-ketligi mavjud bo'lib, iﬂ,u 2da
tengsizliklar bajariladi, M ={*ef,:x% =¢, , k=12,...] to'plamni qaraymiz.
Bu to'plam chegaralangan to‘plamdir, chunki ixtiyorly x* €M uchun
|| =1. Bu to'plamning 4 akslantirishdagi tasviri A(M) ning nisbiy

kompakt emasligini ko'rsatamiz. Hagigatan ham, =P =

=(0.0..0,0,a,,.0,.)=qa, e, tenglikdan, hamda E""'m

>a dan i# j da,

[0~y |- !II"”*"”‘ -a, e, |z Y2a (24.1)

tengsizlik kelib chiqadi. (24.1) tengsizlik 4(M)

to'plamdan olingan
"} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib olish
mumkin emasligini ko'rsatadi, ya'ni 4(4/) nisbiy kompakt to‘plam emas.
4 operator chegaralangan A/ to'plamni nisbiy kompakt bo‘lmagan

A(M) to'plamga akslantirgani uchun A operator kompakt emas. Bu
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ziddiyat lim a, =0 munosabatni isbotlaydi.
H—rm

24.2. A:C[0J] > Cl0.1], (Ax)(t)=1x(1) operatorni kompaktlikka tekshiring.
Yechish. 4 ni kompakt operator deb faraz gilaylik, {; holda
quyidagi ~ ®={reC0,]]:x(t)=0,1€[0,0,5]}  to'plamda aniglangan
(Bx)(t)=1x(r), D(B)=® operator ham 4 ning gismi sifatida Kompak;
operator bo'lishi kerak. Lekin B operator ® to'plamni yang
to'plamga akslantiradi va chegaralangan teskari operatorga ega:

(B y)0) =35i’. D(B)=.

18.2-natijaga asosan cheksiz o'lchamli fazoda kompakt operatoming
chegaralangan teskarisi mavjud emas. Demak, A kompakt operator
emas.

24.3. C[0.]] Banax fazosida

’} Jx(s)ds, {#0,

(4x)(0)=x(0)

(Ax)r) =+

formula bilan aniglangan 4 operatorning chegaralangan, ammo
kompakt emasligini ko'rsating.

Yechish. a) 4 operator uchun D(4)=C[0]] va Im.1cCf0,1]
ekanligini, ya'ni ixtiyoriy xeCj0l] uchun AxeC[Gl] ekanligini
ko'rsatamiz. Ixtiyoriy xe C[0,]] uchun p{r)=(4x)#) funksiyaning 7=0
nuqtada o'ngdan uzluksizligi x funksiyaning t=0 nuqtada

uzluksizligidan va
i i 1%
)~ )| =L x(s) s - L x00) as| < fixts) - x(0) ds
g 1o {0 1o

tengsizlikdan kelib chiqadi. Endi ¢, =0 bo'lsin deb faraz gilaylik. U holda
ixtiyoriy 0<¢<1 uchun quyidagiga ega bo'lamiz:

Iy

Ir 1f|; _ll o !_i) x(ghfj
_v(r)—y(lo)=;{x(s)ds—E{x(s)ds—;r{x{.\?)ds KR £

383



yoki
I ,\" i (24.2)

d 11
[RIG BRI ES Eb [t=to|+|-=—
f I
(24.2) dan limy(1) = y(s,) tenglik kelib chiqadi. Shunday qilib, » funksiya
[0.1] da uzluksiz ekan, yani y=AxeC[0.l].
b) Endi A ning chegaralangan operator ekanligini ko'Tsatamiz.
L} I [}
[[4x = max ‘ljx(s)ds ‘s {Ixf| max = [ds = (38
usest | £y | nzisl f g
Demak, [4/<l, ya'ni 4 chegaralangan operator ekan.

¢) A kompakt operator emasligini ko'rsatamiz. Uzluksiz
funksiyalar ketma-ketligi x,(¢), n=0,12,..., ni quyidagicha quramiz:

o 0, agar (& (27, 27),
)= 4 A
1-2-3.22| agar 1e(27,27").

ix,} chegaralangan ketma-ketlikdir, chunki ixtiyoriy x, uchun
.= max [, ()] =1

P =(4Ax 1), n=12,..., funksiyalarni topamiz:

te [o. 2‘“"].

0,

V) =+ : ;((1 —2" ":ls —3 .2'"'?])45. fie (@27 2,
lyna ref27"1].
i

U holda

v, (2M=2".2""=272 y (27")=0, n=234,..., m=123,.... m#n

chunki y,_,(t)=0, €[0,2™"""]. Bu tengliklardan # # 1 bo'lganda

|22 (24.3)

1Y, = Y
kelib chigadi. (24.3) tengsizlikdan kc'rinadiki, {y, =4x,} ketma-
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ketlikdan yaginlachuvchi gismiy ketma-ketlik ajranib olish mumkin
emas. Bundan 4 kompakt operator emas degan xitlosaga kelamiz.

b
24.4. A:Cila,b}> Cla,b], (Ax)s)= J‘K(s,f)x(l)d,

o

operator berilgan. Bu yerda  K(s,0) 7={s.0: assrsb)  Ivadutds
uzluksiz bo'lgan biror funksiya. Shu operatorning kompalliEkei
ko'rsating.

Yechish. K(s,/) funksiya T yopiq sohada uzluksiz bo'lganlig
sababli Veyershtrass teoremasiga ko'ra ixtiyorly &~ 0 saRlGeEnE
shunday 7 natural son va

P (sit)= ZZ Cy.\;‘r-"

1=1 =1
ko'phad mavjud bo'lib,

K-PJ< r_nz}xJK(s,t)—P,,(s.r) <g
K i ‘Isin.
tengsizlik bajariladi. Aytaylik, 4,/ - ixtiyony natural sonlar bo'lst

Cla.bl ni bir olchamli o ko'rinishdagi funksiyalar fazosiga
akslantiruvchi
b
(A4, x)(5) = s* e x(0)dt
4 bir o'lchamli operator

operatorni qaraymlz A,, chegaralangan V

bo'ladi
bo'lganligi uchun 17.2-teoremaga ko'1a u kompakt Operator

Ixtiyoriy ¥ uchun
L]
(4,x)(0) = IP,‘(.\',f)_v{r)df
i kli chizig]
operator 4,, ko'rinishdagi kompakl operatorlaming chekli q
t operatordir
kombinatsiyasidan iborat bo'lganligi uchun kompakt Ope

Bundan tashqgarni,
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b b
[dx — ox|=max |[ P (s,)x(1)dl - [ K(s,0x(0)dl| <

SRR (24.4)
ggyamn—Kmomnmmsw—mﬂm—mww
(24.4) dan
|4, -4} b-a)-|P, - K| sb-a) (24.5)

tengsizlik kelib chigadi. (24.5) dagi £>0 ixiiyoriy bo'lganligi sababli
shunday P, (s,) ko'p hadlar ketma-ketligini tanlash mumkinkji,
lim| 4,-4]=0,

Shunday qilib,{4,} kompakt operatorlar ketma-ketligi 4 operatorga
t2kis yacinlashar ekan. U holda 18.1-natijaga ko'ra 4 ning kompakt
operator ekanligini olamiz.

Izoh. 24.4-misolda keltirilgan 4 operatoming kompaktligini
K(s,t) ning [a,b]x[a,b] kvadratda tekis uzluksizligidan va Arsela
teoremasidan ham keltirib chigarish mumkin (3.6-teoremaga garang).
24.5. A:C[0,1]— C[0,1], (Ax)(®)=x(r")
operatorning kompakt emasligini ko'rsating.

Yechish. Dastlab 4 teskarilanuvchan operator ekanligini
ko'rsatamiz. Ax=0 yoki x(t*)=0 tenglama t' = s almashtirishdan keyin
x(s)=0 tenglamaga keladi. Shuning uchun, 4x=0 tenglama faqat x=0
yechimga ega, shunday ekan, 4 teskarilanuvchan operator. Ixtiyoriy
»eCl0,]] uchun Ax=y tenglama yoki x(t*)=y(1) tenglamani yechamiz.
Agar s=1¢t" almashtirishni olsak, 0<7<1 bo'lganda 0<s<1 bo'ladi va
x*)=y(r) tenglama x(s)=y(¥/s) Ko'rinishni oladi, ya'ni 4x=y tenglama
yechimi x(t)=y(‘~/;) ko'rinishga ega. Bu yerdan A operator C[0.1]
lazoning hamma yerida aniqlanganligi va (4 'Jv’)(t)=_V(‘\/i) formula

vositasida ta’sir qilishi kelib chigadi. Endi ixtiyoriy y € C[0,1] uchun
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ﬂ/l"y”&mxly(?/f)': max ’y(%)i: max|y(.s‘)|=,’y§i
o<1’ uedirel’ " ogssl

munosobatlar o'rinli bo'lgani uchun 4 ' chegaralangan bo'ladi. U holda
18.2- natijaga ko’ra, 4 kompakt operator emas.

24.6. p<C[0,]] nolmas funksiyaga ganday shartlar go'yilganda
A:C[0,1 = C[0,1], Ax(r)=p(r)x{t) operator kompakt bo'ladi.

24.7. A:C[0,] - C[0,1], Ax(:):j K(t,5)x(s)ds +‘Zj@(1)xm)

operator berilgan, bu yerda K(s,0), T={s.0: 0<s,¢<1} birlik
kvadratda  uzluksiz  bolgan  biror  funksiya. ¢, € CTOJ),
t, €[0,l], k=1,2,...,n. Bu operatorning kompaktligini isbotlang.

24.8. Ax(¢)=x'(r) differensial operator

a) €01 ni ClO] ga;

b) CP[0] ni CV[0)] ga;

c) €103 ni ClI0}] ga,

akslantiruvehi operator sifatida kompakt bo'ladimi?
249. A:La,b)— Lab], Axt)=[x(z)dr
0
operatorning kompakt bo'lishini isbotlang.
24.10. Quyidagi operatorlardan gaysilari kompakt operator bo'ladi?
a) A1, >, Ax=(0,x,X,,...);

X, Xi
b) A4:0,-0, Ax:(-"n?:?’“‘);

) A, 1, Ax=(0,x[,z—2,%,..-j .

24.11. Quyidagi ichiga joylashtirish operatorlarining kompakt bo'lishini
isbotlang:

a) 1:C"[a,b] > Cla,b], Ix=x;
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a) £:H"[a,b] > Cla,b], Ix=x.
Bu yerda H®"[a,b] -[a,b] kesmada uzluksiz defferensiallanuvchi

funksiyalar fazosi bo'lib, unda skalyar ko'paytma

(o) = [ 70 +x') YD) la

tenglik bilan aniglanadi.
2402, A:HYa,b] > Ly[a,b], Ax(t)=x(f)

Operatorning kompakt ekanligini isbotlang.

1
2413, 4: L[]} > L[-Ll], Ax() = | Psx(s)ds

Operatoming kompakt ekanligini isbotlang va spektrini toping.
1

24.14. A:L,[0,1] > L,[0,1], Ax(t)=]{s(l—s)x(s)ds
L1}

operatorning kompakt ekanligini isbotlang va spektrini toping.

24.15. O'z-0'ziga qo'shma operatoming har xil xos giymatlariga mos
keluvchi xos vektorlari o'zaro ortogonal ekanligini isbotlang.

24.16. Cheksiz o'lchamli H Hilbert fazoda berilgan A o'z-o'ziga
go'shma kompakt operator cheklita xos giymatlarga ega bo’lsin. U holda
A=0 son A4 operatorninf xos giymati bo'lishini isbotlang.

24.17. H separabel Hilbert fazoda 4 kompakt operator berilgan bo'lsin.
a) A" 4 ning o'z-0'ziga qo'shma kompakt operator bo'lishini isbotlang.

1

D) d'dx=Y p,(x.h)h, tasvirda barcha n larda 4, >0 ekanligini
isbotlang.
1 | . .
¢) 4, =y #,, e,=—dAh, bo'lsin. {e,} lar ortonommal sistema tashkil
/‘n

ailishini va ixtiyoriy x € H lar uchun
Ax=32,(x,h)e,
tasvir o‘rinli ekanligini isbotlang (4, lar A operatorning singulyar
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sonlari deb ataladi).

Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyida

operatorlarning kompaktligini ko'rsating.

2418, A:C[0]]>C[0,I], (D)D)= [ +snx(D)dr.

24.19.

24.20.

24.21.

24.22.

24.23.

24.24.

24.25.

24.26. .

24.27.

24.28.

24.29. .

24.30. .

24.31.

i

N

&

L, Av:(o,le,o,

(L0 > L,[0,1], (Ax)(s) = i 7 :

i

:C[0,7] - C[0,7],  (dx)(s) = [cos(s +)x(D)dl,

28 X X
2 e, Ax = ,-,_zb—J.,__,—i-.... L
2 s, G2 3 T

1
(L[00) > Ljo),  (4x)e) = [(s*r+s)x()dt,
CI01] > COJ),  (Ax)(r)=x(0)t + x()t*.

1L,[0,71] > L,[0,7], (Ax)(s)= I(s cost +1coss)x{f)dr.
0

*4
4

Xy
10,2
2n )

1 1
1, L, A= (5%, ,45,3%,,2X Xy Xy Kpser ) -

2 n—4

s, AX = (X5 F XXy + Xy Xy X0 X5, X6,0,0.0,00).

:C10.2] > Cl02],  (Ax)(s) = [sin(s +0)x(r)d!.

0

x

:C[0, 7] —» C[0, 7],  (dx)(s)= Jcos(s ~1)x(t)dt.

0

1
0y €, Ax =(ln2xl,ln(l + %)xz,....ln(l +;)x,,,...).

] i 1 1
P Ax=(arclgl-xl,arctgi-xz,..., al'clg;~.\',,,...J.

x(1)dt.
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24.32. 4:C[0,1]1—> C[O,1], (Ax)(s)=ji—+15—l x(O)dt .

2433, A:0, 0, Ax=(%,25;,3%5,...,9%5,10%,,0,0...) .
I 1
24.34. A4: €,—>L,, Ax=(100x ,99_\'2,...,2x.).,,xm(,,]—al-.\‘m.,---,;x,.,---)-

2435, 4:C[03]->C[03],  (AX)() = x(0) + 3Dt +x(2)1* +x(3)1’.

11 1 1
24.36. 4:¢, > ¢, Ax=(O,O,O,O,x,,Exz,a—x;,z-\}r--ixmu-)-
3]
2437, A:C[-11]> CI-L1], (Ax)}s)=] R x(t)dt.
T R

Laboratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyida berilgan operator-

laming kompakt emasligini ko'rsating.

1 1
2438, A:0, >4, Ax= (x,,Exz,...,Ex,o,x,,,x,g,---)-

24.39. A:C[0,1]]—>C[0]], (dx)() = (¢ + Dx(D).
24.40. A:¢, > ¢, Ax=(0,x,,0,x,,...,0,%,,,...).

] 1
2441, A:8, > ¢, Ax:(x,,;xz,.\‘B,;x“...,xz,,,,,_}—~\'g,,’~-)-
2 4 Zn

24.42. A:C[01]>C[01], (Ax)(1)=x(t*).

24.43. A:C[0,]] = C[0,1], (Ax)r)=(1+20x(r).

1
2444, A:0, > 1, ,4x=(2x,,(1+l)2xz,(l+§)]x3,...,(l+—)"x,,....).
- n

24.45. A:C[-11]> C[-L1}, (4x)(0)= ];[x(l) + x(=0)]-

24.46. A:C[-L1]—C[-11], (4x)(®) = (" + D)x(r).

7 2
2447, 4:0, > ¢, Ax=(sini-_\',.sin—”-.rz,...,sinﬂtxn,.‘.).
4 4 4

2448. A:C[-LI]1- C[-L1], (Ax)(¢) = x()).
24.49. A:0, >L,, Ax=(2x,02%,.0,....2%, ,,0,...).
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24.50. A:Cl00] > C[0)],  (Ax)r)= VT +Ix(r).
24.51. A: L0, 1,00,1], (Ax)1)=(sint +cost)x(r).

e 2 45 n
24.52. 4:0,>¢ s T T e A
2 2 Ax (5 X 9"- 13\:, T |

2 ) .
24.53. A1, >L,, Ax:(.vl,(l+£)'x2,(1+%);x,,--~,(l+;{) T

24.54. 2 L,|0,00) = L,[0.0), (Ax)1) = {—:%x(l).

24.55. A:L[-11]> L[-L1), (Ax)}(0)=(* +20+3)x(1).
2456. A:0,— £, Ax=(x.0,0,0,x,,0,0,0,x,.....%,,,.0,00,...}
24.57. A:0, > £,, Ax=(0,0,0,0,0,%;,%,%3,..,%p,...)

24.2. Integral tenglamalar
Integral tenglamalarga oid topshiriglami bajarish uchun Fredholy,
integral tenglamasining ta’'nfini, uning turlardni va Fredholy,
teoremalarini o'rganib chiqish kerak. Kerakli ma’lumotlarni 19-20.§
lardan garab olish mumkin.
Integral tenglamalarni yechishga doir bir nechta misollar qaraymiz,
24.58. Ushbu

x(s) - j'(sl +5Y)x({)dt =0
5

ajralgan yadroli integral tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan integral tenglamani quyidagicha yozib olamiz:
x(s) - s_ilx(t)d{ -s* j!x(t)dr =0 (24.6)
i 4
Agar
o= [1x)dr, @, = [x()d (247)
| |

belgilashlarni kiritsak, (24.6) dan x(s) uchun



ifodani hosil qilamiz, Agar (24.8) dagi @; va @, o'zgarmaslar aniqlansa,

x(8)=a, s+a,s’ (24.8)

(24.8) tenglik bilan aniglangan x funksiya berilgan integral
tenglamaning yechimi bo'ladi. @ va @» o'zgarmaslarni aniglash uchun

{24.8) ni (24.7) ga qo'yib, quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasini hosil
qilamiz;

- ; 3 )
@, = [t (et +at®)di =a [Pt +a, [1dh,
.I l-l l" (24.9)
]a: = !’ (ot +a:_r=)d; = jr dt +a3[f di.
. 4 -l .

Endi

1 1 5 1
Jedt=0, [idi==, [fdr=0
il 4 3 =il

tengliklami nazarda tutsak, {24.9) sistemani quyidagicha yozish mumkin:

2 |
a, = ;cz,, Ecx. =),
= yoki
2 1
& =50, e, =0
i 3 3

Bu yerdan @, =@, =0 ni olamiz. Demak, berilgan tenglama yechimi
x(s)=a;s+ azsz =0 nol funksiyadan iborat bo’ladi.
24.59. Ushbu

2x
x(s) - A [sin(3s+ t)x(1)dl = coss
0

ajralgan yadroli integral tenglamani yeching.
Yechish. Agar sin(3s+¢)=sin3s-coss +cos3s-sinz ayniyatni hisobga

olsak, berilgan integral tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

r 2
x(s) = Zsin3s [cost x(t)dt + Acos3s [sine x(1)dl + coss (24.10)
0 d
Bu yerda
2z 2x
a, = [costx(t)di, a, = |sinex(t)dr (24.11)
0 0
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B

belgilashlarni kiritsak, (24.10) dan x(s) uchun
x(s)= Ae, sin3s+ Aar, c0s3s+ coss (2419
ifodani olamiz. Endi @, va @, o'zgarmaslarni topish uchun (24.19 -
(24.11) tengliklarga go'yib,
o, = A “bfrsin 3t costdt + Aa, Icos3t -costd + l‘jjcosztdt
27 2 o (24,13
a, = Aa, {sin 3¢ sintdl+ Aa, {sint -cos3tdl+ josmlcostdl

algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Agar (24.13) da

2z 2n 1;‘! L
[sin3t-costdt=0, ([cos3r-costdr=0, [cos™tdi=ax,
0 0 0

2

2r 2=
Jsin3r-sintdt=0, [sint-cosdtdt=0, [sint-costdr=0
[ 0 o

ekanligini e’tiborga olsak,o;=7, «,=0 lami hosil gilamiz. Demak,
tekshirilayotgan integral tenglama A parametming barcha nolmgg
qiymatlari uchun yagona yechimga ega Vva bu yechip
x(s)=r Asin3s+coss funksiyadan iborat.

24.60. Ushbu
x(s)=1+s+ [(s-O)x()at (24.14)
0

Volterra tipidagi integral tenglamani ketma-ket yaqinlashishlar usyli
yordamida yeching.

Yechish, Boshlang'ich yaqinlashish sifatida x,(s)=1 funksiyani olib,
keyingi yaginlashishlami

X, (8) =15+ [(s=0)x,,(O)dt, n=1,2,.
0

iteratsion formula yordamida topamiz:
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. 1
.\'I(.\)=l+s+f(s—!)d(=]+s+%._

'l
L3

1
rt.ﬂ—l+s+_|'(s r}[1+.‘+ ]df—|+s+s J?]i-a.

0
Bt sty

.'.-.(slzI+:r+l(w-.-—r)[lu-«-‘r RSP }fr—]u-e- z!*i*ﬁ"?’ﬁ'

23 Al

Bu Jarayonni n marta takrorlash natijasida quyidagiga ega bo‘lamiz:
.!“ 3 L n-1 57«
x (S)_I+s+"-;'r+§+"' @i —(zn)!.
i
Bu yerdan ko'rinib turibdiki, x,(s) funksiya 2, I =e¢’ gatorning 2n -
k=0 K
Xususiy yig‘indisidan iborat. Shuning uchun

x(s) = lim x,(s)=¢",
n—»w

Demak, (24.14) integral tenglama yechimi x(s)=e¢° funksiyadan iborat
ekan.
Endi mustaqil yechish uchun misollar keltiramiz.
24.61. Agar:
q) a=-z/4, b=xl4, K{t,s)=1tgs, flO)=1;
b) a=0, b=n/2, K({1,s)=sintcoss, f(t)=sint;
ct a=0, b=x, K(,s)=sintcoss, f({)=sint;
d) a=0, b=1, K(@,s)=t+s-2s, f{)=t+1";
e) a=-1, b=1, K(,s)=ts~1's, fu)y=1 +1';
) a=0, b=27, K(t,s)=|z~slsint, f(H)=1t;
g) a=0, b=x, K(,s)=sins+scost, f(t)=1-2t/x;
h) a=0, b=x, K(r,s)=sin(1-2s), f(r)=cos2;

bo'lsa, Cla,b] fazoda
x(1) - A}K (£, s)x(s)ds = f(1)

tenglamaning yechimini toping.
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24.62. Agar:
a) a=0, b=2m, K({,s)=sin(l+s);
b) a=0, b=r, K(,s)=cos(t+5);
c) a=0, b=1, K(,5)=2s-41%;
d) a=-1, b=1, K(1,5)=1s+1’s*
bo'lsa, Cfa,6] fazoda

x(t) - Z}K(t,.v)x(s)a’s =0
tenglamaning yechimini toping.
24.63. Agar:
a) a=-1, b=1, K(t,5)=ts, f()=at*+pt+y;
b) a=0, b=nm, K(,s)=cos(t+s), f(1)=asins+f;
c)a=-1, b=1, K@,s)=1*-2s, fl)=al*-p;
d) a=-1, b=1, K(t,s)=31+15-5¢'s%, f()=al
bo'lsa, bu tenglama erkin hadiga kiruvchi @, f, 7 parametrlaming

barcha giymatlarida Cla,b] fazoda
L}
x(1y = A[ K (t,5)x(s)ds = (1)

tenglamaning yechimini toping.

24.64. Ixtiyoriy A€ C va ixtiyoriy f € L,[0,27] uchun
x(6) = A [sin( £~ 25)x(s)ds = £ (1)
()

tenglama yechimga ega ekanligini isbotlang va uning yechimini toping.
24.65. Agar:
- t, agar 0<t<s<l,
a) a=0, b=1, K(r.5)=
5. agar 0<s<t<];
sintcoss, agar 0<t<s<x/2,

b) a=0,6=7/2, K¢.5)=
-5) sinscost, agar 0Ss<t<x/2;
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(sintcoss, agar 0S/<s<,

C) a=0, b=7/2 [\"(!.s)=i

(8

sinscost, agar 0<s<(<m,
‘s(¢+1), agar 0S1<s<|,
d =0, b= L (1,5)=
=0, £, K it(s+1), agar 0<s<t<l;
= g e
e} a=0, b=1, K{,s)=e ;

(t+1)(s-2), agar 051<s5<1.

f) a=0, 6=1, K(1,5)=
(s+1)(r—2), agar 0ss<1<1

bo'lsa, Cla,b] fazoda
L]
(- A[K(1,5)x(s)ds = 0

integral tenglamaning 2, xarakteristik sonlari va ¢, xos funksiyalarini
toping.
24.66. Agar;

t(s~1), agar 0<t<s<l,
s(t-1), agar 0<s<t<l;

a) f(n=1, K(t,s)={

Jf(l+])s, agar 0st<s<l,

b = < =
IRl g0ty K(os) [(s+1), agar 0<s<<1

bo'lsa,
]
x(t) = AJK(1.5)x(s)ds = f(1)
[

integral tenglamaning yechimini toping.

Laboratoriya ishlari uchun topshirigqlar. Integral tenglama 4
parametrning ganday giymatlarida yechimga ega, ganday qiymatlarida
yechim mavjud emas, ganday giymatlarida yechim cheksiz ko'p. Yechim
mavjud bo'lgan hollarda yechimni toping.

24.67. x(s)- z}s(l +0)x(1)dt = 5*

1
24.68. x(s)— A[ (s + s°)x(Ddt = 5° +1
[}
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24.09.

24.70.

24.71.

24.72.

24.73.

24.74.

24.75.

24.76.

24.77.

24.78.

24.79.

24.80.

I
. x(s) - 2._[ (s+)x(t)dt =
-1

|
x(5) = Afsx(1)dt =sin2zs
] 2
x(s)— Af (1 +s0)x()dt = 57 =1
0
] fr=1-2
x(s)— 1+ 2s =]-—
x(s) i( +28)x(¢)elt =
1
X(8) = A[ ¢+ s+ 52050t =57 +2s
-1
1
x(s)— /lj ssin 2z ¢ x(Ndt =5
4]
1
x()-Af (¢ +st+ s2x()dt =257 +5
0
mf4
x(s)= A [ 1g1- x(t)dt = coss
—z/4
x(s)~ A [cos(s + )x(t)d =sins
x(s)- A "j'sin s - cost x(f)dt = coss

~r

)
x(s) - j'(sl+sztz)x(l)dt=l+s2
-1
x(s)— 2.‘[ (s +s°)x({)dt =sinz s
=i

x(s)— ﬂ.i sin(s + #)x(2)dt = coss
0

3
+=s
2

(SRR

1
x()- A (I+st + ) x(dt=1+s
3
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1 =t
24.83. x(s) — A arccost -x(0)dl = ;/ T
0

1
24.84. x(s)— A ™' x(t)dt = ¥
4]

1
24.85. x(s)— A [ L+t +s1?)x(D)dt =s°
-1

1
24.86. x(s) - Af (1 +1+ 5+ st)x(t)dt =25 + 52
Q

Lahoratoriya ishlari uchun topshiriglar. Quyidagi Volterra yoki
Fredholm integral tenglamasini ketma-ket yaqinlashish usuli yordamida
yeching. Nolinchi yaginlashish berilgan. Iteratsiyaning ikkinchi hadi

X,(s) ni toping.

24.87. x(s)=s +’£ x(O)dt, . x,(s)=5
24.88. x(s)=1+ { (s=0xdr,  x,(s)=1
24.89. x(s)=2s> +2— isx(r)dt, x,(5)=2
2490, x(s)=s+1+ [x(Ddt,  x,(5)=2s
5
2491, x(s)=5+ [ (s—Dx(elt,  xp(s)=0
0
2492, x(5)=1+ [ (1—)x(0)dts  %o(s)=0
0
2493, x(5)=25- L L s0xdl,  xp(5)=0
6 93,

24.94. x(s)=1+ ]'x(t)dl, xo(s)=0
(1]
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24.,95.

24.96.

24.97.

24.98.

24.99.

24.100.

24.101.

24,102.

24.103.

24.104.

24.105.

t
x(s)=e" — g + ~1— "".]T J.x(I)dl, x,($)=0
2 2 2
iy 5
Y=~ (tsx(t)dr +=s, x,(s)=+
x(s) 20jsx() s A
I 1
x(s) = é{ (s +)x(t)dt +§s 259 X, (s)=2s
1
x(s) = % 'l'x(t)dt +5, X,(s)=3s
0
1
x(s)= % j'm(/ Yt +5+1, X (s)=1
x(s)= ij.'cos2 t-x()dt + 1, x(s)=1
7o
x(s)=7ri[(l~—s)sin 27rtx(1)d/+%(1—s). Xls)=2
x(s)= 2 fsins-rx()dr + 2sins,  x(s)=]
27,
! ’
x(s)= l [x(r)dt +sinzs, xy(s)=3
g 2
x(s)=s+ Jx(l)a’t, Xp(8)=s
0
l.
x(s)=s+1+s° Jx([)dt, Xp(s)=2s,

4]

399



Javoblar va ko‘'rsatmalar
21-§
1. p, metrika bo'ladi, p;,0;,p, lar metrika bo'lmaydi. 2.Ha. 3. p,

metrika bo'lmaydi, p,,p,,0:, 05 lar metrika bo'ladi. 16. a) Ha. b} Yo'q. c)

Ha. d) Ha. 17. ¢®[0y] da yo'q, L[] da ha. 18. 17-misoldan
foydalaning. 20. Har bir ke N uchun [0,1] kesmada £, Y. A"

funksiyalarni quyidagi usul bilan aniglaymiz: f*’(0)=1 va

Jl, agar i-—<xs
5900 = g

=1.1]

Lk k]
Bu funksiyalami tartib bilan nomerlab, {g,} ketma-ketlikni hosil gilamiz.

lO, agar xe(0;1]t

{g,} ketma-ketlik nol funksiyaga £[0,1] fazoda yaginlashadi va biror
nuqtada ham nolga yaqinlashmaydi. 22. 16-misoldagi ketma-ketliklarni
tahlil qiling. 23. x,, y,, 2., e, Ketma-ketliklar barcha metrik fazolarda

uzoglashuvchi, u, Kketma-ketlik ¢,,¢ wva m metrik fazolarda

n

yaqinlashuvchi, agar @ p>1 bo'lsa, u ¢, fazoda ham yaqinlashuvchi, £,

da uzoqlashuvchi. 28. Ha. 31. a), b}, c) larga mos yopiq sharlar 21.1-21.3

chizmalar,

21.1-chizma. 21.2-chizma. 21.3-chizma.
a), b), c) larga mos ochiq sharlar 21.4-21.6 chizmalar,
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21.4-chizma, 21.5-chizma. 21.6-chizma

a), b), ¢} larga mos sferalar 21.7-21.9 chizmalar

) by Q ‘—\

- 1

21.7-chizma. 21.8-chizma. 21.9-chizma.

d) B(0,)={0}, B{0,1] - yopiq shar ox, va ox, o'qlarining birlashmasidan

iborat. 32. Radiusi 1 ga teng sfera - (0,1,2) nuqgtadan o'tuvchi va
koordinata o'qlariga parallel to'g'ri chiziqlardan ularning kesishish
nuqtasi (0,1,2) ni chiqarib tashlashdan hosil bo'lgan to'plam bo'ladi,
21.10-chizmaga qarang. Radiusi 2 ga teng sfera - (0,1,2) nugtadan
o'tuvchi va koordinata tekisliklariga parallel tekisliklardan, har juft
tekislikning kesishish cizig‘ini chiqarib tashlashdan hosil bo'lgan to'plam
bo'ladi, 21.11-chizmaga qarang. Radiusi 3 ga teng sfera -- R’ fazodan
(0,1,2) nuqtadan o'tuvchi va koordinata tekisliklariga parallel

tekisliklarni chiqarib tashlashdan hosil bo'lgan to‘plam bo‘ladi.

X3 A3

Ty
2 21.10-chizma. / 21.11-chizma.

W /
yd 7




-

3. 3 BB, b  Blewrn)=(o-0-nf),  Bwr)-
=(- ,-)/r,ao) 34. b) Diskret metrik fazodagi birlik ochiq shar uchun
diam B(xp,1)=0<2-1. ¢} Har doim to'g'ri emas. Diskret metrik fazoda

0=diam B(xo,1) <diam Bx,.[]=1. 37. Diskret metrik fazodagi birlik yopiq

shar. 38. 2.1-misolga gqarang. 48. 46-misolga garang. =0,020202...

L
4
tenglikni ko'rsating. S1. Ha. 54. Yo'q. 55. Cla;b). 56. a) f - qat’iy
monoton funksiya bo'lsa. b) f - gat'iy monoton funksiya bo'lib,

lim f(x)=w® bo'lsa. 57. To'ldirmasi x:[-ﬁ;%] to’plamga izomorf, 58.

Pye) 2

(b,p)=¢,, (O,p,)=m. 63. R da ratsional sonlar to'plami. 67. X=R,
A4=Q. 74. [0]] da Riman yoki Dirixle funksiyasi. 83. X ning sanoqli
bo'lishi. 104. Frla, b]=Fr(a.b)={a,b}, FrZ=Z, FrQ=R, Frla,©)={a},
@ =2. 108. Ha. 118. f(x)=K(x) - Kantoming zinapoya funksiyast,

ot

& |

2
(;:[l :J_ 119. Ha. 123. a) to'g'ri. b), ¢) va d) lar doim to'g'ri emas. 126.

a) uzluksiz. b) izometruya bo‘ladi. 128. a} va c) uzluksiz, b) uzluksiz
emas. 129. a) va d) uzluksiz, b), ¢) va e) lar uzluksiz emas. 130. a), b} va
d) lar tekis uzluksiz, c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas. 131. a) va b)

lar tekis uzluksiz, ¢) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas, d) a€(0,2) da
tekis uzluksiz, @22 da tekis uzluksiz emas. 132. a} tekis uzluksiz, b)
«e(0,2) da tekis uzluksizz a>2 da tekis uzluksiz emas. 133.
f(x)=x", a>1. 138. Tekis uzluksiz bo'ladi. 139. f(x)=+x. 140. a)

Uzluksiz bo‘ladi. b) har doim uzluksiz emas. 145. 126-misolga qarang.
147. 148. Uzluksiz. 170. a) Ha. b) Yo'q. 176. Ha. 180. f, uchun barcha

juft funksiyalar qo'zg‘almas nuqta bo'ladi. f, uchun barcha tog

funksiyalar qo'zg'almas nuqta bo'ladi. 187. Ha. 188. f(x)=+x. 191, a)
x=1,414, b) x=3,321, c) x=-2,369. 196. Yo'q. 197. 4.1-misolning b) siga
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qarang. 199, Ae(-q,q).0<g<l. 20L Ze(0.1). 219, XY=p o

=k V2
:{0:1:‘-.'":3";-‘-ﬂ'le‘--J' 2M4..8)) e =05 D) w= A0S, fT 2, ¥=p
M ={(x.):y =0} /7='{‘,x,_v):_v=x"}- 220. Birortasi ham tekis darsjada
uzluksiz emas. a), b}, d) lar tekis chegaralangan. 224, cthf, 8] fazodagi

K toplam nisbiy kompakt bolishi uchun uning tekis Chegarq)

. 7 angan
hamda ozi va hosilalari tekis darajada uzluksiz bo'lishj Zarur vy

yetarli.
225. M,, M, M,. 227, ]i_man =0. 236. Yo'q. 238. Yo'q. 230, P akslantirish
metrika shartlarini qanoatlantiradi.  240. p akslantirigh metrika

shartlarini ganoatlantiradi. 241. p  akslantiish  metriky shartlarini

qanoatlantiradi. 242. p akslantirish metrika shartlarinj Ganocatlantiradi,
243. p  akslantiish  metrika shartlarini qanoatlantiragj 244. p
akslantirish metrika shartlarini qanoatlantiradi. 245. , akslantirish
metrika shartlarini qanoatlantiradi. 246. p  akslantirsh metrika
shartlarini ganoatlantiradi, 247. p  akslantiish  metriky shartlarini
ganoatlantiradi. 248. p akslantirish metrika shartlarinj qanoatlantiradi.

249, p akslantinsh metrikaning 3-shartini qanoatlantirmayd;, 250. p

akslantirish metrikaning 1-shartini ganoatlantirmaydi. 25 1. p
akslantirish ~ metrikaning 2-3-sharlarini ganoatlantirmaydi. 252, P
akslantirish metrikaning  1-shartini ganoatlantirmaydi. 253, o
akslantirish metrikaning  1-shartini ganoatlantirm aydi. 254, L
akslantirish metrikaning 3-shartini ganoatlantirmaydi. 255. p
akslantirish metrikaning 1-shartini qanoatlantirmaydi. 256, £
akslantirish metrikaning  3-shartini qanoatlantimaydi. 257. p

akslantirish metrikaning 3-shartini qanoatlantirmaydi. 258. v/2 . 259, /3.
260. 2 '. 261, 2. 262. 3. 263. 5.264. 20. 265. 6. 266. 2. 267. 2% .
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B:6, >, Bx=(x,,2x,,...,nx%,,...). Agar {na,} chegaralangan bo'lsa, u
holda 4-B va B:-A operatorlar ham chegaralangan bo'ladi, agar {#a,}
chegaralanmagan bo'lsa, u holda 4-B va B-4 operatorlar ham

chegaralanmagan bo'ladi. Masalan, a, =1 va a, = a=l hollarni garang.
14} n

25. |Pl=1. 26. a) R(4) -juft funksiyalar to'plami, R(B) - toq funksiyalar
to'plami. Tkkalasi ham qism fazo tashkil qiladi. b) [4]=|B|=1. ¢

A*=4,B =B, A va B lar proeksiyalash operatorlari bo'ladi. 32. [4]=2¢’.

33, !':AII=%- 34. [d|=¥2. 35. J4l=5. 36. |4]=2. 37. |4]=2. 38. |4]=1.
39. ||,4“=%. 40. ||A||=S::P|sinn|. 41. |4 =1. 42. |4]=2. 43.|4] =e. 44, |4}=1.

2
45. 4= 46. |4]=3. 47. |4]=—-. 48. Al =2+-2. 50.

I
J19 v7 Ji5
|l4]=t. 51. |4|=2. 52. 1) D(A)=c™[0,1]=C[0,1]. 2) Uzluksiz emas,

|
1"[:

~
=—. 49, |
3

chegaralangan emas. 53. 1) D(d4)= L\'e C[0,1]: r2x() € C[0, 1]};& l0,1]. 2)

Uzluksiz emas, chegaralangan emas. 54. 1)
D(A)=4x€ L,{0,00): _[s‘* | x(s) |2 ds <oo} # [,{0,00), 2) Uzluksiz emas,
0

chegaralangan emas. 55. 1) Yo'q. 2) Yo'q. 56. 1) Yo'g. 2) Yo'q. 5%. 1)
Yo'g. 2) Yo'q. 58. 1} Yo'q. 2) Yo'q. 59. 1) Yo'q. 2) Yo'q. 60'61. 1) Yo'q.
2) Yo'q. 62. .1) Yo'q. 2) Yo'q. 63. 1) Yo'q. 2) Yo'q. 64. 1} Yo'q. 2) Yo'q.
65. 1) Yo'q. 2) Yo'q. 66. 1) D(4)=¢, ha. 2) Uzluksiz, chegaralangan.
67. 1) Yo'q. 2) Yo'q. 68. 1) Yo'q. 2) Yo'q. 69. 1) Yo'q. 2) Uzluksiz emas,
chegaralangan emas. 70. 1) D(A4)= {,\'E L,[0. ”-'II_E%_]_-:':|.I-[-N']|(1’-\'<I‘} = L,[6,1].

&
r - 1 ,
2) Yo'q. 71. 1) D(A)=Jl"'€1‘1[0’°°):Isz|"'(s)|ds<m}¢L'[0’m)‘ 2) Uzluksiz
0

emas, chegaralangan emas. 77. Ha. 81. a) R(.)- bu p(0)=0 sharini
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qanoatlantiruvehi uzluksiz differensiallanuvehi funksiyalar fazogi, 1,

operator mavjud, lekin chegaralanmagan. 82. bj M-Ix)(”:x““je :
] *(5)elg,
I

Ie"x(s)df 84. b) Ax() = [X(S)Sin(l‘

83, A 'x(1)=x()=— iy : s g

; |
Ay = ;U"l TV Vs v H YLy = Vet )s).

87 A y=uh — V¥ Y- 0.

ol 1 1
88. 4 l)’=(J’1sE(J’| +3, 'ya):i('yl + Yy + Vil YisVsseee).
89. Ay =(9,,2¥0500sV,5000).

90. A7y = (31, 1.¥3 = VasVa = V3 # Vas Vs = V- Vs Vares) -

1 2 |
Aly=(=y += s — =
91, A7y (5). AT 5 Sy;).

B 1
92, A'y= 5(2}’1 = Y2 =293, 3 = ¥, — Va3V

03, 4" ¥(0) = [¥(s)ds g4, 4"y(1)= }y‘trl. »0)=0.
4]

. 1 rpls)ds .
95. 4 = f+'? (+2, , 3 I! s+2 96 A 1..'-’=(J"|-2.Vp-u,nyn,‘,_)_
- n -—

(1) t 2 sp(s)ds ; 1)
{j=—uer——————— A =
97. ") r+1 .'+1]+?In”-[ s+1 +98. 4740 1+sing”

! 3+
) 3+ #(0) -

99. A"x(0=F0 6+ 3u+11

iy,
]
100. 4"y = 3P 3 -2 02 - 3, -4y,).

- 3
101, A7y = (72050 Y5 P,

407



102. A".v(f)=tl—2y(t), 3 r(’) € C[0,1],y(1)=0

2sint

103. A ¥ = y(r)— J-y(s)smsds

]
104. (4y), =2[ y(@)sin2mntds, 4™ : C[0,1] > ¢,.
0

1
105. (A7), =n* [ y(f)cosmntdt, 4" : C[~1,1] = m . 106-125 misollar uchun
ml

berilgan operatorning chiziqli ekanligini va 4x =0 tenglamaning noldan
farqli yechimi mavjudligini ko'rsating.

120, T'x = (4%, 4Xgse s Ay Xpaee ). 130, T = (0,X), %00 ees Xpnee).

131, T% = (X5, X35005%,5.2.) L 132, Tx =(x,,x,,...,%,,0,0,..).

n"?

I
133, (T)(0) = (> —icos )x(0). 134, (7)) = [{1s ~cos(t + $)}x(s)ds,

i |
135. (T = [(s> +s+Dx(s)ds, 136, (TX)(0) = [x(s)ds
0 0

137. T = (lxl,/l XpseeisdpX,,..). 138, Tx = (ﬂ.,*c,,ﬂ Xyse- TS )

nnRt

139. Tx = (. X5, %, +X,X, + X550, X, +X, 5,...) .

140, Tlx = (x), %, +2X,,%; + 2%, + X, X, + 25X, + X5 ,000, %, + 2%, + X, 55004)

141. T%), =x,,, +x,,, n€Z 142 (Tx), =x,, -2x,+x,, neZ,

n+) a-12
]

143, (Tx)(1) = (cost —isinr)x(f) + I(ts + its)x(s)ds ,
-t
144. Tx = (e"'xl,e—zlxz...,,e—"ix"....),
2 n

145. Tx = (Q%x;,—xu — X,

T Fasees = X,50). 146, T = (%,.2%;....,50%50,0,0,..).

147, T = (1%, 2,%5 5.3 4,5, 400.) . 148, (T = (¢ —ir? )\(r)+j(c—u)x(v)¢s
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V.4 . 4
153. 4, :5, x()=sine; A, =_5’ x,(t)=cost; 1=0 cheksiy karran )

qiymat, unga mos keluvchi xos vektorlar sin/, cost larga Ortogong

P

. velandic 150 i D 1,
bo'lgan funksiyalardir, 154. ;"le’ €, =| 0. ,0100... }r..eN‘ 155,
n

£ +4
21 :_1" xl(t):l_l; Aq =4: x1(1)=4_jl' . 156. ﬂl =3v € :(1,0,0’__‘).‘

A, =4, e;5 Ay =2, ;5 A, =5, e,; 4 =1 cheksiz karrali xog qiymat,
unga mos keluvchi xos vektorlar €, n25. 157. 4=4 =1, x <) 0,0.0)

%, =(0,0,01); 4 =2, x,=(O1LV2-10 A=~2, x,=015_1p

u ~12 415 2
158. j1=]5 4'\/E’ x‘(}')-ﬁm 12 J_"r‘ e 15+44/1 _rﬂ(,-,\=50"\+|2\[1.__31
60 15-44/15 60 2 1544415

1
A =0 cheksiz karrali xos giymat, jsx(s)zi«:= = J'szx(s)ds=o shartnj
0 0

ganoatlantiruvchi barcha funksiyalar =0 xos qiymatga mos kelyvchi

xos vektorlar bo‘ladi. 159. 4, =1 cheksiz Karrali xos giymat, unga mos

keluvchi xos vektorlar e,e;e,,n25, 4,=2 x,=¢=(010,.); i, =3,

x; =e,. 160. A =+3+41, A(t)—1+J- P =31 my=1-t

23 =0 cheksiz karrali xos giymat, x{0)= Ex(s)ds=0 shartni

f3- l

(anoatlantiruvchi barcha funksiyalar =0 xo0s qumatga mos keluvchi

xo0s vektorlar bo'ladi.

1 A3 W el
161, 2, =2, x, =(,L1); AQ=§+17, ,\‘:=(§+f-2—.—1‘.5—:?;
T 1 3 1 B .
4=5 "\T' % =G i b S ki) 162.4 =6, =6 1, =5, x =ey;
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qiymat, unga mos keluvchi xos vektorlar x, =e

ﬂ.—]— ’l_ 9417 ki | l|_7

ST MO e Ay

n>6.163.

1 |
2, =0- cheksiz karrali xos giymat, J-x(s)ds = J.S x(s)ds =0 shartni
-1 =

qanoatlantiruvchi barcha funksiyalar A =0 xos giymatga mos keluvchi
xos vektorlar bo'ladi. 164. 4 =7, x({)=cost; A, =—n, x,()=sint. 4, =0
cheksiz karrali xos giymat, unga mos keluvchi xos vektorlar

1, xP() =sinnt, yO (@) =cosnt, n22. 165. A, =2n~1, X, =€,.1i

1 1 .ﬁ
X = o =e,,, neN. 166. 2, =2, x¥ = (1,1,1,0,0,...); 4, = i
Nz
_\"3’=[l+i£;—l;l—f£.0,0,.,,]: A= : —i '3,
Zz 2 2 2 = 2 2
¥ =[% -i%;— 1; %H?,O.D.,..]; A, =1 cheksiz karrali xos giymat,

unga mos keluvchi xos vektorlar x¥ =¢,,n>4. 167.

=1 sV =(0,0100,..); 4 =-v2, x¥ =(l, -(v2+1),3+242,0,0,...);
A=z, P =(1,42-1,3-242,00,...5; 4, =1, x* =(0,0,0,,0.0,...); A; =0
cheksiz karrali xos giymat, unga mos keluvchi xos vektorlar

x® =(0,0,0,0,%,,%,,..), x#0. 168.4 =1- ikki karrali xos giymat,

q
¥ = (1,00,.., ¥ =(0,0,01,00,...); 4 = ;? - 4
. /5 5 : 5
x‘~‘=(0.l,%-‘?.ﬂ.ﬂf...J: i“ng'JT' .r'"=(€'<1‘%+%,0-0s-~‘i A, =0

cheksiz karrali xos giymat, unga mos keluvchi xos vektorlar

2 =(0,00,0,%,,%,,-.). 169, 4 = ““{_ y 413,

A=
- 6
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x.(1)=2(4—ﬁ§)(1+2+3’/l3 J xz(t)=2(4+~/ﬁ)(t+2';'3 J.no.

1 3, 4 _ ;
A ==3, x,(D=2-1%; 1, =4, x,(l)=51+51, A =0- cheksiz Karrgj;

qiymat, ()= -D)y(e), yeC-Li]. 171 =4, ¥"=(100_ ;.
ﬂ? = 5, X(Z) = (0,],0,0,...); Z—, = 3, x{“ = (0,07]70,07'-'); ’24 =2’
9 =(0,0,0,1,0,0,...); A =1,, x¥=(0,0,0,0,00,...); 4=9,

x =(0,0,0,0,0,x,,%,,..) %0 A =0 - cheksiz karrali x0s qiymat. 173,

3, (St+6)(z+4) L SI(I+4)
A=3 x0= =g A 18, x()= 16
173. g(_4):{n.@_il+ﬁ_‘fﬁ};

(9-/1)x(2)-4x(3)’_3x(2)+()~—2)x(3)rz]
P-11A+6 = A-1li+6 ’

R;(A)x(t)=%[— x(t)+

174. a(A):{l,z,E.i,_..,”—”, }
288 n

h',_u-n::[ L . S J Aea(d).

2-2""3-22"" el —nd "

x(1
175, 0(4) =[0.2], R;.(A}x(n:'n%'
176. a:.vn={m. LIl el 2"”....}; R(A)x=
2244 2n 2n
:[_I_“ 3_‘ 2 . In . n }
d-A47"1-22"13-227"" =20 M 2nk1-20h

177.0(4) =[0,2]U {3+ 2}.

(1) +(A-2)x(2) +(/1—4)x(1)+.\'(2)}
A —64+7 A—64+7

RU(A)x()=— ! [\(1)+
178.0(4)=[0,1U{2: AD=0}, AD)=2+- lrJl f
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—

R, (A x(r) = 2

T 1
179. o(D =100, =z ey —rene 1y
) { 234 n }

x(f) t ’js.\‘(s) s
-4 A -A) st -4

1 2 Al n
S =[|_-:fx" 12403k i =k t'J Aeold)
x(t) x(1)
=[0. R (A)x(t) = —"= - = |
180. o()=[0.1], Ry (Hx()=—— D)
11 I
181.0'(:1)—{0.5.;. reils ;. }'
R (A= _'3_""" = X g2 x zie'cr(-!)
I g R i 2 [ (ne A 0 i
A=[2.3], RHx0=—"9
182. o(4)=[2.3] (A x(2) =5
183. o(H={1eC: |AIl}, R (AHx=
1 1 1 1 1 1
=L_IXP_FXI 'EXZ,...,—FXI _Fx:—...—z.\‘”,...), Ago(A).
184.0()={1,2,3,4,5,, R(Dx=
_(_1 ! 1 I 1 I
= —2_/1x.,mx;,—s—_—ixa,ma,mxwmx,\.,., , Ago(A4).
185. = Ridxy= X0, X0 . Ax1)+x(0)
o(4)=[0,11U{2}, R.(Hx() 1_2+1(1_2) e

111 1
186. o(H={0,0,~ 1 1L 1
B { T g }

1 2

1
Rix=|-—x,—x,, ——
4( )\' [ Ax]a]_/lxg.-luzllx_;...‘

n

L —x,
T
l=nd "

187.0(4) =[0,1]U{A: A() =0}, AL)=1+ |
[
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gile= ImfA(/l)(zj _/1)f rm“

188, o(A) =[-7/2,7/2], RAA)x0)=-—Jﬁﬂ——A
arctgl — A

189.0(A) =[-1,1JU{A e C\[-1,1]: A(A)=0}, A(A)=1+24+ 4 ln

)ll

R (A _m_ sr(s}
D= Acno E)Js A

w

190.0(A) ={AeC:|A[<1}, (Ry(A)x), ==Y i*'x,;.

£

V5 '*J_‘ P T U (L .
AF=2-1)

1

191, 0(4)=1{0, 1,

ME A1) g e
A5

(1= (1 =A)x, (=Dx—x,-(1-2Px, % % J

b X, X

192, a{A)={-1.1}, R,,_(A).r=[-—'. g o

| X0 xr X0
200. a(A)y={0;1}, Ry(A)x(t)=——x(t)+ - =
N=01h Rl A== 230+ 2 St ad=n =27

I-P

201. o(P) = {0; 1, KHP}=;f;—

24-§
18. 24.4-misoldan foydalaning. 19. 24.4-misoldan foydalaning. 20.
misoldan foydalaning. 21. 19.2-teoremadan foydalaning. 22.
teoremadan foydalaning. 23. 19.2-teoremadan foydalaning. 24.
misoldan foydalaning. 25. 182-misoldan foydalaning. 26.

Moy Tan
A=A Ted 1A 2=t

18.2-
17.2-
24.1-
17.2-

teoremadan foydalaning. 27. 24.4-misoldan yoki 17.2-tecremadan

foydalaning. 28. 17.2-tecremadan foydalaning. 29. 24.1-misoldan

foydalaning. 30. 24.1-misoldan foydalaning. 31. 19.2-teoremadan
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foydalaning. 32. 24.4-misoldan foydalaning. 33. 17.2-teoremadan

foydalaning. 34. 18.2-misoldan foydalaning. 35. 17.2-teoremadan

1 I - P
foydalaning. 36, A= B-C, Cx:(_\,”Ex“_._,;x",,,,), Bx=(0,0,0,0,%,,%....)

tasvirdan hamda 18.2-tecremadan foydalaning. 37. Artsel teoremasidan
foydalaning. 38. ¢, fazoda ko'paytirish operatorining kompakitlik
mezoni (kriteriysi) dan foydalaning, 18.2-misolga qarang. 39. 18.2-
natijadan foydalaning. 40. {de,} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy
ketma-ketlik ajratish mumkin emasligini ko'rsating. 41. {Aez,,,l} ketma-
ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin emasligini
ko'rsating. 42. 24.5-misoldan hamda 18.2-natijadan foydalaning. 43. 18.2-
natijadan foydalaning. 44. ¥, fazoda ko'paytirish operatorining
kompaktlik mezoni (kriteriysi) dan foydalaning, 24.1-misolga garang. 45.
C'[-L1)= {x e C[-L1]: x(~1) = x(¢)} juft funksiyalar qism fazosida 4™ ning
mavjud va chegaralanganligini ko'rsating va 18.2-natijadan foydalaning.
45. 18.2-natijadan foydalaning. 47. 32-misoldan foydalaning yoki {Ae,mi}
ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin
emasligini ko'rsating. 48. 24.5-misol yechimidan foydalaning. 49. 26-
misoldan foydalaning yoki {Aez,,,,} ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi
gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin emasligini ko‘rsating. 50. 18.2-
natijadan foydalaning. 51. 18.2-natijadan foydalaning. 52. 18.2-misoldan
foydalaning. 53. 32-misoldan foydalaning. 54. 18.2-natijadan foydalaning.
55. 182-natijadan  foydalaning. 56. {de,.,} ketma-ketlikdan
yaqinlashuvchi  qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin emasligini

ko'rsating. 57. {Ae,,} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin emasligini ko'rsating. 67. Parametr A ning 6 dan
5

farqli barcha giymatlarida tenglama yagona yechimga ega va u
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TAs
Al = o 0B ' oo 3
xs)=s +l+_3:6—5)») ko'rinishga ega. 68. Parametr AeC ning +3 dan
farqli barcha giymatlarida tenglama yagona yechimga ega vy

Wi 1.3 )
x(s)= s +1+b:f:1’“"—_+(|:’)‘1", ko'rinishga ega. 69. Parametr AeC ning barcp,
—HA W = gA"

giymatlarida tenglama yechimga ega. 42 da Yyechim Yagona
x(s)=sin2zv, A=2 da yechim cheksiz ko'p bo'lib. uning ko'rinjgy;
x(s)=sin2xs+sa, aeC - ixtiyoriy son. 70. Parametr 2eC ning barcha
giymatlarida tenglama yechimga ega. A4#3/2 bo'lsa, x(s)=s°-]
tenglamaning yagona yechimi bo'ladi. Agar A=3/2 bo'lsa, tenglama
yechimi cheksiz ko'p bo'lib, ular x(s)=s>-I+a(l+s), «eC ko'rinishga
ega. 71. Parametr ieC ning barcha Z2=1/2 giymatlarida tenglama

1(1+2
x(s)=1 3 §+ Al3:3s)

2 4(1-24)

ko'rinishdagi yagona yechimga ega. Agar 1=1/2

bo'lsa, tenglama yechimga ega emas. 72. Agar 4=15/4 bo'lsa, tenglama
yechimga ega emas. Agar A#*3/4 bo'lsa tenglama yagona

x(s)=s>+2s+ Las+AB(1+s°), bu yerda a=z+§—;1+—]i—,+i
3 3 9-1682 9-1622°

12 42
i 2
9-167 5-102

B=

yechimga ega. 73. Parametr A€C ning barcha

giymatlarida tenglama yagona x{s)=s yechimga ega. 74. Parametr
AeC ning barcha A#3/2 giymatlarida tenglama
22

-24

x(s)=2s" + 5+ 3 (1+5+5”) ko'rinishdagi yagona yechimga ega. Agar

A4=3/2 bo'lsa, tenglama yechimga ega emas. 75. Parametr 2eC ning

barcha giymatlarida tenglama yagona X(s)=¢0Ss yechimga ega. 76.

Il :
Agar 12 ol bo'lsa, tenglama yagona *{s)= T P yechimga ega.
T

Agar A= —:r— bo'lsa, tenglama yechimga ega emas. Agar 4 =% bo'lsa,
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Kis.
tenglama cheksiz ko'p X(s)=gsins+acoss, aeC yechimlarga ega. 77.
Parametr AeC ning barcha giymatlarida tenglama yagona

x(s)_coss+il yechimga ega. 78. Agar 15{; 5} bo'lsa, tenglama
5

2

o a 164s . 5 )
yagona x(s)=1+5 +————3(5_3/1) yechimga ega. Agar 4= = bo'lsa,

3
tenglama yechimga ega emas. Agar A= 5 bo'lsa, tenglama cheksiz

[

ko'p x(s)=1+17-s’+a-s, VaeC yechimlarga ega. 79. Agar A

bo'lsa, tenglama yagona X(s) =sin#s yechimga ega. Agar 4 = i—;- bo'lsa,

tenglama cheksiz ko'p x(s)=sinzs+as+f8s’, Vo feC yechimlarga

2
ega. 80. Agar A=t = bo'lsa, tenglama yagona

2,2

sins +

. 2m e : 2
x(s) = cost 7= 4—n2 08° yechimga ega. Agar 1 =+— bo'lsa,

tenglama yechimga ega emas. 81. Agar 4=+ g bo'lsa, tenglama
(oo L ABH22) 253+ A-27) . Nz
yagona Ms)=z+— s 26-42) yechimga ega. Agar 4=1 =

bo'lsa, tenglama yechimga ega emas. 82. Agar 2 = % 7 ni2 bo'lsa,

L At & _3s
tenglama yagona x(s)= —3 8273722 yechimga ega. Agar 2 = 2. 2=

bo'lsa, tenglama yechimga ega emas. 83. Agar 2 #1 bo'lsa, tenglama

] 2 . )
yagona m'_:ﬁ_:s”m yechimga ega. Agar 4 =

J
8

2
=,

3
A== "Isa,
8bos

"

tenglama yechimga ega emas. 84. Agar 4 # bo'lsa, tenglama
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24’ - 1)e!

yagona X(s)= e’ +m vechimga ega. Agar 2 = ST boy
g,

tenglama yechimga ega emas, 85. Agar 7 . 293413 bo'lsa, tengy
4 My

64 L9-14d-ax
yagona X(S)=mjz 9_184_422" Yyechimga ega. Agar
943413 hi
A= — bo'lsa, tenglama yechimga ega emas. 86. Agar 1 43
)
t
% 64(1 +5)

bo'lsa, tenglama yagona X(s)=s+s +W yechimga ega. Agy,

2
/l=§ bo'lsa, tenglama yechimga ega emas. 87. -‘2(5)=S+%+£.
o

Y
5 s . ol !
xg)=e' —1. 88 X()=1+7+70 x(s)=chs._ 89, x,(s)=2; x(s)=2. 9,

2 3 3
x:(5)=1+25+£2—+%; x(s)=2¢"-1. o1 Nq(s)=S+%: x(s)=shs. 9y

\:(s)—m _ _4_6.]_ _ﬂ
x(s)=coss. 93.%:05) = res o5 x(s) 472’ oas 94

&
Xa(s)=1-—;
Ea( 5] 2

i . ;
x,(s)=145; x(s)=e". 95 x(s)=¢ +Te; x(s)=e’. 96, X,(s) =x(s) = 5,

il et L st p
97. _\-?(3,:5—@.. x,(8) 108 474" 948 : I!s-s+s:

) L 1S . R
x(S)=s+%, 99, x(s)=s+ls x(s)—sH;- 100. xz(S)—14,x(s)-—- 101

x,(s)=3(1—s); x(s)=1-s. 102 =" Lsins; x(s)=4sins..  10;
? 4

4

2 I n
x;(s)=1;+%+sinﬂs; x(s)=’i+smm. 104. xz(S)—S+2+l2, x(s)=e" -

11 9
105. xz(s)=l+S+Zs2; x(s)=l+s+7s"
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1- IV boblarda keltirilgan testlar javoblari

I bobda keltirilgan test javoblari
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Asosiy belgilashlar
Ushbu o'quv ¢o'llanmada ko'p ishlatiladigan belgilashlar 10'yxatini
keltiramiz. Satr oxiridagi son belgilash qaysi sahifada birinchi marta
kiritilganligini ko'rsatadi.
1. [4] yoki 4 -- 4 to'plamning yopig'i -23
2. 4 - A to'plamning barcha limitik nuqtalan to'plami -295

s

£

-- 4 ning barcha ichki nugtalaridan iborat to'plam -296
N -- natural sonlar to‘plami.

Z --butun sonlar to'plami.

@ - ratsional sonlar to'plamii.

R -- haqigiy sonlar to’plami.

C -- kompleks sonlar to'plami.

p(x,y) - x va y elementlar orasidagi masofa -9,10

10. |jxj} - x elementning normasi -108

11. R" - n o'lchamli hagigiy chizigli fazo, bu fazoda norma (metrika)

)

12. R!(p2l) - n o'lchamli hagiqiy chiziqli fazo, bu fazoda norma

.

0
,tﬂx,y):(i(xA —y")z)ll bilan aniglanadi -109, 10

1
(& Nl s - .
(metrika) | x|= (zw)" pto=( S~ || bilen aniglanadi 109,14
k=t
13. R’ - n-o'lchamli haqigiy chiziqli fazo, bu fazoda norma (metrika)
| xl= max fx | (ﬂ(x.y! = max | X, — y}]) bilan aniglanadi -109, 12
Leksn Isksn

14, f, -- modulining kvadratlaridan tuzilgan qator yaginlashuvchi

bo’lgan barcha ketma-ketliklar to'plami, bu fazoda norma (metrika)

{xli= @ ]

. '
Pl-r‘yJ:L;ZI‘II Xy— _.u”i-']: \ bilan aniqlanadi -110, 12
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15. ¢,(p=z1) -- modulladning p-chi darajalaridan tuzilgan gator

yaqinlashuvchi bo'lgan barcha ketma-ketliklar to'plami, bu fazoda

1
norma {metrika) Jix|= (Z| ol J" [ p(x.3) ;(i] X = p"J’ , bilan

¥

aniglanadi -111, 17-18

16. ¢ -- yaqginlashuvchi ketma-ketliklar to‘plami, bu fazoda norma

(metrika) HAII—IsuP fxg ’p(x, »)= sup |x -y | ﬂ bilan aniglanadi -110

ISk <o

17. ¢, -- nolga yaqinlashuvchi ketma-ketliklar to'plami, bu fazoda norma

(metrika) | x]i= ‘SUP ka! Ip(x ¥)= sup ka Vi IJ bilan amqlanadl -110
<k<wo i<k <o

18. m -- chegaralangan ketma-ketliklar to‘'plamj, bu fazoda norma

, [ 3

(metrika) [[xl= sup |x,| Lp(x,y): sup |x, — 3, |J bilan aniqlanadi -110
(icen I<k<eo

19. @ - finit ketma-ketliklar to'plami, bu fazoda norma (metrika)

3\
I x{= sup |x| (p(x,y)= sup [x, — 5| J bilan aniqlanadi -305
1 \ 1<k<ea

Sk<eo

20. Cla,b] -- [a,b] kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar fazosi. Bu

fazoda norma. (metrika) |l x|l= max | x(0)| s »)=max | x(1) - y(z)l) bilan
asi<h \ asgi<

e
-aiglanadi -110, 12
4i. Golab] - [a,b] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar fazosi. Bu
tazoda norma (metrika) quyidagicha aniglanadi -110, 13
2 | IS A S
b=y fixora (o= flso-of )
22. "a,b] -- [ab] kesmada anigqlangan 7 marta uzluksiz

differensiallanuvchi funksiyalar fazosi. Bu fazoda norma (metrika)

Il xli= 2 max !x""(f)l{p(x.y)— 3 max [ 5() - v‘"’(l)lJ bilan aniglanadi-111
k=0asIsh fmgustsh
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23. Vlu,b] -- [a,h] kesmada ani¢flangan  o'zgarishi chegaralangan

funksiyalar fazosi. Bu fazoda norma (metrika) || xi=| x(a)] 4V 2]

(px,) =l @)~ ()| +#[x— y}) bilan aniqlanadi -111, 19

24. ACla,b] - [a,h] kesmada aniglangan absolyut usluksiz funksiyalar

fazosi. Bu fazoda norma (metrika) quyidagicha aniglanadi -86, 19-20
fxl=l @) +1x] (o) x(@) = pla)| #5711}

25. Mla.b] - [a,b] kesmada aniglangan chegaralangan funksiyalar

fazosi. Bu fazoda norma (metrika) quyidagicha anic lanad'i -110

k= sup [0} | plx)= sup Ix()=40)
AN

asish a<isi

26. H"[a.b] -- [a.b] kesmada uzluksiz differens allanuvchi funksiyalar

fazosi, unda skalyar ko'paytma cquyidagicha anigl:.adi -338

) = MO0 +X 0y 0Old:,

27. ®.(R) -- sonlar o'gida aniglangan uzluksiz va finit funksiyalar
to'plami. Bu fazoda norma {(metrik3) [l xf= 32?;‘/, | x(0)]
[p(x. $)= max |x(0)- y(l)i) bilan aniglanadi -334

28. L(X.Y) - X chiziqli normalangan fazoni ¥ chizigli normalangan
fazoga akslantiruvehi chizigli uzluksiz (chegaralangany) operatorlar fazosi.

Bu fazcda norma || Ajl= sup || 4x| bilan aniglanadi -160
fixit=1

20. K(X.,¥) - X chiziqli normalangan fazoni ¥ chizigli noriualangan
fazoga akslantiruvchi kompakt (to'la uzluksiz) operatcriar fazosi. Bu

fazoda nomma || All=sup|l 4x|| bilan aniqlanadi -247
=1

36. H -- Hilbert fazosi -132
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31. M*' -- M c H gism fazoning ortogonal to'ldiruvchisi -136

32. I(H) - H Hilbert fazosini o'zini-o'ziga akslantiruvchi chizigli

uzluksiz operatorlar fazosi. Bu fazoda norma | A|l=sup |l 4x( bilan
I

=l

aniglanadi -160

33. 4,— >4 - A, operatoriar ketma-ketligining A operatorga tekis
(norma bo'yicha) yaginlashishi -184 '

34. 4,——4 - 4, operatorlar ketma-ketligining 4 operatorga kuchli
(nuqtali) yaqimlashishi -184

35. 4,—— A4 - 4, operatorlar ketma-ketligining 4 operatorga kuchsiz
yaqinlashishi -184

36. x,—*—x -- x, ketma-ketlikning x elementga kuchsiz yaginlashishi
-253

37.
38.
39.

%, = % - x, ketma-ketlikning x elementga yaqinlashishi -109, 253
R,(4) - 4 operittorning 2 nuqtadagi rezolventasi -222

p(A) - 4 opera‘oming barcha regulyar nugqtalari to'plami, rezolvent
to'plam -222

40. o(A4) - A Oper atorning spektri -222

41. 0,(4) -~ 4 operatorning barcha xos giymatlari to'plami, ya'ni

diskret spekir -2273
42. 0,.(4) -- 4 operatorning qoldiq spektri -223

43. @,,(4) - 4 operatorning muhim spektri -223

44. setd - d=(a,)l<i,j<n matritsaning determinanti -221

4% H,®H, - H, va H, Hilbert fazolarining to'g’r yig'indisi -139

49. (x,y) - Evklid fazosida x, y elementlarning skalyar kopaytmasi -117
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