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KIRISH

Funksional analiz fani XX asruing bo-hlarida matematik analiz, al-
sebra, geometriva fanlaridagi tushunclin va metodlarui numlashtivish
natijasida paydo bo'lib, hozirgi zamon mateinatikasining eng ahamivatl
bo'limlarining biri hisoblanadi. Bu fanuing paydo bo'lishi va rivojla-
nishi dunyoga tanigli olimlar bo‘lgan D. Hilbert. F. Riss. S. Banax, M.
Freshe, A.N. Kolmogorov, S.L. Sobolev, AN. Tixonov. S.M. Nikolskiy
kabilarning nomlari bilan bog'lig.

Funksional analiz nazariyasi metodlaridan matematikaning xohla-
gan yo'nalishini o‘rganishda foydalanish mmumkin.  Shu sababli, tak-
lif etilayotgan o‘quv qo‘llanmaning zamonaviy matematikani chuqur
o‘rganmoqchi bo‘lgan universitetlar, pedagogika institutlari talabala-
riga hamda matematika faniga qiziquvchi boshga o'quvchilarga ham
foydasi katta deb o‘ylaymiz.

Funksional analiz fani bo‘yicha rus, ingliz va boshqa tillarda juda
yaxshi yozilgan adabiyotlar ko‘p. Of‘quvchilarga o‘zhek tilida taqdim
etilayotgan bu o‘quv qo‘'llanma oliy o‘quv yurtlari "Matematika™ va
? Amaliy matematika va informatika” ta’lim yo‘nalishlari uchun funk-
sional analiz fani bo‘yicha o‘quv dasturiga mos yozildi.

Qo‘llanma 7 bobdan iborat bo'lib, funksional analiz fani bo’vicha
misol va masalalar berilgan. Birinchi bob to‘plamlar nazarivasi ele-
mentlariga bag‘ishlangan bo‘lib, to‘plam tushunchasi. to‘plamlar ustida
amallar, akslantirishlar, o‘zaro bir giymatli mosliklar. ekvivalent va
sanoqli to‘plamlarga misollar berilgan.

Ikkinchi bob o‘lchovlar nazariyasi elementlariga bag'ishlangan botlib,
unda o'lchov tushunchasi, o‘lchovli funksiyalar va Lebeg integrallariga
misollar berilgan.

Uchinchi bobda metrik fazolarga bag‘ishlangan bo'lib, metrik fa-
zolar, metrik fazolarda kompakt to‘plamlar va qisqartirib akslantirish
prinsipi va uning tatbiglariga misollar berilgan.

To'rtinchi bobda chizigli fazolar va chizigli funksionallar, normalan-
gan fazolar, Evklid va Hilbert fazolariga misollar berilgan.

Beshinchi bobda topologik fazolar, topologik fazolarda kompaktlik
va chiziqli topologik fazolarga misollar berilgan.

Oltinchi bobda chiziqli operatorlar, uzluksiz chizigli tunksionallar,



NIRESH

qoslina fazolar, knelisiz topologiva va kuelisiz vaginlashishlarga niisol-
lar berilaa.

Yettinchi hobda chizgli operatorlar fazosi, chizigli operatovlar spek-
tri. kompakt operatorlar. mtegral operatorlar va tenglamalarga wisotlar
berilean.

Orquy qollammani tayvorlashda katta hissa qo'shgan Qoraqalpoq
davlat universiteti funksional analiz kafedrasi o'gituvchilari f.-mn.fon.
S.J. Tlewmuratov, A.J. Arziyev, J. Seypullayev va T.S. Kalandarovlarga
mualliffar o'zlarining chuqur winnatdorchiligini bildiradi.

O'quv qollanmaning taqrizchilari prof. V.I. Chilinga, dotsent R.
Turgunbavevlarga qimmatli maslahatlari uchun mualliflar o‘zlarining
chuqur minnatdorchiligini bildiradi.
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To‘plamlar nazariyasi elementlari

1.1. To‘plam tushunchasi. To'plinelar ustida mnallar

Matematikada har xil toplamlar uehravdi.  3asalon., tekislikdagi
barchia nugtalar to'plani. barcha ratsional sonlia o plunt. barcha juit

soular to'plami va hokazo. Toplam tnshuchasi juds keug wa nodag

tushnucha bo'lgani uchun uning ta'vifing berishe juda ¢ivin. Shiing
uchmn bu tushuneha odatda ta'rifsiz qabul gilinadi.

To'plamlar lotin  alifbosining  bosh A, B.C...  hariari bilan,
to'plamning elementlari esa kichik @.b.¢, ... harflari bilan belgilanadi.

Bivor ¢ buyumuing A to'plamining elementi ekanligi @ £ A ko'rinishda,
a buyumning A to'plamiga tegishli emasligini a £ A kabi voziladi.
Masalan, A toplam sifatida barcha natuval sonlar to'plamini olsak. n
lolda 2 € A4 va —2 ¢ 4. Birorta ham elementi bo'lmagan toplam
bo'sh toplum deyiladi va u § ko'rinishda belgilanadi. Bo'sh to'plainga
2241 =0 tenglamaning haqigiy yechimlari to'plami misol bo ladi.

Agar 4 toplamnning har bir elementi B to'plamning hamn elementi
bo'lsa, u holda A to'plaumi B to‘plamuing gism to plam: deviladi va 4 C
B ko'rinishda belgilanadi. A va @ to‘plamlar A to'plamining rosmas
qusm to plamlar deyilib, A4 to‘plamining boshqa gisin to'plamlari uning
zos gism to‘plamlari deb ataladi.

1. A = {2,3,4,5} va B = {~1.0,2,3,4.5,6.7} bo'lsa, u holda 4
to'plami B to‘plamniniug xos qism to'plami bo'ladi.

2. 4=1{1,3,6,9} va B = {3,4,5,6,7,8,9.10} toplaniarning hech
biri ikkinchisiuing gism to‘plami emas.

3. Barcha butun sonlar to‘plami barcha ratsional sonlar to plunining
Xos ¢ism to‘plami bo'ladi.

Agar 4 C B va B C 4 bolsa, u holda A4 va B toplankui ozaro
teng deyiladi va 4 = B ko‘rinishda belgilanadi. A va B to plalarining
o'zaro teng emasligini A # B ko'rinishda belgilavimiz.

A va B to'plamlarning kimnida bittasiga tegishli bolgan barcha ele-
mentlardan iborat to‘plam A va B to'plamlaviving birlashmase deb ata-
ladi va 4 U B ko'rinishda belgilanadi.
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4. 4 = {2,4,6,8,10,12,14} va B = {10,11,12,13,14,15,16}
bolsin. U holda AU B = {2,4,6,8,10,11,12,13, 14,15, 16} bo‘ladi.

5. Agar A barcha juft sonlar to‘plami, B barcha toq sonlar to‘plami
bo'lsa. u holda A U B barcha butun soular to‘plamidan iborat bo‘ladi.

Biror X to‘plami berilgan bo‘lib, uning har bir z elementiga ba’zi A,
to'plami mos qo‘yilgan bo‘lsin. Elementlari A, to‘plamlardan iborat A4
to‘plamni to‘plamiar sistemasi deb ataymiz va uni A4 = {4, : z € X}
ko'rinishda yozamiz.

A" to'plamlar sistemasining birlashmasi deb A, to‘plamlarning
kamida bittasiga tegishli bo‘lgan barcha elementlardan iborat to‘plamga
aytiladi va bu to‘plam | J A, ko‘rinishda belgilanadi.

A va B to‘plamlarning ikkalasiga ham tegishli barcha elementlardan
iborat to‘plamga bu to‘plamlarning kesishmasi deyiladi va bu to‘plam
AN B ko‘rinishda belgilanadi.
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6. A {6.8. 101200 va I3 S 20 03 LE LS WO 0T Tovdsie n
holda A0 2 HIEL 11},

7. Avoplawi 3 g kvali conlaedan, £ torplami esa & a0 Rarraly
sonlardan iborat bo'lsa, u holda 400G 1o plaai 3 va L sonlavizga nnunniy
karrali sonlardan iborat bo'ladi.

A ={A,}., r € X to'planlar sisternasining kesishimasi deb hav bir
A, toplamga tegishli bo'lgan barcha clementlardan iborat 1o plinga
aytiladi va bu toplam () A, ko'rinishda belgilanadi.

Agar ANB =0 l)o‘.’lsa, u holda A va B to'plawlari o zaro kesish-
maydigan to‘plamlar de ataladi. Misol uchun. barcha ratsional sonlar
to‘plami bilan barcha irratsional sonlar toplami ozaro kesishuaydigan
to‘plamlar bo‘ladi.

A to‘plamning B to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha elementlari-
dan iborat to‘plam A va B to‘plamlarning ayirmasi deb ataladi va A\ B
ko‘rinishda belgilanadi.

8. A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} va B = {2,4,6.8.10.12. 14} bo'lsa,
u holda A\B = {1,3,5,7,9}.

9. Barcha haqiqiy sonlar va barcha ratsional sonlar to’plamlarining
ayirmasi barcha irratsional sonlar to‘plamidan iborat bo'ladi.

A\ B va B\ A to‘plamlarning birlashinasiga A va B to’plamlarining
simmetrik ayirmast deyiladi va bu ayirma AA B ko'rinishda belgilanadi:

AAB = (A\ B)U (B\ 4).

10. A={1,2,3,4,56,7,8,9} va B = {5,6,7,8,9.10.11. 12} bo'lsa,
u holda

AAB = {1,2,3,4,10,11,12}.

11. Barcha hagiqiy sonlar to‘plami bilan barcha ratsional sonlar
to‘plamining simmetrik ayirmasi barcha irratsional sonlar to'plamidan
iborat bo‘ladi.

Birinchi elementi A to‘plamga, ikkinchi elementi esa B to'plunga
tegishli bo‘lgan barcha (a, b} juftliklar to‘plami A va B to‘plaumlarning
dekart (to'g‘ri) ko‘paytmasi deb ataladi va bu ke'paytma 4 x B
ko‘rinishda belgilanadi.

12. R barcha hagiqly sonlar to‘plami bo'lsa, u holda R x R tekis-
likdagi barcha nuqtalardan iborat boladi.

13. Q orqali to‘g'ri chiziqdagi barcha ratsional soular to*plamini bel-
gilaylik. U holda @ x @ tekislikdagi koordinatalari ratsional sonlardan
iborat barcha nuqgtalar to‘plamidan iborat bo'ladi.
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Bozida qaralavotan barelia torplamlor bivor X toplinning gisin

plomlart hotlsa, w holda X Lo deb ataladi,

N E avinmae (b verda £ .C X)) F topliaming X toplumige nis-
hatan tocldiravehis: deb ataladi va CE kortinishea belgilanadi.

L N = —1.2 va £ = (0.1) bolsa w holda CE = [~1,0] U {L.2].

15. = barcha haqiqiy sonlar to'plami. @ barcha ratsional soular
terplami ho'lsa. w holda C@ barcha irratsional sonlar to‘plami ho'ladi.

Masalalar

1.1.1. Isbotlang:

a) AnCYU(BND)C(4uB)n(CuU D),

b) (B\C)\(B\4)c A\

¢) A\C {4\ Bju(B\C).

Yechimi. a) Vo € (ANC)U(BND) = 2 € ANnC yoki r €
BriD=(r<cAvareC)yoki(x € Bvare D)= (z € Ayoki
reBiva(reCykizeD)=>rec AUBvaz e CUD =z €
(AuB)n(CuD)=(4nC)u(BNnD)C (AuB)n(CuD).

b)7r < (B\C)\(B\A) > r€ B\Cvaz ¢ B\A= (z € Bhamda
r¢C)va(r€ Bhamdaz € A) = z € A\C = (B\C)\(B\4) C A\C.

¢)ireA\C=>2eAvarz g C=z2e€ A\Bykize B\C=

€ (A\BjU(B\C)=> A\C C(A\B)U(B\C).

1.1.2. A\ B = C tengligtdan A = B U C tengligi kelib
chigadimi?

Yechimi. Kelib chigmaydi. Misol uchun A = [0,2], B = [1,4]
bo'lganda A%\ B = [0,1) bo'lib, BU C = [0,4] bo'ladi.

1.1.3. A = BUC tengligining o‘rinli bo‘lishidan, A\ B = C
tengligi kelib chiqadimi?

Yechimi. Umuman aytgancla kelib chiqinaydi. Misol uchun B =
C # 0 bo'lganda (BUCY\ B =0 # C.

1.1.4. AV (BUC)=(A\ B)\ C tengligint isbotlang.

Yechimi. 7z € A’ (BUC) = v & 4 var ¢ BUC. Natijadaz € A\B
va z ¢ C hoflganligidan. 2 € (A\ B)\C, ya'ni A\ (BUC) C (A\B)\C
munosabati o'rinli. Aksincha ¥z € (A\B)\C ho'lsin. U holda x € A\B
vaz ¢ C. Natijada 2 € A, 2 ¢ BUC bo'lgani uchun x € A\ (BU C).
vami A\ (B1JC) D (A B)\ C. Natijada berilgan tenglikning o‘rinli
ekanligi kelib chigadi,

1.5. AU(B\C)= (AU B)\ C tengligi o‘rinlimi?

Yechimi. Unnuniy holda bu tenglikning o4inli emas ckanligini

ouyidagi rasmlarda ko'rishga hofladi,
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1.1.6. Tengliknt tsbotlang:
AAB = (Au B\ (AN B).

Yechimi. Vo € AAB = r € A\ B yokive B\ 4= (re 4w
z g B)yoki(x € Bvaar € 4) = (re Ayvokiao € B) va (v € A v
réBy=redUBrvarg ANB=re(AUB\(INB)=

AAB C (AU (AN D).
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< (AU I:i AOBY = re AUB e ¢ AND = (0 € A voki
re ) ré Avokirg l» = (e e . lvardg B)yoki(x € B va
T \) rc AAD =

(AuB\ (4N B) c AAD.

Demak, AAB = (AU B)\ (1 N B) tengligi orinli.

1.1.7. C to‘plami bo‘sh bo‘lishi uchun iztiyoriy A to‘plami
berilganda ANC = 4 tengligining o‘rinli bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Yetarliligi. AAC = A tengligi o'rinli ho'lsin. U holda
(A\O)U(C\ 4) = A. Bundan C'\ A to‘plamning bo'sh ekanligi kelib
chiqadi. Shu bilan birga, 4\ C = A bo‘lgani uchun AN C = @ tengligi
orinli. Demak, C = 0.

Zarurligi. C = 0 bo‘lsa, u holda

AAC = (A\C)U(C\ A) = (A\D)U D\ A) = AUD = A.

1.1.8. To‘plamlar nazariyasidagi eng bir ehamiyatli tu-
shunchalardan biri bo‘lgan ikkilanganlik prinsipi gquyidagi
1kki tenglikka asoslangan. Shu tengliklarni isbotlang:

C{U4s) =NCA,;
b) C(N 4a) = U CAa.
Yechimi. a) Dastlab C(|J Aa) C (| CA, ekanligini isbotlaymiz:
o &
vzeClA) =2>r¢ U4 =V, 2d A, = 2 CA, =
a o
=z € [CA, = C(JA,) € NCA,.
a o a
Endi N CA, C C(|J As) munosabatining o'rinli ekanligini ko‘rsata-
a [
miz:
vz €(CA, 2€CA, = 2¢ A, >z ¢ JA, =
> z€C(UA4) = NCAx C CUA.
a o a

Natijada berilgan tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
b) Dastlab C(ﬂ A,) C U CA,, ekanligini ko‘rsatamiz:

VfﬁC(ﬂA,,)=>r¢ﬂA =
= Jd, xﬁA,,!—rTECA,,ézEUCA =
= C(NA.) clCA,.
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Endi C(N A D U CA, umosabatuine ovinli ekanliging qavachils

7. € U(/ — o by (L\,' =
‘,,’ = o5 r] 1 =
=€ C(ﬂA,.) = UC.-L. c CN4a).

Natijada berilgan tenglikning o‘vinli ckanligi kelib chigach.
1.1.9. Ikkilanganlik prinsipidan foydalanib

C(C(XUY)N(CXUCY))

ifodani soddalashtiring.
Yechimi.

C(C(XUY)N(CXUCY)) =
=C(C(XUVUY))UCICXUCY)=
= (XUY)U(CCXNCCY) =
= (XUY)u(XnY)=XUY.

1.1.10. Quyidag: tengliklarni isbotlang:
a) C(CA\ B) = C(CB\ A);

b) CAACB = AAB;

c) C(CAACB) = CAADB;

d) C(CAAB) = (B\ A) U(CB \ CA).

Yechimi. a) Dastlab C(CA \ B) € C(CB \ 4) munosabatui
ko'rsatamiz.

Vo € C(CA\B) = z¢ CA\B = 2¢Ci. rc B yoki
t¢CA = z¢A 2¢CBykizred = reCB\4A =
xr € C(CB\ 4);

Endi esa C(CB \ A) C C(CA\ B) munosabatni ko rsatamiz.

Ve e C(CB\A) = 2¢CB\A = red reCB vk
r#¢CB = x¢CA r¢BykireB = ¢ C(CA\ B).
Natijada berilgan tenglik kelib chiqadi.

b)Vr € CAACB ® 2€CH r¢CByokis € CA. rc CB <
ré A, reBykive A, ré B = re AND.

¢)Vr € C(CAACDB) & r¢ CAANCB & reCi.oxe CByoki
1@ CAr¢gCB & steCHAréBywkivreClreB & uae
CAAB.

d) Ve € C(CAAB) & r & CAAB & 1€ CAre Byoki
¢ CAr¢Beréd reBykir ¢ CA, reCB & reB\d
yokiz € CB\CA & wre(B\AU(CB\CA).
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L. Har bie 0 el sont uchun 1, orqali -;I; sonidan katta
bo*limmagan barcha mushal ratsional sonlar lo‘plainini belgi-
N
laymiz. U holda () Ay kesishmmaning bo‘sh to‘plam ekanligini
ket
ko‘rsating.
Yechimi. Ixtivoriy u musbat sonini olamiz. U holda shunday m € I

natural soni topiladiki. % << a tengsizligi orinli ho'ladi, )a'ni a &

(U -I] Bundan a € ﬂ ((] l_) ckanligi kelib chigadi. Demak, ﬂ Ay

to'plam ho'sh toplam l)o 1(1(11
1.1.12.  Absolyut qiymat: (n € N) sonidan katta
bo‘lmagan barcha hagigiy sonlar to‘plamini A, orqali belgi-

n+1
7]

laymiz. () Ar kesishmasining [-1, 1] segmentiga teng ekan-
k=1
ligini ko‘rsating.
Yechimi. Va € (1, 1] sonini olamiz, u holda

n+1 n+1
- <—-1<a<1l<
n n

tengsizliklaridan a € 4, = [—-n-——}# nj!— 1] ekanligi ko‘rinadi.
Endi [a] > 1 tengsizligini qanoatlantiruvchi i\tiyoriy a sonini olamiz.

U holda shunday m soni topiladiki, m,j; 11 + 77 < laf te11g51zhg1

o‘rinli bo'ladi, ya'ni a ¢ A,. Demak, a ¢ ﬂ As. Natuada ﬂ A =

[-1. 1] tengligiga ega bo‘lamiz.
1.1.13. A, B.C va D to‘plamlari uchun

(AxB)N(Cx D)=(ANC) x (BN D)

tengligi o‘rinli bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. Vz = (2,y) € (Ax B) N (C x D) element olamiz. U
holda z € A x B va z € C x D bo'ladi. Bundan z € 4, r € C hamda
y € B, y€ D. Demak, z € ANC, y € BN D. Bu munosabatlardan

z=(z,y) € (ANC) x (BN D)
ckanligi ko‘rinadi. Demak,
(AxB)n(CxDyc (AnC) x (BN D).

Endi (ANC) x (BN D) to'plamdan ixtiyoriy z = (z,y) element
olamiz. Uholdaz € ANC, y€ BND. Bundanz € A, z€C, y €
B. y € D munosabatlari kelib chigadi. Bu munosabatlardan esa z €



Vb e plasn sl

Ax B ovaz e Oz D elanlizgi kelil chijgandis U holda - | |
(C' % D). Demal.

(ANC)x (Brildy Tl 2 000 % D).
1.1.14. A B va C to*plamnlart wchun
(A\NB) x C=(AxC)\ (B«

tengligini isbotlang.

Yechimi. (A\ B) x C to'plamdan ixtivoriyv = ) element
olamiz. Ulolda z € A\ B, y € C. Bundanu r € A, r £ B. y e (.
Buesaz € AxC, =z & (BxC) ckanligini Lorsatadi. ya'ui = €

(AxCy\(BxC).

Endi = = (2,y) € (AxC)\ (BxC) bolsin. U holda = €
(AxC) =z¢ BxC. Bimmdan esa, z € 4, z € B. y £ C. Demak.
z€A\B, yeC,yamiz€ (A\B) x ().

Natijada (A\B) x C C (Ax )\ (BxC) va (A\B) xC D
(A x C)\ (B x C) munosabatlaridan berilgan tenglik kelib chigadi.

Mustagil ish uchun masalalar

1. Isbotlang:

a) (X\O)\ (X \4) c A\ Cy;

b) AA(AAB)=B.

2. Tengliklarni isbotlang:

a)(AUB)\C = (4\C)U(B\ 0);

b) (ANB)\C =(A\C)N(B\C).

3. A\ B Cc C va A C BUC munosabatlarining teng kuchli ekanligi
ishotlang.

4. 4D C bo'lganda A\ (B\ C) = (A\ B) U C tengligining o'rinli
bo'lishini ko'rsating.

5. Quyidagi munosabatlarning teng kuchli ekanligini isbotlang:

a) A C B;

b) CB C C4;

c) AUB = B.

6. Tengliklarni isbotlang:

a) C(A\ B) = CAU B;

b) C(C(CAUB)U(AUCB)) = B\ &

¢) (ANB)U(ANCBYU(CANB) = AU B;

7. Ixtiyorly £, F, G to'plamlar uehun quyidagi tengliklarning o'rinli
ckanligini isbotlang:
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W E < (Fuch = (Ex Pyuds < oy
I (FUG) x E=(F s YOG = )
) E s (F0G) = (Ex Fyngl <G
Q) (FNG) x E=Fx E)n(G x E).

1.2. Akslantirishlar. O‘zaro bir giymatli moslik

X va Y ixtivorly toplamlar bolsin.  Agar ma’lum bir f qoida
bo'vicha X to'planning har bir elementiga ¥ to'plamming fagat bir ele-
menti wos qo'vilgan bo'lsa, u holda hu moslikka X to‘plamda aniglanib,
qivinatlari Y toplamiga tegishli bo'lgan akslantirish deyiladi va u
f: XN — Y korinishda yoziladi.

Misollar. 1. Har bir haqiqiy songa o'zining kvadratini mos
qo'vsak, bu moslik akslantirish bo‘ladi. Sababi, ixtiyoriy haqiqgiy son-
ning kvadrati faqat bitta bo‘ladi. ;

2. (0, +cc) to'plamga tegishli har bir haqiqiy songa uning loga-
rifmini mos qo'ysak, bu moslik akslantirish ho‘ladi.

3. Cla, b] orqali [a, b] segmentdagi barcha uzluksiz funksiyalar
to'plamini belgilasak, u holda

flz) — j f(z)dz

moslik Cla,b] ni R ga o'tkazuvchi akslantirish bo‘ladli.

f:X — Y akslantirishda 2 clementga mos keluvchi y elementi f(z)
ko'rinishda belgilanadi va y elementi z elementning obraz: deb ataladi.
Obrazi y bo'ladigan X to'plamning barcha elementlari to‘plamiga ¥y
clementuing proobrazi deyiladi va u f~!(y) ko'rinishda belgilanadi, ya'ni

W) ={r e X : flz) = ).

A to'plami X to'plaiming bivor gism to'plami ho'lsin.  f(a)
ko'rinishdagi (bu verda o € 4) harcha elementlardan iborat {f(a) :
a € A} to'plami A toplamming obrazi deb ataladi va f(A) ko'rinishda
belgilanadi:

f(A)={fla): ae A}

B Foll)lilf'l' L4 mlpl;”f'“i{]g "‘“'Zi gisin to‘plami bo'lsin. X to‘plamning
obrazi 3 to'plamga tegishli bo‘lgan barcha elementlari {ae X : fla)e
B} to'plamiga B to'plamniug proohrazi deyiladi va F-Y(B) ko'rinishda
helgilanadi.
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Agar f 0 N — Y akslantivisheli fOX) =Y bolsas nholda X torpluni
Y toplamning usfrga akslinsidi deviladi. Sha bian bivea, bie akedan-
tivishni syurchsaya deb ham ataviniz, Uininiy holda, vaini f(N) 208
bo'lganda, f fanksivasi X ni Y ning seloge abkslantivadi deviladi.

Misollar. 4. y = +* funksivasi = ui & toplamning ustigs aksh-
tiradi.

5. y = 2z funksiya [0, 1} segmentni [0, 2] segmentuing ustiza akstin-
tiradi.

6. Tekislikdagi barcha vektorlar torplamini G bilan belgilab, har bir
vektorga o'zining modulini mos qo'yaylik. Bu woeslik G to'plauni R
Lo’ plamning ichiga akslantiradi.

f: X — Y akslantirishda o‘zaro teng bo'linagan ixtivoriy oy o2 € X
elementlar uchun f(z;) # f(z2) bo'lsa, u holda f wneksiya deb ataladi.

Misollar. 7. y = z* funksiya B ni B ga o'tkazuvchi ineksiva bo'ladi.

8. y = x? funksiyasi ineksiya bo‘la olmaydi. Chunki —2 = 2. lekin
ularning obrazlari teng, ya'ni f(—2) = f(2) tengligi orinli bo'ladi.

Bir vaqtning o‘zida syureksiya va ineksiya bo'lgan f : X' — Y aks-
lantirish bieksiya, yoki X va Y to'plamnlar orasida o‘zaro bir giymatli
moslik deb ataladi.

Misollar. 9. Har bir natural n soniga 2n — 1 sonini mos qo'ysak, u
holda u barcha natural sonlar va barcha toq natural sonlar to plamlari
orasidagi o‘zaro bir giymatli moslik bo‘ladi.

10. y = ctgmz funksiya (0,1) interval va R orasida o'zaro bir ¢jiy-
matli moslik o‘rnatadi.

Masalalar

1.2.1. Ikki to‘plam birlashmasining proobrazi shu to‘plam-
lar proobrazlarining birlashmasiga teng ekanligini isbotlang:
fHAUB) = fFHA) U FY(B).

Yechimi. Aytaylik, z element f~(AUB) to'plamiga tegishli bo'lsin.
U holda f(z) € AU B. Bundan f(x) € A voki f(x) € B munosabat-
larning kamida bittasi o'rinlidir, yami » € f=1(4) voki » € f7YB). U
holda 2 € f='(A)u f(B). Natijada, f~' (AU B) C FHA) U FYB)
munosabatning o‘rinli bo‘lishi ko‘rinadi.

Aksincha, z € f7YA4) U f71(B) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda
ze fNA)yokiz € fY(B) munoesabatlarning kanida bittasi o'vinlidir,
yani f(z) € A yoki f(x) € B. Natijada f(2) € AU B. U holda
z € f~1(AUB). Shuning uchun ' (AUB) D f-1(A)uf-Y(B). Natijada
berilgan tenglikning o‘rinli ckanligi kelib chigadi.
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Jp 22, Ikki to‘plam  kesishmasining  proobrazi shu
to'plamlar proobrazlarining kesishmasiga teng chanligini is-
botlang.

FYAnB) = N FND).

Yechimi. ¢ element f7H{A N B) to'plamning ixtiyoriy elementi
bolsin, U holda f(x) € AN B. Bundan f(z) € A va f(x) € B numno-
sabatlarning orinli ekauligi kelib chigadi. Bu munosabatlardan esa
refldvare f'l(B) munosabatlarning o‘rinli bo'lishi ko'rinadi.

Natijada = € f71(4) N f4(B). U lolda
FHAnBY c A4y N H(B).
Aksincha, r € f71(A) N f71(B) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda

f(r) € 4 va f(z) € B. Bundan f(z) € AN B ekanligi korinadi.
Natijada 2 € f7(A N B). Demak,

FHANB) D FHA) N fH(B).

1.2.3. Ikki to‘plam birlashmasining obrazi shu to‘plamlar
obrazlarining birlashmasiga tengligini isbotlang:

f(AUB) = f(A)u(B).

Yechimi. y € f(AU B) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda AU B
to'plamda y = f(z) tenglikni qanoatlantiruvchi z element mavjud. Bu
z element A yoki B to‘plamning birortasiga tegishli bo‘lgani uchun
y € f(4)U f(B). Shuning uchun

f(AuB) C f(A)u f(B).

) Aksincha, f(A)U f(B) to‘plamga tegishli ixtiyoriy y element olaylik.
U holda AU B to'plamda y = f(z) tenglikni ganoatlantiradigan x
e‘Iem(?nt mavjud bo'ladi. Bundan y € f(Au B ) ekanligi kelib chigadi.
Shuning uchun

#(AUB) > 1(4) U f(B).
142.4. Agar B PR Sfunksiya

f(z) = 3sinz + 4cosz

Jormula bilan aniglansa, v h i ]
P i 5 olda f([0,2r t .
Yechimi. Bu finksiyaning 0, 27] e e

lagi kg . Atta (iv-
o dagi eng kichik va eng katta ¢iy:

min f(r) = -5, max f(z) = 5.

0<u<n
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I nzhuksiz bolpandigi wehon, oralin givioat hagidagh Boltsano — Vey
shitrass teoremasicdan, b funksiva
(1111)111 et :l(ll Demak, f([0.27] gho

1.2.5. Agar f: R —F funlusu;u
fe) =2 + 57

formaula bilan aniqlansa, u holda f '([0.1 ) ni toping.
Yechimi. Funksiyaniug hosilasi f'(.r)

bu funksiya monoton o‘suvchidir. Demak.

I(0) =0, f(1) =

tengliklardan, f uzluksizligi va oraliq qiymat hagidagi Boltsano - Ve-
yershtrass teoremasidan, bu funksiya [0, 1] oraligni {0. 4] oraliqqa o'zaro
bir giymatli akslantiradi. Bundan f funksiya [0, 4] dagi barcha qiyvmat-
larni qabul etadi. Demak, f-1([0, 4]} = [0, 1].

1.2.6. Natural sonlar va barcha musbat juft sonlar to‘plam-
lari orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnating.

Yechimi. Har bir n natural songa 2n juft sonini mos qo'vamiz. Bu
moslik berilgan to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli boladi.

1.2.7. Natural sonlar va barcha nomanfiy ratsional sonlar
to‘plamlari orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnating.

Yechimi. Nomanfiy ratsional sonlar to‘plamini G~ orgali belgi-
lab, har bir r € Q* sonni gisqarmas kasr ko'rinishda yozib olamiz va
bu kasrning surati bilan maxrajining yig‘indisini r ning balandligi deb
ataymiz. Balandligi berilgan songa teng bo‘lgan nomanfiv ratsional son-
lar cheklidir. Endi barcha nomanfiy ratsional sonlarni balandliklarining
o'sish tartibi bilan yozamiz:

1 1
{‘l. 1‘_5, ?.._ 5._ 3‘ . E {Llli
Har bir » € Q" soniga (1.1) ketma-ketlikda turgan nomerini mos
qo‘yamiz. Bu moslik @* va barcha natural sonlar to'plamlari orasida
o‘zaro bir giymatli bo‘ladi.
1.2.8. (0,1] segmentni la, b segmentiga akslantiruvchi
o‘zaro bir qiymatli moslikni toping.
Yechimi. y = (b = L’L)t + a funksiya [0‘ 1] segmentni [a’ b] segmentga
o‘zaro bir qiymatli akslantiradi.

-5, 50 aradiqdagt harcha givinatlarut

= 4s° + 3 = 0 bolgandigidan,

e
o -
1
| €

o e

1.2.9. Berilgan to‘plamlur orasida o‘zaro bir giymatli f
moslikni toping:

a) 7:(0,1) - R
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b) [ 001 — (0,10

c) [l =R

Yechimi. a) y = ctgmr funksiva (0.1) intervalni R ga o’zaro bir
givmatli akslantivadi;

b) Barcha hadlari (0,1) intervalda joylashgan {x, : z, = = _I_ }
ketma-ketlikni olib. segmentning 0 nuqtasiga intervalniug z; nuqtasini;
1 nuqraga xs € (0. 1) nuqtani; z; € [0, 1] nugtaga 3 € (0,1) nugtani;
r; € [0.1] nugtaga xy € (0,1) nugtani; umwman z, € [0,1] nuqtaga
Iy € (0,1) nuqtani mos qo'yib, boshqa = € [0, 1] nuqtalarga shu
nuqtaning o'zini mos qo‘yamiz. Bu moslik bieksiya bo‘ladi.

¢} Biz yuqorida o‘zaro bir giymatli f:[0,1] — (0, 1) va g: (0,1) —
R mosliklarning mavijudligini ko‘rsatdik., U holda go f : [0,1] — R
o'zaro bir giymatli moslik bo‘ladi.

1.2.10. Tekislikda koordinatalari z* + (y— 1) = 1 wa y <
1 shartlarni qanoatlantiruvchi barcha nugtalar to‘plamini A
orqali belgiloymiz. Barcha hagigiy sonlar to‘plami R hamda
A orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnating.

Yechimi. Bu ikki to‘plam orasida o‘zaro bir giymatli moslikni geo-
metrik yo'l bilan o‘rnatamiz. Rayshanki 4 to‘plami markazi (0, 1) nug-
tada radiusi 7 = 1 bo‘lgan aylananing y = 1 chizigdan pastda joylash-
gan gismi. R to‘plami sifatida absissa o‘qini olamiz. Aylana markazi-
dan absissa ogidagi b nuqtaga kesma o‘tkazsak yarim aylanani biror
¢ nugtada kesib o‘tadi. Bu ¢ nugqtani b nuqtaga mos go‘yamiz. Ay-
lana markazini absissa ogining har bir nuqtasi bilan tutashtirib, kesma-
ning absissadagi uchiga aylananing kesma kesib o‘tgan nuqtasini mos
qo'yamiz. Natijada bu moslik o‘zaro bir qiymatli moslik bo‘ladi.

1.2.11. [0,3] va (0,1) U [2,3] to‘plamlari orasida o‘zaro bir
qiymatli moslik o‘rnating.

Yechimi. [0, 3] to‘plamning [0,1) gism to‘plamining har bir elemen-

tml 0'ziga mos qo‘yamiz. [1,3] to‘plamdan olingan har bir = elementini
7 + 1,5 elementga mos go‘yamiz. Natijada

jite) = {2 agar r € [0, 1),
vz+15 agar z € [L, 3]

ka'rinishdagi funksiya orqali [0,3) va [0,1)
o'zaro bir giymatli moslikka ega bo‘lamiz,

1.2.12 [0,5] wa [0,1) U (2,3] U 4,5]
bir giymatli moslik o‘rnating.

U [2,3] to‘plamlar orasida

to‘plamlari orasida o‘zaro
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Yechimi. Quyidagi funkaiyani qarayiik:

agar r £ 0. 1),

ylx)

2
1 agar r € [2.3].
| 27 — 5, agar x £ [4,5].
Bu funksiya orqali [0,1) ui [0,2) ga, [2.3] ni o'ziga. (4.3] ni esa (3.5
ga o‘zaro bir giymatli akslantiradi. Demak, (0.5 va (0. 1)U [2.3]U (4.5
to'plamlar orasida o‘zaro bir giymatli moslikka ega bolamiz.
1.2.13. Tekislikda
A={(z,y): 0 <2’ +y* <1}
va
B={(z.y):s*+y* > 1)
to‘plamlari orasida o‘zero bir giymatli moslik o‘rnating.
Yechimi. Quyidagi akslantirishni qaraylik:

i L
A
(z,y) €A (Il+y2’zz+y ) € B.
Bu akslantirish A va B to‘plamlar orasida o‘zaro bir qivmatli moslik
o‘rnatadi. Bu akslantirish inversiya deb ataladi.
1.2.14. Tekislikda
O={(z,9):0<zr<1,0<y<1}

ochiq to‘rtburchak va R? tekislik orasida o‘zaro bir qiymatli
akslantirish o‘rnating.

Yechimi. 1.2.9 a)-misolga ko‘ra y = ctgrz funksiva (0,1) va R
orasida &‘zaro bir qiymatli akslantirishdir. Bundan

(z,7) € T (ctgnz,ctgry) € R?

akslantirish IT ochiq to‘rtburchak va R? tekislik orasida o'zaro bir qiy-
matli akslantirishdir.

Mustagqil ish uchun masalalar

1. Tengliklarni isbotlang:
a) f'{(UA4) =Uf (A

b) f-*«‘j As) =N (A,
C) f (LJAA) = L\J f (An)-
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2, Lkki torplam kesishmasining obrazi shu to planlar obrazlarining
kesishinasiga hamima vagu teng hokadimi?

3. f(CA) = CF( rengligh hama vaqt orinli ho'ladimi?

4. Guruhdagi talabalar to'plamini A bilan, ular ta'lim olayotgan an-
ditorivadagi stullav to'plamini B bilan belgilaylik. Har talabaga o'zining
o'tirgan stulini mos qo'yayliq. Bu moslik ganday hollarda:

a) akslantivish: b) syurcksiya; c) inelsiya; d) bieksiya bo‘ladi?

5. Chekli 4 va B to'plamlar orasida canday hollarda o'zaro hir
givmatli moslik o'rnatish mumkin?

6. Barcha natural sonlar to‘plami N va barcha juft sonlar to‘plani
J orasida o'zaro bir giymatli moslik o‘rnating.

7. Barcha natural sonlar to‘plami N va barcha ratsional sonlar
to'plami @ orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnating.

8. Aylana va to‘g'ri chiziq orasida o'zaro bir giymatli moslik
o'rnating.

9. R fazosidagi bir nugtasi olib tashlangan sfera bilan tekislik
orasida o'zaro bir qiymatli moslik o‘rnating.

10. Tekislikdagi ikki koordinatasi ham ratsional sonlar bo'lgan bar-
cha nugtalar to‘plami bilan Q orasidagi bieksiyani toping.
11. [a, b} segmentni R ga o‘zaro bir qiymatli akslantiruvchi funksiya
mavjudmi?
12. (—00,0]U[1, +00) va (0, 1) to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘rnating.
13. Tekislikda
{, N T
lkl\y} . =5 SR

T T
~3 <U<3}

ochiq to'rtburchak va R? tekislik orasida o'zaro bir giymatli akslantirish
o‘rnating.

B3| R

1.3. To‘plamning quvvati tushunchasi

Ta'.rlf. Agar ikki to'plam orasida o'zaro bir giyinatli moslik o‘rnatish
mumkin ho'lsa, u holda bu to‘plamlar ekvivalent deb ataladi. A va B
to'plamlarining ckvivalentligi A ~ B kahi belgilanadi

Agarl 1kk1.ta chekli to'plam ekvivalent bo'lsa, u holda ularning ele-
mentfarl_ ol teng bo'ladi. Cheksiz to‘plamlar haqida bunday deb ayta
olmaymllz. .Sal)ubn.chcksiz to'plamning elementlari soni hagida tushun-

cha berish mumkin emuas, Ixtiyoriy tabiatli jkki to‘plam ekvivalent
ho'lsa, u holda bu to'plamlarning qumats teng deyiladi. Shunday qilib,
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quvvat — cliekli 1(»’|1|;|llll;lll|iu4', eJement Lol
to'platlar aehn wnnbednirilishi ek

A torplamming quyvvating m(A) kovinishda belgilaviniz, Demak. A

soni tushunchasining chokez

va B to'plamlar elovivalent hotlsie n holda i e £3) holadi. Agar
bu to plamlar ekvivalent bo'linasa. u holda £ i 3).
Agar B toplani A to‘plamining biror qisin 1 .pl WD i

bo'lsa. 1 holda £ to'plamining quvvati A4 to plaunining guv \,mer katta
emas deyiladi va bu m(B) < m(A) voki m(A) = mlB) korinishlarda
belgilanadi.

Agar A va B to‘plamlari ekvivalent bohuusdan. A toplun B
to'plamning qandaydir bir qism to'plamiga ekvivalent bo'lsa. u holda B
to'plam A toplamga nishatan quvvatliroy deyiladi va u m(B) > m{-)
yoki m(A) < m(B) ko‘rinishlarda belgilanadi.

Misollar. 1. N ~ @ bo‘lgani uchun m(N) = m(T).
Ry ko'rinishda belgilanadi.

2. @ C B. Shuning uchun m(Q) < m(R).

m (i) odatda

Ta'rif. Barcha natural sonlar to‘plamiga ekvivalent bo'lgan to'plam
sanoqli to‘plam deb ataladi.

Misol uchun barcha butun sonlar to‘plami, barcha toq sonlar to'plami
sanoqli boladi.

Sanogli bo‘lmagan cheksiz to‘plam sanogsiz to'plam deyiladi.

[0, 1) segmentiga ekvivalent bo‘lgan to‘plam kontinuum quvvarga ega
deyiladi. Kontinwum quvvatni ¢ ko‘rinishda belgilaymiz. Quvvati kon-
tinium quvvatdan ham katta to‘plamning mavjudligini quyidagi teo-
rema yordamida ko‘rsatish mumkin.

Teorema. Biror M to‘plamning barcha gism to'plamlari sistemasini
2M korinishda belgilasak, u holda m(’Z'”) > m(M) munosabati o'rinli
ho'ladi.

Agar M to'plam chekli bo'lib, uning quvvati n ga teng bo'lsa, u
holda 2M ning quvvati 2 ga teng bo'lishini ko'rish givin emas. Shuni
hisobga olib 711 quvvatli ixtiyoriy A to'plam uchun 2¥ ning quvvatini
2™ ko'rinishda belgilaymiz.

Quvvati 2° bo‘lgan to‘plamn giperkontinuum quvvatga ega to plam
deb ataladi. Misol uchun [0,1] segmentning barcha qism to'plamlari
to‘plami giperkontinumm quvvatga ega.
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Masalalar

1.3.1. R to‘plami va (0.1) intervali bilan ekvivalent ekan-
ligini ko‘rsating.

Yechimi. y = arctgxr funksiyasi monoton o‘suvchi, aniqlanish so-
hasi R va givmatlar sohasi (—%‘,i}) bo'lganligidan, y = %r-arct_ql‘ + 5
funksivasi ® to'plami va (0, 1) intervali orasida o‘zaro bir qiymatli aks-
lantirish bo'ladi. Bundan R to‘plami (0,1) intervaliga ekvivalent ekan-
ligi kelib chigadi.

1.3.2. Sanogqli to‘plamlarning sanogli sondagi birlashmasi
sanogls to‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yeghimi. Ay, Ay, ..., Ay, ... sanogli to‘plamlar berilgan bo'lsin.

x
A = {J Ak to'plamning sanoqli ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Sodda-

k=1
lik uchun A,NA; =@, % # 7 deb olaylik. Chunki, bu shart bajarilmagan
holda Aj, As,...,4,,... to‘plamlar o‘rniga

By= 4y, By=As\ Ay, By = A\ (U Ab), .

to'plamlarni qaraymiz. B;NB; =0, i # j va Gl A, = @1 B, ekanligi
ravshan. - "

Ay to'plamlar sanogli bo‘lgani uchun ularning elementlarini nomer-
lab chiqamiz:

Ar:oayg, 19y -+ -y Alpye - -
A2: @21, G91,...,099,. ..

ay, elementlari hilan tekislikning koordinatalari (k,n) bo‘lgan nug-
talari orasidagi o'zaro bir qiymatli moslik o‘rnatamiz: arn & (k,n).
@ elementlarni tekislikda sxematik ravishda chizmadagidek qilib
k’o‘rsa_tlsh mumkin (5-rasm). A, ning elementlariga I chorakning ab-
;ls]sadSI k (k=12,...) ga ordinatalar; 1,2,... bo‘lgan nugtalar mos
cladi.
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5-rasm

Jadvaldagi elementlarni: aj; ni birinchi element, a; ni ikkinchi element,
a9; ni uchinchi element va h.k. chizmada ko‘rsatilgandek qilib nomerlab
chigish mumnkin. Shunday qilib, A ning har bir elementi ma’'lum bir
nomerga ega bo'ladi.

1.3.3. Butun sonlar to‘plami Z, ratsional sonlar to‘plami
Q sanogli to‘plamlar ekanligini ko‘sating.

Yechimi. Z = Z, UZ_ deylik, bunda Z, = {m : m € Z.m > 0} va
Z.={m:meZ,m<0}. Z, va Z_ to'plamlar har biri natural sonlar
to‘plamiga ekvivalentligidan, ular sanoqli bo‘ladi. 1.3.2-misoldan ikkita
sanoqli to‘plamning birlashmasi bo‘lgan Z to‘plami ham sanoqlidir.

Har bir n € N uchun

Q, = {g TmE Z}

bo‘lsin. Har bir @, to‘plam sanoqli bo‘lgan Z to‘plamiga ekvivalent.
1.3.2-misoldan sanoqli to‘plamlar birlashmasi bo‘lgan @ to'plami ham
sanoqlidir.

1.3.4. Barcha irratsional sonlar to‘plami I bilan barcha
haqigiy sonlar to‘plami R ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Bu to‘plamlar orasida o‘zaro bir qivmatli moslikni
quyidagicha qurishga bo‘ladi. nv2,n € N korinishdagi son-
lar to‘plamini L orqali, I ning nv/2 ko‘rinishda ifodalash mumkin
bo‘lmagan barcha elementlari to‘plamini €' orqali belgilaylik. U holda

I=CUL, R=CU(LUQ).

1.3.3-misolga asosan, @ sanoqli to‘plam. L sanoqli ekanligidan, 1.3.2-
misoldan L UQ ham sanoqlidir. Demak, L va LUQ to‘plamlar orasida
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ozaro biv givinatli akslantirish mavind. ¢ torplamning har bir ele-
mentiga esa shu elewentuing ozini mos quivamiz. Natijada 1 va B
orasida ozaro bir qivinatli moslik ornatiladi.

1.3.5. Chekli sondagi sanoqli to‘plamlarning Dekart
ko*paytmast sanoglidir.

Yechimi. Kopavtuvchilar soni ikkita bo'lgan holni qarash yetar-
Hidir.

A={a,cay, .}

B = {bi, ... by, ...}
sanoqli to'plamar bolsi.
Ax B ={la,b;):a €A, € B}
ning sanogli ekanini ko‘rsatamiz. Har bir n € N uchun
Dy = {{(a..b) : b; € B}
to'plamlarni qaraylik. D, ~ B bo'lganligidan, har bir D, sanoqli

o o}

toplam. A x B = |J D, ekanligi va 1.3.2-misoldan 4 x B to‘plam
n=1

ham sanogli bo'ladi. :

1.3.6.  Koeffitsientlari ratsional sonlar bo‘lgan barcha

ko‘phadlar to‘plami P[X| ning sanogli ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Koeffitsientlari ratsional sonlar bo‘lib, darajasi n ga

teng barcha ko'phadlar to‘plamini P,[X] orqali belgilaylik, bunda n €

Hu{0}. PX] = L>Jo P.[X] bo‘lganligidan, har bir P,[X] to‘plamning
n

sanoqli ekanini ko'rsatish yetarli. Buning uchun P,[X] ~ Q™! ni
asoslash yetarlidir. Bu esa
pt) = ap + at + ast® + wyt" — (ag,a, ay, ..., a,) € Q'H'l
1oslikdan kelib chigadi.

1.3.7. Iztiyoriy cheksiz A to‘plamning sanogli to‘plamga
ekvivalent bo‘lgan gism to‘plami mavjudligini isbotlang.

Yechimi. A dan clingan biror nuqtani ay deb belgilaylik. A cheksiz
to'plain bo'lganligi uchun A\ {¢} bo'sh cmas. A \ {a1} dan bivor
element olib, uni a; orqali belgilaymiz. (4\ {a;})\ {a2} to‘plam bo‘sh
ewas, undan olingan elementni a3 orqali belgilayiniz va h.k. A cheksiz
to'plam bo‘lgani uchun bu jarayomni cheksiz davom ettirish mumkin.
Natijada, turli clementlardan iborat sanoqli {a;, ay, vy @y, ...} to'plam
hosil bo'ladi,



1.3.8. (.1} kesrmani
Yechimi. Favaz qilaylik [0, 1] koo sanogli hotdsin, U holda T

g sanoqsiz clanligind ko realing.

to'plaun elementlaring nomerlab chigish nonnkin
T3 it i i

Bu soular 0 bilan 1 orasida joylashgani nelpm nlarui quvidagicla vozish
unnnkin:

€ = () apydpaag .. dyy, -

aty = U, 1029003 . ..Uy, ...

23 = 0,ag03a5 ... az, ...

bu yerda a,; - x; sonining k-o‘nlik raqgami. Endi
b= O,blbgbg. . .IJ,, .
sonini quyidagicha tuzaylik:

i 2, agar a,, = 1,
1, agar a,, # 1.

Natijada b, # a,,, n € N. U holda b € {0, 1] soni

d8il B G0 o a6 6 o o
sonlarning birortasiga ham teng emas. Bu esa
[0, 1] = {Ila Tayee oy Ty }

ga ziddir. Hosil bolgan ziddiyatdan [0, 1] kesmaning sanogsiz ekanligi
kelib chigadi.

1.3.9. [a.0] segmentda aniglangan monoton funksiyaning
uzulish nuqtalari to‘plami chekli yoki sanogli bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. [a, D] segmentda monoton o'suvehi Fla) funksiya berilgan
bo'lib, @y uning berilgan segmentga tegishli ixtiyoriy uzwlish nugtasi
bo'lsin. f(x) funksiya [a,xo) va (xg.d] yarim intervallarda monoton va
chegaralangan bo‘lgani uchun

fle—=0) = : lim “_F'LJ"F va [+ 0) = : lim  f(x)

iy syl
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lanitlr wavjud, Shuning wehun wzalishe nugtasi f () funksiyaning
-t nzalish nugtasi boladi. feg + 0) = f(ro = 0) ayirmaga flx)
funksivaning o nugtadagi sakrashi deyiladi. Berilgau funksiya mono-
ton orsuvehi bo'lgani uchun har bir uzulish nugtadagi sakrashi mus-
bat sondan iborat. Berilgan funksiyaning sakrashi biror a sonidan

f(b) = fla)
(¢}

emas. Hagiqatan, agar berilgan funksiya M
n sondagi uzulish mugtalarda o dan katta sakrashlarga ega bo'lsa, u
holda bu sakrashlarning barchasining yig'indisi f(b) — f(a) ayirmacdan
katta bo'lardi. Bunday bo‘lishi mumkin emas. Funksiyaning sakrashi -
sonidan katta bo‘lgan uzulish nuqtalari to‘plamini Ey, orqali belgilaylik.
Barcha uzulish nugtalari to'plami E quyidagidan iborat bo‘ladi:

E=FUFU...UE.U...

katta bo'lgan uzulish nuqtalari soni chekli sonidan katta

sonidan katta

E). to‘plamlarning har biri chekli bo‘lganligidan, E to‘plami ko‘pi bilan
sanoqli bo'ladi.

1.3.10. Agar iztiyoriy A C X sanogli to‘plami uchun |X \
A| = |X| munosabati o‘rinli bo‘lsa, u holda X sanogsiz to‘plam
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Aksinchasini faraz qilaylik, Aytaylik, X sanogli to‘plam
bo'lsin, ya’ni

X = {1, 22, ...,Tp, ... }.
Uning A = {5, Zg, ..., Tn, ...} sanoqli qism to‘plamini olsak, u holda
X\ A= {zi, 2, 23, 2,} va |X \ A| = 4. Natijada | X \ 4] # | X] kelib
chigadi.

. 1.3.11. Uchlarining koordinatalari ratsional bo‘lgan tekis-
hikdagi barcha uchburchaklar to‘plamining quvvati nimaga
teng?

.Yechi‘mi.. Tekislikdagi har bir uchburchak uchlarining koordinata-
ari orqali bir qiymatli aniglanadi. U holda berilgan to‘plamning har bir
uch.burchaklga M' = Q*xQ?x Q? to'plamning elementlari mos keladi va
aksmcl.la. Sanogli to‘plamlarning chekli sondagi Dekart ko‘paytmasida
sanogli to‘plam bo‘lganligidan, M sanoqli to‘plam bo‘ladi. Demak,
bunday uchburchaklar to‘plami sanoqli bo‘ladi.

1.3.12. Agar [A\ B| = |B\ A| bo‘lsa, u holda |A| = |B.

Yechimi. Teng quvvatli to‘plamlar ekvivalent, to‘plamlar bo‘lganligl
_UChUH, agar A\B ~ B\Abo'lsa, uholda 4 ~ B munosabatini o‘rinligini
ishotlash yetarli, A = (A\B)U(ANDB)va B = (B\A)U (AN B)
tengliklarini qaraylik. Bundan A\B, ANBva B\A, ANB to‘plamlari
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umumiy nngtalarga cga eipas. Shat ho'vicha A\ B~ B\ v ATl ~
ANLE bo'lsa, u holda A ~ [,

1.3.13. Agar A C B va A = [AUC| bo'lsa, u holda I
|BucCl.

Yechimi. 1.3.12-misolga o'xshash, agar A4 = B va 4 ~ AUC bolsa,
u holda B ~ B U ' munosabatini ishotlayiniz.

Quyidagi munosabatlar o'rinli:

B=AU(B\4) (1.2)

BUC = (AU(C\B))u(B\A4) (1.3)

(1.2) va (1.3) tengliklarning o‘ng tomonlaridagi birlashadagi
to‘plamlar wnumiy nugtalarga ega emas. Bundan 4 va AU (C'\ B)
to‘plamlari ekvivalent, chunki A C AU(C'\ B) ¢ AUC shart boyicha
A ~ AUC. Demak, A ~ AU(C \ B) va (1.2}, (1.3) tengliklarini hisobga
olsak, B ~ B U C kelib chigadi.

1.3.14. Chekli sondagi barcha hagigiy sonlar ketma-
ketliklari to‘plamining quvvati nimaga teng?

Yechimi. Chekli sondagi barcha haqiqly sonlar ketma-ketliklari

oo
to‘plami | J A4, bo'lib, bu yerda A, uzunligi n-ga teng bo‘lgan ketma-
n=1
ketliklar to‘plami, yami A, = R x ... x R, bunda R haqiqiy sonlar
———

to'plami. R ~ (0,1] dan A, ~ (0,”1] X ... x (0,1]. Oxirgi to'plam

x

(0,1] ga ekvivalent. Natijada A, ~ (n —1,n]. U holda |J 4, to'plami
F=)

(0,1]u(1,2]uU... = (0, +00) ga ekvivalent. Demak, kontinuum quvvatiga

ega ekan.

1.3.15. To‘g‘ri chiziqda o‘zaro kesishmaydigan barcha in-
tervallar to‘plamining quvvati nimaga teng?

Yechimi. To'g'ri chiziqda & = {U, : U, N Uy = 0. a # 3} o'zaro
kesishmaydigan intervallar to‘plamini qaraymiz. Har bir U, intervalga
tegishli =, ratsional sonini bu intervalga mos qo‘yamiz. U, Nl = ¢
bo'lganligidan, a # @ da x, # 23 o'rinlidir. Ratsional sonlar to‘plami
sanogliligidan, .# ham sanoqli to‘plam.

1.3.16. Agar M sanogsiz to‘plam va A uning chekli yoki
sanoqli qism to‘plami bo‘lsa, u holde M va M\ A to‘plamlar
o‘zaro ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. A7\ A to'plam sanogsiz bo'ladi, aks holda 3/ = AU(M\A)
tengligidan A to‘plami chekli yoki sanoqli bo'lib qoladi. AL\ 4
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rorplomidan sanogli Ay torplanin olib. qolsan gismini N orgali bel-

ailiviniz. U holda
MAA=4HuN M=(AUuAd)uN

munosabatlariga egamiz. Sanogli A; va AU A to'plamlari orasida bir
qivmatli moslik o'rnatamiz, N to'plamining har bir elementini o‘ziga
mos qo'vamiz. Natijada A \ A va A to'plamlari orasida bir giymatli
moslik o' ratamiz.

1.3.17. Iztiyoriy cheksiz A to‘plami bilan chekli yoki
sanogli B to‘plamining birlashmasi A to‘plamiga ekvivalent
bo‘lishini 1sbotlang.

Yechimi. Agar A sanoqli bo‘lsa, u holda A U B to‘plam sanoqli
bo'lib. 4 to'plamiga ekvivalent ekanligi kelib chiqadi.

Agar A sanogsiz bo‘lsa, u holda AU B to‘plami ham sanogsiz bo‘ladi.
Sanogsiz to'plam undan chekli yoki sanoqli to‘plamni olib tashlashdan
pavdo bo'lgan gism to‘plamiga ekvivalent bo‘lishidan A U B to‘plami
A=(4UB)\(B\ A) to‘plamiga ekvivalent ekanligi kelib chigadi.

1.3.18. Natural sonlarning barcha juftliklari to‘plami P
sanoqli bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. (p,q) natural sonlar juftligining balandligi deb p+g sonini
aytamiz. Ravshanki balandligi n ga teng bo‘lgan natural sonlar juftlik-
lari n —1 ta bo'ladi. P, orqali balandligi n ga teng juftliklar to‘plamini
belgilaymiz.

FB={1ln-1,2n-2, . ,(n—1,1}

. v}

bamda P = |J B, bo'lishidan P to‘plamning sanoqli ekanligi kelib
n=2

chigadi.

1.3.19. Agar D sanogli to‘plam bo‘lsa, u holda uning ele-
me"tlamfi‘m tuzilgan barcha chekli ketma-ketliklar to‘plami
S sanogli to‘plam bo‘lishini isbotlang.

. Yechir.n.i. 7 ta natural sondan ihorat bo‘lgan barcha to‘plamlar
birlasmasini P orqali belgilaymiz, Chekli to‘plamlarning sanogli bir-
lasmasi sanoqli to‘plam bo'lishidan P, to‘plamining sanoqli ekanligi

ravshan. Bundan esa S = U~r to‘plamining ham sanoqli ekanligi
kelib chigadi. E

1.3.29. R* fazoning ratsional koordinatali barcha nugtalari
to‘plami Q" sanoqli bo‘lishin; ko‘rsating.
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Yechimi. @ sanogli toplnn botlganligidan. o sondaat sanoglh
41U

to'plamlarning Dekart ko paytinasi bho'lgan S torplai. L3.5-mmsolaa
asosan sanoqli to‘plam bo'ladi,

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Isbotlang:

a) agar A C B va A ~ AUC bo'lsa. u holda B~ S0

by agar A D C.B D D va CU B~ C holsa. n holda AU LD - AL

2. Chekli 4 va B to‘plamlaruing elementlari sonini mos ravishda
n{A) va n(B) ko'rinishlarda belgilaylik. Quyidagi tenglikui ishotlang:

n(AUB) =n(A)+n(B)—n(AN B).

3. Tekislikda uchlarining koordinatalari ratsional sonlardan iborat
bo‘lgan barcha to‘rtburchaklar to‘plamining quvvatini toping.

4. Sanoqli to‘plamning ixtiyoriy qism to‘plami chekli yoki sanoqli
bo‘lishini ko‘rsating.

5. Fazodagi ratsional koordinatali barcha nugqtalar toplamining
sanoqli ekanligini isbotlang.

6. Tekislikda markazining koordinatalari ratsional sonlar bo'lib. ra-
diusi ham ratsional son bo‘lgan barcha aylanalar to‘plamining sanoqli
ekanligini isbotlang.

7. Ixtiyoriy cheksiz to‘plamning sanoqli gism to‘plami mavjudmi?

8. Musbat sonlar to‘plamining ba’zi sanoqsiz to‘plamini £ bilan
belgilaylik. F N (€, +cc) to‘plami sanogsiz bo‘ladigan € > 0 sonining
mavjudligini isbotlang.

9. Sonlar o‘gida berilgan E to‘plamning ixtiyoriv ikki elementi
orasidagi oraliq birdan katta bo‘lsa, u holda bu to‘plamning chekli yoki
sanoqli bo‘lishini ko‘rsating.

10. Sanogli to‘plamning barcha chekli gism to‘plamlarining to'plami
sanogli ekanligini isbotlang.

11. Natural sonlarning qat'iy osuvchi barcha ketma ketliklari
to‘plamining quvvatini toping.

12. Natural sonlarning 10 sonini o'z ichiga olmaydigan barcha
ketma-ketliklari to‘plamining quvvatini toping.

13. Ratsional sonlarning mumkin bo‘lgan barcha ketma ketliklari
to‘plamining quvvatini toping.

14. Tekislikda o‘zaro kesishmaygan doiralar to'pluni berilgan. Shu
to‘plam sanogsiz Lo‘lishi mumkinmi?

15. {u,b] segientda aniglangan bareha souli funksiyalar to*plami
giperkontinuum quvvatga ega ckanligini isbotlang.
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16. |a.b] segmenteda nzluksiz bo'lgan barcha funksiyalar to'plami
kontinun quvvathi ckanliging ishotlng.

17. [a.0] segmentda mouoton bo'lgan barcha funksiyalar to'plami-
ning quvvati qanday?
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2.1. O¢lchov tushunchasi

Bo'sh bo‘lmagan X to‘plam uchun P(X) orqali X to'plamuing bar-
cha qism to‘plamlari sistemasini belgilayiniz.

Bo‘sh bo'hnagan & C P(X) sistema birlashma va ayirma amallariga
nishatan yopiq bo'lsa, ya'ni A, B € Z ckanligidan, AUB € 2. A\
B € % kelib chigsa, u holda Z halqa deyiladi.

Agar 4 halga bo'lsa, u holda AN B = A\ (4 B) tengligidan
AN B € Z# kelib cluqadl Bundan tashgari AA B = (. 1u B)\ (A0 B)
tengligidan AA B € Z kelib chigadi. Demak, Z kesishma va simmetrik
ayirma amallariga nisbatan yopiqdir.

Bo'sh bo‘lmagan & C P(X) sistemaning har bir 4,B £ % ele-
mentlari uchun shuuday o‘zaro kesishiaydigan C,...,C, € ¥ mavjud

bo‘lib, A\ B = U C, tengligi bajarilsa u holda .% yarim halga deviladi.

Misollar. 1 X ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan to‘plam bo'lsa. u holda
S = P(X) yarim halga bo‘ladi.

2. S = {0, {a}, {b,c} {a.b,c}} yarim halqa boladi.

3. S = {[a,b) : a,b € R} yarim intervallar sistemasi yarim halga
bo'ladi.

4. S = {[a,b) x [¢,d) : a,b,c,d € R} to‘rtburchaklar sistemasi yarim
halga bo‘ladi.

Agar # C P(X) halga uchun X € £ bo'lsa, u holda & ulgebra
deyiladi.

Agar ixtiyoriy Aj. As, ..y Ap, ... € £ uchun GA,, € # bo'lsa. u

holda % - og-halga deyiladi. "

Agar Z bir vaqtda algebra va o-halqa bo‘lsa, u holda & - o-algebra
deyiladi.

Yucoridagi misollardan, 1, 2 misollardagi varim halgalar o-algebra
bo‘lib, 3, 4 misollardagi yarim halgalar g-algebra bo'lmaydi.

& C P(X) biror yarim halqa bo'lsin. x : & — R nomanfiy
funksiyasi ixtiyoriy o‘zaro kesishmaydigan A, ds,..., 4, € &, bunda
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e L worplambar uchun

AL "
" (U-LJ SonA)
I i=1

tenglinini qanoatlantirsa, u holda ji olchov deyiladi.

Agar ixtivoriv o'zaro kesishmaydigan Ay, Ao, ..., A, ... € &, bunda

v

A, € ¥, to'plamlar uelun

Feol o\ o0
H (U An) = ZP(AH}'
n=l n=1
tengligi bajarilsa, u holda p sanogli-additiv (yoki o-additiv) deyiladi.

Misollar. 1. S = {[a,b) : a,b € R} yarim intervallar yarim
halgasida

#([a,0)) =b—a

sanogli-additiv o‘lchov bo‘ladi.

2. S ={{a,b) x [¢,d) : a,b,¢,d € R} yarim halqada

#lla,b) x [e,d)) = (b - a)(d ~ ¢)

sanogqli-additiv o‘Ichov bo‘ladi.
3. X ixtiyoriy bo‘sh bolmagan to‘plam, z € X va S = P(X) da

1, agarz € A
A} = ’ ’
HA) {0, agar z & A
sanogli-additiv o‘lchov bo‘ladi.
4. ”Agar 1, oo fn 0'lchovlar, ty, ..., £, musbat sonlar bo‘lsa, u holda

p= 3 ts; ham o'lehov bo'ladi. Hususan, zi, ..., 2, € X uchun

wA) =>"1

€A
o'lchov bo‘ladi.
Aytaylik, X biror to'plam, & ¢ P(X) yarin halqa, ¢ esa o‘lchov
bo'lsin. Har bir A € .5 to'plam uchun j*(A) tashqi o'lchovni

pi(A) = inf{z;;{f‘“.) tAC UAk, Ap € £}
[ k
kabi a‘niqlay'miz. Agar A € P(X) to‘plami va Ve > 0 uchun shunday
b € & to'piaii topilib, p*(A A B) < & bajarilsa, u holda A to‘plami
Lebeg ma’nosida o'lchovli deyiladi.
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2.1.1. X toplamnning ixtiyoriy bo‘sh bo hnagan qisin to'p-
lamlari oilasi S uchun, S ni o'z ichiga oluvchi shunday yo-
gona R(S) halga mavjudki, u S ni o'z ichign oluvchi ictiyorty
halgada yotad:.

Yechimi. Ry = (R, kesishmaui qurayiniz, bunda [, — 5 ui oz

ichiga olnveli X niug“qism to'plamlaridan iborat Lalga. S ui 0’z ichiga
oluvehi P(X) linlga bo'ladi, shu sababdan f2, # 0.

Eundi A, B € Ry bo'lganligidan, Va uchun A, B € R,,. Ta'rifza kota
AUB € R, va A\B € R, munosabati o'rinli. a ixtivoriy ekanligidan,
AU DB € Ry va A\ B € R,. Demak, R halqa ho'ladi.

Har bir @ nchun S C R, bo‘lganligidan, S C Ry kelib chiqadi. S
ni o'ziga oluvchi X to‘plamning gism to‘plamlarining ixtivoriy halqasi
biror R, ga tengdir, bundan u Ry halqani o'z ichiga oladi.

2.1.2. Agar S C P(X) yarim halga bo‘lsa, u holda R(S) mi-
nimal halga shunday A to‘plamlardan iborat bo‘ladiki, bunda

A=JA. Aes Ana; =9
=1

1# g, 6,5=1,2,..n.neN.

Yechimi. L orgali X ning shunday qisin to‘plainlarini belgilaymizki,
bu gism to‘plamlar S ga tegishli to‘plamlarning chekli yoyilmasiga ega
bolsin. L ni o'z ichiga oluvehi har bir halga chekli birlashmalarga nis-
batan yopiqdir. Tasdigni isbotlash uchun L halga ekanligini ko'rsatish
yetarlidir.

A,B e L lar uchin AU B € L va A\B € L ekanligini ko'rsatish
kerak.

Aytaylik,

m

A=0.4,-. B=|JB,
=)l i

=1
bunda A, N A, =0vaB,NB; =0, i3 j DastlabAUB, €L ni
ishotlaymiz.

Quyidagi tenglik o‘rinlidir:
AUBl = (A\BI)UBl = ((U ‘{) \ BI) L'Hl = (lJ ("L \ BI)\' UB{.
=1 / 4 =] f!

Endi S yarim halqa bo‘lganligidan, har bir 4;\ By to'plam S ga tegishli
to‘plamlarning chekli yoyilinasiga egaligidan barcha 4 U B) vig'indilar
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shunday vovilwaga ega boladi. A U By ga ketima-ket By, By. ..., B,
toplamlarni birlashtivsak. biz har bir gadanxla L ning to'plamiga ega
bo'lamiz. bundan AU B € L o'vinli.

Quyidagini yozamiz:

A\ B, = (U 1) \B, = (U (Ai\ Ba})

i=1 i=1
Bundan 4\ By € L. Endi
AN (BiUBU...UB,) = (A\ Bi)\ B2) \ ...\ Bw)

dan A\ Be L.
2.1.3. Agar B C A oflchovli to‘plamlar bo‘lsa, u holda
AN B) = p(A) - p(B)

tengligini isbotlang.

Yechimi. B C A bo‘lganligidan, A = (A\ B)U B bo'lib, A\ B va
B to'plamlar o‘zaro kesishmaydi. U holda

#(A) = p((A\ B)U B) = p(A\ B) + u(B).
Bundan
AN B) = p(A) - u(B)

tenglikka ega bo‘lamiz.

2.14. A B oflchovli to‘plamlar. Agar E,F o‘lchovli
to‘plamlar uchun

ADME=BAF, p(E)=p(F)=0

bo‘lsa, u f.wlda #(A) = u(B) ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. AAE = (A\E)U(E\A)va B\F =(B\F)U(F\B)
ekanligidan,
(ANE)U(BE\ A) = (B\ F)U(F\ B)
ya’'ni
#(ANEYU(ENA) = u((B\ F)U(F\ B))
Bundan

H(A\E) + p(E\ A) = n(B\ F) + u(F \ B).

U holda p(E) = p£(F) = 0 ckanligidan, n(E\ A) = 4(F\ B) = 0
Demak,u(A\E):ﬂ(B\p)' \ 4) w(F\ B) .
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Endi
p(A) = p (AN EYU L) = (A E)y+p(E)=p(A\E) =
= (B\F)=p(B\F)+p(F)=pl(B\F)UF)=pu(B).
yani p (A) = pu (B).
2.1.5. Tengliknt isbotlang:
p(A)+ 2 (B)=p(AUB)+ (AN B).

Yechimi. A, B to'plamlar o‘lchovli ho'lsa A U B. AN B, A\
(AnB), B\ (ANB) to'plamlari ham o'lchovli ekanligi ma'lum va
ANB, A\ (ANB), B\ (AN B) to'plamlar o‘zaro kesishmaydi. U
holda

AU B) = u((A\ (AN B))U(B\ (AN B)) U (AN B)) =
=pu(A\(ANB)) +u(B\ (ANB))+u(ANB) =
= p(A) = {ANB) + p(B) — (AN B) + p(AN B) =
= p(A) + p(B) — u(AN B).

Bundan p(A) + p(B) = p(AUB) + u(ANB).
2.1.6. Tenglikni isbotlang:

wAUBUC) = p(A) + u(B) + p(C)—
—p(ANB) - u(BNC)—pu(CNA) + p(ANnBNC).
Yechimi. 2.1.5-misoldan foydalansak,
p(AUBUC) = p((AUB)UC) =

=AU B) + u(C) — p((AUB)NC) =
= u(A) + w(B) = (AN B) + u(C) — p((ANC)U(BNC)) =
= u(A) + p(B) + 1(C) — (AN B) — p((ANC)U (BN C)) =
= p(A) + u(B) + 1(C) — u(An B)—
—[p((ANC)+u(BNC) - p((AnC)N(BNC)))] =
= p(A) + u(B) + p(C)-
~w(ANB)—w(BNC)Y - n(CN A) + p(AnBNC).

2.1.7. Agar
441 g -’L‘!g "'-411 g
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o'chovti to*plamlar va A = ], bolsa, u holda ()

(7|

lim p(A,) ekanligini ko‘rsating.
o

) = p (O 1) =

\n=1
:/l\.-h U(--‘?\‘.{I)U.'.U(:{Il\‘411-‘1)U...) 3
= i — sanoqli-additiv] =
'l[)’f',u('l \A) '+I‘Au\4u I) =
() + SO0 = ) = s p(A,)

k=2

Yechimi.

. Agar
A; 2 A4y

9]

) B S A

x
o‘chovli to‘plamlar va A = (N A, bo‘lsa, u holda p(A) =
n=l
lim p(d,) ekanligini ko‘rsating.

n—x

Yechimi. 2.1.7-misoldan

p(,4l\m..1,,)= (Uu.\m))— lim (A1) = (40))-

n=1 n=1
Bundan

n(A) ﬂ 4) = lin (u(Ay) — p(An)),
n=1
vami p(d) = ”HI.I’L J(An).

2.1.9. O‘nli kasr yozuvida 7 ragami qatnashmagan [0. 1]
kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg oflchovini to-
ping.

Yechimi. E o'nli kasr yozuvida 7 ragami qatnashmagan [0, 1]
kesmadagi barcha sonlar to'plami bo'lsin,

Bu to'plami quyidagicha qurish mumkin. Birinchi qadamda [0. 1]
kesma teng 10 kesmaga bo'linadi va [0.7,0.8) yariin intervali chiqarib
tashlanadi. climki bu oraliqqa tegishli sonlarning o'nli kasr yozuvida
verguldan keyingi birinchi ragaini 7 ga tengdir.

[kkinchi qadamda qolgan

0,01). 0.1.0.2], [0.2,0.3], [0.3,0.4], [0.4, 0.5],
[0.5,0.6], [0.6,0.7), [0.8,0.9], [0.9,1]



kestnalar Lot teng 10 kesiowa b fanb., Lior bin vettineli kesioa ehigaiih
tashlanadi, ya'nl [(00] don 007004 0028 dan 0170250 v
hokazo.

Kevin qolgan bareli kestadanr haon sl tazea Dok T by T-clp
kesma chiqarily tashlanadi. Bu jaravon chieksiz davomn ertirilsa. qolgan
miqtalar to'plami E to'plaming bevadi.

Endi {0,1] \ £ uing o'lchovini tisoblayiniz. Bu to'plan nzunligh

bo'lgan bitta [0.7. 0.8} kesma, nzunligi +— bo'lgan 9-ta kesma, nmn-
man, uznnligi m-_—, o' lgan 9*-ta kesina va hokazo kesmalardan iborat.
Bundan
1 9 9? g
1 01 F AE = Qe 5 e o S =l
n0.1NE) = 15+ 1@ + 13 1071

Demak, p(E) = 0.

2.1.10. O‘nli kasr yozuvida 1 va 2 raqamlari gatnashmagan
(0,1] kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg o‘lchovini
toping.

Yechimi. Bu to‘plamni E orqali belgilaymiz hamda quvidagicha
UIraIniz.

Birinchi qadamda [0, 1] kesmadan [0.1,0.3) yvarim iutervalni chigarib
tashlab, golgan {0.3, 1] kesmani goldiramiz. Chuuki {0.1.0.3) oraliqdagi
ixtiyoriy sonuing o‘nli kasr yozuvi 0.1 ... yoki 0.2. .. ko rinishda boladi:

Ikkinchi gadamda har bir [0.3,0.4], [0.4,0.5],....[0.9. 1] kesmalar
uchun ham dastlabki % gismidan iborat yarim intervallarni olib tash-
laymiz.

Shu jarayonui clicksiz davom ettirsak o'lchovlari

2 2.3 2.9 93k
sonlar ketma-ketligiga mos oraliclar olily tashlanmh. Bu oraliglar [0, 1}\
E dan iborat bo‘ladi. U holda

([0, 1]\ E) =

ot] Lo

- ( )2+_..:1

SIS
ST NS
[SLH N~

+ +

[S1ARI]

Demak, p(E) = 0.

2.1.11. R da ixtiyoriy musbat o‘lchovga ega to'plam kon-
tinuum quovatge egaligini isbotlang.

Yechimi. 4 C R toplami nchun p(A) = ¢ > 0 bolsin. R da
Lebeg oflchovi xossasidan shunday G € A oshiq toplan mavjud bo'lib,

AN\ G) < §. Bundan

#(G) = p(d) —p(ANC) > e =5 ==,
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vani Gomusbat olchoven ega. Doemak, ¢ bosh bolmagan ochig
toplam. U holda shunday o # b sonlari topilib, (a,b) C G, yani
(. b) € A. Eudi (0.h) to'plam kontinuum quvvatga ega ekanligidan, A
Lam kontinmun quvvatga egaligi kelib chiqadi.
2.1.12. Agar [0.4] kesmaning A va B gism to‘plamlari
uchun p(A)+p(B) > 4 bo'lsa u(ANB) > 0 ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. 4 < p(A) + p(B) = (AU B) + (AN B), u holda

MANB) >4 -p(AUB) >4 -4=0,

bundan esa p(4NB) > 0.
2.1.13. Hagigiy sonlar to‘plamidagi A o‘lchovli to‘plam
orgali aniglangan

f(t) = (@ t] N A), € a,b]

funksiyasining vzluksiz ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Ixtiyoriy ¢y € [a,b] soni berilgan bo‘lsin. Dastlab [a, 0]
kesmadan ixtiyoriy ¢, | t; bo‘lgan ketma-ketlik olamiz. U holda A, =
[a,ta] N A ichma-ich joylashgan kamayuvchi to‘plamlar ketma-ketligini
tuzadi, hamda 2.1.8-misoldan foydalansak,

lim f(t,) = lim p(fa,t,jNA) =

= p(("Y(lasta] N A)) = pu([a,to] 11 A4) = £(to)

munosabatiga ega bo‘lamiz.
Endi [a, b] kesmadan ixtiyoriy £, T ¢, bo‘lgan ketma-ketlik olamiz. U
holda
An=la,t)N A
ichma-ich joylashgan ofsuvchi to‘plamlar ketma-ketligi bo'lib
o‘lchovning uzluksizligidan,

Jim f(ta) = lim p((a,t,] N A) =

= lesta] 0 4)) = p(lo, to] 1 4) = F (1)
n
munosabatga ega bo'lamiz. Demak, f(¢) funksiya uzluksiz.
2.1.14. Hagigiy sonlar to‘plamida chegaralangan, o‘lchovi
4 ga teng A to‘plamining o‘lchovi 2 ga teng B gism to‘plami
mavjud ekanligini ko ‘rsating.
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Yechimi. Aytaylik, A4 < B, pf(4) = | toplam beriloan holsin. A
toplami chegaralangan bo'lganligidan, A to plaming oz ichiga oliveh
shunday [e, 0] oraliq maviud bolib. pf{a b 0 Ay = 4 tenglisi orindi
ho'ladi. Ushbu

ft) = plla, )0 A, 1 & [a )]
funksiyasini qaraymiz. Bu funksiya uchun
fla) =0; f(b) =4

ekanligi ravshan. Yugqoridagi misolda esa bu funksiyaning uzluksizligi
ko‘rsatilgan edi. Bundan oraliq giymat haqgidagi Boltsano - Koshi teo-
remasiga ko‘ra shunday f, € [a, b] topilib,

flto) =2

tengligi o‘rinli bo‘ladi. U holda B = [a, tg]NA deb belgilasak, B C A va
w#(B) = 2 munosabatlarini qanoatlantiruvchi to‘plamga ega bo'lamiz.
2.1.15. R da Lebeg o‘lchovi orqali aniglangan

(5 = (0, N A), 0<t <4

Sfunksiyani aniglang va uning grafigini chizing, bu yerda A =
[1,2) VL [3,4].
Yechimi. Agar t € [0,1) bo‘lsa, u holda [0,¢] N A = ¢. Bundan

f(&) = u([0,5] N A) = u(@) = 0.
Agar t € 1,2) bo‘lsa, u holda [0,¢] N A = [1,#]. Bundan
f@y=pu((0,1] N A) = p([L, ) =t - L.
Agar t € [2,3) bo'lsa, u holda [0,¢] N A = [1,2]. Bundan
f@) = ([0, 8] N A) = p([1,2]) = 1.
Agar t € [3,4] bo‘lsa, u holda [0,¢] N A = [1,2] U [3.t]. Bundan
£() = p(0, N A) = u([1,2 U [3,]) = ¢ = 2.

Demalk,
0, agar t € [0, 1),
t—1, agarte(1,2),
t) =
f(t) 1, agar t € {2,3),
t—2, agart€ [3,4].
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2.1.16. R da kontinuum quwvatga ega wa o‘lchovi nol
bo‘lgan to‘plamga misol keltiring.

Yechimi. Fy = {0,1] bo'lsin. Bu to‘plamdan (%, =;) orali¢ui
chiqarib tashlaymiz va qolgan to‘plamni Fy bilan belgilaymiz. Endi
£ to'plandan (%%) va (%,g) oraliqlarni chiqarib tashlaymiz va qol-
gan to'plainni £ bilan belgilaymiz. Fs to‘plami 4 ta kesmadan iborat
bo'lib, kevingi gadamda har bir kesmadan uzunligi (l;)J ga teng o'‘rta
oraligni chiqarib tashlaymiz va ¢olgan to‘plamni Fj bilan belgilaymiz
va hiokazo. Bu jarayouni davom ettirib ichma-ich joylashgan Fj, yopiq
to'plamlar ketma-ketligiga cga bo‘lamiz. D = ﬁ F,, deb belgilaymiz.

D torplamning tuzilishini qaraylik. Bu to‘pl”a-nllga

0= = =, =

L]

nuqtalati tegishlidir. Lekin D to‘plamda bu nuqtalardan boshqga nug-
talar ham mavjud. [0, 1] kesmadagi sonlarni uchlik sanoq sistemasida
NVOZANIZ:

ay  as

.r:,—"‘-'_; ?-—I'T_..fnl+.-v- (()‘1)

BB 3
bunda a, = 0.1.2. O'uli kasrdagidek, bunda ham ba'zi sonlar (2.1)
shaklda ikkita nsnlda yozish mnumkin, Masalan.

1 { ] 0

3 3¢ o 3

)
izl E T
o

r € [0,1] soni D to'plamga tegishli bolishi uchun uning (2.1)
ko rinishedagi bivor yozuvida 1 ragami qatnashmasligi zarur va yetar-
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lidiv. Dewak, hay b ¢ € 1) soniga

bunda ¢, = 0.2, ketma-ketligh mos keladi. Bupday ketma-ketlikla
to'plami quyvvati kontinuumdir, Buning nelio, (2.2) korrinishdagi har
bir ketma-ketlikka
(!1,’)-_»,....[},,..... (2';)
ni mos qo'yawiz, bunda b, = 0 agar «,, = 0 By Ui = i ) = O
Endi (2.3) korinishdagi ketma-ketlikni [0, 1] kesmaclagi ~onning ilkki-
lik yozuvi deb qarasak, u holda (2.3) kovinishdagi sonlar to'liq 0. 1] ni
beradi. Bundan D kontinmun quvvatli to‘plam.
D to‘plam o'lchovini topaylik. D to'plam to'ldiruvchisining o lehovi
1 2 4 Fitial
§+§+2—7+...T p =
Bundan p(D) = 0.
D to'plami Kantor to‘plamni deyiladi.

Mustagqil ish uchun masalalar

1. Ofnli kasr yozuvida kamida bitta 3 raqami qatnashgan 0. 1]
kesmadagi barcha sonlar to'plamining Lebeg o'lchovini toping.

2. Biror to‘g'ri chiziqda yotuvehi tekislikdagi ixtiyoriy A to plunning
yassi o'lchovi nol ekanligini ko'rsating.

3. Hagqigiy sonlar to‘plamida chegaralangan. o'lchovi 5 ga teng A
to'plamining o‘lchovi 3 ga teng B qism to‘plami mavjud ekanligini
ko'rsating.

4. Kamida bitta ichki nuqtasi bo'lgan to'planming o'lchovi nol
bo'lishi mumkinmi?

5. Ol kasr yozuvida birorta ham 1 raqami gatnashmagan [0. 1]
kesmadagi barcha sonlar to'plamining Lebeg o'lchovini toping.

6. Onli kasr yozuvida kamida bitta 1 ragami gatnashgan [0.1)
kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg o’lchovini toping.

7. £ C [0,1] o'lchovsiz to'plam va 4 shunday to'plamki. z({0. L] \
E) = 0. En A to'plami ham o'lchovsiz ekanligini ko ysating.

8. Orsuvchi chekli o'lchovli A, to'plamlarning birlashmasining
o‘'lchovi har dotin chekli bo'ladimi?

9. Haqiqiy sontlar to'plamida chegaralangan, o'lchovi 3 ga teng A
to'plamining, o'lchovi 1 ga teng B qism toplami mavjud ckanligini
korsating.
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10, Ixtivoriy bo'sh bothmagan ochig A to'pluni nchun ge(A) > 0
ckanliging ko'rsating.

11. Agar 4 C [0.0] nushat o'lchovli to'plam bo'lsa, w holda bu
to'plamda shunday & va y muqtalar mavjud bo'lib, ular orasidagi masofa
ratsional son bo'lishini ko'rsating.

2.2, O‘Ichovli funksiyalar

Q ixtivoriy bo'sh bo‘lmagan to‘plam, ¥ bu to‘plamning ¢ism
to'plamlaridan tuzilgan biror g-algebra, p esa ¥ da aniglangan chekli
sanogli-additiv o'lchov bo'lsin. (, X, 1) uchligiga olchovli fazo deyi-
ladi.

Biror f: @ — R funksiya berilgan bo‘lsin. Agar V¢ € R uchun

FH(~00,0)) = {z € Q: f(z) < ¢}

to‘plami o'lchovli bo'lsa, u holda f funksiya o‘{chovli funksiya deyiladi.
§ o'lchovli to‘plamda f va g o‘lchovli funksiyalar uchun

{z€Q: f(z) # g(z)}

to‘plami o'lchovi nolga teng bo‘lsa, u holda f va g funksiyalar ekvivalent
deyiladi va f ~ g kabi belgilanadi.

Agar Q to'plamda aniglangan {f,(z)} funksiyalar ketma-ketligi
uchun "11_u’1: fa(2) = f(z) tengligi bajarilmaydigan nugtalar to‘plami
olchovi nolga teng bo'lsa, {f,(z)} funksional ketma-ketlik f (z)
funksiyaga deyarli yaginlashadi deyiladi.

Agar ixtiyoriy € > 0 soni uchun

am p({z € Q: |fulz) - fz)| 2 €}) = 0

bo'lsa, u holda {f,(z}} funksional ketma-ketlik f(z) funksiyaga o‘lchov
bo‘yicha yaqinlashuvehi deyiladi,

Deyarli yaqinlashish f, - f kabi, o‘lchov bo‘yicha yaqinlashish esa
fa == f kabi belgilanadi.

Masalalar

2.2.1. (0, %) o‘lchovli fazo va f: Q — R funksiya beril-
gan bo‘lsin. U holda quyidagilar o‘zaro teng kuchli ekanligini
ko‘rsating:

a) f: 9 — R o‘lchovli funksiya;
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b) Ve € R uchun {r €l flr) =} o'lchouli toplam;
c) Ve e R uchun {» € Q: flr) >} o'lchovli to‘plamn:
d) Ve e R uchun {v e Q: f(r) = cf oflchovli to‘plamn;:
Yechimi. a) = b). Aytaylik. f: Q) — & olchovli funksiva bolsin.
U holda har bir ¢ € R uchun
{reQ: flr)y<c}
to‘plami o‘lchovli bo‘ladi.

{ze: flz) 2} =Q\{z€Q: f(r) <c}

tengligidan {z € Q : f(z) > ¢} to‘plamining o‘lchovli ekanligi kelib
chiqadi.
b) = ¢). Aytaylik, har bir ¢ € R uchun
{z e f(z) >c}

to‘plami o'lchovli bo‘lsin. U holda

B

{er:f(a:)>c}=U{er:f(x)2c+%}

n=1

tengligidan va o‘lchovli to‘plamlarning sanogli birlashmasi yana
o'lchovli bo'lishidan {z € £ : f(x) > ¢} to‘plamning o'lchovli ekan-
ligiga ega bo'lamiz.

c) = d). Aytaylik, har bir ¢ € R uchun

{zeQ: flz)>c}
to‘plami o‘lchovli bo‘lsin.
LeQ: J@) <} =\ {zeQ: f(x) >}

tengligidan {r € Q : f(z) < c} to‘plamining o'lchovii ekanligi kelib
chiqadi.
d) = a). Aytaylik, har bir ¢ € R uchun
{zeQ: f(z) <<}

to‘plami o‘lchovli bo'lsin. U holda

n

{zef: fla)<c} = ﬂ {.’L‘EQ.’ f(.l')SC+—l~}

n=1 *
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tenslinidan va o'lehovli torplamlarning sanogli kesislimasi yana o’ lehovli
bolishidan {# @ Q ¢ f(r) < ¢} toplamning o'lchovli ekanligiga cga
bolamiz. Demak. £ ovichovli funksiya boladi.

2.2.2. f(r) va g(r) o'lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda
a) f(x) i(} W
b) f{x)g(a

c) l|:| {yix) # 0.r € Q) funksiyalari ham o‘lchovli

bo‘lishini ko‘rsating. )
Yechimi. f(xr) va g(x) o'lchovli funksivalar va k,« € R bo'lsin.
e (Fra)z)<c}={zecQ: flz)<c—a}
tengligidan f + a funksiyaning o‘lchovli ekanligi,
AT f,_' == {_L
e (FA () < ol — {ze: flz) < k'c}, agar :
{z€q; (kf)(x) < e} { {zeq: flz) >k ‘-;}__ agar k<0

tengligidan esa k f funksiyasining o‘lchovli ekanligi kelib chigadi.
a) Avvalo

{zeQ: f(z) > o(z)}
to'plamning o'lchovli ekanligini ko‘rsatamiz. Hagigatan,
{zeQ: flz) > g(a)} = J({z € Q: f(z) >r}n{z € Q: g(z) <7})
reQ
tengligidan {zr € Q: f(z) > g(z)} to‘plamning o'lchovli ekanligi kelib
chigadi. Bundan
{reQ: flz)tg(z)>c}={z€Q: f(z) > Folz) +}

io'plami olchovli ekanligiga ega ho‘lamiz. Demak, oflchovli
funksiyalaming yig'indisi va ayirmasi o‘lchovli bo‘ladi.
b) Oldin f* funksiyaning oflchovli ekanligini ko‘rsatamiz. Bu
3 0
Yo fAz) <c) = {zeq: — < f(z) < Vc}, agarc>0,
{re: fiz) <c} {(0, agar ¢ < 0
tengligidan kelib chigadi.
O‘lchovli funksiyalarning ko‘paytinasi o‘lchovli bo'lishini ko'rsatish

uchun quyidagi ayniyatdan foydalanamiz:

f9= 1S + 0= (F = g



2O bl Dnndesdvala

Tenglikning o'ng tomoni o leliovli fanksiva botladic clondi ilki o lehovi
funksivaning vigtindisi. ayivmasi v kvadrati hatn olehovli frakesivie De-
mak, fg funksivasi ham olehovli.

¢) Agar f(a) [unksivasi olchovli va f(r) £ 0.0 € Q bolsa, u holda
L ham o'lchiovli bo'lishini ko‘rsataylik.

flx)

Agar ¢ > 0 bo'lsa, u holda
{zeQ: 1/f(x)<ct={reQ: flr)>1l/c}U{reQ: flr) <O}
agar ¢ < () bo‘lsa
{2e€Q: 1/f(a)<c}={r€Q:0> f(z) > 1/c}.
agar ¢ = 0 bo‘lsa
{zeQ:1/f(z)<c}={2€Q: f(z)<c}.

Yugoridagi tenﬂhl\lammfr o‘ng tomoni har doim o'lchovli toplam

bo‘ladi. Demak, f( = ham o‘lchovli ho‘ladi. Endi
fl=) _
7 =P
tengligi hamda f(z) va #;) o'lchovliligidan % funksivasining

o‘lchovli ekanligi kelib chigadi.

2.2.3. Agar f funksiya A to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda
quyidagi funksiyalarning o‘lchovli ekanligini ko‘rsating:

a) |f(x)};

b) fi = max{f(z),0};

¢) f- = —min{ f(x),0}.

Yechimi. a) {f(z)| funksiyasi o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz. Bu-
ning uchun

{zeA:|f(z)] <c}

to‘plami o‘lshovli ekanligini ko‘rsatish zarur.
fred: |f@) <c}={zr€A: fl&) <chn{red: fr) >~}

tengligini ko‘rib o‘taylik. f(a) funksiyasi oflchovl ekanligidan, {x €
A: f(z) < c} va{r € A: f(2) > —c} to'plamlari olehovli ekanlisi
kelib chiqadi. Teuglikning o‘ng tomonidagi to'plamlarning kesishmasi
o'lchoviiligidan {x € A : [f(®)] < ¢} to'planning o'lchoviiligiga ega
bo'lamiz. Demalk, [f(2)| funksiyasi o‘lchovli.




I 1E Ofehoviar mazavivasi elementlan

b.¢) f.. f. funksivalarning o'lchovli ekauligi a) banddan va quyidagi
tengliklardan kelib chigadi:

I = max{ f(2),0} = [{L[—}

fo = —min{ f(x),0} = B

2.24. f : R — R wuzluksiz funksiyasi berilgan bo‘lsin.
Iztiyoriy haqiqiy ¢ soni uchun f[~'((—co;c)) to‘plami ochig
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Ixtiyorly haqiqiy ¢ sonini olaylik. =y € f~'((—o0ic))
bo'lsin, ya'ni f(zo) < c. f funksiyasi 29 mqtada uzluksizligidan musbat
€ < ¢ — f(zo) soni uchun shinday & > 0 soni topilib, |z — wo| < &
bo'lganida |f(z) — f(2o)| < ¢ tengsizligi bajariladi. Demak, z¢ nuqta-
ning d-atrofidagi har bir z uchun

f@) < flzo) + € < flzo) + ¢~ f(zo) = ¢
Shuning uchun 2z nuqtaning d-atrofidagi barcha = nuqtalar
fY{{~oc;¢)) to'plamiga tegishli bo‘ladi. Demak, f~1((—o0;¢)) ochig
to'plam bo'ladi.
2.2.5. Agar f:R — R funksiya uzluksiz bo‘lsa, u holda f
oflchovli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Har bir ¢ € R uchun

{xeA: f(z) < ¢}

to‘plami o'lchovli ekanligini ko‘rsatamiz. 2.2.4-misoldan bu to‘plamning
ochiq ekanligi kelib chiqadi. Bundan bu to*plam o‘lchovli va f funksiyasi
o‘lchovli bo‘ladi.

2.2.6. f:Q - R o‘lchovli funksiya va z = ¢(y) funksiya R
da uzluksiz bo‘lsa, u holda z — o(f(x)) funksiya ) da o‘lchovl
ekanligini isbotlang.

Yechimi. 2.24-misolga binoan z = w(y) uzluksizligidan, ixti-
yoriy haqigiy ¢ soni uchun ™ ((~o00,¢)) to‘plami R da ochiq to‘plam
bo'ladi. R da ochiq to'plam esa sanoqlicha intervallarning birlashmasi
ko‘rinishda ho‘ladi, ya'ni

{ —0a] 'ﬁ U{QR n’ﬁ

U holda (f) murakkab funksiyasi uchun
(= €90l <) = U, ) -
,I.
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[J{_,r QO cop < Sl i}
(]
= U ({r e flo) = %) r]{r e 8 fla)=Zim 'r)

otinli. Bindan
{re: flx) <}, {#r€Q: flo)=an}

to'plamlarining o’lchovliligini va Q toplamida f(r) funksivasining
o‘lchovliligini hisobga olsak, har bir ¢ € R uchun {2 € @ 2 f(x)) < ¢}
to'plamining o'lchovli ekanligiga ega bo'lamiz. Demak. = = a(f{#))
funksiyasi £ da olchovli.

2.2.7. (£, %.41) o‘lchovli fazo va f,y : Q — B funksiyalari
o‘lchovli bo‘sin. U holda

flz)
In(1 +[g(x)})

funksiyasining o‘lchovli ekanligini isbotlang.

Yechimi. 2.2.2 va 2.2.3-miscllardan 1 + |g(z)| o'lchovli funksiva.
jlr)

u holda 2.2.G-misoldan In(1 + |g(z)[} o‘lchovli bo'ladi. ——Lor—
(1 =~ [g(}])

funksiyasi esa 2.2.2-misolga binoan o‘lchovli.
2.2.8. Quyidagicha aniglangan Dirizle funksiyasining
oflchovli ekanligini ko ‘rsating.

ppo 1. apgar 2 € QQ,
!(J] =r { 0, agar z € L.

Yechimi. Ixtiyorty ¢ € R uchun

j 0, agar <0,
f i (—oc,)) =< I, agarl<c< 1,
R, agar¢>1

munosabatdan f funksiyasining o‘chovli ekanligiga ega bo'lamiz.
2.2.9. Agar {f,(x)} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi O
oflchovlt to‘plamda f(x) funksiyasiga deyarli yaginlashsa, u
holda f(z) funksiyasi ham o‘lchovli ekanligini ishotlang.
Yechimi. f,(z) — f(x) ni qanoatlantirmaydigan nugtalar o'lchovi
nol ekanligidan, bu to‘plamni bo‘sh deb qarashimiz mumkin. Dastlab

{z: f(x) <c¢} = UU U {.r s (@) <e— %} (2.4)
"

wom>n N
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tengliet orrindi ekanliging korsatauniz.

Avtavhik. o nngasi (2.4 tenglikning chap tomoniga tegishli bolsin,
vaui f{o) < e U holda sliday & € Nowavjud bo'lib, f(x) < e —2/k
Endi f(a) — f(o) dan shunday 0 € N maviud bo'lib, barcha m 2> n
uchui

J'i')<-—l
mlr) <c I{,-'

Bu esa r ning (2.4) tenglikning o'ng tomoniga tegishli ekanligini ang-
latadi.

Aksincha. @ nugta (2.4) tenglikning o'ng tomoniga tegishli bo‘lsin.
U bLolda shunday & € N mavjud bo'lib, yetarlicha katta m larda

fm.(l') <c-— I];‘

bajariladi. Bundan f(z) < ¢, ya'ni z nugtasi (2.4) ning chap tomoniga
tegishli.

Endi (2.4) ning chap tomonidagi to‘plamning o‘lchovli ekanligidan,
f funksiyaning o‘lchovli ekanligi kelib chigadi.

2.2.10. (Yegorov teoremasi). E chekli o‘lchovli to‘p-
lam, {f.(zr)} oflchovli funksiyalar ketma-ketligi E da f(z)
funksiyaga deyarli yaginlashadi. U holda ixtiyoriy 6 > 0 soni
uchun E; C E o‘lchovli to‘plam mavjud bo‘lib,

1) W(E\E5) < 5;

2) E; to‘plamda {f,(z)} ketma-ketlik f(z) funksiyaga tekis
yaginlashadi.

Yechimi. 2.2.9-misolga ko'ra f(z) o'lchovli funksiyadir. Har bir
n,m € N uchun

7 = i 1fie) - flz)) < )

s m
va

E™ = U E::l

n>1

bo'‘lsin. Ravshanki,
Elm QEQ"QQE,'," (S o

2.1.7-misolga asosan, har bir m va har bir § > 0 uchun no(m) nomeri
topilib,

.”{Em '\ JL:'m §

“ng(m)) < G
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Endi
Ei = [ B
e |
to'plami uchun 1), 2) shavtlar bajarilishini ko rsatamiz.
Avval j1(E\ E") = 0 ekanligiui tekshiravlik. .ry € £\ E” bolsin, U
holda yetarlicha katta ¢ lar uchun

eo) = S 2 =

ya'ui bu nuqtada f,(z) ketma-ketlik f(z) ga vaqginlashmayei. {f,(r)}
ketma-ketlik E da f(z) funksiyaga deyarli yaqinlashganligidan, p(E\
E™} = 0. Bundan

(E \ }'.’/'” 5 ‘t(Elm \ Eul 0

o, i 111’ - u(.[ru}) om

Demak,

\
HEN Es) = ( \ ﬂ E,’,’.',;.n; = (U E\ET (m))

m=1 m=]

Z_ H(E N E:,r,‘,{m; Z m =

m=1
yami p(E \ Bs) < 9.

Endi E;5 to‘plamda { f,(z)} ketma-ketlik f(z) funksiyaga tekis vaqin-
lashishini ko‘rsatamiz. z € FE;s bo‘lsin. U holda har bir m uchun
1 > ng(m) bo'lganda,

fie) ~ f(=)] < =,
m
bu tekis yaqinlashishni anglatadi.

2.2.11. (Lebeg teoremasi). E chekli o‘lchouvli to‘plam.
Agar {f,(z)} oflchovli funksiyalar ketma-ketligi E da f(z)
funksiyaga deyarli yaginlashsa, u holda bu ketma-ketlik f(x)
ga o‘lchov bo‘yicha ham yaginlashadsi.

Yechimi. Aytaylik,

Al = {I €E: f,,(:l‘) i f(l)}

va E = A\ B bo'lsin. U holda {f,(2)} ketma-ketlik £ da f(x)
funksiyaga deyarli yaginlashgani uchun (#(B) = 0. Har bir ¢ > 0 soni
uchun

R,(

®

)= U B ~ £ 2 ), M = () Rule)
k=n

n=1
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\l\‘)‘lik. -
M € B ckauligini ko'rsatawiz, « ¢ I3 bo'lsin. U holda » € A, ya'ui
fula) = (). Bundan yetarlicha katta & lar uehun | fi(v) — f()] < =

vani @ € R,(<). va bundan .« ¢ M.
Demak,
X

Bundan g(M) = 0. Endi

dan
lilll ,U(RH(E)) i /‘L(A[) =0.

n—x

Demak,
lim p(E(|f, - f| > €)) =0,

vani f,(zr) ketma-ketlik f(z) ga o‘lchov bo'yicha yaginlashadi.
2.2.12. Har bir n € N uchun
fulg) =e ™ 2 e R
bo‘lsin., {fu(z)} funksional ketma-ketligi nol funksiyasiga de—.
yarli yaginlashuvchi bo‘lib, o‘lchov bo‘yicha yaginlashuvchi

emasligini ko‘rsating.
Yechimi. Har bir z € R uchun

lim fu(z) = lim e=*=" = ¢
n—oc n—0o0

bo‘lganligidan, f, 50,
Endi 0 < £ < 1 bo'lsin. U holda

{zeR:|fo(z) -0l 2e} = {zcR: el > e} =
={r€R: "< ={zeR: |z —n| < Ine !} =

={zeR:n+lhe<z<n-Ine}=(n+lnen-Ine),
va'ni
{reR:|fulz) =01 =2} = (n+Inen- Ing).

Bundan
pz € R:[fu(z)| 2 €} =[n =] —fn+Ine) = —2e.
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Demalk,
i p{r € B |f (1)} 2 2} = =2Inz A1,
Bundan f, —— 0 o'rinli emas.
2.2.13. f,: R - R funksiya
fulz) =cos" 7. r €F
kabi aniglangan bo‘lsa, v holda {f,(r)} funksional ketma-

ketlikning nol funksiyasiga deyarli yaginlashishini ko‘rsating.
Yechimi. Haqiqily e € R soni uchun

[, agara = 1,
lim a" = § 0, agar |a| < 1,
nee l mavjud emas, agara = —1
ekanligidan,
1, agar ¢ =2k, k € Z,
lim cos" 7z = ¢ 0, agarz € R\ {k: k € Z},
e l mavjud emas, agarz =2k+1, k€ Z

kelib chiqadi. Demak,
{z e R: lim cos” nz # 0} = Z.
n—eo
Z sanoqli to‘plam ekanligidan, uning Lebeg o‘lchovi nolga teng. Bun-
dan {f,(z)} funksional ketma-ketlikning nol funksiyasiga deyarli vaqin-

lashishadi.
2.2.14. f,:R— R, n e N funksiyasi

falz) = X 5. (%)

formula bilan aniglangan bo‘lsa, {f,} ketma-ketligi nol
funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishini ko‘rsating.
Yechimi. Ta'rif bo‘yicha Ve > 0 uchun

Jim p({z €R: |fo(z) > €}) =0 (2.3)

ekanligini ko‘rsatish yetarli.
0 < g <1 bo'lsin.

Ane) ={reR: X (@) = <}

to‘plamni aniglaymiz. Bu to‘plam A, (¢) = (v/n, /n + 1) ga teng. Bun-

dan
p(AE)) = p((Vr,Vn+1)) = v + 1 — V.
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Endi n — x da

- 1

i+ 1 == T = 0
Vi L4 Vi1 +

ekanligidan, p(4,(£)) — 0.
2.2.15. Quyidagi f : R — R funksiyasining o‘lchovli ekan-
ligint ko‘rsating.

™

cos nx
= Sy R
=2 e

Yechimi. Dastlab cosnz va ¢/n? + [2]! funksiyalari R da uzluk-
siz ekanligini aytib o‘taylik. Bu funksiyalarning uzhuksizligidan 2.2.5-
misolga ko'ra ularning oflehovli ekauligi kelib chiqadi. 2.2.2-misoldan
o'lchovli funksiyalarning nisbati o'lchovli ekanligidan,

cosnx
funksional ketina -ketlikning har bir hadi o'lchovli. Quyidagi baholash-
larni ko'rib o‘taylik:

Jcosnz| < 1, Yot + 2! < Vol = nifl.

%
E :n—4/3
n=1

sonli qatori yaqginlashuvchi ekauligidan,

Endi

20
L cosnx

”L:'; vnt+ [z
qatorining tekis yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. 2.2.9-misoldan
o'lchovli funksiyalar ketma-ketligining limit funksiyasi ham oflchovli
bo'lishidan f(z) funksiyasi o‘lchovli bo'ladi.
2.2.16.

f(z,9) = signcosm(z® + %), (r,y) € R
funksiyasi B* da o‘lchovli ekanligini isbotlang.
Yechimi. signz funksiyasi ta’rifiga ko'ra
I, agarz>Q,
signe = ¢ 0, agar 2 = (),
]_ —1, agarz < ().
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Demak. sign cos (o + %) oddiy hibksiva bolibon 100 =1 qivinat b
mos ravishda gquyidagi to plandarda qalind eqilaci:

(-os,—.(;:"" + _{/2) >0, cosalr’+ _lj')) (), cosmlat +y) <0

Demak, funksiva 1 giymatni

- . P, s i)
."1 = U {(Jlj) G]R'Z 2[-'—;(.["%-//'/. 2 EJJ
Te=th ™
0 qiymatni
i - o @ 0 1 )
Ay = U {(J'._ﬂf} eR o +y =k+ 5[
bes=A)

-1 giymatni esa
" 2,9]. 1 ‘l+ 2<9L,_l_E
Ag =@y eR?: 2+ 5 <o’ +yf <2k + 5
=0 * -
to‘plamlarida gabul qilar ekan. _ ]
Ay, Ay to'plamlari sanoqli sondagi ochiq xalgalarning bu‘lashmag
ko'rinishdagi ochiq to‘plam bo‘lganligidan, oflchovli bo'ladi. Har bir
k=0,1,... uchun

U{(I,y)GRQ: 12+y2=k+%}
=)
yopiq va u sanoqli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi sifatida
o'lchovli bo‘ladi. Uzluksiz funksiyaning tarifidan giymatlarini olchovli
A1, Ag va A, to‘plamlarida gabul qiluvchi f(x, y) o'lchovli borladi.
2.2.17.  {f,(2)} va {g.(2)} ketma-ketliklari Q to‘plamda
o‘lchov bo‘yicha f(z) va g(z) funksiyalariga yaginleshsin. U
holda lim (f,(x) + gu(z)) £ f(z) + g(z) bo‘lishini isbotlang.
Yeclnﬁilxli. O'Ichovli funksiyalarning o‘lchov bo'vicha vayinlashishi-
ning ta'rifiga muvofiq ixtiyoriy € > 0 uchun

”lil'u\ pfz € Q1 fu(@) + go(a) — f(2) — o) = cp =0

ckanligini ko‘rsatish zarur.
Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:

Au(fre) ={x € Q: | fule) = f(2)] > h
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Aty 2) = {r € Qi () — g = =}

Alf 9.2 = {r € Q@) + gulx) = F(2) = g(z)] > =}

AHUI +.‘]~5) Cc An (f: 7_)) U An (Jm ,))
ekanligini ko'rsatamiz. x € A,(f +g.€) b

lfn(l') +_{]n(-L) = f(l

»o'lsin. U holda
—g(z) > <.
Endi
fal) + ga(2) = f(2) — 9(2)] < 1 fu(2) = F(2)] + |galx) — 9(2)]
tengsizligidan
[ fulz) - f(I)| ar lgn(l) i g(l)l 2 E.
Bundan !
lfa= 12 5 9.~ gl =

tengsizliklardan kamida bittasi o‘rinlidir, ya’ni

2€ A (far3) UAn (9m:5) -

Endi fa(z) 25 f(z) va ga(z) = g(z) bo‘lgani uchun g (An (fn,5)) —
0 va u (An (gn,3)) — 0. Bundan p(A,(f + g,£)) — 0 ya'ni

=R

fa(z) + ga(z) - flz) + g(z)-
2.2.18. Yegorov teoremasini
folz) =2", z€[0,1]
funksional ketma-ketligiga go‘llang. {f.(z)} ketma-ketligi
f(z) =0 funksiyasiga tekis yaginlashadigan [0,1] segmentning

to‘ldiruvchisi nol o‘lchovli to‘plami mavjud emasligini isbot-
lang.

Yechimi. Ixtiyoriy 0 < & < 1 soni uchun A; = [O, = g] ni olamiz.
U holda

s
WA =1-5>pA)—6=1-6

lim sup [z"| = lim (1 — g) =0,

e
! -\J'J-' f”l l?] Y

va
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Ln(h 1.0r)} ketma-ketligi CA da f(r) = 0 funksivaza tekis ‘.j..qin-
lashadigan A < [0, 1] nol o'lehovli torplamming wavind emashising ishor-
layiniz.

Teskarisini faraz qilaylik, ya'ui shunday A 10 plami mavjud holsin. U
holda yetarlicha kichik § > 0 uchun CAN[l-0.1] kesishmasi bo'sh eias.
aks holda p(CA) # 1. Shuning uchun CA to'plamining nurtalaridan
tuzilgan va 11111 xr = 1 bo'ladigan {.u} ketina-ketligi mavjnd. {rc}

ketma- l\ethg,l C4 to'plainda f(z) = 0 ga tekis yaqinlashishidan h'm'
bir ¢ > 0 uchun shunday n, tOI)lld(lll\l, barcha n > n. var € C4
uchun ' < . Bundan {z1} ketma-ketligi uchun = < 1 deb O,lsnk,' l}
holda ixtiyoriy & € N va n > n. sonlari uchun z} < = tengsizligi o.'rmlx
bo'ladi. Oxirgi tengsizlikda k — oo deb olsak, u holda 1 < Ebo'l;x'ﬂh. Bu
esa € < 1 ga zid. Hosil bo'lgan ziddiyatdan {f,(z)} ketma-ketlizi C.%
da f(z) = 0 funksiyaga tekis yaqinlashadigan 4 C [0.1] nol o’lchovli
to‘plam mavjud emas.

2.2.19. Agar f funksiya [a,b] oraligda uzluksiz bo'lsa, u
holda

A= {z € [a,b]: f(z) =0}

to‘plamning yopiq ekanligini ko‘rsating. _

Yechimi. [a,b]\ A to‘plamning ochiq ekanligini ko‘rsatamiz. o é A
bo'lsin. Aniqlik uchun € = 1f(z¢) > 0 deylik. f ning uzluksizligidan
shunday ¢ > 0 topilib, = € (1;0 — 68,20 +6)N[a, b] da | f(z) — fzo)l < =
o'rinlidir. Bundan f(z) > f(zo) — € = 2 — & > 0. Demak,

(20 — 6,20 +8) N[a,b] C [a, ] \ A.

Bundan {a, b] \ A to'plam ochiq ekanligi ko‘rinadi.

2.2.20. Agar f va g uzluksiz funksiyalar [a, b] oraligda ek-
vivalent bo‘lsa, v holda bu oraligda f = ¢ ni isbotlang.

Yechimi. f va g uzluksiz funksiyalar bo‘lganligidan, 2.2.9-misolga
ko‘ra

B ={z¢€a,b:(f~g)() # 0}

to‘plami ochiq bo‘ladi. f ~ ¢ ekanligidan, B to'plam o'lchovi nolga
tengdir. Demak, B o‘ichovi nolga teng bo‘lgan ochiq to'plan. Bundan
B=0,yani f=g.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Quyidagi f : R — R funksivalar R da olchovli bo‘lishini
ko‘rsating.
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1) Jlr) = E (=1) rel

f1 +n’
o \m(n o
by fa) _;le e reR

2 - 8 misollrda f, : R — R funksional ketina-ketlikni deyarli
vacinlashishga tekshiring.

2 [l = sin”l‘rn.z'.

S fule) = 1 : r!ibr:,ttlla].rl

4. fulz) = mﬁ\(ou( ).

5. fu(z) = (z" — 2 Ixp(z)-
6. f,,(.L‘) T ﬁ}?)\'[ﬂ,l](r)'
7. fulz) = "(I*_)M(Z.‘.’](m)-

8. ful2) = (@" — 2" )xj.q(z)-

9 - 13 misollarda f, : R — R funksional ketma-ketlikni o‘lchov
ho'yvicha yaginlashishga tekshiring,.

9. fulz) = X( . J/,m)(f)-

10. fu{f} =2~ Xilnn, ]n(u+1)‘( )

11. fu(l) = sin” IX[27n. 2% (n+1)](l')
12. f,(z) = cosx + lzlX(ym v (@)
13. fulz) = Z Xik. L+—ﬂ( ).

k=n

14. R da aniglangan har bir monoton funksiya o‘lchovli bo‘lishini
shotlaug.

15. (Q. X, ) o'lchovli fazo bo'lib, {fa(z)} ketma-ketligi 2 to’ plamda
o'lchov ho'yicha f(z) funksiyasiga yaginlashsin. U holda lim Fx ) £ 0
ckauligini ishotlang. s

16. Agar f, g funksiyalar (e, b} oraliqda uzluksiz bo'lsa, u holda

{z€fab]: fl2) = g(z)}
toplamning yopiq ekanligini ko'rsating,

17. Agar f funksiya [a, 0] oraliqda uzluksiz bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
¢ soni uchun

{r € la,0]: f(z) = )

to'plammning yopiq ekanligini ko‘rsating,
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18. Agar f funksivi [e. b ovadicpla nzlnksiz bhotsa. noholda ixivons
¢ soni uchun
{w€la b fle)=c}

to'plamning yopiq ekauligini ko rsating.

2.3. Lebeg integrali
(2,8, 1) o'lchovli fazo bo'lsin. E C € chekli olehovii torplan, bu
to‘plamda aniqlangan f(x) o'lchovli funksiya uehuu
A< f(z)< B
bo'lsin. {A, B) oraliqni A = yo < §1 < y2 < ... < Y = B bilan bo'lamiz
va har bir yariin segmentga
E.={z€E:y<f(@)<yn} k=0n-1

to‘plamlarni mos qo‘yamiz. Lebegning quyi va yugorl ¥1g indilari de
ataluvchi

n-1
5= z yri(Er)

k=0
n=1

S = Z Yrs16(Ek)
k=0

vig'indilarni qaraymiz. Agar A = max(yp.; — yi) deb olsak.u holda
0< 8 —s< A(E). (2.6)

(2.6) tengsizlikda A — 0 bo‘lganda {S} va {s} yig'indilar biro_r 50113?
intiladi va bu son f(z) funksiyaning E to'plam bo‘yicha Lebeyg ntegratt
deyiladi. Lebeg integrali (L) [ f(z) du(x) kabi belgilanadi.
E Lo g
Chekli o'lchovli E to'plamida chegaralanmagan f(xr) © khf)\ 1
funksiya uchun Lebeg integrali quyidagicha kiritiladi. Dastlab :f(i)
funksiya E to‘plamida nomanfiy bolsin. Har bir n € N uchun ful)
funksiyani quyidagicha aniclaylik:
Filz) = f(x), agar f(x) < n.
ST | agar f(r) > n.
U lolda har bir f,(z) funksiya E da chegaralangan boladi. Dmmﬁ\i
har bir f(2) funksiya E to‘plamida integrallanuvehi. Bu ketma-ketli
kamayuvchi emas, yani har bir n € N uchun

fola) < fooy(e), v e A
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Bu {f,, } ketma-ketlik uehun

lim /f,,(.l')!]/l(.l')
i
limit chekli bo'lsa u holda nomanfiy f(z) funksiya integrallanuvchi de-
viladi.
Endi chekli o'lchovli E to‘plamda ixtiyoriy chegaralanmagan
olchovli f(x) funksivani olaylik. Bu funksiyani misbat va manfiy

f = f-+ f- qismlarga ajratamiz. f(z) funksiyaning Lebeg integralini
quvidagicha aniqlaymiz:

/ f(@)du( / fo(m)du(z) + / f-(@)du(a).

f funksiyaning (a,b) oraliqdagi tebranishi deb

w(a,b) = sup f(z) — inf f(z)

a<r<h a<r<h

soniga aytiladi. f funksiyaning = nuqtadagi tebranishi deb,

w(z) = sup{w(e,b) : a < = < b}
soniga aytiladi. Ta'rifdan bevosita ko'rinadiki, f funksiyaning z nug-
tada uzluksizligi w(z) = 0 ga teng kuchlidir.

Masalalar

2.3.1. f(z) chegaralangan o‘lchovli funksiya E o‘lchovli
to‘plamda o < f(z) < b tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda

B) < [ &) < bu(E)
E

o‘rinlidir.

Yechimi. Ixtiyoriy € > 0 sonini olib A = ¢ — g, B = b — ¢ deylik.
U holda A < f(z) < B. Bundan Lebeg yig'indilarini [4, B] oraliqni
bo‘laklab yozishimiz mumkin:

e | n~1 n-1

A B <Y wE) < BY p(Ey).
k=0 k=0 k=0
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n—1

Bunda j( 1) Z p(E) i hisobua olsak. o holda

h=itt

n=1

Apl(E) < Z”“-“M‘“J < BplE).
k=0

Bu tengsizlik ixtivoriy bo‘laklashda o'rinli ekanligidan.
(@~ I(E) < [ Flayu < b+ 2)p(E).
E
€ soni ixtiyoriyligidan
au(B) < [ f(e)du < bu(E).

2.3.2. E o‘lchovli to‘plamda f(z) = c bo‘lsa, u holde
ff )dp = cp(E) o‘rinlidir.

Yechimi. E to‘plamda ¢ < f(z) < c¢ bo'lganligidan. 2.3.1-misolza
ko‘ra

E) < [ f(2)dp < cu(E),
/

ya'ni ff(a dr = cp(E).

3 3. f(z) o‘lchovli funksiya E o‘lchovli to‘plamda f(r)
tengsizlikni qanoatlantirsae, u holda ff Ydp >0 o‘rmltdn

Yechimi. E to‘plamnda f(z) > 0 bof lganhguhn 2.3.1-misolga ko'ra
[ #a)dn > ou(e)
E

amfj Ydy > 0.
r’34 Agar E, € &, EENE; # @,i #j. E=UE bo‘lsa, u

holda
/f ydp —Z /f(1 ) du. (2.7
k L‘ ..
Yechimi. Avvalo l]\I\Itd qo‘shiluvehi bo'lgan holni qaraylik. ya i
E = E'"UE". yy,y1, ...y bo'laklash nuqtalari bolsin, Har bir k=
0,n — 1 uchun

Ey ={reE:y < flz) <un}



10 el howlar mazanyast element i
E={vrel m <T) <yl
Ef ={neE":m < f(r) <y _]}
devlik. Ravshanki. Ex = Ef U E}, E, 0 E} = (). Bundan

n-1 =1

|
ST wilB) = uerl(EL) + > ki EY).

k=0 k=0 k=0

Bunda A — 0 desak, u holda

/f(m)dp: / f(z)du + / f(z) du.
E E B

Induksiva bo'yicha (2.7) tenglik chekli qo‘shiluvchi uchun ham o'rinli
ekanligi kelib chigadi.

00 o
Endi E = | Ei holni qaraylik, Har bir n € N uchun R, = {J Ei
k=1

o k=n+1
deylik. p(E) = 5 u(Ex) dan
k=1
pRa) = Y p(Er) -0 (2:8)
k=n+1

munosabatiga ega bo‘lamiz. (2.7) tenglik chekli qo'shiluvchi uchun ham
o'rinli ekanligidan,

ff(xd# Z/I dy+ff\1

k=lp
2.3.1-misoldan

Ap(Ry) < f f(z)di < Bu(Ro).

(2.8) ni hisohga olsak, u holda n — oo da

/f(a:) dp — 0.
R,

Bundan (2.7) tenglik kelib chiqadi.
2.3.5. Agar pu(E) =0 bo“lsa, u holda [ f(z)dp =0 ekanligini
ko‘rsating. 3



3. Itl;u inlesiali 6l

Yechimi. Har biv bolaklash torphoni £ = {r € £y = [l <
-1} uehan £y C £ bolgandigidan. p(f5.) = 0 boladi. Bundan

el

/f( r) dp = lllllZ/l(/'

F=0

23.6. Agar f ~ g bo'lsa, u holda [ f(r)dplx) = [ gla)dplx)
B 5
ekanligini ko ‘rsating. . 2
Yechimi. E, = {z € E: f(z) # g(x)} bo'lsin. U holda f ~ g
bo‘lganligidan,

n(Er) =
va
f(z) = g(z), IGE\Ex
o'rinlidir. 2.3.5-misoldan f fl@)du(z) = jg = 0. Bundan
/f(l)dp(a: / flz) du(z ]f z) dulz) =
E\E,

i r
= [ s@dute)+ [ o) duta) = [ ola)duta).
E\E; E E _
2.3.7. Agar f funksiya [a,b] oraligde Riman ma’noszda.
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda uning uzulish nugtelart
to‘plami D nol o‘lchoviga ega.
Yechimi. f funksiya [a, )] oraliqda Riman ma'nosida integrallanuv-
chi bo‘lganligidan, u chegaralangandir. Har bir £ € N uchun

D= {z€ab):0(z)> 7}

deylik. U holda
DicDsC---CDrC---.
D = |J D; bu f ning uzulish nugtalari to‘plamidir. Ixtiyoriy £ > 0
soninikgllamiz. Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvehi
a=zp<T < <2, =)
nuqtalarni olaylik:

my = inf f(a), M= sup f(z),
Ty STy

i<
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Daabu vigrindiland

b ] ool
s =Y nulsa = w). S = Ml — wi).
‘,,_|'| 1=:0)
e
S-s<z.

F={elhn~=1:M—m>1/k} bo'lsin. U holda

Dy | Jlzy-1.2,).

j€F
bundan
wW(Dy) < Z(,J'J — a5 )
JEF
Endi B
S—s=3 (M, —m)(zin — ;) >
=0
1 1
. _ n) R ) > (DY,
2 D My = mi) (e = 2) 2 Y (e = 2) 2 2u(D)
JeF JeF

S -5 < ¢ dan p(Dy) < k. € ning ixtiyoriyligidan, u(Dy) = 0 kelib
chiqadi. U holda p(D) < 3~ p(Dy) =0, yani (D) = 0.
>l

2.3.8. Agar f funksiya [a,b] oraligda Riman ma’nosida in-
tegrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya |a,b| oraligda Lebeg
ma’nosida ham integrallanuvchi bo‘ladi va

b b
{L'}]_l"{;r}r!’y(:r} =(R) /f{r}n"_};.

Yechimi. f funksiya la, b] oraliqda Riman ma'nosida integrallanuv-
chi bo'lganligidan, u chegaralangandir va uzulish nuqtalari to‘plami D
uchun, 2.3.7-misolga ko'ra u(D) = 0. Nol o'lchovli to'plamda ixtiyoriy
funksiya o'lchovli ekanligidan, f ning E = [a,0]\ D to‘plamda o‘lchovli
ckanligini ko‘rsatamiz.

¢ € R sonini olamiz. = € E(f > ¢), ya'ni flz) > ¢ bo'lsin. &, =

¢ — f(z) deylik. E to'plamnda f uzluksizligidan shunday 8, > 0 topilib,

' € By |z — | < & uchmn |f(x) — f(z')] < e, o'rinlidir. Bundan
flr') < f(z) + &r = ¢, yani f(2') < c.

¢=Jlz-4,2+8):xe B(f > o)}
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ochiq torplaudir, Demak, olchovii va bindan £0 G olelovlidiv,

E(f > ¢) = E0 G ekanliging korsatamiz. Haqgiqatan. » € E(f - ¢)
bolsa. u holda 2 € E va f{a) > ¢ Bundan x € (r — Ao +0,)CG.
yanix € ENG. Aksincha, » € EN G bolsine U lolda r € £ va \)il()l"
29 € E(f > ¢) uchun = € (xy — 0.0 + 0,). Bundan fle) > coyvaui
r€ E(f > ¢). Demak. E(f > ¢) oflchovli to'plam. f chegaralangan va
o'lchovli ekanligidan, u Lebeg ma‘nosida integraflanivehidir.

Endi integrallarning tengligini ko'rsatamiz. [a, b] oraliqui [rioy.a]
oraliqlarga ho'lamiz va har bir oraligda 2.3.1-misolga asosan. Lebes
integralini baholaymiz:

m,A, < (L) / Flz)dp(z) < MLA,.
Barcha i lar bo‘yicha yig'indi olsak, u holda
[
s< (1) [ S@)duz) < 5.

A =max A, — 0 da s va S Darbu yig‘indilari Riman integraliga intiladi.
Demak,

b b
(M/J@MMﬂ:ua/ﬂ@@.

2.3.9. u to‘g‘ri chiziqdagi Lebeg o‘lchovi bo‘lsin.
tsional sonlar to‘plami bo‘lsa, v holda

)
d
T

[ el dute)
R
integralni hisoblang.

Yechimi. Lebeg integrali additivligidan,

/\@(1‘)(!/1(1‘) = / Ng(@)du(x) + / \o(o)dp(e) =

R Iy

% 2\

)

- / L-dp(a) + / 0-dp(a) =1-p(@) =1-0=0,

_\';I.'ll'i f \'_':[\_J".uf”[_r} = ().
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2310, Agar flo) = (=1)" va A =|-32) bo'lsa, v holda

/_f(,r)rl;ll.r). /[j'(.rk[://l(.r}. /1' () el /j () dp(r

4 Ll A

integrallarni hisoblanyg.
Yechimi. [~3.2) oraligui

1
(=3.2) = [-3. -2 u[-2.-Hu[-Loyu o, HU[L2) = | [kk+1)
h==3

korinishda yozsak. u Lolda har bir 2 € [k, 5 + 1), k € =3, 1 uchun
flz) = (-1,

vani
1

F@) = > (=) N ren(@)
k=3
korinishdagi oddiy funksiya ekanligi ko‘rinadi. Lebeg inteprali
ta'rifidan,

1

1
/f )du(e) = 30 (=l +1)) = 33 -1k + 1)~ K =

k=- k=-3

1
=) (-1 =-141-141-1=—1,

A.
)amff 7)dp(z) = -1.

/lf Ndp(z Zl (kb + 1)) = il:S,

k=<3 k=-3
va'ni f[f(a: Wdu(z) = 5. Endi
A

oty = LRI Gy 1= fle)

tengliklaridan

i f \
E‘ / FACY]] ”:‘\*J‘i'/ .I"U}n’;:lr))

MA

j\ff z) dpiz) =

[\)Ir—-




il

o ! ¢ \ |
// (. )(I// FL :—)(f||f‘l[|l';lf”rfj' /f(,r)r///(r)) j;(-')--l)

A

2.3.11. f(a2) funksiya

; { 2, agar r €
@)= Pres
s, agar » €
kaebi aniglangan. Bu funksiya [0,1] segmentida Riman
ma’nosida integrallanuvchimi? Lebeg ma’nosidachi? Agar
integrallanuvchi bo‘lsa uning integralini hisoblang.
Yechimi. Bu funksiya Riman ma'nosida integrallamivehi emas. Ay-
taylik, {Awy, k =T,n} - [0, 1] segmentuing biror bo'linmasi bo'lsin.
Agar €. € Az, sonlar ratsional bo'lsa, u holda Darbu vigiindisi

Zf(sl\ YAz = Zsm(fk VAzy,.

1=I

1

Bu holda Darbu yig‘indilari [ sin(z)dr = —cosl — 1 soniga yaqin-
i

lashadi.

Endi &. € Az, sonlar irratsional bo'lsa, u holda Darbu yig'indisi
n
Z Fl&p)Dap = Z 2% Ay,
k=1

R S g . g
Bu holda Darbu ylg‘mchlau { 27 dx = oo soniga vaqinlashadi.

—cosl —1 ,é » bo'lganligidan, f(x) funksiya Riman ma’nosida
integrallanuvchi emas

Endi A; orqali [0,1] to‘plamida joylashgan barcha irratsional sou-
lar to‘plamini, As orqali esa shu segmentdagi barcha ratsional sonlar
to‘plamini belgilaymiz, ya’ni 4 = [0,1] va 4 = A4, U 4s. Ratsional
sonlar to‘plami sanoqli bo‘lganligidan, uning o'lchovi 0 ga teng, ya'ni
1(As) = 0. U holda funksiyaning Lebeg intearali

1

/f Jdp = /_’ dpt + /-m rdp = /‘_""u'.i' = 1/1ln2.

Ay ta i

Demak, funksiya Lebeg ma'nosida integrallanuvehi.
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2.3.12. Agar f(r) funksiya
_l".- agar v € R\ Q.
——1. agerx € Q.

ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, [ f(x)djt ni hisoblang, bu yerda
0.1}

i hagigiy sonlar to‘plamidaéi Lebeg oflchovi.
Yechimi. f(x) funksiyasi R da deyarli barcha joyda g(x) = —\71?
a

funksivasiga ekvivalent. U holda Lebeg integralining hossasiga ko'r

/. feyiu= | ﬂ‘(:r)dp.:h[l Liam

0,1

2.3.13. Tengsizlikni isbotlang.

ta
l

< / EIZHXR\Q(I) dp < 2€7,

=

(1]

bu yerda p haqigiy sonlar to‘plamidagi Lebeg o‘lchovi.
Yechimi. Dastlab R ning deyarli hamma joyida xp\g(z) = 1 ekan-
ligini aytib o‘taylik. Shuning uchun

2 :

— < e dpy < 2

e [ oo
[-11]

tengsizligini isbotlash kifoya.

[—1.?]_ora1ig‘ida e M < g5 < ¢ ekanligi ravshen. A = [—1, 1]
to:pl;n;mnng olchovi p(d) = 1~ (-1) = 2 ekauligidan. va 2.3.1-
misoldan

2 ;
ﬁ < e dp < 2¢”
[~1.1]
munosabatiga ega bo'lamiz.
2.3.14. A = (0,1] toplamide f funksiya berilgan bo‘lib, u

e iy o (=1)k
Ay = (?TT Z—J yarim ntervalida f—f—”—, k € N giymatini qabul

gilsin. o ning ganday qiymatlarida bu funksiya (0; 1] kesmada
Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘ladi?

., . : i
Yechimi. f funksiya oddiy funksiya ho'lil, u sanocli f_',_,l‘} , keN

qiymatlarini qabul giladi. A, to'plamlari o'lehovli bo'lgani uchun f(x)
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funksivasi ham olchovii borladi. Derak,

sl S Y
Z r JI'.ﬂ]-J If-f{,'ljj
k=]

qatort yaqinlashuvchi bo‘lsa, f(r) funksiyasi A da integrallanuvehi
bo'ladi. Endi

= (=1! ST N
; p(Ag) ZE_I‘T (Z = :’_:I) =
- [._1)*. o0
; ke k(K Zwuﬂ}

ekanligidan, qator @ > —1 bo‘lgandagina yaqinlashuvchi bo‘ladi.
2.3.15. Hisoblang:

lim /nsm| |(1 + 24 ldpu.

n—00
R

Yechimi. Har bir n € N uchun f,(z) = nsin |ni|(1 +z*)~! funksiyani
qaraylik. Ixtiyoriy z € R uchun
kel

7 sin |z
lll‘l.l fn ) = ra]ll:!"]c ﬁ = I—g = ftl‘}

Bundan tashqari ixtiyoriy z € R uchun

|z]
1421

[fulz)] < = g(z).
Nomanfly g(z) funksiya R da integrallanuvchi. Bundan f, hamm R
da Lebeg ma'nosida integrallanuvchi va

. . = 1y —1 Jz| —
nll_lélo/nsln 7(1 + ") dp = T dp = arctgr- |n =
R R

(S0 ]

2.3.16. Agytaylik, {fi(z)} funksiya A = [0,1] da o‘lchovli,
noma.nﬁy, chegaralangan funksiyalar ketma-ketligi uchun
1111’1 ffn Jdp — 0 bo‘lsin. U holda A to‘plamida lim fa.(z) — 0

n—oo

ekanlzgz kelib chigadimi?
Yechimi. Umuman aytganda, kelib chigmaydi. Buni quyidagi mi-
soldan ko‘rsa bo‘ladi.
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Intivory watural o soni vagoua ravishda

shaklda vozilishin eslatib otaylik.  Eudi shunday {f, ()} ketma-
ketligini olavlik. ixtivoriy n = 28 + 7 uchun
S Bl
l, agar . € [31':7,31' N
fulr) = Lol i
0. agar r & |

1

U Lolda [ f,(x)de = 7;'—, n — oo da & ham cheksizlikka intilganida,
1l

1
lim /f,,(w)d;r =0
0

Lekin {f,(r)} ketma-ketligi A = [0, 1] to‘plamining hech bir nuqtasida
nolga intibnavdi.

2.3.17. [ f(x)du Lebeg integralini hisoblang, bunda
16.1)

fle)= “l“r agar z € (0,1)\ @,
()l-|—7 agar 2 € (0,1)N Q.

Yechimi. g(z) = hml\q))dslul qaraymiz. Funksiya aniqlanishiga
kota f(x) ~ g{z). C it

[ syin= [ ot

{01y (w.1)

holadi. Endi g() funksivasiuing integraling hisoblaymiz. g(r) funksiva
10.1) da mushbat va chegaralanmagan. ¢} funksiyasi orgali quyidagi
funksivalarui tuzamiz;

yaui

1
; . agar () < v < —=.
] \/H
gl { | a1 S < b



L2 bebws el

[_r/(.r)],, tanksivining titesraling hizoblvinz, gle), fnnksivasn (0.
da mzhuksiz, u bolda Ritan me nosida mtes vadlznved i

. : | o
(L) / e, din = Il}rll:-/hiflﬂ' : '_J’.',/ ‘:u.'lj 2y =1

. i

Tavif boryicha

/ g(a) dpp(a) = lim (2vn—1)=
(©.1)
Demak. g(2) funksiva Lebeg ma’noda integrallanuvehi emnas. bundan
esa unga ckvivalent funksiva f(z) ham Lebeg mamoda integrallanmnvehi
emasligi kelib chiqadi.
2.3.18. (0.c) oraligda f(t) = =Vl funksiyaning Lebeg integ-
ralini hisoblang.
Yechimi. n < t < n+ 1 da [f] = n bo'lganligidan, bu oraligda
f(t) = 7. Bundan

i “ .
/ fnde=%" /j‘(r)drzz /o“d.‘:
” ) ne II ‘“ n=ll ‘“
¢
-n L5
- Ze o=l
n=0

2.3.19. (0, co) oraligda
IO =Ty

Junksiyaning Lebeg integralini hisoblang.
Yechimi. n <t <n+1da

)= L
) (n+ 1)(n -+ 2)
Bundan
- '] ‘I l
1) dt = s A B e
/ I MH 7 / Je)dt -—‘-. (e + 1)+ 2)

(0.~)



1O lehovlar wazarivast element v

s
T e (-t L +2) -
2.3.20. (1. o) oraligda
1
)= —
10 =
funksiyaning Lebeg integralini hisoblang.
Yechimi. n<t<n+1da

1
) =
Bundan
e Dt

/ fltydt = ff(t)dt— [ —dt =
(0. %) n=0 n=0

P

n={ n!

Mustagil ish uchun masalalar

1 - 9 misollarda [ f(z)dz Lebeg integralini hisoblang.
E

1.
1
[ T agar v € [N [, 1],
fz) = 5 T agar z € [N L, 3],
sinf(x), agarzeQ,
bunda £ = [ 3],
2.

1 .
Flz) = { i 2ee eln|o,1],
i, agar 7 € @,
bunda £ = [0, 1].
3.
1_5\/—3 agar z € I[N [0,4],
= xr —
f(x) m, agar z € [N [4,5],
sin(3+z%), agarz ¢ Q,
hunda E = [0, 5].
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X FOsT agar e IN . T]A
o= :

i
LS. agar o

bunda E = {0, 7).
5.

() {711- agar + € 10,1},
(2) = .

sinz, agarr € Q,
bunda E = [0, 1].

6.
o2
zt—1 : L
?,—T—I agar z € IN 0, 71,
flz) =« pl—i-_l’ agarzeﬂﬂ[ﬁge\/‘j}'
|7 agar z € Q,

bunda E = [0, v/3].
7.

l’ a_rc_f£§_7 agar z € 1N [0, 3],
14z

fl@) = —zi, agarzeIn([v3,2],
cos’z, agarz € Q,
bunda E = [0, 2).
8.
, agarz € In0,%],

1
flz) = { cos® /1 + tga
8z2 + 4, agar r € (@,
bunda E = [0, Z].
9.
zsin®z, agarz € 1n (0,7,
zcos’z, agarx €@,

) = {
bunda E = [0, @]
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Metrik tazolar

3.1. Metrik fazolar

Haqigiy sonlar orasidagi masofa tushunchasini unnimlashtivilish
natijasida. zamonaviv matematikaning eng muhim tushunchalavidan
biri bo'lgan metrik fazo tushuuchasi fransuz matematigi M. Freshe
tomonidan 1906 vilda kiritilgan. Quyida biz metrik fazolardagi asosiy
tushunchalar bilan tanishamiz.

Ta'vif. X roplamning har bir 2 va y elementlari juftligiga nomanfiy
plr.y) hagiqiy soni mos qo'yilgan bo'lib, quyidagi shartlarni qanoat-
lantirsa, u holda p funksiyaga metrika deyiladi:

L p(z.y) = 0 & x =y (avnivlik aksiomasi):

2. p(2.y) = ply,x) (simmetriklik aksiomasi);

3. p(z,y) < p(x,2) + p(2,y) (uchburchak aksiomasi).

(X, p) juftligiga metrik fazo deyiladi.

1. Haqigiy sonlar o'gida z va y soular orasidagi masofani p(z, y) =
|z — y| ko'rinishda aniqlasak, u holda p metrika bo'ladi.

2. n soudagi haqiqiy sonlarning x = (xy. ..., 2,) tartiblangan

guruhlari to'plamida metrikani p(z.y) = ,/E(r;. — 13.)? kabi kiritish
=1
uumkin. Bu to*plam n-o‘lchouvli arifmetik Evklid fazosi deyiladi va R"
vqali belgilanadi.
3. (o fazost.  Elementlari haqigiy sonlarning z = {2}
{Etll’lﬂ-kctllkhlrl(lﬂn iborat bo'lih, Du ketma-ketliklarning hadlari
Z} 77, < oc shartini qanoatlantirnvehi to'plamda metrikani p(z, y) =
n=
|lll i W
I3 (), — yu)* ko'rinishda kiritish mnmkin. Bu metrik fazo £, orqali
n=1

belgilanadi.

4. [a.b] segmentda aniglangan barcha haqigly uzluksiz funksiyalar
to‘plainida netrikoni

Pf-g) = max {g(t) — f(1)]
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korinishida kivitish ononkin, B meteil oz Cla b ovqali belgilondi,
S, fuzose Hadlnd chegaralingon haqigiv sonfaruine clicksiz
= {,} ketma-ketliklari 1o plnmida masofani
plecy) =sup e, = i
W
ko'vinishela kiritsak. u holda bu toplam metrik fazo holadi. Buomervik
fazo m orqali belgilanadi.

(X, p) metrik fazoda hiror {z,} ketma-ketlik berilgan bolsiu. Agar
IXtiyoriy £ > 0 soni uchun shunday n(g) nomer topilib. # > n(z) teng-
sizligini cqanoatlantiruvehi barcha n lar uchun plr,.2) < z tengsizlisi
o‘rinli Lo'lsa, u holda {z,} ketma-ketligi « € .X elementiga yaginloshue-
chi deyiladi va lim x, = 2 voki 2, — @ kabi belgilanadi. z nuqta {r,}
ketum—l(etliginilllrg Evzziti deb ataladi.

Agar {2,} ketina-ketlik limit nuqtaga ega bo‘lsa, u holda u yagona
bo'ladi. Haqigatan. agar lim 2, = 2 va ”lin)lc x, = 2’ bo'lsa. u holda

Py =

pla,a’) < plz,2,) + plan, 2').

Bu tengsizlikning o‘ng tomoni n — oc da nolga intiladi. Bundan
plr,2’) = 0, vami x = 2.

Ta'vif. N metrik fazoda {u,} ketma-ketligi herilgan bolsin. Agar
Ve > 0 son uchun n(e) nomer topilib, n, m > n(s) tengsizliklarini
Ganoatlantivuvchi barcha n, m natural sonlari uchun p(a,.1,) < £
tengsizligi o'rinli ho'lsa, u holda {x,} ketma-ketlik fundamental deb
atalacli,

Ta’vif. Agar metrik fazoning ixtiyoriy fundamental ketma-ketligi
shu fazoga tegishli limitga ega bo'lsa. u holda u to'la metrik fazo deb
ataladj,

Yugorida keltivilgan hagigiv sonlar to'plami. Evklidl fazosi to'la
metrik fazoga misol boladi. Ratsional sonlar to'plami esa. to'l emas
metrik fazoga wisol bo'ladi. Haqiqatan. @, = (1 -+ Ly holganda, {a}
ketma-ketlik fundamental. ammo uning limitj irratsional ¢ soniga teng.

(X, py) va (Y, p2) metrik fazolar bo'lsin, X va Y fazolar orasida 0'zaro
bir givinatli f: X — Y moslik oratilgan bo'lib. ixeivoriv .2 € X
elementlari nchun py (0, 0) = Pa{I(ry). Fea)) tengligi ortindi bolsa. w
Lolda bu mietrik fazolar o'zaro szometrik deb ataladi.

(Xopr) va (Y, pa) metrik fazolar berilganda, X va Y fazolar orasida
vaginlashuvelilikui saqlaydigan ozavo bir qivmatli £+ X — ¥ moslik
ornatilgan bolsa (va'ni prles.a) — 0 dan ga(f(e). fl@) — 0 kelib
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cligsa va aksineha), w holda ba metrik tazolar ozaro gomeomorf deyi-
Ladi.

X fazoda py va pa metrikalar berilgan bo'lsin. Agar X fazoda ketma-
ketlikning p, metrika bovicha yaginlashishidan ps metrika bo‘yicha
vaqinlashishi va aksincha p» metrika bo'yicha yaginlashishidan p
metrika bo‘vicha vaginlashishi kelib chigsa, n holda bu metrikalar o‘zaro
ehvivalent deb ataladi.

X metrik fazoda markazi a nuqtada, radiusi » > 0 bo‘lgan B{a,r)
ochiq shar deb, p{a,z) < r shartni qanoatlantiruvchi barcha 2 € X
elementlar to‘'plamiga aytiladi. Bla, 7] yopiq shar p(a,2) < r tengsizligi
yordamida aniglanadi. e nuqtaning c-atrofi deb B(a,<) ochiq sharga
aytamiz.

X metrik fazoning biror E gism to‘plani berilgan bo‘lsin. Agar
1o € X nuqtaning ixtiyoriy atrofida E to‘plamning kamida bir elementi
mavjud bo'lsa, u holda 2, nuqta F to‘plamning urinish nuqtasi deb ata-
ladi. E to‘plamning barcha urinish nugtalari to*plamni E ning yopilmas:
deb ataladi va [E| ko‘rinishda belgilanadi.

6. Sonlar o‘qida (a,b) intervalning yopilmasi [a,b] segmentdan ibo-
rat.

7. Ratsional sonlar to‘plami @ uchun [@] = R bo‘ladi.

Agar 79 € X nuqta o‘zining biror atrofi bilan butunlay E to‘plamga
tegishli bo‘lsa, u holda bu nuqta E ning ichki nugtesi deb ata-
ladi. E to‘plamning barcha ichki nuqtalari to‘plamning ichi deb ata-
ladi va int(E) ko‘rinishda belgilanadi. Quyidagi munosabat o‘rinlidir:
int(E) C E C [E].

Agar 7y € X nuqtaning ixtiyoriy atrofida o‘zidan boshqa E
to‘plamning kamida bitta elementi mavjud bo‘lsa, u holda bu nuqta
E' ning limit nuqtasi deb ataladi. E to‘plamning barcha limit nuqtalari
uning hosilae to'plami deyiladi va E’ orgali belgilanadi. E’ ning hosila
to‘plamini E” orqali belgilaymiz. Shunday qilib, £ to‘plamning yuqori
tartibli hosila to‘plamlari aniqlanadi. (n-tartibli hosila to‘plami E(
ko‘rinishda belgilanadi).

zo € E nugtaning o'zidan tashqari E to‘plamning birorta ham
elementi bo‘lmagan atrofi mavjud bo'lsa, u holda bu nugta E ning
yakkalangan nuqtasi deb ataladi.

Agar rp € X nuqtaning ixtiyoriy atrofida E to‘plamga tegishli
bo‘lgan ham, tegishli bo‘lmagan ham nugtalar maviud bo‘lsa, u holda
bu nuqta £ to‘plamning chegaraviy nuqtasi deb ataladi. E to‘plamning
barcha chegaraviy nugtalari to‘plami uning chegarasi deb ataladi va OF
ko‘rinishda belgilanadi.
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Ta’rif \g.u E =) tenglini orpinli horlsa, w holda £ vopie to pla
deviladi,

Agar toplain yopiq bo'lsa va vakkalungan wigtags e bolusa, o
holda w mukammal deb ataladi.

Ta'vif. Agar E = int(E) bo'lsa. u holda E ochiq toplan deviladi,

Ochiq to‘plamlarning quyidagi ayrim asosiy xossalavin keltiramiz:

1) chekli sondagi ochiq to'plamlarning kesishmasi ochiq to'plam
bo'ladi;

2) ixtiyorly sondagi ochiq to‘plamlarning birlashmasi ochiq to plam
boladi.

Yopiq va ochiq to‘plamlar orasida quyidagi bog‘lanishlar mavjud:

1) ixtiyoriy ochiqg to‘plamning to‘liqtiruvchisi yopiq to'plam ho'ladi:

2) ixtiyoriy yopiq to‘plamning to‘liqtiruvehisi ochiq to'plam bo'ladi.

Agar E C X to‘plamning har qanday nuqtasining ixtiyoriy atrofida
A to'plammga tegishli nuqta topilsa, u holda E to‘plami A to'plamda
zich deb ataladi, ya'ni E to‘plam A to ‘plamda zich bo‘lishi uchun 4 C
[E] bo'lishi kerak. Agar [E] = X bolsa, u holda E hamma yerdq
2ich deyiladi. Apgar fazoning hamma yerda zich sanoqli qism toplami
mavjud bolsa, u holda bu fazo separabel deb ataladi. .

Agar X fazodagi ixtiyoriy ochiq shar E C X to'plamga tegishli
birorta ham elementi bo lnagan boshqa bir ochiq sharni o'z ichiga
oladigan bo'lsa, u holda £ tof plam hech bur yerda zich emas deb ata-
ladi. E to‘plamning hech bir yerda zich emasligi mt[E] = 0 tengh-
gini anglatadi. Agar E to‘plami sanoqlicha hech bir yerda zich emas
to‘plamlarning birlashmasida yotsa, u holda bu to'plam birinche I\'a.-
tegoriyali to'plam deyiladi, yami E C U E,, int[E,] = 8. Birinchi
kategoriyali bo' Imagan to'plamga ikkinchi kategoriyali to'plam deyi-
ladi. Ixtivoriy bo'sh bo* hnagan ochiq to'plamostisi ikkinchi kategorivali
to‘plam bo'lgan metrik fazoga Ber fazosi deyiladi.

Masalalar

e .
3.1.1. Elementlari Y lza| < o shartni qanocatlantiaruv-
n=1 . . §
cht haqiqiy sonlarning x = {z,} ketma-ketliklaridan iborat
to‘plamda masofani

o

P y) = >t =

oo
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ko'rinishda  kivitsak, metrika  aksiomalarining — o‘vink
bo lishint tekshiring.
x
Yechimi. 1) pleny) = Llea =] =0 & 2y =y =0 (n =
el
2, ) & e IR

N x
Nopleoy) = X ey = yal = 2 |10 — 2ul = ply,2):

nl ul

oC
3) /) £ U) lln ol ‘/u' == Z llu — < +:u - .‘/u‘ ‘5 Z |~'I~‘u =i :ul f

n =i n=1
N
¥ Z [:n = _1/,.| = /)(J'.:) ki p(.‘-:, U)
Demak, metrikaning uch aksiomasi hami o‘rinli. Bu mietrik fazo {
orqali belgilanadi.
3.1.2. Elementlar: « = {z,} iztiyoriy cheksiz kelma-
ketliklardan iborat bo‘lgan to‘plamda metrikani

1 |an - Jnl
9“ 1 4 lln B ./nl

ko‘rinishda kzrztzsh mumkmlzgmz isbotlang.

x U,
Yechimi. z w%

qator yaqinlashuvchi, chunki n ning
ixtivoriy iy matlda
i Ixn - ynl <
214 |2y —ya| 20
tengsizligi o'rinli.
Uchburchak aksiomasini tekshirishdan avval, bir yordamchi tengsiz-
likni ishotlaymiz. Nomanfiy sonlar to‘plamida aniglangan

t 1
ft) = . (ft 0,vi>0
(t) 13 (fi(t) = (1+t)2> > 0)
funksiya monoton o'suvchi funksiya bo‘lgani uchun, a < b ho‘lganda
a b
e
l1+a - 140

tengsizligi o'rinli bo'ladi. Bundan ixtiyoriy @ = {z,}, ¥y = {y.} va
z = {2,} clementlari uchun |z,—y,| < [T 2| +[2n—yal, (n=1,2,...)
bo‘lganligidan,

et TP et R S T

Lot lz =yl = 1+ |z — Za| + |2 ~ Yl -

= lxn n an Ig” - ynl
=] ; = + <
L+ |1” i "’”’ + ,Z" - ;I/"'tl 1+ |1‘,, — 3'n| + 'Z,, = ynl
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tengsizligion ega bo'lamiz. Bo tengsizliklarni —,l— ot kopavtinih. havehia
n lar hoyicha qorshsak. nchbnrelak tengsizligiza eaa bolaiz:

plecy) < plo.z) + plzy).

Bu metrik fazo s orqali belgilanadi.

3.1.3. Agar x» va y haqiqiy sonlar orasida masofani p(r.y) =
sin"’(l‘—y) ko‘rinishda aniglasak, u holda barcha haqiqiy sonlar
to‘plami metrik fazo bo‘ladimi?

Yechimi. Aniqlangan masofa metrikaning birinchi shartini qanoat-
lantinnaydi. Haqiqatan, « # y bo‘lganda sin’(z — y) = 0 bo'lishi
munikin.

3.1.4. Agar haqiqiy sonlar orasida masofani p(z.y) = |t~ Y|
ko‘rinishda aniglasak, u holda bu oraliq metrika bo‘ladimi?

Yechimi. Metrika bo‘ladi. Haqiqatan,

Dplzy) =lz—y|>0; plz,y) =lz—y| =02 z—y=0a1=1U

2) plz,y) =le -yl =]~ (y=-2)| =[-Yly—2l =]y -2l —p(y T);

3) plz,y) = |z -yl = |[z—z+2-y| < |7 —2|+|2—y| = p(z, =) +p(z.Y)-

3.1. 5 Agar haqiqiy sonlar orasidagi masofani p(l y) S
Vlz —y| ko‘rinishda aniqglasak, u holda bu masofa metrika
bo ‘ladzmz‘?

Yechimi. Metrika bo'ladi.

=Vijz—y =0
plz,y) = \ATUI 0« [:r-J[—Oc»:L—_z/=0¢>1‘=!/1

2) p(z,y) = Iz — 9l = Iy — =] = p(y, 2); _

3) Ixtiyorly musbat a va b haqiqiy sonlar nchun \/ a ‘r'b < Ja+ Vo
tengsizligi o‘rinli bo'lgani uchun

play)=Vir—yl=Viz-z+z—y[ <Vt -2+ |z —ul <
< Ve T3+ VETH = plas ) + pleet).

3.1.6. [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan barcha funksiyalar
to‘plamida masofani

ples¥) = f (p(t) — wi(t))* dt

ko‘rinishda aniglasak, u holda bu masofa metrika bo‘ladimi?
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Yechimi. Metrikaning 1) va 2} aksiomalari o'vinli. 3) aksiomaning
orrinli ekanlivini ko'rsatishda Koshi — Bunyakovskiy tengsizligining in-
tegral shakli deb ataluvehi

1 b h.
[eoeies | [eopa Jwy
I \lll o
tengsizlikdan foydalanamiz. Berilgan to'plamda ixtiyorly o, ¥

tunksiyalar uchun
b b
Plei) = [0 = v d: = [(o0) - 1) + 50 = ol =
b b b :
= / (elt)— £ () de+2 / (o) FO(F (1) —0()) de | (£(&) (1) dt <

it a 1

h
/{,,{r]— dH\J /{p — f(t)2dt /{_r(r) — (1)) dt+

\ 2
[ i h
*fff(ﬂ—w(flfdf = flt,?(f) — f(1))?dt + [mr} = u'-rr-)}'-’rfr'
f \ t .u j
= (ple, f) + p(f,0))%

Demak,
ple ) < plo, f) + plf,0)-

3.1.7. [o,l] segmentda uzluksiz bo ‘gan funksiyalarning bar-

cha juftliklaridan iborat Fla,b] to‘plamida (fi,91) va (fs, (J”)
Juftliklari oraside masofani

PUfi.91)( fo, 92)) = Sup (I£1(8) = o] + lga(t) — g2(D)])
LET |
ko‘rinishda aniglasak, u holda F [a,0] metrik fazo bo‘ladimi?
Yechimi. Metrikaning birinchi va ikkinchi aksiomalari o'vinli. Uch-
inchi aksiomaning o'rinli ckanligini ko‘rsatamiz:

pULfm). (f2, 92)) = sup ([ fi(t) = fa(t)] + g (t) — ga(t)]) <

1w fi}
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< sup (/1 (8) = f3(0)] + 1 fslt) = fold )]+ lgi () = gal D)) + |gs(t) = g2l 1)) <
=T
< sup (L1 (D)= F(O1+191(D) =ga(1)] )+ sup ([ fal)=FolD)]+lgalt) (1)) =
refut) =
= p((f1,91): (f3:93)) + p((f3,93). (f2,92)-

3.1.8. X metrik fazo to‘la bo‘lishi uchun, bu fazoda izti-
yoriy ichma-ich joylashgan wa radiuslari nolga intiluvchi
yopiq sharlar ketma-ketligi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega
bo‘lisht zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. X to‘la metrik fazo va

B>..oB,D>...

ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi bo‘lsin. B, sharning radiusi
va markazi mos ravishda 7, va a, bo'lsin. n — oo da r, — 0 bo'lib.
m > n bo'lganda p(a,,am) < 7, bo'lgani uchun {a,} ketma-ketlik
fundamental, u holda X ning to‘laligidan, uning yaginlashuvehi ekanligi
kelib chiqadi. lim a, = a bo'lsin, u holda a € [B,]. Shunday qilib. a
har bir B, Sh;l‘_lﬁflg urinish nuqtasi bo‘ladi. Bundan B, yopiq shar
bo‘lganligi uchun a € B, (n = 1,2,...).

Yetarliligi. X da ixtiyoriy {z,} fundamental ketma-ketlik berilgan
bo'lsin. U holda shunday n; nomer topilib, n > n; tengsizligini ganoat-
lantiruvchi barcha n lar uchun p(z,, 'T";} < 7 tengsizligi o‘rinli bo'ladi.
Markazi z,, nugtada bo‘lib, radiusi 1 ga teng yopiq sharni olib, bu
sharni B; orqali belgilaylik. Endi shunday n, nomerni n > na teng-
sizlikni qanoatlantiruvchi barcha n lar uchun p(z,,z, ) < -317 teng-
sizlik o‘rinlanadigan qilib tanlab olamiz. T, nuqtani radiusi 1 /2 za
teng sharning markazi qilib olamiz va bu sharni B, orqali belgilaymiz.
Shu jarayouni davom ettirsak ichma-ich joylashgan B yopiq sharlar
ketma-ketligiga ega bo'lamiz. Bunda By sharning radiusi 1/287! ga
teng bo‘ladi. Bu sharlar ketma-ketligi shartga muvofiq umumiy nuqtaga
ega. Uni z orqali belgilaylik. Ushbu z nuqta {1‘,,.} ketma-ketlikning
limit nuqtasi bo‘ladi. Agar fundamental ketma-ketlik > nuqtaga yaqin-
lashuvchi qismiy ketma-ketlikka ega bo‘lsa, u holda uning o'zi ham
ga yaqinlashadi.

3.1.9. X to‘plamda metrikani

1 ;
plE =73 o) 292 B
0, agar x =y

ko‘rinishda aniglasak, u holda (X,p) to‘la metrik fazo
bo‘ladimi?
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Yechimi. X fazoda ixtivoriy {o,} fundamental ketma-ketlik beril-
gan bo'lsin. U holda ixtivoriy 0 < ¢ < 1 soni uchun, shunday #.
natural soni topilib, n.m > n. tengsizligini qanoatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun p(x,, #,,) < & tengsizligi o‘rinli. Bundan berilgan
ketma-ketlikning », hadidan keyingi barcha hadlari o'zaro teng bo‘ladi.
Shuning uchun {z,} yaqinlashuvehi. Demak, (X, p) to'la metrik fazo.

3.1.10. {; melrik fazoning to‘la ekanligini isbotlang.

Yechimi. {; fazoda {z,} fundamental ketma-ketlik berilgan bo'lsin,
bunda z, = {rﬁ".'. I.'"]....,..i"}. ..). Fundamental ketma-ketlikning
ta'rifidan, Ve > 0 uchun n. natural soni topilib, n,m > n. tengsiz-
liklarni qanoatlantiruvchi n,m natural sonlari

- :
IRELPY @)
tengsizlikni qanoatlantiradi. Ixtiyoriy j uchun

= =]
2" — 2™ < Z P =2 <e

bo‘lgani uchun, har bir 7 da {rf"]} ° . sonli ketma-ketlik fundamental,
ya'ni yaginlashuvchi. hm z(") = a; bo'lsin. a = (ai, g, ...,0n,---) €
fva hm In=a ekanhgxnl ko rsatamiz.

(3. 1) tengslzhkdan ixtiyoriy k soni van, m > n, natural sonlari uchun

Z |x£") = :cg'")| <E
1=1

tengsizligining o'rinli ekanligi kelib chiqadi. Bu tengsizlikda dastlab
m — oo da, keyin k — 00 da limitga o‘tib n > n. bo‘lganda

Yl —a<e (3.2)
i=1

tengsizligiga ega bo‘]amlz la,} < |z(") —a] + |x(") | bo‘lgani uchun
(3.2) tengsizlikdan va Z Eagdl qatorning yaqinlashuvchiligidan z fai

qatorning yaqmlashuvchlhgl kelib chigadi, ya'ni a € 4. (3.2) teng51zhk-
dan lim z, = a ekanligi kelib chiqadi.

n—oo
3.1.11. (Ber teoremasi). X to‘la metrik fazoni hech qao-

yerda zici bv‘tmagan lo‘plainlarning sancghi sondagi birlash-
masi ko‘rinishda ifodalash mumkin emas. Isbotlang.
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Yechimi. Teskarisini faraz qilaylil. yvani X l:J] A, bolsin, huanela
har bir Af,, hech gayerda zicli emas. .

S orqali radiusi 1 ga teng bivor yopiq sharni belgilavlik. M, to'plami
hech qayerda zich bolmaganligidan, u S, to'plamida ham zich emas.
Shuning uchun radiusi % dan kichik \S| yopiq shar topilib, S; C Sy va
51 N A, = § munosabatlar o‘rinli boladi. Ay to'plami S) to‘plamida
zich bolmaganligidan Sy to‘plamning ichida yotuvchi radiusi 1{ dan
kichik Sy to*plami topilib, So N Afy = § tengligi o'rinli boladi va hokazo.
Ushbu jarayonni davom ettirsak ichma-ich joylashgan va radiuslari n —
oo bo‘lganda nolga imtiluvehi {S,} yopiq shatlar ketma-ketligiga ega
bo‘lamiz. Bund%cS,, N M, = § munosabati o‘rinlidir. 3.1.8-misolda
ko‘rganimizdek () S, kesishmaga gandaydir  nugta tegishli bo'ladi.

n=1
o

Bu nuqta A, to‘plamlarning birortasiga tegishli emas. Demak, x &
U M,, ya'ni X # (J M, ko'rinishdagi ziddiyatga kelamiz.

n n
3.1.12. Metrik fazoda iztiyoriy sondagi yopiq to‘plam-
larning kesishmasi yopiq to‘plam bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. F,, a € I (I indekslar to‘plami) yopiq to‘plam bo'lsin.

F=()F,

to‘plamning yopiq ekanligini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, z nugta F' to‘plamning urinish nuqtasi bo‘lsin. U holda
bu nuqtaning ixtiyoriy B(z,e) atrofida F to‘plamning kamida bitta
elementi mavjuddir. F' = () F;, bo‘lganligidan, B(z, €) sharda har bir F,

to‘plamning ham kamida bitta elementi mavjuddir. Bundan z har bir
Fy to‘plamning urinish nuqtasi bo‘ladi va F, to‘plamlar yopiq bo‘lgani
uchun z € F,. Demak, = € F, ya’ni F yopiq to‘plam.

3.1.13. Metrik fazoda

C(int(E)) = [CE]

tengligi o‘rinli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Har bir z € C(int(F)) nuqta uchun z ¢ int(£) o‘rinlidir.
Bundan z elementning ixtiyoriy atrofi E to‘plamida to'liq yotmasligi
kelib chiqadi. U holda bu atroflarning har birida C(E) to‘plamning
kamida bitta elementi mavjud. Shuning uchun 2 € [C(E)], ya'ni
C(int(E)) C [CE]. int(E) € E bo'lganligidan, [CE] € C(int(E))
munosabatning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Demak, C(int(E)) =
[CE].
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3.1.14. (> metrik fazoning to‘laligini isbotlang.
Yechimi. £, fazodan olingan {r,,} fundanental ketma-ketlik heril-

- ) i) {n)
gan bo'lsin, bunda 2, = (.r(,' o Py s el ).

Fundamental ketma-ketlikning ta'rifidan, ixtiyoriy ¢ > 0 uchun shun-
day n. natural soni topilib, n,m > n, tengsizliklarni qanoatlantiruvehi
n,m natural sonlart uchun

p{r., mJ—Z| (“ - qm = (3.3)

tengsizlik o‘rinli. Bundan har bir 7 soni uchun
w_ ¢ =
n m} 2 ‘[rr} hu] 2
Iz - 5P <Yl - <,
k=1

bo'lganligidan, har bir ¢ uchun {z} ”]}ri , sonli ketma-ketlik fund-a.x—
mental. Bundan u yaginlashuvchi botladi. Bu ketma-ketlikning limi-
tini a; bilan belgilab, a = (aj,as,...,a,,...) elementni hosil qilamiz.

Agar Y\|ﬂl|2 < oo va llm p(z,,a) = 0 munosabatlarning o'rinliligi

ko* rsatllsa £y fazoning to la11g1 isbot etilgan bo'ladi.
(3.3) tengsizlikni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

o

P
lein) _ rim)IZ - Z |1'5¢n] Z |IIZ‘(") _ xiﬂz)IQ <&,
k=1

=il k=p+1

bu yerda p ixtiyoriy natural son. Bundan ixtiyoriy p uchun
?
Z Ixin) “Iim)‘z 26
k=1
yoki p bilan m ni tayinlab, n bo'yicha limitga o'tilsa, ushbu
»
Z lay — 202 < ¢
k=1

tengsizlik kelib chiqadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy p uchun o‘rinli; shuning
uchun bunda p ho'yicha limitga o‘tish mumkin, v holda

o0
Dl == <. (3.4)
k=1
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X
{1y 0 . o
Bundan va 3 |2,"* < oo mmmosabatdan guyidagi tengsizlik kelib
k=1
chiqadi:

=
Z ](l;.-l2 < .
k=1

Demak, a = (ay, Gg,---,@u, - .-) € £y. So'ngra e > 0 ixtiyoriy bo'lganligi
uchun (3.4) dan lim plzy,a) = 0.

3.1.15. mn m,ét;zk fazoning to‘laligini isbotlang.

Yechimi. m fazodan olingan {z,} ketma-ketlik fundamental ho‘lsin,
bunda z,, = (xg"), ré"), . .a:i,"), ...). T, € m bo'lganligi tufayli shunday
¢, ketma-ketligi mavjudki, uning uchun |z£")| < e (k=1,23.)
o'rinli. Fundamental ketma-ketlikning ta’rifidan, ixtiyoriy € > 0 uchun
n, natural soni topilib, n,m > n. tengsizliklarni qanoatlantiruvchi n, m
natural sonlari uchun

p(Tn, Tp) = e o - =) <&

tengsizlik o‘rinli. Bundan
= — 2P} < ¢ (3.3)

munosabatning k& ga nisbatan tekis bajarilishi kelib chigadi. De-
mak, ixtiyoriy k£ uchun {J:EL_"J} sonli ketma-ketlik fundamental va
vaginlashuvchi. Bu ketma-ketlikning limitini a; bilan belgilab, a =
(a1, az,...,ak,...) elementni hosil qilamiz. Endi ushbu ¢ € m va

lim p(z,,a) = 0 munosabatlarni isbotlaymiz.
n—-oe

(3.5) da p ga nisbatan limitga oftilsa, barcha k lar uchun n > n,
bo‘lganda o‘rinli bo‘lgan
Ix,(k_") —a <¢ (3.6)
tengsizlik kelib chigadi. Bundan

e+1
lax] < 2™ — ax] + 27 D) < e 4 Cas s

tengsizlikni barcha £ lar uchun hosil qilish mumkin, ya'ni
(a1, ag, ..., ax,...) € m munosabat kelib chiqadi. (3.5) dan n
uchun

vV 2
=

p(Zn,z) = sup |z, — 24| < &.
k

¢ ixtiyoriy bo‘lgani uchun, (3.6) dan lim p(x,,a) = 0 munosabat kelib
n—oo
chiqadi.
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3.1.16. Metrik fazoda iztiyoriy yaqinlashuvchi ketma-ketlik
fundamentalligini isbotlang.

Yechimi. Aytavlik. {z,} ketma-ketlik » nuqtaga yaqinlashsin. U
holda ixtiyoriv € > 0 son uchun shunday 1. natural soni topilib, barcha
n > n. uchun p(x,, ) < £/2 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, n,m 2
1. tengsizliklarni qanoatlantiruvehi n, m natural sonlari uchun

P(-Tuyl'm) < pn, ) + plz,2m) < /2 +ef2=¢

munosabat o'rinli. Bu esa {2,} ketina-ketlikning fundamentalligini
ko'rsatadi.
3.1.17. X metrik fazoda ixtiyoriy M va N to‘plamlar uchun

int(M O N) = int(M) 0 int(N)

munosabatning o‘rinlt ekanligini isbotlang.

Yechimi. Ixtiyoriy z € int(M N N) nugtani olaylik. U holda
nuqtaning M NN to‘plamda butunlay joylashgan B(z, ¢) atrofi mavjud,
ya'ni B(z,g) € MON. Ravshanki B(z, ) atrof M va N to‘plamlarning
har birida butunlay joylashgan. Bundan z € int(M) va = € int(V),
ya'ni z € int(M) N int(NV). Demalk, int(M N N) C int(M) N int(NV).

Agar z € int{M) Nint(N) bo'lsa, u holda = € int(M) va z € int(V),
ya'ni z nugtaning M to‘plamda butunlay joylashgan B(z,£)) va N
to'plamda butunlay joylashgan B(z, &) atroflari mavjud. Endi & sonini
£ = min(ey, £5) kabi olsak, u holda z nuqtaning B(z, ) atrofi M NN
to‘plamda butunlay joylashgan bo‘ladi, ya'ni z € int(M N N). Demak,
int(A) Nint(NV) C int(M 0 N).

3.1.18. {; metrik fa.zodan olingan z, = (IY‘), 1(2'1), " .f.‘i_'-”, )
ketma-ketlik va o = (ay, ay,...,qap,...) element uchun a; =
Im—}c x( " bo‘lsa, har doim hm p(m,,, ) = 0 munosabat o‘rinlimi?

Yechimi. Har doim o rmh emas Misol uchun,

a=(0,0,0,..)
K 11 1
X, = (0,0 . 0 5 2—1 ...ﬁ, )

(n)

bo'lsa, u holda » > k£ soni uchun |z;

— a;| = 0. Bundan ixtiyoriy k
(n)

uchun g = lun 1z, munosabat kelib chiqadi. Ammo ixtiyoriy n uchun

oz, a) —Z] A - 0] = Zr_;!. =1.

%
k=1



B30, Metrik Fazolin i

yvaui lim p(r,,a) = 0 unmosabat ovinli einas.

3.1”.13. Quyidagt tasdiglar teng kuchlidir:

(1) X Ber fazosi;

(2) X mning sanoqli birinchi kategoriyali to‘plamlari bir-
lashmasi ichki nugtaga ega emas;

(3) X ming ochig zich to‘plamlari sanoqli kesishmasi zich;

(4) X da birinchi kategoriyali to‘plammning to‘ldiruvchisi
zichdir.

Yechimi. (1)= (2) Aytaylik, £ = |, E,, bunda E, = [E,],
intE, = 0 bo'lsin. U holda E birinchi kategoriyali to‘plamdir. Bundan
intE C E, intE ochig va birinchi kategoriyali to‘plamdir. X Ber fazosi
bo‘lganligidan, intE bo‘sh to‘plamdir.

{(2)= (3) Aytaylik, E = [ G,, bunda G, ochiq to‘plam va [G,] = X

bo'lsin. U holda
X\E=X\[G,={JX\Gn).

n

Shu bilan birga, X \ G,, yopiq to‘plam va int(X\G,) = 0, chunki [G,] =
X. Bundan int(X \ E) = . Oxirgi tenglik E to'plam to‘ldiruvchisi ichi
bo'sh to‘plam, ya’ni E zich to‘plam ekanligini ko‘rsatadi.

(3)=> (4) Aytaylik, E birinchi kategoriyali to‘plam bo‘lsin, ya'ni E =
UE,, bunda int[E,] = 0. E, = [E,] deb hisoblashimiz inumkin. U

holda G,, = X \ E, ochiq va zich to‘plamdir. Shartga ko‘ra
ﬂ Gn = U(X \ En)
n n

zich to‘plamdir. Endi
X\E=X\|JE, =X\ Es=[)Gs

ekanligidan, X \ E ham zich to‘plamdir.

(4)=> (1) Agar E to‘plami ochiq va X da zich bo'lsa, u holda X \
E zich to‘plam emas. Bundan shartga ko‘ra E ikkinchi kategoriyali
to‘plam bo'la olmaydi, Demak, E birinchi kategorivali to‘plam.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Hagqiqiy sonlar to‘plamida metrikani p(x,y) = arctg|r— y|
ko‘rinishda aniglash mumkinligini ko‘rsating.
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2. Ixtivoriy to'plamda wetrikani

) (). agar x =y,
W, =
oy L, agara #y

ko‘rinishda aniglash mumkin ekanligini isbotlang.
3. Faraz qilaylik (X, p) metrik fazo bo'lsin. Agar Vz,y € X uchun

mx.y) = p(z,y)/[1 + plz, ),

pa(2,y) = [l + p(2, y)]
bo'lsa, u helda (X, p1) va (X, ps) metrik fazolar ekanligini ko'rsating.
4. n sondagi haqiqiy sonlarning z = (z), z,...,,) tartiblangan
guruhlari to‘plamida metrikani

a) plz,y) = 3 lze — il

b) p(z,y) = max |y, — z|
1<k<n
ko'rinishlarda kiritishga bo‘lishini ko‘rsating.

5. Hagqiqiy sonlarning z = (zy, 3, ..., 2, .. .) chegaralangan ketma-
ketliklari to‘plamida masofani p(z,y) = sup |y, — x| ko'rinishda kirit-
sak, bu to‘plamning metrik fazo bo‘lishini ko‘rsating.

6. Agar z, — z, ¥, — y bo'lsa, p(z,, ) — plz,y) ekenligini
isbotlang.

7. Natural sonlar to‘plamida metrikani quyidagicha aniqlaylik:

m—-n
pmmy =M= e
mn

(N, p) to'la bo‘lmagan metrik fazo ekanligini isbotlang.

8. Agar haqiqiy sonlar to‘plami R da z, y sonlari orasidagi masofani
p(z,y) = |2° — ¥°| formulasi orqali kiritsak, u holda u to‘la metrik fazo
tashkil qilishini isbotlang.

9. X to'plamda o‘zaro ekvivalent bo'lgan p; va py metrikalar beril-
gan. (X,p) fazoning to'la botlishidan (X, p3) fazoning to‘la bo‘lishi
kelib chigadimi?

10. [a, b} segmentda uzluksiz hosilaga ega bo'lgan barcha funksiyalar
to‘plamida metrikani

p(fr9) = supllf’(t} -4 ()

tefab

ko'rinishda kiritish mumkinmi?
11. Tengliklarni ishotlang:
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a) OE = [E] \ int(£);

b) (iE]) = [E};

) [E] U E_)] = [E]] U [EQ}

12. Tekislikda chegaraviy nugtalarga ega bo'lmagan toplamga misol
keltiring.

13. Ixtiyoriy to‘plamning hosila to‘plami yopiq to'plam bolishiui
isbotlang.

14.  Ixtiyorly to‘plammning chegarasi yopiq to‘plamn Dho'lishini
ko‘rsating.

15. Ixtiyoriy to‘plamuing ichi ochiq to‘plam bo'lishini ko'rsating.

16. Barcha nugtalari yakkalangan sanogsiz to‘plamga misol kelti-
ring.

17. R, R”, Cla, b], £; fazolarning separabel fazo bo'lishini ko‘rsating.

18. m fazosining separabel fazo emasligini isbotlang.

19. R, R", Cla,b] fazolarning to‘laligini isbotlang.

20. To‘la X fazoda zich bo‘lgan ochiq to‘plamlarning sanogli sondagi
kesishmasi X to‘plamda zich to‘plam bo'lishini isbotlang.

21. Hech qgayerda zich emas to‘plamning yopilmasi ham hech ga-
yerda zich emas to‘plam bo‘lishini isbotlang.

22. Barcha ko‘phadlar to‘plamining C[0,1] da zich ekanligini
ko‘rsating.

3.2. Metrik fazolarda kompakt to‘plamlar

X metrik fazodagi K to‘plamning elementlaridan tuzilgan ixtiyoriy
ketma-ketlikdan biror z € X elementga yaqginlashuvchi qism ketna-
ketlik ajratib olish mumkin bo‘lsa, K to‘plam X da nisbiy kompakt
deyiladi.

X metrik fazodagi yopiq nisbiy kompakt bo‘lgan K to‘plam kompakt
deyiladi. X metrik fazodagi K to‘plamning diametri

diam/{ = sup p(z,y)
T,yeK
chekli son bo‘lsa,u holda K chegaralangan deb ataladi.

K va M to‘plamlar (X, p) metrik fazodan olingan va ¢ > 0 biror
son bo‘lsin. Agar K to‘plamdan olingan ixtiyoriy x element uchun Af
to‘plamda p(z,y) < € tengsizligini qanoatlantiruvchi y elementi mavjud
bo'lsa, u holda M to‘plam K to‘plamiga nisbatan e-to deb ataladi.
Agar ixtiyoriy € > 0 uchun K to‘plam chekli e-to‘rga ega bo'lsa, u holda
K toliq chegaralangan deyiladi.
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Masalalar

3.2.1. Har bir N kompakt metrik fazo to‘lig chegaralangan
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Faraz gilaylik K to'lig chegaralangan bo‘lmasin. Bundan
K da biror £ > 0 uchun chekli e-to‘r topilmasligi kelib chiqadi. K dan
ixtiyoriy a; nuqta olamiz. U holda shunday a; € K nuqta topiladiki,
play, az) > £ bo'ladi, aks holda {a;} to'plam e-to't bo'lardi. K da
shunday a3 nugta topiladiki,

play, az) > €, plas, ag) > €

bo‘ladi, aks holda {a1, az} to‘plam e-to‘r bo'lardi.

Shunga o'xshash @y, as,...,a; nuqtalar uchun apy; € K topilib,
p(ai, ap1) > €, i = 1,k bo‘ladi.

Bu tanlab olingan nuqtalar limit nugtaga ega bo‘lmagan {a,} chek-
siz ketma-ketlikni beradi, chunki p(a;, a;) > €, i # j. Bu esa K ning
kompakt ekanligiga zid.

3.2.2. Iztiyoriy kompakt to‘plamning to‘la fazo bo‘lishini
isbotlang.

Yechimi. Bizga E kompakt to‘plamda {z,} fundamental ketma-
ketlik berilgan bo'lsin. E kompakt bo‘lgani uchun {z,} ketma-ketlik
E da yaqinlashuvehi {z,,} qismiy ketma-ketlikka ega. {zn,} ketma-
ketlikning limitini a bilan belgilaylik. {z,} fundamental va {z,} yaqin-
lashuvehi bo‘lgani uchun ixtiyoriy & > 0 soni uchun 37, soni topilib,
n,k > n. (Demak, n; > n.) bo‘lganda p(z,, To,) < £ va p(Tn; a) <
tengsizliklari bajariladi. Natijada

[STE

p(21,0) < p(zn, 20,) + p2s,, a) < g +§ =,
Bundan {2} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqib, E
to‘plamning to'la ekanligini ko'rsatadi.

3.2.3. (Hausdorf teoremasi). R metrik fazo kompakt
bo‘lishi uchun uning to‘la va to‘liq chegaralangan bo‘lishi
zarur va yetarli ekanliging isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, R kempakt bo'lsin. U holda to‘liq chegaralan-
ganlikning zaruriyligi 3.2.1-misoldan kelib chiqadi. To'la bo'lishi esa
3.2.2-misoldan ko‘rinadi.

Endi R tofla va toliq chegaralangan bo‘lsin. Kompaktligini
ko'rsatish uchun har bir {z,} C R ketina-ketlik hech bo‘lmaganda bitta
limit nugtaga ega bo‘lishini ko'rsatish yetarli.
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R da l-tor hosil etuvehi mgtalarning Lar bivl atrofida vadiosi 1
bo'lgan yopiq shar quramiz. Bu sharlay 1t ui torliq qoplayedi harda
ularning soni chekli boladi. n liolda nlarning liech bolmaganda bitrasi
{z,} ning biror 1‘5”, ...,.r;',“. ... gisitiy ketia-ketligini o'z ichiga oladi.
Bu sharni B orqali belgilaymiz.

B, sharda ham %—Lo‘r hosil etuvehi nuqtalar atrofida radiusi 5 borlgan
yopiq sharlarni cursak, ularning hech bo‘lmaganda bittasi {rf,“} ketma-
ketlikning {J(,?')} qismiy ketina-ketligini o'z ichiga oladi. Bu sharni By
orqali belgilaymiz. Shu kabi markazi By da radiusi 11 bo'lib, {fff”} C
{15,2 )} ketma-ketlikni o‘z ichiga oluvchi By sharini olamiz va hokazo.

Endi markazi B, sharning markazida, radiusi esa ikki marta katta
bo‘lgan A, yopiq sharlarni qaraymiza.c Ravshanki A, sharlar ichmna-
ich joylashgan. R ning to‘laligidan () A, kesishima bo‘sh emas va u

n=1
yagona zo nugtadan iborat. Bu nuqta {z,} ketma-ketlik uchun limit

nuqta bo‘ladi, hamda uning atrofi biror By sharni o'z ichiga oladi. yva'ni
{z,} ketma-ketlikning cheksiz {J:E."J } qismiy ketma-ketligini o'z ichiga
oladi. Bundan R kompaktdir.

3.2.4. Ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam chegaralangan bo‘-
lishini isbotlang.

Yechimi. Agar diam/ = +oo bo‘lsa, u holda Vzy € K nugta uchun

sup p(zo, Z) = +00
rel
bo'ladi. Hagiqatan, agar Vz € K uchun p(zy, ) < M bo'lsa, u holda
Vz,y € I{ nuqtalari uchun
p(z,y) < p(z, 70) + plzo,y) < 2M
tengsizlik o‘rinli bo'lardi. Demak, lim p(xzg, z,) = +oc bo‘ladigan {x,}
ketma-ketligini topish mumkin. Natijada {,} ketma-ketlikning ix-
tiyoriy {z,.} ¢ismiy ketina-ketligi uchun ham lim p(zp.z,,) = +90
b H—2C
bo‘ladi. U holda {z,, } fundamental bo‘lmaydi, Demak. vaginlashuv-
chi emas. Bundan K ning nisbiy kompakt emas ekanligi kelib chiqadi.
Hosil bo‘lgan ziddiyatdan X ning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi.
3.2.5. To‘plamning chegaralanganligidan, uning nisbiy

kompakt bo‘lishi kelib chigadimi?

Yechimi. Umuman aytganda kelib chigmaydi. Masalan £y fazoda
quyidagi

er =(1,0,0,...), e2=1(0,1,0,...) e5=(0,0,1,...),--.
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elementlardan ihorat chegaralangan to'plamni olaylik. Bu to! pl(mmin“
Ixtivoriy e, va ¢, elementlari orasidagi masofa p(e,,.e,) = \/) (m # n)
Demak. bu ketma-ketlikuing ixtivoriy gismiy ketma-ketligi yathshuv—
chi emas. Shuning uchun garalayotgan to‘plam nisbiy kompakt emas.
3.2.6 X metrik fazoda bo‘sh emas 4 D Ay D ... D A, D ...
kompakt to‘plamlari berilgan bo‘lsin. U holda [ A, kesish-

n>1
masi bo‘sh emasligini, Shu bilan birga, agar lim diamA, =0
K aads o)

bo‘lsa, u holda (| A, kesishmaning yegona nugtadan iborat
n>l1

bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Har bir 4, to‘plamdan a, nuqtasini olaylik. Bu nuqta-
larning barchasi A; ga tegishli bo‘ladi. A; kompakt to‘plam bo‘lgani
uchun {a,} ketma-ketlikdan biror a € A; nuqtaga yaginlashuvchi {a,, }
gismiy ketma-ketligini ajratib olish mumkin. {a,,} ketma-ketlikning
dastlabki & — 1 ta hadini olib tashlasak, a,,,@n,,,,@n4,,, - ketma-
ketligiga ega bo'lamiz. Bu ketma-ketlikning har bir hadi A,, to‘plamga
tegishli. Shu bilan birga, bu ketma-ketlik ham @ nuqgtaga yaqginlashuvchi
boladi. A,, yopiq bolgani uchun ixtiyoriy k uchun @ € A,,, Demak,
a€ ) Any = ﬂ Ap. Natijada N A, # 0.

k>1 n>1

Agar dlamA — 0 bo'lsa, u holda har qanday boshqa b € ﬂl A,
n>
nuqtani olsak p(a,b) < diamA, tengsizligi barcha n lar uchun o‘rinli.
Shuning uchun ham p(a,b) = 0, ya’ni a = b.
3.2.7. C[0,1] fazoga tegishli, |f(z)] < A (bu yerda A
tayinlangen musbat son) tengsizlikni qanoatlantiruvchi bar-
cha funksiyalar to‘plamini E bilan belgilaylik. C[0,1] fazoda

chegaralangen va yopiq bo‘lgan E to‘plami kompakt emasli-
gini isbotlang.
Yechimi. C[0, 1] to‘plamga tegishli
falz) = Asin?rz (n=1,2,3,...)

funksiyalar ketma-ketligini olaylik. Bu ketma-ketlikning har bir hadi E
to'plamga tegishli. Hagiqatan,

[fa(z)| = |Asin2"nz| = Alsin 2"rz| < A.

Bu ketma-ketlikning ixtiyorly f, va f,, (bu yerda 7 < m) hadlari

orasidagi oraligni baholaymiz:
' 1 1
ﬂ{fn.-fm) = :ilﬁl)l‘i Uu(?} o= fr.u{_'vcH = Jlrn (F) i J(‘” (.2”_1_1.) ‘ 3
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= ]Asin;)- —~ Asin2" *ly) = A,
yani p(f,, fn) 2 A. Bu tengsizlikdan ko'rinadiki. qaralayotgan ketua-
ketlikning ixtiyoriy qismiy ketma-ketligi yaqinlashuvehi bo'la olwaydi.
Shuning uchun £ to‘plam C[0,1] fazoda kompakt emas.
3.2.8. ¢, fazosida yopiq va chegaralangan, ammo kompakt
bo‘lmagan to‘plamga misol keltiring.
Yechimi. ¢, fazosiga tegishli

e = (1,0,0,0,...,0,...)
es = (0,1,0,0,...,0,...)
es = (0,0,1,0,...,0,...)

nuqtalardan iborat sanoqli F to‘plamni olaylik. Bu to‘plam chegara-
langan va yopiq. Shu bilan birga, bu to‘plamning ixtiyoriy har xil
nuqtalari orasidagi masofa v/2 ga teng. Shuning uchun {e,} ketma-
ketlikning birorta ham gismiy ketma-ketligi fundamental bo‘la olmaydi.
Fundamental bo‘lmagan ketma-ketlik yaginlashuvehi bo‘lmaydi. Shu-
ning uchun E to‘plam kompakt emas.

3.2.9. Kompakt to‘plamlarning chekli sondagi birlashmasi
kompakt to‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Bizga A;, As ..., Ar kompakt to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

k

Hadlari A = |J 4; to‘plamidan olingan ixtiyoriy {z,} ketma-ketligini

qaraymiz. Elll ketma-ketlik hadlari soni cheksiz bo‘lgani uchun
Ay, Ag ..., A; to'plamlarning kamida bittasi uning cheksiz sondagi had-
laridan iborat {z,,} qismiy ketma-ketligini oz ichiga oladi. U holda
{z,} ketma-ketlik A to‘plamda yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlikka
ega. Bu qism ketma-ketlik {z,} ketma-ketligi uchun ham qismiy
%
bo‘ladi. Bundan |J 4, to‘plamning kompalktligi kelib chigadi.
=1
3.2.10. (Boltsano — Veyershirass teoremasi). R" evk-
lid fazosida iztiyoriy chegaralangan to‘plam nisbiy kompakt
bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. E chegaralangan to‘plam bo‘lsa, u holda bu to‘plam biror

[al,bl] X [(12,()2] 2K ana X [n,,,b,,]

parallelepipedning ichida yotadi. Ixtivoriy ¢ > 0 sonini olib har bir
[ai, b;] segmentni a, = 2V < g'fe) <. < 1-5""’” < .rl”"] = b; nuqtalar



o] 11 Metnk fazolar

vordamida stnmday bolaklawga bo'laylikki, natjjada ikki qo’shni nue-

talar vrasidagl masofa == sonidan kichik bo'lsin. R” fazoda quyidagi
\." 1

toplaini olamiz:
M={z= (.l'll'“'),r.(_{”),...,.r('”")) ts =1,2%.,p1--.8. =12, ..., o}
bu verda s (b = 1,2,...,n) lar bir-biriga bogliq emas. Shu

to'plamning E to'plam uchun chekli e-to‘r bo'lishini ko‘rsatamiz. E
to‘plamdan ixtiyoriy 2’ = (2,29, ...,,) nuqta olaylik. E to‘plam

[a1, b1} x [ag, by % ... x [ay,bn)
parallelepipedda joylashganligi uchun z’ nuqta

ke ky+1 K by : :
_rﬁi .]'I‘i 1 ]] % lI[E EJ‘IE;\JTIJ] o L:EEI...) J.[_L.+H

L a1

parallelepipedlarning biriga tegishli bo‘ladi, bu yerda k; € {1,2,...,p;—
1}, j = I,n. Bu parallelepipedlarning uchlari M to'plamning element-
laridan iborat bo‘ladi. Shuning uchun s (k = 1,n) nomerlar ichidan
s} (k =T, n) nomerlar topilib,

engsizligi o‘rinli bo‘ladi. Demak, M to‘plam E uchun &-to‘r bo‘ladi.U
wlda E to'liq chegaralangan. Natijada R™ fazoning to‘laligi va Xaus-
dorf teoremasi bo‘yicha E to‘plam nisbiy kompakt bo‘ladi.

3.2.11. R" evklid fazosida iztiyoriy yopiq chegaralangan
to‘plam kompakt bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Yuqorida isbotlangan Boltsano — Veyershtrass teore-
masi bo‘yicha R evklid fazosida chegaralangan to‘plam nishiy kom-
pakt bo‘ladi. Nisbiy kompakt va yopiq bo'lgan to‘plam ta’rif bo‘yicha
kompakt bo‘ladi.

3.2.12. K kompakt to‘plamni o‘ziga o‘tkazuvchi f: K — K
akslantirish iztiyorly o‘zaro teng bolmagan z,y € K element-
lar uchun p(f(z), f(y)) < p(z,y) tengsizlikni ganoatlantirsin. U
holda f(z) =z tenglikni qanoatlantiruvchi z € K elementning
mavjudligini isbotlang.

Yechimi. F(z) = p(z, f(z)) ko'rinishda aniqlanuvchi F : X — R
funksiyani olaylik. z € K element f(z) = z tengligini qanotlantirishi
uchun F(z) = 0 tengligining bajarilishi zarur va yetarli. Aksincha faraz
qilaylik, ya'ni F(z) > 0 bo'lsin. K to‘plam kompakt bo‘lgani uchun
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F(x) funksiyaning aniq quyi chegarasi mushat son ho'lib, wnga bivor
29 € K muqtada erishadi. Masalaning sharti bo'yicha quyidagi muno-
sabat o'tinli: F(f(xo)) = p(f(zo), [([(20))) < plae, flea)) = Flra).
Bu ziddiyat bizning farazimizning noto‘g’ri ekanligini anglatadi. U
holda f(2) = 2 tenglikni ganoatlantiruvchi z € K nuqta mavjnd.

3.2.13. Kompakt metrik fazoni metrik fazoga uzluksiz aks-
lantirish tekis uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. K metrik kompakt, M metrik fazo bo'lib, F: K — M
akslantirishi uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas deb faraz qgilaylik. U
holda biror ¢ > 0 soni va har bir n € N soni uchun K da z, va z|,
nugtalari topilib, py(za, 74) < % va pa(F(zs), F(z},)) 2  tengsizligi
o‘rinlidir, bunda p; ~ K da oraliq, py - M da oraliq. K ning kom-
paktligidan {x,} ketma-ketligidan biror z € K nuqtaga yaginlashuvchi
{zn,} qismiy ketma-ketligini olamiz. U holda {z], } ketma-ketligi ham
z ga yaginlashadi, lekin har bir & uchun quyidagi tengsizliklarning biri
bajariladi

pa(F(x), F(zn,)) 2 & po(F(z), F(z3,)) 2 ¢,

bu esa F akslantirishning z nuqtada uzluksizligiga ziddir.
Mustaqil ish uchun masalalar

1. Agar E to‘plam to‘liq chegaralangan bo‘lsa, u holda [E] to‘plami
ham toliq chegaralangan bo‘lishini isbotlang.

2. Tekislikda koordinatalari butun sonlardan iborat nugtalar
to'plami ganday to‘r hosil qiladi.

3. R" fazoda har qanday chegaralangan to‘plam to‘liq chegaralangan
bo‘lishini isbotlang.

4. I, fazosidan olingan, quyida keltirilgan to‘plamning to‘liq chegara-
langanligini isbotlang.

1
A={z = (a3, as,...): || <1, |ag} < ,...|a,,|§a7._..,}.

B3] =

5. Agar X metrik fazo sanogli-kompakt bo‘lsa,u holda u to‘liq chegara-
langan bo‘lishini isbotlang.

6. [0, 1] segmentda joylashgan barcha ratsional sonlar to‘plami to‘liq
chegaralangan bo‘lib, kompakt emasligini isbotlang,.

7. Kompakt to‘plamning ixtiyoriy yopig yisin to‘plami kompakt
ekanligini isbotlang.
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8. N metrik fazoda nishiy kompakt -4 va B to'plalar berilgan
holsin,  p(a,y) sonlar (hunda » € Ay € B ) chegaralangan sonli
to'plam belishini ishotlang.

9. Sanoqli sondagi kompaktlarning birlashimasi kompalkt bo‘ladimi?

10. Chekli sondagi nisbiy kompaktlarning birlashmasi nisbiy kom-
pakt bo'lishini isbotlang.

11. Ixtivoriy sondagi kompaktlarning kesishimasi kompakt bo'lishini
isbotlang.

12. Ixtiyoriy sondagi nisbiy kompaktlarning kesishmasi nisbiy kom-
pakt bo'lishini isbotlang.

13. Ixtiyoriy kompakt to'liq fazo bo‘lishini isbotlang.

14. R" evklid fazosida ixtiyoriy yopiq chegaralangan to‘plam kom-
pakt bo‘lishini isbotlang.

16. £y fazodagi ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam shu fazoning hech
qayerida zich emasligini isbotlang.
17. Sanoqli kompakt

1
E={0 1,3,

| =
et

to‘plami berilgan. Bu to‘plamni

(1c, 1+e), (1751:?;— (lze 1+e) 1—s’l+e\___
9 2 g 4 ) )

va (-, ) intervallar sistemasi qoplaydi (bu yerda 0 < £ < 1). Bu
sistemadan E ni qoplaydigan chekli sistema ajrating.

3.3. Qisqartirib akslantirish prinsipi va uning tatbiglari

A akslantirish X metrik fazoni o'ziga otkazsin: A: X — X. Agar
Aty = xq tengligi o'rinli bo‘lsa, u holda zy nuqgta A akslantirishning
qo‘zg‘almas nuqtasi deb ataladi.

Ta'rif. (X, p) metrik fazo va A: X — X biror akslantivish bo‘lsin.
Agar shunday @, 0 < a < 1 soni mavjud bo'ib, ixtiyoriy =, y € X
nugtalar uchun

plAz, Ay) < ap(z, y) (3.7)

tengsizligini bajarilsa, u holda A akslantirishni qgisqartirib akslantirish
deyiladi.
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Masalalar
3.3.1.  (Qisqartirib akslantirish prinsipi). N to'la mel-
rik fazoning har bir A qgisqurlirib akslantirishi yagono.
go‘zg‘almas nuqtaga ega.
Yechimi. X metrik fazodan ixtiyoriy wg nugtani olib. quvidagi
uy = Auy,

2
A ug.

I

s = Auy
wy = Aua = Aduy,

ketma-ketlikni tuzamiz. U holda

g ugar) = p(Arug, A M) < ap(A Tug, Afug) < ... < aFplang. 1)

ho‘lgani uchun

{)('Uv,,, Uu-i-/}) < /)(ll,,, UnTI) + ﬂ("u«i-11un+2) W aoo A" /)(“tn—]l—hu“fl') <

n

z - a
< aplug, uy) + +a" pluo, ur) + .+ a Lp(ug, ) < 1—_:/}(110. ).

Endi lim a” = 0 ekanligidan, ixtiyoriy ¢ > 0 soni uchun ng natural son

n—2G

topilib, 7 > n tengsizligini qanoatlantiradigan barcha n lar uchun

m

(a

T_—“p{u.,. up) < e

tengsizligi o‘rinli boladi. Demak, {u,} fundamental ketma-ketlik. X
to'la bo‘lgani uchun shunday ¢ € X nuqta mavjud be'lib n —
da w, — u, yami p(u,,uv) — 0 boladi. Bu v nugta akslantirish-
ning qgo'zg almas nuqtasi ekanligini korsatamiz. Hagigatan. n —
bo'lganda

p(Au,u,) = plAw, Atusy) < ap(u, iy ) — 0,

yami Au element {r,} ketina-ketlikning limiti. Ketma-ketlikning limiti
yagona bo‘lgani uchun u = Au.

Endi u qo‘zg ahnas nuqtaning yagounaligini isbotlaymiz. Hagiqatau.
2 va v lar qo‘zg almas nugtalar bo‘lsa, u Lolda

plu,v) = plAu. Ae) < aplue)
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Pl el —a) < 0.

Bu tengsizlikdan pu. o) = 0 ckanligh kelib chiqadi, ya'ui v = v,

3.3.2. f(r) sonlar o'gida aniglangan funksiya bo‘lib, har
bir r € B nuqtada hostlaga ega va |f'(r)| < k tengsizligi o‘rinli
bo‘lsin (bunda k birdan kichik tayinlangan som). U holda
& = f(x) tenglama yagona yechimga ege ekanligini ko ‘rsating.

Yechimi. Matematik analiz kursidagi Lagran] teoremasiga asosan
har biv @, 22 € R nngtalar uchun

Flay) = flaz) = f'(e)(@ - aa)

tenglikni qanoatlantirivehi ¢ € (27, 20) soni mavjud bo‘ladi. U holda
[fleg) ~ f(a)] £ Elzp — a5 tengsizligi o'riuli. 0 < & < 1 bo'igani
wehun f gisqartivib akslantirish bo‘ladi. U holda qisqartirib akslantirish
prinsipiga asosan % = f(z) tenglama yagona yechimga ega.

3.3.3.

'y(l‘()) = Yo (3-8)
bashlang‘ich shart bilan
dy
2=y (3.9)
L4
differensial tenglama berilgan. Tenglamaning o°‘ng

tomonidagi f(z,y) funksiya tekislikdag: (z¢.y0) nugiani
o'z ichiga olgan ba’zi G sohada aniglangan, uzluksiz va

Lz, y1) ~ Flz, )] < klyr — 1)

Lipshits shartini qanoatlantirsin, (k = const). (3.9) tenglama
ba’zi [xg—c. 20+ c] segmentda (3.8) boshlang‘ich shartni qanoat-
lantiruvchi yagona y = ¥(x) yechimga ega ekanligini ishot-
lang.

Yechimi. (3.9) tenglamani (3.8) sharti hajarilganda quyidagi inte-
gral tenglama ko'rinishda yozish mnumlin -

r

i) =y + / Fltoap(e) et 3.10)

1y

Vs o Gk D SISO . (0 2 G0 -8 o) . s,
Jv‘_‘,‘-”.}/l JUNKENYL G el UZMIKSY, Lot Vi L, _r/()) lgfeanl 0z lt‘hlgd

olgan biror G* € & sohada chegaralangan ho'ladi, ya'ni @) < d
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Eudi ¢ somni quvidagi =hootlarni quuoatlativadizan etib <avla
olainiz:

a) agar by — ol <oty = gl < ocd hotlsasa holda (eoy) € G

by e < L.

l:.l‘n — .y + o] segentda aniqlaugan va (o) — | < ed tengsiz-
lighni qanoatlautiruvehi {@} wzlnksiz funksiyalar sistenasing £ bilan
Lelgilaviniz va bu sistemada metrikani

Pl ) = "0_'1‘1:1‘:}&\}”41.|u'/',(;1:) — ()|
korinishda kiritamiz. £ metrik fazo Clag — ¢ oo + ¢f tola fazoning
vopiq qisw [azosi bo'lgani uchun u ham to'la boladi.

D) = o+ / ittt (3.11)

tengligi hilan aniglangan @ — ¢ akslantivishida = € [ry — . 20 + ¢
bo'lsin. U holda bu akslantirish F ni o'ziga qisqartirib akslantiradi.
Hagiqatan, o € F va x € |2y — ¢, 20 + ¢] bo'lsin. U holda

j0ta) =l = | [ £t o(O)a] < od

munosabati o'rinli bo‘ladi. Demak. (3.11) akslantirish £ fazoni o'ziga
akslantiradi. Shu bilan birga,

[0s() = w2(a)| < 1At (0) = s pa(®ldt 2

ke max  joi(t) = oot)] = kep(er 2)

Bu yerda 0 < ke < 1 bo'lgani uchun (3.10) akslantivishning isqar-
tivib akslantirish ekanligi kelib chiqadi. Demak, gisqartivib akslantirish
prinsipiga asosan (3.9) tenglamma F fazoda (3.8) boshlangich shartini
(anoatlantiruvehi yagona yechimga ega.

3.3.4 f(2) = 4o — 42? funksiya [0; 1] kesmani o°ziga akslan-
tirishint tekshiring. Bu akslantirish qisqartiruvchi boladimi?

Yechimi. f(z) = 4x(1—2a) bolganligidan .« element [0z 1] segmentga
tegishli bolganda [(x) > 0 tengsizligi, f(2) — 1 = —(2r — 17 <0
bo'lganligidan, esa f(x) < 1 vengsizligi o'rinli bo'ladi. Demak, f
funksiyasi [0; 1] sepmentni o'ziga akslantivadi,
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o= T s L mgtadarda fie) 0. fle) = L otengliklard
oinlidiv. Bundan

S fles)) = 1> = = pluy. ra).

(R

Bu esa f akslantivish gisqartivuvehi emasliging bildiradi.
3.3.5 flr) = » + L akslantirish [1: oc| nurda gisqartiruvchi
boladimi?
Yechimi.
plftey). fl)) = [fle)) = fla)] =
=l =) + (o = )] = e = sl (1 -

B X RGO

)i
tengligh va ryes > 1 tengsizligidan

plf (1), f(2)) < play, 22)

tengsizligiga ega bo'lamiz. Bu tengsizlik berilgan akslantivish qisqar-
tiruvchi ekanligini anglatmaydi.  Qisqartivuvehi akslantivish borlishi
uchun p(f(21). f(a2)) < ap(z. 74) tengsizligh o'rinli bolishi kevak.
bunda 0 < & < 1. Bizning holda a sonini saylab olish mumkin cmas,
chunki 1 - — l, ifodasi 2129 ko' paytmaning yetarlicha katta qivmatlari-
da birga \ohlao(\ndla vaqin bo‘ladi.

3.3.6 X to‘la metrik fazosida A va B qisqartiruvchi akslon-
tirishlar berilgan bo‘lsin:

p(Az. Ay) < aaple, y), p(Bz, By) < app(z, y)-

Agar barcha r € X elementlar uchun p(Av, Br) < ¢ (bun-
day A wva B akslantirishlar e-yagin deyiladsi) tengsizligt
o‘rinli bo‘lsa, u holda bu akslantirishlar qo‘zg‘almas nugta-
lari orasidagi masofa =— sonidan katta emasligini isbot-
lang, bunda a = max(n,. ap) < 1.

Yechimi. &' nugta A ning o zgtalmas nuqtasi bo'lsin. B qisqar-
tiruvehi akslantivishning ' qor zgalmas nuqtasinl y = RGN (1 —
0. 1. ...) ketina-ketlikning liniti sifatida garaymiz. U holda

P ) 2l o) 5 o) + -+ plyneron) <

pla’ . Bx')

< /;(.’L'I. BJ")(I AT S nﬁ'l—l) <
: l—ayp

bundan & — > bo'lganda

Pl Ba'y p(Awt. Ba) 5

Fvad
pla's y) < =" """«
F—ay 1 - oy 1—a
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3.3.7. 2 2« .1,. D —]T . kabi aniglangan 4} kelma-
2 9

g
ketligining yoqinlashuvehi ehkanloging isbotlang va uning lim-
wtini toping.
. : ] >
Yechimi. {x,} ketwa-ketlikni », = 2, », = 2+ —— (n > 2}

1
korvinishda rekurent aniglash mukin bolganligidan,

ot

r,=2+—+-— (n=19)

sabatining ovinli c\nnllgl l\th) chiqadi. Shu bilan birga, z, 2 2 (n =
1). 2; 3] segmentni o'ziga o'tkazadigan f(t) = 2 + % akslantivishini
qaraymiz.

tengligi va 1; < 5. Io < 3 5 tengsizliklaridan x, < j (Vn = 1) muno-

. | 2 1
PUIE). ) =1t) = Joll = |3 = 3| < iz ol = ot
fodadan f akslantirish qisqartiruvehi ekanligi ko‘rinadi. U holda uning

yagona x’ qo‘zg'almas niqgtasi mavjud bolib, z’ = lin; z, bo'ladi. bunda
zy = flv,1) = 2 + ;'1',.1_1 (n>2),x; =2 . =2 + 1
yechib, ' = 1+ /2 sonini topamiz. Bu berilgan l\etnm-kethl\mug limiti
bo‘ladi.

3.3.8. 7, = i @ty +a, {i=1,2,..) cheksiz chiziqli algeb-
7.’aik tenglamgl:zlr sistemasini garaylik. Quyidalarni tekshir-
ing:

tenglamani

a) a = sup Z lam| < 1 va Z|a,] < +co shartlari bajaril-

¢ =1
ganda, u yagona 2' = (2, 24, ) yechlmga ega bo‘ladi, bunda

Z|:rf| < +00;
=

b) agar J = sup Z ] <1 va bupla | < +oc bo'lsa, u holda

t om=1l
berilgan sistemaning 2’ = (2, 2}, ...} yagona yechimi bo‘lb,

sup |2/ < +oo bajariladi.
i
Yechimi. a) p{z,y) = Z l2i = il bunda r = (@), y = () metrika
bilan berllgan (; fazosida AJ =y = (y,) operatorini qaraymiz, bunda

Z QT + i (E=1,2,..).

m=1
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T holda b biv = = (5,) € ( nchou

L \ !
— | ——
[l(:\.)‘. L') 3 :\ Q! + (07— > U= = ”rl
— P s
al Iw oG] |
~ ~ Xp, B
= > % < L Z [t |vm — 2] € ap(r. =),
s
=1 el m=1 -

va'ni A operatori { fazosini o'ziga gisqartirib akslantivadi. Endi ¢iscar-
tirib akslantirish prinsipini go'llansak, qo'vilgan savolga javoh boladi.
b) plz.y) = suple, — y| metrika bilan berilgan barelia chegaralan-
i
gan ketma-ketliklarning m fazosida Ar = y = (y,) operatorini qaraymiz,
> 43 Y i) o1 {

N
bunda y, = 3 @ +a, (7 =1,2,...). U holda

m=1
A,
ﬂ(‘_l'T‘ = blll)l Z UynLpy — Z "un:m| S 1‘}.'1[':-' y)
m=1 m=1

ya'ni A operatori m fazosini o‘ziga qisqartirvily akslantiradi. Endi ¢isqar-
tirib akslantirish prinsipini qo Ilamal\ (o'yilgan savolga javob bo'ladi.

3.3.9. A fla) — %f.’l‘ff(f)(’f—f-%l‘ akslantirishning

C0,1] fazosida qisqa'r‘tiru’uchi“ekanligini ko‘rsating va uning
qo‘zg‘almas [~ nugtasini toping.

Yechimi. Berilgan akslantirish aisqartivuvchi ekanligi quyidagi ha-
holashdan kelib clricjacli;

1
[ Afi-Af| = 5 [-*'fl.ﬂ (1) = falt)]dt| < lmnx Lf1(6)=fa(t)] = .],r"' fi: f2).
< 2 1ejn]) Z

Solz) = 0 deb olamiz. U liolda

Jile) = Afalx) = 2o

|
. 1
Jolr) = AR = 3 / L. S =

| O

C‘lv‘

falr) = 1 falx) = |'-::_I 4 i :.'_,],--;
R LN Ly
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Shuning uclnm f7(r) = fim f,(r) = o ya'ui b funksiva C'j0. 1} fa-
St

i .

zosida f(a) = 2 [ rtf(H)de + ;’7 integral tenglataning vagoua veehimi

it
holadi.

3.3.10. Agar () funksiya hagigiy sonlar o'gida uzluksiz
differensiallanuvehi bo‘lib, ushbu

O<c< filr)<d<oc

sharti ovinli bo‘lsa, w holda f(x) = 0 tenglarna yagona
yechimga egaligini lsboulanq e
Yechimi. Ar = f(’l) akslautirishning sonlar o'qint 0'ziga

qisqartirib o tlm/xslum 1\0 1~.(1t(L\111 Y,y € R, r <y uchun

1 :
[Ar — Ay| = \r —y - ;E_fl-f'}l - f(!l))l =

o=yl <

=l 1 [} — ,.f'f_.'a’l‘ = e J(E)
I o of ,F | g —=

-3
| il =
- 1 | e |
< l—=lle—yl
di'
bu yerda £ € (2. y). Demalk,

e I [Ea
il

0< '1 = 4] <1 bolganligidan, y = Az qisqartirib akslantirish bo'ladi.
U liolda

L'y — ,—;' I'(l'(;) = Iy

tenglikni. yami f(xo) = 0 tenglikni qanoatlantiruvehi yagona o
mavjucddir.

3.3.11.  Aytaylik, f(v.y) funksiya G = {(a.y) a0 £ & =
b,—oc < y < +oc}t sohada r bo*yicha uzluksiz va y bo‘yicho
musbat, chegarclangan hosilaga ega bo‘lsin: 0 < m < f, < M.
U holda [(r,y) = 0 tenglama [u.)] kesmada yagona uzluksiz
yechimga ega.

Yechimi. Cla.bj fazoui 0'%-0'ziga aks ettivuvehi Ay = y - % (. ¥)
akslantivishnt qaraymiz. Bu akslantivishning isqartirib akslantirish
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ckanligind korrsatamiz, Agar g va g funksivalar Cla.b) azoning ele-
wentlari ho'lsa. u holda

l i E e "
A = Al = ‘lm = Jl_jjl-"-ﬂl” — (ip = _ﬁ!(-l-rm}l‘ -
= \{m =)= :‘l—l],_f..’;{-r'- gy + 00 — ) )n — y.\)‘ <

< |1 ! [ —I-|=r|'r,r—'j-|
< w.'l_f h-—1i It — Y2l
va'ni
p(Ayr, Aya) < ap(y1, y2),
bunda 0 < a < 1.

Demak, qisqartirib akslantirish prinsipidan, ixyiyorly yo € Cla,b)
uchun

n = Ayo, Y2 = Ayp, -
ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘ladi va lim y, = ¥ funksiya f(z,y) =0
n—0oc

tenglamaning yagona uzluksiz yechimi bo‘ladi.
3.312. R da

7
flz) = 3 + — arctgx
qisqartirib akslantirish bo‘ladimi?
Yechimi. Faraz qgilaylik, z,y € R uchun

1f(2) = f(W)l < efz -yl
bo'lsin. U holda
|7(x) — f(W)| = |(z - y) - (arctgz — arctgy)| < alz —yl.
Bu tengsizlikda y = z + 1 deb olsak, u holda
|1+ arctg(z + 1) — arctgz| < a.

Endi z — +00 da arct_g(x b 1) — i} arctgr — :Z ekanligidan, 1< a.
Demak, bu akslantirish gisqartirib akslantirish emas.

Mustagqil ish uchun masalalar

1. X tola metrik fazo bo'lib, T - X — X uzluksiz akslantirishning
biror T darajasi qisqartirih akslantirish bo'lsin, ya'ni:

Tz, T") < apla,y), 0<a <l
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U holil 77 vasona qozaalinas mgtasa eon bolishing korsating.
2.0 [0 1] segmentui {1 1] searoentiga ozaro biv givimatl nzliksiz
akslantivish bo'lsin, U holda f ning kawidda bitta quizgaluas aigiasi
maviudligini ishotlaiug,
3. Clicksiz tenglamalar sistemasi berilsan bolsin:
x
Wy = Zr,,,.r/,. +b (1=1.2....).

I=]

bu yerda 3 ¢} < 1. ST4% < +oc. Bu sistemaning fa fazosida yvagoua
& ;
yechimga ega ekanligini isbotlang. i

4. [1,00) yarim intervalda f(z) = ~l; Inz funksiyani garaylik. Ixti-
yoriy 21 € (1: +00), 23 € [1; +00) nuqtalari uchun

1
[£@2) = flan)l = () as = 2)] < 3lo2 ~
tengsizligi o'rvinlidir (bu yerda ¢ € (21,22)). Ammo bu funksi.)'a
qo'zg‘almas nuqtaga ega emas. Bundan gisqartirib akslantirish prin-
sipiga ziddiyat kelib chiqmaydimi?
5. Aytaylik, f(x) € C[a,b] bo'lsin. U hLolda
1.
Y+ gsinz + f(z)=0

tenglama yagona y = y(z) € Cla,b] yechimga egaligini isbotlang.
6. Aytaylik, f(z) € C[a,b] bo'lsin. U holda

Y+ %cosr+f(1r) =0

tenglama yagona y = y(z) € C[a, b} yechimga egaligini ishotlang.



I\ BOB
Normalangan fazolar

4.1. Chiziqli fazolar va chizigli funksionallay

Bivor A/ torplami berilgau bolsin. Agar M x M toplamining ixti-
voriv i qism toplaming olsak. n holda M toplomida o benar niwno-
~ahat Luevilean deb ataladi. Boshqacha avtganda, agar (e.b) jndtlik R
toplamizga tegishli bolsa, w holda @ element b elewmentga benar muno-
sohatda deb ataladi va agb korinishda belgilanadi.

1. Avmvlik nmmosabati £ hinar munosabatga misol bo'ladi  Ha-
igatan. agar azh = a = b deb olsak. u holda

R-={{a.a): a € M} C M x AL

R. toplamiui odatda M x A to plamining diagonale deyiladi handa A
korinishda belgilanadi.

2.\ to'plamida berilzan har bir ¢ ekvivalentlik munosabati biwar
munosabat boladi. Boshgacha aytganda. ekvivalentlik munosabati ret-
leksivlik. shnmetriya va tranzitivlik shartlarini qanoatlantiruvehi binar
winosabat.

Bivor E ro'plamida E x E to‘plamming har bir (2, y) elementiga
E torplamda 2 va y elementlarning yigrindisi deb atalinvehi va @ = ¢

wrinishda belgilanuvehi E to'plamning elementini mos (o yuvehi binar
ninosabat berilgan bo'lib, bu munosabat quyidagi shartlart qanoat-
lautirsin:

Yz.y. € E uchun

L 2+ y = y+x (vigindining

commmtativligi):

2. (r+y) =z =1+ (y=z) (yigindining assotsiativliei):

3. E to'plamida shunday # element mavijud bo'lib, ¥ € E uchuu
x40 = teugliol orinli (8 nol deb ataladi);

4. ixtivorly » € E uchun shunday —2 € E element maviud ho'lib
7+ (=) = 6 tengligi o'vinli (~x element » ga garama-qurshe element
deb araladi).

Sha bilan bivga, K maydondan olingan ixtivoriy a son va ixtivoriy
r € £ element uchu ar € E (r elenientning a songa ko'paytiiasi)
clement aniglangan bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
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o, € K va Voo y e 2 nehimn:

5. o) (v )

G.oale +y) = ar Loy .

oo+ )= ar 5 g

A i

Ushbu shartlarning harchasing ganoat lantruseld £ o plain 50 may-
don ustida clrizigh voki ecklor fuzo dely wtaladi. Chiziglh fazo clewent-
lvini vektortar yoki ungtalar dely ataymiz. Asar 2 = (2 bavcha
hagigiv sonlar mavdoni) voki K = € (T barcha kowpleks sonlar iy
doni) be'lsa, 1 holda £, mos ravishda. haqugiy voki Fomplels  chizigh
fazo deb ataladi.

3. B toplani sonlarni qotshisl va ko paytirish aallariza nisbatan
chizigli fazo bo‘ladi.

4. R” fazoda qo'shish va songa ko'paytirish amallariui

(w20, 2) (1 goe o) = (@1 + Y1 X0 F g -+ Un)-

oy ... ,) = (ar;, azs, . ...ar,)

ko‘rinishda aniglasak. bu to'plam chiziqli fazo boladi. Bu fazo n-
o'lchamh arifmetds fozo deyiladi. '

Ta'rif. X va Y lar K ustida chizigli fazolar bolsin. Owzare bir
qivmatli & © X — Y akslantirish

O(r 4 y) = Pa) + $ly), x.y € X

Plax) =ad(r). v.y e N.a €K
shartlarnui qanoatlantirsa, n holda X va Y fazolar o'zaro izomorf fazolar
devilacli.
Misol nehnn. o o'lchamli R? hagiqiy arifinetik fazosi bilan deu‘ﬂ_?-\lﬂl‘l
n—1 dan katta bo'huagan barcha hagiqiy koeftitsientli ko phadlar lazost
izomorf fazolar ho'ladi, hunda izomorfizin

5 =1
(ay.as, ... ay) — ap + aot -+ .+ a,t

qoida orqali o rnatilishi munikin. )
L chizigli fazoning q, 20, ... .. r, clement lati berilganda. kawida bit-
tasi noldan fargli bo'lgan aj.aa, . ... a, sonkari mavjud borlib.

Q1)+ Qads + L ey = U

tengligi o rinli ho'lsa, wholda wy . 2. .. ey, Tar chizegle boylig « {enrentlar

deviladi. Agar oy 4 cors ..oy, = 0 tengligidan oy = a2 = ... =
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~ IV Notiala

0 0 tenedivd kelib ehigea, v holdi ooy, clementbae efizigli
cokl clemrentlae deh ataladic

L chizigli fazo elewentlavining . g, . . cheksiz sistenmasining ixtivoriv
chiekht gistn sistenast chizigli evkli bovlsa, w holda berilgan sistema efnz-
wle exkli - deh ataladi.

Agar L fazosida n sondagi chizigli erkli elewentlar topilib. n + 1
sondagi ixtivoriv elementlari cliizigli bogliq bo'lsa, u holda L fazosi
n-otlchaml deviladi. Agar L da ixtivorly sondagi chiziqli erkli eleinent-
larni topish imunkin bo'lsa. wholda L chieksiz o*lehamli fazo deb ataladi.
n-o'lchamii L fazoning n sondagi ixtiyvoriy chizigli erkli elementlarining
sistemasini, bu fazoning bazise deb ataladi.

L' toplam L chizigli fazoning gism to'plami bo'lsin, Agar ixtiyoriy
r.y € L' va ixtivorly a,3 € K sonlar uchun aa + 3y € L’ bo'lsa, u
holda L’ to'plam L niug qism fazost deb ataladi.

L chiziqli fazo bo'lib, # uning nol elementi bo'lsin. Fagat nol cle-
mentdan iborat {8} to‘plam L ning eng kichik qism fazosi bo‘ladi. Bu
fazoni nol qism fazo deb ataymiz. Shu bilan birga, L ni ham o‘zining
((ism fazosi sifatida qarash mumkin. Bu ikki ¢ism fazolar L ning zosmas
gism fazolari deyiladi, boshqa qism fazolar zos deb ataladi.

Qism fazolamning xolhlagan sistemasining kesishmasi qism fazo
bo'ladi. Haqiqatan, {A, : v € I} (/ ixtiyoriy to‘plam) sistema L
chizigli fazosining qism fazolari sistemasi bo'lsin. Ixtyoriy z,y € [ 4,

.
elementlar va ixtiyoriy o, 8 sonlar uchun az + 3y € A,, Vv € I muno-
sabati o'rinli. U holda ax + 8y € (N A, munosabati ham o‘rinli, va'ni

) 4, to'plam gism fazo ho'ladi.

L chizigli fazoda biror bo'sh bo‘lmagan S to‘plam berilgan bo‘lsin.
S to'plammi o'z ichiga olgan eng kichik qism fazo. S to'plamning che-
zigli gobig'i deyiladi va u odatda #(S) ko‘rinishda belgilanadi. .(S)
fazosi .5 ni o'z ichiga oluvchi barcha qism fazolarning kesishmasidan
iborat bo'ladi. Boshqacha aytganda, 2(S) fazosi quyidagi ko‘rinishdagi
elementlardan iborat:

e Zr’!,ﬂ,.
i=1
bunda o; €K, ¢, €5, 1<i<n, neN.

5. L chizigli fazo ho'lib, z uning noldan farqli elementi bo‘lsin.
{Ar ;X € K} elementlar to‘plami bir o'lchamli qism fazo bo‘lacli.
Agar L ning o'lchami birdan katta bo'lsa, u holda {\z: A € K} # L.

6. [a,0] segmentda aniqlangan barcha ko'phadlar to‘plamini Pa, 3]
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kotinishda belgilasalk. 1 Lholda i toplatn Clab ning, gisin iz
hoadh,

7. Gooego coome B torplamlarning Davehiasi chizigh fazo borlib. Jeg
biri ozidan kevingisiving qism fazosi boladi,

L chizigli fazo bolib. L' nning biror gistn fazosi botlsine g
oy € L oehuentlaning avirnasi L/ fazosiga teaisldi bolso. n holida
bu elementlami ekwealent deb ataviniz. Ekvivalentlik mmosabat ref-
leksiv. simmetrik va tranzitiv holgani nclam. n L i ozaro kesishiuay-
digan sinflarga ajratadi. Bunday sinflar to'plani L ning L7 borviclia
Juktor fazos: deby ataladi va L/L' kovinishda belgilauadi. § va g sinflor
L/L" faktor fazoning elementlari, hamda » € € va y € y bo'lsin. § va
1 sinflarning vigrindisi deb, 2 + y elementini o'z ichiz oluvehi v sing-
ga aytiladi: € sinf va a son ko'pavtmasi deb, a r elementini o'z ichiga
oluvchi sinfga aytamiz. Bu amallar natijasi  va y lar orniga xohlagan
hoshqa 2/ € € va ' € n elementlami olganda ham o‘zgarmaydi. Shun-
day qilib, L/L' faktor fazosida qo'shish va skalyar songa ko pavtirish
amallari aniglanadi. Bu amallar chizigli fazo tarifidagi barcha shart-
larni qanoatlantiradi. Shu sababli, har bir L/L’ faktor fazo chizigli fazo
bo'ladi.

Agar L chizigli fazo s-o'lchamli bo'lib, uning L' qism fazosi A-
o'lchamli bo'lsa, 1 holda L /L' faktor fazosining o'lchami o — k ga teng.

L chiziqli fazo o'lib, L’ uning biror gism fazosi bo'lsin. L/L" faktor
faioniug o’lehami L' fazoning L fazodagi keo'lchami dely ataladi.

Agar L' C L fazo chekli koo'lchamga ega bo'lsa, u holda L da shun-
day 2y, 14, .. . 2, clementlarni saylab olish mummkin ho'lib, ixtivoriy
x € L elementni yagona usulda

=0y asra+ oL+ ary, Yy

ko'rinishda vozish mumkin., bunda ay, .. ... a,. €

v e L
Hagiqatan, Aytavlik, L/L' faktor fazoning o'lchami » ga teng bo'lsin
Bu faktor fazodan &, Eo. ... &, bazis olib, har bir £ sinfdan xp element
olamiz. @ nueta L ning: ixtivoriv elementi ho'lib. bu elemenrni o'z ichiga
olwvehi sindni & orgali belgilaylik. U holda

E=arf) + el + ...+ a,k,.

9 . A o : | = Forals !
@ € £ boflganligi sababli 2 — (ay. vy Fasey + ..+ a,e,) € L' Unda L
ning shunday y elementi mavijud bolib,

r— (g Foars + .o ar,) =y
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nelied orviuli bhottadi. Natijada
2=y s g, Y

tenglind kelih chicadi. Bu vozuvning vagonaliei L gism tazonmg L/L
fuktor fazost achmu nol clement holishidan kelib ehiqadi.

L chizighi fazoda aniglangon g sonli huksiya funksional deb araladi.
Avar bareba .y € L elementlar uehnn g{a + y) = g(0) + gly) tengligi
avinli bolsa. u holda g additre deviladi. Nohlagan o son va havelia
r &€ Luchun gloe) = ay{e) tengliot o'rinli holsa, u holda g ui dee jrnsh
deb atayiniz.

Nompleks chiziqli fazoda aniglangan ¢ funksonal xohlagan a son
uchin g{ar) = ag(e) tenglikni qanoatlantivsa. w holda go‘shma bir
ginsl deb ataladi.

Additiv va bir jinshi funksionalui chizigh deb ataladi. Boshqacha
avtganda, L chiziqli fazoda aniglangan g(z) funksional xohlagan 2, y €
L elementlar va a. 3 sonlar uchun glaz+3y) = ag(z)-+Jg(y) tengligini
ganoatlantirsa. u holda chiziqli deb ataladi.

8. u=(ay. as..... a,) € R tayinlangan veltor bo'isa, u holda

korinishda aniqlangan akslantirish R” da chizigli funksional ho'ladi.
Haqigatan, xohlagan

= (1'11 T, 71'11) Y= (1/1:.‘/‘.’« <o Un) € R"
elementlar va xohlagan a. 3 sonlar nelun
n " n
flaz+3y) = Zu,((\]', +3y)=a Z (1“1',—*—,32 a,.yi = af(x)+3f(y).
=1 n=1 1=1
9. Cla,b] fazosida chizigli funksional sifatida
b

Ha) = / (1) dt

integralini qarvash mukin. Bu funksionaluing chizigli ekanligi integral-
ning xossalaridan kelib chigadi.

10. kootavinlangan unatural son bo'lsin. {y har bir 2 =
(1. 29, ... . ...} elementi uclum fi(x) = 25 deb olsak, bu funksional
chizigli bo‘ladi. Haqiqatan, xohlagan

= (o, 2. o) Y= nyay ey ne. ) €6
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chementhnr va xolilagan a4 sondar uchin
ol o Jy) = oy Jyr = o flr} ifiy

tengligh omvinli.

L chiziqli tazoning H xos gisi tazosi el shonday g £ £ clawent
topilib, L = Z(H. xy) tengligl ovinli bo'lsa, bnuda 250 wg) - H
to'plam va ay elelentning chizigli qobigtl. w holdiv A geperquam fuzo
deb araladi. L chizigdi fazodagi

r~ H (xe L. [—ygism fozo)

ko'rinishdagi to'plamga gipertekisiik deb ataymiz.

H = 4171(0) gipergisin fazo g funksionaliing yadrosi deb ataladi va
ker g ko'rinishida helgilanadi.

L haqiqiy chiziqli fazoning biror Ly qisin fazosida fj; chizigh fuuk-
sionali berilean bo‘lsin. Agar L fazosida aniqlangan f funksionali nchiu
x € Ly bo'lganda f(x) = fo(z) tengligi o'rinli bo'lsa, u holda f funk-
sionali f; funksionalning davomi deb ataladi.

L chiziqli fazosida aniglangan p funksional berilgan bo'lib. barcha
2,y € L elementlar va harcha a € [0, 1] sonlari uchun

ploz + (1 —a)y) < ap(x) + (1 — a)p(y)

tengsizligi o‘rinli ho‘lsa p funksionali gavarig deb ataladi. Agar xohla-
gan 2 € L elementiar va barcha o > 0 sonlari uchun p(azx) = ap(r)
tengligi o‘rinli ho'lsa, p funksional musbat bir jinsli deyiladi. Musbat
bir jinsli qavariq funksionalni bir jinsli gavarig deb ataymiz.

L chizigli fazo, 4 C E qavariq to'plam va 2 € A bolsin. Agar
T = -*i;(.l,l + z), ¥,z € A tengligidan, 2 = y = z kelib chigsa. u holda
nuqta A to‘plamning ekstremal nugtesi deyiladi. A to'plamning barcha
ekstremal nuqtalari to‘plami extA kabi belgilanadi va u to'plamning
ekstremal chegarasi deviladi. Masalan, [0, 1) kesma nclnm ext/U. 1l =

{0,1}.
Masalalar

4.1.1.  Iatiyoriy L chizigli fazoning nol elementi yagona
ekanligini isbotlang.

Yechimi. L chiziqli fazoning ikkita #; va s 1ol elementlari mavjud
bo'lsin. U holda nol element ta'vifi va qo'shish amalining kommuta-

= BTN
gitaa,

O =8, 4+ 0s = 0s + 0y = 0o
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Dietnak. o, va'ui nol elementi vagona bo®hudi.

Ml Ixtiyoriy 1. chiziqli fazoda har bir elemeniga
qarama-qarshi element yagona ekanligin isbotlang.

Yechimi. Avtaylik. " va o elementlar o elementga qarama-garshi
clementlar bolsin. U holda

! "

Yere0=d s @) =@ v )+ = 010" =0

va'ui o = o .

4.1.3. Agar L chizigli fazoning noldan farqli r elementi
uchun \r = jur tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda \ va ;i sonlari-
ning o‘zaro teng ekanligini isbotlang.

Yechimi. Ar = pa tengligining ikki tomoniga —pa elementini
qo'shsak (A — p)a = 0 tengligi kelib chiqadi. Agar A # p bo'lsa, u
holda chizigli fazo taifida 5-aksiomadan = = (A — p)7L[(A — )2] = 0
tengliciga ega bo‘lamiz. Bu ziddiyatdan \ = p tengligi kelib chigadi.

4.1.4. Agar L chizigli fazoning z,y elementlari va noldan
farqli \ soni uchun A& = \y tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda r
va y elementlarning o‘zaro teng bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Ar = Ay tengligining ikki tomoniga —Ay elementini
qo'shsak AM(x — y) = 0 tengligiga ega bolamiz. A # 0 bo'lgani uchun
r=y=XN'Aa—y)] =0, yaniz = y.

4.1.5. Barcha hagqiqiy koeffisientli ko‘phadlar fazost P[X]
da

I P 5 et
sistema chizigli erkli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Avtavlik, ap, a1.....a, € R sonlari uchun har bir ¢t € R da

apt+art + ...+ a,t" =0

L3 P 11 r il 3 i
bo'lsiu. Oxivgi tenglikdan » warta hosila olsak, u holda n'a, = 0, yani
,, = 0 kelib chigadi. Bundan

aot +ayt .+ a7 = 0.

Xuddi shunday bu tenglikdan n — 1 marta hosila olsak, u holda (n —

| - T coli g 8 g i i
Dl v = 0. yvo'nia, ) =0 kelib chiqadi, Bu jarayonni davom ettirsak,
fhy =ty = ... =ay = ay =} ga ega bo’lamiz. Bundan

[ o s e

sistera chizigli erkli ekanliging ko rinadi.



4.1.6. Agar [ = C[0. 1] va I = {f € C[0.1]: [(0) = 0} bo'lsa,
u holda E/F faktor fazoni toping.

Yechimi. 1(#) = L.t € [0, 1] birlik funksivani olaylik. U holda
fe 0, 1] uchuu g = f— 1 € F bo'ladi. bunda ¢ = £(0). Bundan Liay
bir f € C{0, 1] yagona ravishda

f=g+cl,geF.cel
ko'rinishda yvoziladi. Bundan E/F faktor fazo {cl: ¢ € R} =R fazoga
izomorfdir.

4.1.7. Haqiqiy sonlar maydonida aniglangan va t o‘zga-
ruvchiga bog‘liq barcha ko‘phadlar chizigli fazosida >+ 1, £+
t, | vektorlar sistemasining chiziqli qobigi qanday bo‘ladi?

Yechimi. Xohlagan «, 3, hagigiy sonlari uchun

a(?+ 1)+ B +6) +v=(a+ B2+ Bt +a+7

tenligi o‘rinli bo‘lgani uchun berilgan sistemaning chiziqli qobig'i
haqiqiy koeffitsientli barcha kvadrat uchhadlarning chiziqli fazosidan
iborat bo‘ladi.

4.1.8. H to‘plam K maydon ustidagi L chizigli fazoning
gipergism fazosi bo‘lib, 1 € L/H bo‘lsin. U holda L nming
zohlagan r elementi

r=X+h (ANeK, heH)

ko‘rinishda yagona usulda yozilishini isbotlang.

Yechimi. H gipergisin fazo bo‘lgani uchun #(H. wy) = L tenglikni
qanoatlantiruvchi zy € L elementi mavijud. Shu sababli 2y € L/H
elementni

T = Mgy + /\1]11 + Aol .+ )\nhu-, (’l],hg,. . .,h,, € 1'1)
ko'rinishda yozish mumkin. Ajhy + Aahy + ... + Anhy, = hy belgilashnt
kiritamiz. U holda 2y = Aswg + ho. Bu tenglikdan z, ni topamiz:

x1 — hy
a\r_|

Ly =

7y & H bo‘lgani uchun 2y # 0.

Xohlagan z € L clement uchun shunday o € K soni va by € H
elementi topilib, x = awg + by tengligi o'rinli bo'ladi, Bu tenglikni
almashtiramiz:

2 =arg+h= ot : L +h = i.rl + (hy — —(llm).
A Ao Ay
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'\—‘ =\val = '\—‘h., = f; belgilashlarini kiritawmiz. U holda
i M -

r=Ar+h (4.1)

Endi  elementni (4.1) korinishda yagona ravishda yozish mumkin
ekanligini ko'rsatamiz. Aytaylik, © = az; +h = vy +g (h,g € H)
bo'lsin. U holda (a — 3)x; = g — h. g — h € H boflgani nchun
(a—3)x; € H. Bumunosabat faqat o = 8 bo'lgandagina o‘rinli, chunki
xy &€ H. Natijada g = h tengligiga ham ega bo'lamiz.

4.1.9. L chizigli fazoda g chizigli funksional berilgan bo‘lib,
9#0 bo‘lsin. U holda quyidagilarni isbotlang:

1) H = f7}{0) to‘plami giper gism fazo bo‘ladi;

2) zohlagan \ € K soni uchun f1(\) = 2y+H tengligi o ‘rinli,
bunda f(z)) = A.

Yechimi. 1) f # 0 bo‘lgani uchun f(zg) # 0 bo'ladigan zp € L
elementi mavijud. f(zg) = Ay bo'lsin. L dan xohlagan z element olib,

uni ushbu :
T = I-E\-'z—):ro + (9' = i—:)Tn)

ko‘rinishda yozib olaylik.
. =) (zo0) _
(2= 42) = 1) - s 2 o

(r

tengligi o'rinli bo'lgani uchun = — f( ru € H bo'ladi. Bu elementni h
orqali belgilaymiz;

f(z)

’L:l"——"\—lﬂ

U holda

Ap
Bu tenglikdan H ning giper qism fazo ekanligi kelib chigadi.
2) Agar 7, = )\’lozo bo‘lsa, u holda

A
flay) = f (:\-[;Ju) = ‘-\f(\”

ya’ni f(z,) = A tengligini qanoatlantiruvehi z, elementlari mavjud
ckan. Aytaylik, =5 element f(z,) = X tengligini qanoatlantiruvchi ixti-
yoriy element bo'lsin. Agary € f~!()) bo'lsa, u holda f(y) = A bo‘ladi.
y clemenlni y = 23 + {y — £4) "o‘iiuishda yosil olsak, f{y — ) = 0
bo‘lishidan, y — x5 € H ekanligi kelib chigadi. Shu sababliy € =) + H.
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Aksiucha, agar = € wy + I bolsa, 1 holda 3 = oy = b (h € H).
Bundan f(z) = A va z € f '(N\) ckanligi kelib chigadi.  Demalk.
F7UA) = oy + H.

4.1.10. (Xan — Banaz teoremasi). L chizigli fazosida
aniqlangan bir jinsli qavariq p funksionali va L ning L, qism
fazosi berilgan bo‘lsin. Agar L, fazosida aniglangan f, funk-
stonali uchun

folz) < pla) (Vo € Ly) (4.2)
tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda f, funksionalni barcha L da
f(z) < p(z) tengsizligini ganoatlantiruvchi f funksionaligacha
davom ettirish mumbkinligini isbotlang.

Yechimi. Ly # L bo'lsin. L\ Ly to‘plamidan biror z nugtasini olib,

L'={tz+z:teR, ze Ly}

gism fazosini qaraylik. L ning bu chizigli gism fazosi L fazosining ele-
mentar kengaymasi deb ataladi. fy funksionalni (4.2) shartni buzmagan
holda L, fazosidan L' fazosiga davom ettirish mumkinligini ko‘rsatamiz.

Agar izlanayotgan f; funksionalning L’ dagi davomi f’ bo‘lsa. u holda

f'(tz + z) = tf'(2) + fo(x)
tengligi o‘rinli bo'ladi. f'(z) = ¢ belgilashni kiritamiz. U holda
fltz + ) = tc + fo(z).
Endi ¢ sonini (4.2) shart o'rinli bo‘ladigan qjilib saylab olamiz, ya'ni

z € Ly elementi va barcha t haqiqiy sonlar uchun fo(z) +tc < p(a +12)
tengsizligi o‘rinli. Bu tengsizlik ¢ > 0 bo‘lganda

z z
= < — s
B vesa(@e)
c<p(s+2) e
=Y TS fo (?)
tengsizligiga, ¢t < 0 bo‘lganda esa

fo(3)+ez=p(-7-2),
o225 =) ()

yoki

yoki
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tengsizhigiga teng kuehli. Bu fengsizliklarni qanoatlantivadigan ¢ soni
mavjud ekanliging korsatamiz. Ly fazosidan ixtiyoriy y'. y” elementlar

olamiz. y" ~ y' € L, bo'lgani nehv

Foy") = folt) = foly" = ¥) S ply" =y} =

=p((y" +2) = (v +2)) < ply" +2) + (=Y - 2),
va'ni
Py +2) = foly") 2 =p(—y' = 2) = fo(¥)
tengsizligiga ega bo'lamiz. y', 4" nuqtalar Ly fazosidan olingan ixtivoriy
elementlar bo‘lganligidan,

¢ = i;{f (foly") + ply” + 2)) = sup (fo(v') —p(—y — 2)) = ¢
Y

¢ > ¢ > ¢ qo'sh tengsizlikni ganoatlantiradigan ¢ sonini tanlab, L'
fazosida f'(tz +2) = tc + fo(z) ko'rinishda f’ funksionalni aniqlaymiz.
Bu funksional chizigli va fy ning L’ dagi davomi. Endi L’ da (4.2)
munosabatining o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. ¢ > 0 bo‘lganda

fl(tz + 2) = te+ folz) <t + folz) <

<t (—fo (%) +p (.:: + %)) + folz)
= =folz) + p(tz + z) + fo(z) = pltz + 2).

t < 0 bo'lganda

Fltz +2) = te+ folz) <t + file) <

<f ("fr) (%) —p (—z - i)) + folz) =
t
= = folz) + pltz + 2) + fo(2) = p(tz + 7).
Demak. agar fy funksional Ly C L gism fazoda aniglangan va (4.2)
shartni ganoatlantirsa, u holda shu shartyi ganoat]antirgan holda Ly
fazoning L' clementar kengaymasiga davom ettirish mumkin ekanligini
ko‘rsatdik.

Agar L fazosida chizigli qobig‘i shu fazoning o‘ziga teng sanogqli
{z1.22,... .24, .. .} to'Plamini tanlab olish mumkin bo'lsa, u holda
yuqoridagi usul bilan fy funksionalni (4.2) shartni saqlagan holda
quyidagi fazolarga ketina-ket davow ettiramiy;

LW ={Lyay}, LW =g, o] S
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bu verda L1 toplami £ ning L™ fazo va oy elementni oz ichisa
oluvehi eng kichik qism fazosidan iborat.  Natijada. L wing har bir
clementi biror L' fazosiga tegishli bolishidan, berilaan fy funksional
Ly dan L ga (4.2) shartni buzinagan holda davom cttiviladi.

Endi yuqorida aytilgan sanoqli toplamni tanlal, olish mumkin
bo‘lmagan, ya’ni umumiy holda qarayniz. Berilgan f, funksionalning
(4.2} shartni ganoatlantiruvehi barcha davomlari to plamnini .2 orgali
belgilaylik.

Agar fi va f> funksionallar & to‘plamiga tegishli bolib. f; aniqlan-
gan ¢ism fazo fy aniqlangan gism fazoda yotsa va f, funksional fi
funksionalning (4.2) shartni ganoatlantiruvchi davomi bo‘lsa, u holda
fi € f; munosabatini yozamiz. Bu munosabat & to‘plamida gisman
tartibni aniqlaydi. % orqali & to‘plamining ixtiyoriy chiziqli tartiblan-
gan qism fazosini belgilaymiz. % to‘plamiga tegishli barcha funksional-
lar aniglanish sohalarining birlashmasida aniglangan va bu funksional-
larning har biri bilan shu funksionallarning aniglanish sohasida ustma-
ust tushadigan funksional % to‘plamining yuqori chegarasi bo'ladi.
Demak, # to'plamining ixtiyoriy chizigli tartiblangan gism to‘plami
yuqori chegaraga ega. U holda Sorn lemmasi bo‘yicha £ to‘plamida
maksimal f element mavjud bo‘ladi. Shu f funksional biz izlayotgan
funksional bo‘ladi. Hagiqatan, bu funksional f; funksionalning (4.2)
shartni ganoatlantiradigan davomi va uning aniqlanish sohasi L fazosi-
dan iborat. Sababi, agar f funksionalning aniqlanish sohasi L fazosining
biror L, xos gism fazosidan iborat bo'lsa, u holda uni yuqorida aytil-
gan usul bilan Ly C L fazosiga davom ettirish mumkin bo'ladi. Bu f
funksionalning maksimal ekanligiga ziddir.

4.1.11. o ning qanday giymatide z = (1,2,3), y = (1,1,0) va
z = (a, 1, 1) vektorlar chizigli bog‘liq bo‘ladi?

Yechimi. a,b, ¢ sonlari uchun az + by + cz = 0 bolsin. U holda

I"a-}b—!cu=0 Al
{ 2a+b+ec=0 = c(l-a)=0
l Ja+ec=0

da+ec=10

= —3a
:’{Z—sau—a):o = a(3a—-2) =0.

Chiziqli bog‘liq bo‘lganligi uchun a # 0 deylik. U holda

3a—-2=0=a=

W
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4.1.12.  C[0. 7] fazoda 1. cost. cos” | funksiyalar chizigli
erkli, 1. cos2t. cosit funksiyalari esa chizigli bog‘lig ekanligini

ko‘rsating.
Yechimi. 1) 1.cost. cos’t funksiyalar chizigli erkli bo'ladi.

Hagiqatan.
a + dcost + yeos =0

bo'lsin. Agar t = § bo'lsa, u holda a = 0 kelib chiqadi, va Fcost +
~cos™t = 0 bo'lib, 3—!— ~cost = 0 tengligiga ega bo‘lamiz. Yana f = 1}
givmatida 3 = 0 kelib chigib, vcost = 0, bundan v = 0 kelib chigadi.
Natijada

a+dcost+ycosit =0 => a=pF=7=0.

2) 1, cos2t, cos’t funksiyalari chiziqli bog'liq, chunki bu
5 1
cos“t = 3 (1 + cos2t)

munosabatidan kelib chigadi. -
4.1.13. E chizigli fazo va f : E — R chizqli funksional
bo‘lsin. U holda bu funksionalning yadrosi

ket f={z € E: f(z) =0}

to‘plami E ning gism fazosi ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, 2,y € ker f bolsin. U holda

flz+y) = flz) + fly) =0+0=0,

ya'ni ker f qo‘shish amaliga nisbatan yopiq.
Endi z € ker f, A € K bo‘lsin. U holda

f(Az) = Af(z) = A0 =0,

ya’ni ker f songa ko‘paytirish amaliga nisbatan ham yopiq. Demak,
ker f qism fazo ekan.

4.1.14. ¢y fazoning birlik sharining ekstremal nugtalar
mavjud emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, A = {x = (2,,) € ¢ : ||z}l £ 1} bu fazoning
birlik shari va € A bo'lsin. U holda lim z, = 0, bundan shunday m

soni topilib, |z,,| < 1/3. ~

) Tiiy agar n # n,
i =
' iy 1‘ agar n = m
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Ths agar n ,-" 1.
= 1 ;
Ty b=, Agar i =m

I=%w+zhy¢2
ho'lganligidan, 2 ekstremal nugta emas.
4.1.15. ¢ fazoning birlik sharining ekstremal nugtalarini
toping.
Yechimi. Aytaylik, A = {& = (z,) € c: ||2]| < 1} bu fazoning
birlik shari va € A ho'lsin. Faraz gilaylik, shunday s soni topilib.
|#,] < 1 bo'lsin. U holda shunday € > 0 soni mavjudki, —1+= < x,, <

1—c.
Tz agar n. # m,
i
#n I,—¢E, agarn=rm

nugtalar uchuin

va
el agar n # m,
M) zpt+e, agarn=m

nugtalar uchun
1
z=5(y+2),y#=

bo‘lganligidan, = ekstremal nuqta emas. Demak, agar 2 € A ekstremal
nuqta bo‘lsa, u holda barcha n sonlari uchun |z,| = 1, ya'ni 2, = £1.
lim 2, mavjud bo'lganligidan, biror k& nomyerdan boshlab,

n—oG

z,=1 yoki =,=-1. (3.3)
Endi bu shartni qanoatlantiruvchi har bir nuqta ekstremal nuqta ekan-
ligini ko‘rsatamiz.
Aytaylik, € A nuqtasi (5.3) shartni ganoatlantiradi va biror y, = €
A uchun

1
= 5(;; +z).
U holda so‘ngi tenglikdan y, + z,, = %2 kelib chigadi. Endi |y,]. |z} < L
ekanligini e’tiborga olsak, u holda y, = =, = £1. Bundan » = y = =.

Demak, c fazoning birlik sharining ckstremal muqtalari quyidagi
ko'rinishdagi nuqtalardir: = = (2,) € A,
o +1, agar n<k,
Frl= { 1, agarn>k
va "
s { +1, agarn <k,

=1, agarn >k,
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4.1.12. 0. 7] fazoda 1. cost, cos” t funksiyalar chiziqli
erkli, 1. cos2t. cos*t funksiyalari esa chizigli bog‘lig ekanligini
ko‘rsating.

Yechimi. 1) 1.cost. cos’t funksivalar chizigli erkli bo'ladi.
Hagiqatan.

o+ dcost +qcosit =0
bo'lsin. Agar t = & bo'lsa, u holda o = 0 kelib chiqadi. va Fcost +
~ cos? t = 0 bo'lib, 3+ cost =0 tengligiga ega bo‘lamiz. Yana t = g
qiymatida 3 = 0 kelib chigib, v cost = 0, bundan v = 0 kelib chigaci.

Natijada
a+Bcost+qcos’t=0 = a=f=7=0.

2) 1, cos2t, cos’t funksiyalari chiziqli bog'liq, chunki bu
9 1
cos“t = g (1 + cos2t)

munosabatidan kelib chiqadi. ©
4.1.13. E chizigli fazo va f : E — R chizqli funksional
bo‘lsin. U holda bu funksionalning yadrost

ker f ={z € E: f(z) =0}

to‘plami E ning qism fazosi ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, 2,y € ker f bo‘lsin. U holda

fla+1) = f(z)+ fly) =0 +0=0,

ya'ni ker f qo'shish amaliga nisbatan yopiq.
Endi z € ker f, A € K bo‘lsin. U holda

f(Az) = Af(z) = 20 = 0,

yani ker f songa ko'paytirish amaliga nisbatan ham yopiq. Demak,
ker f gismt fazo ekan.
4.1.14. ¢y fazoning birlik sharining ekstremal nugtalari
mavjud emasligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, A = {o = (2,) € ¢ : ||z]| £ 1} bu fazoning
birlik shari va € A bo'lsin. U holda lim z, = 0, bundan slunday m
=

soni topilib, |2,| < 1/3.

Ty agar n # m,
iy =
¥ Ly — ls agar n =
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T agar n # o
= 1 3
&y -+ 5. agar o = m

r = é(y+ ),y # =

uugtalar uchun

ho'lganligidan, a ekstremal nuqta emas.

4.1.15. ¢ fazoning birlik sharining ekstremeol nugtalarini
toping.

Yechimi. Aytaylik, 4 = {z = (z,) € ¢ ||z|| < 1} bn fazoning
birlik shari va = € A bo'lsin. Faraz qilaylik, shunday m soni topilib,
|2] < 1 bo'lsin. U holda shunday € > 0 soni mavjudki, —1+:z <2, <

1-c.
Tt agar n #m,
1 —
Yo T, —E, agarn=m
va
T, agar n # m,
Gy = '
u T,+E, agarn=rim
nugtalar uchun
1
r=y+z),y#z

bo‘lganligidan, = ekstremal nugta emas. Demak, agar = € A ekstremal
nugta bo‘lsa, u holda barcha n sonlari uchun |z,| = 1, yani x, = £1.
lim 2, mavjud bo'lganligidan, biror & nomyerdan boshlab,

n—oo

z,=1 yoki z,=-1. (5.3)

Endi bu shartni ganoatlantiruvchi har bir nuqta ekstremal nuqta ekan-
ligini ko‘rsatamiz.
Aytaylik, * € A nuqtasi (5.3) shartni qanoatlantiradi va biror y.z €
A uchun
1
6y = §(y + z).
U holda so‘ngi tenglikdan y,, + =, = £2 kelib chiqadi. Endi |y,|. |2.] < 1
ekanligini e'tiborga olsak, u holda ¥, = 2, = £1. Bundan r =y = .
Demak, ¢ fazoning birlik sharining ekstremal nuqtalari quyvidagi
ko'rinishdagi nuqtalardiv: z = (z,) € A,
e { +1, agar n <k,
1, agarn>k
va
*1, agar n < k,
{ -1, agar n >k,
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soni maviud ckanliging ko'rsating.

17. L chizigli fazoda aniqlangan ¢ chizigli fuuksional berilgan
bolsin, L/ ker g Laktor tazoning o’lehamini toping.

18. L chizigh tazoda f. fi. fo..... fu chizigli funksionallar berilgan
bolsin, Agar fi(x) = falz) = ... = fulw) = 0 bo'lishidan f(x) = 0
ekanligi kelib chigsa. u holda ay, aa, . . ., a, soulari topilib, barcha » € L

n

uchun f(z) = 3 o filo) tengligi o'vinli bo'lishini ishotlang.
k=1

4.2. Normalangan fazolar

K maydon ustidagi X chizigli fazoning har bir z elementiga nomanfiy
ll2]| hagiqiy soni mos go‘yilgan bo‘lib, bu moslik quyidagi shartlarni
qanoatlantirsin:

lLjz)l =0z =0

2. 1Azl = |Alllzll, VAeK, z € X;

Sz +yll < ll2lff +lyll, =, y€ X.

U holda X fazoni normalangan fazo deb ataymiz. [|z|| soni esa
elementning normasi deb ataladi.

Agar p(z,y) bilan ||z — y|| sonini belgilasak, u holda p(z,y) metrika
boladi. Hagigatan,

Dpzy) =lz-yl=0ez=y

2) plz,9) = 2 = gl = =Dty - ) = | = 1llly = 2l = ly - =
oy, x);

HNoly) =lle-yl = lz-z+2~-y| < lz—zl+z—yl
Az, z) + p(z,y).

Demak, ixtiyoriy nonnalangan fazo metrik fazo bo‘ladi. Shuning
uchun metrik fazolarda kiritilgan tushunchalarga normalangan fazo-
larda ham ta'rif berishga ho'ladi.

Aytaylik, X normalangan fazo va o € X bo'lsin. Metrik fazolardagi

kabi markazi 7y nuqtada va radiusi r > 0 ga teng ochiq (yopiq) shar
deb

1

Blzo,r) ={r € X: |lz—m|j <v} (Blog,r] ={z€ X : [l —a0] <r})

to'plamga, markazi zy nuqtada va radiusi » > 0 ga teng sfera deb
S(ao,r) ={z € X't |lz —ay|l =r} to'plamga aytiladi.

g nuqtaning € > 0 atrofi deb B(z,€) ochiq sharga aytamiz va uni
Oc(z0) kabi belgilaymiz. Atrof tushunchasi kiritilgandan keyin urinish,
limit, yakkalangan nuqtalar; ketma-ketlikning yaqinlashuvchiligi, fun-
dameuntal ketma-ketlik, to'plamning yopilmasi, to‘plamning ichi, ochiq
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to'plam. yopiq to'plan: tushunchalariga metvik fazolavdagi kobi tadyit
beriladi.

To'ta normalangan fazo Bunar fozosi deb ataladi,

Ta’vif. X Banax fazosi va' Y C X hollsin. Agar (Y] = X bolsa.
holda X fazo Y fazoning to’ldiruvchisi deb ataladi.

L normalangan fazoning Ly chizigli qism fazosi yopiq bo'lsa. n holda
Ly to'plamni L fazoning qism fuzosi deb ataymiz.

{z,} sistemani o'z ichiga oluvchi eng kichik yopiq qism fazo. shu
sistemaning chizigli gobig‘ deb ataladi va .Z({z,}) ko'rinishda belgi-
lanadi. Agar .Z({x,}) = L bo'lsa, u holda {z,} sistema to’la deyilaci.

Masalalar

4.2.1. R hagiqiy sonlar fazoside normani |z = |7
ko‘rinishda kiritish mumkinligini ko‘rsating.

Yechimi. Norma aksiomalarini tekshiramiz.

Dz =lz] =0 &z =0;

2) IIAcll = A2l = [Allzl = [Allizl;

3) llz + yll = | + yl < [2] + g} = =ll + gl

4.2.2. R" fazoda normani

ko‘rinishda kiritish mumkinligini isbotlang.

Yechimi.
||' "
1) |lz|} = Vzw£=0@rl:ng...zm,,=0<=;-:r:0:
=1
" R oI
2) Azl = ([ 30 (Amy)® = /Z Moo= [N Y ap = [Afjell;
\ =1 \ k=1 i=1
3 Ixtiyoriy = = (21, 22,- -+, %u)s ¥ = (U1,¥2, - - ., ¥u) clementlar uchun
. 2
" o L ¥ L s 1 n n
= (Z Ik?]k) & Zl‘i:z Ye = 5 Z @y =y
k=1 k=1 k=1 T k=1 4=l

tengligi o‘rinli. Bu tenglikdan Koshi -— Bunyakovskiy tengsizligi kelib
chiqadi:

2 \ 2 n "
E Tk ) < er Z e
k=1 k=1

\h=1 /
Bu tengsizlikdan foydalansak,
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e ( )DERRNY .u'f) = (el + fly?
J=1 k=1
munosabatiga ega bo'lamiz. Natijada,
flz+yll < llzll + llll-
4.2.3. Cla,b| fazosida normani
11l = maxi£(£)]

ko‘rinishdae kiritib, norma aksiomalarining bajarilshini tek-
shiring.
Yechimi.
D Il = max |f(t)] =0 f=0;
2) AN = max [A)(6)] = max NN} = IS
3) Ixtlyorxy f g € Cla, b funk51yala1 uchun

I(f +9)®)1 = 17() + o(0)] < 17 (®)] + l9(®)] <
< max ()| + max [o(t)] = 11l + llgl

Natijada, [|f + gll < ||f|| + |[g]] tengsizlikka ega bo‘lamiz.
4.2.4. X normalangan fazo bo‘lib, M uning bo‘sh bo‘lma-
gan gqism fazost bo‘lsin. P = X/M faktor fazoda normani

ll€ll = inf Jl|
TEE

ko‘rinishda kiritish mumkinligini isbotlang.

Yechimi. 1) Agar & = M (ya'ni & - P ning nol elementi) bo‘lsa,
u holda 0 € & (bu yerda 0 - X ning nol elementi). Shuning uchun
|€]] = 0. Aksincha, agar [|¢f = mf flzll = 0 bo'lsa, u holda & sinfda 0

soniga yaginlashuvchi l\etma-keth]\ mavjud bo‘ladi. M yopiq bo‘lgani
uchun £ sinf yopiq. Shuning uchun 0 € €, ya™ni € = M.
2) Ixtiyoriy a € K, z € R uchun

ezl = [al - f|z]]
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tengligt ovindi. Bu tenglikning ikki tomouidan ham o € € hotviela guvi
chegara olib. quyidagi tenglikka ega bho'laniz:

lagll = |el - fi])
3} €, € Pholib, x € £ va y € 3 bo'lsin. U holda
i+ nil <l 4yl < 1l + liwil

tengsizligi bajariladi. Bu tengsizlikning o'ng tomonidan x € §. 4y € 1
bo‘yvicha quyi chegara olib,

1€ + nll < HHell + Nl

munosabatiga ega bo‘lamiz.

4.2.5. B(zy,r) ochiq sharning ochiq to‘plam ekanligini is-
botlang.

Yechimi. B(xqg,r) ochiq shardan ixtiyoriy 2’ nuqta olib, B(z',£) C
B(xo,7) munosabatni ganoatlantiruvchi ¢ > 0 sonning mavjudligini
ko'rsatamiz. £ = r — |2 — 2¢]| bo'lsin. 2’ € B(zg,r) ho'lgani uchun
flz' — xo|| < 7. Shuning uchun & =7 — ||z’ — 2¢|| > 0. B(a/, <) atrofdan
ixtiyoriy z” nuqta olaylik. U holda

o 2| < € = " - 2| <= l}a" = 2ol = la' — | + 12" = 2] < -
Bundan

" = zoll = (2" — 2" + 2" = 2ol < [|l2" — 2|| + 2" — zoll < 1.
ya'ni

2" € Bz, r) = B(z'.€) € B(xy,r).
4.2.6. Blxq,r] yopig sharning yopiq to‘plam ekanligini ts-
botlang.
Yechimi. Teskarisini faraz qilaylik, yani Blzg, r] yopiq shar yopiq
to'plam bo‘lmasin. U holda

(Blao, )} # Blao,7] = [Blag, 7]\ Blay, r] # 0.

Blzg,7]] \ Blzg,7) to'plamning ixtiyorly =’ nuqtasini olamiz. 2z’ ¢
Blrg, ] bo'lgani uchun |2/ — zol| > r tengsizligi orinli. £ = ||’ =zl —r
bo'lgan 2’ nugtaning B(z',e) atrofidan ixtiyoriy 2’ nuqgta olamiz. U
holda

=" =2l < e = ||l2"=2'|| < [la'=ag|l ¢ = [fal =zl = [|J2" =2} > r =
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= < el =agll=lla" =2l € Nl =xall = 2" Bleg,r) = 2" ¢ [Blaw. r]].
Bu ziddivat farazimizning voto'g'riligini anglatadi.  Demak, Blru.r]
vopiq shar yopig to'plam bo'ladi.

4.2.7. Agar Blo.r) € B[b.R] C X. X # {0}, bo‘lsa, u holda
lla — b} € R — r tengsizligini isbotlang.

Yechimi. 1-hol. a = b bo'lsin. X # {0} ekanligidan, shunday
2y € X mavjudki. ||rg — a|] = » bo'ladi. U holda Bfa,r] C Bla, R]
bo'lgani uchun ||xg — al| £ R tengsizligi o'rinli. Bundan

r=llzo - aff = flzo —all < R,
yani R—r > 0= |la—1b||.
2-hol. a # b bo'lsin. X fazoda

_lazbl+r _r
fla — bl llz —bl|
ko‘rinishdagi elementini olsak, ||z — a]] = r tengligi o'rinli bo‘ladi.
Hagqiqatan,
fla —bj| +r r r
|\3~”—a||= a— h—al|l =—|la—-0b|| =
faof " Ta—ul FErk

Bundan z € B[b, R]. Demak, ||z — b|| < R, ya'ni

-b|+r T
R |z~ b = |12 - b—bl:
fle — | [le — bl
_Nla=b|| +r

Ta=o] lla = bl = |la — b + -
Demak, R —r > |la — b||.

4.2.8. X normalangan fazoning iztiyoriy = va y elementlari

uchun |z|| < max{|lz +y, |z — y||} tengsizligini isbotlang.
Yechimi.

Nzl < Yo + Mz =l =z + ol _

2
_ 2+l =yl = o+l
2
_lztyta—yl+ilz—y| - =+l
: <
< Iz +yll + llz =yl +|llz ~ gl = ll= + 9l _
)

= max{|z +y|, |z - yll}.
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4.2.9. X normalangan fazo bo‘lib, r,. r. y,. y€ X. n e il
bo‘lsa, quyidagilarni isbotlang:

a) agar x, — r, A\, — A (\,. A € K) bo‘lsa, u holda \,.r, — Ar:

b) agar », — a bo‘lsa, u holda |=,|| — ||

c) agar z, — x va ||z, — y.|| — 0 bo‘lsa, u holda y, — x:

d) agar z, — = bo‘lsa, u holda |z, — yl| — [l= — yl|;

e) agar x, — z, y, — y bo‘lsa, v holda ||z, — y,|| — ||z — yl|.

Yechimi. a)

Aoz, = Azl = [[Anzn — Azy + Az, — Azf| <

< ”/\nIn. — )\xn“ + ”’\In - )‘l'll =
= | A = Alllzall + [Alllz — zl| — 0.

Demak, ||A,z, — Az|| — 0, shuning uchun A,z, — Az.
b) Normaning xossalaridan foydalanib quyidagi tengsizliklarni yoza
olamiz:

lzall = llzll < fizn — =l
va
lzll = flzall < llz — znll = f|lzn — 2|
Bu tengsizliklardan esa
~lizn = zll < llznll = izl < llzn — 2|

qo‘sh tengsizliklariga ega bo‘lamiz. Natijada

Mznli = Nzl < fzn — 2|l

lzn — z|] — 0 bo‘lgani uchun |||z, — {lzl|] = 0, ya'ni ||lz,|| — ||z}}-
c)
”yn. = I” = ”yn —Z, + Ty — 1“ <
< lyn — zull + lzo — 2l — 0.
Shuning uchun |y, — z|| — 0, ya’ni y;, — .
d) Normaning xossalaridan quyidagi tengsizliklar kelib chiqadi:
fzo —9ll = llz —yll L llzn —y =2+ yl = |z, - 2|l

va,

Iz = yll = llzn — yll < llz —y — 2 + yll = llx — 2]l = |2, — 2.
Natijada

—lzn — =l < llzn = ylt = lle = yll < ll2n ~ =l
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(osh tengsizlikka ega botkumiz, yai
Hew =yl = e = olll < fr = 2]l

[y = 2]} — 0 borlgani nehwn e, = yll = lo = ¢li] = 0. Bundean esa
fley = wll = v = yfl ekanligi kelib chigadi.
¢) Normaning Xossalaridan quyidagilarga ega bo'lamiz:

New — gall = e = gl < Qe = yo — 2+ yll < flz = 2l + [y — Yl

“1' - U” - ”-Tu - yn” < “il‘ = = @5 yu” < |I$1: - L““yn - U”
Natijada
—(fzw — 20 + llye — oll) < |z, - Unll = llz = yll <y — x| -+ lyn — yll

qo'sh tengsizligiga ega bo‘lamiz, ya'ni
HlIH = yun B ”l i y“l < HIn - T“ r ”yu 3 y”

flzs — 2l = 0 va ||y, — yll — 0 bo'lgani uchun, |z, — y.|| — [z — vl

4.2.10. X normalangan fazoning A gism to‘plami chegara-
langan bo‘lishi uchun diamA < co bo‘lishi zarur va yetarlili-
gini isbotlang.

Yechimi. Zarwligi. A to‘plam chegaralangan bo‘lsa, A C B(e,r)
munosabati o‘rinli bo‘ladigan B (a,r) shar mavjud bo‘ladi. U holda

diamA = sup flz—y|| < sup |z -yl =2,
ryed ay€ Blu.r)
ya'ni diam A < co.

Yetarliligi. diamA = R < oo ho'lsin. U holda ixtiyoriy = € A va
tayinlangan a € A elementlari uchun j|z — af] < R. Shuning nchun
4 C Bla, R} munosabati o'rinli bo'ladi.

4.211. A C X to‘plamning barcha limit nuqtalari
to‘plamini A' orqali belgilaymiz. A' to‘plamning yopiq ekan-
ligini isbotlang.

Yechimi. A’ C [4'] ekanligi limit nuqta tarifidan bevosita kelib
chiqadi. [A] € A’ ckanligini korsatamiz, = € [4] b olsin. U holda
2 unqtaning ixtiyoriy B(x,2) atrofida 4’ to‘plamning kamida bitta y
nuqtasi mavjud bo'ladi. Endi 5, = ¢ — lle" — gl Do'lsin. ¥ nugtaning
B(y. =) atrofi B(z,¢) atrofning ichida yotadi. Haqiqatan, = € B(y, <))

boflsin. U holda [|z—y|| < £~ ||y—z]| tengsizligi o'rinli boladi. Natijada

lz=zll=llz:~y+y-=<

2=yl +lly = 2ll <=
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yani z € B(x,¢).
B(y,e)) C B(a,r). y€ A’

bo'lgani uchun, bu nugtaning By, £;) atrofida A to'plamning cheksiz
ko'p elementlari topiladi. U holda B, =) atrofda A to'plamning cliek-
siz ko'p elementlari mavjud, yami 2 € A’. Shuning nchnn {A'} C A"
Natijada A" = [A'] tengligi o'rinli.

4.2.12. Quyidagi hollarda norma aksiomalari bajarilishini
tekshiring:

a) z = (z){_, (z1 € R) qatorlar fazosi R™ da

| = el
llefl = max el

Bu fazo R ko‘rinishda belgilanadi.
b) z = (z;)]", gatorlar fazosida

m
lzll = > laxl-
k=1

Bu fazo RY' ko‘rinishda belgilanadi;
c) z = (z)), (zx € R) ustunlar fazosida

l.
llzll = [E mr*] , (p>1).
[ ke=1

Bu fazo R} ko‘rinishda belgilanadi.
o
d) Y lzi| < oo shartni qanoatlantiruvchi z =

= (z1,23,...)
k=1
ketma-ketliklar fazosida

Il = fawl.
k=1

Bu fazo ¢, ko‘rinishda belgilanadi;
o0

e) S |z2? < oo shartni ganoatlantiruvchi r =
k=1

(z1, Zg,--.,) (21 € R) ketma-ketliklar fazosida

b

Bu fazo {y ko‘rinishda belgilanadi;

[lf| =




130 IV, Notmalangan fazolnr

£) E\: lep ) < oo, (p > 1) shartni ganoatlantiruvchi v =

k=1
(X1, 2, ...). (2 € R) ketma-ketliklar fozosida

llell = té IJ‘:.-I“_l

Bu fazo {, ko‘rinishda belgilanadi;
g) 2 = (a1,23,...), (zx € R) chegaralangan ketma-ketliklar
fazosida

llzl) = sup |z

Bu fazo m ko‘rinishda belgilanadi;

Yechimi.
) 1) ol = max laul 2 0,
pll = | =0 = = = ‘,"=04=>
=] 139”|$L| & |z = |z |2m|
Sn=n=..=z,=02z=0
2)

dzll = 1= . 1 = | = [Al]jz]|-
el = max [Xzy| max {[Alleyl} = A mex |z = | fizll
3) Intiyoriy k € {1,2,...m} uchun |z; + ye| < |zx| + [ye] tengsizligi
o'rinli bo'lganligidan, quyidagiga ega bo‘lamiz:

| = Y ) <
flz + gl lrsn@nhwykl < lrsrgca;;"’(lzkl + ) <

< -
< Jmax [zi] + max ] = o] + o]

b) 1) Jlz|| = Z|1'L|>O

Izl = > ozl =06 |oyf = jzg| = ... = |Zm| = 0 &

@l =2=..=z,=0z=0.
2)

m

Izl = > el = NS ol = [l fle-

k=1 k=1
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tr "
o+ gl = low + el £ (leuk + ) =
f=| Jem1
It} n
=3 bl + 3 luel = flell + ol
k=1 k=1
B f
91 il = [ |1] >0
k=1 4

llzll = | |u|’*} =0
k=1

"

&Y lal =0e ml =lml = =|zlf =0 &
k=1
o=z =...= || =08z =2=...=2,=0z=0

2)

Iz = {Z l*ﬂé‘“‘"’] S A}

k=1 k=1
m m
= (1A D lzel)e = IO laal?)e = [A[]l<l-
k=1 k=1

3) Uchinchi shartni tekshirishda Helder tengsizligidan foydalanamiz:

m [/ m N m \ %
Sianis (Sar) (Smr). w9
k=1 \k=1 \k=1
bu yerda p > 1 va ¢ > 1 sonlari quyidagi shartni ganoatlantiradi:
.l. 4 l =1. (4-4)
P q

Endi ushbu tengsizlikning isbotini keltiramiz.

Agar (4.3) tengsizligi a = (a1,a,...,a,) va b = (by,ba, ..., bm) €le-
mentlari uchun bajarilsa, u holda u aa va 3b elementlari uchun ham
o'rinli bo'ladi (bu yerda a va § lar ixtiyoriy sonlar), ya'ni bu tengsizlik
bir jinsli. Shuning uchun ham uni

n m

Yol = fuedr =1 (4.5)
k=1

k=1
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bo'lgan holda isbotlash yetarli. Natijada

m

Y laibi] <1 (4.6)
=1

tengsizlikni isbotlash lozim bo'ladi.

(€,7) tekisligida n = €71 (£ > 0), yoki bu tenglamaning o‘zgacha
shakli bo‘lgan £ = 7¢~! tenglama bilan berilgan egri chiziqui olamiz:
(7-rasm).

nt
b |
Sz
n:éi""
St
0 a E =
T-rasm

Rasmdan ko‘rinib turganidek, a va b larning ixtiyoriy musbat giymatla-
rida 51 +5; > ab tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Aniq integraldan foydalanib,
5) va Sy yuzalarni hisoblaylik:

S = [g!’-ldg =
. P

b
Sy = /n'f‘ldq = b_f
q

i

a b
Natijada ab < % 7 T g tengsizligiga ega bo'lamiz. Bu tengsizlikdagl a

ning o‘rniga [az| ni, b ning o'rniga |by| ni qo'yamiz:
lacl” | [b]* - —

laby] < —— 5 __q_ (k=1,m).
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So‘nggl tengsizliklarni hadima-had qo'shib, ya'ni & bo'yvicha vigsak.
quyidagiga ega bo'lamiz:

i

Z [n”,“;{Zwll ZVHJ’

Natijada, (4.4) va (4.5) munosabatlardan

m

> labil <1
k=1

-tengsizlikning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan (4.3) tengsizligi
isbotlandi.

Endi normaning uchinchi shartini tekshiramiz. Buning uchun
quyidagi tenglikni qaraymiz:

(lal + [B])? = (lal + [61)"lal + (la + 6}~ b].

Bu tenglikda a ni ay bilan, b ni b; bilan almashtirib, k soni 1 dan m
gacha o'zgarganda hadma-had qo‘shib,

S (axl + 186l = > ((la] + 1B~ (lax] + b)) =

k=1 k=1
= > (o] + (b)) jas] + Z (loel + [Bet[)?~ b (47)
k=1 k=1

tengligiga ega bo‘lamiz. Helder tengsizligidan foydalanib,

m m ,!, m \:
> el + il Hax| < (Zuaku + |bk|>(ﬂ-l>q\ ( S lal )

k=1 \ k=1 / \k=1 /
va

S (lael + [bel)PIoel < (Z(lau + {bul) (P*l“f ('Z lbw’)

k=1 k=1
tengsizliklarni yozamiz. Natijada, (p — 1)}q = p tengligi va (4.7) dan
m / / m / m \ :‘:

Z(lau+|bknﬂ<( Z Jag] + (bl ) l\ [ Zw) (;”’H”)

k=1
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tenesizlik kelib chigadi. Bu tengsizlikning ikki tomonini ham
O l ()

(Z(I(ul ; Ibz-l)") "
=l

ifodaga bo'lsak:

m \ i \ [/ m j
(Z(|GL-| + |bx-|)") < ( |flk|") + ( Hul")
\k=1 1

k=1
tengsizligiga ega bo‘lamiz, ya'ni

fla +0[ < llaff + [Ib]l.

d) 1) fl=ff = Zlul>0

HT”=Z|1A~|=041P|:L‘1|=|:z:2]=...=|:c,,|=...=0
k=1
S =r=...2,=0...=0&z=0;

o
~

o0 o
Nzl = 3" Pae = IN S fal = (Al
k=1

k=1
o0 0 .
3) =k + yel < |zi| + |un| tengsizligi, 3 |zx| va 3 |yx| gatorlarning
=1 k=1

. . e o
yaqinlashishidan 3~ |a. + y qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.

Natijada,
20 )
=+ ull =D loe+ud < 3 (leal + [uel) =
n=1 n=1

|z4] +Z|JA| = lllf + full-

m«

n=1
o) 1) uau—[i 22 Ezo,
uzu:[zrz} c0eSdd=0e
Lig=1i L=1
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= e (1) = (0F

L -

2) Al = {L M']- —w[LJ ;J Il

¥

K ) by )
3) (2 + wi)® < 2(2} + yp) tengsizligi hamda Y o* va 3 i qator-
k=1 k=1

g
larning yaginlashishidan Y (z + %:)? qatorning ham yaqinlashuvehi

=1
ekanligi kelib chigadi. Shu bilan birga, ixtiyoriy n nclun

n T

S emr e[S |5
k=1

k=1 k=1

tengsizligi orinli. Bu tengsizlikning ikki tomonidan ham n — x da
limitga o'tib quyidagilarga ega bo‘lamiz:

e

ot ull = ||+ w2 < Era Z v2 = ]l + lul
k=1
£) 1) [lz]| = Lil |H_|,,]; o

el = [Z wJ c0e lmp=0s

k=1
S o == =Ty =. =0 r =

Azl =

> md N {Z m.r'} " = izl

k=1 | k=1
3) Ixtiyoriy m uchun

(Z o+ .w-F") < (Z |:w) " (Z w) 4
k=1 re =

Minkovskiy tengsizligi o‘rinli. z fzi|P va Z |ur]? qatorlarning vaqin-

lashuvchiligidan hamda yuqorldam \Iml\ovcl\w tengsizligining ikki
tomonidan 7 — oo da limit olib topamiz:

= < \ll / > : .
lz+yll = D lrw+wl?| < (S |l +kZ|ykl" = |||+ lixll-
L= d k=1 / A=1
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g) 1) [l = supzi] >0,
i

[lefl = 0 fay| = faal = ..o fau] = ... = 0=
Srn==t=..=&p=...=0g2=_0.
2) |Az|l = sup [|Azil| = |Alsup |z = | Azl
& k
3)
|z + yll = suplzx + yef < sxip(ll‘kl + ) <
k .
< sgplrkl s ? el = Nzl + flvll-
4.2.13. C[0,1] fazosida z.(t) = L — L= ketma-ketligining

yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.
Yechimi. z,(t) funksiya [0, 1} segmentda eng katta qiymatiga t=1
da erishadi:

1
n(t) = T N oy
2 l) = I
ya’ni
1
lz= (O]l = max |z (t)] = CESVCESN
Natijada,

1
hm lz.(®l = hm m
Demak, berilgan ketma-ketlik yaginlashuvchi.
4.2.14. m va £, fazolarga tegishli bo‘lib, m da yaginlashuv-
chi va {; da uzoglashuvchi bo‘lgan

Itrl] .| (Ein}‘ I-E;"]‘ = )

ketma-ketlikka misol keltiring.
Yechimi.

2™ =10,0, .. 0, a ! _1_.(1 (¢
\-_m‘_ﬁ 2n+1 '}JJ+Q """ gn 4 on

ketma-ketlikni qaraylik. sup |z$,’f’| = 2”]“ < 1 < 00. Demak, ™ € m.
Shuningdek, &

Z 2| = nl LT e

— <
ot 5 AP0 on 2"
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- 1 i e 2l
Demak, 2" ¢ ¢,.
lun |24 = luu sup]a( Y = lim =0,
n—c A” 4 i

ya'ni, qaralayotgan ketma-ketlik m da 0 ga yaqinlashuvchi. Lekin bu
ketma-ketlikning ¢; da yaqinlashuvchi emas, chunki

1 1 1 nn

iy > = ! e st )
mzll " = on + W gn on

4.2.15. A va B A < B tengsizligini qanoatlantiruvchi sonlar
bo‘lsin. U holda

E = {f(z): f(z)€eC[0,1], A< f(z)<B}

to‘plamning C[0,1] fazosida ochiq ekanligini isbotlang.

Yechimi. E to‘plamdan ixtiyoriy ¢ element olaylik. Segmentda
uzluksiz funksiyaning xossasi bo‘yicha ¢ funksiya [0,1] segmentda
o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishadi:

sup () = B =p(a), inf o(z)=o=p("),
ze[0.1) =€[0,1]
bunda 2, 2" € [0, 1].

Shartga ko‘ra ixtiyoriy = € [0,1] uchun A < ¢(z) < B bo‘ladi va a >
A va 3 < B tengsizliklari o‘rinli. @ — A va § — B sonlarning kichigini €
orqali belgilaymiz. U holda barcha z € [0, 1] sonlar uchun |g(z) - (2)] <
€ tengsizlikni qanoatlantiruvchi ¥(z) funksiyalar E to‘plamga tegishli
bo'ladi. Shuningdek ¢ —1 funksiyaning uzluksizligidan ||o{z)—w{z)[| <
¢ tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bu esa 9(z) funksiyalar ¢(z) funksiyaning
€ atrofini tashkil etishini ko‘rsatadi. Natijada, ¢ funksiya E dan olingan
ixtiyoriy element bo‘lgani uchun, £ ning ochiq to‘plam ekanligi kelib
chigadi.

4.2.16. Normalangan fazoda qavarig to‘plamning yopil-
masi ham gavarig bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X normalangan fazoda qavariq A to‘plam berilsin. [M]
to‘plamidan ixtiyoriy z, y nuqtalarni olganda, barcha a € [0, 1] sonlar
uchun az + (1 — a)y € [M] ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. z,y € M
bo‘lganligidan, ixtiyoriy & > 0 son uchun ||z —ul| <eva ly—vl| <€
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi u, v € Af elementlar mavjud bo‘ladi.
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M qavarig to'plam ho'lganligidan, har bir a € [0, 1] uehun av + (1-—
a)e € M. Natjjada.

lar + (1 —a)y — (au+ (1 = a)o)|| <

<allr—ul| + (L —-a)lly - vl <as+(1-at)e =<

Demak, ax + {1 — a)y nuqtaning ixtiyoriy ¢ atrofida A to‘plamning
kamida bir elementi mavjud ekan. Shuning uchun ax + (1 — o)y € [A],
va'ni [M] qavariq to plam. ]

4.2.17. Normalangan fazoda B(zy,r) sharning qavariq
ekanligini isbotlang.

Yechimi. B{zy,r) shardan ixtiyoriy r, y elementlarni olaylik. U
holda ||z —zo|| < r va ||[y—xol] < 7 tengsizliklari o‘rinli bo‘ladi. Natijada
har bir a € [0, 1] uchun

Jlaz + (1 = @)y — zol| = [laz + (1 — @)y — azo — (1 — @)zol| £

<afz ==z + (1 - a)lly—zofl <or+ (1 —ajr =7

Demak, az + (1 — a)y € B(=o,7), yami B(zg, r) qavariq to‘plam.
4.2.18. Normalengan fazoda Blzg,r] sharning qavariq
ekanligini isbotlang.
Yechimi. Blzg,r] shardan ixtiyoriy z, y elementlarni olaylik. U

holda ||z — zq|| < r va ||y — zq|| < r tengsizliklari o'rinli. Natijada har
bir e € [0, 1} uchun

lez + (1 - @)y — zo|l = laz + (1 — a)y — azy — (1 — a)zol| <

< alle = 2ol + (L - a)ly - zoll < ar + (1 —a)r =T

Demak, az + (1 ~ a)y € Bz, 7], ya'ni Blzg, r] qavariq to‘plam.
4.2.19. Normalangan fazoda S(zy,v) sfera gavariq to‘plam
bo‘ladimi?
Yechimi. S(zq,r) sferadan ixtiyoriy z element olamiz. U holda
¥ = 2zy — z nuqta ham shu sferaga tegishli bo‘ladi. Haqigatan,

lleo = 2z ~ @) = Jlzg — ]| = =

Endi z va y elementlarni tutashtiruvcehi segmentdan .-1}(,1' + y) nugtani
olamiz. Natijada =

1 1 1 1
51‘ aF 51 = 5.’1‘ + 5(210 —x) =29

va

flzo = zoll =0 < 7
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bo'lgani uchun quyidagiga ega bo'laniz:

I
‘E.'I,' + E!/ € 5(.!'“. !‘).

Demak, S, ) sfera qavariq to'plam cmas,
4.2.20. ([0,1] fazoda darajasi k ga teng barcha ko‘phad-
larning P[0,1] to‘plami gavariq bo‘ladimi?
Yechimi.
P.(z) = arz” + a2+ ag
va
Qrlz) = —aka:k + b;;q:l:k-l +...+ by
ko‘phadlarni olaylik.

1
Pi(@) + 5 Qula) =
= E{ + b }'.I"J‘_] +1(a +bL r-)u.‘j‘_2+...+l(a()+|'1.-,J
= 5 ap_1 T Op_1)T 3 k-2 -2 2
ko‘phadning darajasi k — 1 ga teng, ya'ni P[0, 1] qavariq to‘plam emas.
1
4.2.21. C[0,1] fazosida [|z(t)ldt < 1 tengsizlikni gqanoat-

0 - .
lantiruvehi C uzluksiz funksiyalar to‘plami gavarig boladimi?

Yechimi. C to‘plamdan ixtiyoriy z(¢) va y(¢) funksiyalarni olaylik.
U holda barcha « € [0, 1] sonlari uchun quyidagi munosabat o‘rinli:

1 1
[1ax( + (= apyoiar < [0+ 0 = et =
0 0

1 1
= /|x(t)|dt + (1 - a) /lg,r{r”rﬁ <a+l-a=1
0 (i
Demak, C qavariq to‘plam.
4.2.22. (> fazosida
A={z€b: 2= (v1,2q9,...), |z.| < 27", n e N}

parallelepipedning gavarig to‘plam ekanligini isbotlang.
Yechimi. A to‘plamdan ixtiyoriy z, y elementlar olaylik. U holda
har bir @ € {0, 1] uchun

—n —n-il
[z, +(1— )yl < ajz|+ (1 —a)ly,| < a2 4 (1—a)27H =2

bo‘ladi va shuning uchun ax + (1—a)y € A. Demak, 4 qavariq to‘plam.
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4.2.23. Cla.b] fazosining separabel fazo ekanligini isbot-
lang.

Yechimi. Cla.b] fazosida zich bollgan sanogli gism  to‘plam
mavjudligini ko‘rsatamiz.

Har bir n natural soni uchun [a, b kesmani

h—a b—a :
xy =a, I‘lm —dt——, W =at2——, ..., =b
mn = T

nuqtalar yordamida n bo‘laklarga bo‘lamiz. Ixtiyoriy

( (
ﬂl;r]! i”]1 vy asxn)

ratsional sonlar uchun

n lr-'_ : -
(ﬂ—41+ﬁn—7;£m o),z € [z, 20) i=T,;n  (48)
: =1

bo‘lakli-chizigli funksiyani quramiz. Har bir n uchun (4.8) ko‘rinishdagi
barcha funksiyalar to‘plamini A, orqali belgilaymiz. Har bir A, sanoqli

o
ekanligidan, A = |J A, birlashmasi ham sanoqlidir.

n=1
Bu A to‘plamining Cla, b] da zich ekanligini ko‘rsatamiz. C (a,b] g2
tegishli har bir f funksiya [a, 8] da tekis uzluksiz bo‘lganligi uchun Ve >
0 uchun 34 > 0 soni topilib, |z’ — z”| < § tengsizligini ganoatlantiruvchi
barcha 2/, 1" € [a, b] nugtalarda

/e - £ < g
tengsizligi o'rinli bo‘ladi. Har bir < € {0, 1, ...,n} uchun
) —af < £
tengsizligini qanoatlantiruvchi

af”, &ﬁ”j. gy

ratsional sonlar olib, (4.8) ko'rinishdagi ¢ funksiyasini qaraylik. Ixti-

yoriy z € [a, ] uchun shunday ; ¢ {0,1,...,n} topilib, z € [z}'ﬂl, "}]

bo‘ladi. U holda quyidagilar o‘rinli:
(n) n r
le(2) = 9] < lo(a™) - o)) <

< lp(a”) = £E) + @) - 56D) + £(20) - el <
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I’ - n " - {r "
<!y = flal)] + 17 (") - ,’.)|+|fw )~ ol ’>\=
J . f . 4 5 (n (n

= [a" = F@) L) = @I+ ) — el <
g € £ 3=
< =+ ===
5 5 5 5

Natijada,

lo(z) — F2)| < lp(z) — o)+

+z+

+Ho() — fE)] + 1£(0) - f=)] <

U\If-‘“"‘
(S LY

L]
Il
m

Shunday qilib, {|o~ f|| < ¢, ya™i f funksiyaning ixtiyoriy = > 0 atrofida
A to'plamning kamida bitta ¢ elementi mavjud. f funksiya Cfa.b] ga
tegishli bo‘lgan ixtiyoriy element bo‘lgani uchun [4] = Cla,b] bo'ladi.
Yuqorida aytganimizdek A sanoqli to‘plam. Shuning uchun Cla, 8] fa-
zosi separabel bo‘ladi.

4.2.24. X normalangan fazoda {z,} fundamental ketma-
ketligining biror {z,} qismiy ketma-ketligi yaginlashuv-
chi bo‘lsa, u holda {z,} ketma-ketligining yaginlashuvchi
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. {z,} fundamental ketma-ketlik bo‘lgani sababli, ixtiyoriy
€ > 0 soni uchun shunday n. soni topilib, n, n; > nl tengsizligini
qancatlantiruvehi natural sonlari uchun ||z, — 2, || < § tengsizligi o'rinli
bo'ladi. Shartga muvofiq {z,, } qismiy ketma-ketlik yaginlashuvchi va
nll_{& Tn, = a bo'lsin. U holda £ > 0 soni uchun shunday n! natural soni
mavjud bo'lib, n; > n! tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha natural
sonlar uchun ||z, — a|| < /2 tengsizligi o‘rinli bo'ladi. max(n, nf) =
ne bo'lsin. U holda n,n; > n. tengsizlikni qanoatlantiruvchi natural
sonlar uchun quyidagi munosabat o‘rinli

IA

”In g (l.“ N “I“ — Ly + Ty — a“

+

=g,

o] ™
Ko m

< flxw — zu, ]| + llzn, —all <

Demak, {z,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va lun r, = a.
4.2.25. X normalangan fazoda {.L,,} Tletma- -ketligi uchun

> Izus1 — 2]l gatori yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda {z.}

ketma-ketlikning fundamental ketma-ketlik ekanligini isbot-
lang.
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N
Yechimi. 3 lo,.y — 2| gator yaginlashuvehi bo'lganligi sababli.
n=1
ixtivorily £ > 0 soni uchun shunday n. natural soni mavjud ho'lib, n >

n- tengsizlikni qanoatlantivuvehi barcha natural sonlari va ixtiyoriy p €
N soni uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli
”IH+1 - -'l'n” r "Iu+2 o -Tn+1” Frooodr ||In+p -

Bundan esa,

Zy4p-1 “ <E.

lzasp = zall =
= ”l'n-}-p = Typip-1 + Toip-1 — Ta4p-2 + Tnap-2 — ... — l'n“ <
< IIIII+1 m :l?,,“ + ”In+2 - In+1” W oma F ”Inﬂ) “ In+p—l” <¢€
ekanligi kelib chiqadi. Demak, berilgan ketma-ketlik fundamental.
4.2.26. {z,} va {y.} X normalangan fazoda fundamental
ketma-ketliklar bo‘lsin. U holda ), = |z, — .||, n = 1, 2,...
ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.
Yechimi. {z,} va {y,} fundamental ketma-ketliklar bo‘lganligi
sababli, ixtiyoriy £ > 0 soni uchun shunday n. soni mavjud bo‘lib n > ne
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlar va ixtiyoriy p € N

som'"uchun n+p = zall < % Va ||Ynip — Yull < % tengsizliklari o‘rinli.
Natijada quyidagi tengsizlikka ega bo‘lamiz:

Wt = Aal = 24 = nspll = fom =l <
S lnsp = Ynsp — Zn + Yl < [ Tnsp — Tall + ¥nrp = vall <
£ €

<-4 -=¢.

3t3=°
Deme?k., {A:} fundamental ketma-ketlik. R hagiqiy sonlar to‘plami
to'laligidan {,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.
4.2.27. R da norma aksiomalarini tekshiring |z|| = |arctgz|.

Yechimi_. Norrrianing ikkinchi aksiomasi o‘rinli emas. Hagiqatan,
agar r = 3, A= 7 bo‘lsa, u holda

[IAz|| = arctg\/T§ =

| H

lekin

IAllf) = gamg\/g .
ya'ui JAz] £ [Alljz].

o) 3
l

1
3

, . / n \ /e
4.2.28. R", n > 2, fazosida ||z||, = kz 1.1.-;4») ,0<p<1

- . - - . “=t
bo‘lsa, normaning shartini bajarilmasligini ko‘rsating.
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Yechimi. Normaning nchinehi sharti o'rinli emas. Haqigatan. « =
<% 0) € R vay = (() 1 L0, > e B" vektorlani olaylik.
T # y bo lgani bilan, ldun ixtiyoriy 0 < p < 1 va [lrjl, +lyll, = 1

uchun |jz||, = |ly||, = Tj. Lekin

i
1 ! "_9;‘,-|
o (b3 Ol - (b 2) o

Natijada fj2 + ?/ll,, > [zl + lyllp-

4.2.29. C/la,b] fazoda norma aksiomalarini tekshiring,
bunda
llzll = max |z(£)]-
u<r¢""

Yechimi. Normaning birinchi sharti bajarilmaydi. Hagiqatan,

s 0" agar t € [a, ']
i t — 4tk agarte [ b ]

elementi uchun ||z|| = 0, lekin z # 0.
4.2.30. Normalangan L,{0,1] fazoda

) e~w, agarteln(o,1],
=10, agarteQnio,]

ketma-ketligining yaginlashuvchi ekanligini ko ‘rsating.
Yechimi.

flzn — 1] = f]|zn.(t) —1ldt = [(1-e")dt =
) 0

=1- fekdt=1-E1_,0

Mustaqil ish uchun masalalar

1. X normalangan fazoda {z,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar
shunday ¢ soni mavjud bo‘lib, barcha n € N uchun ||z,| < ¢ tengsiz-
ligi bajarilsa, u holda ||z, ketma-ketlik chegaralangan deb ataladi. X
fazoda ixtiyoriy yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chevmalanoanhguu 18-
botlang.

2. Vz,y € X elementleri uchun quyidagilarni isbotlang:

a) lz + il = {=ll — lvlh;

b) |zl < max{|lz + y|, ||lz — y[|}.
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3. Norma aksiomalarini tekshiving: [a. 0] segmentda barcha chegara-

langan funksivalar fazosi M[a. 0] da
flafl = sap |a(t)].
tefubl

4. CI0. 1] fazosida quyidagi ketma-ketliklarni yaqinlashuvchilikka
tekshiring:

a) z,(f) = t" — "7

b) y. () =" = ",

5. A biror L normalangan fazoning qism fazosi bo‘lsin. Agar L to'la
bo'lsa, P = L/AM faktor fazoning ham to‘la bo‘lishini isbotlang.

6. X chiziqli fazosida || - ||y va | - ja normalar berilgan bo'lsin. Agar
shunday a, b > 0 sonlar mavjud bo‘lib, ixtiyoriy z € X uchun

aljzly < lizllz < bl

tengsizligi o'rinli bo'lsa, u holda |f - ||, va || - ||s normalar ekvivalent deb
ataladi. Chekli o'lchamli X fazodagi ixtiyoriy ikki norma elvivalent
bo'lishini isbotlang.

7. X normalangan fazoda z # 0, y # 0 elementlar uchun [lz +y|l =
llzfl + lly)| tenglik fagatgina y = Az (A > 0) bo‘lgan holda orinli bo‘lsa,
u holda X' gat’iy normalangan fazo deb ataladi. ¢;, 6, m, C[0,1] fazo-
larning qaysi biri qa’tiy normalangan fazo bo‘ladi.

8. Agar A va B to'plamlar X fazosining qavariq qism to‘plamlari
bo'lsa AN B va

A+B={z:r=y+z yc A, z€ B}
to'plamlari ham qavariq to‘plam be‘lishini ishotlang.

9. Normalangan fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikning
chegaralanganligini isbotlang.

10. R™, R, Ry, R, &, 6, ¢,
Banax fazosi bormi?

12. Ixtiyoriy chekli o'lchaml; normalangan fazoning Banax fazosi
bo'lishini isbotlang.

m, cp, ¢ fazolarning orasida

13. Banax fazosining qism fazosi Banax fazosi bo'lishini ishotlang.

14. Ixtiyoriy normalangan fazo yagona to‘ldiruvchiga ega ekanligini
ishotlang.

4.3. Evklid va Hilbert fazolari

Haqigiy L chizigli fazosining {z,y} juft elementlarida aniglangan,
(x,y) ko'rinishda belgilanuvchi va quyidagi to‘rt shartlarni (aksioma-
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larni) qanoatlantiruvehi funksiya skalyar ko'peytma deb ataladic
1) (z,9) = {y,);
2) (z1 + x2,y) = (21, 9) + (22, ¥);
3) (Az,y) = Mz,y), AER;
4) (z,2) > 0; (z,2) =0&2=0.
Skalyar ko‘paytma kiritilgan chizigli fazoda normani

z|| = +/(z, x)

ko'rinishcla kiritish mumkin. Bu normalangan fazo Evklid fazosi deyi-
ladi. Norma aksiomalarini tekshiramiz:

D)zl = /{z,2) =0 & {z,2) =0z =0;
2)

Izl = vz, Az) = VA(z, dr) = Az, z) =
=/ X2(z, ) = NV (z, z) = Ml=ll;

3) Xohlagan A son uchun

Az +y, Az +y) >0
Bundan
Xz, ) + 2z, ) + (y,y) = 0.
Demak, kvadrat uchhadning determinanti manfiydir:
D = 4(I7 y>2 e 4<I,I)y, y) < Oa
ya'mi {z,y)? < (z,2)(y, ), yoki
Iz, 9)] < Hzllliyll.

Oxirgi tengsizlik Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi. Bu
tengsizlikdan foydalanib, ushbu

e +yllP = (z +y,z +y) = (z,2) + 2z, 0) + (1,9) <
< llzl® + 2flzl vl + fzh® = Al + ll)®
tengsizligiga ega bo‘lamiz. Natijada
iz + yll < lizll + 1l -
Evklid fazosida skalyar ko‘paytma yordamida 2 va y vektorlar orasida
burchak tushunchasi quyidagicha aniglanadi:

cosY = 2.9)
e

(4.9)
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() < Yaliflyll bo'lgani uchun, ”(11” illl)l < 1. Demak, (4.9) formula
nolga teng bo'lmagan x va y vektorlar orasidagi ¢ (0 < ¢ < 7) bu-
chakni aniqlaydi. .

Agar (2, y) = 0 bo'lsa, u holda z va y vektorlar ortogonal deb ataladi

va z L y ko'rinishda yoziladi. Bu holda (4.9) dan ¢ = § ekanligi kelib
chigadi.

L evklid fazosida noldan fargli vektorlarning {z,} sistemasi berilgan

bo'lib, & # B bo'lganda (2,,x5) = 0 bo'lsa, u holda {z,} ortogonal
sistema deb ataladi.

Agar {z,} ortogonal sistema to‘la bo‘lsa, u holda u ortogonal bazis
deyiladi.

Agar {z,} sistema uchun
_ | 0, agar @ # 4,
(2, 26) = { 1, agara =0
sharti o‘rinli bo‘lsa, u holda u ortonormal sistema deb ataladi.

Ta'rif. To'la evklid fazosi Hilbert fazosi deb ataladi va u odatda H
bilan belgilanadi.

H Hilbert fazosida {2,} ortonormal sistema berilgan bo‘lsin. = € H
elementi uchun

Co = (T,T4)

sonlar, berilgan ortonormal sistema bo* yicha Fure koeffitsientlari deb
ataladi. Ushbu Z CaZq qator bo'lsa, = elementning Fure gatori deyiladi.

Masalalar

4.3.1. ¢ fazosida skalyar ko‘paytmani

(.’L‘, y> - Z TrYk

ko‘rinishda klmtlsh mumkin ekanligini ko ‘rsating.

Yechimi. Z ZiYk qatorning yaqinlashishi

2ziye < 73 + yi
tengsizligidan kelib chigadi.
Skalyar ko* paytma aksmmalarml tekshiramiz.

1) (z,y) = Z TRy = E YrZk = (y, z);




o L3 vkl va Hilbert fazolan LT

2)
" .
=Yl afhm = Y s+l =
=il (=3
o o
=z + Y 2y = (@) + (")
k=1 k=1

o

3) (Az,y) = Zz\um—AZrm—/\(z,y);
=1l
=

oc
(33,1)=ZI§=0~“—>11=IQ=...=z,,...=0¢>1= g
k=1

4.3.2. ¢, Evklid fazosida

ortonormal bazisning to‘la ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. = = (z1,23,...2Zn,...) € £ xohlagan element va

20 = (z1,79,...,2,,0,0,...)

bo‘lsin. U holda z'™ element e, e, ..., e, vektorlarning chizigli qo-
big'iga tegishli va n — oo da |lz — z,4|| — 0, ya'ni z € [L({e.})}.
Demak, [.Z({e,})] = ba.

4.3.3. [a,b] segmentda barcha uzluksiz funksiyalar fazosida
skalyar ko‘paytmani

b
= [ twgte)a (410)

ko‘rinishda kiritish mumkin ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Skalyar ko‘paytma aksiomalarini tekshiramiz.
1

= [ £t dt = [ o(t)7(t)dt = (g, )
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[
Ui & / (a(8) + Falt))g(2) dt =

b b
- / ) 9(e) dt + / Ft)alt) dt = (f1.9) + (for a);

b
) (Af.g) = fUU M=Afﬂﬂﬂtﬂ=AUJﬁ

4Hﬁﬂ=fﬂ@¢2& (£, f) = fﬂ@ﬂ—0®f'0
Bu fazo Cyla, b] ko'rinishda belgllanadl.
4.3.4. Cyla,b] Evklid fazosida

wnt 2mnt
, sin——, n=12,...
b—a b—a.

=, COS
2

funksiyalardan iborat sistema ortogonal sistema ekanligin:
tekshiring.
Yechimi. Mumkin bo‘lgan barcha hollarni tekshirib ko‘ramiz:

1)
< 2mnt j‘ 21rnf, 1b—a . 2mnt <
i sin =
2% 4 b—al,
lb—a 2wn(a + b)
= cos sinmn = 0;
2 7n b-a
2)
< : 27mt> f _ 21mt 1b—a  2mnt|"
= —& cos =
g "4 b—al,
lb—a ., wn(a+0b)
=———sin——sinmn = 0;
4 mn b—
3)

b b
<co& 2mnt . 2mnt 2rnt 2t it 1 f o 4nt i
s ySM—— ) = 05 = 5 | S S
— Sz towb_ bil]h_{t 5 S

i i
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sin 27n = 0;

1b—a 4mnt|" 1b-a . 2rnfa+b)
= o8 == sin
8 an b—a|, 4 mn b—a

4)

b=a " b—a b—a b—a

b
< 2mnt 2mt(n + A:)> f 2mnt  2mt(n+ k)
COS CO — Cos CO8s ak

a

b
1 / QTrt(n + L) 2ntlntk) o ]cos 2mnt dt -0
2 b

5)

t—a' " b—a e " hb_o

b
< 2mnt . 2mt(n+k) > f 2mnt . 2wt(n+k)
co si = [ cos d
/ 2mt(n + k) p 2k
1 wi(n + ki
== [ sin ———“dt in——dt =
5 /sm b—a t + 2/ sin dt 0;

a a

b
T k t v
<sin 2mnt . 2n(n+k) > 5 [sin 2mnt i 2r(n + k)tdt i

b—a" " b_a b—a b-a

_lb—afl o omkt 1 omQntR)\[_,

T2 7 \kF "b—a Wm+k T b_g L
7)

. 27t 2r(n+ k
sin , oS = 0.
b—a b—a
Demak, qaralayotgan sistema ortogonal bo‘lar ekan.
4.3.5. L evklid fazosida
fl)f?)-'-vfny-“ (411)

chizigli erkli sistema berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi shart-
larni qanoatlantiruvchi

P1925 - Pre s (4.12)

sistema mavjudligini isbotlang:
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1) (4.12) sistema ortonormal;
2) har bir o, element fi.fa...., fus... elementlarning chi-
zigli kombinatsiyasidan iborat, ya’ni

Cn = anlfl + an‘lfﬂ +...+ auufn;

3) har bir f, element p1,,...,0,,... elementlarning chi-
ziqli kombinatsiyasidan iborat, ya’ni

fo=bupr + bmws + ... + bputen

va by, £0. (4.12) sistemaning har bir elementi 1) - 3) shart-
lar bilan bir giymatli aniglanadi (£1 koeffitsientlarini hisobga
olmaganda).

Yechimi. ¢; elementni ¢; = a;; f; ko‘rinishda izlaymiz. Bunda an
quyidagi shart bilan aniglanadi:

(1,101) = “801”2 = a?l(flsfl) =1

Bundan

1 +1 +f1
a]1 = — = =
bll

T Vi
Shunday qilib, ¢, elementning ishorasi hisobga olimmasa, u bir qiymatli
aniglanadi. Endi 1) — 3) shartlarni ganoatlantiruvchi ¢y, ¥z, .. ., Pn-1
elementlar topiladi deb faraz qgilamiz. U holda f, elementni ushbu

fa= bnl‘pl r bn2‘P2 + .o+ bpm1pno1 + b

ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda k& < n bo‘lganda

(hm ‘Pk} =0.

Haqigatan, b, koeffitsientlar. Demak, h, element ham quyidagi shart-
lar bilan bir giymatli aniqlanadi:

(e, o1y = {fo= bt — ... = by 1Pne1, k) =

= (fm ‘Pk) = bnk(‘P}n k) = 0.

(hohp) > O ekanligi ravshan ((h,, h,) = 0 tengligi (4.1) sistema-
ning chizigli erkliligiga zid bo‘lar edi). Endi ¢, elementni quyidagicha
olamiz: )

lll

N e
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Natijada h, va (g, clementlar induksiva yordamida fy, fa,.... f, cle-
mentlar orgali ifodalanadi:

P = anlfl aF a‘l:2f2 IF coo A aunfm
1
v {Ps )

(9911190") =1, {¢n, 1) =0,
fﬂ = bnlﬂal + an‘PQ S 0o o IR blmﬁon, bnn =V (_hm hn) # 0.

(4.11) sistemadan (4.12) sistemaga o‘tish ortogonallashtirish jarayoni
deb ataladi.

4.3.6. L Evklid fazosida {z,} va {y,} ketma-ketliklari beril-
gan bo‘lib, z, — = va y, — y bo‘lsa, u holde (z,,yn) — (T,Y)
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Koshi — Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra

bu yerda an, = . Shu bilan birga,

[z, y) — {zn, yn)l = Kz, 4) — (2,9) + (2, 9n) — (Ta, ya)l <

< I(-Ta y) - (z)yn>| A l(zi yn) - (Invyn)l [
= I(zry - yn)l aF '(:L‘ 3 zny?/n)l <
< llllly = yall + iz — zallliynll-

Yaginlashuvchi {y,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lgani uchun, teng-
sizlikning o‘ng tomoni n — oo da nolga intiladi. Shu sababli, (z,,¥.) —
{z,v). Bundan skalyar ko‘paytmaning uzluksizligi kelib chiqadi.

4.3.7. L Evklid fazosining zohlagan r wva y elementlar:
uchun parallelogramm tengligi deb ataluvchi

iz + wll? + llz = wl® = 2(l|=|” + llylI*)
tengligining o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechimi. Norma ta'rifiga ko‘ra
lz+yl? +llz -yl =(@+y2+9) +g-yc-y) =
= (z,2) + (z,9) + (¥, 7) + (%, V) + (£, 2) ~ (2,9) ~ (¥, 2) + (%,9) =
= 2(z,z) + 2(y,9) = 2(/|=[|* + [lyil>).
4.3.8. Skalyar ko‘paytmaning to‘rtinchi aksiomasini
quyidagi aksioma bilan almashtirish mumkin ekanligini is-

botlang:
(z,z) >0, (z,2) =0=>2=0.
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Yechimi. z = 0 bo'lsin. U lolda xohlagan A soni uchun
(0.0) = (X0,0) = A(0, 0)

tengligini yoza olamiz. Natijada (0,0) = 0 ekanligi kelib chiqadi.
4.3.9. Skalyar ko‘paytma kiritilgan fazoning zohlagan
z,y, z elementlari uchun Apolloniy ayniyati deb ataluvchi .

\ 2
L=y

2

a1 2
Il + 1=l = glle =i +2 -

tengligini isbotlang.
Yechimi. Berilgan tenglikning ikki tomonini ham almashtiramiz:
JemzlP+llz ~ylP = s =z, —2) + 2~y 2 —4) =
= (;‘3} "~ {Il :} E {3~T) + (J:'T}+
+<I‘ ’:) - (yl 3) - {zly} + {y!y} =
=2((z,2) — (z,2) — (z,1)) + (2, z) + (v, 9).

T+l 1
7 I =3

THY . YN
+2<Z— ) i 2 >"‘

({z,2) = (v, 2) — {2, 9) + (v, 9)) +

1
sllz —ull* + 21z - (z —y,2 —y)+

b =

+2(z,2) — (z +y,2) ~ {2,z + y) +%(z+y,z+y) =
= 2((212{_ (-TVZ_ (Z,y)) + <ziz> r (yay)

Demak, berilgan tenglik o‘rinli.

4.3.10. Evklid fezosida z va y elementlarning ortogonal
bo‘lishi uchun

21 + llyll* = fl= + if?
tengligining zarur ve yetarli ekanligini isbotlang.
Yechimi.. Zarurligi. z L y bolsin. U holda
lz+yl* = e +y,z+9) =

= (z,2) + 2z, ) + (4,9) = [l=]* + Iul*

Yetarliligi. [|z[|2 + ||yl = ||z + y||? tenligi o'rinli bo'lsa, (z,y) =0
- tengligi kelib chigadi, ya'ni 2 1 y.
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4.3.11. (4 fazoda x = (ri.ry....) va y = (.42 ...) element-
larning skalyar ko‘paytmasi

x

(‘7‘7 .U) = Z 1‘”.‘/”

n=1
ko‘rinishda, norma ||z| = \/{z,z) ko‘rinishda kiritiladi. {,

ning to‘la ekanligini isbotlang.
Yechimi. ¢; fazoda metrika

=

Z{IH —= Ura}:‘

n=1

plz,y) = |z~ yll =

formula bilan aniglanadi. Demak, 3.1.14-misolga ko‘ra £ ning to‘la
ekanligi kelib chiqadi.

4.3.12. K to‘plam H ning qism fazosi bo‘lsa, u holda zohla-
gan f € H elementni

f=9+th g€K, he K, (4.13)

ko‘rinishda yagona usulda yozish mumkin ekanligini va g ele-
mentning

If = gll = o(f, K) (4.14)
tenglikni qanoatlantirishini isbotlang. Bunda p(f, K) migdor
f nugtadan K fazogacha masofa:

p(f, K) = inf |jf — =||.
zel
Yechimi. p(f, K) = d belgilashini kiritib, X dan
9 1 L
If = fall* <d®+ = (n=1,2,..) (1.15)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi {f,} ketma-ketligini olamiz. Parallelo-
gramm tengligiga ko‘ra

I fn = Fll® 4+ 0 (F = fo) + (F = F))? = 201 = full®+ |1 f = funllY) (4:16)

tengligiga ega bo‘lamiz. Shu bilan birga, M—ﬁ € K bo'lganligidan,
ushbu ]

I(f = fu) + (f = fud? = 4“f = % >4 (4.17)
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tenggizlioi o'vinli. Natijada (4.15). (4.16) va (4.17) lardan
i |*<2 -e'" : 2 5 dd* I +
— P e — | —dd® = = - —.
o= Jull” <2 -r i -’+£ j m- . n®  om2
Bu tengsizlikdan {f,} ketma-ketlikning fundamental ekanligi ko‘rinadi.
Shu sababli, H to'la bo‘lgani uchun, u yaginlashuvchi. hnl fo=9
bo'lsin. K yopiq bo‘lgani uchun g € K.

Endi (4.13) da n — oc da limitga o‘tsak || f— g|| < d tengsizligiga ega
bo‘lamiz. d ning ta'rifidan || f —g|| > d tengsizligi ham o‘rinli. Natijada,
[|f = gll = d tengligi kelib chigadi.

Endi f — g = h elementning H* fazosiga tegishli ekanligini isbot-
laymiz.

K to‘plamda noldan farqli xohlagan ¢ element olaylik. Har bir A son
uchun g + Mg € K, u holda

k= Aell? = IS = (g + Mp)|> > .

Bu tengsizlikni skalyar ko‘paytmaning xossasidan va || f — g| = d teng-
ligidan foydalanib

MR, @) = A, ) + M, ) 2 0

ko‘rinishda yozish mumkin. Natijada A = (hy P; bo‘lgan xususiy holda

(@,
Kho)* (B[R >0
_i_
{0, 9) (%) (0, )
tengsizligi, ya'ni |(h,<p)]2 < 0 tengsizligi kelib chiqadi. Bu tengsizlik
fagat b L © bo‘lgan holda o'rinli. Demak,  element /{ ning xohlagan
elementi bo‘lganligidan, h L K, ya'ni h € K*.

Shunday qilib f ning (4.13) ko‘rinishda ifodalanishi va uning (4.14)
tenglikni qanoatlantirilishi isbotlandi,

Endi f ni (4.13) ko‘rinishda ifodalash yagonaligini ko‘rsatamiz. Agar

f=g+h=4g+l, gdek hiecK*

bo'lsa, u holda g — g' = b/ — tengligiga ega bo'lamiz. Bu tenglikning
chap tomonidagi element K ga, o'ng tomonidagi element K- fazosiga
tegishli. Shu sababli g —¢" L A’ — h. Bundan g — g’ = B’ ~h =0
munosabatiga ega bo'lamiz.

4.3.13. z element Fure qatorining s, = > apy: gismi, z ele-

k=1
mentning H, = £ ({z1,%3,...,2,}) qism fazodagi proektsiyasi-
dan iborat ekanligini isbotlang.
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Yechimi. r = s, + (r — s,) bo'libh, s, € H, bolgauligi nelnn
¥ =8, L H, ckanligini ko'rsatish yetarli.
(l‘ — 8y .?.'J_) = (.I'.J'f,} = (S,,,.’I'/,) =1y —y = 0.
ya'ni
-5, Lxy, (A=1,2,...,n)

bo'lgani uchun z—s, L H, ekanligi skalyar ko‘paytmaning xossalaridan
kelib chigadli.
4.3.14. Hilbert fazosida Bessel tengsizligi deb ataluvchi

o
> laxl < llell®
k=1

tengsizligini isbotlang.
Yechimi.

||3n“2 + ”I i SYIHQ a5 (ansn> aF (I — S, T — S,,) =

= (Sn, Sp) + {2,2) — (T,8.) =

[ n " A\ n
= QZ ak.rk,Zakrk> + (. a) — (-’"-Zakl'k> ES
C \k=1 k=1 A=
= Zai + (z,z) — }:ai = (z,2) = [lz})?

tengligidan {|z||2 > ||s.||? tengsizligi, ya'ni Z a; < ||z||? tengsizlgi kelib

=1
chigadi. Bu tengsizligida n — oo da lnmtga o‘tsak

oC

> et < =

tengsizligiga ega bo‘lamiz.
4.3.15. (Riss — Fisher teoremasi) H Hilbert fazoside
¢

zohlagan {y,} ortonormal sistema wa Z ¢l < o0 sharini

k=1
ganoatlantiruvchi {c,} sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.
U holda ushbu
= (f,on);

Z G =(f. )=l
k=1
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tengliklarni qanoatlantiruvchi f € H element mavjudligini is-
botlang.

Yechimi. f, = 3 exgr deb olaviik, u holda

k=1
9 ’
“fn+p ~ fn”' = ”Cn+197n+1 W ooeo TP Cn+p(pn+p"—) =
ntp
9
= (Cn-)-l(ﬁzwl + ..o CnipPnspy Cos1¥Pntl P oo=ar cn+p<pn+p) = Z Ck-
k=n+1

20
Natijada 3" ¢} < oo bo‘lgani uchun { f,} ketma-ketlik fundamental, De-
k=1
mak, yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. lim f, = f bo‘lsin. Endi
n-—00
(f,%:) ni quyidagicha almashtiramiz:

(fv‘pi) = <fm(Pi) + (f_ fm‘pz) = <chlpk,lpl> + <f = fm(pi)'

k=1
n
n > 1 bo'lganda, <§: ckcpk,<p1> = ¢; bo‘lgani uchun,
k=t

(frVE:) =T {f = fn-‘pi)' (4'18)
Endi
(f = fuea) < |If = fall - il
tengsizligi o'rinli bo‘lganligi uchun n — oo da (f — fa, i) — 0. (4.18)
ning chap tomoni n ga bog'liq emas. Shu sababli, bu tenglikda n — oo
da limitga o‘tsak (f, ;) = ¢; tengligiga ega bo‘lamiz.

n

O—;ﬁwJ—th>=Mﬁ—§}i
k=1 k=1

k=1

tengligini tekshirish qiyin emas. n — oo da |[f—fall — O
bo‘lganligidan, bu tenglikdan

e

G ={ff

b
il
—

tengligi kelib chigadi.

4.3.16. H separabel Hilbert fazosida her ganday ortonor-
mal sistema ko‘pi bilan sanogli bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. H separabel Hilbert fazosida {i,} ortonormal sistema
berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy ¢, va g har xil elementlari uchun
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len — @l = V2 tengligi o'vindi ho'ladi, Shuning uclam B(z,. %) shar-
lari o‘zaro kesishmaydi. Agar sanoqli {#,} to'plami H da /lcll lm Isa.
u holda B (:;,..%) sharning har birida bu to'plamning kamida bir ele-
menti mavjud bo‘ladi. Shu sababli B(g,, .-l;} sharlar sistemasi ko pi
bilan sanoqli. Natijada {,} ortonormal sistemaning sanoqli ekanligi
kelib chiqadi.

4.3.17. H H:zlbert fazosida z1,T2,...,2, ortogonal sistema
berilgan bo‘lsin. Agar r = E 21 bo‘lsa, u holda |z|* = Z [ENR

k=1
tengligini isbotlang.

Yechimi.

el = el S e
\ k& :

n
= (71, 21) + (T2, T2) + ... + (T, Zn) = E llzx 1.

4.3.18. H Hilbert fazosining z elementi L C H gism fazoga
ortogonal bo‘lishi uchun zohlagan y € L uchun |z| < [z —
y|| tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini
isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. z L L bo‘lsin. U holda xohlagan y € L uchun
(z, y) = 0 tengligi o‘rinli. Shuning uchun

lz—yl*=(z-y,z—y) =

= (z, z) ~ 2z, ¥) + W, v) = 2| + yl* > ||z))*

Yetarliligi. ||z|} < |lz — yl} tengsizligidan 2(z,y) < (y,y) tengsizligi
kelib chigadi. = elementni z = h + k' ko‘rinishda yozib olamiz, bunda
he L, R’ e L*. Natijada

(z,y) = (A + 1, y) = (h,y) + (B, y) = (b, ).

Shu sababli 2(h,y) < (y,y) tengsizligini yoza olamiz. Bu tengsizlik
barchay € L uchun o‘rinli bo‘lganligi uchun y = & bo‘lganda ham o‘rinli
bo‘ladi. Shunday qilib 2(h, h) < (h, h) tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bu
tengsizlik (h, h) = 0 bo‘lgandagina o‘rinli. U holda z = A/, yani 2 €
L+ Demak, z 1 L.

4.3.19. H Hilbert fazosida zohlagan M gism to‘plami
uchun M C (M*)* munosabatining o‘rinli ekanligini isbot-
lang.
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Yechimi. M toplamidan ixtiyoriy @ nuqtani olamiz. U holda @ L
M- vami @ € (M-)-. Demak, M C (A ).

4.3.20. H Hilbert fazosida M, N to‘plamlari uchun M C N
bo‘lsa, M- D N+ munosabatining o‘rinli ekanligini isbotlang.

Yechimi. N* to‘plamidan ixtiyorly = nuqtani olamiz. U holda @ L
N. M c N bo'lganligidan, z L M, ya'ni 2 € ML. Demak, N+ C M*.

4.3.21. Hilbert fazoda polyarlashtirish tengligining o‘rinli
ekanligi isbotlang:

T 2N
A\t 9/ —

e+ gl = e —yl? e+ 2yl ~ Jlz — iyl]?
+1 3
4 4
Yechimi. 1)
lz+yl* = (@ +y,c+y) =
=@+ +yz+y=F+y, o)+ T+

= (z,z) +{y,2) + (z,9) + (v, v) =
= (z,2) + (z,9) + (z,9) + (v,¥)

lz -yl =z -y2-y) =
=@ -y -@Yr-y=-yz)-(2-yy =
=(z2) - w2 - @ + W) =
= (z,7) — (2,9) - {z,9) + %)
1) va 2) tengliklardan quyidagiga ega bo‘lamiz:

lz+ 9l = llz — wl? _ 2z,9) + 2,9) _
1 1

2
_ M = Re(z,y)
3)
o+ iyl = (@ +iy,z + i) =
=(z,z+y) + iy, z +1y) =

=(z+iy,z) +ilz +iy,y) =

= (z,7) —i{y, o{+i(z,9) + (y,9) =
i (.’L‘,l‘) -y i(a:,y) +Z<Z:y> + (y, y)

4)

Iz = iyll? = (z — iy, 2 —iy) =
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= (w2 —iy) = iy, r =)o~ y.ry — ile =y y) =
= (v, 2) + i{y.x) —ile, g) + (g.) =
= (2, 2) + {x,y) — i{e,y) + (g 4)

3) va 4) tengliklardan quyidagiga ega bo'lamiz:

M+ wl® —llz —iyll* _ i[=2i(z,y) + 2i(z, y)|
4 4
_ 2z, v) — (il
4

= ilm(z, y)

Natijada
Re(z,y) + iIm(z,y) = (z,¥)

munosabati o‘rinli.

4.3.22. Quyidagi normalangan fazolarning Evklid fazos:
bo‘lmasligini isbotlang:

a)l, (p>1,p+#2) fazosi;

b) C[0,1] fazosi.

Yechimi. a) [, (p > 1,p # 2) fazosida z = (1,1,0,...), y =
(1,-1,0,...) vektorlarni qaraymiz. U holda

z+y=(20..), z-y=(0,2,0,...)
va

lzll = llyll =27, lz—yll=lz+yl =2
bo'lganligi sababli

Iz + 9l + llz — vli* = 2(ilz1* + Jlu]®)

parallelogramm tengligi o‘rinli bo‘lmaydi.
b) C[0,1] fazosida z(t) = &, y(t) = 1t elementlarni qaraymiz.
Ushbu

1 1
el = ligll = 5, Iz =9l =3, I+l =1

munasobatlardan parallelogramm tengligi o‘rinli bo'lmaydi.
4.3.23. Hilbert fazosida ||z|| = {ly]| bo‘lsa, v holda z—y L
z+y (romb diagonallari perpendikulyar) bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi.

{o+y,z—y) = (z,7)+ (y,z) ~ (2,9) - (y,9) =

= llzl> ~ I9ll® = Il = ) = 0.
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Mustagil ish uchun masalalar

1. Cala. b] fazosida
1 dgnt . 2Ant
9’ ST a T
ortogonal sistemaning to'la ekanligini isbotlang.
2. Separabel bo'lmagan Evklid fazosiga misol keltiring.
3. Har ganday cheksiz o‘lchamli separabel Evklid fazosida sanoqli
ortonormal bazisning mavjud ekanligini isbotlang.
4. Birorta ham ortogonal bazisga ega emas separabel bo‘lmagan
evklid fazosiga misol keltiring.
5. To'la Evklid fazosida ortonormal bazisning mavjud ekanligini
isbotlang.
6. Evklid fazosida xohlagan z, y, z, t elementlar uchun ushbu

n=12,...

llz = 20 - lly = ¢l < Yz = gl - 1z — ¢l + lly = 2]l - = = ¢l

tengsizligining o‘rinli ekanligini isbotlang.
7. Haqiqly L normalangan fazosining xohlagan z,y elementlari
uchun ushbu

llz + 9l + llz - yli* = 2(lizl® + IvlI*)

parallelogramm tengligi o‘rinli bo‘lsin. Unda

(@4) = 501z + 9l - Iz - vIP)

formula (z,z) = {|z|? tenglikni qanoatlantiruvchi skalyar ko‘paytmani
aniqlashini isbotlang.

8. C[0,1) da (z,z) = ||z||> tenglikni qanoatlantiradigan skalyar
ko‘paytmani aniglash mumkin emas ekanligini isbotlang.

9. L Evklid fazosi bo'lib z, y;, yy € L elementlar uchun z.ly; va
x L y» munosabatlar o'rinli bo'lsa, u holda xohlagan « va 3 sonlar uchun
z 1 (ay + Fy2) munosabatning o‘rinli ekanligini isbotlang.

10. L Evklid fazosining z elementi A C L to‘plamning har bir ele-
mentiga ortogonal bo'lsa, u holda x element A to‘plamiga ortogonal
deyiladi va 2 L A ko‘rinishda belgilanadi. Agar z.L A bo‘lsa, u holda
x L [#(A)] ekanligini ishotlang,

11. L Evklid fazosidagi A gism to‘plamining har bir elementiga
ortogonal bo‘lgan barcha elementlar to'plamini A ning ortogonal
to'ldiruvchisi deb ataymiz va A+ orqali belgilaymiz. A+ to‘plam L ning
gism fazosi bo‘lishini isbotlang.
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12. Evklid fazosining to‘ldirnvehisi ham Evklid fazosi bolishini is-
botlang.

13. Hilbert fazosining (a’tly normalangan fazo ekanligini isbotlang.

14. M va N lar H Hilbert fazosining ¢ism fazolari bo'lib, A/ 1LN
bo'lsa, u holda M + NV to'plamining ham gism fazo bo'lishini ishotlang.

15. f» fazoda shunday A to‘plamiga misol keltiringki, 3 + M-
ta‘plami €5 bilan teng bo'lmasin.

16. ¢; da berilgan ushbu

el
Ty = (127;51;) &EeN

ketina-ketlikning chiziqli qobig'i I ning hamma yerida zich ekanligini
ishotlang.

17. H Hilbert fazosida yopiq qavariq M to‘plami berilgan bo‘lsin. Af
to‘plamda eng kichik normaga ega elementning bor ekanligini isbotlang.

18. f4 fazoda normasi eng kichik normaga teng elementi bo‘lmagan
yopiq to‘plam tuzing.

19. [a, b} segmentda barcha uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
Hi[a,b] fazosida skalyar ko'paytmani

[

@) = [ B + 2 Ey)a

ko‘rinishda aniqlaymiz. H,[a,b) Hilbert fazosi bo‘ladimi?
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Topologik fazolar

5.1. Topologik fazolar

Metrik fazolarda metrika yordamida ochiq shar, atrof tushunchalari-
ga ta'riflar berilib, ular yordamida ochiq to‘plam aniglanadi. Boshqa
fundamental tushunchalar asosida ham ochiq to‘plam tushunchasi
yotadi. Ochiq to‘plamni metrika yordamida emas, aksiomalar orgali
aniqlash g‘oyasi natijasida topologik fazolar nazariyasi paydo bo‘lgan.

Ta’rif. Aytaylik, X to‘plamning qism to‘plamlaridan iborat T sis-
tema quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

Doer, Xer

2) T sistemasiga tegishli G, a0 € I (I indekslar to‘plami)

to'plamlarning birlashmasi | J Gy va chekli sondagi [ G kesishmasi
a k=1

Yana T sistemasiga tegishli.

U holda T sistemasi X to‘plamda berilgan topologiya deyiladi.

(X,7) juftlikga topologik fazo deyiladi.

T sistemaning elementlarini ochig to‘plamlar deb, ochig
to‘plamlarning to‘ldiruvchilarini yopiq to‘plamlar deb ataymiz.
Topologik fazoning elementlari uning nugtalari deb ham ataladi.

Topologik fazolardagi boshlang‘ich fundamental tushunchalar
ro‘yxatini keltiramiz:

-z € X nugtaning atrofi — shu nuqtani o‘z ichiga oluvchi ixtiyoriy
ochiq to‘plam;

- X D M to'plamning urinish nugtasi — ixtiyorly atrofida M
to‘plamning kamida bitta elementi mavjud bo‘lgan nuqta,;

- X D M to‘plamning yopilmasi [M] — M ning barcha urinish
nuqtalari to‘plami;

-~ X D M to‘plamning limit nugtasi — ixtiyoriy atrofida o‘zidan
boshqa M to‘plamning kamida bitta nugtasi mavjud bo‘lgan nuqta;

— X D M to‘plamning hosila to‘plami M’ — M ning barcha limit
nuqtalari to‘plami;

~ M to‘plamning ichi int(M) — M to‘plamdagi barcha ochiq gism

to‘plamlar birlashmasi;
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- X fazoning hamma yerida zieh 1o plan— yopihnasi X fazoga teng
bo'lgan to'plan;

Separabel fazo -— hamma yerida zich sanoqli gisn to'plamga ega
fazo.

Berilgan X to‘plamning qism to‘plamlaridan  iborat turli sis-
temalar topologiya shartlarini qanoatlantirishi, ya'ni X to'plamda turli
topologiyalar kiritilishi ymunkin. Bunda turli topologik fazolar hosil
bo‘ladi.

X to‘plamda 71, 72 topologiyalar berilgan ho‘lib, 7; C 7 munosabat
o‘rinli ho'lsa, u holda 7 topologiya 7, topologiyaga nisbatan kuch-
lirog topologiya deyiladi va 7; < 7» ko‘rinishda yoziladi. Bu holda 7
topologiya’ni 79 topologiyaga nishatan kuchsizrog (sustrog) ham deyi-
ladi.

X topologik fazoda ochiq to‘plamlardan iborat 42 sistema berilgan
bo'lsin. Agar X fazodagi har bir ochiq to‘plamni & sistemaga te-
gishli to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishda ifodalash mumkin bo'lsa,
u holda % sistemani X fazodagi topologiyaning bezasi deb ataladi.
Sanogli bazaga ega bo‘lgan topologik fazoga sanoqli bazaga ega fazo yoki
sanoglilikning ikkinchi aksiomasini ganoatlantiruvchi fazo deyiladi.

z € X nuqtaning biror atroflaridan iborat sistemasini %, orqali
belgilaylik. Agar z nuqtani o'z ichiga oluvchi ixtiyoriy U ochiq to‘plam
uchun, shunday V € 2 to‘plam topilib, V' c U bo'lsa, u holda &
sistema 2 nuqta atroflarining aniglovchi sistemasi deb ataladi. Agar
sanoqli &, sistema mavjud bo'lsa, u holda = nuqtada sanoglilikning bi-
rinchi aksiomast bajarilgan deyiladi. Agar X fazoning har bir nuqtasida
sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilsa, u holda X ni sanoglilikning
birincht aksiomasiga ega fazo deb ataymiz.

{M,} to‘plamlar sistemasi va A to‘plam uchun A C |J M, bo'lsa, u

holda {M,, } sistema A to'plamning qoplamasi deb atalagi. Agar {M,}
qoplamaning biror {M,,} gismi ham A uchun qoplama bo‘lsa, u holda
{M,,} sistema { A, } qoplamaning gism qoplamasi deyiladi. Agar {Ma}
qoplamaga tegishli har bir to‘plam ochiq (yopiq) bo‘lsa, u holda {AM,}
sistemani ochig (yopiq) qoplama deb ataymiz.

X topologik fazoda {z,} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar  nug-
taning ixtiyoriy U atrofi uchun, shunday ng soni topilib, n > no tengsiz-
likni qanoatlantiruvchi barcha n natural sonlar uchun 2, € U orinli
bo'lsa, u holda z nuqta {z,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

X va Y topologik fazolar, f : X — Y akslantirish bo'lib, z € X
nuqta berilgan akslantirishning aniqlanish sohasiga tegishli bo‘lsin.
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Agar y = f(r) nugtaning ixtivorly U, atrofi uchun, » nugtaning shun-
day ¥, atrofi mavjud bo'lib, f(V3) € U, ho'lsa, u holda f akslantirish
r pugtada wzluksiz deb ataladi. X fazoning barcha nugtasida uzluksiz
bo'lgan akslantirishga X fazoda uzluksiz akslantirish deyiladi.

Quyida ajratish akstomalari deb ataluvchi shartlarni keltiramiz.

Ty — aksiomasi: X topologik fazoning iztiyoriy thkita har zil T va
y nugtalari uchun bu nugtalarning kamide bittasining ikkinchicine o ‘z
ichiga olmaydigan atrofi mavjud.

T, — aksiomasi (ajratishning birinchi aksiomast): X topologik fazo-
ning iztiyorty ikkita har il = va y nuqtalari uchun, z ning y nugtant
o'z ichiga olinaydigan O, atrofi, y ning = nuqtani oz ichiga olmaydigan
O, atrofi mavjud.

Ty, — aksiomasi (ajratishning ikkinchi yoki zausdorf aksiomasi): X
topologik fazoning iztwyorsy ikkita har zil z va y nugtalari o‘zaro kesish-
maydigan O, va Oy atroflarga ega.

Topologik fazoda berilgan to‘plamning atrofi deb, shu to‘plamni o'z
ichiga oluvchi ixtiyoriy ochiq to‘plamga aytiladi.

T; — aksiomasi (ajratishning uchinchi aksiomasi): X topologik fazoda
iztiyoriy nugta va bu nugta tegishli bo‘lmagan iztiyoriy yopig to‘plam
o0‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega.

To (i € {0,1,2,3}) aksiomasini qanoatlantiruvchi topologik fazoni
T, — fazo deb ataymiz.

Ty va Ts aksiomalarni qanoatlantiruvchi topologik fazo regulyer de-
yiladi.

T} aksiomasi (normallik aksiomasi). T)-fazoda iztiyoriy thkita o‘zaro
kesishmaydigan yopiq to‘plamlar o‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega.

Ty aksiomasini qanoatlantiruvchi fazo normal deb ataladi.

Masalalar

5.1.1. Ikki elementdan iborat X = {a,b} to‘plamda 7 =
{0,{6}. X} sistemaning topologiya bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi. Topologiya aksiomalarining bajarilishini tekshiramiz:
1) 7 sistemaning berilishiga ko‘ra §, X € 7;
2)
bufo}={vr e
Pn{b}=0nX=0¢r,

@ynX=pjer
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5.1.2. X metrik fazoda barcha ochiq to‘plemlardan iborat
T sistemaning topologiya bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. 7 sistemaga tegishli to‘plmnlamilw ixtivoriy birlashimasi
G = U G, va chekli sondagi § = ﬂ G\ kesishmasining ochiq to'plam

k=1
bo‘l IShIlll ko‘rsatamiz.

G to‘plamga tegishli ixtiyoriy z nuqta olaylik. U holda bu nuqta

U G, birlashmadagi to‘plamlarning kamida bittasiga, aytaylik, Ga,
agl
to‘plamga tegishli bo‘ladi. G, to‘plam ochiq bo‘lganligidan, z nuqta-

ning bu to‘plamda yotadigan V, atrofi mavjud. Natijada V; C G,, C
G munosabatni yoza olamiz. Bu munosabatdan G to‘plamning ochiq
ekanligi kelib chlqadl

Endi S ﬂ Gy to'plamdan ixtiyoriy = nuqta olaylik. Bu nuqta

k=1

Gy, k = 1,n to‘plamlarning har biriga tegishli bo‘ladi. z nugtaning
G to‘plamda yotadigan V;, = B(z, &x) atrofini olamiz. Bundan z nug-
taning € = min{e1, €9, ...,&,} atrofi uchun V; C V,, £k = 1,....n
munosabatni yoza olamiz. U holda V, C S, ya'ni S ochiq to‘plam.

5.1.3. X to‘plamda berilgan topologiyalarning irtiyoriy
sondagi kesishmasi shu to‘plamda topologiya bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. X to‘plamda berilgan har bir 7,, « € I topologiya uchun
X,0 € 7, bo‘lganligidan, X,0 € [ 7.

o
() 7o kesishmadan olingan ixtiyorly G, to‘plam har bir 7, sistemaga
a
tegishli bo‘ladi. Bundan 7, sistema topologiya bo‘lganligi sababli
n
UG, € 7, va [} Gi € T, munosabatlar o‘rinli. U holda
e

k=1
Usre N
¥ o
va
G €[ 7as
k=1 o
ya'ni () 7, kesishma topologiya bo‘ladi.

5.1(.14. X to‘plamning biror gism to‘plamlaridan iborat
B sistemani o‘z ichiga oluvchi minimal topologiya mavjud
boladi (uni B sistema paydo etgan topologiya deb ataymiz
va 7(B) ko‘rinishda belgilaymiz). Isbotlang.
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Yechimi. 4 sistemani oz ichizga oluvehi topologivalar wavjid
(wisol uclum A sistema X ning barcha gism to'plamlaridan iborat
topologivaning ichida yotadi). Bu topelogiyalarning kesishmasi (5.1.3-
misolga qarang) & sistemani o'z ichiga oluvehi inimal topologiya
boladi.

5.1.5. (X.7) topologik fazoning iztiyoriy & bazasi quyidagi
shartlarni ganoatlantirishini isbotlang:

1) Iztiyoriy v € X nugta kamida bitta G € B to‘plamga
tegishli bo‘ladi;

2) Agar r € X nugta B bazaga tegishli Gy wa G2
to‘plamlarning kesishmasiga tegishli bo‘lsa, u holda shunday
G3 € B to‘plam mavjud bolib, 2 € G C GGy munosabati
o‘rinli bo‘ladi.

Yechimi. 1) X ochiq to‘plam bo'lganligidan, uni & bazaga te-
gishli to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishda ifodalash mumkin. Shu-
ning uchun X ning har bir nuqtasi & bazaga tegishli to‘plamlarning
biriga tegishli bo‘ladi.

2) Gy G2 kesishma ochiq to‘plam bo‘lganligidan, uni & bazaga
tegishli to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bir-
lashmadagi to'plamlarning kamida bittasiga & nuqta tegishli bo'ladi.
Ushbu to'plamni G orqali belgilasak,

IEG’SCG[ﬂGQ

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

5.1.6. X to‘plamning gism to‘plamlaridan iborat B sistema
quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) Iztiyoriy z € X element kamida bitta G € B to‘plamga
tegishli;

2) Agar » € X nuqta B sistemaga tegishli G, va G,
to‘plamlarning kesishmasiga tegishli bo‘lsa, u holda shunday
G3 € B to‘plam mavjud bo‘lib, x € Gy C G, ()G munosabati
o‘rinli bo‘lads.

U holda & sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi
ko‘rinishda ifodalanadigan barche to‘plamlardan iborat 7(24)
sistema X to‘plamda topologiya hosil etishini isbotlang.

Yechimi. 1) shart bo‘yicha ixtiyoriy z € X element & sistcma-
ning kamida bitta to‘plamiga tegishli. Bu to‘plamlarning birlashmasi
X to‘plamni beradi, ya’ni X € 7(%).

& sistemaga tegishli har bir to‘plamga bo‘sh to‘plam gism to‘plam
bo‘ladi. Bu ho'sh to‘plam 7(2) sistemaga ham tegishli bo'ladi.
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7() sistemaga tegishli to‘plamlarning ixtivoriy sondagi |J G, bir-
0O

lashmasini qaraylik. Bu birlaslunadagi har bir to’plam o‘rniga, uning

2 sistema to‘plamlarining birlashinasi ko'rinishdagi ifodasini qo'ysak,

natijada 4 sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi hosil bo'ladi.

Bundan | J G, birlashmaning 7(9) sistemnaga tegishli ckanligi kelib
n

chiqadi.

Endi 7(4%) sistemaga tegishli to‘plamlarning chekli sondagi kesish-
mast ham shu sistemaga tegishli bo‘lishini ko‘rsatamiz. A, B € 7(%)
bo'lib, A = | JG, va B = |J G bo'lsin, bunda G,, G € #. U holda

a B

ANB =G GCs)

af

tengligini yoza olamiz. 2) shart bo'yicha G, [ Gg kesishmaga tegishli
har bir £ nuqta uchun z € G C G, ()G munosabatni qanoatlanti-
radigan G* € 4 to‘plam topiladi. Ularning barchasining birlashinasi
G, Gy to'plamni beradi, ya'ni G, () Gp kesishma 7(2) sistemaga
tegishli. Ularning % sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi
ko‘rinishdagi ifodalarini | (G4 () Gg) ifodaga qo‘ysak & sistemaga te-
o, f3

gishli to'plamlarning birlashmasi hosil bo‘ladi. Bundan A() B kesish-
maning 7(%) sistemaga tegishli ekanligi kelib chigadi.

Demak, 7(%) sistema topologiyaning barcha shartlarini qanoatlanti-
rar ekan.

5.1.7. (X, 7) topologik fazoda % C T sistemasi 7 topologiya-
ning bazasi bo‘lishi uchun quyidagi shartlarning bajarilishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang:

1) Iztiyoriy x € X element kamida bitta G € B to‘plamga
tegishli;

2) Agar r € X nugta @ sistemaga tegishli G, va Gi
to‘plamlarning kesishmasiga tegrishli bo‘lsa, u holda shunday
Gz € B to‘plam mavjud bo‘lib, = € G3 C G,()G; munosabati
o‘rinli bo‘ladi;

3) Iztiyoriy G € 7 to‘plam va har bir 2 € G nugta uchun
z € G, C G munosabatni ganoatlantiruvchi G, € & to‘plam
mavjud,

Yechimi. 1) va 2) shartlar bajarilganda % sistema X topologik
fazoning bazasi bo‘lishi 5.1.6-misolda ko‘rsatilgan.

3) shartning bajarilishidan ixtiyorly G € 7 to‘plamni G = |G,

¥
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ko'rinishda Hodalash mumkin ekanligi kelib chigadi. Demak, % sisteiua
7 topologivaning bazasi boladi.

Aksincha, &4 sistema 7 topologiyauing bazasi bo‘lsa 1) va 2) shart-
larning bajarilishi 5.1.5-misolda ko'rsatilgan.

3) shartning bajarilishini isbotlaymiz. Ixtiyoriy G € 7 to‘plamui
B sistemaga tegishli to'plamlarning birlashmasi ko‘rinishda yozish
mumkin. Har bir € G element birlashmadagi to‘plamlarning kamida
bittasiga tegishli bo‘ladi. Shu to‘plamni G, ko‘rinishda belgilaymiz.
7 € G, C G munosabat o‘rinli bo‘lganligidan, 3) shartning bajarilishi
kelib chiqadi.

5.1.8. X topologik fazoda yopiq to‘plamning to‘ldiruvchisi
ochiq bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. X fazoda berilgan ixtiyoriy F yopiq to‘plam biror G € X
ochiq to‘plamning to‘ldiruvchisi bo‘ladi, ya’ni F = X \ G. Buudan
X\F=X\(X\G) =G, ya'ni X \ F ochiq to‘plam.

5.1.9. X topologik fazoda A ochigq, B yopiq to‘plamlar
bo‘lsa, v holda A\B ayirmaning ochiq to‘plam bo‘lishini
ko‘rsating.

Yechimi. 5.1.8-misolga ko‘ra X \ B ochiq to‘plam. Bundan

A\B=An(X\B)
tengligi va topologiyaning ikkinchi aksiomasiga ko‘ra A \ B to'plam
ochiq bo‘ladi.
5.1.10. X topologik fazoda yopiq to‘plamlarning chekli
sondagi birlashmasi yopiq to‘plam bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. X fazoda yopiq Fi, Fy, ..., F;, to‘plamlar berilgan bo‘lib,
Fi = X\G; (i=1,2,...,n) bo‘lsin, bunda G; ochiq to‘plam. U holda

UF U(X\c,-) =X\[G:
=1 =1
tengligi va ﬂ G, kesishmaning ochiq ekanligidan, U F, to‘plamning

yopiq ekanhgx kehb chiqadi.
5.1.11. X topologik fazoning ixtiyoriy M qism to‘plami
uchun
X\ [M] =int(X \ M)
tenglikning o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechimi. X \ [M] to‘plamdan ixtiyoriy z element olaylik. z ¢ [M]
bo‘lganligidan, uning M to‘plam bilan kesishmaydigan, ya'ni X \ M
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to'plam ichida yotadigan V, atrofi mavjul. Bundan 2 € wnt(X'\ 1),
yamui X\ [A] € int(X\ M) nmwosabatning o'vinli ekanligi kelil chicacli.

Endi 2 € t(X \ M) ho'lsin. int(X \ Al) ochiq bo'lgauligidan. uni »
nuqtaning atrofi sifatida olish mukin. int(X\A/) ¢ X'\ A/ munosabat
o'rinli bo'lganligidan, int(X \ M)A = §. Bundan = # [M] ckanligi
kelib chigadi, ya'ni z € X'\ [M]. Demak, X\ [M] D int(X\ M). Shunday
qilib berilgan tenglikning to‘g'ri ekanligi isbotlandi.

5.1.12. X topologik fazoda M to‘plamning yopiq bo‘lishi
uchun [M| = M tengligining bajarilishi zarur va yetarl ekan-
ligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. M yopiq to‘plam bo‘lsin. Teskarisini faraz
qilaylik, yani [M] # M. U holda [M]\ M ayirma bo‘sh emas. Bu
ayirmadan biror = nuqtani olaylik. = € M bo‘lganligidan, z € X \
M. M yopiq bo'lganligidan, X \ M to‘plam ochiq bo‘ladi. U holda
X \ M to‘plamn z nuqtaning atrofi bo‘lib, bu atrof M to‘plam bilan
kesishmaydi. U holda z ¢ [M]. Bunday bo‘lishi mumkin emas. Demak,
farazimiz noto‘g‘ri, ya'ni [M] = M.

Yetarliligi. 5.1.11-misolda isbotlangan X \ [M] = int(X \ ) teng-
ligidan [M] to‘plamning yopiq ekanligi ko‘rinadi. [M] = M tengligidan
esa M ning yopiq ekanligi kelib chiqadi.

5.1.13. Irtiyoriy xos qism to‘plami yopiq bo‘lmagan
topologik fazoga misol keltiring.

Yechimi. Elementlari soni bittadan ko'p ixtiyoriy X to‘plamda tri-
vial 7 = {0, X} topologiyani aniglasak, paydo bo‘lgan topologik fazo-
ning ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan qism to‘plami yopilmasi X to‘plamdan
iborat bo‘ladi. Demak, bu fazoda fagat bo'sh to‘plam va X to‘plami
yopigq bo'lib, boshqga qism to‘plamlar yopiq bo‘lmaydi.

5.1.14. Ixtiyoriy bir nuqtali gism to‘plami yopig bo‘lmagan
To-fazoga misol keltiring.

Yechimi. X = Z barcha butun sonlar to‘plamini olaylik. Har bir
k € Z uchun

Ne={meZ: m>k}

to‘plamni olamiz.
T = {@,Z,Nk, ke Z}

to‘plamlar sistemasi topologiya hosil qiladi.

Har bir m,n € Z, m < n uchun, U € 7 to'plami m nuqtaning
atrofi bo'lishidan n € N, € U munosabatlar o'rinli ekanligi kelib
chigadi. Demak, m nuqtaning xohlagan atrofisa n nuqtasi tegishli,
ya'ni m € [n]. Bundan {n} to‘plamning, Demak, bir nuqtali xohlagan
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qisin 1o plamning yopiq emasligi kelib chigadi. Sl bilan birga, m & N,
bo'lganligidan, qaralayotgan topologik fazosi Ty-fazo bo'ladi.

5.1.15. X topologik fazoda to‘plam yopimasi quyidagi Tos-
salarga ega ekanligini isbotlang:

a) M c [AM];

b) agar M, C My bo‘lsa, u holda [My] C [Ma);

c) [AL U M) = [MJU [My];

d) [[M]] = {M].

Yechimi. a) M to'plamning xohlagan nuqtasi shu to‘plamning
o'ziga urinish nuqta bo‘lganligidan, M C [M];

b) [M,] to‘plamga tegishli xohlagan z nuqgtaning har bir atrofida
M; to‘plamning, demak, M to‘plamning kamida bir elementi mavjud
bo‘lgani uchun z € [Ms], yani (M) C [My];

¢) My € My U My, My € My U M, munosabatlar va b) xossadan
[My U M) D [M] U M) munosabat kelib chigadi.

Endi [M; U Mj] to'plamdan xohlagan z nugta olib = ¢ [M:] U [Mo]
deb faraz qilamiz. U holda z nuqtaning M) va M to‘plamlar bilan
kesishmaydigan U, atrofi mavjud bo‘ladi. Bundan

U, N (M U M) =0,

yani z & [M, U My]. Bu ziddiyatdan [M; U M) C [My] U [Ms] muno-
sabatining o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

d) a) xossadan [M] C [[M]] munosabati o‘rinli.

{{M]} to'plamdan olingan ixtiyoriy = nugtaning har bir U, atrofiga
(] to'plamning kamida bitta 2/ nuqtasi yotadi. U, to‘plam z’ nuqta
uchun ham atrof bo‘ladi. Demak, bu atrofda A to‘plamning kamida
bir nuqtasi bor, ya'ni z € [M]. Demak, [M] D [[M]].

5.1.16. Sanogqli bazaga ega X topologik fazoning separabel-
ligini isbotlang.

Yechimi. {G,} sistema X fazoning biror sanoqli bazasi bo‘lsin. Bu
bazaning har bir G, elementidan ixtiyoriy z, nuqta olaylik. T = {zn}
sanoqli to‘plam X fazoning hamina yerida zich ekanligini ko‘rsatamiz.
Teskarisini faraz gilaylik, yami X # [T] bo‘lsin. U holda G = X\ (7]
ho'sh bo'lmagan ochiq to‘plam ho‘lganligidan, uni {G.} bazaga tegishli
biror Gy to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishda ifodalash mumkin.

2y € Gy bo'lganligidau, 2, € G munosabat o‘rinli bo‘lishi kerak. Bun-
day bo‘lishi mumkin emas, chunki GNT = §. Demak, X = [T].

5.1.17. Agar X sanogli bazaga ega topologik fazo bo‘lsa,
u holda uning iztiyoriy ochiq qoplamasidan sanoglicha gism
goplama ajratib olish mumkin ekanligini isbotlang.
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Yechimi. {O,} sistema X topologik fazoning ixtivoriy ochiq qop-
Jlamasi bo'lsin. U holda X fazouing har biv o nugtasi kamida bitta O,
to'plamga tegishli bo'ladi. Agar {G,} sistema X tapologik fazoniug
sanocli bazasi bo'lsa, bu sisteinadan r € G,(x) € O, mnmosabatui
ganoatlantiradigan G, () to‘plam topiladi. Shunday usul bilan tan-
langan G, (z) to‘plamlar sistemasi sanoglicha bo'lib, X fazoning qop-
lamasi bo'ladi. Har bir G,{z) to'plam uchun, nni oz ichiga olnveli
O, to‘plamlarning bittasini tanlaymiz. Bunday usnl bilan tanlangan
to'plamlar sistemasi ham sanoglicha bo'lib, {O,} qoplamaning gism
goplamasi bo‘ladi.

5.1.18. (X,7) topologtk fazoda M C X to‘plam berilgan
bo‘lsin. r nuqtaning M to‘plamga urinish nugta bo‘lishidan,
M to‘plamda r ga yaginlashuvchi ketma-ketlikning mavjud
bo‘lisht kelib chigadimi?

Yechimi. Umuman olganda, kelib chigmasligi quyidagi misoldan
ko‘rinadi. X = [0, 1] bo'lib, 7 topologiya X va bo‘sh to‘plain bilan birga
[0,1] segmentdan chekli yoki sanoqli sondagi nuqtalarni olib tashlashdan
hosil bo‘lgan to‘plamlardan iborat bo'lsin.

Bu fazoda faqat statsionar ketma-ketliklar, ya'ni biror hadidan bash-
lab barcha hadlari o‘zaro teng bo‘lgan ketma-ketliklar yaginlashuvchi
bo'ladi.

Hagiqatan, {2,} statsionar ketma-ketlik bo‘lib, biror n natural son
uchun =, = 2,41 = Tyso = ... bo'lganda z = z, nuqta {r,} ketma-
ketlikning limiti bo‘ladi. Sababi uning ixtiyoriy atrofida berilgan ketina-
ketlikning n hadidan boshlab barcha hadi joylashgan.

Endi {z,} Xketma-ketlik statsionar bo‘lmagan holni ko‘ramiz.
Teskarisini faraz qilaylik, yami berilgan ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo'lib, z nuqta uning limiti bo‘lsin. [0,1] segmentdan {z,} ketma-
ketlikning barcha hadlarini (agar 2 berilgan ketma-ketlikning biror
hadiga teng bo‘lgan holda, bu hadidan boshga barcha hadlarini) olib
tashlashdan hosil bo‘lgan to‘plam ochiq bo‘lib,  ning atrofi bo'ladi.
Ravshanki, z nugtaning bu atrofida {r,} ketma-ketlikning ko'pi bi-
lan chekli hadlari joylashgan bo‘ladi. Demak, 2 nuqta berilgan ketma-
ketlikning limit nugtasi bo‘lohnaydi.

Shuning uchun, agar M sifatida (0, 1] yarim intervalni olsak, u holda
M to‘plamda 0 € X nuqtaga yaqinlashuvehi ketma-ketlik mavjud emas.
Shu bilan birga, 7 topologiyaning bo‘sh to‘plamdan boshqa barcha ele-
mentlari cheksiz to‘plamlardan iborat bo'lganligidan, 0 nugtaning ix-
tiyorly atrofida A{ ning kamida bitta elementi mavjud bo'ladi, ya'ni
0 € [M].
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5.1.19. N sano‘qlilikning birinchi aksiomasini ganoat-
lantiruvchi topologik fazo bo‘lib, Al C X bo‘lsin. Agar z € [M]
bo‘lsa, u holda M to‘plamda x nuqtaga yaginlashuvchi ketma-
ketlikning mavjud bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Sanoqli {O,} sistema z € [M] nuqta atroflarining
aniqlovehi sistemasi bo'lsin. 0,4 € O, munosabat o‘rinli deb olish

mumkin {aks holda O, o‘rniga () O kesishmani olar edik). x € [M]

bo'lganligidan, Oy ga tegishli y:kA el M nuqta mavjud bo‘ladi. Natijada,
£ nuqtaning ixtiyoriy atrofining ichida yotadigan {O,} sistema elementi
mavjud bo‘lganligidan,  nuqta {z,} ketma-ketlikning limiti bo‘ladi.

5.1.20. X wa Y topologik fazolar bo‘lsin. f : X — Y aks-
lantirish uzluksiz bo‘lishi uchun Y fazodagi har bir A ochiq
to‘plamning X fazodagi f~'(A) asli ochiq bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. f : X — Y uzluksiz akslantirish va A C Y
biror ochiq to‘plam bo‘lsin. B = f~!(A) to‘plamning X da ochiq ekan-
ligini ko‘rsatamiz. B to‘plamga tegishli ixtiyoriy = nugtani olaylik. U
holda A to‘plam f(z) = y nuqtaga atrof bo‘ladi. Bundan f akslantirish
uzluksiz bo‘lganligidan, = nuqtaning biror V; atrofi f(V;) C A muno-
sabatni qanoatlantiradi. Demak, V; ¢ B munosabat o‘rinli ekanligi
kelib chigadi, ya’ni B ochiq bo‘ladi.

Yetarliligi. Y fazoning har bir A ochiq to‘plamining f~!(A) asli
ochiq to‘plam bo'lsin. X fazoning ixtiyoriy z nuqtasini va y = f(z)
nuqtaning ixtiyoriy U, atrofini garaylik. U, ochiq to‘plam bo‘lgani
uchun f~ l{U.,) ochiq bo lib, bu to‘plam z nuqtaning atrofi bo‘ladi.

flf 1(U )) C U, munosabatdan f akslantirishnig z nuqtada uzluksiz
ekanligi kelib chiqadi. z nuqta X fazodan ixtiyoriy tanlab olinganligi
uchun f akslantirish X fazoda uzluksiz bo'ladi.

5.1.21. (X,7n) va (Y, ) topologik fazolar bo‘lib, f : X — Y
akslantirish X ni Y ning ichiga o‘tkazsin.

i m) ={fXe): Ge 5}

sistemaning X to‘plamda topologiya bolishini isbotlang.

Yechimi. f 1(7'2) sistemaning topologiya aksiomalarini ganoat-
lantirishini tekshiramiz:

1) f(X) C Y munosabat o‘rinli bo'lib, Y € 7 bo'lganligidan, X =
fHY) € f~(r2). Shu bilan birga, § = f~1(0) € (7).
2} fY(r2) sistemaga tegishli ixtiyoriy O, to‘plamlarni olaylik. U
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liolda
O, =f (Gn) G, En.

Bundan
U On U./ (v = f_ (U (;”) .
n \ n

Endi G, € 7 bo‘lganhg1dm1,
o

U()“ = 7 [‘T-g_‘].

Shu bilan birga,

ﬂok—ﬂf (Gk) = ﬂGAEf (m2).

Demak, f~!(72) sistema topologiya’ning barcha aksiomalarini ganoat-
lantirar ekan.

5.1.22. Ti-fazo bo‘lmaydigan topologik fazoga misol kelti-
ring.

Yechimi. 5.1.1-misolda qaralgan X = {a,b} topologik fazoda a
nuqtaning b nugtani o'z ichiga olmaydigan atrofi yo'q. Shuning uchun
bu fazo Tj-fazo bo‘lmaydi.

' 5.1.23. T}-fazoda bitta nugtali to‘plamning yopiq bo‘lishini
ko‘rsating.

Yechimi. T)-fazodan ixtiyoriy z nuqta olaylik. Agar z # y bo'lsa.
u holda y nuqtaning = nuqtani o'z ichiga olmaydigan O, atrofi mavjud,
yaniy ¢ [z]. Demak, xr = [z].

5.1.24. Ti-fazoda chekli to‘plamning yopiq bo‘lishini
ko‘rsating.

Yechimi. T)-fazoda chekli A = {aj,as,...,a,} to'plam berilgan

bo'lsin. U holda 5
A= Ja
k=1

tengligini yoza olamiz. 5.1.23-misolda 7T}-fazoda bitta nugtadan tborat
to‘plamning yopiq to‘plam bho'lishi, 5.1.10-misolda esa topologik fazoda
yopiq to‘plamlarining chekli sondagi birlashmasi yopiq to'plam bo'lishi
ko‘rsatilgan. Demak, A yopiq to‘plam.

5.1.25. T\-aksiomasini qanoatlantirmaydigan topologik fa-
zoda chekli to‘plam ham limit nuqtaga ega bo‘lishi mumkin
ekanligini ko‘rsating.
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Yechimi. X = {a.b} toplamda 7 = {, {6}. {a.b}} topologivani
qarasak, o nugta {0} to'plam uchun limit nugta botlacli.

5.1.26. r nuqlaning T -fazodagi Al to‘plamga limit
nuqta bo‘lishi uchun, bu nugtaning iztiyoriy U atrofiga M
to‘plamning cheksiz ko‘p elementi tegishli bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. = nuqta A/ to‘plamning limit nugtasi bo'lsin.
Teskarisidan faraz qilaylik, ya'ni 2 nuqtaning shunday U atrofi mavjud
bolib, bu atrofda M to‘plamning (agar z € Af bo'lsa, u holda

z dan boshqa) faqat chekli z),29,...,2, nuqtalarigina joylashgan
bo'lsin.  5.1.24-misoldan {z,2s,...,2,} to'plamning yopiq ekanligi,
5.1.9-misoldan esa V = U \ {2}, 19,...,2,} to'plamning ochiq ekan-

ligi kelib chigadi. = € V bo‘lganligidan, V to‘plam z nuqtaning atrofi
bo'lib, V.0 M \ {z} = 0 tenglik o‘rinli. Bu ziddiyatdan bizning farazi-
mizning noto‘g'ri ekanligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. To‘plamning Limit nuqtasi ta’rifidan bevosita kelib
chigadi.

5.1.27. Ti-fazo bo‘lib, To-fazo bo‘lmagan topologik fazoga
misol keltiring.

Yechimi. X = {0,1] bo'lib, 7 topologiya bo‘sh to‘plam bilan birga
[0, 1] segmentdan chekli yoki sanoqli sondagi nuqtalarni olib tashlashdan
hosil bo‘lgan to‘plamlardan iborat bo‘lsin. Bu topologik fazo 7)-fazo
bo‘ladi. Hagqiqatan, o‘zaro teng bo‘lmagan ixtiyoriy z,y € X nuqta-
lar uchun atroflarni, mos ravishda, O, = X \ {y} va O, = X \ {z}
ko'rinishlarda aniqlasak, u holda z ¢ O,vayéO,.

Endi z,y € X nuqtalarning o‘zaro kesishmaydigan atroflari yo'q
ekanligini ko'rsatamiz. G, va G, to‘plamlar, mos ravishda, z va ¥
nuqtalarning ixtiyorly atroflari bolsin. U holda Gr = X \ 4 va
Gy = X \ B, bunda A va B lar [0, 1] segmentning ko‘pi bilan sanoqli
gism to‘plamlaridir. Natijada

G:NGy=(X\A)N(X\B)=X\(AUB).

AU B to'plam ko‘pi bilan sanoqli bo‘lganligidan, X \ (AU B) # 0.

5.1.28. (X, 7) Hausdorf topologik fazoning wohlagan (M, 7y)
qism fazosi Hausdorf fazo bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X Hausdorf fazo bo‘lganligidan, M to‘plamga te-
gishli xohlagan z,y nuqtalarning o‘zaro kesishmaydigan O, O, atroflari
mavjud bo'ladi. O;NM va O,NM to‘plamlar z va y nugtalarning M fa-
zodagi o‘zaro kesishmaydigan atroflari bo‘ladi, ya'ni (M, 7ar) Hausdorf
fazosi bho'ladi.
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5.1.29. Quyidagi tasdiqlarning o‘zaro ekvivalent ekanligini
isbotlang:

1) T;-aksiomasi;

2) X topologik fazodagi har bir 1 nugtening ixtiyoriy atrofi
uchun, shu atrofda yopilmasi bilan birga yotadigan r nuqta-
ning biror atrofi mavjud.

Yechimi. X topologik fazoda T3-aksiomasi o'rinli bo'lsin. z € X
nuqtaning ixtiyoriy O, atrofini olaylik. Tj-aksiomasiga kora X \ O,
yopiq to‘plamning va z nuqtaning o'zaro kesishmaydigan, mos ravishda.
U va G, atroflari mavjud. Natijada

GsC X \U'c X N (XNoo) =0

Shu bilan birga, X \ U to‘plam yopiq bo‘lganligidan, [G;] C X \ U,
ya'ni [G;] C O,.

Endi 2) tasdiq o‘rinli bo‘lsin. X fazodan ixtiyoriy = nuqta va bu
nuqta tegishli bo‘lmagan ixtiyoriy M yopiq to‘plamni garaylik. 2) tas-
digga ko‘ra X \ M to‘plamda yopilmasi bilan birga to'liq yotadigan
7 nuqtaning G atrofi mavjud. X \ [G] to‘plam M to‘plamning atrofi
bo'lib,

GN(X\[C) cGN(X\G) =0,
ya'ni T3 aksiomasi bajariladi.

5.1.30. Ixtiyoriy regulyar X topologik fazoning T-fazo
bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. z,y € X bo'lib, z # y bo‘lsin. Tj-aksiomasiga ko‘ra
z nuqtaning y nuqtani o'z ichiga olmaydigan O, atrofi mavjud. T5-
aksiomasiga ko‘ra z nuqta va X \ O, yopiq to‘plamning o‘zaro kesish-
maydigan atroflari mavjud. X \ O. to‘plamning atrofi y nuqta uchun
ham atrof bo‘ladi. Demak, T3 aksioma bajariladi.

5.1.31. Ixtiyoriy X metrik fazoning normal topologik fazo
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X metrik fazoda o‘zaro kesishmaydigan yopiq A va
B to'plamlar berilgan bo'lsin. X \ B ochiq to‘plam bo‘lib, 4 ¢
X \ B bo'‘lganligidan, A to‘plamga tegishli ixtiyoriy z nugtaning B
to‘plam bilan kesishmaydigan O, atrofi mavjud. Natijada, nuqta B
to'plamdan musbat p, masofada joylashgan bo‘ladi. Xuddi shunday,
B to‘plamning ixtiyoriy y nuqtasi A to‘plamdan musbat py masofada
joylashadi. A va B to‘plamlarning, mos ravishda, U = lEJlS (1‘, =

TE] =

vawV=uU3J§S ( U, “-:—1 atroflarini aniqlab, ularning o‘zaro kesishmasligini

veB N
ko'‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni shunday z element mavjud
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bolib, = € UNV belsin. T holda A va B toplamlardan, mos ravishda.
\ - o

shunday g va yg nugtalar topilib. p(rg, 2) < L,— va py, 3) <
tengsizliklari o'rinli bo'ladi. Aniqlik nelm p, < p, bo'lsin. U holda

Pry Fuy Py ‘/ﬂ o
p(xo. ) < plxo. =)+ p (2, 0) < - + el

va'ni rg € S(yo, py,)- Bu esa p,, ning aniqlanishiga zid. Demak, unv =
0, yami X fazo normaldir.

Mustagil ish uchun masalalar

1. X topologik fazoning M gism to‘plami uchun quyidagi tenglikni
ishotlang:

[M]=Y{P: Mc P=|P|c X}

2. X topologik fazosida o‘zaro kesishmaydigan ochiq A va B
to'plamlar uchun {A] N B = @, int[4] N int[B] = @ tengliklari o‘rinli
ekanligini isbotlang.

3. X topologik fazosida 7| va 73 topologiyalar aniglangan bo'lib,
71 < 75 munosabati o‘rinli bo‘lsa, u holda har bir A € X to‘plam uchun
(4], C [A],, munosabatining o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

4. X fazosida ochiq P to‘plam va xohlagan Q qism to‘plami uchun

int([P N QJ) = int[P] N int[Q)]

tengligining o‘rinli ekanligini isbotlang.

5. X fazosidagi xohlagan ochiq G to‘plam uchun F' = [G}\G to‘plam
X fazosining hech qayerida zich emasligini ishotlang.

6. X fazosining hech gayerida zich bo‘lmagan A C X to‘plamning
yopilmasi ham X ning hech qgayerida zich bo'lmasligini isbotlang.

7. X fazoning hech qayerida zich bo‘lmagan ochiq to‘plam bo‘sh
bo‘lishini isbotlang.

8. X fazoning hamma yerida zich A gism to‘plam va X da ochiq
xohlagan U to'plam uchun [U] = [4 N U] tengligining o‘rinli holishini
isbotlang.

9. Normal fazoning yopiq qism to‘plami normal bo‘lishini isbotlang.

10. Yakkalangan nuqtalarga ega bo‘lmagan T - fazoning hamma
yerida zich bo‘lgan qism fazosi ham yakkalangan nuqtalarga ega
bo‘lmasligini isbotlang.

11. Regulyar bo‘lmagan sanogli Hausdorf fazoga misol keltiring.
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5.2. Topologik fazolarda kompaktlik

X topologik fazo bo'lib, ¥ uning biror gism fazosi bo'lsin. Ocliiq
to'plamlarning {G,, : a € A} sistemasi uchun Y ¢ U G, bolsa, 1

lolda bu sistema Y to‘plamning ochig goplamast deb ;llt’(ﬁ;l(li,

Agar ochiq goplama chekli elementlardan iborat bo'lsa, n holda y
chekly ochig qoplamna deyiladi.

Agar topologik fazoning ixtiyoriy ochig qoplamasidan chekli qism
qoplama ajratib olish mumkin bo'lsa, u holda bu topologik fazo on-
paktli deyiladi.

T, aksiomasini qanoatlantiruvehi kompaktli topologik fazoni kompakt
deb ataymiz.

A to'plamning gism to‘plamlaridan iborat {A} sistemadan xohla-
gancha olingan chekli sondagi to‘plamlarning kesishmasi bo'sh
bo‘lmasa, u holda {A} sistema markazlashgan deb ataladi.

Agar X topologik fazoning har bir cheksiz gism to‘plami kamida bir
limit nuqtaga ega bo'lsa, u holda bu fazo sanogli-kompaktli deyiladi.

Masalalar

5.2.1. Iztiyoriy [a, b| kesma kompakt to‘plamdir.

Yechimi. [a, b] kesmaning intervallar bilan qoplamasidan chekli qop-
Jama ajratib olish mumkinligini ko‘rsatish yetarlidir.

Aytaylik, & = {I.} intervallar sistemasi uchun [a, b] C | J I, bo'lsin.

C orqali [a, D] kesmaning shunday x nugtalarini belgilayn;izki, bunda
[¢, z] kesma & sistemaning chekli intervallari bilan qoplangan bo'lsin,
C bo'sh bo‘lmagan to‘plamdir. Haqgigatan, a soni biror I, intervalsa
tegishliligidan, [a, a] C In, yamia € C. °

79 = sup C bo'lsin. Shunday I, = (2, z") € & mavjudki, 2’ < 2y <
2", Anig quyi chegara ta'rifidan shunday z € C mavjudki 2’ < r < 1.
[a, 2] kesma F sistemaning chekli intervallari bilan qoplangani uchun
[a, 20) ham bu sistemaning chekli intervallari bilan qoplanadi. Bundan
T €C.

Agar o < b desak, u holda (x, 2”) oraliqda C to‘plamning nug-
tasi topiladi, bu esa xo ning aniq quyi chegara ekenligiga ziddir. Hosil
bo'lgan ziddiyatdan zq = b kelib chiqadi, ya'ni [a, 2] kesmani Z siste-
maning chekli intervallari bilan qoplash mumkin.

5.2.2. X topologik fazo kompaktli bo‘lishi uchun
uning yopiq to‘plamlardan iborat har bir markezlashgan sis-
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temasining kesishmasi bo‘sh bo‘lmasligt zarur va yetarli
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarwligi. X" kompakt topologik fazoning biror yopiq
to'plamlaridan iborat markazlashgan {F,} sistemasi berilgan bo‘lsin.
Go = X\ F, to'plamlardan iborat {G,} sistemaga tegishli chekli

sondagi Gy, Gy, ..., G, to‘plamlar uchun
Ue =Jx\Gy =X\~
i=1 i=1 i=1

n
tengligidan va {F,} sistemaning markazlashgan ekanligidan, |J Gi #

=1
X ekanligi kelib chigadi, ya'ni {G,} sistemaning hech bir chekli qismi
X fazo uchun qoplama bo‘la olmaydi. U holda X kompaktli bo'lgani
uchun, {G,} sistemaning o‘zi ham X fazoning goplamasi emas, yani
UG, # X. Bundan
a

UX\F) = X\[VF # X

a

Demak, [ £, # @ ekanligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. X topologik fazoning biror {G4} ochiq qoplamasi beril-
gan bo'lsin. F,, = X'\ G, yopiq to‘plamlarning {F,} sistemasi uchun

ﬂFuzﬂ(X\Ga)=X\UGa=(ZJ.

Masala sharti bo'yicha, X fazodagi yopiq to‘plamlarning xohlagan
markazlashgan sistemasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega. Shu sababli
{Fo} sistema markazlashgan bo‘la olmaydi. U holda bu sistemada ke-
sishmasi bo'sh bo‘lgan chekli sondagi Fy, Fy, . . ., E., to‘plamlar mavjud.

Bundan
m AY m m
X=X\ (ﬂn) =J&x\ R =JGuw
k=1 / k=1 k=1
Demak, xohlagan {G,} ochiq qoplamadan chekli goplama ajratib olish
mumkin ekan, ya’ni X kompaktlj.

5.2.3. Kompaktli X topologik fazoning zohlagan cheksiz
gism to‘plami kamida bir limit nugtaga ega bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. Aksinchasini faraz qilamiz, ya'ni bironta ham limit nug-
taga ega bo'lmagan cheksiz M C X to‘plam mavijud bo'lsin. U
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holda M torplamidan bitta ham linit mgtaga ega bo‘limagau sanoqli
My = {ug.xa,...} to'plam ajratib olish mmnkin,  Natijada yopig
My = {&p, 2pt1, - . .} to'plamlar kesishinasi bo'sh bollgan markazlash-
gan sistema hosil etadi. Bu X fazoning kompaktli bo‘lishiga zid, ya'ni
farazimiz noto‘g‘ri.

5.2.4. Kompaktli X toplogik fazoning zohlagan yopiq F
qism to‘plami kompaktli bo‘lishint isbotlang.

Yechimi. F' qism fazoning yopiq gism to‘plamlaridan iborat xohla-
gan {F,} markazlashgan sistemani olamiz. Bu sistemaga tegishli har
bir F, to‘plam X fazosida yopiq bo‘ladi. X kompaktli bo‘lganligidan,
N Fy # @. Demak, 5.2.2-misol bo‘yicha, F kompaktli bo‘ladi.
¥ 5.2.5. Kompaktning yopiq gism to‘plami kompakt bo‘lishini
isbotlang.

Yechimi. 5.1.28-misolda Hausdorf fazoning xohlagan qism fazozi
Hausdorf bo'lishi, 5.2.4-misolda esa, kompaktli topologik fazoning yopiq
gism to‘plamining kompaktli bo‘lishi ko‘rsatilgan. Natijada kompakt-
ning yopiq qism to‘plami kompakt bo‘lishi kelib chigadi.

5.2.6. X Hausdorf fazoning zohlagan kompakt K qism
to‘plami yopiq bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X Hausdorf fazo bo‘lgani uchun, xohlagan z € K
va xohlagan y ¢ K nuqtalarning o‘zaro kesishmaydigan Ur va V;°
atroflari topiladi. {U, : z € K} sistema K uchun ochig qoplama
bo‘ladi. K kompakt bo‘lgani uchun {U; : z € K} qoplamaning chekli
Uz, Us,, ..., Uy, qism goplamasi mavjud. Bu qism qoplamadagi hech
bir to‘plam bilan y nuqtaning

Vy = y" f‘.VyI2 L1 Py ﬂVyz"
atrofi kesishmaydi, ya’ni
VynN Uy, WU, UL U, ) =0

K cU, ul,, uU. . UU, munosabati orinli bo‘lgani uchun y ¢ [K].
Bundan K to‘plamning yopiq ekanligi kelib chiqadi.

5.2.7. Har bir kompakt normal fazo bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. A va B to‘plamlar /K kompaktning o‘zaro kesishmaydi-
gan yopiq gism to‘plamlari bo‘lsin. 5.2.5-misoldan A va B to‘plamlar
kompakt ekanligi kelib chiqadi. 5.2.6-misoldan A to‘plam va har bir
y € B nuqtaning o‘zaro kesishmaydigan U, va V; atroflarining mavjud
ekanligi kelib chiqadi. Demak, K kompakt regulyar fazo bo‘lar ekan. B
to‘plamning {V} : y € B} ochiq goplamasidan chekli {V,,, V,,,..., V. }
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gism goplama ajratib olamiz. U holda
Ac Uy =l nlyn...0U,.

BCVy=V,UV,u..UY,

U,;ﬂVBZ(/J

munosabatlar o‘rinli. Demak, & kompakt normal fazo bo‘ladi.

5.2.8. Kompaktli fazoning uzluksiz akslantirishdagi obrazi
kompaktli fazo bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X kompaktli topologik fazo, f esa X ni biror Y topologik
fazoga uzluksiz akslantirish bo'lsin. f(X) fazoning xohlagan {V,}
ochiq qoplamasini qaraymiz. f akslantirish uzluksiz bo'lganligi sababli
(Vo) to‘plamlar ochiq bo‘lib, {f~!(V,)} sistema X fazoning ochiq
qoplamasi bo‘ladi. X fazo kompaktli bo‘lgani uchun chekli

{F1 ), £ ), oo S (V)

qism goplama mavjud bo‘ladi, ya'ni X C klr.;J F71(Vi). Bundan
=1

" - ”
funm(UrWW):va%w»:U%
k=1 k=1 k=1

Demak, f(X) fazo kompaktli.

5.2.9. X kompaktni Y Hausdorf fazosiga o‘zaro bir giy-
matli uzluksiz ¢ akslantirish gomeomorfizm bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. X fazosidan xohlagan yopiq F to‘plamini olamiz. F
kompakt (5.2.5-misolga garang) bo‘lgani uchun, G = @(F) to‘plam
(5-2.8-misolga qarang) kompakt bo‘ladi. Natijada 5.2.6-misol bo‘yicha
G to'plam yopiq. Demak, ¢! akslantirishda xohlagan yopiq F C X
to‘plamning proobrazi yopiq. Bundan ¢! akslantirishning uzluksiz
ekanligi, demak, ¢ ning gomeomorfizm ekanligi kelib chigadi.

5.2.10. Quyidagi shartlarning o‘zaro ekvivalent ekanligini
isbotlang:

i) X fazosining har bir sanoqli ochiq goplamasi chekli gism
goplamaga ega;

i1) X fazosining yopiq qism to‘plamlariden iborat har bir
sanogli markazlashgan sistemasi bo‘sh. bo‘lmagan kesishmaga
ega.
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Yechimi. i) shart o'rinli bo'lib, yopiq to'plamlaming sanoqli {F, }
x

markazlashgan sistemasi berilgan bo'lsin, Agar () F, = 0 deb faraz
s
gilsak, u holda

{G,, . Gu =N \ El}
ochiq to‘plamlar sistemasi X fazosi uchun ochig qoplama boladi.
Haqiqatan,

oG > x

UGa=JX\E) = X\[|F=X.

n=1 n=1 n=1
i) shart bo'yicha {G,} qoplamaning chekli Gy,, G,,,,---; Gy, qism qop-
lamasi mavjud. U holda

k
ﬁF,,‘ =N\ X\G,,)—X\UG =0.
=1 i=1
Bu {F,} sistemanmg markazlashgan ekanligiga zid.
Endi ii) shart o‘rinli bo‘lib, X topologik fazoning sanoqli {G,} ochiq
qoplamasi berilgan bo‘lsin. F, = X \ G, yopiq to‘plamlarning {F,}
sistemasi uchun

Masala sharti bo y1cha, X fazosidagi yopiq to‘plamlarning xohla-
gan sanoqli markazlashgan sistemasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega.
Shu sababli {F,} sistema markazlashgan bo'la olmaydi. U holda

bu sistemada kesishmasi bo‘sh bo'lgan chekli sondagi Fi, Fs,..., Fu
to‘plamlar mavjud. Bundan

X\G,J:X\UG,,:(D.

i Ds

m

=\ (ﬂFk) :U X\ F)= ]G
k=1 k=1

Demak, {G,} ochiq qoplamadan chekli qoplama ajratib olish mumkin
ekan, ya’ni i) shart o‘rinli.

5.2.11. X topologik fazo sanoqli-kompakt bo‘lishi uchun
yopig gism to‘plamlardan iborat har bir sanoqli markazlash-
gan sistemasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. Sanoqli-kompakt X fazoning yopiq
to'plamlaridan iborat iauoqli {F,} markazlashgan sistema beril-

gan bo‘lsin. @, = ()] Fi bolsin. {F,} markazlashgan sistema
e=1
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bo'lganligidan va yopiq to‘plamlarning kesishmasi yopiq bo‘lganligidan,
har bir @, to‘plam bo'sh bo‘lmagan yopiq to‘plam bo'ladi. Shu bilan
birga,

‘I’] D‘I’g D...D‘I),, D aaa
munosabat, demak, (@, = () F, tengligi orinli. Natijada quyidagi

n n
ikki hol bo‘lishi mwmkin:

1 - hol. Biror ng natural sonidan boshlab
Dy = P11 = -+

tengliklari o‘rinli. U holda
([} &0 = @, # 0.

nzl

2 - hol. &, to‘plamlar orasida cheksiz sondagi o‘zaro har xil
to‘plamlar mavjud. Bu holda barcha &, lar o‘zaro har xil bo‘lgan
holni qarash yetarli. z, € &, \ ®,,; nuqgtalardan iborat {z,} ketma-
ketlik X fazoning cheksiz gism to‘plami bo'ladi. X sanoqli-kompakt
bo‘lganligidan, {z,} ketma-ketlik kamida bitta z¢ limit nuqtaga ega.
Tn, Tnel, .. . ugtalar @, to'plamiga tegishli bo'lgantigidan, zo nuqta &,
uchun ham limit nuqta bo‘ladi, ®, to‘plamning yopigligidan 29 € Pn.
Bundan zq € (| ®,, ya'ni @, # 0.

Yetarliligi esa 5.2.2 va g.Q.lO—misollardan kelib chigadi.

5.2.12. Metrik fazodan olingan E to‘plamning kom-
pakt bo‘lishi uchun uning sanogli-kompakt bo‘lishi zarur va
yetarli.

Yechimi. Zarurligi. E to‘plam kompakt bo'lsin. E to‘plamdan
ixtiyoriy {z.} ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikning birorta ham
qismiy ketma-ketligi E da yaginlashuvchi emas deb faraz qilaylik. U
holda E' to‘plamning har bir z elementi berilgan ketma-ketlikning faqat
chekli hadlarinigina o'z ichiga oluvchi V(z) atrofga ega bo‘ladi. Bu
atroflar £ uchun ochiq goplama hosil giladi. E kompakt bo‘lgani uchun
chekli sondagi z;, 29, ..., 21 € E elementlar mavjud bo'lib,

EcV(z)uV(xn)u...uV(z)

munosabat o‘rinli bo'ladi. Ammo bu munosabatning o‘rinli bo‘lishi
mumkin emas, sababi V(2;) UV (z) U... U V(z;) to‘plamlarga {z,}
ketma-ketligining faqat chekli sondagi hadlari tegishli, £ to‘plamga esa
barcha hadlari tegishli. Bu ziddiyatdan farazimizning noto‘g‘ri ekanligi
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kelib chiqadi. U holda E dan olingan ixtiyoriy ketima-ketlik E da vagin-
lashuvehi gismiy ketma-ketlikka ega ekan. Bundan csa £ toplamning
sanoqli-kompakt ekanligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. E sanoqli-kompakt to‘plamn bo'lsin. Faraz qilavlik £
kompakt bo‘lmasin. U holda £ to'plaidan ehekli ¢ism qoplaa ajratib
olish mumkin bo‘lmagan {G,} ochiq qoplamasi mavjid boladi. Nolza
intiluvehi kamayuvchi {e,} sonli ketina-ketlik olamiz. £ uchun chekli
g-to'r tuzib (Hausdorf teoremasi bo‘yicha chekli e-to'r tuzish mumkin).
bu to‘rning har bir elementi atrofida radiusi &; bo'lgan shar hosil
gilamiz. Sanogqli-kompakt to‘plamning yopig qism to‘plaini sanogli-
kompakt bo‘lgani uchun hosil gilingan har bir shar yopilmasining £
to'plam bilan kesishmasi sanoqli-kompakt bo‘ladi. Bu kesishmalar-
dan losil bo‘lgan to‘plamlarning diametrlari 2¢; sonidan katta emas.
Natijada E to‘plam diametrlari 2e; sonidan katta bo‘lmagan chekli
sondagi sanoqli-kompakt to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishda ifoda-
lanadi. Farazimiz bo'‘yicha {G,} sistemaning chekli gism qoplamasi
maviud emas. U holda birlashmadagi sanogli-kompaktlarning hech biri
ham chekli ochiq qoplamaga ega emas. Bu sanoqli-kompaktni E orqali
belgilaymiz.

Endi E; to‘plam uchun chekli o-to'r tuzamiz va bu to‘rning har
bir elementi atrofida radiusi €5 ga teng shar hosil gilib, E; to'plamni,
yuqoridagiday qilib, diametlari 2, sonidan katta bo‘lmagan chekli
sondagi sanoqli-kompaktlarning birlashmasi ko‘rinishda ifodalavmiz.
Bu birlashmadagi {G,} sistemaning chekli sondagi to‘plamlari bilan
goplanmaydigan kompakt to‘plamni Ej orqali belgilaymiz.

Bu jarayonni cheksiz davom ettirsak sanogqli-kompaktlarning ka-
mayuvchi

ES>E DEyD...

ketma-ketligiga ega bo‘lamiz. Bu ketma-ketlikdagi hech bir sanogh-
kompakt {G,} sistemaning chekli sondagi to‘plamlari bilan qoplan-
maydi va diamk, — 0. & element bu kompaktlarga tegishli wmumiy
nuqta bo'lsin (5.2.10-misolga qarang). £ € E bo‘lgani uchun {G,} sis-
temaga tegishli G, to'plam topilib, £ € G,, bo'ladi va 2g,,, < 4 bo'lsin.
U holda E,, C G4,. Bu farazimizga zid. Demak, E to'plam kompakt.

Mustagqil ish uchun masalalar

1. Sanogli bazaga ega topologik fazoning xohlagan ochiq qoplamasi
sanogli gism ¢oplamaga ega ekanligini isbotlang .
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2. Kompaktli topologik fazoda aniglangan ixtiyoriy uzluksiz sonli
funksiva shu fazoda chegaralangan bo'lib, o‘zining aniq quyi va aniqg
vugori chegarasiga ega bo'lishini isbotlang.

3. T\-fazo sanoqli kompakt bo'lishi uchun uning nugtalaridan iborat
xohlagan ketma-ketlik kamida bir limit nuqtaga ega bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang,.

4. Sanogqli bazaga ega topologik fazoda kompakt va sanoqli kompakt-
likning o‘zaro teng kuchli ekanligini isbotlang.

5. Sanogli-kompaktli topologik fazoning xohlagan yopiq qism
to‘plamining sanoqli-kompaktli fazo bo‘lishini isbotlang.

6. [0,1) yarim intervalning kompakt emasligini ko‘rsating.

7. s barcha haqiqiy sonlar ketma-ketliklar fazosida

{I = (In) : IIn[ < 1}

to‘plamning kompaktligini ko'rsating.
8. Agar topologik fazoda aniqlangan har bir uzluksiz funksiya
chegaralangan bo‘lsa, u holda bu topologik fazo kompakt bo‘ladimi?
9. Kantor to‘plaminig kompakt ekanligini ko‘rsating.

5.3. Chiziqli topologik fazolar

E to'plam quyidagi shartlarni qanoatlantirsa, u holda F chizigli
topologik fazo deyiladi:

a) E chizigli fazo;

b) E topologik fazo;

c) E da qo'shish va songa ko'paytirish amallari uzluksiz.

Qofshish va songa ko‘paytirish amallarinig uzluksizligi quyidagini
anglatadi:

1) agar zg = zg + yo bo'lsa, u holda z; nuqtaning ixtiyoriy U atrofi
uchun zy va yg nuqtalarning mos ravishda V va W atroflari topilib,
ixtiyoriy x € V,y € W nuqtalar uchun = + y € U sharti bajariladi;

2) agar yo = AgZo bo'lsa, u holda yy nuqtaning ixtiyoriy U atrofi
uchun o nugtaning V' atrofi va € > 0 soni topilib, ixtiyoriy z € V va
|A = Ag| < € lar uchun Az € U sharti bajariladi.

E chiziqli topologik fazo va A C E bo'lsin .

Agar Vz € A, Ya, o] < 1 uchun ax € A bo'lsa, u holda A mu-
vozanatlashgan to‘plam deyiladi.

Agar V2 € £ uchun shunday & > 0 topilib, a1z € A bo'lsa, u holda
A yutuvchi to‘plam deyiladi.
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Agar Vo, y € A Vo, 8, |af + 3] < 1 achun ar + 3y € A bolsa, u
holda A absolyut guvarig to'plam deyiladi.

Agar nolning har bir U atrofi uchun shunday Ay > 0 soni topilib.
barcha A > Ay nchun A € AU munosabati bajarilsa, n holda A chegara-
langan to’plam deyiladi.

Chiziqli topologik fazoning ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan ochiq to plami
bo'sh bo‘limagan qavariq ochiq qism to‘plamga ega bo'lsa. 1 holda bu
fazo lokal qavarig deyiladi.

Chiziqli fazolarda topologiya kiritishning asosiy usullaridan biri bt
yarim normalar sistemasi orqali aniglangan topologiyadir.

E chiziqli fazo va & = {po|ps : E — R, a € A} yarim normalar
sistemasi bo‘lsin.

Ushbu

Upr, p2,++ ,Pnr €) = {z € E:p2) <, i=1n},

bunda p;, pg, -+ ,p, € 2, € > 0, to‘plamlar sistemasi E fazo nolining
atroflarini tashkil etadi.

Agar har bir 2 € E, = # 0, uchun shunday p, € A topilib, pa(z) # 0
bolsa, u holda &2 yarim normalar sistemasi ajratuvchi deyiladi.

F chiziqli fazo, &2 yarim normalar sistemasi va M C E bo'lsin. Agar
p € 2 uchun shunday c, soni topilib, barcha z € M uchun p(z) < ¢,
tengsizligi bajarilsa, M to‘plam p yarim norma bo‘yicha chegarelangan
deyiladi.

Masalalar

5.3.1. Chiziqli topologik fazoning U ochiq to‘plami qavariq
bo‘lisht uchun U + U = 2U tengligi bajarilishi zarur va yetar-
lidir.

Yechimi. U ochiq gavariqg to‘plam boflsin. U + U = 2U ekanligini
ko‘rsatamiz.

z € U+ U bo'lsa, u holda z,y € U nugtalar topilib, = = 2 + y tenligi
orinli. U qavariq bo‘lganligidan, %(I +y) € U. Bundan

1 1
z=2 (51: + Ey) € 2U,
yani U +U C 2U.

Endi z € 2U boflsa, uholda z = 22,z € U. Bundan z = z+2 € U+U,
ya'ni 2U C U + U. Demak, U + U = 2U.
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Endi U + U = 20U bo'lsin. 2.y € U nugtalarni olamiz. U holda
r+y € UsU U+U = 2U ekanligidan, r+y € 2U. Bundan 717(1:+y) eU.

Bundan
m mANcu

bu yerda 0 < ¥ < 1. Endi U ochiq to‘plam ekanligidan, ixtiyoriy
0 <t<1uchun tz + (1 — #)y € U, ya'ni U qavariq to‘plain.

5.3.2. A absolyut qavariq to‘plam bo‘lishi uchun uning mu-
vozanatlashgan va qavariqgligi zarur va yetarlidir.

Yechimi. Absolyut qavariq to‘plamning muvozanatlashgan va
qgavariqligi bevosita ta'rifdan kelib chigadi.

Aksincha A muvozanatlashgan va qavariq, z, y € A va |o] + 8] <1
bo‘lsin. Agar & = 0 yoki § = 0 bo'lsa, u holda az + By € A ekanligi
ravshan.

a #0, 8 # 0 deylik. U holda A muvozanatlashgan ekanligidan,

o € 4 1ﬁ|“

Endi A ning gavariqligi va
lal 18I

lal + 18] Tl + 18]

tengligidan

o i lal « Bl B ) ]
+ By = (la| + |8 TE 13| A.
az + By = (|a| +[A]) (]GE 1Bl TR+ BiEY) €

5.3.3. Chizigli topologik fazoda Ti-aksioma bajarilishini
ko‘rsating.

Yechimi. Aniglik uchun z = 0 nuqtani va bu nugtani o‘z ichiga ol-
magan F yopiq to‘plamning o‘zaro kesishmaydigan atroflari mavjudligi-
ni ko‘rsatamiz.

U = E\ F bolsin. Ayirish amalinig uzluksizligidan nolning W atrofi
to'pilib, W — W € U munosabati bajariladi.

[W] € U ekanligini ko‘rsatamiz. y € [W] bo‘lsin. U holda y nuqta-
ning ixtiyoriy atrofi, jummladan y + W atrofi W to‘plam bilan keshishadyi,
ya'ni z € (y + W) N W nuqta mavjud. U holda =z — y € W. Bundan

y=z—(z—y e W-WcVUy,

yani (W] C U.
Endi W va £\ [W] ochiq to‘plamlar 0 nuqta va F to‘plamlarning
o‘zaro keshishmaydigan atroflari bo‘ladi.
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5.3.4. s barcha hagiqiy sonlar ketma-ketligi fazoside

Po((ar)) = |xal, (z1) € 5, (5.1)

n € N, yarim normalar sistemsi ajratuvchi ekenligini
ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, z = (z4) € 5, 2 # 0 bo'lsin. U holda shunday
n € N topilib, z,, # 0. Demak, p,(z) = |z,| # 0, yani, {p,} yarim
normalar sistemasi ajratuvchi bo'ladi.

5.3.5. 5 fazoda (5.1) formula orqali aniglangan topologiya

1 i‘n"Ual'

ST s U ) EEES

((Tn Ju
n=1
metrika orqali aniglangan topologiya bilan wustma-ust
tushishini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik,

U(pi, D2, ,pny €) = {z € s:pifz) <e,i=Tn}

yarim normalar hosil etgan nolning atrofi bolsin. U holda har bir 1 <
i < nuchun |z;| < &. Bundan (5.2) ga asosan, p(0,z) < ¢, ya'ni z nugta
p metrika bo'yicha nolning e-atrofiga tegishlidir.
Aytaylik, = nuqgta p metrxka bo‘yicha nolning e-atrofiga tegishli, ya'ni
p{0,z) < € bo‘lsin. € > er bo‘lgan n sonini olamiz. U holda

z € U(py, pa,++ +Pns €)-

Demak, bu topologiyalar ustma-ust tushadi.

5.3.6. FE chiziqli fazo va & yarim normalar sistemasi
bo‘lsin. M < FE to‘plam chegaralangan bo‘lishi uchun bu
to‘plam har bir p € & yarim norma bo‘yicha chegaralangan
bo‘lishi zarur va yetarli.

Yechimi. Zarurligi. M C E to'plam chegaralangan bo'lsin. Har bir
p € & uchun

U(p, 1) = {z € E:p(z) < 1}
ochiq to*plamni qaraylik.

M to‘plami chegaralangan ekanligidan, shunday \g > 0 soni topilib,
barcha A > Ag uchun M C AU(p, 1) munosabati bajariladi. Demak,
barcha ¢ € M uchun p(z) < Ay tengsizligi bajariladi.

Yetarliligi. Endi M to‘plam har bir p € £ yarim norma bo‘yicha
chegaralangan bo‘lsin, ya'ni har bir p € £ uchun shunday ¢, soni topi-
lib, barcha = € M uchun p(z) < ¢, tengsizligi bajariladi.



a8 V' Topologik fazelar

U nolning biror atrofi ho'lsin. U holda sunday py, pa, -+« py € &,

> 0. topilib,
Ulpr, pa.-+ o, €) CU

bajariladi. Ag = ¢~ max{c,,, -+ ,¢p,} bo‘lsin. U holda har bir x € M
uchun p;(x) < ¢, ekanligidan, p;(z) < e kelib chigadi. Demak, = €
MNoU(p1, pas-=+ Py €); yami M C AoU.

5.3.7. C(0,1) -~ (0,1) intervalda aniglangan barcha hagigiy
uzluksiz funksiyalar fazosi bolsin. C(0,1) fazoda f funksiya
atroflari sistemasi

V(f,e)={g€ C(0,1): |f(t) - g(t) <&, VE € (0,1)}

ko‘rinishdagi to‘plamlardan iborat bo‘lsin. Bu topologiyada
qo‘shish amali uzluksiz bo‘lib, songa ko ‘paytirish amali uzluk-
siz emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, g,h € C(0,1), f = g+ h bo‘lsin.

Vi(g,e) + V(h,e) C V(f,2¢)

ekanligini ko‘rsatamiz.
9 €V(g,e), h1 € V(he), fi =g + h bo'lsin. U holda ¥t € (0,1)
uchun [g{t) — g1(2)| < € va |h(2) — hi1(t)| < € tensizliklar o‘rinli. Bundan

LF(®) = A = l9(8) — g1(8) + h(t) = b (8)] <

< 19(t) — (0] + 1h(2) — Pa(t)] < 26,

ya'ni fi € V(f,2). Demak, C(0,1) fazoda qo'shish amali uzluksiz
bo‘ladi.

Faraz qilaylik songa ko‘paytirish amali ham uzluksiz bo‘lsin. f(t) =
't' funksiyasini olaylik. U holda shunday § > 0 soni topilib, |A] < &
tensizligini ganoatlantiruvehi barcha A € R sonlari uchun

V(f,6) C V(0,1)

munosabati bajariladi. Bundan ) = % uchun

[
<1,

ya'ni Vit € (0,1) uchun
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tensizligi bajariladi. Bundan § < 0. Bu esa 6 > 0 ckanligiga zid. Hosil
bo'lgan ziddiyatdan C(0,1) fazoda souga ko‘paytirish amali nzluksiz
emasligi kelib chigadi.

5.3.8. L0, 2, 1) — ({.X, p) o‘lchovli fazoda aniglangan bar-
cha hagiqiy o‘lcovli funksiyalar fazosida

Ule.8) = {f € LYQ, S, 1) : 3A € B, u(Q\ 4A) < 6. |fxal <=}

to‘plamlarni garaylik, bunda € > 0, § > 0. Quyidagilarni isbot-
lang:

1) \U(g,8) = U(|Alg, ), bunda X #0;

2) U(s,8) + Ule, 8) C U(2¢,26);

3) N{U(e,8) :=> 0,6 >0} = {0}.

Yechimi. 1) Faraz gilaylik f € AU(g,8), A # 0. U holda shunday
g € U(e, §) topilib, f = Ag. Endi g € U(g, 6) bo‘lganligidan,

JAeZ, = u(@\ A4) <9 |gxa] <e.

Bundan
[fxal = [Agxal < [Ale.

Demak, f € U(|\g, §).
Endi f € U(|\|g, §) bo'lsin. U holda

JA €T, u(Q\A) <6, |fxal < IAe.

Bundan ‘{\‘ < g. Demalk, %x,; € Ulg,d), yani f € AU(g, 9).
2) f,g € U(e,d) bo'lsin. U holda shunday A, B € ¥ mavjud bo'lib,

wOQNA) <6, |fxal <e

va
u(2\ B) <6, lgxsl < €.
C = AN B bo‘lsin. U holda

MO\ C) = p(2\ (AN B)) = p((\ AU\ B)) <
<\ A) +p(Q\ B) < 6 +6 =25,

ya'ni
w(2\C) < 24.

[f +9lne < | fxel +laxel < 1 fval + lgxpl <€+ =2s
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va'ni
If +glne < 2e.
Demak, f + g € U(2¢,26), yami U(g, ) + U(e,8) C U(2¢, )
3) Aytaylik, barcha € > 0, d > 0 uchun f € Uf(e, ) bo'lsin. Faraz

gilaylik, f # 0. U holda shunday A > 0 soni topilib,
E={teQ:|f(t)] =}

to‘plami musbat o‘lchovga ega bo‘ladi, hamda xg|f| > AxEe.
Endi § < p(E) shartni qanoatlantiruvechi § > 0 sonini olaylik. Faraz

qilaylik, f € U ( %a) . U holda

A
A€, = uQ\A) <6, |fxal < 5-

Quyidagi
xelfl = AxE,
A
[fxal < 3
tengsizliklardan EN A = @ kelib chiqadi. Demak, E C Q\ A va u(E) <
p(Q\ A) < 8, ya'ni p(E) < 8. Bu esa § < pu(E) tengsizligiga zid. Hosil
bo‘lgan ziddiyatdan f = 0 ekanligi kelib chigadi. Demak, ({U(s,0) :
€ >0,6 >0} ={0}.
5.3.9. Agar A, € £ va xa, £, 0 bo‘lsa, u holda 1(A;) — 0
ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, 4, € ¥ va x4 —t 0 bo'lsin. Ixtiyoriy & > 0,
0 < €< 1 sonlarini olaylik. x4, —— 0 bo‘lganligidan, shunday rq
nomeri topilib, barcha 7 > ng nomerlari uchun x4, € U(e, 6) bajariladi.
Bundan ¥Yn > ng uchun shunday B, € ¥ topilib,

wQ\ B,) <4, |xa,xp,] <e< 1.
Bundan x4,xp, =0, ya'ni 4,N B, = 0. Demak, A, C Q\ B, va
#(An) < p(Q\ By) < 6,

ya'ni p(A4,) — 0.

5.3.10. Agar u(Q) < +oo bo‘lsa, LY(Q, %, ) fazoda o‘lchov
bo ‘yicha yaginlashish topologiyasi

o) — [f(t) — g(t)]
o(f.9) .”[ T2 7B —alfl ROEYD] dp(t)
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metrika hosil etgan topologiya bilan ustma-ust tushishini
ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, € > 0 va f € U(z,¢) bo'lsin. U holda shuncday
A € ¥ to'plam topilib,

w(\ A) <e, {fxal<e.

Bundan O
s)
Ol . [ O]
- [ T O+ | i@ <
o\4 A
< [ 1dute) + [ cautt) = u(@\ )+ euld) < e+ (),
O\A A
ya'ni

P(f,0) < e(1 + p(Q)).
Demak, U(e,e) C B(0,r), bu yerda r = (1 + pu(2)).
Endi ixtiyoriy £, 6 > 0 sonlar uchun shunday 7 > 0 topilib,

B(0,r) c Ule,d)

ekanligini ko‘rsatamiz.
r = 1952 bolsin.

A={teQ:|ft) <e}

to‘plamni olamiz. U holda f € B(0,r) uchun

o [l 40
TPl 0)= /1+|f(£}l i bf\/ T2
nA

> [ odutt) = e\ A

A
Bundan

14¢ b l+e¢
pONA) <r e 1+e

ya'ni u(Q2\ A) < §. Hamda |fxa| < e. Demak, f € U(e,6). Bundan
B(0,r) C U(e, §) munosabatga ega bo‘lamiz.

m
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5.3.11. E chizigli topologik fazo. A C E chegaralangan
bo‘lishi uchun iztiyoriy {r,} C 4 va A\, — 0, {\,} C R uchun
Apxn — 0 bajarilishi zarur va yetarli.

Yechimi. Zaruligi. {2,} € 4, {\,} € R, A, — 0 ho'lsin. V
nolning muvozonatlashtirilgan atrofi bo‘lsa, u holda shunday A > 0
topilib, A4 ¢ AV. Jumladan, 2, € AV, n € N. Endi |A,| £ l\ ho‘lgan n.
lar uchun Az, € \,AV C V, ya'ni A2, — 0.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, A chegaralanmagan to‘plam. U holda
nolning shunday V atrofi topilib, barcha A uchun A\AV # 0. A = 1,2, ...
qiymatlarida

z, € A\nV,n=12,.
nuqtalarini olamiz. {z,} C A, £ — 0 dan 1z, — 0. Lekin bu barcha n
lar uchun 1z, ¢ V ekanligiga ziddir.

5.3.12. Agar A va B to‘plamlar chegaralangan bo‘lsa, u
holda

A+B={z:z=y+z,y€ A z€ B}
to‘plam ham chegaralanganligini ko‘rsating.

Yechimi. {z,} € A+ B, {}\,} C R, A\, — 0 bo‘lsin. U holda har
bir n € N uchun y, € 4, 2, € B topilib, 2, = y, + z,. 4 va B chegara-
langanligidan, 5.3.11-misolga ko‘'ra Ay, — 0 va \,z, — 0. Bundan
AnZn = Ay¥Un+A,2, — 0. Yana 5.3.11-misoldan A+ B chegaralangandir.

5.3.13. E chizigli topologik fazo, A C E gqavariq, mu-
vozanatlashgan, yutuvchi to‘plam bo‘lsin. E fazoda

palz) =inf{t >0:t 'z € A}

Sfunksionalni garaylik. Bu funksionalga Minkovskiy funksio-
nali deyiladi va u quyidagi zossalarga ega:

a) pa(az) = falpa(z);

b) pa(z +y) < pa(z) + paly).

Yechimi. a) Avval a > 0 holni qaraymiz.

palaz) =inf{t > 0:t7'az € A} = inf{at > 0:t 'z € A) =

=ainf{t > 0:t 'z € A} = [alpa(z).

Endi py(—2) = pa(z) tengligini ko'rsatamiz. A muvozanatlashgan
to'plam ekanligidan, A = —A. Bundan

pal—z) =inf{t > 0: ¢t Y-2) €A} =inf{t >0: ¢z e —A} =

=inf{t >0:¢t 'z € A} = pa(z).
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Endi o < 0 holni qaraymiz.
palox) = pa((—a)(—x)) = —apy(—x) = —apa(r) = |o|ps(r).

b) Aytaylik, pa(2) < s, pay) < t va u = s+t bo'lsin. U holda
sTle e At~ € A va A ning qavarigligidan,

5 ¢
w o +y) = ~(s7a+4) + —(t'y) € A.
u u

Bundan pa(z + y) < w, yami pa(z + y) < pa(z) + paly).
5.3.14. R" fazoda
V={zeR: |zl < ai=Ta},

bunda a; > 0, i = 1,n, to‘plamning Minkovskiy funksionalini
toping.
Yechimi. z = (z;) € R” bo‘lsin. U holda

tlzeV ety <a,1<i<n e

Iry .
4i,tzu,1gzgn,<:>1tzmaxj]—i|: 1<i<n;.
a, | @ ~al |
Demal,
T
tlzeV @tzmax!'—": 1§z<r1}.
L =
Bundan
pv(z) =sup{t > 0: ¢ 'z € V} = max E_r'_l
1<i<n @
Demak,
it
pv(r) = max |_‘l
I<ign 1,

5.3.15. X Hausdorf chizigli topologik fozosi bo'lsin. X
normalangan bo ‘lishi uchun bu fazoda nolning chegaralangan
qavarig V atrofining mavjudligi zarur va yetarlidir.

Yechimi. Zarurligi. X normalangan fazo bo'lsa, u holda uning
birlik shari V' = {z € X : |[z]| < 1} noluing chegaralangan qavarig
atrofi bo‘ladi.

Yetarliligi. Aytaylik, V' nolning chegaralangan qavariq atrofi bo'lsin.
V ning o‘rniga [V] N (—=[V]) ni olib, biz V ni absolyut qavariq deb
olishimiz mumkin. Har bir € X uclun

[l2]] = py(z)
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deviik. bunda py = 1 uing Minkovskiy funksionali.

r € X uchun ||2]] = 0 ckanligidan, @ = 0 kelib chigishini ko' rsatamiz.
X Hausdort fazosi ekanligidan. nolning slmnday U atrofi topilib. x #
U orinli bo'ladi. V hcgnmluugan ekauligidan, shunday A > 0 soni
mavjudki, ¥ € AU. U holda Ax ¢ V. Bundan

llzl] = pvia) = ipv(/\ar) > -,
/\ ,\
vani [|2}] # 0. Demal, || - || funksiya X fazoda norma bo'ladi.
Endi bu norma hosil etgan topologiya X ning asl topologiyasi bi-
lan ustma-ust tushishini ko‘rsatamiz. Aytaylik, U nolning biror atrofi
bo‘lsin. ¥ ning chegaralanganligidan, A > 0 topilib, AV C U. Bundan

{(A\V:1>0}

sistema nolning atroflari sistemasi ekanligini ko‘rsatadi. Bu esa ikkala
topologiyaning ayniyligini anglatadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Agar A va B qavariq to‘plamlar bo'lsa, u holda ixtiyoriy a, 8
sonlari uchun oA + BB qavariq to‘plam ekanligini ko‘rsating.

2. AA + pA = (A + p)A tengligi har doim o‘rinlimi?

3. Agar A, 4 > 0 va A qavariq to‘plam bo'lsa, u holda AA + pA =
(A + p)A ekanligini isbotlang.

4. Agar A va B muvozanatlashgan to‘plamlar bo‘lsa, u holda A + B
muvozanatlashgan to‘plam ekanligini ko‘rsating.

5. Agar A va B yopiq to‘plamlar bo‘lsa, u holda 4 + B ham yopiq
to‘plam bo‘ladimi?

6. Agar A yopiq to‘plam va B kompakt to‘plam bo‘lsa, u holda
A + B ham yopiq to‘plam ckanligini isbotlang.

7. R? da markazi koordinatalar boshida bo‘lgan doira uchun
Minkovskiy funksionalini toping.

8. R* da markazi koordinatalar boshida va tomonlari koordinata-
lar o‘qlariga parallel ho‘lgan kvadrat uchun Minkovskiy funksionalini
toping.

9. R? da markazi koordinatalar boshida va diagonallari koordinata-
lar o‘qlarida yotgan kvadrat uchun Minkovskiy funksionalini toping.

10. Chizigli topologik fazoda chekli sondagi chegaralangan
to‘plamlarning birlashamsi ham chegaralangan ekanligini ko‘rsating,

11. Chizigli topologik fazoda qavariq to‘plamning ichi ham qavariq
ckanligini ko‘rsating.
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12. Diskret topologiyvali chizigli fazo chizigli topologik fazo tashkil
etmasliging ko'rsating.

13. Agar A va B kompakt to plawlar ho'lsa. i holda A+ B kompale
to‘plam ekanligini ko‘rsating.

14. Chiziqli topologik fazoda quyidagi to’ plamlarning chegaralangan
ekanligini ko‘rsating:

a) bir nuqtali to‘plam;

b) chekli to'plamy;

¢} vaginlashuvchi ketma-ketlik;

d) kompakt to‘plam.
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Chiziqli operatorlar

6.1. Chiziqli operatorlar

Agar X va Y chiziqli fazolar bo'lsa, v holda A : X — Y akslan-
tirishga operator deyiladi. Agar bu operatorning aniglanish sohasiga
tegishli ixtiyoriy z,y elementlar va ixtiyoriy c, @ sonlari uchun

Alaz + 8y) = a Alz) + 5 Aly)

tengligi o‘rinli bo'lsa, u holda A chizigli operator deb ataladi. A opera-
torning aniglanish va giymatlar sohalarini mos ravishda D(A) va R(A)
ko‘rinishlarda belgilaymiz.

X va Y normalangan fazolar, A : X — Y chiziqli operator bo'lsin.
Agar ixtiyoriy £ > 0 soni uchun shunday & > 0 soni topilib, ||z1—z2|l < &
tengsizligini ganoatlantiruvchi barcha 21,25 € D(A) elementlar uchun
|Azy — Azy|| < € tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda A operatori uzluksiz
deyiladi.

Agar A : X — Y chizigli operatori X fazosining har bir chegara-
langan to‘plamini Y fazosining chegaralangan to‘plamiga akslantirsa, u
holda A chegaralangan operator deb ataladi.

X va'Y normalangan fazolar va A : X — Y chiziqli operator bo‘lsin.
Agar shunday C > 0 soni topilib, barcha r € D(A) elementlar uchun
|[Az)] < Cl|z|) tengsizligi bajarilsa, u holda A operatori chegaralan-
gan bo'ladi. Bu tengsizlikni qanoatlantiruvchi sonlar toplamining quyi
chegarasi A operatorning normasi deb ataladi, ya'ni

[JA|| = inf{C > 0: Vx € D(A), ||Az|] < C||=||}.
Masalalar

6.1.1. X va Y chizigli fazolar va A : X — Y chiziqli ope-
rator bo‘lsin. Agar A operatorning aniqlanish sohasiga te-
gishli z1,1,,...,2, elementlar chizigli bogliq bo‘lsa, u holda
Azy, Azy, ..., Az, elementlar ham chizigli bog‘liq ekanligini is-
botlang.
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Yechimi. wj.79.....71, elementlay chizigli bog'liq holganligidan,
kamida bittasi noldan farqli ay, ag, ... . o, sonlari topilib,

a7 + qarg + ...+, = 1)

tengligi o'rinli boladi.  Chiziqli operatorning uoldagi iymati nol
bo‘lganligidan, A(eqzy + ... + a,z,) = 0 tengligini yoza olamiz.
Demak, ayAz; + ... + agAze = 0 tengligi, aj,...,a, sonlarning
hech bo‘lmaganda Dbittasi noldan farqli bo‘lganda o'rinli. Bundan
Azy, Azy, ..., Az, elementlarning chiziqli bog'liq ekanligi kelil chigadi.

6.1.2. X vaY chiziqli fazolar bo‘lib, A: X — Y chizigli ope-
ratorning aniqlanish sohasiga tegishli z,,zs,. ..,z elementlar
chiziqli erkli bo‘lsa, u holda Az, Az,,..., Az, elementlar ham
chiziqli erkli bo‘ladimi?

Yechimi. Umuman aytganda, i, z,. . ., 2, elementlar chizigli erkli
bo'lsada, Az, Az, - .., Az, elementlar chizigli bog‘liq bo‘lishi mumkin.
Masalan, A operatorning yadrosi ker A noldan ‘fargli bo'lib, uning
noldan fargli z elementi uchun z = ez; + aozs + ... + sz, teng-
ligi o'rinli bo‘lsin. z # 0 bo‘lganligidan, &y, ..., a, sonlarning kamida
bittasi noldan farqgli. Shu bilan birga,

a Az + agAzy + ..+ 0 AT, = A(0nT) + 0Ty + ..+ anz,) = Az = 0.

Bundan Az, Az, ..., Az, elementlarning chizigli bog‘liq ekanligi kelib
chiqadi.

6.1.3. X va Y chizigli fazolar va A: X — Y chizigli ope-
ratorining aniglanish sohasi D(A) bo‘lsin. Har bir G C D(A)
qavariq to‘plam uchun A(G) to‘plam gavariq bo‘lishini isbot-
lang. :

Yechimi. A(G) to‘plamiga tegishli ixtiyoriy y; va y; nuqtalarini
olamiz. U holda G to‘plamida shunday z; va nuqtalari mavjud
bo'lib, y; = Azy va y; = Az, tengliklari o‘rinli bo‘ladi. Bundan [0, 1]
segmentiga tegishli xohlagan o soni uchun

ayr + (1 — a)ys = aAz + (1 — @) Azy = Alaz) + (1 — a)za).
G to‘plami qavariq bo‘lganligidan, az; + (1 — a)zs € G. Shu sababli
ay + (1 — a)ys € A(G),

ya'ni A(G) to‘plami qavariq.

6.1.4. X va Y chiziqli fazolar va A : X — Y chiziqli ope-
rator bo‘lsin. Agar B C R(A) to‘plami qavariq bo‘lsa, G =
{z € D(A) : Az € B} to‘plami qavariq bo‘ladimi?
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Yechimi. ¢ to'plamidan xohlagan 2y va e nugtaliing olamiz. B
toplami qavariq bolganligidan. barcha o € {0. 1] sonlari uchun

Alar; + (1 —aja) = asdiy + (1 —a)Ar; € B,

yani ar) + (1 — a)es € G. Bundan G to'plamining qavariq ckanligi
kelib chiqadi.

6.1.5. X chiziqli fazosida ikki || - ||y we | - |2 ekviva-
lent normalar berilgan bo‘lib, A : X — X chizigli operator
bo‘lsin. Agar 4 operator berilgan normalarning biri bo‘yicha
chegaralangan bo‘lsa, u holda u ikkinchi norma bo‘yicha ham
chegaralangan ekanligint isbotlang.

Yechimi. Berilgan operator || - {|; norma bo‘yicha chegaralangan
bo'lsin. || - [[; va ]| - |la normalar elvivalent bo‘lganligi sababli shunday
a >0, 3 > 0 sonlar topilib, xohlagan z € X uchun

allzlh < [l < Bll=l:

mnunosabati o'rinli. Shu bilan birga, A operator || - ||; norma bo‘yicha
chegaralangan bo‘lgani uchun shunday o‘zgarmas C soni topilib,

1Az, < Cllzllx

tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Natijada,
pc
lAzllz < BllAzlly < CYz ]y < ——=l|z]l2-
Demak, A operator || - |} norma bo‘yicha ham chegaralangan.
6.1.6. X va Y normalangan fazolar, A: X — Y chegaralan-
gan chizighi operator bo‘lib, D(A) = X bo‘lsin. U holda

Ax
Al = sup Azl

TEX, i ||-'||

tengligint isbotlang.
Yechimi. a = sup ||Az| ko‘rinishda belgilash kiritamiz. A opera-
o<1
tor chizigli bo'lganligidan,

Ax||
a = sup ||Az] = sup IA=|
el

i |

tengligi o‘rinli bo'ladi. Shu sababli xohlagan z uchun
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yani
. el < Jal).
A operatorning nonnasi ||l < Cllrf tengsizligini qanoatlantivivehi
(' sonlarning eng kichigi ho'lishicdan ||A]] < o tengsizliging voza olamiz.
Shn bilan birga, aniq yuqori chegara tarifi ho'vichia xohlagan = > 0
soni uclnm shunday - £ 0 elementi topilib,

f—e<g

yoki
(a = &)llzcl] < || Ax,

munosabatlari o‘vinli. Oxirgi qo‘sh tengsizlikdan a — 2 < C' tengsiz-
ligini yoza olamiz va € > 0 sonining ixtiyoriyligidan, a < {|4] teng-
sizligiga ega bo‘lamiz. Natijada, JA[l = a tengligining o‘rinli ekanligi
kelib chigadi.

6.1.7. Quyida berilgan operatorlarning chiziqli, chegara-
langan ekanligini ko‘rsating va no'r‘malarini toping:

a) A:C[0,1] — C[0,1], bunda Axz(t) = f s)ds;

b) A:C|-1,1] — C[0,1], bunda Az(t) ='

c) 4:C[0,1] — C[0,1], bunda Az(t) =

d) A:C[0,1] — C[0,1], bunda Ax(t) = z(t

e) A:C'a,b] — Cla,b], bunda Az(t) = ( )3

f) A C'a.b] = Cla,b], bunda Az(t) =

Yechimi. a)

(s
z(t);
#5(0)
)

I
Alar + 8y) = /({1.{.‘(.5‘} + By(s)) ds =
I|J
l.

=a / 2(s)ds + ,13/ y(s)ds = ade + 34y.

0 0
Demak. A chizigli operator. Endi bu operatorning chegaralangan ekan-
ligini ko'rsatamiz.

4

[ F
|Az| = H /.rf.«:‘]rf.-- = 1ax /.J'[.\'ln"\\ < max / le(s)] ds =<
. tel] |, re it }
0

il 1]
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< mnx/ max |o(s)| ds = max / [l els = || || luax [ ds = |«

Toreind] J ~elnd)
] [ f)
Demak, [|42] < o] Bu tengsizlikdan A operatorning chiegaralangan

ekanligi ko'rinadi.
Shu bilan birga, ||A|| = sup JAz(2)]| < 1vaz(s) = 1 uchun Az(1) =
telos

1 bo'lganligidan, [|A] =1 tcn«JhgmmU o'rinli ekanligi kelib chiqadi

b)
Alar + By) = az(t) + By(t) = ahz + FAy.

Bundan A operatorning chiziqli ekanligi kelib chigadi.
Chegaralangan ekanligini quyidagicha ko‘rsatamiz:

lAzlleoy = llz()llcpy = max |2(8)| < max |2(2)] = [lz()lle-11
tel.1] tel=11]

Shu bilan birga, {0, 1] segmentda z(t) = 1 funksiya uchun [[Az(t)]|
bo‘lganligidan,
lAl} = ”51“191 Az()f} =1

tengligiga ega bo‘lamiz.
c) Berilgan operatorning chizigli ekanligini ko‘rsatamiz:

Afaz(t) + By(t)) = t*(az(0) + By(0)) =
= at?z(0) + Bt2y(0) = aAz(t) + BAy(t).
Endi chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:
[Az(t)ll = 1£2(0) ]| = |=(0)[j¢*]| =

= |z(0 = < =
[20) max £ = 2(0)] < max (0] = =0l
z(0) = 1 bo‘lgan funksiya uchun |4z (0)|| = 1 bo‘lganligidan, ||A4]| =1

tengligiga ega bo‘lamiz.
d) Alaz(t) + By(t)) = az(t?) + By(t?) = adx(t) + fAy(t). Demak,

A operator chizigli. [0,1] segmentda

max |z(t)| = max |z(?))|

tengligi o‘rinli bo‘lganligidan,

I4z(2)]] = ()] = mex [=(#%)] = mex fa(1)| = =)
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Dewmak, [|Az|| = [[x]l. Bu tenglikdan A operatorning chegaralangan va
normasining birga teng ekauligi kelib chiqarli.
e) Berilgan operatorning chizigli ekanligini ko‘rsatawmiz:

Alaz(t) + By(t)) = ax(t) + Sy(t) = cdur(t) + dAy(t) .
Endi chegaralangan ekanligini ko‘rsatamniz:

Az () lletes = B2 Ollcey = max |2(t)] <

< };ﬁgﬁ{lx( W) : k= 0,1} = |z lcren.

Demak, berilgan operator chegaralangan, Shu bilan birga, [a,b] seg-
mentda z(t) = 1 funksiya uchun [|Az| = 1 bo‘lganligidan, ||A|l =
tengligiga ega bo‘lamiz.
f) .
Alez(t) + By(t) = g(az(t) + By()) =
dx dy
= a— 13‘— aAz(t) + BAy(t).
= = ) < ; < e
Az(t) ey = 12" ()l o |z'(t)} < o llz ()l oas-
Demak, berilgan operator chiziqli va chegaralangan. Shu bilan birga,
z(t) = —15@‘ funksiya uchun

[ Az(®)llces = 120l = 1

bo‘lganligidan, || A}l = 1 tengligiga ega bo‘lamiz.
6.1.8. Shunday X normalangan fazoga va shunday A,B
chegaralangan chiziqli operatorlarga misol keltiringksi,

AB # BA

munosabat o‘rinli bo‘lsin.
Yechimi. X = R? bo'lib,

o2 _ e 1

"1‘(1 0)‘ B‘(o 1)
bo'lsa, AD = ( g 'f va BA = ( f é ) bo'ladi, ya'ni AB #
BA. X chekli o‘lchamli bo‘lganligidan, A va B operatorlar uzluksiz, shu

sababli chegaralangan.
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f ] ki
r /
< max [ max [v(s)|ds = max / ||| s = [lz]| max / ds = |.eff-
1€ J sl reof fGI'H].“
0 0

Demak, |Az|| < |«|. Bu tengsizlikdan A operatorning chegaralangan
ekanligi ko‘rinadi.
Shu bilan birga, {|A|| = sup |Az(#)]] < 1 vaz(s) = 1 uchun Az(1) =

1 bo‘lganligidan, JJAll = 1 tenghglmnﬂ o'rinli ekanligi kelib chiqadi.

Alaz + By) = ox(t) + By(t) = aAz + BAy.

Bundan A operatorning chizigli ekanligi kelib chiqadi.
Chegaralangan ekanligini quyidagicha ko'rsatamiz:

i () = (2 ey 11
Azl = lz@)llcpy = e [=(2)] < A lz(&)] = z(&)llcj-1.

Shu bilan birga, [0, 1] segmentda z(¢) = 1 funksiya uchun {|Az(t)]| =1
bo‘lganligidan,
lAll = sup |Az(2)] =

lzll=1
tengligiga ega bo'lamiz. )
¢) Berilgan operatorning chizigli ekanligini ko‘rsatamiz:

Afaz(t) + By(t)) = t*(az(0) + By(0)) =
= at’2(0) + Bt*y(0) = aAxz(t) + BAY(t).
Endi chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:
lAz(®)]| = E22(0)) = [z(O)||*| =
= |(0)| max % = |z(0)] < max [z(t)] = [l=(2)]]-

z(0) =1 bo‘lgan funk51ya uchun [[Az(0 )|| = 1 bo‘lganligidan, ||A]| =1
tengligiga ega bo‘lamiz.

d) Aaz(t) + By(t)) = az(t?) + By(t?) = aAz(t) + BAy(t). Demak,
A operator chizigli. [0,1] segmentda

max |2(t)] = max |z (%)
tengligi o‘rinli bo‘lganligidan,

Az (e)ll = l=() = macc =) = max fa(1)] = l=(t)I
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Demak. [|Az|| = (2. Bu tenglikdan 4 operatorning cliegaralangan va
normasining birga teng ekanligi keliby chigadi.
e) Berilgan operatorning chiziqli ckanlizing ko rsataniz:
Alaz(t) + By(t)) = az(t) + Sy(t) = aAr(t) + IAy(t) .

Endi chegaralangan ekanligini ko‘rsataniz:
g g

Il‘qx(t)llf[u.h] = ||’l’(f)”C[a b = }Piuf IT(tM <

< max{ls0) k= 0,1} = la(®) v
1€ [a.b)
Demak, berilgan operator chegaralangan, Shu bilan birga, {a,b] seg-
mentda z(t) = 1 funksiya uchun [|Az| = 1 bo‘lganligidan, |j4]] = 1
tengligiga ega bo‘lamiz.

f)
d
A(az(t) + By(t)) = —(az(t) + By(t)) =
dz dy
=t =
o T Pg = 2ATlt) + BAYE).
Azl cfas) = 12" Ellclen = T lz'(t)] < . lz(t)llcr(a.61-

Demak, berilgan operator chiziqli va chegaralangan. Shu bilan birga,
z(t) = T’It;lfr funksiya uchun
=

lAz(Olery = 12" (O llcey = 1

bo‘lganligidan, ||A|| = 1 tengligiga ega bo‘lamiz.
6.1.8. Shunday X normalangan fazoga va shunday A.B
chegaralangan chiziqli operatorlarga misol keltiringki,

AB # BA

munosabat o‘rinli bo‘lsin.
Yechimi. X = R? bo'lib,

botlsa, AB = { 2 3YvaBa=(23 4 voladi, yami AB #
\aham ] 0

BA. X chekli olchamli bo‘lganligidan, A va B operatorlar uzluksiz, shu
sababli chegaralangan.

=k
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6.1.9. Noldan fargli A.B chegaralangan chiziqli operator-
lari uchun R{A)YNR(B) =0 munosabati o‘rinli bo‘lsa, A va B
operatorlarining chiziqli erkli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Faraz gilavlik. A va B operatorlar chizigli boglig bo'lsin.
U holda shunday a # 0 soni mavjud bo'lih. 4 = aB tengligi oriuli
bo'ladi. B # 0 bo'lganligidan, Ba # 0 bo'ladigan » € .\ muqta topiladi.

y = Bx bo'lsin. U holda
Ala ) =aldr = a taBr = y.

Natijada. y € R(A) N R(B). Bu masala shartiga zid. Demak, A va B
operatoriar chizigli erkli.

6.1.10. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga
akslantiruvchi A chizigli operatorning uzluksiz bo‘lishi uchun
uning chegaralanganligi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. A uzluksiz chizigli operator bo'lsin.

Ch = sup ||A(z)]] < oo
<1
ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Agar Cy = oc bo'lsa, u holda shunday
{z.} € X. |z4] = 1 ketma-ketligi topilib,

Ap = ”A(lu)“ — o0

bo'ladi. y, = A} 'z, ketma-ketligini qaraylik. y, — 0 ekanligi ravshan.
U holda 4 uzluksiz bo'lganligidan. .A(y,) — 0 kelib chigadi. Birog

Al _ 1

A Gea)ll

Bu ziddiyatdan 4 operatorning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi.
Yetarliligi. A operator chegaralangan bo'lsin. U holda shunday C

sonl mavjud bo'lib. xohlagan r € X uchun

AN = AN )l =

A < Clla]l
tengsizligi hajariladi. Bundan xohlagan ¢ > 0 soni uchun 6 = = deb
olsak, 1t holda [jz]| < 6 bo'lganda }{A(2)]| < = tengsizligi o'rinli ho'ladi.
Bundan 4 operatorning 0 nuqtada, Demak. X' da uzluksiz ckanligi kelib
chiqadi.
6.1.11. X normalangan fazo, A chegaralangan chizigli ope-
rator va Nj = ker A*, k=0,1..... bo‘lsa, v holda

e NEoo ENE
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munosabating isbotlang.
Yechimi. Agar .y € ker A bo'lsa. n Liolda ey = 0. Shin sababli

Ay = Aday = A0 = 0.
va'ni ) € Ny, Agar vy € N, bo'lsa. u holda A%, = 0. Sl sababli
Ay = Ad%, =0,
Shunday clavom ettirsak.
NoCcNic...cN,cC...

munosabatga ega bo'lamiz.
6.1.12. C[a,b] fazosida

b

flz) = / w(t)x(t)de

a

Sfunksionali berilgan, bunda ¢(t) uzluksiz funksiya. Bu funk-
sionalning normast

1]
e / o(8)|t

soniga tengligini ko‘rsating.
Yechimi. z € Cla,b] uchun

]

(]
[f(2)] = /;HJ-J‘U}!H < /|;{x]||.;-{r}|dr§

i,

b [
< [ o0l s 0t = i) [ hotoy,
ya'ni

h
LA < ;/ [ @(t)] elt.

o

Eudi ixtiyorty ¢ > 0 sonini olib, [a, 8] segmentui

W=ty < by < .o <ll=2D
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uugtalar orqali slnmday » bo'laklarga ho'lamizki, natijada har bir
Hiofiot] segmentda p funksiyaning tebranishi € > 0 sonidan kichik
bo'lsin. Barcha bo'laklarni ikki guruliga ajratamiz. Birinchi guruhga ¢
funksiyaning qivmatlari ishoralari har bir bo‘lakda o‘zgarmaydigan bar-
cha a{,0),...,0 segmentlarni (i funksiya giymatlari ishorasi bu seg-
mentlarning biridan ikkinchisiga o‘tganda o‘zgarishi mumbkin), ikkinchi
gwrubga qolgan barcha oy, 0y, ...,0y segmentlarni kiritamiz. Nati-
jada ¢ uzluksiz va unmg qiymatlari f (k = 1,p) segmentda har xil
ishorali bo‘lganligidan, o} segmentda ¢ funksiyaning qiymati nolga teng
bo‘ladigan nuqta topiladi. Shunga ko‘ra

le() <e (teay, k=T1,p)

tengsizligiga ega bo'lamiz.
Endi C(a, b} fazosidan %(t) funksiyani quyidagicha aniqlaymiz:

Z(t) =signo(t) (teo),j= 1,7).

[a, 8] segmentning boshqa nuqtalarida Z(¢) funksiyani chiziqli deb
olamiz. Bunda, agar a (yoki b) ikkinchi guruhga tegishli segmentning
uchi bo'lsa, u holda Z(a) = 0 (mos ravishda Z(b) = 0) tengligi o‘rinli
deb hisoblaymiz. f(z) miqdormi quyidagicha yozamiz:

b
r 4
f(@) =/<ﬂ(t):7:(t)dt=Z/:p{z]i{r,)dt Z/g:(t_‘;:r’r(rjrft.
a i=1 a k=1 ot

Natijada o}, ¢ =T,7 segmentlarda o(t)z(t) = |(t)| bo‘lganligidan, va
P
Z/"" z(tdt<y‘/<p dt<Z/ o(t)|dt

k= 1“,f k=1 0

tengsizligidan (bunda [a, ] segmentda |Z(t)] < 1 ekanligidan, foyda-

landik)
f(z) > Z /Iso (t)|dt — Y /hcf(r.}]d: =
.-1;1,

)l"

b b
= [letlaz - 23" [ Ipjee > / lp()ldt — 26(6 — o).

klu
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Endi |7 < 1 bo'lganligidau.

1
A2 @) > [ It = 220~

b
U holda ¢ — 0 bo'lganda [[f|| > [ {(t)]dt tenssizligiza ega bo'lamiz.
"

Natijada
b
Il = / ()]t

tengligining o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
6.1.13. Cla,l] fazosida

]

Az(s) = /k(s,t)z(t)dt

a

operatori berilgan, bunda k(s.t) uzluksiz funksiya. Bu ope-
ratorning uzluksiz chizigli ekanligini ko‘rsating va normasini
toping.

Yechimi. Dastlab chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz.

b
Alaz(s) + By(s)) = /k(s,t)(a':r(t) + By(t))dt =

u

b b
=a / k(s t)z(t)dt + ﬁ/k(s, y(t)dt = aAz(s) + BAy(s).

u

Endi uzluksizligini ko‘rsatamiz:

b b
el = max | [ (s, )e(0at] < [ st <

n<s<h

b b
S / (s, €)1 mmax [2(6)|dt < fla| max / Ik(s. t)]de = Mz

b
bunda M = max [ Ve(s, B)|dt. Demak, berilgan operator chegaralangan,
OS8Eh .,

Demak, uzluksiz. Shu bilan birga, l4] € M tengsizligiga ega bolamiz.
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[ i - 3 ‘vieha uzluksiz
[ k(s )]t integral [a.b] segimentda s avgument bo'yicha uzluk
i

i i igi a mavjud bholib.
funksiya bo‘lganligidan, shunday s, € [, 0] nugta mavjud bo

b
M= /[k(.sn,t)klt

tengligi ovinli bo'ladi. Cla, b] fazosida aniqlangan
b
f(z) =/k(s(,,t) 2(t)dt

funksionalni qaraylik. 6.1.12-misoldan

b
(11l =/Ik(so,t)[dt

tengligi o‘rinlidir.
P -1 F ‘vt
Uzluksiz chiziqli funksional normasining tarifi bo‘yicha

Ifll = ”Shlfl |f(2)]

<
bo'lganligidan, xohlagan € > 0 soni uchun shunday z. € Cla, 8], llzell <
1 funksiya topilib,

/]
f@) = Ifll -e= [Jk(su_r.)hir. SOREE TN
Natijada

b
Al > | Az.|| > / k(so,t)z(t)dt = f(ze) > M — €.
Endi ¢ > ¢ Ixtiyoriy son bo‘lganligidan, ||Al| > M tengsizligiga ega
bo‘lamiz. '
Yuqorida |All < A tengsizligining o‘rinli ekanligini ko‘rgan edik.
Demak, ||A|| = A, ya'ni
b
Al = max [ 1x(s, jde.

]
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6.1.14. N we Y normalangan fuzolar bolib, A : XN — Y wa
B X — Y operatorlari chegaralangan bo‘lsa, u holda 3+ 13
operatort ham chegaralangan ekanligini va || A+ DB < || A+ 2|
tengsizligt o‘rinli ekanligini ko‘rsaling.

Yechimi. Xollagan z element uchun

I(A -+ B)all = [ Az + Ball < ] + || B <
Azl + 1Bl = (AN + 131 [l -
Bu tengsizliklardan A + B operatorning chegaralangan ckanligi va
lA+ Bl < ||A|l + || Bjl tengsizligi kelib chiqadi.

6.1.15. X, Y wa Z normaealangan fazolar bo'lib, A : X — Y
va B :Y — Z operatorlari chegaralangan bo‘lsa, u holda AB
operatori ham chegaralangan ekanligini va ||AB|| < [|A[l||B]
tengsizligi o‘rinli ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Xohlagan z € X elementi uchun

<

I{AB)(@)|| = || B(Az)|| < 1Bl |Az]l < |BII Al |l -
Bu tengsizlikdan AB operatorning chegaralangan ekanligi va [|AB]|| <
[|A}}||B]} tengsizligi kelib chiqadi.

6.1.16. A chizigli operatoriga teskari A=' operatori chizigli
bo‘ladi.

Yechimi. Birinchi navbatda A operator obrazi R(A) to‘plamining,
ya'ni D(A™1) to‘plamining chiziqli fazo ekanini ko‘rsatamiz.

Y1. Y2 € R(A) bo'lsin. A7 (ayy1 + aye) = ayA~Yy, + agA~ys teng-
ligining o‘rinli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Aytaylik, Az; = v va
Ay = yp bo'lsin. A operatorining chizigli ekanligidan,

Alayz) + an72) = aryy + asys (6.1)
tengligini yoza olamiz. Teskari operator tarifidan: Aty =
z1, A7lyy = 2. Bu tengliklarning ikki tomonini mos ravishda o | Va Qa
sonlariga ko‘paytirib o‘zaro qo‘shsak,

cle"lyl a% Q'QA_I:UQ = 2] + auas

tengligiga ega bo‘lamiz.
Ikkinchi tomondan, (6.1) ifoda va teskari operator tarifidan

121+ @azs = A (auy + o)
tengligini yoza olamiz. Demalk,

ANy + o) = A Yy, + aed L.
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6.1.17. £ Banax fazosida zich bo‘lgan M to‘plami berilgan
bo‘lsin. U holda noldan farqli ixztiyoriy y € E elementni

y=y1+y+ ... +yYst+ ...,

bunda y. € M, ||yl < 3|ly||/2*, ko‘rinishda qatorga yoyish

mumkin ekanligini isbotlang.
Yechimi. y; elementlarni ketima-ket tuzamiz: y; elementni

ly = wll < llyll /2 (62)

tengsizlikni ganoatlantiradigan etib saylab olish mumkin, chunki i
to‘plami E to‘plamida zich bo‘lganligidan, (6.2) tengsizlik bilan aniglan-
gan radiusi ||y|| /2 va markazi y nugtada bo‘lgan sharda M to'plamning
elementi topiladi. ¢ € M elementni

Ny —y1 — well < llyll/4
tengsizlik o‘vinli bo‘ladigan, y3 elementni
ly —y1 — y2 — yall < llwli/8
tengsizligi o‘rinli boladigan, umuman v, elementni
by —y1 —y2 — - - - — yall < lull/2*

tengsizlikni ganoatlantiradan etib saylab olamiz. Natijada n —coda

]

lly = > wll = 0.

k=1

n
va’ni >y qator y elementga yaqinlashuvchidir. Endi yi elementlari-
k=1
ning normalarini baholaymiz:

Nyl = llvr — v+ yll < vy — ol + lyll < 3wl /2,

Hyall = e + 0 —y+y =l < llv — y1 — vall + v — nnll < 3l 4
Ushbu jarayonni davom ettirsak,
lgull = llyn + w1+ +n —y+y —y ==Yt £

<y =y — - —wall +lly = v — - - = gl < 3lull/2"
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6.1.18. (Teskari operator hagida Banax teoremast). \ va
Y Banaz fazolari bo‘'lib, A : X — Y chegaralangan chiziqli
operatori berilgan fazolarni o‘zaro bir giymatli akslantirsa,
u holda teskari A™' operatori chegaralangan ekanligini ishot-
lang.

Yechimi. Y fazosida ||A~ y|| < kljyl| tengsizligini qanoatlantivavehi
barcha y elementlardan iborat M), to‘plamui qaravlik. Y fazosining har
bir elementi biror M. to'plamiga tegishli boladi, ya'ui

x

Y = M.

k=1
3.1.11-misolda ko‘rilgan Ber teoremasi bo'yicha M) to'plamlarning
kamida bittasi, Aytaylik, M, to‘plami biror B sharda zich bo'ladi. B
sharidan markazi M,, to‘plamida bo‘'lgan P shar qatlamini olamiz: P
qatlam 3 < ||z—yo|| < o tengsizlikni qanoatlantiruvchi = elementlardan
iborat, bunda 0 < 8 < a, yg € M,.

P qatlamni markazi koordinatalar boshida bo‘ladigan etib
ko'chirsak,

Po={z:0<B<|z] < a}
shar qatlamiga ega bo‘lamiz.

Biror Aly to‘plamining Py da zich ekanligini ko‘rsatamiz. = € PN/,
bo'lsin, u holda z — yo € Py va

A~ (z = yo)ll < 1A 2]l + | A o] <
< nllizll -+ flvoll) < nlllz = woll + 2fjwll) =

2 |woll A
=nlz—wll |1+ =l <nllz = yoll (1 + 2 {lyoll /3)-

A7 (= = wo)|] < nllz = voll (1 + 2 iyl /3)- (6.3)
n(1 + 2 lyol} /B) soni =z ga bog'liq emas. N = 1 4 nfl + 2|lwll /3]
bo'lsin, u holda (6.3) dan z — yy € My bo'ladi, M, to‘plamining P da
zich ekanligidan, esa My to‘plamining Py da zich ekanligi kelib chiqadi.
Y to‘plamidan noldan farqli biror y elementini olavlik. 3 < ||\y}} <
tengsizlik o'rinli bo‘ladigan A souni saylab olishimiz mumkin. yani \y €
Fy. My to‘plami Py shar qatlamda zich bo'lganligidan, Ay elementga
yaginlashuvchi y, € My ketma-ketlikni tuza olamiz. U holda {A =y}
ketma-ketligi y elmentga yaqinlashadi. Agar yx € My o'rinli bo'lsa, u
holda har bir A # 0 uchun A~ly;. € Ay munosabati o'rinli; natijada
My to‘plami Y \ {0} to‘plamda zich. Demak, ¥ da zich bo'ladi.
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Noldan fargli y € Y elementni garaylik: 6.1.17-misolda uni My
to'plamining elementlaridan ihorat ¢atorga yoyish nnunkin ekanligi
ko‘rsatilgan:

y=mpm+typt+.. . Fypt....
bunda [lgell < [lyll /2"

X fazoda y; elementlarining proobrazlaridan tuzilgan qatorni garay-

lik, ya'ni zp = A 'y
=7 AT an k
el = |47 el < N llyell < 3N |lyll /2

tengsizligidan {} qatorning biror z elementga yaqinlashuvchi ekanligi
kelib chigadi. Shu bilan birga,

=21l
[zl < Z llzell < 3N Ilyll Y =% = 3N Il
k=1 k=1 "

oo
> z, qatorning yaqinlashuvchi va A operatorining uzluksizligidan,

Az = Az + Az + =y + 1+ =Y
tengligiga ega bo‘lamiz, bundan z = A~ly. Shu bilan birga,
Ayl = Izl < 3N|ly]]

tengsizligi va bu ifodaning har bir y # 0 uchun o‘rinli ekanligini hisobga
olsak, u holda A~! operatori chegaralangan bo‘ladi.

6.1.19. X Banaz fazosini Y normalangan fazoga akslan-
tiruvchi uzluksiz chizigli operatorlarning {A,} ketma-ketligi
ushbu

sup||Aa(2)]] < +o0 (z € X) (64)

tengsizlikni ganoatlantirse (ya'ni har bir z € X nugtada
chegaralangan bo‘lsa), u holda shunday chekli M soni mavjud
bo‘lib, Vn uchun
[[A4n]] < M
tengsizligi o‘rinli ekanligini zsbotlang.
Yechimi. A chizigli operatorning Blzg, ] shardagi giymatlarining
chegarasi ma’lum bo‘lsin;

[14(z)l| € B (z € Blzg, d])-

U holda

4 <22,
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Hagjicatan, normasi birdan kichik ixtiyoriy 7’ nuqta olsak. quyidagizga
ega bo'lamiz:

=y + 02’ € Bluy, 4]
Natijada,
A=)l = [|A(z0) + 6A(")]] < B.
U holda

A=) = %IIA(JT-')I] > %llA(zo) + A(d7') — Alzo)ll <

(=]

1 B
< 5(1A(z0) + SAN + [|Alzo)ll) < 5 (B +B)=—
bundan esa ||A}| < ‘,‘!B tengsizligi kelib chigadi.

Endi ||4,]] € M (Vn € N) tengsizligini isbotlash uchun teskarisini
faraz qilaylik, ya'ni {{|A4,||} ketma-ketlik chegaralanmagan bo'lsin.
Ushbu

p(z) = S‘-’:p”An(I)”

funksionalni qaraylik. Bu funksional har bir B{zg, ] sharda chegaralan-
magan, chunki p(z) < B bo‘lganda, ixtiyoriy n € N uchun ||4,|] < %J-E
tengsizligl o'rinli bo‘lar edi.

Natijada, har bir Blzo,d] sharda ixtiyoriy & € N uchun p(z) > &
tengsizligi o‘rinli bo‘ladigan £ € X nuqta topiladi. U holda

Ey={z e X :p(z) >k}

to‘plami X fazoda zich bo‘'ladi. Shu bilan birga, bu to‘plam ochiqdir.
Haqigatan, Ej to‘plamdan ixtiyorly zp nuqta olsak, ya'ni p(zo) > k
bo‘lsa, u holda biror ng € N uchun ||A,|| > & tengsizligi o‘rinli bo'ladi.
[|An, (zo)l| akslantirishning uzluksizligidan esa zg nuqtaga yetarlicha
yaqgin z nuqtalar uchun ||A,,(z)]| > k tengsizligi bajariladi. Natijada
E;, to‘plamning ochiq ekanligi kelib chigadi.

3.1.18- mlsolda ko‘rganimizdek, X fazoda ochiq va zich Ex

to‘plamlarning ﬂ E} kesishmasi zich bo‘ladi. Demak, ﬂ B # 0.
k=1
T € ﬂ E}, bo'lsin, u holda
k=1

sup |IA11($0)” = 0oQ.

Bu farazimizga ziddir.
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6.1.20. X Banaz fazosida berilgan wuzluksiz chiziqli ope-
ratorlarning {4, } ketma-ketligi X' fazoning har bir nuqtasida
A operatoriga yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda A operator ham
uzluksiz bo‘lib, ushbu

”‘4“ S lh_n.u—ooH'Avl” (65)

tengsizligi bajarilishini isbotlang.
Yechimi. A operatorining chizigli ekanligi quyida yaqgol ko‘rinadi:

A(az + By) = lim Alaz + Gy) =
=a lim A4,(z) + 8 lim A,(y) = ad(z) + BA(y).
n—oc n—eo
Endi uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.

1im [|4u(2)]] = | A()]] < oo

bo'lganligidan,
sup || A, (z)|l < o0

tengsizligi, natijada, 6.1.19-misoldan, {||A,||} ketma-ketlikning chega-
ralangan ekanligi kelib chigadi. U holda

IAG@)II = Yim || An(2)]} < Lim, ool [Aull]12]]-

Natijada, A operatorning uzluksiz va (6.5) tengsizlikning o‘rinli ekanligi
kelib chigadi.

Mustagqil ish uchun masalalar

1. H Hilbert fazosi va A : H — H chegaralangan chiziqli operator
uchun D(A) = H bo'lsa, u holda

[{Az, 1
il = sup 422
w20g#0 ||z]]|¥]]
tengligini isbotlang.
2. Quyidagi operatorlarning chegaralangan chiziqli ekanligini
ko‘rsating va normasini toping.

21) A .'Lg[o, ” — LQ[O, 1], Ax(t) =1

b) A Ls[0,1] — L,[0,1], Az(t) = frz(s)ds;

Q

z(s)ds;

o .,
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ey A H' 0,1} — Laf0. 1), Aw(t) = (1):

d) Az HY0,1) — H'(0,1], Aty = te(1).

3. X va Y normalangan fazolar bo'lib, X chekli o'lchamli bolsin.
Aniglanish sohasi X fazosidan iborat bo'lgan har bir 4 : X — Y chiziqli
operatorning chegaralangan ekanligini va ||Ax|| = [|A[l||z]| tenglikni
qanoatlantiruvehiz € X, z # 0 nuqtaning mavjud ekanligini ishotlang.

4. A: X — Y chegaralangan chiziqgli operatorning yadrosi X fazo-
ning qism fazosi bo'lishini isbotlang.

5. X va Y normalangan fazolar bo'lib, A : X — Y yadrosi X
fazoning yopiq gism fazosi bo‘lgan chiziqli operator bo'lsin. Bundan A
operatorning chegaralangan ekanligi kelib chiqadimi?

6. {e., n € N} sistema H Hilbert fazosining ortonormal bazisi bo'lib,
A € R (n € N) bolsin. Agar {A,} ketima-ketligi chegaralangan bo'lsa,
u holda

Ae, = dpen  (n€N)

tengligi chegaralangan chiziqli A : H — H operatorini aniglab, D (4) =
H va ||A]] = sup|A,| tengliklarining o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

7. Qanday 7;:(r] funksiyalar uchun
As(t) = @(t)a(t)

operatori C[0, 1] fazoda chegaralangan bo'‘ladi?
8. Qanday ¢(t) funksiyalar uchun

Az(t) = o(t)z(t)
operatori Ly[0,1] fazoda chegaralangan bo‘ladi?
9. Qanday o sonlari uchun
Az(t) = 2(t%)
operatori C[0, 1] fazoda chegaralangan bo‘ladi?

10. CI0,1] fazoda
Az(t) = t%x(t)

operatorining normasini toping.
11. L»|0,1] fazoda
Az(t) = z(t)

operatorining normasini toping.
12. C[0,1] fazoda
Ax(E) = 2(V1)

operatorining normasini toping.
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6.2. Uzluksiz chizigli funksionallar

Bizga E chiziqli topologik fazosi berilgan bo‘lsin. Agar har bir 2 € £
elementga biror f(x) (haqigiy yoki kompleks) son mos ¢o'yilgan bo'lsa,
u holda E fazosida funksional aniglangan deyiladi. Bu funksional
uchun

flz+y) = flz) + fly), z,y € E (additiviik)
va
flaz) = af(z), (z€E; aeR yoki o € C) (birjinshlik)

tengliklari o‘rinli bo‘lsa, u holda u chizigli funksional deb ataladi.

E fazosiga tegishli 2o nuqta olinganda, xohlagan £ > 0 soni uchun zg
nuqgtaning shunday U atrofi mavjud bo‘lib, bu atrofdan olingan barcha
7 nuqtalar uchun

[f{z) = flzo)|l < £ (6.6)
tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda f funksional z¢ nuqtada uzluksiz deyi-
ladi.

Agar f funksional E fazosining har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, u
holda u E fazosida uzluksiz deyiladi.

Agar shunday o‘zgarmas€soni mavjud bo‘lib, barcha = € E element-
lar uchun

If(2)| < Cllz]] (6.7)
tengsizligi o‘rinli bo'lsa, u holda f funksional E fazosida chegaralangan
deyiladi.

Normalangan fazoda funksionalning normasi uchun quyidagi teng-
liklar o‘rinli:

Lf{=)]

171} = sup Zooe = sup If(z)] = sup 1f(z).
” ” [lxl|<1 Jlrfl=1
Masalalar

6.2.1. Agar f funksional E chizigli topologik fazoning biror
r nugtasida uzluksiz bo‘lsa, u holda u E fazosida uzluksiz
bo ‘lishini isbotlang.

Yechimi. E fazosidan xohlagan y element va xohlagan £ > 0 sonini
olib, z nugtaning (6.6) shartni qanoatlantiruvchi U atrofini olaylik. U —
z to‘plami 0 ning atrofi bo* Iganligidan, V = U + (y — z) to‘plami y
lnulqtanmg atrofi bo'ladi. Bu atrofdan xohlagan z nuqtani olamiz. U
holda

(@)= f)l =flz—y+z-2)| = [flz—y + z) — f(2)]
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tengligidan va = — y -+ 2 elementning U to planiga tegishli ekanlisicdan,

[f(z) = flm)] < =

tengsizligining o'rinli ekanligi kelily chiqadi. Demak. V' to plani y uchun
(6.6) shartni ganoatlantiradi.

6.2.2. f funksionalning E fazosida uzluksiz bo‘lishi uchun
f funksional nol nugtaning biror atrofida chegaralanganligi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. f funksional 0 nugtada uzluksiz bo'lsa, u holda
xohlagan £ > 0 son uchun 0 nuqtaning |f(z)| < & tengsizlik o'rinli
bo‘ladigan atrofi topiladi.

Yetarliligi. 0 nuqtaning U atrofida f funksional chegaralangan
bo‘lsin. U holda shunday C soni mavjud bo'lib, U atrofdan olingan
xohlagan z element uchun |f(z)| < C tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Nati-
jada xohlagan £ > 0 soni uchun 0 nuqtaning U atrofida |f(z)| < =
tengsizligi o‘rinli bo‘ladi.

6.2.3. R? fazosida aniglangan z = az + by funksionali R
maydonida chizigli bo‘ladimi?

Yechimi. z = f(¢) bo'lsin, bunda t = (z,y). Xohlagan t; = (z;.31)
va ty = (2, %) nuqtalar uchun

flaty + Bty) = alax; + fza) + blay, + Bye) =

= a(az; + by1) + Blary + bys) = af (1) + Bf(t2).-

Demak, berilgan funksional haqigiy sonlar maydonida chiziqli bo'lar
ekan.

6.2.4. C[0,1] fazosida berilgan quyidagi funksionallarni ad-
ditivlikka tekshiring:

a) F(f) = [f(Dh

b) F(f) = max f(¢);

) F(f) = f(3) + F(3) + F(§)-

Yechimi. a) C[0, 1] fazodan f(.—lj) =1va _q(%) = -1 bolgan
funksiyalarni olamiz. U holda = )

FU +9) = I(f +9)(3)| = 1f(3) + o(3) = 1~ 1] =0,
F()+ Flo) = 1)l +lo()l =1 +1=2.

Bundan

F{f)+ Flg) # F(f + 4]
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Demak, bu funksional additiv emas.
) C[0. 1] fazodan f(#) = 1% va g(t) = 1 = 2 huksiyalarni olamiz. U

holda

F(f +g) = max (f(£) +9(t)) = max @E+1-t)=1,
F(f) + Flg) = max f(t) + max g(t) =
=max #+max (1 —£)=1+1=2.
0<t<1 0<t<1

Bundan

F(f)+ F(g) # F(f +9)-
Demak, bu funksional additiv emas.

c)
F(f+g)=(f+9) G) +(f+9) G) +(f+9) G) =

RO O RIORIORTEE

Demak, bu funksional additiv.
6.2.5. Xohlagan additiv funksional uchun

F(@) =0, F(—z)=—F(z)
tengliklarining o‘rinli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi.
F8) = F(6 +6) = F(6) + F(8) = 2F(0),
ya'ni F(f) = 0.
0= F(6) = F(z — 2) = F(x) + F(~2).
Natijada F(-z) = —F(z).
6.2.6. Xohlagan additiv funksional uchun f(A\z) = Af(z)
tengligining o‘rinli ekanligini ko‘rsating, bunda X\ ratsional

son.
Yechimi. n natural soni uchun

flnz) =flz+z+..+2)= f(z) +f(z)‘+...+f(:z:) =nf(z).

n "
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Natijada, A =% (i, n € H) holganda

1 ) 1_ 1.‘ _l- ) r(l)
T (A }_1’( )_Jf _J'-J-J F;J--....”JI =mf ‘”J

m

= En 7:) = —j /n 1) = %f{.r} = A ().
A < 0 bo‘lganda 6.2. -misolda qaralgan f(—z) = —f(z) tengligidan
foydalanamiz, ya'ni f(Az) = f(—(=Az)) = —f(=Azx) = —(=A)f(z) =
Af(z). .
6.2.7. f funksional X normalangan fazoda uzluksiz bo‘lsa,
u holda har bir z € X element uchun |f(z)| < | f|-||z|| tengsiz-
ligining o‘rinli bo‘lishini isbotlang. _
Yechimi. z # 0 bo‘lganda = Tl element birlik sharga tegishli bo‘ladi.
Shu sababli

Pl s ()| < o v =

£ @) < Ifll=]l-
z = 0 bo'lganda |f(z)| < ||f|lliz)| tengsizlikning ikki tomoni ham nol
bo‘ladi.

6.2.8. X normalangan fazoda berilgan f funksionalning
uzluksiz bo‘lishi uchun, uning chegaralangan bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. f funksional uzluksiz bo‘lsin. Cg = sup |f (z)}

|xli=1
miqdorning chekli ekanligini ko‘rsatamiz. Aksincha faraz gilamiz, yani
Cy = oo bo'lsin. U holda shunday {z,} C X, flzall = 1 ketma-ketligi
topilib, A, = |f(2,)] — oo bo'ladi. {z} (] = ,\;11~,,) ketma-ketligint
garaymiz. |lz,]| = 1 bo‘lganligidan, {z,} ketma-ketligi nolga yagin-
lashuvchi bo'ladi. f funksional uzluksiz bo‘lganligidan, f(z}) — 0

bo‘lishi kerak. Birog
f Iy 1
f\” /\ ( n” = r,, e

Ru ziddiyatdan farazimiz noto‘g'ri ekanligi ko‘rinadi. Demak, Cv =

sup |f(z)| < oo,
llzll=1

ya'ni

fa)l =
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X fazosidan noldan fargli xohlagan » element olamiz. 2’ =

A
;
ll
clementining normasi birga teng bo'lganligidan, [ f(+)] < Cy tengsizligi
o'riuli. shu sababli
1
{ ‘
E ||z}
Natijada |f(z)| < Cil|z||. Demak, f funksional chegaralangan.

Yetarliligi. f che aaralangan funksional o‘rinli bo'lsin. Xohlagan € >
0 soni uchun § = & sonini olsak, || < ¢ bo'lganda

I(}I—\ )| = |f(@)] < Ch.

|f(2 )|<C||1||<ca—c_=

Natijada f funksional nol nuqtada, Demal, X fazosida uzluksiz bo‘ladi.

6.2.9. X normalangan fazosida uzluksiz chizigli f funk-
sionali berilgan bo‘lsin. Cy = ||f|| soni |f(z)| < Cllz|| tengsiz-
likni qanoatlantiradigan sonlarning eng kichigi ekanligini is-
botlang.

Yechimi. ||z|| = 1 bo‘lganda |f(z)] < C tengsizligi o‘rinli. Co =
1|Sl|Tp1 |f(z)} bo‘lganligidan, Cp < C.

Ikkinchi tomondan Cy soni |f(xz)] < Cpl[z|| tengsizlikni qanoatlanti-
radi.

6.2.10. C[a,b] fazosida aniglangan

n
= Z Ckl‘(tk)
k=1

Junksionalning chizigli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masini toping, bunda ty,ty,...,t, € |a,b]; ¢z €R (k= 1,n).
Yechimi. Dastlab chiziqgli ekanligini ko‘rsatamiz:
n
flazy + Bry) = cilazy (tx) + Bra(ts)] =

k=1

—QZCkrl(fk +@ZCL1'2 tL)—n_f ) +ﬁf(12)

k=1
Uzluksiz el\anllgml ko'rsatish uchun uning chegaralangan ekanligini

ko‘rsatamiz:
n

@) = )Z’*-"”‘-"

k=1

<> Jelz(t)] <
k=1
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(O1Y_lenl = > lealll].
h=1 kel

frla

yami || fi| < kZI lex]-

Endi [a,b] segmentida quyidagicha Z(#) bo'lakli-chizigli funksiyani
aniglaymiz: 2(¢) funksiya ty,to, ..., t, nuqtalarda z(f;) = sign ¢ qiy-
matlarni qabul giladi, [t,%5.1] segmentlarda chizigli, [a,t1] va [, 8]
segmentlarda o‘zgarinas. Bu funksiyaning qiymatlari to‘plami [-1. 1j
kesmasida joylashgan. Shu sababli

= <1
2] = e |z(t)] <

Natijada
£l = sup If(=)] = [£(@)] =

n T n
= | Z az(ty)| = Z |ex sign ck| = Z lex]-
k=1 k=1 k=1

Demak, [|]| = 3 lel.
k=1
6.2.11. &, fazosida aniglangan

Z I+& L (2= (6,&,--)
k=1

funksionalning chiziqli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masini toping.

Yechimi. Xohlagan z = (§1,£2,...), ¥y = (wy,ws,...) elementlari va
a, 8 € R sonlari uchun

= £ + Buwy Epc v+ Bl
flaz + By) = Z {agy + Bur) +I£;M 1+ Burn)
k=1 “

o & + Wi + u; !
=y 2ok +,iz = af(z)+ Bf(y)-
k=1 k=1
Demak, f chizigli.
Endi birlik sharda chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz.
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G

bolganda Y & = 1 ¢} tengligini yoza olamiz. [§] < 1 bo'lganligidan,
=

1€1] = sinwy belgilashini kirita olamiz. Natijada

= &+ G &, v~ 3
|f(2)] = Z Ak = F+/_’_.'7k+1§"’+1 3
k=1 = - a=ErT
(= i
i
<8y S sl <
= k=1
{6l
<=4
=
Bl g L
2 24/3
il .
=3smwg+—coswo=sm(

Endi

(133 3
e E)

nuqtasini qaraylik. Bu nuqta £ fazoga tegishli. Haqiqatan,

OESSORS

\

Shu bilan birga,

Demak, ||f|| = sup |f(z)] = 1.
6.2.12

1
1 1
Fw) = [vio)ds - [y(a) e
0 z
funksionalning C[0,1] fazosida chizigli ekanligini ko‘rsating
ve uning normasini toping.
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Yechimi. Funksionalning chiziqli ekanligini ko rsataimiz:

i

Flay + 82) = [[ny + @z} () de = /{ny =) ) de =

i L A K | A
= / y(r)dy — _/ ylx) di
0 } J 0 ! /
= aF(y) + BF(z).
Endi uzluksiz ckanligini aniglaylik. Ixtiyorty y(z) € €{0, 1] uchun:

1 i 1
y(z) da:—j/ y(z)dz| < J/y(z)dz + jy{r)a’r <

0 1

T —— i

IFwl =

ot
1

i 1
< [w@ldz+ [ @)z <
0 1

1
1 1

[ max |y(z)| dz + f m'n( fy(z)|dz =

<<l
0 1

U’\

U<k

1
dr + max [y{:r}|]d£ =
i<rq)

max ly(z)
<4 0

1
= — max |y(z)| + max |y(z)] <
2 O0<r<i j<a<l

1 1
< 5 Juax ly(2)) + 5 max ly(z)| = [max ly()| = [lwil -

Bu munosabat hmksmnalning chegal alangan. demak. uzluksiz ekanligi-
ni ko‘rsatadi.
Biz |F|| < 1 ekanligini anigladik. Endi |Fjj = 1 tenglikni isbot-

laymiz. Buning uchun {y,} funksiyalar ketma-ketligini [y.|l = 1 ¥
lim F(y,) = 1 tengliklarni qanoatlantiradigan etib tuzaylik. yul(2)
n—o0

sifatida grafigi 8-rasmda ko‘rsatilgan funksiyani olamiz.
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8-rasm

Bu rasmdan ko'rinib turganidek, F(y,) = 1 — ;l,- (shtrixlangan .ﬁgu—

raning yuzasi), shu bilan birga, ||y, = 1. lim F(y,) =1 bo‘lganligidan,
n—+00
||F|| = 1 tengligi kelib chigadi.
6.2.13 Cla,b] fezosida har bir funksionalni
b

F) = [ sa)yta)ds (65)
ko‘rinishida ifodalash mumkin emas ekanligini ko‘rsating,
bunda p(z) - [a,b] segmentda uzluksiz funksiya.

Yechimi. Oddiylik uchun a = —1, b = 1 bo'lsin. C[-1,1] fazosida
&(y) = y(0) funksionalni garaylik. Uni (6.8) ko‘rinishda yozish mumkin
deb olaylik, ya'ni [-1,1] da uzluksiz f funksiyani topish mumkin bo‘lib,
har bir y(z) € C[-1,1] uchun § funksionalning qiymati

1
o(y) = / f(z)y(z)dz (6.9)
-1

formula bilan hisoblash mumkin bo‘lsin.
Grafigi 9-rasmda ko‘rsatilgan v, (z) funksiyani qaraymiz.
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9-rasin

1

/ yn(2) f(2) dz

-1

"

- / yal2) f(e) dz| <

[uu.mu MM/U e < 211

munosabatidan va n — oo da 2|7|'z] I 0 ekanligidan, biror

n = N uchun 2||f Il < % tengsizligini yoza olamiz. Natijada,
f’UN T)f d1~ < '2

Shu bilan blrga S(yn) = yn(0) = 1, bundan y = yy bolganda
(6.9) formuladan |f yn( z)f(x)da:' = 1 tengligiga kelamiz. Bu ziddiyat

farazimiz no‘tog’ 11 ekanhgml ko‘rsatadi.

6.2.14. Absolyut yaginlashuvchi Z A\ qator va [a,b] seg-

mentidan olingan xohlagan {z:} ketma-ketlzgz berilgan bo‘lsa,
Cla,b] fazosida
[o]
Fly) = Mylax)

k=1
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Funksionalining chiziqli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masint toping.
Yechimi. Dastlab chizigli ekanligini ko rsatamiz:

Flay + 3p) = Z/\/.-{(\.lll(‘l'k) + Bys ()] =
k=1
=a Z M) + ,132,\“;-_:{1';_} = aF(y) + 8F(ys).
=1 k=L

Uzluksiz ekanligini ko‘rsatish uchun uning chegaralangan ekanligini
ko'rsatamiz;
[==

z Ary(zy)

k=1

x

|F )| = Z Ally(ar)| <

< max |y(z ]S—\/\L = Iyl Z [Akl-

a<z<h
k=1

= -
>~ Ar qator absolyut yaginlashuvchi ho'lganligidan, F(y) funksional
k=1

oc
chegaralangan. Shu bilan birga, ||F|| < 3 | Al

k=1

o0
Endi ||F|| = Y|\ tengligining o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.
k=1

00 . « .
Xohlagan ¢ > 0 uchun shunday m soni topilib, > |\ < € tengsizligi

. B . k=m+1
o‘rinli bo'ladi. Cfa,b] fazosida jy(z)] < 1 tengsizlikni va 1 < &k < m
bo‘lganda y(z:) = sign Ax tengliklarni ganoatlantiruvchi funksiyani

Ym(z) orqali belgilaymiz. Natijada,

F(ym) a yj/\kym(xk) =
k=1

"

= Z/\ky(rk) + Z My(zy) =
k=1

k=m+1
m o
=D I+ > Nyla).
k=1 k=m+1
ly(z)] < 1 botlganligidan,
x a0
Z Ay | < Z [Ar| < e,
J=t+-1 k=1 4-1
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U holda

Eg

F(y) >Z'(,\,1—- Z,\,| 2z,
k=1

i
Demalk,
x x
>l - 25 < Flyw) Z Ml
k=1
Endi ¢ > 0 soni ixtiyoriyligidan {|F|l = Z IAi| tengligini yoza olawiz.

k=1 .
6.2.15. Hilbert fazosida uzluksiz chizigli funktsonalning
umumiy ko‘rinishini toping.
Yechimi. Hilbert fazosidan xohlagan 2y nuqtasini tayiulab.

7@) = (,z0) (6.10)
funksionalini qaraymiz. Ixtiyoriy a, @ sonlari va z,y elementlar uchun
flaz + By) = (az + By, o) =
= a(z, zo) + By, 7o) = af(z) + Bf(y),

ya'ni f chizigli funksional. Koshi - Bunyakovskiy tengsizligi bo‘yicha:

IF(@)] = Kz, zo)| < llzfillzoll- (6:11)

Demak, f uzluksiz.

Endi Hilbert fazosida aniglangan har bir uzluksiz chizigli funksional
{6.10) ko‘rinishga ega bo‘lishini ko‘rsatamiz. Boshqacha a_\'tqﬂlld"‘-_
Hilbert fazosida aniglangan xohlagan uzluksiz chiziqli f fullkSim?"‘h
uchun (6.11) tenglikni qanoatlantiruvehi yagona o nuqtasining mavjud
ekanligini isbotlaymiz.

Hp orqali {z € H : f(z) = 0} to'plamini belgilaymiz. f chizigli va
uzluksiz bo‘lganligidan, bu to‘plam yopiq gism fazo bo‘ladi. Hagigatan,
7= ”lnu Ty, Ty € Hy, n=1,2,... bo‘lganda

£(@) = £(Jim ) = lim flz) =0,
ya'ni z € Hj. ;

Agar Hy = H bo'lsa, zy sifatida nol elementini olish mumkin. Ho o

H bo'lgan holni qaraylik. H\ Hy to‘plamidan biror yo element olib, uni

Yo=y +3" (4 € Hy, y'LHy)

ko‘rinishda yozamiz (4.3.12-misolga qarang). y” # 0 va f(y") # 0
bo'lganligidan, f(y”) = 1 tengligi o'rinli deb olish mumkin. Xohlagan
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r € H elementni olib f(x) = a belgilash kivitamiz. 2’ = 2 - ay'
elementi uchun

=f()—af(y)=a-a=0
bo'lganligidan, 2’ € Hy munosabatga ega bo'lamiz. U holda

@y = &'+ ay’, vy = (@ y") + oy y") = oy, ).

Natijada )
y

e ai= (F, 0 ).

161 = = a o)

y”
Demak, 2y sifatida W elementint olish mumkin.

Endi yagona ekanligini ko'rsatamiz. Agar barcha 2 € H clementlar
uchun (z,z¢) = (z,z}) tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda (z,xo — 25) = 0
bo‘ladi. Natijada zg — zfy L H. Bu faqat zo = zf bo‘lganda o‘rinli.

6.2.16. E normalangan fazoda noldan farqli uzluksiz chi-
zigli f funksionali va M = {z € E: f(z) = 1} to‘plami berilgan
bo‘lsin. U holda i

T = Ak =l
tengligini isbotlang.

Yechimi. Xohlagan z € E element uchun |f(z)| < ||flfllz|l teng-
sizligi o‘rinli bolganligidan, z € M elementi uchun 1 < || f||[|z|[, ya'ni
llTll < |lz)| tengsizligini yoza olamiz. Shu sababli ﬂﬁ < inf [lz]-

LAl = Sllp | f(z)] bo‘lganligidan, xohlagan € > 0 soni uchun shunday

fizil<
Ye element] toplllb

If (o)l > A=) Myt (HF1 > &)

tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. '71/5 - nugtani z. orqali belgilaymiz. U holda

z: € M va |z || < - Demak, mf Izl < 'if|| - tengsizligi ham

Ilfu

o‘rinli. Bu tengsizlikda & thlyouy bo lganhgldan, m‘fl |]:c|| < TI![—” teng-
TE

sizligini yoza olamiz. Yuqorida < inf (lz|| tengsizligining o‘rinli

1
|f“ €M

ekanligi ko‘rsatilgan edi. Natijada, = inf ||z
Al zear

6.2.17. F*, n € N fazoda har bir chiziqli funksional f uchun
shunday a = (a;) € F" topilib,

I

35

f(z) = Zl“iaiy T =(z;) € F"
=1
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bo‘lishini ko‘rsating, bunda F = B yoki C.
Yechimi. Aytaylik, {¢),...,¢,} sistema F fazoning bazisi va f :
F" — F chizigli funksional ho'lsin. Agar 7 = (.r,) € B" bo'lsa, u holda

n
@ = § T,
=1

va f ning chiziqli ekanligidan,
f(x) =) zif(e).
=1

Demak, f funksional {ej,..,e,} bazisdagi giymatlari orqali tola
aniqlanadi. f(e;) = a; deb belgilaylik. U holda

f(z) = Z Ta,.
i=1

6.2.18. L,[0, 7] fazoda
flz) = /‘:r(t)sinf.da‘., 2 € Lo[0, m]
0

funsionalning normasini toping.
Yechimi. ¢ € Ly[0, 7] uchun

™ 2 — =
|f () = (/ r{t)sintdt) Efli-(mﬁ dﬁfsin!tdtz
g 0 :
= |a||? [ sin?tdt = ||| [°Z, )
[

ya'ni |||l € /5. Endi z(t) = \/j% sint da f(z) = \/71}- bo‘lganligidan,
l1£11= /5.
6.2.19. C[0, 7] fazoda

flz) = [r{t) costdt, » € La[0, 7]

0

funsionalning normasini toping.
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Yechimi. x € C[0. @] uchun
|f(z)] = |/-.r(f) sin ¢ dt] < ||| /siuhh‘ = 2||x]].
0 0
vani ||f]l < 2. Endi 2(t) = 1 da f(z) = 2 bo‘lganligidan, [|f[| = 2.
Mustagil ish uchun masalalar
1 - 10 - misollarda C[0, 1] fazodagi funksionallarni chizigli, uzluksiz-
likka tekshiring va normasini toping:
1
1. f(z) = [x(t)sintdt;
0

2. f(z) = z(3);
1
3. f(zx)= [=z(t)sign(t — 1) dt;

2
0
4 fz) = [ Via(®) ds;
0
S f(av)=fI Vix(t) dt;
0
6. f(z) = [=(?) ds
7. f(z) = 2'(to);
1
8. f(z) = [|a(t)] dt
(1}
O f(=) = puaxalty
10. f(z) = fﬁ(r}dr.
0

11. ¢ fazoda quyidagi funksionallarning normasini toping, * =
(1,...,2,,...) €E cp

a) f(z) = z);
b) f(z) = ,Z, s
) Jlz) = 3" i

d) f(z) = glj-f‘x--
P>

el
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6.3. Qo‘shma fazolar

E fazosida aniqlaugan fy va f, chizigli oksiouallarning yigtindisi

deb

f(2) = filw) + folz), =€ E
ko‘rinishda aniglangan f funksionalga aytiladi va fi + fo ko'rinishda
belgilanadi.

f chizigli funksionalning o songa ko ‘paytmasi deb

gz} =af(z), z€FE
ko‘rinishda aniglangan g funksionalga aytamiz va o f ko‘rinishda belgi-
laymiz.

Chizigli funksionallarning yig‘indisi va songa ko‘paytmasi chizigli
funksional bo‘lishi ravshan. Shu bilan birga, E chiziqli topologik
fazosida aniglangan barcha uzluksiz chizigli funksionallar to‘plami
qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo bo‘lishini

tekshirish qiyin emas. Bu chizigli fazo E fazoga go‘shma fazo deyiladi
va. E* ko‘rinishda belgilanadi.

Masalalar

6.3.1. E normalangan fazoning (E* || ||) go‘shma fazosi
to‘la ekanligini isbotlang.

Yechimi. E* fazosida {fn} fundamental ketma-ketligi berilgan
bo‘lsin. U holda har bir € > 0 soni uchun shunday n, soni topilib,
n,m > n, bo'lganda || fr — fm|| < € tengsizligi o'rinli. Demak, ixtiyoriy
z € E uchun

]fn(z) - frn(x)l = ‘(fn = fm)(I)I < ”fn h fm” - ”1‘” < E“.’l‘”,

yami {f(z)} ketma-ketligi yaqinlashuvchi. Bu ketma-ketlikning limi-
tini f(z) orqali belgilaymiz. f {z) funksional chiziglidir:

flaz +By) = lim fuloz + By) =
= :Ili_lvl_lo(a'fn(z) + B5(Y)) = af(z) + Bf(y).
Endi f(z) funksionalning uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.
Va(z) — fnl@)| < €|
tengsizligida m — oo bo‘lganda limitga o'tamiz:

If(l) N f"(z)l = ul,l—l}}o |fn(I) n fm(l')l < 5“1“
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Bundan f — f, funksionalning chegaralangan ekanligi kelib chigadi. U
holda f = f,+(f— f,) funksional ham chegaralangan, demak. nzluksiz.
Shu bilan birga, barcha n > . sonlari uelnm || f — f,|| < ¢ tengsizligi
o'rinli, ya'ni 1211 fo=1.

6.3.2. A;ar R" fazosida norma

lal| = s fod

formula bilan aniglansa, uw holde uning go‘shma fazosida
normaning

IHIEDM (6.12)
1=1
kabi aniglanishini ko‘rsating.

Yechimi. z = (zy,..,z,) € BR*, f = (fi,.., Ju) € R* = (R")"
bo'lsin. U holda

1f@) =D zfil £ ill=l <
=1 =1

n n
< DIl max fa] = izl D 1A
i=1 == 1=1

ya'ni .
@) < =l D 1AL (6.13)
Koordinatalari z; = sign(f,), i = 1,1: bo‘lgan x nugtani olaylik. U
holda . 5 <
Dol =) fsien(f) = 3 fize = f(@)],
ya'ni s = i

PRI =2 11— (6.14)
i=1

Endi (6.13) va (6.14) tengsizliklardan, (6.12) tenglik kelib chiqadi.
6.3.3. Agar R" fazosida norma

.
lzll = 5 Jz]

=1
formula bilan aeniglansa, uw holda wuning qo‘shma fazosida
normaning

Il = max |fil (6.15)
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kabi aniglanishini ko‘rsating.
Yechimi. 2 = (wy,...,) € B, f = (fi..... f.) € R" = (B")
bo'lsin. U holda

Fl =) wifd € il <
i=1] =1

!
< ; .| max. |fil = |1l max {l.
ya'ni
|f(I)| < ||1H 11?’?5)5, |f’| (6.16)
Aytaylik, f?;%zlfkl = |f,| bo'lsin. Koordinatalari z, = (signf,) dsj.

i = 1,n bo'lgan z nuqtani olaylik. U holda
max |fil = f; = Zf.(SIgnfl Oy Z firy =
ya'ni
| > n
ax |fl 2 ] (6.17)

Endi (6.16) va (6.17) tengsizliklardan, (6.15) tenglik kelib chigadi.
6.3.4. Agar R® fazosida norma

2l = lzu] + /23 + 23

formula bilan aniqlansa, u holda uning gqo‘shma fazosida
normaning

1l = max{| fil, 4/ fZ + f3} (6.18)
kabi aniglanishini ko‘rsating.
Yechimi. z = (z1,22,23) € R, f = (fi.fo, fs) € R* = (RY)*

bo'lsin. U holda

(@) =1 wifl < Uhller] + | faxs + foxal <

< fillerl+y/ 53 + F3yfad + 2k < max(ifil, /7 + S}l + 23).

yva'ni

£(@)) < llallmax{) Al /57 + £} (6.19)
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Agar f = 0 bolsa. u holda (6.18) tenglik ravshan.  Aks holda,
quyidagi hollayni garaymiz.
Q) VT + f5 > |fi]: Koordinatalari

= 0, Ty = -f-———‘—___ T3 = L
I+ f3 VI + 13
bo‘lgan z nuqta olk1$'lik.
U holda
9
@) =fv,7fo_ ity \/f. s =V A
ya'ni

1711 > max{|fil, /12 + F3}- (6:20)
b) /f + fi <|fi|. Koordinatalari
:E1=1,:L'2=0,1‘3=0

bo‘lgan z nugta olaylik.
U holda
|f(2)| = 1Al
ya'ni
W1l = max{|fil, / £ + f3}- (G2

Endi (6.19) (6.20) va (6.21) tengsizliklardan, (6.18) tenglik kelib
chigadi.

6.3.5. ¢ fazoning qo‘shma fazosi (; fazosiga 1zomorf ekan-
ligini ko‘rsating.

Yechimi. ¢ fazosida quyidagi vektorlarni aniglaymiz:

Natijada har bir z = (£,) € ¢ elementni

k

z = &ep + AILH; Z (& — &o) ex

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda & = lim &,.
=00
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Avtavlik. f & ¢ bo'lsin, 17 holda

JJ i:I - '-.HJF 'H} 1“1 Z{H“ a -.'I Bul =

= &ono + lllll T (& — &0) T
n= I
bunda 7y = f(eo) van, = f(en), n € N.
Endi f(z) sonini boshqa ko‘rinishda ham yozish mumkin ekanligi-

ni ko‘rsatamiz. Buning uchun e, sonlarni g, = sign T ko‘rinishda
aniglaymiz. Har bir m € N sonini tayinlab, ol = ({,,) ¢ nug-
tani quyidagicha saylab olamiz: n < m bo'lganda [ )

bo‘lganda &, = 0. U holda ||zf™|| < 1. Natijada

= "Il < Il
n=1

m

|f(z(m))| = Z L'}E“?’?”

n=1

m € N ning ixtiyoriyligidan, Z {7.] < +o0 kelib chiqadi, ya'ni (7,) €

5=
¢,. Demalk, har bir z = (&,) € c elementi uchun Z &nMn qator absolyut

n=1
vaqinlashuvchi va

o
f(x) = &mo+ Y &l (6.22)
n=1
Demak, agar f € ¢" bo'lsa, u holda ixtiyoriy z = (£,) € ¢ uchun (6.22)
o‘rinli, bunda & = nll_{{.lo &, Mo = const va (1,) € f£;. Yuqoridagidek,
m € N sonini tayinlab z,, = (&) € c nuqtani saylab olamiz: n < m
bo'lganda &, = €,, n > m bo‘ganda §, = g = signyy (¢, sonlari
yuqorida aniqlandi). U holda [|z,[| <1, & = nlg]gc Eu =5 va

m

—Tm lTIOI + Z |"In| +€o Z T

n=m+]

Bundan

£ = ”811751 @) > | flam)]

vam — oo da

oc
ol + Y Imal < 111

n=1
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Har bir y = (,) € () element (6.22) formuld yordamida ¢ fazosida
biror uzluksiz chizigli f funksionalni aniqlaydi. Shu bilan birga.

11 = Ll + Z il

n=1
Demak, ¢* = (.

6.3.6. ; fazoning qo‘shma fazosi m fazosiga izomorf ekan-
ligini ko‘rsating.
Yechimi. € = (§,&,--+ ,&,,-+) € m bo'lsa, u holda

Z & z=(z)En (6.23)

formula ; fazoda chizigli funksionalni aniglaydi.
f ning uzluksizligi

£@) < suplécl 3 ll = lellllle
¢ =1
ya'ni
171 < 1l (6.24)

tensizligidan kelib chigadi.

Endi £; fazoda har bir uzluksiz chizigli funksional (6.23) ko‘rinishda
ekanligini isbotlaymiz.

{; fazosida quyidagi vektorlarni qaraylik:

=(0,0,...,0,1,0,...), neN.

n—l

U holda 2 = (z,,) € #; elementni
0
= Z LyCy
1=1

n
ko‘rinishda yozish mumkin va (") = > z,e; uchun
i=1

_t
ot =zl = >~ Ja| - 0.

J=n+1

f € € bo'lsin. U lolda

flz)=f (Z.f',f',) =if (“ii_:_lizf:rrc,) =
i=] =1
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£ ou \ o n
= lm f (Z.z‘,e,) = E xrifle) =Z.r,£,.
"=
=1 inl )
bunda

& = fle). i€ M.
lel = £ (el < il

dan (&) € m. Demak,
[1E}m = S €6l < [ F1I- (6.25)

(6.24) va (6.25) dan || f]} = |{&]| kelib chiqadi, ya'ni {j = n.
6.3.7. m* fazoning {) fazoga izomorf emasligini ko‘rsating.
Yechimi. Ravshanki, ¢ yaginlashuvchi ketma-ketliklar fazosi m ning
gism fazosidir. ¢ gism fazoda

flz) = ,11_{7(}0 T, T = (z) EC (6.26)

ifoda chegaralangan chiziqli funksionalni aniqlaydi.

9 = (1,1,...,1,...) € cnuqtada f(zg) = 1dan||f]] = 1 kelib chigadi.
Xan-Banax teoremasidan bu funksionalni normasini saglagan holda m
fazosiga davom ettirish mumkin.

Faraz qilaylik, bu funksional £; fazo elementi orqali aniglansin, ya'ni
shunday € = (&,) € 4 topilib,

20
F(z) =Y 2akas (za) €. (6.27)
n=1
e, = (0,...,0,1,0, ...}, n € N elementlarni qaraylik. (6.27) dan f(e,) =
0, n € N kelib chigadi.
Ikkinchi tomondan, (6.27) ga ko‘ra

f(eu) =¢,neN
Bundan &, = 0, n € N. (6.27) dan esa

f(2)=0,Vz em.

Demak, f = 0. Bu esa ||f|] = 1 ekanligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyat-
dan, m* fazoning ¢, fazoga izomorf emasligini kelib chigadi.
6.3.8. Cla, ] fazoning refleksiv emasligini isbotlang.
Yechimi. Teskarisini faraz qilaylik. U holda chekli variatsiyali
funksiyalar fazosi V' da aniqlangan har bir uzluksiz chizigli £(f) funk-
sional Cla, b] fazosidagi biror z(t) funksiya orqali aniglanishi kerak,
ya'ni

F(f) = Felf) = f(2).
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Demak,
h

F.f) = /;J‘(F)rﬂf’(!}.

[
bunda f(t) - Cla;b]* da f(z) funksionalga mos keluvchi chekli varia-
tsiyali funl\mya.
Quyidagi funksionalni garaylik:

Fo(f) = flto+0) = f{to = 0) (to € [a,b]).

Bu funksionalning chiziqli ekanligi ravshan, uzluksizligi quyidagi baho-
lashdan kelib chiqadi:

|Fo(£)] < I£(to +0) = f(to — O] < V;I(S) = II/II
Bundan tashqari Fy(f) # 0, shuning uchun [a, b] da uzluksiz zo(t) #
b .
0 funksiya mavjud bo‘lib, Fy(f) = fa:o(t) df(t) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Endi f f zo(s) ds funksiyani qaraylik. Bu funksiya [a, b] da
uzluksiz bo lganhg)dan, Fo(fo) = 0. Biroq ikkinchi tomondan,
b b
A1) = [maio) = [=4©de>0

Bu ziddiyatdan C(a, b} fazoning refleksiv emasligi ko‘rinadi.

6.3.9. L9(0, 1)* = {0} ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Faraz qilaylik, f € L°(0, 1)*, f # 0 mavjud bolsin.
Yarim intervallarning xarakteristik funksiyalari chiziqli kombinasiyalari
L0, 1) fazoda zich bo'lganligidan, shunday A; € [0, 1] yarim interval
topilib, f(xa,) = 6 # 0 o'rinlidir. A ni teng ikkita dizyunkt Al, Af
yarim intervallarga ajrataylik. xa, = Xa1 + Xay bo‘lganligidan,

flxay) + f(xay) = flxa,) #0

kelib chigadi. Bundan Fxay) # 0 yoki flxay) # 0. Bu sonlarning
noldan farglisiga mos keluvchi yarim intervalni A, deb belgilaylik, ya'ni
F(Xa,) = 62 # 0, bunda p(A,) < 1/2.
Bu jarayonni davom ettirib,
a) (Ag) < 1/2%
b) flxa,) =6, #0

shartlarni qanoatlantiruvchi {A,} yarim intervallarga ega bo‘lamiz.
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Endi ¢, = 0;'\a, deylik. U holda 1(A,) < 172" dan {,} kenwa-
ketlik o‘lchov bo'yicha nolga itiladi. va'ui z, 2 0. f ning nzluksizligi-
dan, f(x,) — 0.

Lekin

fz) = F87 xan) = 656, =11
Hosil bo'lgan ziddiyatdan f = 0, ya'ni L0, 1)" = {0} ekanligini kelib
chigadi.

6.3.10. E normalangan fazo va 1y € E bo‘lsin. U holda
shunday f € E* mavjudki,

LAl =1

va
f(xa) = llzoll
tengliklari o‘rinlidir.
Yechimi. g elementning chizigli qobig'i £(z¢) da

flazo) = allzol|

formula bilan aniqlangan funksionalni qaraytik.

|f{azo)| = lel|zoll] = llazol]

dan va normaning bir-jinsli qavariq funksionalligidan, Xan - Banax
teoremasiga asosan, bu funksionalni E fazosigacha davom ettiramiz.
U holda

Al =1
va
flzo) = llzol|
tengliklari o‘rinlidir.
6.3.11. F normalangan fazo va zy € E bo‘lsin. U holda

Uio(f} = flzo), f € ET
orqgali aniglangan funksional E* da chegaralangan ekanligini

ko‘rsating.
Yechimi. fi, f, € £, aj,a9 € R uchun

Uso(@1fy + qafy) = (a1 fi + aafo)(an) =

= ay fi(ao) + aafa(2e) = ard (fi) + iy, (f2).
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Bundan ¢, chizigli funksional. Endi
[a ()] = 1F )] < Aol

ckanligidan, ¥, chegavalangan funksional va |[1,,|] < |lzoll-
6.3.12. E normalangan fazo bo‘lsin. U holda

z€ E = Y, € e

orgali aniglangan  akslantirish  izometriya ekanligini
ko‘rsating.
Yechimi. 6.3.10-misoldan har bir x € E uchun {{¢.,|| < lzolf teng-
sizligi o‘rinli. ;
6.3.10-misolga asosan, har bir z € E uchun shunday f € E* topi-
ladiki, | f(2)| = || f]l||z}]. Bundan

R V)
Hball = S A > il

ya'ni [[]] > llal]. Demak,
el = iz,

6.3.13. X Banaz fazosi, f, € X*,n € N va iztiyoriy z € X
uchun
1}1_130(1)]‘71) = (I»f)
tengligi o‘rinli bo‘lsin. U holda f € X* bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. 6.1.20-misolda A, operatorini f, funksional bilan al-
mashtirsak, misolning yechimi kelib chigadi.

Mustagqil ish uchun masalalar

1. ¢o fazoning refleksiv emasligini ko‘rsating.
2. {y fazoning refleksiv emasligini ko‘rsating.
3. {; fazoning £, fazoga izomorf ekanligini ko‘rsating, bunda 1 < p <
1,1_

ptg=l

4 Agar f chizigli funksional ¢ C m fazoda chegaralangan bo‘lsa,
u holda bu funksionalni normasini saqlab, m fazosiga yagona usulda
davom ettirish mumkinligini ishorlang.

5. Agar X cheksiz o'lchamli normalangan fazo bo‘lsa, u holda X*
fazo ham cheksiz o‘lchamli ekanligini isbotlang.

6. X Banax fazosi bo‘lsin. Har bir M € X to‘plam uchun

M ={feX :[f(z)l £ 1,Yz e M}
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to*planming yopiq va qavariq ckauliging korsating.

7. X va Y normalangan fazolar, Z = X®Y ularning to'gri vigindisi
bo'lsin. U holda Z fazodagi har bir uzluksiz chizigli fnnksional f vagona
usulda

f(x,9) = hlx) + 9(y)
ko'rinishda tasvirlanishini isbotlang, bunda i € X*, g € ¥".

8. X Banax fazosi bo'lsin. Agar X* separabel bo'lsa, n holda X
ham separabel ekanligini ko'rsating.

9. X separabel bo‘lib, X* separabel bo‘lmagan X Banax fazosiga
misol keltiring.

10. Qo‘shma fazosi ¢ fazosiga izomorf bo‘lgan Banax fazosi mavijnd
emasligini ko‘rsating.

11. X Banax fazosi bo'lsin. Ixtiyoriy chizigli erkli {z,} C X ketma-
ketligi uchun shunday {f,} C X* ketma-ketligi mavjud bo'lib,

Hf"” =1 va Jra{:t-':r} = ‘sxj

o‘rinlidir.

6.4. Kuchsiz topologiya va kuchsiz yaqinlashish

E chiziqli topologik fazosida aniglangan barcha uzluksiz funksio-

nallar to‘plamidan chekli sondagi fy, fo,..., f. funksionallarni olamiz.
Agar £ mushat son bo‘lsa, u holda

{z: |filz)l <¢ i=1,2,...,n} (6.27)

to‘plami E fazosida ochiq bo‘ladi. Shu bilan birga, bunday to‘plamlar
nol nugtasini o'z ichiga oladi. Shuning uchun u nol nuqtaning biror
atrofi. Bunday atroflar sistemasi nol nuqta atroflarining aniqlovchi sis-
temasi bo'ladi. E fazoda (6.27) ko‘rinishdagi to‘plamlar sistemasi hosil
etgan topologiya kuchsiz topologiye deyiladi.

ICuchsiz topologiya bo‘yicha yaqinlashishga kuchsiz yaginlashish
deyiladi. (6.27) ko‘rinishdagi to‘plamlar aniglanishidan, {z.} C E
ketma-ketligi € F elementiga yaqinlashishi quyidagiga teng kuchlidir:

f(zn) — f(2), fFe E".

Kuchsiz yaginlashish z,, <+ z kabi belgilanadi.

E* fazodagi normaga mos keluvchi topologiyaga shu fazodagi kuchli
topologiya deyiladi.
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E chizigli topologik fazosida . .. ..., ungtalarni olaniz. £ >0
horlsin.

{feE |flx)|<s 1=1.2....,n} (6.28)

to'plami E* fazosida ochiq bo'ladi. Bu atroflar sistemasi nol nugta
atroflarining aniqlovehi sistemasi bo‘ladi. E* fazoda (6.28) ko'rinishdagi
to‘plamlar sistemasi hosil etgan topologiyva *-kuchsiz topologiya deyi-
ladi.

*_Kuchsiz topologiya bo'yicha yaqinlashishga *-kuchsiz yaqnlashish
deyiladi. (6.28) ko‘rinishdagi to‘plamlar aniqlanishidan, {f.,} C E°
ketma-ketligi f € E* funksionaliga yaqinlashishi quyidagiga teng kuch-
lidir:

fulz) = flz), z € E.

* Kuchsiz yaqinlashish f, == f kabi belgilanadi.
Masalalar

6.4.1. E Banaz fazosida {z,} ketma-ketlik kuchli yagin-
lashuvchi bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikning kuchsiz yagin-
lashuvchi ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {z,} ketma-ketlik = elementga kuchli yaqin-
lashsin, ya'ni ||z, — z|| — 0. Ixtiyoriy f € E* uchun

lf(l‘ﬂ) m f(l‘)] = |f(1'n - I)l < ”f”“xu i I” —0

ekanligidan, f(_’l:,,) — f(l) Bundan z, .

6.4.2. E* fozosida {f,} ketma-ketlik kuchli yaginiashuvchi
bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikning *-kuchsiz yaginlashuvchi
ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {f,} ketma-ketlik f funksionalga kuchli yaqin-
lashsin, ya'ni ||f, — f[| — 0. Ixtiyoriy = € E uchun

'fn(r) L f(l)l - I(fn - f)(I)[ S HrHan = f” —0

ekanligidan, f,(z) — f(z). Bundan f, —% f.

6.4.3. E chizigli topologik fazoda kuchsiz yaginlashishga
quyidagicha ta’rif berish mumkin ekanligini isbotlang: =
nugtasi va {r,} ketma-ketligi berilganda har bir ¢ € E* funk-
sional uchun {p(z,)} ketma-ketligi o(x)) soniga yaginlashuv-
chi bo‘lsa, u holda {r,} ketma-ketligi z, nuqtaga kuchsiz
yaginlashuvchi deytladi.
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Yechimi. Oddivlik uchun #, = 0 va iy hir 2 € £ nelum () — 0
ho'lsin. Nol uuqgtaning ixtiyoriy

U={r:|ofe) <z i= L.k}

kushsiz atrofini olavlik. U holda har bir ¢ > 0 soui uelnn bllllllr'liL‘r
n, (1t = 1,2,..,k) soni topilib. n. > n; bolganda lo ()| < _-"()'1‘11111
bo'ladi, n, = maxn, deb olsak, n > n, bo'lganda », € U ni yoza
olamiz.

Teskavisi, agar nol nuqtaning har bir kuchsiz U atrofi nelnm shunday
Ty soni topilib, n > n, bo'lganda z,, € U o'rinli bo'lsa. u holda n — oc
da har bir € £* uchun w(z,) — 0 ekanligi ko‘rinadi. .

6.4.4. Normalangan fazoda berilgan har bir {z,} _In'chz.?zz
yaqinlashuvechi ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini is-
botlang.

Yechimi. E* fazosida

AA-n = {f : lf(l'n)' < k}: k;n = 1:27"' (629)
to‘plamlarini qaraylik.

Tayinlangan r, da f o‘zgaruvchidan olingan (f, z,,) f1111k§i)'a “ZIUk'SlZ
bo'lganligidan, (6.29) to‘plamlari yopiq bo‘ladi. Yopiq to‘plamlarning

oo . e
kesishmasi yopig bo‘lganligidan, Ay = [} Ay, to‘plami ham yopiq

n=1 P
bo'ladi. {,} ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi bo‘lganhgdan. ha}l:
bir f € B wehun f(z,) sonli ketma-ketligi ya(lilllﬂShU"Ch]’. d('ema_.,'
chegaralangan, Boshqacha aytganda, E* fazosidan oliugan. ixtiyoriy
J element A, to‘plamlarining bittasiga tegishli bo'ladi. Shuning uchun

oo
E* =) A
=i

tengligini yoza olamiz. E* fazosi to‘liq bo‘lganligidan, Be}' teo“’“_“_‘]jl
(3.1.11-misolga qarang) bo‘yicha Ay to‘plamlarning bittasi. A-"-tip['h .
A,y to'plami biror B [fo, €] sharda zich bo‘ladi. Ay yopig bu‘lgauhglﬁ?l‘
Bify, =] © 4,, o'rink. Natijada {z,} ketma-ketlik B[f})- ¢} sharida,
demak, £* fazosida har bir sharda chegaralangan ho'ladi. Jumlauln.ll‘
birlik sharda ham chegaralangan. Boshqacha aytganda, {2} ketm(‘I:
ketlik hadlari E** fazo elementlari sifatida chegaralangan. E C f
munosabatidan {,} ketma-ketlikning E fazosida ham chegaralangan
ekanligl kelib chiqadi. .. rek
6.45 FE normalangan fazoda {2} ketma-ke-tlzfﬂ v‘a{ .
element berilgan bo ‘I2b, quyidagi tkki shart o‘rinli bo‘lsin:
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1) {llenll} ketma-ketligi biror M soni bilan chegaralangan;

2) E* fazosida zich bo‘lgan biror A to‘plamdan olingan har
bir [ uchun f(r,) — f(x).

U holda {r,} ketma-ketligining v nugtaga yaginlashuvcha
ekanini isbotlang.

Yechimi. ¢ = a,fi + cafs + oo + apfi, f1:fo, i fo € A ho'lsa, u
holda ikkinechi shartdan:

p(za) = (i fi + aafo + -+ fi)(xa) =
= alfl(l'n) + a?f?(l'n) =P 00 P C"kfk<l'n) =
— arfi (2) + aafo () + ... + arfi (2) = 0 (2) -

Endi E* fazodan ixtiyoriy ¢ element olaylik. {y.} orqali element-
lari A to'plam elementlarining chiziqli kombinasiyalaridan iborat va ¢
elementga yaginlashuvchi ketma-ketlikni belgilaymiz. @(z,) — w(z)
o'rinli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. M sonini flzafl < M, n =
1,2,.... Jlzll € M o'rinli bo'ladigan etib saylab olaylik. .

@) — ¢ bo‘lganligidan, har bir ¢ > 0 soni uchun shunday k. soni
topilib, k > k. bo‘lganda |l —wi|| < € tengsizligi o‘rinli boladi. Bundan

lp(n) — 9(2)] = lp(2n) — P(za) + pr(2a) — (@) + P1(x) — P()] =

< ILP(In) o ka(In)l + ka(In) — (Pk(x)| ar IQDI\:(-'U) - QO(l)l <
< eM + eM + |pi(zn) — pr(z)l-
Shart bo‘yicha wi(z,) — wi(z) bo‘lganligidan, har bir ¢ € E* uchun
w(zn) — p(z) > 0 ekanligi kelib chiqadi.

6.4.6. Chekli o‘lchamli R" evklid fazosida har bir kuch-
siz yaqinlashuvchi ketma-ketlikning kuchli yaqinlaShU’UC’”
ekanini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, {e;, e, ..., ¢,} sistema R" daga biror ortonormal
bazis bo'lib, {z}} ketma-ketlik R” da  elementga kuchsiz yaqinlashuv-
chi bo'lsin.

o=zl + -+ +2Me,,
r=gWe +... 4 We
bo‘lsin. U holda

1
I;.) = (2:1-?1 el) = (Ia el) = 2:(1)3

l‘;-”) = <l‘kyen) = <1’, en) Ll
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vami {a} ketma-ketlik o clenentza koordinata borvicha vaginlasliy-
chi. Natijada.

i 12
o=l = (S =7) =0

=1

ya'ni {r;} ketma-ketlik = ga kuchli yaqinlashivehi bolacli.

6.4.7. C[0.27} fazosida kuchli va kuchsiz yaginlashishlar
o‘zaro teng kuchlimi?

Yechimi. C[0, 2x} fazosida

2r

ap(z) = L z(t) cosntdt, n €N
= L

formula orqali aniglangan uzluksiz chizigli funksionallar ketma-ketligini
qaraylik.

Matematik analiz kursidan ma'lumki, [0,27] kesmada uzluksiz
bo‘lgan har bir 2(¢) funksiya uchun uning Fure qatoriga yoyilmasi
koeffitsientlaridan tuzilgan {a.(r)} ketma-ketlik nolga yaginlashuvchi
bo‘ladi (lim a,(z) = 0), ya'ni {a,(z)} funksionallar ketma-ketligi nol
funksionquig’;ao kuchsiz yaginlashuvchi bo‘ladi.

Shu bilan birga, a,(z) funksionallarni

or t
o (2)= é/r(r)d fms nudu
0 0

ko‘rinishda yozish mumkin, bundan tashgari

t I

Var f cos nudu | = f |eos nu| du,
tel0.27]
0 0
ya'ni
I = Skln
1 1
lan|l = % / | cosnt| df = :l; | cos nt| dt =
0 s

1 n=1 2:3 4

e /|c05:|n’:=—. (n € N).

T m
k=07
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Demak. C'[0.27] fazosida qaralayotgan uzluksiz chizigli funksio-
nallarning {a,(r)} ketma-ketligi kuchsiz vagiulashuvehi bo'lily, kuclili
vaginlashuvehi emas.

6.4.8. Cla,0] fazoda sin(nt) ketma-ketligi kuchsiz yagin-
lashuvchi bo‘ladimi?

Yechimi. z,(¢) = sinnt ketma-ketlik hadlarida

T

T .
flz,) = 2, (—2-) = sin —-
ko'rinishda aniglangan f funksionalni qaraylik.

{fz.)} = {1,0, -1,0,1,...}

bo‘lganligidan, bu ketma-ketlik yaqinlashuvchi emas. Demak, {z,}
ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi emas.

6.4.9. (Shur teoremasi) {; fazoda berilgan ketma-ketlikning
kuchsiz yaginlashuvchiligidan, uning norma bo‘yicha yagin-
lashuvchi bo‘lishi kelib chigishini isbotlang.

Yechimi. ¢ fazosida {y,} ketma-ketligi yo nuqtaga kuchsiz yaqin-
lashuvehi bo‘lsin. U holda {z, : =, = y, — yo} ketma-ketligi 0 nuqtaga
kuchsiz yaqinlashuvehi bo'ladi. Biz |z,]| — 0 bo‘lishini ko‘rsatishimiz
kerak. Teskarisini faraz gilaylik. Ushbu

lim jlz,,,.[| =1 >0

munosabatni qanoatlantiruvchi fjz,, || qism ketma-ketligi mavjud

bo'lsin. Zarur ho‘lsa 2, elementlarni I—”__I ko‘rinishdagi elementlar
. .. ol . . 1 .
bilan almashtirib, nolga kuchsiz yaqinlashuvchi va har bir hadi normasi

1 ga teng ketma-ketlikga ega bo‘lamiz.
Demak, berilgan {z,} ketma-ketlik quyidagi shartlarni ganoatlanti-
radi deyishimiz mumkin:
x, —» 0 (6.30)
va
Jlzall =1 (r=1,2,..) (6.31)

bo'lsin. Endi f;. funksionalni quyidagicha aniglaymiz:
f’\'(I) =& (k: 1~2))

(6.30) munosabatdan {fi(z,) : n = 1,2,...} ketma-ketlikning nolga
yaqinlashuvchi ekanligi, ya’ni

&7 50 (k=122 (6.32)

-0
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bo'lishi kelib chiqadi. #; = | holsin. U holda

>

k=1

& = gl =1.

Natijada
"

> [e] >

k=1

W= Lo

tengsizlikni ganoatlantiruvchi p; > 0 soni mavjud bo‘ladi.
Aytaylik, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi

l=n<m<..<ny

va
0=p0<]71<...<pj

butun sonlari tanlangan bo‘lsin:

a1
3 le) < }1 (o =1 Aot (6.33)
k=1" L
va
F, 1
3 ‘5;'-}| > le=123). (6.34)
k=py-1+1

U holda (6.33) munosabatga ko‘ra shunday n;.1 > n; soni topiladiki,
natijada ushbu

5> 6" <

k=1
tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlik va (6.33) munosabatdan:

kel

U holda quyidagi tengsizlikni qancatlantiruvehi p;4y > p; nomerini tan-
lash mumbkin:

1
4

{",m

‘Etn,, )

LP+1

}3
4

341

Z ‘ g(n,u)

k=p,+1

Shu taxlitda fikrlashni davomn ettirsak, (6.33) va (6.34) tengsizliklar har
bir s = 1,2,... uchun o‘rinli bo‘ladigan ikkita 1 < n; < 19 < ... va
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0=py < p < .o < py <o butun sonlar ketna-ketliklarning maviud
ekanligini ko'rsatadi. Ushbu

e = sign{,(\"‘) (pest <k < pa ks=12,.)
ko'rinishda belgilash kivitamiz. {5} € (. bo'lganligidan, (; fazosida
quyidagicha fy funksionalni qaraymiz:

fola) =D ki (= ={&}D
=1

fo(za,) kattalikni quyidan baholaymiz. || < 1 ckanligini e’tiborga

olsak,
o
|ﬁi{lr1.}1 = anfg'i) >
k=1
s -1 oc i
1 {n s AT
2| Y n&™ =S I - Y g™ 2
k=p,-1+1 k=1 k=p._1
s Pa=1 x (1)
> > g =Dl S 16 =
k=p,_3+1 k=1 k=p.+1
P
=2 30 1 =l
k=py.1+1
Demak, (6.31) va (6.34) bo‘yicha
1
folzn,) > 3
tengsizligini yoza olamiz. Bu esa ||z, || = 1 shartiga zid. Demak,

[1zna]] — 0.

6.4.10. H Hilbert fazosi, {z.} C H. Agaer {z.} ketma-
ketlik ©y € H nuqtaga kuchsiz yaginlashib, |z./l — [l7oll
bo‘lsa, u holda {x,} ketma-ketlik zg ga kuchli yaginlashishini
ko‘rsating.

Yechimi. {z,} ketina-ketlik 7y € H nuqtaga kuchsiz yaqinlashishi-
dan, har bir y € H uchun

<I,,,y) o <10=y>
o'rinlidir. [Ja,[f — [|zo|| bo‘lganligidan,

(IL',,, 1‘71) = (1'07 -L())
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Bundau
H,l‘,, — .r.,]]“’ - (.l',, — Jy. Ly — ./'1.) :
= (Bus i) + Cro, o) — {@ra) = (oo0) =
= [(1"‘1!1:"1: - <.’I'1),.’I‘(,>] - [<-l'm~"'lll) - (-’"()-»ﬂ))j — 0.

yvani |2, — aq|] — 0.

6.4.11. ¢ fazo birlik sferasining kuchsiz yaginlashish
ma’nosida yopig“ini toping.

Yechimi. ¢ fazo birlik sharidan ixtiyoriy zg = (a).ay, ....0,....)
nugta olib, ushbu

Xy = \/1 — r1'f.U.U. e

=1

ketma-ketlikni qaraymiz. Bu ketma-ketlikning barcha hadlari birlik
sferaga tegishli va 2 nuqtaga kuchsiz yaginlashadi. Demak. € fazo
birlik sferasining kuchsiz yaginlashish mamosida yopig'i birlik shardan
iborat.

64 12. H Hilbert fazosi, x,, z, y,,y € H bo‘lsin. Agar

T, — I va vy, il y bo‘lsa, u holda

(@, Y} = (2, Y)

ekanligint ko‘rsating.
Yechimi. Quyidagini yozaylik:

(Zn, o) = (20 — 2,40 — Y)+

+(1'n ' I:!/) + (Iyyn - ‘_ll)-

x, — & ckanligidan, flzall < M, ljz]] < M, bunda M/ > 0. Bundau
Kza = 2,90 ~ )] < 2w = 2|y — oIl < 2M ||y — 9l — 0,

(%, 4 = 9)] < M{Jy = yl| = 0.
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{2, —roy)l — 0.

Demak.,
(s Yn) — (2, 4).

6.4.13. ¢ da chegaralangan ketma-ketlik koordinatalar
bo ‘yicha yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik kuch-
siz yaginlashuvchi bo‘ladi.

Yechimi. & fazoda chegaralangan {z;} ketma-ketlik x elementiga
kuchsiz yaginlashuvehi bo‘lishi uchun

(g, ) = xfj) -z =(z,e), i=1,2,..,

bu yerda e; = (1, 0,...), ea= (0, 1, 0,....), ... bajarilishi yetarlidir.

Hagiqatan, e; elementlarning chizigli kombinatsiyasi £ fazoda zich.

Demak, {, da {x;} chegaralangan ketma-ketlik kuchsiz yagjinlashuv-
chiligi, ushbu vektorning zfj) koordinatalar bo‘yicha souli ketma-
ketliklarning har bir ¢ = 1,2,... uchun yaqginlashuvchi ekanligiga teng
kuchli.

6.4.14. ¢, fazoda kuchsiz yaginlashish kuchli yaginlashish
bilan ustma-ust tushadimi?

Yechimi. ¢, fazoda ey, ey, ..., e,,... ketma-ketliklar nolga kuchsiz
yaqinlashishini ko‘rsatamiz.

{, da ixtiyoriy chiziqli f funksionalni skalyar ko‘paytma ko‘rinishda
yozamiz: f(z) = (z,a), x € {, tayinlangan vektor. Bundan f(e,) = a.
vaa, — 0, n — o0, u holda

nll_ll.lo f(en) = 0.
lleal] = 1 dan {e,} ketma-ketligi nolga kuchli yaqinlachuvchi emas.
Mustagqil ish uchun masalalar

1. C[0,1] fazosida kuchsiz yaqinlashuvehi bo'lib, norma bo‘yicha
uzoglashuvchi ketma-ketlikka misol keltiring.

2. Ixtiyoriy Hilbert fazosi kuchsiz topologiyada to‘la bo‘ladimi?

3. fu(t) = sint, t € [~m,7) funksional ketma-ketlik Lo[—7, 7] kuch-
siz yaqinlashuvchi bo‘lib, norma bo'yicha uzoqlashuvehi ekanligini is-
botlang.

4. X Banax fazosi, {r,} C X, ||z,|| < L. Agar z, & z bo'lsa, u
holda ||z|| < 1 ekanligini ko‘rsating.
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5. H Hilbert fazosi, r,. r. y,. y € H bolsing Asar p, — » va

iy = y bolsa. u holda

() — (r.y)
o‘rinlimi?

6. {r,} C C[0,1] ketma-ketligi [0,1] ning har bir nuqtasida
yaqginlashuvchi bo'lsa, u holda bu ketma-ketlik kuchsiz yaqinlashuvchi
bo‘ladimi?

7. Cla,b] fazoda cos(nt) ketma-ketligi kuchsiz yaginlashuvehi
bo'ladimi?

8. C[0,1] fazosi kuchsiz to‘la bo‘ladimi?

9. Aytaylik, {z,} H Hilbert fazosida ortogonal sistema bo'lsin.
Quyidagi tasdiglarning o‘zaro teng kuchli ekanligini ko‘rsating:

oo
a) > z, qator yaginlashuvchi;

n=1

oC
b) 3" z, qator kuchsiz yaginlashuvchi;

n=1

o0
c) 5 ||zal|? qator yaginlashuvchi.

10? Banax fazosidagi kuchsiz yaqginlashuvchi ketma-ketlik kuchsiz
fundamentalligini ko‘rsating.

11. ¢, fazoning birlik shari kuchsiz topologiyada kompakt ekanligini
isbotlang.



VII BOB
Chizigh operatorlar fazosi

7.1. Chiziqli operatorlar fazosi

X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvehi barcha
chegaralangan chizigli operatortar to‘plamini B(X, ") kabi belgilaymuiz.
Agar X = Y bo'lsa, u holda B(X) kabi belgilanadi.

T.5 € B(X,Y) operatorlar uchun ularning yig‘indisi 7"+ S deb

(T +8)(z) = T(x) + S(z), 2 € X

formula orqali aniglangan operatorga aytiladi.
T € B(X,Y) operatori va A € C soni ko‘paytmasi AT deb

(\T)(z) = \T(z), z € X

formula orgali aniqlangan operatorga aytiladi. Ravshanki, 7' + S, AT
operatorlar ham chiziqli operatorlar bo‘ladi.

Uzluksiz chizigli operatorlarning yig'indisi va uzluksiz chizigli ope-
ratorning songa ko‘paytmasi, uzluksiz operator bo‘lishi normalangan
fazolarda amallarning uzluksizligidan kelib chiqadi. Demak, B(X,Y)
chiziqli fazo bo‘ladi.

Eslatib o‘tamiz, T € B(X,Y') operator normasi

IITIl = sup{|IT(@)|] : z € X, [l2]} < 1}

formula orqali aniqlanadi.

Qofshish, songa ko‘paytirish va normaga nisbatan B(X,Y) nor-
malangan fazo bo‘ladi.

H Hilbert fazosi bo'lsin. B(H) fazoda har bir 2,y € X uchun

A€ B(H) — [{A(2), )| (7.1)

formula yariin normani aniglaydi. (7.1) korinishdagi yarim normalar
B(H) fazoda hosil etgan lokal qavariq topologiyaga kuchsiz topologiya
(w-topologiya) deyiladi. Bu topologiyada yaginlashishga kuchsiz yaqin-
lashish deyiladi va u 4, -2 A kabi belgilanadi. Kuchsiz topologiya
ta rifidan,

A, A & Iiu_{{:h,[,r'}._r;} =(Alx),y), Yo,yve H

fl=e



70 Chiziglt eperatorlan fizos

ckanligi bevosita ko‘rinadi,
B(H) fazoda har hir w € X' uelnn

A€ B(H) — |A)|] (7.2)

formula yarim normani aniglaydi. (7.2) ko'rinishdagi varim normalar
B(H) fazoda hosil etgan lokal qavariq topologiyasa kuchlt topologiya
(s-topologiya) deyiladi.

Bu topologiyada yaginlashishga kuchli yaqinlashish deyiladi va n
A, — A kabi belgilanadi. Kuchli topologiya ta'rifidan,

A, — A & lim A,(2) = A(z), Yo, H
n—oc

ekanligi bevosita ko‘rinadi.

B(H) fazoda

A€ B(H) - ||| (7.3)

formula normani aniclaydi. (7.3) kerinishdagi norma B(H) fazoda hosil
etgan lokal qavariq topologiyaga tekis topologiya (r-topologiya) deviladi.

Bu topologiyada yaqginlashishga tekis yaqinlashish deyiladi va u
A, = A kabi belgilanadi. Tekis topologiya ta'vifidan,

Ay, => A & lim ||[4,- Al =0
n—0o0

ekanligi bevosita ko‘rinadi.

Aytaylik, L biror H Hilbert fazosinig qism fazosi bo'lsin. H = L&L~
tengligidan har bir 2 € H vektori yagona ravishda z = y+ = ko'rinishda
yoziladi, bunda y € L, z € L*. P : H — H operatori har bir z € H
vektoriga uning L gism fazosiga proeksiyasi bo'lgan y vektorini mos
qo‘ysin. Bu chizigli operator L qism fazoga proektor deyiladi.

Py, P proektorlar uchun Py P = 0 bo'lsa, P, va P, proektorlar or-
togonal deyiladi va P, 1. Py kabi yoziladi.

Masalalar

7.1.1. Agar X normalangan fazo, Y esa Banaz fazosi
bo‘lsa, u holde B(X,Y) Banaz fazosi ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {T,}nen ~ B(X,Y) fazosining xohlagan fun-
damental ketma-ketligi bo'lsin. U holda ixtiyoriv ¢ > 0 soni uchun

shunday 7. soni topilib, barcha n,m > n. sonlar uchun

”Tm I Tu” <é&
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tengsizligh orinli bo'ladi. Natijada. X fazosining xohlagan @ nuqtasi
nelinn
1T(x) = To() | < (1T = Tullllell < ellel,

ya'ui

(T (x) = Tu(2)ll < ellzll (74)
tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bundan {7, (z)} ketma-ketlikning Y fazoda
fundamental ekanligi kelib chiqadi. Y to‘la bo‘lganligidan, {7,(z)} bu
fazoda yaginlashuvchi bo‘ladi. Aytaylik,

lim T, (z) = T(z)

n—oo

bo‘lsin. Har bir 1,73 € X, A1, Ay € C uchun
Tz + )\2.’1,‘2) = ’lim Tn(/\lzl = )\2.’1,‘2) =

= ,}BE;(AIT"(II) + )\QT(IQ)) = /\1T(1‘1) S )\QT(ZQ)
Demak, T chizigli operator bo‘ladi.
Endi (7.4) tengsizligida m — oo bo'yicha limitga o‘tsak,
IT(z) — Ta(z)l} < el

tengsizligiga ega bo‘lamiz. Natijada, T — T}, operatorning B(X,Y) fa-
zosiga tegishli ekanligi kelib chiqadi. U holda T = (T'—T,,)+T, operatori
ham B(X,Y) fazosiga tegishli. Shu bilan birga,

IT(z) = Tu(2)Il < ell=]

ekanligidan, [T - T,|| < ¢ tengsizligiga ega bo‘lamiz. Shu sababli T, =
T. Demak, B(X,Y) Banax fazosi bo‘ladi.
7.1.2. F" fazoni F™ fazoga akslantiruvchi chiziqli operator-
larning umumiy ko‘rinishini toping, bunda F = R yoki C.
Yechimi.  Aytaylik, {e),...,e,} sistema F” fazoning bazisi,
{1, fin} esa P fazoning bazisi va A : F* — F™ chizigli operator
bo'lsin. Agar z = (z;) € R” bo'lsa, u holda

n
T = E Tre;
=1

va A operatorning chiziqli ekanligidan,

Alz) =) x,A(e)).
i=!
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Demak., A operatori {e).....e,} bazisdagi giymatlari orqali tolig
aniglanadi. Har bir A(e;) vektorning {fj. ... fn} bazist bovicha

"

Aley) =Y il

=1
yoyilmasini olamniz. Bundan
" m
Afz) = 2y E a, fi
i=1 =1
ya'ni
in n
Alz) = ;2 f,
i=1 j=1

Demak, A operatori (a;,) matrisa orqali to‘liq aniglanadi.
Bunda 2 = (z, ..., z,) vektor qiymati quyidagicha topiladi:

fon \
\ ZQIJIJ
ayy] Qs ... Qi { m =1
Q1 @y --- Gz 2 3 anz
(a] "
\ 1 Gm2 +v o Qmn } \ Tn n
Eamll'l
i=1
7.1.3. R" fazosida |[z|| = max |z;| normasi garalib, 4:R" —
1<k<n

R” operatori {a;;}1<i;<n matrisa bilan aniglansa, u holda

1Al = max Zlm (73)

ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. z = (z), -+ ,2,) € R", y = A(@),y = (y1.- -+ , Yu) bo’lsin.
U holda har bir i € T,n uchun

w

Yi = E Q.

J=1

Demalk,

n "
il = 1Y ] €3 il <
=1 J=1
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Z]u,,l max ] = 11 HL Ja,).

va'ni
Hyll < el laul- (7.6)
4=1

Faraz qilaylik, max Z la,j| ifoda maksimumga 2 = 4o da erishsin.

Koordinatalari z; = 51g11(a,“) j = I,n bo'lgan a nuqtani olaylik. U
holda y = A(z) uchun

Imax Zlaul e Z]a,wl = a,uJ:tJ =4 = |yl < Wl

ya'ni
= o 77
max 3~ la| < iyl (g
1=1
Endi (7.6) va (7.7) tengsizliklardan, (7.5) tenglik kelib chiqadi.

7.1.4. E Banaz fazosi va T € B(E) bo‘lsin. Agar ||T}] <1
bo‘lsa, u holda (I -T) ' € B(E) va

EAT)SEEIN

ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. z € E bo'lsin. ||T|| < 1 bo'lganligidan, Sa ZT i
=(]
uchun m > n da

1S (z) - su(xu—nZT'"(z) ZT* =

=1l X THa)li < Z IT*(z)I} < ( Z ||'ru*') lll] <

k=n+1 k=n+1 k=n+1

(2 uTnk) el = A e —

n+1
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Denvak, {5,(x)} ketma-ketligi £ fazoda fudamental. y = A(r) =
llm Syl devlik. U holda

"—

!
L—{ITH

ekanligidan, A — S, € B(E). Endi [|A - 5,]| < Hﬂll oy chanligidan.

1AG) = Su(a)]l <

I

n — oo bolganda, > T* = A kelib chigadi.
=0
Endi A = (I — T)7! ekanligini ko‘rsatamiz. Har bir £ € E uchun
(I -T)A)z) = (I - T) lim S,(z) =

n—2
= lim ((I -T)I +T+ T +.. + T")}fz) =
= lim (I - T"*')(z) = lim (z - T"*(z)).
Endi [|T"*Y(z)}] < ||T}I"*Y|z]] — O ekanligidan, ,,h_lr}c T"Yz) — 0.
Bundan ((I — T)A)(z) = z. Xuddi shunday, (4(I —T))}{(z) = z. Demak,
A=(-T)"1

7.1.5. E Banaxz fazosida aniglangan A,B chegaralangan
chiziqli operatorlar uchun

(A+B) = A"+ B
tenglik o‘rinli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. z € E, g € E* bo'lsin. U holda
((A+ B)"(9),7) = (9, Alz) + B(z)) = {9, Alz)) + {9, B(z)) =
= {A%(9),z) + (B*(9), ) = {(A"(g) + B"(9),2).

va'ni
((A+ B)(9),2) = (A°(g) + B™(g),2).
Bu tenglik barcha z € E uchun o‘rinli ekanligidan,
(A+ B)(9) = A”(9) + B*(g),
ya'ni
(A+ B)" = A" + B,

7.1.6. E Banaz fazosida aniglangan A chegaralangen chi-
zigly operator va A € C soni uchun

(AA)" =34
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tenglik o‘rinli ekanligini ko‘sating.
Yechimi. v € E.g € E* bolsin. U liolda
(AA) (9), ) = (0, AA@) = My, Aa) =
= XA (g).x) = (AA"(g). ),
ya i -
((A4) (), 2) = (AA"(g)- 2)-
Bu tenglik barcha 2 € E uchun o‘rinli ekanligidan,
(AA)"(g) = A" (9),
ya'ni !
(AA) = NA".

7.1.7. E,F Banaz fazolari va A : E — F chegaralangan
chizigli operator bo‘lsa, u holda ||A*|| = ||A]| tenglik o‘rinl
ekanligini ko‘sating.

Yechimi. z € E,g € F* bo'lsin. U holda

KA (9),2)| = (g, A=) < Hlgllll AN < NiglllAlifi=l;
ya'ni
(A% (g), 2)| < llglllAlll[x]f-
Demak, |l 4*(g)l| < flgllllAll, yamni |]47|} < ljA]l.

Endi 2 € E va A(z) # 0 bo'lsin. y = ﬁ deylik. U holda
[lo]| = 1. 6.3.10- misoldan shunday g € F* mavjud bo'lib, ||g]] = 1 va
g(yo) = 1, ya’ni (g, A(z)) = ||A(z))]|. Bundan

A = (g, Al2)) = (A(g).2) <

< A @)zl < HATlghlizl] = [}A*} ]2,
yani [|A(z)]] < | 4°][ljz]). Demak, [|4]] < [IA"]| va ||A][ = [|A°]}.

7.1.8. Har bir n € N uchun 4, : {, — ¢, operatori

& &
dy(z) = (: ” -;-UU) L= (&) € ls
formula bilan aniglansa, u holda {4,} ketma-ketlikning nol

operatoriga tekis yaginlashishini ko‘rsating.
Yechimi. z € {5 uchun

[ 4,(x) =—Ymn<-zm|
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ckauligidan,
1
H-”‘u“ S = =oli)
n
Bundan {A,} ketina-ketlik nol operatoriga tekis yaqinlashadi.
7.1.9. Har bir n € N uchun A, : C[0,1] — C[0.1] operatori
(Ay(z))(t) =2"(1 = t)a(t). t € [0,1]

Jormula bilan aniqlansa, u holda {A,} ketma-ketlikning nol
operatoriga tekis yaginlashishini ko‘rsating.
Yechimi. z € C[0, 1] uchun

1A ()| = mlaklt”(1 - el <

n"
< max [t"(1 = lilz|| = —— .
< ,'.ﬁnl_?!“ (1= o)llz]] e+ 1)n+1”1”

Bundan

T n i 1
||‘—l,,|| < n i n 3
(n+1)+1 n+l) n+1

Bundan {A,} ketma-ketlik nol operatoriga tekis yaginlashadi.
7.1.10. Har bir n € N uchun A, : &y — ¢, operatori

A"(x) = (61153' "'a§711 0707) y T = ({’\) € lll—‘

formula bilan aniglansa, u holda {A,} ketma-ketlikning birlik
operatoriga kuchli yaginlashib, tekis yaginlashuvchi emasligi-
ni ko‘rsating.

Yechimi. « = (&) € € uchun

| Au(z) - =l* = Z &2 — 0

k=n+1
ekanligidan,
A, — 1.
Endi har bir n € N uchun €,.; = (9, . 0,1,0..) € n vektorini olsak,
et

u holda ||e,, || = 1. Bundan

||Au(5n+l) - en+1” = HO - 3u+l” =1

Demak,

|4, = Il = S“P | An(z) — 2l > [|Au(en1) = ennll =1
[LEES
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bo'lganligidan, {4, } ketma-ketligi birlik operatoriga tekis yaginlashuv-
chi emas.

7.1.11. Har bir n € N uchun A, : (s — {; operatori

An(il') = (0.0, v bne1, &nsay ) U= ({L) € ly

formula bilan aniglensa, u holda A, —
ko‘rsating.
Yechimi. z = (&) € £, uchun

0 ekanligini

”‘4"(1‘)”2 = ” (0107~"1£n+1:£11+2:---) ” ™ Z [Eklz'

k=n+1

= (&) € £ ekanligidan, E |62 < oo, bundan 3 [&[* — O
k=1 k=n+1
Demak,

1 4n(2)I* = Z |€xl* — 0,

k=n+1
ya'ni A, — 0.
7.1.12. Har bir n € N uchun A, : ¢ — ¢, operatori
Aﬂ(z) = (0,0,...,5],52, ) y T = (fk) € 62

formula bilan aniglanse, u holda A, — 0 ekanligini
ko‘rsating.

Yechimi. = = (&), y = () € £s uchun
Z£k+ntk < Z &trn Z B
k=1

oC e
z = (&) € {p ckanligidan, 3 |62 < oo, bundan lim Y |&n]? — O
e n—oC 1,

Demak, o F=t

(AH(I))'U) - 07
ya'ni A, 25 0.

7.1.13. Har bir n € N uchun A, : C[o0,1] — CI0,1] operatori

i+l

(Au(2))(t) = n/ (s)ds, £ € [0,1]

t
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formula bilan aniqlansa, u holda {4, } ketma-ketlikning birlik
operatoriga kuchli yaqinlashib, tekis yaginlashuvechi emasligi-
n1 ko‘rsating.
Yechimi. r € C[0. 1] uchun ¢ hoshlang'ich funksiya holsa. u holdla
fad
: PITR: 1 AO {
n / z(s) = &(s) fr'l' = L—J]-—Q — B(t) = (t),

1 n

ya'ni

Au(z) = z.

Bundan {A,} ketma-ketlikning birlik operatoriga kuchli yaqinlashadi.
Endi z,(t) = t"7}, n > 2 bo'lsin. U holda

[|za]] = max [¢"7}) = max "~ = 1,
f<r<l

Det<l
ya'ni ||znf| = 1.
Endi
t+}
o L t+2 -
[| A (zn) — zn|] = max [n / s"lds — s" Y = max |s"],7" — s"7} =
0<t<1 o<i<1 '
t
1 mn
= max (t = —) = :"“I -
0<t<] n
], nn—1 1
= max [¢" + " 1 1 %_Jtn—l Il —,—I” LE f"_l >
0<1<1 In? n? =
> nz=l) max "2 = ltoa)) > L
= 2n?  o<e<i! m? T4
Demak,

= 11l = sup 11Aa(w) = 21> [[An(as) = 20l] 2 7.

Bundan {A,} ketma-ketligi birlik operatoriga tekis vaginlashuvchi
emas.
7.1.14. p € C[0,1] bo‘lsin. T, : L*[0,1] — L*[0,1] operatori

TA(£)(t) = w(t)f(t), fe L*0,1]

formula bilan aniglanadi. T} = T; tengligini isbotlang.
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Yechimi. Har bir f.g € L?{0. 1] uchun

(T30 = (To()e9) = / () F(8)9 0 dt =
l.

= | f(®)p()alt)dt = {f.Bg) = (. T=(9)):

ya'ni
(£, T5(9)) = (f, Tpla))-

Bundan T3(g) = Ti(g), yani T = T.
7.1.15. H Hilbert fazosi va T € B(H) bo‘lsin. U holda

kerT* = R(T)*

tengligini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, z € ker T* bo'lsin, ya'ni T*(z) = 0. Ixtiyoriy
z € R(T)* nuqtani olaylik. U holda shunday y € H topiladiki, T(y) =
z. Bundan

(z,:):) 2 <T(y),I> = (.‘J’n T‘(:I'?}) = (y:O) =0,

ya'ni ixtiyoriy z € R(T) uchun (z,z) = 0. Demak, z € R(T)*, ya'ni
ker T* C R(T).

Endi z € R(T)* bo'lsin, ya'ni ixtiyoriy y € H uchun {(z,T(y)) = 0.
Bundan

(T*(z)yy) = (=, T(¥)) = 0O,

yami T*(z) L y. Bundan 7*(z) = 0, ya'ni z € ker T*. Demalk, ker T =
R(T)*.

7.1.16. P: H — H proektor chegaralangan operator bo‘lib,
P #0 bo‘lganda ||P|| = 1 ekanligini isbotlang.

Yechimi. P : H — H bivor L gism fazoga proektor va » € H
bo‘lsin. U holda z = y+z, bunda y € L, z € L+. Pifagor teoremasidan,

9 T4

[lz1* = {lyll* + 11z][%, yami [Jyl] < {jz]|. Bundan ||P(2)]] = [y}l < [i=l],
ya'ni || P[] < 1.

Agar P # 0 bo'lsa, u holda 0 # 2 € L uchun [|P(z)|| = ||z]|. Bundan
1P| = 1.

7.1.17. P € B(H) proektor bo‘lishi uchun P* = P* = P
bajarilishi zarur va yetarli.
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Yechimi. P : H — H hivor L ¢isw fazoga proektor va r € H
bo'lsin. U lolda =y + 2z, bunda y€ L, z € L-.

PXx) = P(P(z)) = Ply) = y = Plx),

yami P? = P. Bundan [|P(z)]| = ||y} < ||z||, ya™i [|P]] < 1.
Endi z; =y + 21, 11 € L, z; € L* bo'lsin. U holda

(z, P"(z1)) = (Plz),21) = (g, + 21) = (g, ) + (1, 21) =

= (y:?h) = (Uy?h) + <Z1II) = <y+ Z,l'[) = (zyP(‘Tl))v
ya'ni {z, P*(z1)) = (z, P(z;)). Bundan P* = P.
Aksincha, P? = P* = P bo'lsin. L = {P(z) : = € H} yopiq gism
fazodir. Haqiqatan, z, € L, 2, — z bo'lsa, u holda

z = lim z, = lim P(z,) = P(z),

n—o0

ya'ni z € L. P operatorining L qism fazoga proektor ekanligini
ko‘rsatamiz. z = P(z) + (I — P)(z), P(z) € L bo‘lganligidan,
(I — P)(z) € Lt ekanligini ko‘rsatish yetarli. y € L vektori uchun

(I = P)(z),y) = ((I = P)(z), P(v)) =

= (P*((I - P)(=)),y) = (P(( - P)(z)), %) = (0,9) =0,
ya'ni (I — P)(z) € L*.
7.1.18. &: B(X,Y) — R, ®&(A) = [|A|| ekslantirishning uzluk-
siz ekanligini isbotlang.
Yechimi. Xohlagan € > 0 son olaylik. Agar B(X,Y) fazosiga te-
gishli A’} A" operatorlar uchun ||A’ — A”|| < € bo'lsa, u holda

1B(4) - &(A")| = AT - A"l < 14" - A"]| <e.

Bundan berilgan akslantirishning B(X,Y) da uzluksiz ekanligi kelib
chigadi.

Mustagqil ish uchun masalalar
1. Har bir z = (21,22, ..., T, .-.) € £2 uchun
T(z) = (0, 211,29, 223, 24, ...)

deylik. U holda
a) har bir z € £, uchun T'(z) € ¢, ekanligini ko‘rsating;
b) T : £3 — £5 chegaralangan operator ekanligini ko‘rsating;
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) 171} normasini toping:
d) har bir # € { uchun T(r)? ni toping;

e) |7 ni |T|} bilan taqqoslang.

2. X chizigli fazo va A : X — X chiziqli operator uchun shunday
A, Ase - o Ay € Csonlaxi topilib. T+ A A+ M4+ -+ A, A" = 0 bo'lsa,
u holda A~! mavjud ckaunligini ko'rsating.

3. P va Q proektorlar bo'lsin. P~ @Q proektor bo‘lishi uchun PQ =
QP = Q tengligi bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang.

4. P va Q proektorlar bo'lsin. P + Q proektor bo‘lishi uchun PQ =
QP = 0 tengligi bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang.

5. P va Q proektorlar bo‘lsin. Agar PQ = QP bo‘lsa, u holda
P + @ — PQ proektor ekanligini isbotlang.

6. X Banax fazosi bo'lsin. T'S—ST = I tengligini qanoatlantiruvchi
T,S € B(X) mavjud emasligini ko‘rsating.

7. X Banax fazosi bo'lsin. Agar T € B(X) izometriya bo'lsa, u
holda T* izometriya ekanligini korsating.

8. X Banax fazosi bo'lsin. [|AB|| < {|A|||B|| tengsizlikni ganoat-
lantiruvehi 4, B € B(X) operatorlarga misol keltiring.

9. Agar P va Q Hilbert fazosidagi proektorlar bo‘lsa, {|P — Q| £ 1
ekanligini isbotlang.

10. X Banax fazosi, A, B csa Y Banax fazosi gism fazolari bo‘lib,
Y = A@B. Uholda B(X,Y) = B(X, A)®B(X, B) ekanligini isbotlang.

7.2. Chiziqli operatorlar spektri

E Banax fazosi, T € B(E) va A € C bo‘lsin. U holda A — T
operatorning yadrosi uchun quyidagi hollar o‘rinli:
a) agar AI —-T operatorning yadrosi noldan farqli bo'lsa, ya'ni T'(z) =
Az tenglama noldan farqli zo yechimga ega bo'lsa, u holda A soni T
operatorining zos soni, zo vektori esa zos vektori deyiladi.
Al = T operatorning yadrosi nol bo'lsa, u holda (M — T)~! mavjud
va bu hol ikkitaga ajraladi:
b) (M — T)~! operatori aniglangan, lekin chegaralanmagan;
¢) (\I —T)~! operatorining aniglanish sohasi butun E fazosiga teng.
Bu holda teskari operator hagida Banax teoremasidan, (Al — T)~! ope-
ratori chegaralangandir.
Agar A € C uchun a) yoki b) shartlar bajarilsa, yani A — T teskari
chegaralangan operator mavjud bo‘lmasa, u holda A € C soni T opera-
torining spektriga tegishli deyiladi. Spektr sp(T') kabi belgilanadi.



§7.2. Cluzigh operatorlar spekir 200

Agar A € C uchun ¢) shatri bajarilsa, yami Al — T teskari chegara-
langan operator maviud bo'lsa, u holda A € T soni T operatorining
resolventasiga tegishli deyiladi. Resolveuta res(T) kali belgilanadi.

Masalalar

7.2.1. E Banaz fazosi va T : E — E chegaralangan chizigli
operator bo‘lsa, v holda

sp(T) c {A e C: |\ <||TI}

ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, [A] > ||T|| bo‘lsin.

. T
,\!—T_)\(!—I).

T
-’\
tensizliklardan va 7.1.4-misoldan (A — T)~! € B(E) ekanligi kelib
chigadi. Bundan X € res(T). Demak,

<1

sp(T) C {} e C: A < T}

7.2.2. E Banaz fazosi va T : E — E chegaralangan chi-
zigli operator bo‘lsa, u holda sp(T) yopiq to‘plam ekanligini
isbotlang.

Yechimi. res(T) = C\ sp(T) to‘plamning ochiq to‘plam ekanligini
ishotlash yetarli. Aytaylik, A € res(T) va [€ — A < |J(AI = T)7!Y]
bo'lsin.

1€ = VAT =T) Y| = 16 = MM -T) M| < 1

tensizlikdan va
E—T =M =TI+ (- NN -T)"

munosabatdan § € res(T) kelib chigadi. Demak, res(T) to'plamning
har bir A nuqtasi o'zining |[(A — T)7!|| atrofi bilan birga res(T)
to‘plamga tegishli bo‘ladi. Bundan res(T) ochiq to’plamdir.

7.2.3. E Banaz fazosi va T : E — E chegaralangan chi-
ziqli operator bo‘lsa, u holda sp(T) bo‘sh bo‘lmagan kompakt
to‘plam ekanligini ko‘rsating.
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Yechimi. 7.2.1-misoldan sp(T) chegaralangan to‘plam, 7.2.2-

misolga ko'ra € da yopiq to'plam. Demak, sp(T) kompakt to'plam
boladi.
Endi sp(T) to‘plamning bo'sh emasligini ko‘rsatamiz.
Faraz gilaylik, sp(T) = @, ya'ni res(T) = C bo'lsin. U holda |A| >

WT}} uchun
w-vt-fjo-3-BEE]- 5 (-2’

e Tl
X2 3
=0

bo‘lganligidan,
/\lim NA =T)7 =0

kelib chigadi. U holda har bir f € E* uchun f((A — T)™*) = 0 o‘rinli.
Xan - Banax teoremasidan (A — T)!
sp(T) # O ekanligi kelib chiqadi.

7.2.4. Agar A:C? — C? operatori

= 0. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan

Alz,y) = (= + 2,2z — v)
formula orqali aniqlansa, u holda bu operatorning xos son-
larini toping.

Yechimi. A operatori ikki o'lchovli fazoda aniglangan va uning

2

9 —1 ) Operator xos sonlar unga mos matritsa Xos son-

lariga teng bo‘lib, u
1-A 2
det.( 5 _1_{\)=D

tenglama ildizlaridan iborat. Bundan A2 — 5 = 0, ya'ni A = +/5.
7.2.5. T : & — 0y chegaralangan chizigli operatori

T(I) a (0! Iy,%3,23, ),

matritsasi

T = (21,29,73,...) € &2
Jormula bilan aniqlanadi.

a) T operator normasini toping;

b) T operatorining Tos soni mavjud emasligini isbotlang.

Yechimi. a) Har bir z = (z1,29,23,...) € £ uchun T(z) =
(0, 21,29, 23, ...) ekanligidan,

BT = 3/02 £ 10,2 Ll P T 1 = )
i ¥ A e

ya'ni ||T(z)|} = ||z||. Bundan ||T|| = 1.
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b) Faraz qilaylik, A € € soni T operatorning xos soni bolsin. U
hwolda noldan farqli & = (@29, 24, ...) € {5 vektori topilib. T(a) = Ar
tengligi. ya'ni

(0 Ty, To,L3, ) = (/\1‘1,/\[2. /\J,';;. /\iL',;, )

tengligi bajariladi. Bundan Ar; = 0 va ¢ > 1 bo'lganda Az, = 2,_;.

Agar A = 0 bo'lsa, Az, = z,_; tengligidan z; = 2y = 23 = ... = 0
kelib chiqadi. Agar A # 0 bo‘lsa, Azy = 0 va Az, = 2, tengliklardan
] = To = 73 = ... = 0 kelib chigadi, yami 2 = 0. Buesaz # 0

ekanligiga zid. Demak, farazimiz noto‘g'ri va T operatorining xos soni
mavjud emas.
7.2.6. A:C[0,1] — C[0,1] chizigli operatori

i

=/:r(s)ds, z € C[0,1]

0

formula bilan aniqlanadi. Uning spektrini toping.
Yechimi. A" operator darajasini bo‘laklab integrallash orqali

topamiz:
f

n 1 =
(A%z)(t) = m/(t — 8" x(s) ds.
0

Bundan ||A"]} < ——}— Demak,

1
A
0y (\(n ~1))
bo‘lganligidan, A operatori spektral radiusi
r(A) = lim |JA"}]* = 0.
n—o0

Demak, sp(A) = {0}.
7.2.7. Agar A,B € B(E) bo‘lsa,
sp(AB) U {0} = sp(BA) U {0}

tengligini isbotlang.
Yechimi. Aytaylik, A ¢ sp(AB) U {0} bo‘lsin. U holda shunday
C & R(E) maviud ha‘lib,

C(M — AB) = (M - BA)C =1
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Bundan

(I + BCAYAI = BA) = (A — BAYI + BCA) = AL
Demak,
1\(1 +CBA)™ = M — BA.

Bundan A & sp(B4) U {0}.
7.2.8. C[0. 1] fazoda erkli o‘zgaruvchiga ko ‘paytirish opera-

tori berilgan: Ax(t) = tz(t), z € C|0, 1]. A ning spektrini toping.
Yechimi.

(AT — A)z(t) = (A - t)z(t)

bo‘lganligidan, |A] > 1 uchun

(AT — 4 'z(t) = 5—=(0)

ya'ni (A — A)~! chegaralangan operator bo‘ladi.

[Al < 1 da (A — A)~! chegaralanmagan operator. Bundan sp(A4) =
[0, 1.

7.2.9. A chegaralangan chizigli operator. «,3 € res(A)
uchun

R, — Rg = (o — B)RgRq
tengligini isbotlang.
Yechimi.

A-—al=A—-BI+(8~-a)]
tengligidan
R' =R} (8—a)l
Bu tenglikni chapdan Ry ga ko'paytirsak, u holda
R,}R;l = J/ 4 ([j — G)RH.
Oxirgi tenglikni o‘'ngdan R, ga ko‘paytirsak, u holda
Rz =R, + (8- a)RsR,.
7.2.10. Agar A:C0,1] - C[0,1] operatori

1
Az(t) = /s2tr(t) dt

kabi aniglansa, uning noldaen farqli xos sonlarini toping.
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Yechimi. \ # 0 operatorning xos soni bo'tsiu. U holda hivor o £ 0
uchun Ar(t) = Ax(t). Bundan

1

/. sPta(s)ds = Ar(t).

0

1
Agar ¢ = [ s2r(s)ds deb belgilasak, u holda
i

o
t) = =t
f(t) = 5
Bundan : 1
Y Bl w s S 0
c—/s/\sds /\/sds Iu
0 0

ya'ni A = Ll kelib chigadi.
7.2.11. A:C[0,1] — C[0,1] operatori

Az(t) = 2(0) + t(1)

formula bilan aniglansa, u holda uning spektrini toping.
Yechimi. Avval operatorning xos sonlarini topamiz:

2(0) + tx(1) = Az(z). (7.8)
Bundan
z(t) = a + Bt
ko‘rinishga ega. Bu ifodani (7.8) ga qo‘ysak, u holda
a+ (a4 3) = da+ A6t t € [0,1].
Endi 1 va ¢ funksiyalarning chiziqli erkli ekanligidan,

f (1 ) /\)O = 07

lat(1-N8=0.
x(t) noldan farqli xos vektor. Demak, a va 3 lar bir vaqtda nol bo'la
olmaydi. Bundan A = 1 xos son ekanligi kelib chiqadi.

A = 0 ham xos son ekanini ko‘rsatamiz. Bu esa noldan farqli (0) =
z(1) = 0 bo‘lgan har bir funksiya

Ax(t) =0
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tenglamani qanoatlantivadi, yani A = 0 soul xos sonlir. .
Endi har bir A # 0.1 soui A operatorning resolventasiga tegishli
ckanligini ko rsatamiz.
y(t) € €10, 1} uchun
(Ax) (1) - Aa(t) = u(1) (7.9)
tenglamani qaraymiz. f =0 vat =1 giymatlarda

0 )y
2= 1L{—')i HL)= 1y(— ),\ - (1y£ i)'z'

Bu qiymatlarni (7.9) ga qo'ysak,

y(t) y(0) ty(1) ty(0)
RS )@=\

Bundan A # 0,1 sonlari A — A operatoriga teskari operator

e Y 90 ) O
esblmultl === trm N ="

kabi aniqlanadi va chegaralangandir.
Demak, A operator spektri A = 0,1 sonlardan iborat.
7.2.12. A:C[0,1] — C[0,1] operatori

Az(t) = z(—1)

formula bilan aniglansa, u holda uning xos sonlarini toping.
Yechimi. A operatorining xos sonlari

Az =Xz, z(~t) = Az(t) (7.10)

tenglama noldan farqli z(¢) yechimga ega barcha A sonlardan iboratdir.

Ravshanki, A = 1 bo‘lsa, u holda har bir juft funksiya, A = —1
bo'lsa, u holda har bir toq funksiya (7.10) tenglama yechimi bo‘ladi,
ya'ni A = %1 operatorning xos sonlaridir.

A operatorining +1 dan boshqa xos sonlari mavjud emasligini
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, Ao # 1 uchun zo(t) funksiya (7.10) ning yechimi
bo‘lsin, ya'ni

zo(—t) = Agzo(t), ¢ € [0, 1]. (7.11)

Bu tenglikda ¢ ni —t ga almashtirsak, u holda

zo(t) = Aozo(—t), t € [0,1]. (7.12)
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Eudi (7.11) va (7.12) tengliklardan.

(t) = Ao (t), £ € [0, 1],

) e . .
A anligidan, xg = a'mni A # £1 bo'lgan sonlar operatorniug
Ay # 1 botlganligidan, 29 = 0, va I 3
xos sonlari bo'la olmaydi. Demak, xos soular A = £1 dan iborat.

7.2.13. A: C|-w, 7] — C[-7, =] operatort

(Az)(t) = J/‘ sin(t + s)z(s) ds

formula bilan aniglansa, v holda uning noldan farqli zos son-
larini toping.
Yechimi. A # 0 soni operatorning xos soui ho'lishi uchun

/sin[r'. +8)z(s) ds = Ax(t)

tenglama noldan farqli z(¢) yechimga ega bo‘lishi kerak. Bundan

sint / cos s x(s) ds — cost /sins x(s) ds = \z(t), (7.13)

ya'ni
z(t) = asint + G cost.
Bu tenglikni (7.13) ga qo‘ysak, u holda

Aasint + A\Bcost = rasint + w3 cost.

sint va cost funksiyalarning chiziqli erkli ekanligidan,

aX— fr =0,
am — A =0.

z(t) # 0 dan « # 0 yoki § # 0. Bundan
M=T7, Ao =—7

operatorning noldan farqli xos sonlaridir.
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Mustaqil ish uchun masalalar

1. {c,}uen kompleks sonlar ketma-ketligi bo'lsin. Agar T : (o — 62
operator

T(x) = (c121. Cot0, €323, ...), & = (71,22, 73,...) € s

forinula bilan aniqlansa, u holda
a) T chegaralangan chiziqli operator ekanligini ko‘rsating va uning
normasini toping;
b) operator spektri sp(T) = {¢, : n € N} ga tengligini isbotlang.
2. E Banax fazosi va T € B(E) bo'lsin.
(M —TYN +T) = X[ - T?

ayniyat yordamida sp(T?) = {X? : X € sp(T)} ekanligini isbotlang.
3. T : {3 — {5 chegaralangan operator

T(a:) = (0,21,0,23,0,...), z = (Il,l‘g,l‘g,...) €l
formula bilan aniglanadi.
a) 0 soni T operatorning xos soni ekanligini ko‘rsating;

b) T? ni toping va bu orqali sp(T) = {0} ekanligini ko‘rsating.
4. T : {5 — {5 chegaralangan chiziqli operatori

T(I) = (0,0,122,.’173,...), z = (11,12,133,...) € EZ
formula bilan aniqlanadi.
a) T operator normasini toping;
b} T operatorining xos soni mavjud emasligini isbotlang.

5. T € B(X) operatori uchun T2 = 0 bo'lsa, bu operatorning noldan
farqli xos sonlari mavjudmi?

6. A: C[-n,7] — C[—m,n] operatori
T

(Az)(t) = /cos(t + s)z(s)ds

formula bilan aniglansa, u holda uning noldan farqli xos sonlarini to-
ping.

7. A: C[0, 7| — C[0, 7] operatori

(Az)(t) = /cus(: — §)z(s) ds

0
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formula bilan aniglansa, u holda uning noldan fargli xos soularini to-
ping.
8. Agar 4 : C'[0,1] — C[0.1) vperatori
1

Arft) = / .‘azf.‘!.r'{.‘;} s

(]

kabi aniqlansa, uning noldan farqli xos sonlarini toping.

9. T € B(X) bo'lsin. Agar A € sp(T) bo'lsa, u holda A" € sp(T")
ekanligini ko‘rsating.

10. T € B(X) bo'lsin. Agar T} € B(X) va A € sp(T) bo'lsa, u
holda A~ € sp(T!) ckanligini ko‘rsating.

7.3. Kompakt operatorlar

Oldingi bo‘limlarda ko‘rganimizdek, chekli o‘lchamli fazolarda chi-
ziqli operatorlar matritsalar orqali to'liq aniglanadi. Lekin chek-
siz o‘lchamli fazolarda chegaralangan chizigli operatorlarni har doim
ham bunday tavsiflash mumkin emas. Chekli o‘lchamli fazolardagi
operatorlar sinfiga yaqin bo‘lgan operatorlar bu kompakt operator-
lardir. Kompakt operatorlar funksional analizning juda ko'p tatbiglari-
da qo‘llaniladi, jumladan, integral tenglamalar nazariyasida keng
go‘llaniladi.

Ta'rif. Agar X Banax fazosidagi chiziqli operator har bir chegara-
langan to‘plamni nisbiy kompakt to‘plamga akslantirsa, u holda A kom-
pakt operator deyiladi.

Chekli o‘lchamli fazolarda har bir chiziqli operator kompakt opera-
tordir. Chunki bu fazelarda chiziqli operator chegaralangan to‘plamui
chegaralangan to‘plamga akslantiradi va har bir chegaralangan to‘plam
nisbiy kompaktdir.

Agar X Banax fazosidagi A chiziqli operatorning giymatlari to‘plami
R(A) chekli o‘lchamli bo‘lsa, u holda A chekli o‘lchamli operator deyl-
ladi.

Masalalar

7.3.1. Agar A kompakt operator, B chegaralangan operator
bo‘lsa, u holda AB va BA ham kompakt operator bo‘ladi.

Yechimi. Aytaylik, S C X chegaralangan to‘plam bo'lsin. A kom-
pakt ekanligidan, A(S) nisbiy kompakt to‘plamdir. Nisbiy kompakt
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toplamning uzluksiz akslantirishdagi obrazi nisbiy kompaktligi va B
operatorining uzluksizligidan. (AB)(S) = B(A(S)) to'plam ham nisbiy
kompaktdir. Demak, AB kompakt operator bo'ladi. Xuddi shunday
B A kompakt ekanligi kelib chicadi.

7.3.2. Agar {A,} Banaz fazosidagi kompakt operatoriar
ketma-ketligi A operatoriga norma bo‘yicha yaginlashsa, u
holda A kompakt operator bo‘ladi.

Yechimi. A operatorining kompaktligini isbotlash uchun X fa-
zosidagi ixtiyorly {z,} chegaralangan ketma-ketlik olinganda, {Az,}
ning yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketligi mavjudligini ko‘rsatamiz.

A; kompakt operator bo‘lganligidan, { 4,2, } ning yaginlashuvchi gis-
miy ketma-ketligi mavjud. Aytaylik,

H

RO

shunday qismiy ketma-ketlikki, {Ala:gl)} yaginlashuvchi. Endi {Agl‘$1 )}
ketma-ketlikni qaraylik. Bu ketma-ketlikdan ham yaqinlashuvchi gis-
miy ketma-ketlik ajratish mumkin. Aytaylik,

2 2
'.T,'i J..'L'g !

(2
e e

shunday qismiy ketma-ketlikki, {Agzg)} yaginlashuvchi. Shu tarzda
mulohaza yuritib,
A31 (3) (3]
LR sy
qismiy ketma-ketlikka ega bo‘lamizki, {A3.’L‘$,3 ) } yaqginlashuvehi. Bu
Jarayonni davom ettiramiz va diagonal ketma-ketlikni qaraylik:

Har bir Aj,...,4,,... operatorlar bu ketma-ketlikni yaqinlashuvehi
ketma-ketliklarga o‘tkazadi.

g ) 8
Endi {Az}' } ham yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. X to‘la
boflganligidan, bu ketma-ketlikning fundamentalligini ko‘rsatish yetarli.

Quyidagi o'rinli:

(A2 — A2} < |14z — A28+

A = Al + |42l - Azt

Aytaylik, ||z,|] < C bo'lsin. Oldin shunday k sonini olamizki,

1A = Ay| « —
<35
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bo'lsin, Endi shunday ny sonini olamizki. n.m g sonlart uelo

Al — Agrlil] < =

(9

bo'lsin ({Azx{"} yaqinlashuvehi ekanligidan, bunday son mavjid).
Bundan

[|Aztm — Azdm)) < CE + 5 + CT ==

Demal, {Ar,(,""} fundamental, bundan esa A kompakt operator boladi.

7.3.3. Cheksiz o‘lchamli X Banaz Sfazosida birlik operator
kompakt operator emasligini ko‘rsating. -

Yechimi. Faraz qilaylik, cheksiz o‘lchamli X Banax fazosi(l.a blrhl\:
operator kompakt operator bo‘lsin. U holda X fazoning bi}‘hk s}lél'l
kompakt to‘plam bo‘ladi. Lekin cheksiz o‘lchamli fazoda uning bll.'llk
shari kompalt to‘plam emas. Demak, cheksiz o'lchamli Banax fazosida
birlik operator kompakt operator emas ekan.

7.3.4. Cheksiz o‘lchamli X Banaz fazosida kompakt ope-
retorning chegaralangan teskari operatori mavjud emas.

Yechimi. Faraz gilaylik, cheksiz o‘lchamli X Banax fazosida T }L(OI-n_
pakt operatorning chegaralangan teskari operatori 7-! mavijud bo ISITI'
U holda 7.3.1-misoldan I = TT-! kompakt operator bo‘ladi._ L.eklll
7.3.3-misolga ko‘ra I kompakt operator emas. Hosil bo'lgan ziddiyat-
dan, cheksiz o‘lchamli Banax fazosida kompakt operatorning chegara-
langan teskari operatori mavjud emasligi kelib chigadi. ;

7.3.5. X Banaz fazosida chegaralangan chekli o‘lchamli
operatorning kompakt operator bo‘lishini ko‘rsating. .

Yechimi. Aytaylik, A : X — X chegaralangan chekli o'lchamli
operator bo'lsin. U holda

{A(x) : 2l < 1}

chekli o‘lchamli R(A) fazoda chegaralangan to‘plam. 3.2.10-nnsolda.gr1
Boltsano ~ Veyershtrass teoremasidan, bu to‘plam nisbiy kompaktdir.
Demak, A kompakt operator.

7-3.6. H Hilbert fazosi va A : H — H kompekt operator
bo'lsa, v holda T = J — 4 operatori giymatlari sohast R(T)
yopiq ekanligini ko‘rsating. ol

Yechimi. Aytaylik, y, € R(T) va y, — y € H bo'lsin. U hglla
shunday z,, € H vektori topilib,

y" - T(Il',,) = — T(a.") (711)
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tengliei bajaviladi. Har biv 2, vektovidan mning ker T° gisim fazoga prock-
sivasiui avirib, x, vektoriui ker T ga ortogonal efib olish mimnkin. Endi
{x,} ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qi-
laylik, {&,} ketma-ketlik chegaralammagan bo‘lsin. U holda ¢ismiy
ketma-ketlikka o'tib, ||2,]] = oc deb olish mmunkin. Endi (7.14) teng-

likdan
Ty ( Tn ) —0 (7.15)
HTnH ’ H-"H“

A operatori kompakt ekanligidan, yana qismiy ketma-ketlikka oftib,
{ A ( T—Lv) } yaqinlashuvchi deb olishimiz mumkin. U holda { IE ”

ketma-ketlik ham birlik normali bivor z € H vektoriga yaqmldshadl
(7.15) formuladan, T(z) = 0, ya'ni = € kerT. Endi z,, L kerT ekan-
ligidan, = L kerT. Demak, = € kerT! va z € kerT. Bundan = = 0.
Bu esa ||z|| = 1 tengligiga zid. Hosil bo'lgan ziddiyatdan, {z,} ketma-
ketlikning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi.

Yana qismiy ketma-ketlikka o‘tib, {A(z,)} yaqinlashuvchi deb oli-
shimiz mumkin. U holda (7.14) dan {z,} yaqinlashuvchi bo‘ladi. Ay-
taylik, # = lim z, bo'lsin. Yana (7.14) tenglikdan y = T'(z) kelib

=00
chigadi. Bundan y € R(T'), ya™mi R(T) yopiq qism fazo.

7.3.7. Hilbert fazosidagi o‘z-o‘ziga go‘shma operatorning
barcha Tos giymatlari hagiqiydir.

Yechimi. A = A* va A(z) = Az, z # 0 bo'lsin. U holda

Mz, z) = (A2, 7) = (A(z),2) =
= {x, A*(z)) = (z, A(z)) = (2, \2) = Mz, z),
yami Mz, z) = Az, 2}, yoki A||z]|> = X||z||2. Endi ||z|| # 0 ekanligidan,
A=} yani A hagigiy son.

7.3.8. O‘z-0ziga qo‘shma operatorning har xil zos qiymat-
lariga mos xos vektorlari ortogonaldir.

Yechimi. A o0'z-0'ziga qo‘shma operator, A # /¢ bu operatorning xos
giymatlari bo'lsin. z,y mos ravishda A, sonlarga mos xos vektorlar,
ya'ni A(z) = Az, A(y) = py bo'lsin. U holda

Mz,y) = (Az,y) = (A(x), ) = (z, A*(y)) =
= (z, A(y)) = (2 ) = &z, y) = plz,y),

ya'ni (A — p){z,y) = 0. Bundan (z,y) =0, ya'ni z L y.
7.3.9. {; fazosida T operatori quyidagi

Tn)za) = (0 5 222 )
2 n—1
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formula orqali aniglanadi. U holda

a) T operatorning kompakt ekanligini ko‘rsating;

b) T operatorining birorta zos soni yo‘qligini ko‘rsating.

Yechimi. a) « € s va y = T(x),y = (41, . y2....) bo'lsin. Har
bir r = (21,22, 23,...) € €& uchun T(x) = ((),‘z',,%}.-»» ;JLr._._ll.)
ekanligidan, y, = Hn > 1. Agar ||1H < 1 bolsa, u holda
|r,) < 1,n € N. Bundan [y, = |T:T]I| e I n > 1. Demak. y
nuqta asosiy parallelepipedda joylashgan va asosiy parallelepipedning
kompaktligidan birlik shar obrazi nisbiy kompakt bo'ladi. Bundan T
kompakt operator.

b) Faraz qilaylik, A € C soni T operatorning xos soni bo'lsin. U
holda noldan farqli z = (z1, 22, 23,...) € €y vektori topilib, T{z) = Ax
tengligi, ya’ni

(0 R :—_‘—I> = (Mz1, Atz Az, Ay, )

tengligi bajariladi. Bundan )\zl = 0vai>1Dbo'lganda Az, = - l i B
Agar A = 0 bo'lsa, Az, = T:'Ix"‘l tengligidan 2y =z = 73 = ... = 0

kelib chiqadi. Agar A # 0 ba'lsa, Az; = 0 va Az, = Eﬁr"" tenglik-
lardan z; = 72 = z3 = ... = 0 kelib chigadi, yani 2 = 0. Buesaz # 0
ekanligiga zid. Demak, farazimiz noto‘g'ri va T' operatorining xos soni
mavjud emas.

7.3.10. A: Lo[0,1] — L»[0, 1] operatori

1
(Az)(t) = /st(l — styz(s)ds
0

formula orqali aniqlansa, u holda A kompakt operatori ekan-
ligini isbotlang.
Yechimi. A operatorini quyidagi shaklda ifodalaymiz:

1 1

(Az)(t) =1 [s:r.'{sj ds —1* [5‘21:{5] ds = tey — e,

0 o

1
bunda ¢; f sz(s)ds, ¢ f s%2(s)ds. Bundan A chekli o‘lehamli

operator va demak kompakt operatm bo'ladi.
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7.3.11. Hilbert fazosidagi har bir kompakt operator chekli
o‘lchamnli operatorlar ketma-ketligining tekis limniti ekanligini
tsbotlang.

Yechimi. Faraz qilaylik, {\,} ketma-ketlik 4 kompakt operatori-
ning modullari bo'yicha kamayish tartibida yozilgan xos sonlari, {e,}
xos vektorlardan iborat ortonormal bazis bo'lsin. U holda har bir » € H
uchun

Ala) = Z An(a, en)en

n=1
tengligi o‘rinlidir. Har bir m € N uchun
(=

"m

Am(l') = ST /\n<$| e::.)"-’n

=

operatorini aniglaymiz. Bunda A,, chekli o‘lchamli operatorlardir. Endi
z € H uchun

NA@) = Aum(2)I* = (A(z) - Anlz

—

nl

0
=< Z )\ IZI 6’,, €n, L )\,,(l €n>en>

n=m+1 n=m+1

Z Z (An{z, enden, Me(z, ex)er) =

n=m+1 k=m+1

oc oo
= Y elmenden Mf@ede = 3 i, el < a2l
n=m+1 n=m+l
Bundan

HA— Am“ S |Am| — 0.

7.3.12. H Hilbert fazosi, {e,} bu fazoda ortonormal bazis,
{A.} nolga monoton kamayuvchi sonlar ketma-ketligi bo‘lsin.
Har bir x € H uchun

4(.!} = Z /\n<-77y ell>ell'

n=1

A chegaralangan operator va har bir \, uning zos sonleri
ekanligini ko ‘rsating.
Yechimi. 2 € A uchun

}iea

IA@IF = (Af2), A@)) = <Z\/>i\<>> -

n=1 n=1
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= > Al e P < XY el = Al

n=1 n=1

va'ni
AN < A<l

Endi z = e; vektori uchun

A = (Aler), Aler)) =

oc oa \
= (jz /\,,‘(el,e,,,)e,,,Z)\,,(el,e,,)e.,,) = (e, Aer) = Adlley |,
n=1 n=1
ya'ni
[A(e )l = Adllel].
Bundan
[|A]] = A1
Endi "
Ale,) = Z Ailem, e)e; = Apen
i=1

ekanligidan, har bir A, operatorning xos sonidir.
7.3.13. A:C|0,1] — C[0,1] operatori

1
(Az)(t) =/!\'(s,f)r{t)dt
0

formula orqali aniglansa, v holda A kompakt operatori ekan-
ligini isbotlang.
Yechimi. M = sup |K(s,t)| bo'lsin. U holda {(s,¢) : 0 < s.t <

0<st<1
1} to'plamning kompaktligidan, K(s,¢) funksiya bu kvadratda tekis
uzluksiz bo‘ladi, ya'ni Ve > 0 uchun 36 > 0 topilib,

|51 —Szl+lt1—t2| <46

bo‘lganda
K (s1,t1) — K(s9,80)| <€
tengsizligi bajariladi. Bundan

1
ly(s1) — y(s2)| = / (K (s1,t) — K(sa,2)) 2(t) dt| <
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| i
3 r
< ;I IR (s1.0) = K (s O (0)] e < / z||ef] ot = =]
Q [H)
va i

W(s1) = y(sa)l < el (7.16)

(7.16) tengsizlikdan y(s) funksivaning uzluksizligi kelib chigadi, ya'ni
y € C[0,1}.

Eudi F = {2 : v € C[0,1]} chegaralangan to'plam ho‘lsa, u holda
(7.16) tengsizlikdan {A(z) : z € F} to'plamuing tekis darajali uzluksiz-
ligi kelib chiqadi.

Agar ||2]] < ¢ bo'lsa, u holda

1
llf = sup [y(s)] < / K (s, )] z(t)] dt < M|Jz]l,
<s< £

ya'ni
ljull < Me.

Demak, A operatori har bir chegaralangan to‘plamini tekis chegaralan-
gan va tekis darajali uzluksiz to'plamga, ya'ni nisbiy kompakt to‘plamga
o‘tkazadi. Bundan A operatori kompakt bo'ladi.

7.3.14. A: L,[0,7] — C[0, =] operatori

T

(Az)(t) = /sin(t + s)a(s) ds
]
formula orqali aniglansa, u holda A kompakt operatori ekan-
ligini tsbotlang.
Yechimi. z € Ls{0, 7} va ||2|| < 1 bo'lsin. U holda
a)

[A(x)()] = {-"Eli“ + shr(s)ds| < /:w'i.llﬂ[f + §) ds Jlr/[:r(.s‘)|2d$ =
0 0 il

IA

[1as |l < v,
\'4

ya'ni [A(z)(t)] < /T
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1)

|
(AL () = Alx)(ta /Hn[l’l + 8] — sinf b+ &) (s ) ids '

He—t fitiky
=—=3 sin 5 cos(s +— )r(s)ils| =

tn[‘?-i- |f.|r\ [|a{'. =ds <

< |ty — to| V.

ya'ni [A(z)(0)) — A)(E2)] < [ts — talV/7.

Bundan A operatori Ly[0,n1] fazo birlik sharini tekis chegaralangan
va tekis darajali uzluksiz to‘plamga o‘tkazadi. Demak, 4 kompakt ope-
rator bo‘ladli.

7.3.15. Agar T : H — H ermit kompakt operatori bo‘lsa.
u holda %||T|| sonlardan kamida bitiasi T operatorining zos
sonlari ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. T = 0 operatori uchun ravshan bo‘lganligidan. T # 0
holui garaymiz. T ermit operatori bo‘lganligidan,

Tl = sup [(T(z),z)!
llzli=1
tengligi o'rinli. Bundan H fazoda shunday {z,} ketma-ketlik mavjud
bodib, |[z,fl = 1 va n — oo da (T(zu),2.)| — ||Tl|. Yana T ermiit
operatori ho'lganligidan,

(T(x)sza) = (@, Tr) = (2, Txa)) = (T(xn). 20).
ya'ni (I'(x,),x,) haqiqiy son. Qismiy ketma-ketlikka almasheirib,
(T(xy),20) = A,
bunda A = [|T}| yoki A = —||T|| deb olamiz. U holda
T () = Azl = (T(an) = Ay, Txa) = ) =

=TI = 2T (@), ea) + Nl <
< IRl lal P = 2AT ()} + Xl =
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=2\ = ONT (), )

vani
0 < T (@) = AeallPl € 20 = 2M(T(24), 1) — O
Bundan
T(z,) — Az, — Q.

Endi T operatorining kompaktligidan, {z,} ketma-ketlikning shun-
day {z,,} qismiy ketma-ketmaligi mavjud bo'lib, {T(z,,)} ketma-ketlik
vaginlashuvehi bo'ladi. T(z,,) — y bo'lsin. U holda Az,, — y va
AT{z,,) — T(y). Bundan T(y) = Ay. Nihoyat

lylt = lin [1Az,ll = 1N = |[T1] #0

ekanligidan, A soni T operatorining xos soni bo‘ladi.
7.3.16. Agar A:C[0,1) — C[0,1] operatori

Az(t) = tz(2)

kabi aniglansa, u holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. C[0,1} fazoda quyidagi funksiyalarni qaraylik:

(0, agart € [0,% + 2—1+r),
Ta(t) =4 27— 2"~ 1, agarte [+ g, b+ ),
1, agart € [3 + 37, 1]-

U holda ||z,|| = L vat, = 1;+21r[ uchun z,(t,) = 1, z,(t,) = 0, n > m.
Bundan - !

“Azn - Al‘m” > |tn1'n<tn) = !nl'm("'un 2 9’
ya'ni

”Aln = AI",” >

- I=

Bundan {Az,} ketma-ketlikning birorta ham qismiy ketma-ketligi
yaqinlashuvchi emas. Demak, A kompakt operator emas.
7.3.17. Agar A:C[0,1] - C[0,1] operatori
Az(t) = z(t?)

kabi aniglansa, v holda A kompakt operator bo‘ladimi?

Yechimi. =z, va ¢, lar oldingi masaladagi funksiya va nuqtalar
bo'lsin. Har hir n uchun g, — =, (+/f) deylik. U holda

”Ayn — Aym” > |-Tn(tn) — xm(tn)l > 1,
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va'ui
||A,L‘,, = .1_1'”,“ > 1.

Demals, 4 kompakt operator emas.
7.3.18. Agar A: (C[0,1] — C[0. 1] operatori

Az(t) = [t"";r(s) ds

0
kabi aniqlansa, u holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. =, € C[0,1], ||z,]| = 1 bo‘lsin. U holda

1 1

Az, (t) = fe"'":r,,[s}ds = e’/e'x,,(s}ﬂ’s,

0 0

Agar
1
Wi /.E"’l'”{.‘;} ds
0

deb belgilasak, u holda

1

lan| = |/eszn(s) ds| <e,

0

yani {a,} chegaralangan sonli ketma-ketlik. Demak, uning yaginla-
shuvchi qismiy ketma-ketligi mavjud. U holda

Az, (t) = ane

ham yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketligiga ega. Demak, A kompakt
operator ekan.
7.3.19. Agar A:C[0,1] — C[0,1] operatori

Az(t) = z(0) + tz(1)

kabi aniqlansa, u holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. z, € C[0,1], [|za]] = 1 bolsin. Agar

Gy = I,,(O), by = 1711(1)

lanl £ 1, Jbul £1,
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vani L, b {0, chegaralongan sonli ketima-ketliklar, Demak.
Lo b Dy, Y vaginlashvehi qisiy ketma-ketliklar mavind. U holda

Arg (8 =, + 1,

ham C[0. 1] da norma bo'yicha yaginlashuvehi bo'ladi. Bundan A kom-
pakt operator ekan.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. 4:C[0.1] — C0.1] operatori

I N
(400 = [ K(t9)f()ds + 30 autren)
0 k=1

formula orqali aniglansa, bunda K (¢, s) - 0 < ¢,5 < 1 kvadratda uzluk-
siz, i(t) € C[0.1), t € [0,1], k = T, n. A kompakt operatori ekanligini
ishotlang.

2. Hilbert fazosidagi har bir chegaralangan chizigli operator kom-
pakt operatorlar ketma-ketligining kuchli limiti ekanligini isbotlang.

3. H Hilbert fazosi, {e,},cn ortonormal bazisi va A : H — H
chegaralangan operator. Agar i [|A(eq)||* qator yaginlashuvehi bo‘lsa,

u holda A konipakt operator ek_anligini isbotlang.

4. Kompakt operator qiymatlar sohasi separabelligini isbotlang.

5. H Hilbert fazosi, {e,},eny ortonormal bazisi va A . H — H
kompakt operatori bo'lsa, u holda || A(e, )]| — 0 ekanligini isbotlang.

6. Har bir 4 : {5 — [ chegaralangan chiziqli operatori kompalkt
kanligini ishotlang.

7. A:C[0,1] — C[0, 1] operatori

1
(AfY(t) = /I\'(I.s)f(s) ds
0

formula orqali aniglansa, bunda K'(¢,s) - 0 < ¢, s < 1 kvadratda uzluk-
siz, u holda A chegaralangan teskari operatorga ega bolisihi mumkinni?
8 - 12 misollarda A : C'[0,1] — C[0, 1] kompakt operator boladimi?
4
8. Az(t) = [a(s)ds;

(]

1
9. Az(t) = [a(s)t — s ds:
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1

10. Aw(l) = [ (s}t = s) Vs
1]
I

11, Ar(t) = [2(s)(t = s)™" ds;

(]

1

l\D

. Ax(t) f (s) tan(]f — s|71?) ds.

13 H Hllel’( fazosi va A : H — H kompakt operator ho'lsin. Agar
x, — 2 bo'lsa, u holda |}Ax,, — Ax|| — 0 ekauligini ishotlang.

14. H Hilbert fazosi va A : H — H kompakt operator bo’lsin.
Agar {e,} C H ortonormal sistema bo'lsa, u holda Ae, — 0 ekanligini
isbotlang.

7.4. Integral operatorlar va tenglamalar

Agar funksional tenglamada noma’lum funksiya integral ishorasi os-
tida gatnashsa, u holda bu tenglama integral tenglama deb ataladi. In-
tegral tenglamadagi ifoda noma’lum funksiyaga nisbatan chizighi bo'lsa.
u holda tenglama chiziqli integral tenglama deb ataladi. Endi chizigli
integral tenglamalarning ahamiyatli sinflaridan birini qaraymiz:

qn—\[hrs s)ds + f(t) (7.17)

ko‘rinishdagi tenglama Il-tur Fredholm integral tenglamasi deyiladi.
Bunda (t) noma'lum funksiya, f(t) va K(t,5) berilgan funksiyalar.
A sonli parametr. K (¢, s) funksiyasi 0 < ¢,s < 1 kvadratda aniglangan
va u integral tenglamaning yadvosi deb ataladi. Agar K(¢, s) funksiyasi

b b

/‘ / K(t,s)dsdt < oc

i

shartini qanoatlautirsa, u Hilbert - Shandt yedrosi deb ataladi.

/I\ (t.s)f(s)ds = f(t) (7.18)

tenglamasi I-tur Fredholm tenglamasi deyiladi. Agar K(¢, s) funksivasi
s > t qivinatlarda (¢, s) = 0 tengligini qanoatlantirsa. u holda (7.17)
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va (718 tenglanmalar mos

(1) = A / K(t.s)f(s)ds + (1), (7.19)

U]

/r K(t,8)f(s)ds = f(t) (7.20)

ko'rinishlarga keladi. Bunday tenglamalax I va I Volterra tenglamalar:
deb ataladi.

Agar yuqoridagi tenglamalarda K (¢, s) = K (s,t) bolsa, u holda ular
summetrik integral tenglamalar deyiladi.

Integral tenglama yadrosi

n

K(t,s) = ait)bi(s)

i=1

ko‘rinishda bo'lsa, u holda u aynigan yadro deyiladi. Faraz qilaylik,
(7.17) tenglama aynigan yadroga ega bo'lsin. U holda

o ]
ot) =23 ai(t) fb,(.-;),r(s} ds + f(t) (7.21)
i=1 o

tenglamasiga ega bo‘lamiz. Bu tenglama yechimi ¢ = () funksiyasi
bo'lsin. Agar
b

Gy= [l,s(s)b,{s)(is, i=1,n

i

deb belgilasak, u holda (7.21) tenglamaning yechimi quyidagi
ko‘rinishga keladi:

e(t) = f(t) + /\ic,-a,-(t). (7.22)
=1

Bu tenglikni b(t),i = 1,n funksiyasiga ko‘paytirib, [a, b] segmentda ¢
o‘zgaruvchisi bo‘yicha integrallaymiz;

b

b — b
/Q(ﬁ}brtﬁ} = /f(f-)b,(f-} +A) ¢ /a.J(f]bJ[t)d:, i=T1,n (7.23)
i a =1 .u

it




H7. 1 Integaal opevatotlin va tenzlamala Lo

Tenglikning ong tomonidagi integratlar o zaarmas sonlar ho'hb. ularu
yuyidagicha belgilaymiz:

h

/ ai (1), (t) dt = hyy, ivy = Lon.

1l

h
[ sonte) = £ i< T

U holda (7.23) tenglama
e~ XY kye,=fi,i=Tn (7.24)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamalar sistemasining ¢y, ca, - -+ , ¢, vechim-
larini (7.22) ga qoyib, (7.21) integral tenglama yechimiga ega bo‘lamiz.
Agar (7.24) tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lmasa, u holda
(7.21) integral tenglama ham yechimga ega bo‘lmaydi.

Integral tenglamalari yechimini ketma-ket yaginlashtirish usuli bi-
lan topish mumkin. Faraz qilaylik, M = ,,E}%};,,'K {t,s)| bo'lsin. Agar

[Al < W]—f?j bo‘lsa, u holda (7.21) tenglama yechimi uchun
¢(t) = lim @a(t)
n—oc

tengligi bajariladi, bunda

a

wn(t) funksiyasi sifatida [a,)] segmentda uzluksiz ixtiyoriy funksiyani
olish mumkin.

Agar (7.17), (7.18), (7.19) va (7.20) tenglamalarda f(t) = 0 bo'lsa.
u holda bir jinsli integral tenglama, aksincha, f(t) # 0 bo'lsa, bir jinsli
bo‘lmagan integral tenglaumalar deyiladi. Xususiy holda,

f(t) = / (f_{?}“ ds, (0<a<l, f(0)=0)
[y

tenglama Abel tenglamasi deyiladi.
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Masalalar

7.4.1. Agar A Hilbert - Shmidt operatorining yadrosi
K(s.t) bo‘lsa, u holda A* go‘shma operatori K(t.s) yadroli
Hilbert — Shmidt operatori ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. f,g € Ls[a,b] bo'lsin. U holda

b b .
(f,4%g) = (Af.9) f KK (s, 8) f(t) dt }, g(s)

a

] [

//1\ 5,t) f(t)g(s) dtds = / /Ks t)9(s) de} j(z‘)%f
[m {[A }u'f_ /’f 4 / s G(rm} ds,

b b
(f,A'g) = ff(s}{fI\"(t‘..-;}g(r)(h‘} ds.

b
A%g(s) = fﬁ'{t,s}y({')rﬁ.

ya'ni

Bundan

Demak, A* qo‘shma operatori K (¢, s) yadroli Hilbert — Shmidt operatori
bo‘ladi.
7.4.2. Cla,b] fazosida

—)\/Kts s)ds + p(t)

operatorning biror darajasi gisqartirib akslantirish ekanligini
ko‘rsating.

Yechimi. f,g € Cla,b] bo'lsin. U holda

]

fK(r,s)[f(s} —g(s)]ds| <

U]

[Af(t) = Ag(t)| = |A|

< IMAM(t = a) max |(s) — g(s)l,



T Lteernl o el ul.l it |--|....,.u

bunda \1 = mx, |/\ (t.s)]. Bindan

ey
|A2F(t) — A2g(1)] < |NPAL '_ﬂm.

bunda m = max | f(s) — g{s}|. Cmuman.
usk<h

{—u)"
|ACF(1) — A"g(t)] < |,\|'nu*’(—“]’—}m,

Demalk,
IA[H [H( (’)”
tengsizlikni qanoatlantiradigan n soni uchun A" qisqartirib akslantirish
bo‘ladi.

7.4.3.

<1

1

p(t) =2 /(1 + ts)p(s)ds + ¢
0
aynigan yadroli tenglamani yeching.
Yechimi. Berilgan tenglamani

1
()—2/ ds+2t/sg; s)ds +t*
0
ko‘rinishda yozib,
1
¢ = [ pls)ds
0
va
1
= / sp(s)ds
0

deb belgilasak, u holda o(t) = 2¢; + 2cat + 2.
Endi ¢; va ¢s noma’lumlarni topamiz:
1
/g&t)dt /(2c1+QCot+f}ra’r—9c1+c>

0

1
3

ya'uic; + ¢y = —3. Xuddi shunday

1

2 1
/!- /2clt+2c«n"+t3)dt—t §2+‘_iy
0
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vaul ¢ - .l('g = —1 Demak. biz quyidagi chizigli tenglamalar sis-

temasiga ega bo'ldik:

,r )+ = —:13)-,
Lk 1
Bu tenglama yechimlari: ¢; = —-:11% c = — 1.'. U holda integral
tenglama yechimi 5
olt) =t - ct—o

funksiyasi bo‘ladi.
7.4.4.

w(t) = [ sintcossp(s)ds +sint

=
i

aynigan yadroli tenglamani yeching.
Yechimi. Berilgan tenglamani

ip(t) = sint fcos sip(s) ds + sin
0

ko‘rinishda yozib,

c= [ cossp(s)ds

o\,mn

deb belgilasak, u holda ¢(t) = (1 + ¢)sin¢.
Endi ¢ noma’lumni topamiz:

- 0/ p(t) dt =

va’ni c = 1-%'—6. Bundan ¢ = 1. U holda integral tenglama yechimi

1+¢c
? 1

(14 c)costsintp(t)dt =

=
23l

w(t) = 2sint

funksiyasi bo‘ladi.
7.4.5.

=
w(t) = [Sill f cos n‘:,;{.k‘} ds 4 sint
0
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aynigan yadroli tenglarnani yeching.
Yechimi. Berilgan tenglanimi

Z(t) = sint / vos a2(a) s 4 sind
0
ko'rinishda yozib,
o /cos.‘:ga(s) ds
0
deb belgilasak, u holda o(f)} = (1 + ¢) sint.
Endi ¢ noma’lumni topamiz:

= / w(t)dt = /{_I + ¢) costsinte(t) dt = 0,

0 0
ya'ni ¢ = 0. U holda integral tenglama yechimi
2(t) = sint

funksiyasi bo‘lacli.
7.4.6.

3t
o(t) = %/ts«p(s) ds + T

integral tenglamani ketma-ket yaginlashtirish usuli yor-
damida yeching.

Yechimi. ¢y(t) = 0 deb olib, (7.23) formula bo‘vicha quyidagilarua
ega bo'lamiz:

1 3t
S8 = = ,/ srafs) ds = =
Zo i |
&
1
LAY - CJRE  S
wal) == | s—ls+— = —
PR} = g [ 1SS TS e
{{]
l 3t 3
£ 3s 1 ¢ %l
s e = e == gaihi sl g
w@alt) 5 / ﬁ_l“ (]]‘ Bk _Ill-rl..+6,}
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A : ] | Ot \
e li= —]ll 16 bt “,,—ll : -i_i—}H - ?]
U holda
3 - - Ot 1
()= “l|_1‘:L )= "li]._l_i mfl - (,773'
vani g(t) = (1)—6
7.4.7

1
ft) = /(s —tho(s)ds + t
0
II-tur Volterra tenglamasini yeching.
Yechimi. Berilgan tenglama yechimini quyidagi

o(t) = polt) + e1() + -+ + palt) + - --

funksional  gator  ko'‘rinishda  izlaymiz. No‘malum
wo(t),21(t),- -+ v @al(t), - - funksiyalarni aniglaylik:
pl6) = polt) +@1(t) + -+ palt) + - = (7.26)
t r t
=t+ f(.s —t)opls) ds + / (s—t)pr(s)ds+---+ /{s —)pn(s) ds—+-n
0 0 0
Bundan
wolt) =1,
r 4
o (t) = /[s —t)sds = —3

il
'

|‘.3
o) = [~ (-5 ds =&

51"

Bu tengliklarni (7.26) qatorga qoyib, berilgan integral tenglamaning
vechimniga ega bo‘laniz:

> A ity il
e =t-mtg-7"
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Bundan 2(#) = sint.
7.4.8. C|0. 1] fazoda

fls) = A /r cos (s — ) f(t)dt
0

integral tenglama A\ parametrning ganday qiymatlarida
noldan fargli yechimga ega bo‘ladi?
Yechimi. cos(a — 3) = cosacos 3 +sinasind dan

f(s) = /\coss/cosff(t) dt + Asins / sinf f(f)di. (7.27)

0 n

Demak, bu tenglama yechimlari

f(t) = Macost + bsint)

shaklga ega. Bu ifodani (7.27) ga qo‘ysak,

— 12

g= ,\j cost(acost + bsint)dt,
0

b= /\/sint(acost + bsint)dt
0

tengliklarga ega bo‘lamiz. Bundan

sistemaga ega bo‘lamiz. Bu sistema va bundan integral tenglama ham,
4
A=
T2

giymatda noldan fargli yechimga ega bo‘ladi.
7.4.9. C|0,7] fazosidagi

T

Az(t) = /cos(t + s)z(s) ds

0
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operatorining xos sonlarini toping.
Yechimi. \ operatorning xos soni hoslsin, T Liolda

/ cos(t + she(s) ds = Aae(t).

it

bunda »(f) funksiyasi A ga mos xos vektor. Bundan

cost [ cossua(s)ds —sint [ sinsz(s)ds = Ar(t). (7.28)
il i
yvani
2(t) = ¢y cost + cysint, (7.29)
bunda

¢ = /cos sw(s)ds, co = [ sinsz(s)ds.
b i)
(7.29) formuladagi x(¢) ni (7.28) ga qo‘ysak, u holda

Acercost + casint) = / [costcoss — siut sin sj(c; cost + cosint) ds.
0
Eudi

"
cos” sils =

.
. “ 9D
/cosssmsds =0, /Eilli‘.tdn' ==

w2 =

2
L 0 i

tengliklaridan,

']

‘ .
cost — s st

Alcpcost + cq sint) = ¢

<

cosf va sint fanksivalarning chizigli erkli ekanligidan,

Iy
/\('| = 3{‘]" /\(_'.3 = ——=Ca.

(7.28) dagi r(1) xos vektor bo'lsa, u holda u noldan farqli, yai ¢; # 0
voki b # 0. Buadan

‘\1:.‘f\'2:_

B3|

2

operatorning xos soularidir,



B L hwtegral opestotiar va tenslonlo

7.4.10. C[0.3] fazosidagi .

Aw(t) = [ cos(t + s)a(s}ds
!

operatorining zos sonlarini toping.

Yechimi. A operatorning xos soni ho'lsin. 7.4 9-misoldagidek. .

xo0s vektor uchun
x(t) = ¢y cost + ¢asint,

bunda

3
cos sx(s)ds, ¢ = [sm sz(s

.9
O\mu

va

Aley cost + eosint) =

S

Endi - =
T . 1
cos® sds sin® sds = Vi cosssmsds=;)-
4 4
i 0 0
tengliklaridan,

. T ¢
AMey cost + egsint) = CI-'-I cost — ;1 sint + 22 cost — r.u_l sint.

cost va sint funksiyalarning chizigli erkli ekanligidan,

w s -
{ 361 T .—_,Cg = A(.'h

1 I
—afl — = Aen,

Bu sistemadan,

operatorning xos sonlaridir.
7.4.11. Integral tenglamani yeching:

1

()

[costcos s — sinisins](c; cost + cpsint) ds.
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Yechimi. Bu renglama vechimini .

o) = g+ eyl 4 -_-.f‘I

kovinishda izlaviiz. Bu ifodani tenglamaga o vsak. u holda

1

|
Cy et ot =t/.s-((v(,+(-l.s'-i—(‘gs"‘)(l.s—r"} [.s-"’(('n+('1.s+(:-_>s")(l.s+t"’.
i}

Bundan
r'4,+r‘1f4('3fizl(%i+% T‘—l’) +!'-'(L+%'—: F—I' + 'TJ‘)
Demak,
oy = U
_a ©&
a=3 Ty
i 175
Bundan |
G0 160

ya'ni, tenglama yechimi:

1

o 80, 160,
=3 T 1

Mustaqil ish uchun masalalar

~ 4 misollarda II-tur Fredhohn aynigan yadroli integral

tenglamalarni yeching:

1. ot —‘7j 1+ 3ts)e(s) ds + £,
2. ¢t) = Zf('()s.scos/,:(.s) ds + 1.
0
3. ot) =3 j(l + sin/ sin s)p(s) ds + 1.
b
1
doo(ty = A [(1+1t+s)p(s)ds + ¢
0
5 — 8 masalalarda tenglamalari ketina-ket yaqinlashish usuli bitan
yeching:

[ o (s)ds + ¢ — l_g_e

l-v(»—-n
S



T Tutersad aperatorlar <o tenshonala

!
6. 2(1) = %j'u;mm b=t
] =
I .
| sels)ds + 500 = %fr_" - l)
u N & -

7. g(t) =

(S

8. ¢(t) = -rjisn,, )ds + sint — ‘r

9-12 lllrLSdldldl( a Voltarra tenglamalarini veching:
f

9. o(t) = [e(s)ds + 1.

4]

10. (i j\b—f s5)ds + 1.

11. 2(t) = 4](% — Hos)ds + t.
i

12. (t) = [(6f — 6s -+ 5)y(s) ds + Gf + 29.
0
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