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MUALLIF HAQIDA

Viktor Ivanovich Blagodatskix 1946 yil 18 mayda oilada to‘qqiz
nafar farzand bo‘lgan Udmurt gishlog‘i Syumsining katta oilasida
tavallud topdi. O‘quvchilik yillarida u maktabdagi turli tashkil gilingan
to‘garaklarda faol ishtirok etuvchi o‘smir bo‘lib, uning ishtirokisiz
matematika, kimyo va fizika fanlari bo‘yicha hech bir respublika
olimpiadasi o‘tmas edi. Ko‘p hollarda u g‘olib chigardi. Xuddi shuning
uchun u 1963 yilda Moskva shahri bo‘sag‘asida tashkil etilgan yozgi
Kolmogorov matematika maktabiga gabul gilindi. Bu esa uning kelgusi
taqdiriga ta’sir ko‘rsatdi. U o‘rta maktabni tamomlagandan so‘ng Moskva
davlat universitetining mexanika-matematika fakultetiga o‘gishga kirdi.

Talabalik yillari uning uchun eng baxtli yillari bo‘ldi. Hayotga
bo‘lgan katta gizigishi va jo‘shqin matonati mamlakatning eng buyuk oliy
o‘quv yurtida o‘qish bilan birga alpinizm, speleclogiya, turizm,
parashyutdan sakrash, suvga sakrash kabi gizigarli sport mashg‘ulotlarini
uyg‘unlikda olib bordi. Yoshlik yillarida o‘zining eng kaftta boyligi
bo‘lgan ko‘plab do‘stlar orttirdi. U kishilar bilan oson muomalaga kirishib
Ketar, ulami sevar va shuning uchun u bo‘lgan joyda muhabbat va zavq
hamohang edi. O‘sha vaqtdayoq, speleologiya bo‘limida o‘zining
muhabbati va taqdirini topdi.

MDUni tamomlagandan so‘ng, jahonga mashxur matematik inson
akademik Lev Semenovich Pontryagin o‘quvchilari davrasiga tushish
baxtiga muyassar boldi. Bu vagtda Viktor Ivanovich o‘z hayotining butun
davri bo‘lgan optimal boshgaruvning matematik nazariyasi bilan jiddiy
shug‘ullanishni boshladi. U V.A.Steklov nomidagi Matematika instituti
(FAMI) aspiranturasini tamomladi va hayotining so‘nggi kunigacha shu
yerda ishladi.

Uning nomzodlik va doktorlik dissertatsiyalari differensial man-
sublik usullarini go‘llab, optimal boshgaruvning matematik nazariya-
sining rivojlanishiga bag‘ishlangan. Bu tadgigotlar xalgaro matematika
ommasiga yaxshi ma’lum.

Uzoq yillar Viktor Ivanovich akademik L.S.Pontryaginning ko‘p
qirrali ilmiy faoliyatida yordamchi bo‘ldi. 1973 yilda MDUning hisoblash
matematikasi va kibernetikasi fakulteti tashkil topgandan boshlab
L.S.Pontryagin raxbarligida optimal boshqaruv kafedrasi varatildi, va
Viktor Ivanovich o‘quv jarayonini tashkil etishda o‘zining munosib
hissasini qo‘shdi. U fakultet talabalari tomonidan muvaffagiyat bilan



foydalanilgan “Optimal boshqaruv” ma’ruzalar kursini ishlab chiqdi va
Lo*p villar o'qidi.

Bu ma’ruzalar asosida dastlab uning tomonidan yozilgan “Optimal
boshqaruvning chiziqli nazariyasi” (M.: MDU nashriyoti, 1978) va
“Differensial mansublik nazariyasi” I-qism (M.: MDU nashriyoti, 1979)
o‘quv go‘llanmalari optimal boshqaruv moskva matematika maktabi
ko‘plab mutaxassislari qarashlarining shakilanishida muhum rol oynadi.
Umuman Viktor Ivanovich ajoyib o‘gituvchi edi. Uning o‘quvchilari
orasida bir necha fizika —~ matematika fanlari doktorlari va ko‘plab
nomzodlar bor. O‘zining ma’ruzalar matnini o‘quvchilariga qoldirdi.
Bugungi kunda V.I.Blagodatskix asos solgan bu ma’ruzalar kursi yashab
kelmoqda va rivojlanmogda.

O‘quvchilarga taqdim etilayotgan “Optimal boshqaruy nazariyasiga
kirish” kitobi professor V.I. Blagodatskixning ko‘p yillik pedagogik
ishining o°ziga xos natijasidir. Bu kitob muallif tomonidan ham chiziqli,
ham nochizigli hollarda nazariyaning barcha asosiy natijalarini o‘zida
mujassamlashtirgan predmetga kirishning oylangan maxsulidir.
Keltirilgan material ikki semestr ma’ruzalari uchun mo‘ljallangan.

Viktor Ivanovich o‘zining barcha rejalashtirilgan g‘oyalarini
oxirigacha tamomlamasdan 1998 yil 5 avgustda ellik uch yoshida
to‘satdan vafot etdi.

U chizigli nazariyaga mo‘ljallangan kitobning fagat birinchi gismini
yozishgagina ulgirdi.

Kitob qo‘lyozmasini nashrga Viktor Ivanovichning kafedra boyicha
hamkasblari tayyorladilar. Qo‘lyozmasini nashrga tayyorlashda uning
o‘quvchisi fiz.-mat. fanlari doktori, prof. Sergey Mironovich Aseev
asosiy vazifani bajardi va u tomonidan kitobga qo‘shimcha material
“Holatning umumiylik sharti” (12-ma’ruza) paragraf kiritildi.

LV.Blagodatskix



SO‘ZBOSHI

Fundamental fanlar bo‘yicha mutaxassislar tayyorgarlik darajasini
va insonning qalb boyligini boyitish asosida insonparvarlik madaniyatini
aniglashda bilimlar sistemasini egallash, tarixan Rossiyada chegaralangan
sondagi maktablaming ta’lim to‘g‘risidagi dasturlaridan o‘rin olgan.

Ta’lim to‘g‘risidagi masalani sharhlab, akademik A.N.Krilov
shunday degan edi: “Maktab to‘la tugallangan bilimlar sistemasini berishi
mumkin emas; maktabning eng asosiy masalasi-umumiy rivojlantirishga
yo‘naltirish, zarur malakalarni shakllantirish, bir so‘z bilan aytganda ...
maktabning asosiy masalasi-o‘qishni o‘rganish, va maktabda o‘gishni
o'rganish, amaliy faoliyatda butun umr kishilarning eng yaxshi maktabi
bo‘ladi”.

Vatanimiz maktablarining eng muhim xususiyati, mulohazalarning
mazmunan chuqur va sodda bo‘lishi, muayyan ma’lumotlarni bayon
etishda, formal tuzilishlarda berishni magbul bo‘ladigan ko‘rinishlarini
doimo uzviy bog‘lashdan iborat ekanligidir. Berilgan g‘oyalarni amali-
yotga tadbiq gilishda yugori malakali mutaxassislar va ijodiy fikrlovchi
o‘qituvchilarning mavjudligidir.

Matematik ta’lim va matematik madaniyat ilmiy bilimlarning
asosini tashkil qiladi va matematikaning ahamiyati - fundamental
tadgiqotlarning doimiy o‘sishi natijasidir.

Bu masalalarni yechish uchun, tadgiqotlarning hozirgi holatini
to‘laroq aniglikda, berilgan fan sohasining dunyoviy prinsiplarini o‘zida
gamrab oluvchi darsiiklar talab gilinadi. “Oliy matematika” turkumida
taqdim etilayotgan matematika bo‘yicha tanlangan darsliklar yuqorida
ko‘rsatilgan uslubni amalga oshiradi. Bu darsliklar asosan M.V.Lomo-
nosov nomidagi Moskva davlat universiteti professorlari tomonidan
yozilgan.

V.1Blagodatskixning “Optimal boshqaruv nazariyasiga kirish
(chizigli nazariya)” kitobi muallif tomonidan ko‘p yillar mobaynida
M.V.Lomonosov nomidagi Moskva davlat universiteti, hisoblash
matematikasi va kibernetika fakultetida o‘qilgan ma’ruzalari kursining
o‘quv go‘llanmasidir. Muallif tomonidan materiallarni bayon etish uslubi,
na faqat boshqaruv nazariyasini yetarlicha tugallangan ko‘rinishda qurish
imkoniyatini bermasdan, balki kitobni o‘gishga kirishgan boshiovchilar
uchun ham qulayligidir. Kitob keng kitobxonlar ommasiga mo*ljallangan,
ammo birinchi navbatda amaliy matematika talabalari, aspirantlar va



mutaxassislar, amally matematika sohasida tadgiqotlar olib borayot-
fanlarga qaratilgan.

Berilgan turkumda Arxipov G. I, Sadovnichiy V. A., Chubarikov
V. N. “Matematik analiz bo‘yicha ma’ruzalar”, Vinogradov I. M. “Oliy
matematika elementlari (Analitik geometriya. Differensial hisob. Sonlar
nazariyasi asoslari.)”, Privalov I. 1. “Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar
nazariyasiga kirish?, Sadovnichiy V.A. “Operatorlar nazariyasi”,
Gashkov S. B., Chubarikov V. N. “Arifmetika. Algoritmlar. Murakkab
hisoblashlar”, Nechayev V. 1. “Kriptografiya elementlari (ma’lumotlarni
himoya gilish nazariyasi)”, Vinogradova I. A., Olexnik S. A., Sadov-
nichiy V. A. "Matematik analiz bo‘yicha mashq va masalalar” (1-va 2-
tomlar), Baxvalov N. S., Lapina A. V., Chijonkova E. V. “Masalalar va
mashglarda sonli usullar”, Yablonskiy S. V. “Diskret matematikaga
kirish” darslik va o‘quv qo‘llanmalar chop etilgan.

Ko‘rsatilgan kitoblar yuqori darajadagi matematik tayyorgarlik
talab gilingan oliy o‘quv yurtiari uchun oliy matematika bo‘yicha asosiy
darsliklarning yangi turkumining boshlanishiga asos bo‘ladi deb umid
qilaman.

Bu turkumning amaliy ahamiyatidan tashqari rus olimlari va
pedagog matematiklarining matematikadan asosiy darsliklar yaratish
bo‘yicha ikkinchi ming yillikning oxiri va uchinchi ming yillikning
boshlanishida qgilgan ishlarining qandaydir jamlamasi hamdir. Turkum
ko‘rsatilgan adabiyotlar bilan tugallanmaydi. Kelgusida yugorida bayon
etilgan talablarga javob beradigan, o‘zining yangiligi va dolzarligini
yo‘qotmagan, talabalar va pedagoglar o‘rtasida ommabob va mashhur
bo‘lgan, foydanalanilayotgan hozirgi zamon va klassik darsliklarni
tanlash va nashr qilishni davom ettiriladi.

Rossiya fanlar akademiyasining
Akademigi — V. A. Sadovnichiy



1-ma’ruza

o Optimal boshgaruv masalasining wnumiy ko ‘rinishda qo 'yilishi:
obyektning harakat dinamikasi, joiz boshgaruviar sinfi, obyektning
boshlang ‘ich va so ‘nggi holati, sifat kriteriyasi.

o Optimal boshgaruv matematik nazariyasining asosiy masalalari:
boshqaruvchanlik, optimal boshgaruvning mavjudligi, optimallikning
zaruriy sharti. Optimallikning yetarli sharti, optimal boshqaruvning
yagonaligi.

o Chizigli tezkorlik masalasining go yilishi.

1.1. Optimal boshqaruv masalasining umumiy go‘yilishi

Obyektning harakat dinamikasi. Optimal boshqaruv masalasi
uchun vaqt mobaynida harakati o‘zgarib turuvchi obyektning mavjudligi
xarakterlidir. Faraz gilaylik vaqtning har bir + momentida obyektning
holati x'(¢),.., ¥"(¢)parametlarning tanlanishi bilan to‘la aniglansin. Bu
parametrlar qandaydir koordinatalar sistemasida obyekt holatining
koordinatalari, tezlik koordinatalari va hokazolar bo‘lishi mumbkin.
() =0'(),...x"(t)) vektorga obyektning holat vektori deyiladi. Obyekt
harakatini boshgarish, y’ani obyektning holati gandaydir rullar vositasida
o‘zgartirilishi mumkin deb faraz gilamiz. Aytaylik rullarmning holati
vaqtning har bir  momentida #'(¢),....#" (¢) parametrlarni tanlanishi bilan
xarakterlasin. «(f) = (' (),..,u"(t)) vektorga obyektning boshgaruv vektori
yoki boshgaruv deyiladi. Vaqtning berilgan  momentida obyektning
holati u(r) boshqaruv vagtning ¢ momentigacha qanday giymatlar gabul
gilganligiga bog‘liq ammo, boshqaruvning kelgusi holatiga bog‘liq emas.
Obyektning x(¢) holat vektor u(r) boshgaruvning qiymatiga bog‘liq tarzda
turli xil dinamik obyektlarga garaladi. Masalan, bu bog‘liglikni

x=f(t,xu) (1.1)

differensial tenglamalar sistemasi bilan yozish mumkin. Bu holda
vaqtning har bir 1 momentida u(r) boshgaruvning qiymatini bilgan holda

x=f{6xu())

differensial tenglamani yechib, obyektning x() trayekioriyasini aniq-
lashimiz mumkin.



Qandaydir tarzda obyekining harakat dinamikasi berilgan, ya’ni (1)
boshgaruv vektorining o*zgarishiga bog‘liq ravishda x(1) holat vektorning
o'zgarish qonuni berilgan deb hisoblaymiz.

Joiz boshgaruvlar sinfi. Muayyan (konkret) fizik obyektlar uchun
u(t) boshqaruy ixtiyoriy bo‘lmaydi. Bu boshqaruvga boshgaruvning fizik
ma’nosidan kelib chiqadigan qandaydir cheklanishlar qo‘yiladi. Ma-
salan, agar #'(r) dvigatelning quvvati bo‘lsa, u holda vaqtning har bir
momentida u

U = u'(.r)ium

cheklanishlarni qanoatlantiradi. Bunda #'() =, va u,  chetki qiy-

matlami ham qabul qilishi mumkin. Odatda u(r) vektor boshgaruy
vaqtning har bir ; momentida

u(fyel (1.2)

cheklanishni qanoatlantiradi, bu yerda U qandaydir berilgan to‘plam.
Qonuniyatga ko‘ra muayyan fizik obyektlarda U yopiq to‘plamdir. Bu
yopiglik boshqgariladigan obyektning holatini umuman klassik variatsion
hisob usullari bilan tekshirishga imkoniyat bermaydi. (1.2) ko‘rinishdagi
cheklanishlardan tashqari u(r) boshgaruvning vaqtga bog‘ligligi boyicha
cheklanishlar qo‘yilishi mumkin. Masalan joiz boshqaruvning fizik
ma’nosidan bu boshqaruv yoki sillig, yoki uzluksiz, yoki bo‘ lakli
uzluksiz va hokazo bo‘lishi mumkin. Qandaydir usulda u(r) joiz
boshqgaruvlar sinfi berilgan deb hisoblaymiz.

Obyektning boshlang‘ich va so‘ngi holati. Faraz gilaylik vaqtning
boshlang‘ich momenti ¢, va obyektning joiz boshlang ‘ich holatlarining
M, to ‘plami berilgan bo‘lsin.

Bundan tashqari vaqgtning qandaydir so‘nggi ;, momentida obyekt
qandaydir joiz so ‘nggi holatlarining to ‘plami M, ga kelib tushsin. Agar
u(f) boshqaruvga mos obyektning x(f) holati

x(t,) e M,, x()eM, (1.3)

shartlarni qanoatlantirsa, u holda [1,,1,] vagt oralig’ida u(r) joiz boshqaruv
joiz boshlang‘ich holatlarining a7, to‘plamini joiz so‘nggi holatlarining
8



M, to‘plamiga olib o‘tadi deb aytamiz. Vaqtning har bir so‘nggi momenti
t, umuman aytganda mahkamlangan bo‘lib, x(r) vektorning so‘nggi M,
to‘plamga tushish shartidan aniglanadi. Shunday qilib A4, M, joiz
to‘plamlar berilgan deb hisoblaymiz.

Sifat kriteriyasi. Boshqariladigan obyektni A7, to‘plamdan A,
to‘plamga turli xil usullar bilan o‘tkazish mumkin bo‘lishi. Amaliyotda
bunday o‘tishlardan gandaydir ma’noda eng yaxshisini tanlash magsadga
muvofigdir. Odatda [r,,1,] kesmada aniqlangan har bir u(r) joiz boshqa-
ruvga mos obyektning x(r) trayektoriyasiga (), x() juftlikni baholovchi
J soni, yani J(u(),x(r)) funksional, yoki sifat kriteriysi beriladi.
Masalan, bu funksional

J (), x(1)) = ff *(s,x(s)u(s))ds (1.4)

fa

ko‘rinishda bo‘lishi mumbkin.
Endi optimal boshqaruv masalasini ifodalashimiz mumkin. Bu

masala obyektni boshlang‘ich holatlaming A, to‘plamidan so‘nggi
holatlarning Af, to‘plamiga tushuruvchi shunday #"(#) boshqaruv va unga
mos x(z) trayektoriyani topish lozimki, bunda J(u(s),x(r)) funksional
o‘zining minimal giymatiga erishsin, ya’ni

J@ (@), x*(2)) = min J(u(t), x(1))

tenglik bajarilsin. Bu yerda minimum obyektni boshlang‘ich holatlarning
M, to‘plamidan so‘nggi holatlarning M, to‘plamiga o‘tkazuvchi barcha
joiz u(r) boshgaruv va unga mos obyektning x(r) trayektoriyalari bo‘yicha
olinadi.

Optimal boshqaruv masalalaridan misollar keltiramiz.

1-misol. Kosmik kema yer atrofidagi qandaydir doiraviy orbita
bo‘ylab harakatlansin. Yetarlicha aniglikda kosmik kema holatini (1.1)
ko‘rinishdagi differensial tenglamalar sistemasi bilan yozishimiz
mumkin. Bunda x() holat vektorining koordinatalar: yer bilan bog*langan
go‘zg‘almas koordinata sistemasiga nisbatan kosmik kemaning holati,
vektor tezligining koordinatasi, kema oriyentatsiyasini beruvchi
burchaklar, burchak tezliklar va hokazolar bo‘lishi mumkin. u(r) vektor
boshgaruvning koordinatalari bo‘lib reaktiv dvigatel o‘gining burish

9



burchagi, birlik vaqt ichida yonilg'i sarfi va hokazolar bo*lishi mumkin.
u) vector boshgaruv koordinatalarini u yoki bu ko‘rinishda tanlab,
kosmik kemani x(1) trayektoriyaning biror gismida u yoki bu ko‘rinishda
harakatlanishiga majbur qilish mumkin.

Faraz qilaylik kosmik kemani vangi orbitaga o‘tkazish talab
qgilinsin, ya'ni «(f) vektor boshqaruvning shunday giymatini topish talab
gilinadiki, kemaning unga mos x(r) trayektoriyasi vaqgtning ¢, momentida
birinchi doiraviy orbitada boshlanib, vaqtning qandaydir f, momentida
ikkinchi doiraviy orbitada tugallansin. Bunda boshlang‘ich holatlarning
M, to'plami sifatida kemaning birinchi orbitadagi koordinatalarini, joiz
boshlang‘ich tezliklarini, va hokazo ya’ni x(;,) vektorning giymatlarini
olish mumkin. Huddi shu kabi mulohazalarni so‘nggi holatlarning af,
to*plamiga nisbatan ham aytilishi mumkin.

Sifat kriteriysi bo‘lib, kemaning birinchi orbitadan ikkinchi orbitaga
olib o*tishda sarflanadigan umumiy yonilg‘i miqdori bo‘lishi mumkin.

Shunday qilib optimal boshqaruv masalasi, shunday w(r) vektor
boshqaruvning qiymatini topish talab qilinadiki, unga mos vaqtning «,
momentida boshlangan x(s) trayektoriyasi birinchi doiraviy orbitada
boshlanib, eng oz yonilg‘i sarfi bilan vaqtning gandaydir «, momentida
ikkinchi doiraviy orbitada tugallansin.

2-misol. Muvozanat holatida turgan fizik mayatnikni qaraymiz.
Agar y mayatnikning muvozanat holatidan chetlanishi bo‘lsa, u holda
kichik amplitudalar bo‘yicha mayatnikning tebranish tenglamasi

y+y=0
ko‘rinishga ega. Faraz qilaylik mayatnikka miqdori bir birlik cheklangan
lu(t)l <1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi tashgi » kuch qo‘yish mumkin
bo‘lsin. U holda boshqariladigan mayatnikning tenglamasi

y+y=u

ko‘rinishga ega. x' =y, ¥’ =y belgilashlar bilan bu tenglamani (1.1)
sistema ko‘rinishiga keltiramiz. U holda

(1.5)



Bu holda x=(x',x*) holat vektori hammasi bo‘lib ikkita: x'=yp -
mayatnikning muvozanat holatidan chetlanishi va x*=y - tezlikning
chetlanishi. O‘chirilgan boshqaruvda, ya’ni =0 bo‘lganda muvozanat
holati x' =0, x* =0 shartlar bilan beriladi. Faraz gilaylik, gandaydir tashqi
kuchlar ta’siri ostida mayatnik muvozanat holatidan ixtiyoriy x, = (x,',x,*)
holatga chetlangan bo‘lsin. Mayatnikning bu holatda bo‘lishi fizik
nuqtayi nazardan magsadga muvofiq emas, shuning uchun mos ravishda
u(¢) tashqi kuchni tanlab mayatnikni muvozanat holatiga gaytarish lozim.
Yana bu holda fizik nuqtayi nazardan u(s) boshqaruv bo‘lakli uzluksiz
bo‘lishi talab gilinadi.

Shunday qilib biz quyidagi optimal boshqaruv masalasiga keldik.
|u(t)|sl tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday bo‘lakli uzluksiz w(s)
tashqi kuchni tanlash lozimki, mos ravishda mayatnikning Xx(f)
trayektoriyasi, ya’ni (1.5) tenglamaning yechimi boshlang‘ich
M, ={x,} ={(x,),%})} holatdan so’nggi M, ={(0,0)} holatga eng qisqa vaqt

ichida o‘tsin.
1.2. Optimal boshqaruv matematik nazariyasining asosiy masalalari

Yuqorida biz optimal boshqaruv masalasining umumiy tarzda
qo‘yilishini hamda ikkita misolni tahlil qildik. Optimal boshqaruv
masalalarini matematik tekshirishdan avval optimal boshqaruvning
matematik nazariyasi qganday masalalami o'z ichiga olishuini garaymiz.

Boshqariluvchanlik. Dastlab quyidagicha savol tug‘ilishi tabiiy,
harakatlanayotgan dinamik obyektni boshlang‘ich holatlarning A,
to‘plamidan so‘nggi holatlarning Af, holatiga olib o‘tuvchi hech bo‘l-
maganda bitta «(r) joiz boshgaruv mavjudmi, ya'ni x(r) holat vektorining
trayektoriyasi (1.3) shartni ganoatlantirishi uchun unga mos u(r) joiz
boshgaruv mavjudmi? Agar bu masala ijobiy hal etilsa, biz qaralayotgan
obyekt M, to‘plamidan M, to‘plamga boshqariluvchan deb aytamiz. Aks
holda optimal boshgaruv masalasining qo‘yilishi ma’nosini yo‘qotadi.

Optimal boshqaruvning mavjudiigi. Agar boshqaruvchanlik
masalasi ijobly hal etilsa, ya’ni dinamik obyektni boshlang‘ich s,
to‘plamidan so‘nggi M, to‘plamga olib o‘tuvchi qandaydir u(r) joiz
boshgaruv mavjud bo‘lsa, u holda optimal boshgaruvning mavjudiigini
aniqlash zarurdir.



Muhandislar muayyan masalalarni yechishda bunday masala
go‘ymaydilar, imkoniyatlar bo‘yicha eng maqbul boshgaruvni tan-
laydilar. Matematik nuqtayi nazardan bu masala o‘ta muhim bo‘lib, agar
optimal boshqaruv mavjud bo‘lmasa, u holda kelgusida uni izlash
ma’noga ega emas. Matematikada biz qandaydir haqiqiy fizik obyektning
modeliga ega bo‘lamiz va modelda optimal boshqaruvning mavjud
emasligi model noto‘g'ri tuzilganligidan dalolat beradi.

Optimallikning zaruriy sharti. Agar qaralayotgan masalada
optimal boshqaruv mavjud bo‘lsa, bu optimal boshgaruvni topishning
usuliarini rivojlantirishimiz kerak.

Eng sodda masalalarda ham berilgan obyektni boshlang‘ich
holatlarning Af, to‘plamidan so‘nggi holatlarning Af, holatiga olib
o‘tuvchi ko‘plab u(z) joiz boshgaruvlar mavjud bo‘lishi mumkin. Shuning
uchun oddiy tanlash bilan barcha joiz boshqaruvlami optimallikka
tekshirib chigish qiyin. Optimallikka da’vogar bo‘lgan barcha
boshqaruvlarni qanday tanlash mumkin mavzusida masala yuzaga keladi.
Bu masalani yechishda oprimallikning yetarli sharti imkoniyat beradi.
Shuning uchun optimal boshqaruvni optimallikning zaruriy shartini
ganoatlantiruvchi barcha joiz boshqaruvlar orasidan izlash kerak. Bunday
optimallikning zaruriy sharti Pontryagin maksimum prinsipidir. Dastlab
harakat dinamikasi (1.1) ko‘rinishdagi tenglamalar bilan berilgan
boshqgaruv sistemalari uchun bu birinchi bor 1953 yilda akademik Lev
Semenovich Pontryagin tomonidan gipoteza ko‘rinishida aytilgan, keyin
uning o‘quvchilari tomonidan isbotlangan. Mohiyatiga ko‘ra optimal
boshqaruvning matematik nazariyasi optimallikning zaruriy shartidan
boshlangan. Ba’zi masalalarda maksimum prinsipini chekli sondagi
boshqaruvlar qanoatlantirganligi sababli ularning orasidan optimalini
tanlash qiyin emas. Maksimum prinsipining to‘la isboti 1961 yilda
L.S.Pontryagin va uning o'quvchilari tomonidan [1] kitobda e’lon
gilingan. Maksimum prinsipini qo‘llash darhol ko‘plab gizigarli
muhandislik masalalarini yechish imkoniyatini hamda ko‘plab boshga
masalalarda optimal boshqaruvni topishga yaqinlashtirdi. Shu sababli
1962-yilda bu kitob Davlat mukofoti bilan tagdirlanganligi bejiz emas.

Optimallikning yetarli sharti. Ko‘plab masalalarda optimallikning
zaruriy sharti optimallikka talabgor bo‘lgan boshqaruvlar sinfini
gisqartirish imkoniyatini bersada bu sinf yetarlicha keng bo‘lib
golaveradi. Bu sinfdagi haqiqiy optimal boshqaruvni tanlash imkoniyatini
optimallikning yetarli sharti beradi. Bu sinfdagi qandaydir «(r) boshgaruy
optimallikning yetarli shartini ganoatlantirsa, bu bilan uning optimalligi
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ta’minfanadi. Albatta optimallikning yetarli shartini bir emas bir nechta
boshgaruvlar qanoatlantirishi mumkin. Bu bilan boshqaruviarning
hammasi optimaldir, y’ani sifat kriteriyasini ifodalovchi funksional bu
boshqaruvlarda bir xil, shu bilan birga minimal giymat gabul giladi.

Optimal boshgaravining yagonaligi. Muhandislar uchun optimal
boshgaruvining yagonaligini bilish juda muhumdir. Agar u yagona bo’lsa,
u holda muayyan boshgariladigan obyektlarda yagona optimal boshga-
ruvini go‘llash oson kechadi. Shuning uchun optimal boshgaruvning
yagonalik masalasi ham optimal boshqaruv matematik nazariyasining
asosiy masalalari qatoriga kiradi.

Albatta biz optimal boshgaruv masalasini yechishda yuzaga keladigan
barcha muammolarni sanab chigmadik fagat asosiylarini keltirdik. Bu
muammoelarni muayyan boshqaradigan obyekt uchun ko‘rsatilgan
savollarni ketma-ketlikda tekshirish shart emas. Masalan, dastlab optimal
boshqaruvning mavjudligi aniglangan bo‘lsa va biz boshlang‘ich holat-
laming A, to‘plamini so‘nggi M, holatiga olib o‘tuvchi va optimallikning
zaruriy shartini ganoatlantiruvchi yagona u(r) boshqaruvni topgan bo‘lsak,
u holda u(r) boshqaruvning optimalligi ta’minlanadi.

Tezkorlikning chiziqli masalasi. Shunday gqilib biz optimal
boshgaruv masalasining umumiy ko‘rinishda qo‘yilishini va bu masalani
yechishda yuzaga keladigan ba’zi asosiy muammolarni garab chigdik. Bu
kitobda biz asosan optimal boshqaruv matematik nazariyasining soddaroq
masalasi bo‘lgan chizigli tezkorlik masalasini o‘rganamiz. Bu obyektning

harakat dinamikasi
x=Ax+u, (1.6)

chiziqli differensial tenglamalar sistemasi bilan yoziladi, bu yerda x -
obyektning » o‘lchamli holat vektori, # - » o‘lchamli boshqaruv vektori
bo‘lib, boshgaruvga z(-)eU cheklanish go‘yilgan, 4 —-ax» o‘lchamli
o‘zgarmas matritsa. Qandaydir «(s) joiz boshqaruvni va obyektning
x(1,)=x,0 boshlang‘ich holatini bilgan holda, obyektning x() holat
vektorini (1.6) differensial tenglamalar sistemasining yagcna yechimi
sifatida hosil gilish mumkin. Joiz boshqgaruvlar sinfi, keyinroq yvordamchi
matematik tushunchalar o‘rganilgandan keyin aniglanadi.

Obyektning boshlang*ich va so‘nggi holatlari bo‘lgan A, va A,
to‘plamlar » o‘lchamli vektor fazoning qandaydir bo‘sh bo‘lmagan
kompakt gism to‘plamlari sifatida olinadi. Sifat kriteriysi bo‘lib, Az,
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to'plamdan A, to‘plamga o‘tish uchun sarflangan vaqt, ya'ni
Jun.x ) =1, -1, bo‘ladi. Bunday sifat kriteriysi (1.4) sifat kriteriysidan
integral ostidagi funksiya

L7 x(0) u()) =1

bo‘lganda hosil bo‘ladi.

Shunday qilib, biz chizigli tezkorlik masalasining qo‘yilishiga
keldik. Bu masala obyekii boshlang’ich holatlamning A, toplamida
holatlarning so‘nggi M, to'plamiga eng gisqa vaqt ichida olib o’tuvchi
«'(t) joiz boshqaruvni va unga mos (1.6) tenglamaning x'(¢) yechimini
topishdan ikorat.

Yugqorida keltirilgan 2-misol chizigli tezkorlik masalasi bo'ladi.

Optimal boshqaruv nazariyasi bilan birinchi tanishish uchun chizigli
tezkorlik masalasining tanlanilishi bejiz emas. Bu masala ko’proq
ustunlikka ega.

Birinchidan, (1.6) chiziqli differensial tenglamalar uchun x(1)
trayektoriyani x(s) boshqaruvga nisbatan oshkor ko'rinishda yozish
mumkin. Bu esa optimal boshgaruv matematik nazariyasining asosiy
masalalarini effektiv tekshirish imkoniyatini beradi.

Tkkinchidan, chizigli tezkorlik masalalarida optimal boshqaruvning
umumiy masalasidagi barcha harakterli giyinchilikiar yaqqol namayon
bo'ladi.

Kitobning birinchi gismi (2-5-ma’ruzalar) yordamchi matematik
tushunchalarni o‘rganishga bag‘ishlangan. Tayanch funksiya, ko‘p-
giymatli akslantirishlar, ko‘pgiymatli akslantirishlarning integrallari va
boshqa tushunchalar mukammal ko‘rib chigilgan. Bu tushunchalar
matematikaning turli bo‘limlarida keng tadbiqlarini topmogda. Kitobning
ikkinchi gismida bu tushunchalar asosida chizigli tezkorlik misolida
optimal boshqarishning matematik nazariyasi o‘rganiladi.

2-ma’ruza

o Asosiy ta’riflar va belgilashlar.
o R" Evklid vektor fazosining barcha bo'sh bo'lmagan kompakt
gism to ‘plamlaridan tashkil topgan (R") fazo.
o (R") fazoda ikkita elementning yig'indisi va elementni songa
ko ‘paytirish amallari.
14



o Chizigli almashtirishda to ‘plamning obrazi.
o Q(R") fazoda masofa tushunchasi.

2.1. Asosiy tushunchalar

R fazo. Elementlari x=(x',x*,..,x") nuqtalardan iborat » o‘lchamli
R'- Evklid fazosini qaraymiz Xususiy holda R' son to‘g‘ri chizig‘i, ”*
esa ikki o‘lchovli tekislik va hokazo. Odatda kichik harfiar bilan R”
fazoning vektorlarini ya’ni nuqtalarini, katta harflar bilan esa K" fazoning
gism to‘plamlarini belgilaymiz. Bunda vektorlarni ba’zan bitta element-
dan tashkil topgan to‘plamlar deb qaraymiz va bu holda ularni figurali
qavslar yordamida yozishga shartlashamiz. Masalan, x - nuqta, {x} esa
bitta x nuqtadan tashkil topgan to‘plamdir. R" fazo odatdagi ilcki vektorni
go‘shish va vektorni songa ko‘paytirish va (x,y)=x'y' +..+"y" skalyar
ko‘paytirish amallariga nisbatan chizigli vektor fazo bo‘ladi. Bu fazo
[*]|=+/{;x) norma bilan normalangan fazo bo‘ladi. Kelgusida biz R’
fazoda fagat shu normadan foydalanamiz. Bu norma bilan tabiiy ravishda
R" fazodagi x.ye R’ nuqtalar orasidagi masofa p(x,y)=|x-3| tenglik
yordamida aniqlansa metrika hosil giladi, ya’ni " metrik fazo bo‘ladi.

To‘plamlar. R’ fazoda turli ko‘rinishdagi to‘plamlarni garaymiz.
Bunda to‘plamlar uchun odatdagi — - mansublik, = - tenglik,= -
tengsizlik, U - birlashma, N- kesishma va \ - bir to‘plamni ikkinchisiga
to‘ldirishning odatdagi simvollaridan foydalanamiz. Bo‘sh to‘plamni esa
& simvol bilan belgilaymiz.

Agar f nuqtaning ixtiyoriy atrofida F to‘plammning s nuqtadan farqli
hech bo‘lmaganda bitta nuqtasi mavjud bo‘lsa, f nuqtaga F to‘plamning
limit nugtasi deyiladi. Agar F to‘plam o‘zining barcha limit nuqtalarini
o‘zida saglasa F to‘plamga yopiq to ‘plam deyiladi. F to‘plamni o‘zida
saqlovchi eng kichik yopiq to‘plamga F to‘plamning yopig‘i deyiladi va
F kabi belgilanadi. Agar F yopiq to‘plam bo‘lsa u holda 7= F ekanligi
ayon.

1-misol. R" fazoda

P={xER" :"x“<1}
munosabat bilan berilgan P to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plam vopiq emas,
chunki masalan uning p=(1,0,0,...,0) limit nuqtasi £ to‘plamga tegishli
emas. Ammo markazi o nuqtada radivsi » ga teng be‘lgan R" fazodagi
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S,(a):{ xeR":

x—a“Sr} 2.

shar yopiq to‘plam ekanligi ravshan. Shu bilan birga S,(0) shar p
to‘plamning yopig‘i , ya'ni §,(0)=7.

Agar Fc R" to‘plam qandaydir chekli radiusli sharda saqlansa, ya'ni
qandaydir >0 soni uchun FcS,(0) mansublik o‘rinli bo‘lsa F
to‘plamga chegaralangan to plam deyiladi. Agar F < R" to‘plam yopiq
va chegaralangan bo‘lsa bu to‘plamga kompakt to'plam deyiladi. 1-
misoldagi S,(a) to‘plam kompakt , ammo P kompakt to‘plam emas,
chunki u yopiq to‘plam emas. Tekislikdagi to‘g‘ri chiziq chegara-
lanmaganligi uchun kompakt to‘plam emas.

Agar F kompakt to‘plam bo‘lsa, u holda F to‘plamning \F l moduli deb

|F|= rr}EanHf | 2.2)

soniga aytiladi. F to‘plamning kompaktligi va || normaning
uzluksizligidan (2.2) fogmulada maksimum doimo erishiladi. F to‘plam
modulining geometrik ma’nosi quyidagicha: bu F to‘plamni o‘zida
saglovchi markazi koordinata boshida bo’1gan eng kichik sharning radiusi
(1-chizma) ekanligi quyidagi munosabatdan kelib chiqadi

SIH(D) =

1-chizma
|F]=max"f"=min{r20 g ”fl]Sr,feF}=min{r20: F < S,00)}-
JeF
Shunday gilib doimo
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F c5,(0) (2.3)

mansublik bajariladi.

Agar qandaydir £>0 soni uchun S,(f)<F muncsabat bajarilsa s
nuqta F to‘plamning ichki nugtasi deyiladi. Agar F to‘plamning
ixtiyoriy nugtasi uning ichki nugtasi bo‘lsa F to‘plamga ochiq to ‘plam
deyiladi. F to‘plamning barcha ichki nuqtalari majmuasiga uning fchki
sohasi deyiladi va intF kabi belgilanadi.l-misolda intS,(0)=~.
8F =F\intFto‘plamga F to‘plamning chegarasi deyiladi va 8F kabi
belgilanadi. Agar

S=[xeR":"x”=l}

to‘plam R” fazodagi birlik sfera bo‘lsa, u holda 6P =S5.

Agar F to‘plam o‘zining ixtiyoriy ikkita x, va x, nuqgtalari bilan
birgalikda bu nugtalarni tutashtiruvchi [x,,x,] kesmani ham o‘zida
saglasa, F to‘plamga gavarig to ‘plam deyiladi.

Ikkita x,x, € R" nuqtalarini tutashturuvchi kesma

[x,,xl]={x=/?.xl +(I—A)xZ:OS/1Sl}

ko‘rinishga ega. Shunday qilib, ixtiyoriyx,,x, € F nuqtalar va ixtiyoriy
0<A<1 soni uchun ix +(1- 1)x, e F munosabat bajarilsa, 7 to‘plamga
qavariq to‘plam deyiladi.

Fa* +&° to‘plamni o‘zida saglovchi eng kichik qavariq to‘plamga
F to‘plamning gavarig gobig ‘i deyiladi va convF kabi belgilanadi. Har
ganday ixtiyoriy S.(a) shar qavariq to‘plam bo‘ladi, ammo § birlik sfera
gavariq to‘plam emas, shu bilan birga comS=S,(0). l-misoldagi P
to‘plam qavariq to‘plamdir. Agar [F qavarig to‘plam bo‘lsa, u holda
convF =F

2.2. o(r") fazo hagida tushuncha

R fazoning barcha bo‘ch bo‘lmagan kompakt gism to*plamlaridan
tashkil topgan to‘plamlar sistemasini Q(Rr") gism fazoni qaraymiz.
Xususiy holda R" fazodagi barcha mumkin bo‘lgan S, (a) shartar, R”

i : I

I
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fazoning nuqtalari, ya’ni {x} to*plamlar Q(R") fazoning elementlaridir.
To'plamlar ustida bajariladigan odatdagi amallardan tashqari Q(R")
fazoda yana ikki amalni: to‘plamlarning yig‘indisi va to‘plamni songa
ko*paytirish amallarini ko‘rib chigamiz.

To‘plamlarning algebraik yig‘indisi. 8" fazodagi bo‘sh bo‘lmagan
F va G to‘plamlaming, ya'ni Q(R") fazoning ikkita F.GeQ(r")
elementlaming algebraik yig*indisi deb

X=F+G={x=f+g:feF,geG} 24

to‘plamga aytiladi.Bu holda x eQ(R"), ya’ni ikkitaF,GeQ(R")
to‘plamlarning algebraik yig‘indisi F+G to‘plam bo‘sh bo‘lmagan,
yopiq chegaralangan kompakt to‘plamdir. Agar F to‘plam yagona
nugtadan tashkil topgan bo‘lsa, ya’ni F={s} bo‘lsa, u holda {/}+G
to‘plam G to‘plamni f vektorga parallel ko‘chirishdan hosil gilinadi.

F+G to‘plamning bo‘sh to‘plam emasligi, F,Gen(r") to‘plam-
larning bo‘sh to‘plam emasligi natijasidir, va demak shuning uchun hech
bo‘lmaganda bitta x= f + g ko‘rinishdagi element mavjud.

Ikkita F,Ge Q(R") to‘plamlarning algebraik yig‘indisi yopiq to‘plam
bo‘lishini isbotlaymiz. x, € F + G ketma-ketlik berilgan bo‘lib, limx, =x
bo‘lsin xe F+G ekanligini ko‘rsatish talab gilinadi.

F+G algebraik yig‘indining ta’rifi (2.4) ga ko‘ra x, = f,+g, va
fieF. g.<G. {f;} ketma-ketlikning hamma elementlari F kompakt
to*plamga tegishli bo‘lgani uchun, shunday gism ketma-ketlik mavjudki
(biz bu gism ketma-ketlikni yana {f,} bilan belgilaymiz), bunda
limf, = fe F.

Xuddi shu kabi {g,} ketma-ketlikdan shunday gism ketma-ketlik
ajratish mumkinki, bunda liﬂ g.=g€G.

Shu sababli x vector uchun
x= lim z, =lim(/, + £)=}im/, +ing, = f + g

ya’ni xe F+G bo‘ladi va shu bilan birga algebraik yig‘indining yopiqligi
isbotlanadi.
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F+G to‘plam chegaralangandir. Hagigatdan ham, (2.3) formulaga
ko‘ra Fe85,(0), G S, (0) mansubliklarga egamiz, shu bilan birga # va
G to'plamlar chegaralangan bo‘lgani uchun |/ va |G| migdorlar chekli
sonlardir. (2.2) munosabatni e’tiborga olib, ixtiyorly f e F,ge G vektorlar
uchun | f|<|F|, |l <|G| tengsizliklarni hosil gilamiz. Algebraik
yig‘indining (2.4) ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy x= f + g € # + G vektor uchun

l=[l7+gl=l71+lel
uchburchak tengsizligi ham bajariladi va demak to‘plamlar uchun ham
|F +G[<[F]+[c|
uchburchak tengsizligi bajariladi. Shunday gilib

F+G C8;,5(0) S (O

mansublik o‘rinli, ya’ni F+ G to‘plam chegaralangandir.

Agar F va G to‘plamlar gavariq to‘plamlar bo‘lsa, u holda ularning
algebraik yig‘indisi F+G to‘plam ham qavariq to‘plam bo‘ladi.
Hagigatdan ham, ixtiyoriy x,.x, e F# + G vektorlar va 0< A<} soui berilgan
bo‘lsir. x = Ax, + (1— A)x, vektorni F+G to‘plamga tegishli bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Yig‘indining (2.4) ta’rifiga ko‘ra

n=fi+8, H=fh+&, fi./ieF, 8.8, €G
munosabatlarga ega bo‘lamiz va demak
x=Ax + (- A, =Af, + (1= )/, + Ag, + (1~ )g,.
F,G to‘plamlarning qavarigligiga ko‘ra
f=ifi+(1-A)f,eF, g=4g,+(1-2)g, G

mansubliklar o‘rinli. Yana bir bor to‘plamlar yig‘indisining ta’rifiga ko‘ra
x=f+geF+G,ya’ni F+G qavariq to‘plam.
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2-misol. Ikkita ixtiyoriy sharlarning algebraik yig‘indisi nimaga teng
bo*lishini qaraymiz. Bu holda

S, (a)+S,(2)=5,.,(a +a,), (2.5)
ya’'ni ikki sharni algebraik qo*shishda yana shar hosil bo‘lib, uning radiusi

bu sharlar radiuslari yig‘indisidan, markazi esa bu sharlar markazlari
yotgan vektorlar yig‘indisiga teng bo‘lgan vektordan iborat bo‘ladi.

Sﬁi—?‘g{ a+a;)
Sfl(a’IJ a]_'_ﬂ,
O b Ti+7;
/
!
/
Ty N
0 T L g
Seyas)
2-chizma

Bu tasdiqni, ya'ni (2.5) tenglikning o‘ng va chap gismidagi
to‘plamlarning ustma-ust tushishini ko‘rsatamiz.

Agar xe5,(a)+5, (@) bo‘lsa (2.4) algebraik yig‘indining ta’rifiga
ko‘ra x=f+g bo'lib, €S, (a), geS,(a,). Bundan sharning (2.1)
ta’rifiga ko‘ra

If-alss, |Je-al<n
Bu tengsizliklarni e’tiborga olib,
be-(a+a)|=|r + g~ (ara)|s|r - al+ e -a<n+n
ya'ni xeS,,, (a+a) ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Demak (2.5)

formulada
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S, ()08, () 8, G 100,y

mansublik o*rinli.
Agar xed8, (a4 a,) bo'lsn, o holda

N

A "\ o ri," Py 7

Bundan A=0 bo‘lganda

x=a +a, €S, (o) S, (4,)
ekanligi ravshan. Endi A=0 bo‘lsin. Bu holda A4 ¢ 4,
qanoatlantiruvchi 4 <s, 4, <», musbat sonlar mavjudki, ular uchun

f=a +11x__%esrl (), g=a, +,Lx_—aT_._‘i" s, (a)
bo‘lib x= £ + g bo‘lgani uchun x=g, +a, €S, (a,) +5, (4,) bo‘ladi. Demzi
(2.5) formulada

S, (a)+8, (0,)=8,.,(a+a,) (2.56%
mansublik o‘rinli. (2.5a) va (2.5b) mansubliklardan (2.5) formula keiit
chiqadi.
Bu formuladan n=7,7=0,4,=0, a, =a bo‘lganda

S, (0)+{a}=5.{(a) 2.6

tenglikni hosil gilamiz
3-misol. Aytaylik F to‘plam R? tekislikdagi kvadrat, ya'ni

F={xeR*: [x'|<1, e}
G to‘plam markazi koordinatalar boshida radiusi r ga teng bo‘lgan shar,

ya'ni G=S,(0) bo‘lsin.
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3-chizma

Ularning F +G yig‘indisi 3-chizmada tasvirlangan.
Ixtiyoriy F.G,P e Q(R") to‘plamlarning algebraik yig‘indi quyidagi:
1) kommutativlik, yani F+G=G + F;;
2) assotsiativlik, ya'ni F + (G + P)=(F + G) + P}
3) Q(R") fazoda {0} nol elementning mavjudligi, ya’ni F+{0}=F;
xossalariga ega. Bu xossalarning isboti (2.4) algebraik yig‘indining ta’rifi
va R fazodagi vektorlarning mos xossalaridan kelib chigadi.

Agar F to‘plam bittadan ortiq nugtalardan tashkil topgan bo‘lsa, u
holda bu to‘plamda kiritilgan to‘plamlarning algebraik yig‘indisi amaliga
nisbatan teskari element mavjud emas, ya’ni F+(-F)={0} tenglikni
ganoatlantiruvehi -F eQ(R") to‘plam mavjud emas.Agarda F={a}
bo‘lsa, u holda —F ={-a} bo‘ladi.

To‘plamni songa ko‘paytirish. A sonini Fe Q(R") to‘plamga
ko‘paytmasi deb,

C=2F={c=Af:feF} 2.7

tenglik bilan aniglanuvchi C to‘plamga aytiladi (4-chizma).
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4-chizma

Ma’lumki bu holda CeQ(R”"), ya’ni ixtiyoriy o o
to‘plamga ko‘paytmasi bo‘sh bo‘lmagan yopiq, chsga:a’
bo‘lib bu amal Q(R") fazodan chetga chigmaydi. Keyin, az
to‘plam bo‘isa C = AF to‘plam ham qavariq to‘plam ’.‘/"
ham mos ravishda to‘plamlarning algebraik yig‘in
ko‘rinishda isbotlanadi (isbotlashni mustaqil bajarish < o= i z-e

havola gilinadi).
4-misol. Ushbu
48, (0)= 5, (©) 23

munosabatni orinli ekanligini isbotlaymiz.
Hagiqatdan ham, agar gGZS( ) bo‘lsa, u holda g = i~

7€5,0). Bu botde [el=irA={3-Irl<]alr. o
Teskarisi, agarg &S, (0) va A#Z0 (A=0 bo lganda {2.8) Fosmuulls

ayon) bo‘lsa, u holda f=;ges,(o) va g = Af Shucing

g € 45, (0) bo‘lib (2.8) formula isbotlandi. Q.OVva 2R

ixtiyoriy S, (a) sharni
S, (a)={a}+ rs, (0)

ko‘rinishida tasvirlash mumkinlipi kelib chiqads



Intiyoriy @, 4 sonlari va ixtiyoriy ikkita F,G e Q(R") to*plamlar
uchun quyidagi:
1) a(BF)= (@B )F ;
D1-F=F;
3) a(F + G)=aF +aG

xossalarni bajarilishini bevosita tekshirib ko‘rish giyin emas. Bu xossa-
larning isboti R" fazodagi vektorlarning mos xossalaridan kelib chiqa.di.

Har bir FeQ(r") to‘plam uchun -F teskari element mavjud
bo‘lmaganligi uchun a(r") fazo kiritilgan ikki to‘plamning algebraik
yigtindisi va to‘plamni songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chizigli
fazo bo‘lmaydi. Bundan tashqari chizigli fazo uchun eng zarur bo‘lgan
distributivlik qonuni doimo bajarilmaydi, ya’ni

(a+ f)F = aF + BF 2.9

tenglik doimo bajarilmaydi.Misol keltiramiz.
5-misol. Aytaylik F=5,00),a=1, g=-1 bo‘lsin. U holda (2.8)
formula bo‘yicha

aF =1-5,0)=8,0), BF=-1.5,0)=5,0),

bo‘lib, (2.5) formulaga ko‘ra @F + #F = S,(0) ni hosil gilamiz. Ammo
bo‘lgani uchun {0}= S,{0} bo'lib (2.9) formula noto‘gri. (2.9)
formuladagi tenglik o‘rniga fagat bir tomonlama mansublik:

(a + B)F c aF + BF 2.10)

o‘rinli. Haqiqatdan ham, agar x =(a+ 8)F bo‘lsa, u holda to*plamni
songa ko‘paytirish (2.7) amaliga ko‘ra shunday f € F element
mavjudki, bunda x = (@ + B)f =a f + Bf tenglik o‘rinli. Shu bilan birga
af eaF , pf e BF bo'lgani uchun x =af + ff € oF + gF
boladi va bundan isbotlanishi talab gilingan (2.10) mansublik kelib
chiqadi.

Agar @20, 820 va F qavariq to‘plam bo‘lsa , bu holda 2.9
formula o‘rinli bo‘lishini isbotlaymiz. Aytaylik @20, 820 bo‘lib
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a+fB+#0 bo'lsin. @=0, #=0 bo‘lganda (2.9) formulaning to‘g‘riligi
ayon. Endi /7 gavariq to‘plam ckanligidan

& oy B opp (2.11)
a+ a+f

mansublik bajariladi. Hagiqatdan ham,

oo B

a+fi a+f

xe
bo‘lsa, u holda shunday j, s, < vektorlar topiladiki, ular uchun

x - fl+—ﬁ 1]

=rz+ﬂ a+f

tenglik o‘rinli. Keyin

a ﬂ}oa ¥

B a8 o p atf

hamda F qavariq to‘plam ekanligidan x € F bo‘lib (2.11) mansublik kelib
chigadi. To‘plamni songa ko‘paytirish amalining 3) xossasiga binoan
(2.11) mansublikni eF + SF c (@ + ) ko‘rinishda ifodalashimiz
mumkin. Bundan va bu mansublikka garama-qarshi bo‘lgan (2.10)
mansublikdan (2.9) tenglikni hosil gilamiz.

R" fazoning barcha bo‘ch bo‘imagan gavariq, kompakt gism
to‘plamlaridan tashkil topgan Q(R“) fazoning conﬁ(R") qism fazosini
garaymiz. Yuqorida keltirilgan ikki to‘plamning algebraik yig‘indisi va
to‘plamni songa ko‘paytirish amallari shuni ko‘rsatadiki, agar songa
ko‘paytirish amalida fagat nomanfiy sonlar garalsa, u holda cond_R") fazo
uchun chizigli fazoning barcha aksiomalari o‘rinli va shu bilan birga
teskari elementning mavjudligi haqidagi aksioma ham bajariladi. Bu
ma’noda confriR‘) fazo uchi nol nugtada bo‘lgan, ammo butun fazo bilan
ustma-ust tushmaydigan qavariq konusni ifodalaydi.

Chizigli almashtirishda to‘plamning obrazi. FeQR') va R”
fazoda chiziqli almashtirish #%# o‘Ilchamli 4 (elementlari haqiqiy)

25



matritsa bilan  berilgan  bo‘lsin. £ to‘plamning 4  chizigli
almashtirishdagi obrazi deb

G=dAF={g=dAf:[eF) 2.12)

to‘plamga ayliladi.

=1
AF
N N

5-chizma

G=0r’), ya'ni FeQR’) to‘plamning 4 chiziqli almashtirishdagi obrazi
bosh bo‘lmagan yopiq chegaralangan to‘plam bo‘lishini tekshirish giyin
emas. Agar F qavariq to‘plam bo‘lsa, u holda G=A4F to‘plam ham
qavarig to‘plam bo‘ladi.

6-misol. A=2E, bo‘lib, bu yerda 4 gandaydir son, E esa nxn
o‘lchamli birlik matritsa bo‘lsin. U holda ixtiyoriy feR" vektor uchun
47 = AEf = Af tenglikka ega bo‘lamiz. Demak A=AE chiziqli almash-
tirishdagi 4F obrazi AF to‘plam bo‘ladi. Shuning uchun to‘plamni songa
ko‘paytirish chizigli almashtirishning 4=1F bo‘lgandagi xususiy holi
ckan.

7-misol. n =2, F = S,(0) va 4 matritsa

Al 0
0 s:J
ko‘rinishda bo‘lsin. Bunday 4 almashtirishda §,(0) birlik shar : agar

a=0, b=0 bo‘lsa (5-chizma)
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' k.’ 3 H
AF':{xeR’ | ’;-J 4 H-J :;1} ellipsga, agar a=0, b= 0 bo‘lsa

AF= {xe R: x' =0, |x*| <] } kesmaga, agar a =0, 5=0 bo‘lsa
AF={xeR": x* =0, || <|d | kesmaga o‘tadi.
Ixtiyoriy 4,8 matritsalar va ixtiyoriy 7, G e Q(r") to‘plamlar uchun
quyidagi:
1) A(BF)=(AB)F;
2) EF=F;
3) A(F+G)=AF + 4G,
4) (4+B)F c AF + BF.
xossalar bajariladi.
1-3 xossalar R” fazodagi vektorlarning mos xossalarining

natijasidir.4-xossa to‘plamni songa ko‘paytishning (2.10) mansubligiga
mos ravishda isbotlanadi.

Xausdorf masofasi. o{(r) fazoning ikkita F,Geqlr") to‘plamlari
orasidagi metrikani yoki masofani

h(4,B)=min{r20:4dc B+S5,(0),Bc 4+85,(0)} (2.13)

formula bo‘yicha kiritish mumkin.Shunday qilib, ikkita 4 5e0(r")
to‘plamlar orasidagi masofa

FeG+5.(0), GCF+S5,(0) (2.14)

tengsizliklarni bir vagtda bajarilishini ta’minlaydigan eng kichik musbat
r sonidan iborat.Bu metrika Xausdorf metrikasi deyiladi.Endi A{4,B)-
Xausdorf metrikasini hisoblashga doir misollarni keltiramiz.

8-misol. R" fazoning ikkita 4={0} va B=s5,0) to‘plamlari uchun
{0}es5,(0)+5,(0) bo‘lgani uchun (2.14) mansubliklarning birinchisi har
ganday =0 soni uchun bajariladi. Ikkinchi mansublik 5,(0 < $,(0)) esa r21
bo‘lganda bajariladi. Shuning uchun (2.14) mansubliklarning har ikkalasi
r =1 bo‘lganda bir vaqtda bajariladi, ya’ni bu misolda (4 8)=1.

9-misol. a(F,{}) = |r| ekanligini isbotlaymiz.

Hagigatdan ham, A(F,{0}) masofaning ta’rifiga ko‘ra bir vaqtning
o‘zida
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Ce b s, johes

ol eas Nieluk 200 soni uchun bajariladi. Birinchi man-
SR -~ 9 som uehun bajarilishi ikkkinchi mansublikni bajarilishini

Rieeh mansublikning qandaydic 720 soni uchun  bajarilishi
saiochs mansublikniug bajarilishini ta’minlaydi. Shuning uchun H(F,{0D
2asotz f oo 8O mansublik bajariladigan eng kichik » =0 soni , ya’ni
© e plamning moduli [#] sonidan iborat.

Fudi H&.G) tunksiya hagiqatdan ham masofa ekanligini, ya’ni
ofaming barcha aksiomalarini ganoatlantirishini isbotlaymiz. Buning
fun ixtyoniy £.G,P < 2(R") toplamlar uchun quyidagi:

JRFG)20;
2} A(S.G)=0 fagat va faqat F =G bo‘lganda;
3 A B)=A(B.4):

2 AF.G)s i(F.P)+ h(P,G).

]

xossalarni bajarilishini isbotlashimiz kerak.

Birinchi uchta aksiomani isbotlash giyinchilik tug‘dirmaydi, shuning
uchun fagat 4) xossani isbotlaymiz. #(F,P)=a , #(P,G)= 8 bo‘lsin. U
folda, (2.13) formulaga ko‘ra quyidagi:

FcP+S,(0),PcF+S,(0),
PcG+8,(0) G P+S,(0)

mansubliklar bajariladi. Bu mansubliklarni kombinatsiyalab
E=cP+S5,0)cG+5,0)+5,0)cG+S,,, ()

mansublikni hosil gilamiz. Huddi shu yo‘sinda
Gc P+8,0) = F+5,(0)+5,0)c F+S,., (0)
mansublikni hosil n gilamiz. Endi 4(F,G)- Xausdorf masofasi har ikkala

mansublik bajariladigan eng kichik son bo‘lgani uchun /(F,G) s a+ g.Shu
bilan 4) xossa isbotlandi.



2.3. Masalalar

1. Har qanday F e Q(r") to‘plam uchun 7+ F =2F tenglik bajariladimi?
2'. Agar F to‘plam: ixtiyoriy ikkita x,,x, e F nuqgtalar uchun bu
nugtalarni tutashtiruvch kesmaning o‘rtasi f’--;-f’— ham £ to‘plamga

tegishli xossasiga ega. U holda F to‘plamni gavarigligini isbotlang.
3. Fe0(r") to‘plam uchun shunday 0<A<1 soni mavjudki, uning

uchun

AF+(1-A)FcF

mansublik bajariladi. F to‘plamni gavarigligini isbotlang.
4.F,F,,G,,G, e Q(R") to‘plamlar

FcF,, G cG,

mansubliklarni ganoatlantiradi. Ixtiyoriy A4 soni va ixtiyorly #nXx#n
o‘lchamli 4 matritsa uchun
1) F,+G, c F, +G,;
2) AF, < AF,;
3) AF, c AF,
mansubliklarni isbotlang.
5. A chiziqli almashtirishning quyidagi:

i a 0 L2y A 0 7 . 3) A= sing cos@
2l I i _JE 0 ' ~cos@ sing
2 #

~

chizigli almashtirishlarda
F={xER2 :Ix']sl,‘x"sl }
to‘plamning obrazini toping.
6. 1) F={rxer:]¢|<1,|¢’|c1} va G =5,(0) to'plamlar orasidagi
h(F,G) Xausdorf masofasini hisoblang. # ning qanday qiymatida bu

masofa minimal bo‘ladi?
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2) F={xeck®: =1, < } va G=(g) to‘plamlar orasidagi /#(F,G)
Nausdorf masofasini hisoblang. Qanday g da bu masofa minimal
bo‘ladi?

7. Ixtiyoriy ikkita £ = S, (a,) va G=5,(g,) sharlar orasidagi Xausdorf
masofasini hisoblang.

I i = < #
1 xeR? [x ] P-[T] <1}, az0, b20;
8. - ¥ 3 2
G:{ xeR? (——] +[—) <1}, ex0, d=0.
c d
to‘plamlar orasidagi #(F#,G) Xausdorf masofasini hisoblang.
3-ma’ruza
e Tayarch funksiya va uning asosiy xossalari.
e Tayanch vektor, tayanch to ‘plam, tayanch gipertekislik.
o To ‘plamning qavarig qobig‘i..

3.1. Tayanch funksiyalar

Qandaydir 7 e(r") to‘plam berilgan bo‘lsin.y e R" vektor argu-
mentning

C(F»w)fn}earx(f‘u') (ER)]

tenglik bilan aniglangan <(F,y) skalyar funksiyasiga F to‘plamning
tayanch funksiyasi deyiladi, bu yerda (r.y) bilan 7=(s./%../") va
w ="y’ ,...p") vektorlarning

(f,w)=if‘w'
formula bilan berilgan skalyar ko‘paytmasi belgilangan. F to‘plam ham
c(F,) funksiya argumentlaridan biri hisoblanadi. F to‘plamni

fiksirlaymiz. U holda W argumentning c(F,y) skalyar funksiyasi R”
fazoni R' son o‘giga akslantiradi. Bu ma’lumot simvolik tarzda
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e(F, ):R" > R

kabi yoziladi.

{/.w) skalyar funksiya f bo‘yicha uzluksiz, F kompakt to‘plam
bo‘lgani uchun (3.1) tenglikning o‘ng tomonida maksimumga erishiladi.
Aytaylik y, € R” qandaydir mahkamlangan vektor, f, vektor esa tayanch
funksiyaning (3.1) ta’rifida w=y,, bo‘lganda maksimumga erishiladigan
F to‘plam vektorlaridan bir bo‘lsin, ya’ni

(Jorwo)=max {f,wa)=e(F.vo) (3.2
tenglik bajarilsin.

Ty

6-chizma
Bu holda y, € R" vektorga F to‘plamga f, nuqtadagi tayanch vector,
(3.2) tenglikni qanoatlantiruvchi barcha f, € F vektorlaming U(F,y,)

to‘plamiga F to‘plamning w, vektor yo‘nalishdagi tayanch to ‘plami
deyiladi. R" fazoda

ry, ={xe Rl (-‘fs‘?n>= (fu-w-)}}

tenglik bilan aniglangan r, gipertekislikka F to‘plamga y, vektor
yo‘nalishdagi tayanch gipertekislik deyiladi (6-,7-chizmalar).
U(F.y,) tayanch to‘plam uchun
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HiFwa= FOVE,
I pipertekistik butun R” fazoni ikkita R° va R yarim fazolarga ajratadi.
Bavcha 7o ¢ nuglalar uchun

(-fl-‘f’:& = (-fr‘ﬁy/u}

bo*lgani uchun # to*plam y, vektorga nisbatan manfiy R~ yarim fazoda
votadi. Agar v, e § , ya’ni y, uzunligi birga teng birlik vektor bo‘lib, agar
Kkoovordinata boshi y, vektorga nisbatan R° manfiy yarim fazoda yotsa
(.70 ) = (s, w,) migdor musbat ishora bilan olingan O koordinata boshidan
1. gipertekisiikkacha bo‘lgan masofani (6-chizma), agar kooordinata
boshi v, vektorga nisbatan R* musbat yarim fazoda yotsa (7-chizma) bu
masofa manfiy ishora bilan olinadi.

7-chizma
Bu mulchaza tayanch funksiyaning geometrik ma’nosini ko‘rsatadi.
Tayanch funksiyalami topishga oid bir nechta misollar keltiramiz.
1-misol. F to‘plam yagona nuqgtadan iborat , ya’ni F={s} bo‘lsin. U
holda

e({/}w)=(f.v) (3.3)
ckanligi ravshan.

2-misol. Rr" fazoda markazi koordinata boshida bo‘lgan birlik
sharning tayanch funksiyasini hisoblaymiz. Agar F=85,(0) bo‘lsa, uchun
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(1) tenglikning o‘ng tomonida maksimum =El’i—‘ vektorda erishiladi. U
[
holda

olF, w)=els(0)w)= (5. w)= [ﬁl 5«’J'-' bt (3.4)

3-misol. R?* tekislikda
fil = {xe (& :lx‘ISl, Ix’| <1 }

shart bilan berilgan £ kvadratning tayanch funksiyasini hisoblaymiz.
Agar y=(y'y?) vektor R* tekislik birinchi choragida yotsa, ya'ni
v' 20,20 bo‘lsa, u holda (3.1) tenglikning o‘ng tomonida maksimum
7, = (1) vektorda erishilishi shuning uchun e(F, )= "'+ 2.

Agar y=(y',?) vektor R* tekislik ikkinchi choragida yotsa, ya’ni
v' <0, w?20bolsa, u holda (3.1) tenglikning o‘ng tomonida maksimum
f. =(~11) vektorda erishilishi shuning uchun e(F,¢)= -y +y? .

Agar y=(',v?) vektor R* tekislik uchinchi choragida yotsa, ya’ni
w'<0,y? <0bo‘lsa, u holda (3.1) tenglikning o‘ng tomonida maksimum
J, = (~1,-1) vektorda erishilishi shuning uchun c(F,p)=-p'-* .

Agar w={y,u,) vektor R? tekislik to‘rtinchi choragida yotsa, ya’ni
y'20,w? <0 bo‘lsa, u holda (3.1) tenglikning o‘ng tomonida maksimum
/o =(1,-1) vektorda erishilishi shuning uchun c(F,¢)=y'-¢? Nihoyat bu

hollarni barchasini umumlashtirib, tayanch funksiya uchun quyidagi
ifodani hosil qilamiz:

Fw)=ly [+ 35)
3.2. Tayanch funksiyalarning xossalari

1-x0ssa. o(F,:R" - R') tayanch funksiya musbat bir jinsli, yani
ixtiyorly yeR" vektor va ixiiyoriy Az0 uchun o(F,Aw)=Ac(F.p) Xususiy
holda c(F,0)=0
Isboti Bu xossaning isboti tayanch funksiyaning (3.1) ta'rifidan va
maksimumning xossasidan kelib chiqadi. Haqiqaidan ham
c(F, Ap=max< f,Ay>=Amax< f, yp=AQF.¥)
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tenglik o‘rinli.

2-xossa. Ixtiyoriy ikkita x¥i¥s =R torlar uchun tayanch funksiya

c(Fyn+yn )Sc(Fun )+e(Fue)

tengsizlikni ganoatlantiradi.
Isboti. Bu xossaning isboti ham bevosita tayanch funksiyaning ta'rifi
va maksimum xossalaridan kelib chigadi. Hagigatdan ham,

c(Fyh+yn )=mgx< i +yn >s:;\3x< . >+max< . >=c(Fuy e (Fi- ).

Agar ixtiyoriy ikkita x,,x, e " nuqtalar va ixtiyoriy 0<4<1soni uchun
S, + (1= ), )< A (x ) +(1-A)f(x, )

tengsizlik bajariisa, y: R” - R' funksiyaga qavariq deyiladi.

(F;):R >R

1-va 2-xossalarning natijasi. Tayanch funksiya gqavariq bo ‘ladi.
Hagqiqatdan ham 2- va 1- xossalardan ixiyoriy ikkita g,.w, e R vektorlar
va ixtiyoriy 0<4<1 soni uchun

c(FAp +(1—Ays YSc(FAys e (F(1-Ay: = A (FEyp)+1-Ac (Fy:).

3-xossa F.GeQR") bo'lsin. U holda F+G funksiyaning o(F+G,u)
tayanch furksiya o(F,y) va oG.w) tayvanch funksiyalarning yig ‘indisiga
teng, ya ni

c(F+G,wy=c(F,p)+c(G,y)

Isboti. Ikki to‘plam yig‘indisining ta’rifi (2-ma’ruzaga qarang)
bo‘yicha ‘

F+G={x=f+g: feF.geG}

Endi tayanch funksiyaning (3.1) ta’rifidan foydalanamiz:

34



c(F+Gy)= max<x>= mag < f+gy>=max< fy>+max< g,y >=

=c{Fy)+c(Gy).

3-xossaning isboti yakunlandi.
Endi 4-nxn oflchamii matritsa, seo(®") bo‘lsin. 4 chizigli
almashtirishda £ to‘plamning 4F aksi (2-ma’ruzaga garang)

AF:{xER”:x:AF,feF} (3.6)

formula bilan aniglanadi.
Chizigli almashtirishda £ to‘plamning aksining tayanch
funksiyasi ganday ifodalanishini ko‘rib chigamiz.
4-xo0ssa. A-nxn o'lchamli matritsa, feR") bo‘Isin. U holda

c(dAFy)=c(F,Aw),

bu yerda 4= - 4 matritsaga qo ‘shma matritsa.
Isboti . Bu xossaning isboti tayanch funksiyaning (3.1) ta’rifidan va
to‘plam aksi (3.6) dan kelib chigadi. Hagigatdan ham
¢ (AF,y)=max<x,y >=max< 4f,i >=max< fAy>=

=c(F,4'v)

S-xossa FeQ(R") va 2-ixtiyoriy son bo ‘Isin. U holda

S(AF, ) =c(F,Ay).

Bu xo0ssa 4-xossaning 4= £ bo‘lgan holdagi xususiy holidir, bu
yerda E-nxno‘lchamli birlik matritsa.
Natija. c(F,p) tayanch funksiya birinchi # argumentga nisbatan bir
jinsli, ya’ni ixtiyoriy 4>0soni uchun

o(AF,y) = Ac(F ).

Bu xossani isbotlash uchun !-xossaning natijasidan foydalanish yetarli.
4-mise}. r" fazodagi ixtiyoriy S,(a) sharning tayanch funksiyasini
hisoblaymiz. 2-ma’ruzada $,(a) sharni
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S, (a)={a}+r5,(0)

ko‘rinishda ifodalash mumkinligi ko‘rsatilgan. Hamda {a} to‘plamning va
birlik S,(0) sharning tayanch funksiyalari hisoblangan edi. ((3.3) va (3.4)
formulalarga qarang). 3-xossadan va 5-xossaning natijasidan foydalanib

o(5,(a), v)= clla)+75,0) )= ey )+ (5,0} )=
~(aw)+ o]

tenglikni hosil gilamiz.

5-misel r? iekislikda tomonlari koordinata o‘qlariga parallel bo‘lgan
ixtiyoriy G to‘g‘ri to‘rtburchakning tayanch funksiyasini hisoblaymiz. Bu
to‘g‘ri to‘riburchak

G:{t-—;Rl;a’sx‘ﬂa:,b’ﬂxzéb’}

ko‘rinishda bertigan bo‘lsin.
G to‘g‘ri to‘rtburchakning 3-misolda berilgan

F=fer <=1 <1}

kvadratdan mos parallel ko‘chirish va chizigli almashtirishdan (cho‘zish)
yordamida hosil gilamiz. U holda
i b

b —a' 0

[b' +a' & +a2]+ 2
2 7 '
0

G =1 F,

2

b +a*
2

So‘ng 3- va 4- xossaiar va (3.3) va (3.5) formulalarga asosan

s b +a ' b +a’
CGwy=———Ww'+ 5 + L

b'—a' ‘i"'bl ;a’ |\"'li'

tenglikka ega bo‘lamiz.
6-x0ss82. G, F = Q(R")bo‘lsin. Agar G < Fmansublik bajarilsa, u holda
ixtiyoriy w e r" vektor uchun
c(Gy)<cFyw)

tengsizlik o‘rinli.
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Isboti Bu xossaning isboti tayanch funksiyaning (3.1) ta’rifidan
bevosita kelib chiqadi. Hagiqatdan ham

c(Gw) = max<g,y >Smax< [,y >=c (F,¢)

Natija. Feq(rR)bo'lsin, Agar s nuqta Fto‘plamga tegishli bo‘lsa,
ya’ni feF bo‘lsa, u holda ixtiyoriy v e 8" vektor uchun

<f>Sc(Fy)

tengsizlik bajariladi.

Bu natijani isbotlash uchun G ={s,} deb olish yetarli.
Tayanch funksiyaning kelgusi xossalarini keltirib chigarish uchun, 7
to‘plam gavariq qobig‘i convF ning ba’zi xossalarini bilish zarur.

3.3. To‘plamning gavariq qobig‘i

Agar ixtiyoriy x,x eFnuqtalar bilan birgalikda ularni
tutashtiruvchi kesma ham F da saglansa, yoki analitik tilda , ixtivoriy
0<4<1 soni uchun ix +(1~A)x, e # mansublik bajarilsa, Fc 7~ to‘plam
gavariq to‘plam deyiladi( 2-ma’ruza ).

Ixtiyoriy sondagi qavariq to‘plamlarning kesishmasi yana gavariq
to‘plam bo‘lishi ravshan.

8-chizma

F to‘plamni o‘zida saqlovchi eng kichik qavariq to‘plamga F
to‘plamning qavariq qobig‘i deyiladi va convF kabi belgilanadi. convF
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to'plam £ to'plamni o‘zida saglovchi barcha qavariq to‘plamlarning
Kestshmasidan iborat ekanligi ravshan. Agar # to‘plam bo‘lsa, u holda
convE=F. Agar n R" tazoning o‘lchovi bo‘lsa, Fc r* to‘plamning convF
qavariq qobig'i barcha
N= AN F et A 5 €5 420, 4+ + A, =1 3.7)

ko' rinishdagi nugtalar to‘plami bilan ustma-ust tushadi. Bu holda nugtaga
nugialamning gavariq kombinatsiyasi deyiladi. Bu tasdigning isboti D1
(qo-shimchani qarang) bo‘limda keltirilgan. Qavariq analizda bu tasdiq
Karateodor: teotemasi sifatida ma’lum

6- misol. #=2 va F c R’ to‘plam to‘rtta har xil £, .. f, nuqtalardan
t.uhkxl topgan bo‘lsin (8- chizma). F to‘plamning qavariq qobig*i uchlari

%. /. nuqtalarda bo‘lgan to‘rtburchakdan iborat.

-‘war biz F to‘plamni barcha nuqtalarini kesmalar bilan tutashtirsak,
1o rtburchakning tomonlari va diagonallarini hosil gilamiz. To‘rtbur-
chakning ixtiyoriy ichki nuqtasi 7 to‘plamning fagat uchta

x=Ax + 4% v Ax, A4,4,.4,20, 4 +A4,+4,=1 (38)

nuqralarning gavariq kombinatsiyalari ko‘rinishida hosil gilinishi
mumbkin. (3.8) nuqgtalarning majmuasi uchlari x,,x,,x, nuqtalarda bo‘lgan
uchburchakdan tashkil topgan. To‘rtburchakning ixtiyoriy nugtasini (3.8)
ko‘rinishida, ya’ni uchlari # to‘plamda bo*igan uchburchakning nugtalari
sifatida tasvirlash mumkin,

Quyidagi tasdigni isbotlash uchun (3.7) yoyilmadan foydalanamiz.

1-lemma. Agar F < Q(R") bo‘lsa, u holda comvFeq(r®) bo‘ladi ya’ni,
bo‘sh bo‘lmagan kompakt to‘plamning qavariq qobig‘i ham bo‘sh
bo‘lmagan kompakt to‘plam bo‘ladi.

Isboti. F < (R") bo‘lsin. convF to‘plamning bo‘sh to‘plam emasligi
F=comvF mansublikdan kelib chigadi. 7 to‘plam chegaralanganligi
tufayli, FcS,(0) bc'ladigan va r=0soni mavjud . 5.(0) shar qavariq
to‘plam bo‘lgani uchun, qavariq qobiq ta’rifiga ko‘ra comvFc S,(0), ya’ni
convi” chegaralangan to‘plam.

comvF to‘plamning  yopiqligini isbotlash qoldi. Buning uchun r
to‘plamning kompaktligidan foydalanamiz va yaginlashuvchi gismi
ketrna-ketlik ajratishning standart usulidan foydalanamiz.
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Aytaylik {y,} y, e convr ketma-ketlik u nuqtaga yaginlashsin. Har bir
y, nugtani

Vo = A b A b X EF A 20 A 4t =) (3.9)

ko‘rinishda tasvirlash mumkin. x* nuqta kompakt £ to‘plamga tegishli
{x!} ketma-ketlikdan qandaydir = e F nuqtaga yaginlashuvchi gismi kei-
ma-ketlik ajratamiz. (3.9) munosabatlardan bu ketma-ketiikka kirmay-
digan barcha # indeksli nugtalarni tashlab oboramiz, £=12,.. 024 <t
bo‘lgani uchun, {#} ketma-ketlik bilan ham shunday ish bajarish mumkin.
Natijada 2 -4, bo‘ladi. Bu jarayonni har bir i=l,...n~1 lar uchun
takrorlab va (13) munosabatda #— e da limitga o‘tilsa, u holda u limit
nuqta uchun

YEAX b A XX €F, 4,20, 4 +..+2,, =1

ko‘rinishni hosil gilamiz. Demak, u nuqta x e #, nugtalarning gavariq
kombinatsiyasi ekan va shuning uchun y e comr . Lemma isbotlandi.

3.4. Tayanch funksiyalarning xossalari (davomi)

FeQ(R") bo‘lsin. 1-lemmaga asosan, bu holda convF e Q(R"), ya’ni corvF
to‘plam uchun c(convF,p) tayanch funksiyani aniglash mumkin.
7-x0ssa. FeQ(R") bo‘lsin. U holda convF va Fto‘plamlarning tayanch
funksiyalari bir xil, ya’'ni

clcomy F, ) = e(F,y).
Isboti. FccomvF bo‘lgani uchun 6-xossaga ko‘ra
(F, i) s clconvFy),
Boshga tomonga tengsizlikni hosil gilish uchun  to‘plamning (3.7)

ko‘rinishidagi barcha nugtalarining qavariq qobig‘i comF 1o°plamdan
foydalanamiz. U holda
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BAN CNN gy b et s A gk x>t
\ ! .
R

AN € N v A ey = e,

gel S tenese ik Cosossand wbotlaydi,
NN e Weplam uchun biz ey tayanch  funksiyani
S8 o0 wvaneh funksivani bilpan holda - to‘plamni o‘zini
. st desan savol tugtiladic Ma’lum bo‘lishicha e(F,p)

saenvann bilpan holda fagat 2 1o*plamning qavariq qobig‘i
ash suanian va demak # qavariq to*plam bo‘lsa, F to‘plamni
s mamakin ekan,
Saasss o0 w'plam vauning o(F,w) tayanch funksiyasi berilgan
S0 s L ooloa ~ w'rlamning gavariq qobigti conve
onvk = I‘l {fe R < S >< c(F,y/)} (3.10)

X .1..:d1 S- \osv\nmg geometrik ma’nosi coFqavariq £
avehi yopiq yarim fazolar kesishmasidan iborat. Bu
;,eometnk ma’nosidan kelib chigadi.
bo'lsin. U holda 6-xossa natijasidan hamda 7
= = X" vektor uchun, xususiy holda ¥ €S ;chun

(&%) SciconvFy) = c(F,y)
znudta {3.10)ning o‘ng tomoniga tegishli.
2. comF qavariq kompakt va g bu to‘plamga tegishli
=== 7 =zliz shunday y,es vektor topiladiki, (9-chizma) bunda
e <. gar’ly tengsizlik bajariladi.

9-chizma
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Bu holda 7, gipertekislik » nuqtani comvr” to‘plamdan gat’iy ajratadi
deyiladi.
Oxirgi tengsizlikdan 7-xossaga ko‘ra
e(F,wa) < (8:%5)

Shunday qilib, berilgan g, <8 vektor uchun unga mos (3.10)
munosabatning o‘ng tomonida figurali qavs ichida

Joylashgan yarim fazo g nuqtani o‘zida saqlamaydi. Shu bilan birga
bunday yarim fazolaming kesishmasi ham bu nuqtani o°zida saglamaydi,
ya’ni g nuqta (3.10) munosabatning o°ng tomoniga tegishli emas. 8-xossa
isbotlandi.

Kelgusida to‘plamlar uchun gandaydir munosabatlarga ega bo‘lsak,
tayanch funksiyalar uchun mos munosabatlar hosil qilamiz. Teskarisi
tayanch funksiyalar uchun Kkeltirilgan munosabatlardan fagat ulaming
gavariq qobig‘lari uchun munosabatlami hosil gilamiz.

9-x0ssa. FeQ(R™), f <R bo‘lsin. Agar ixtiyoriy y e S vektor uchun
< [ ><e(Fy) (3.11)

tengsizlik bajarilsa, u holda snuqta F to‘plamning convF qavariq
qobig‘iga tegishli.

Isboti.Aytaylik (3.11) tengsizlik ixtiyoriy weS vektor uchun
bajarilsin. U holda snugta (3.11) ning o‘ng tomonida joylashgan
to‘plamga tegishli. Shuning uchun 8-xossaga ko‘ra f e convF mansublikka
ega bo‘lamiz.

Natija. Fe(R") qavariq to‘plam bo‘lsin. U holda s nugia ~
to‘plamga tegishli bo‘lishi uchun ixtiyoriy wes vektor uchun (3.11)
tengsizlikni bajarilishi zarur va yetarli.

Bu xossani isbotlash uchun 9-xossa va 6-xossaning natijasidan

foydalanish yetarli.
Agar Fqavarig to‘plam bo‘lmasa, u holda (3.11) munosabatning
bajarilishidan 7 e # kelib chigmasligini eslatib o‘tamiz.
Quyidagi misolni qaraymiz.
7-misol.Aytaylik F to‘plam R" fazodagi birlik sfera bo‘lsin, ya’ni
F=S87=0. U holda <fw>=0, oFw=[y|. Shuning uchun (3.11)
munosabat bajariladi, chunki o <[y , ammo 0gS.
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[Q-x0ssa.G.F e (R") bo‘lsin. Agar yeS vektor uchun
(G < e(Fuw) (3.12)

engsizlik bajarilsa, u holda GcconvE mansublik orinli.

Isboti.Teskaridan faraz gilamiz, ya’ni GaconvF bo‘lsin. Bu esa
geconvF bo‘ladigan geG nuqta mavjudligini bildiradi. comvF gavariq
to‘plam bo‘lgani uchun , 9-xossaning natijasiga ko‘ra

(8,Wo) > cleonvF,y,) = c(F, ;)

tengsizlik bajariladigan v, e s vektor mavjudligini bildiradi.
6-xo0ssaning natijasidan foydalanib, geG mansublikdan

(8,¥0)=c(G,py)
tengsizlikni hosil gilamiz. Oxirgi ikkita tengsizlikdan (3.12) ga zid
(G, o) > c(F,i,)

tengsizlik kelib chigadi. Demak, 10-xossa isbotlandi.

Eslatina. convF qavariq to‘plam bo‘lgani uchun , Gcconvf
mansublikdan convG=convF mansublik kelib chiqadi.Shuning uchun , agar
har qanday wes vektor uchun (3.12) tengsizlik bajarilsa, u hoida
convG=convF mansublik o‘rinli.

Natija. G,F e QR") va F qavariq to‘plam bo‘lsin. U holda Ge F
mansublik bajarilishi uchun, ixtiyoriy wes vekior uchun (3.12) teng-
sizlikning bajarilishi zarur va yetarli. Natijaning isboti 10-va 6-
xossalardan kelib chiqadi.

11-x0ssa.G,F e Q(R")bo‘lsin. Agar F=G bo‘lsa, u holda ularning
tayanch funksiyalari ustma-ust tushadi , ya’ni c(F,y)=c(G,p). Teskarisi,
agar o(F,p) va o(G,y) tayanch funksiyalar ustma-ust tushsa,u holda

e(F,p)=clG,p).

Isboti.Tasdigning Dbirinchi qismi tayanch funksiyaning (3.1)
ta’rifidan, ikkinchi gismi esa 10-xossadan kelib chigadi. Haqigatdan ham
o(F.yw)=c(G,y) tenglikni (3.12) ko‘rinishdagi ikkita tengsizlikka ajratsak,
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Gaeonviva FceconvC

mansubliklarga ega bo‘lamiz va demak comvi=convC tengliikka kelamiz.
11-xossa isbotlandi.

Natija. F,Gea(r") qavariq to‘plamlar teng bo‘lishi uchun ularning
tayanch funksiyalari bir xil bo‘lishi zarur va yetarli.

Kelgusida bu natija tayanch funksiyalar bo‘yicha to‘plamni topishda
foydalaniladi. Bu esa c(F,») tayanch funksiyasi bo‘yicha £ <aq(r")
qavariq to‘plamni bir qiymatli aniqlashni ham bildiradi. Bunda gavariq
to‘plamlar yoki qavariq to‘plamlar majmuasining ixtiyoriy xossalari
uchun tayanch funksiyalarning xuddi shuningdek xossalari mavjud.

Shuning uchun tayanch funksiyani qavariq to‘plamlarni yozish
usullaridan biri deb qarash, ko‘p hollarda yengillik yaratadi. Masalan
yetarlicha murakkab qavariq kompakt to‘plamni hamma nugtalarini EHM
ga kiritish mumkin emas. Ammo shu vaqtning o‘zida jadval shaklda
yetarlicha aniqlikda mos tayanch funksiyalarni kiritish va to‘plam o‘rniga
tayanch funksiyalar bilan ish ko‘rish maqgsadga muvofigdir.

Keyin ixtiyoriy e(w): k" — R' funksiya ko‘rinishiga garab, u gandaydir
to‘plamning tayanch funksiyasi bo‘lish yoki bo‘lmasligini aniglash
mumkin. Agar bu funksiya cheksiz giymatlarni qabul gilmasdan 1-va 2-
xossalarni qanoatlantirsa, u holda u qandaydir F c comQ(r") to‘plamning
tayanch funksiyasi bo‘lishi mumkin, ya’ni c(y)=c(F,v). Bunda c(y)
funksiya bo‘yicha r to‘plamni oson tiklash mumkin. Bu tasdigdan
chizigli tezkorlik masalalarini tekshirishda foydalanilmaydi, ammo u
tayanch funksiyalardan foydalanishni effektivligini ko‘rsatadi va D4
(qo*shimchaga garang) bo‘limda toza isbotlangan.

Tayanch funksiya tushunchasi va uning mos xossalarini tekshirishni
chegaralanmagan yopiq qavariq to‘plamlar uchun ham kiritish mumkin
[2]. Ammo bu garalayotgan kitobga kirmaydi.

8-misol. 7 e Q(R") gavariq to‘plam

c(Fp)=5yp" + 207 +3fw|
tayanch funksiyaga ega. 4-misoldan markazi a=(52) nuqtada radiusi »=3
ga teng bo‘lgan S,.(a) shar xuddi shunday tayanch funksiyaga ega.

Shuning uchun 11-xossaga ko‘ra F to‘plam bu shar bilan ustma-ust
tushadi.
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9-misol.Ixtiyorty ikkita G,FeqQ(r)to‘plamlar, ixtiyoriy nxa
o'lchamli 4 matritsa va ixtiyoriy A soni uchun

con(F + G) = convF + convG,
comXAF) = AconvF,
conv(AF) = AconvF

tengliklar bajarilishini isbotlaymiz.
Bu munosabatlarning chap va o‘ng tomonidagi to‘plamlar qavariq
bo‘lgani uchun ularning tayanch funksiyalari 7-xossa va mos ravishda 3-
4-5-xossalar bo‘yicha ustma-ust tushadi. Demak, 11-xossaning natijasiga
ko‘ra bu to‘plamlar ham ustma-ust tushadi.

12-xo0ssa. G,F e (R") bo‘lsin. Agar F va G to‘plamlar kesishsa, ya’ni
FnG=@ bo‘lsa, u holda ixtiyorly y e r"vektor uchun

o(F, ) +c(G,—w) 20 (3.13)

tengsizlik bajariladi. Teskarisi, agar ixtiyoriy weSvektor uchun (3.13)
munosabat bajarilsa, u holda convFncomvGe @ .
Isboti.Dastlab Fva G to‘plamlar kesishishi uchun

Oe F+(-1)G (3.14)

mansublikning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini ko‘rsatamiz.
Haqigatdan ham, FnG#@ va xe FNG bo‘lsin . U holda xeF va xeG
ya’ni -xe(-1G. Shuning uchun 0=x+(-x)e F+(-1)G.
Teskarisi 0e F+(-1)G bo‘lsin. U holda to‘plamlar yig‘indisiga ko‘ra
0=f+(-1g, buyerda yeF, geG. Shuninguchun ser, geG hamda f=¢
bundan FNG+#0.

Endi G, FeqR") va FnG=@ bo‘lsin. (3.13) munosabatga 6-
xossaning natijasini go‘tlab

0=, <c(F+(-1)Gy)
tengsizlikni hosil gilamiz. Bundan 3-va S-xossalarga ko‘ra

0<c(F.y)+e(G-w)
tengsizlik kelib chigadi, ya’ni (3.13) munosabat bajariladi.
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Endi (3.13) munosabat bajarilsin. U holda 3-va 5-xossalarga ko‘ra
e(F +(-1)G,yw) = c(F,p) +e(G~yw) = 0
Bundan 9-xossadan foydalanib,
0 e conF + (-1)G) = convF+(-DconvG

ni topamiz. Natijada (3.14) formulaga ko‘ra conviinconvG£9
munosabatga ega bo*lamiz. Shunday gilib 12-xossa to‘la isbotlandi.

Natija. Ixtiyoriy ikkita qavariq G,F e Q(r") to‘plamlar kesishadi fagat
va faqat, ixtiyoriy wes vektor uchun

c(Fy)+c(G—yw)20

tengsizlik bajarilsa.

13-xossa.Ixtiyoriy ikkita F,F, e Q(r")to‘plamlaming tayanch funksi-
valari e(F,y) ,c(F,,w) va ixtiyoriy ikkita ., € R" vektorlar uchun

[e(F )= e(Fy wo)| = Wwalla(F, Fy) +|F|- i — ol + 28(F, Fo Ypwr — w (3.15)
tengsizlik bajariladi.
Isbofi. r, 7, e (r")-ixtiyoriy ikkita to‘plamlar, .y, e R*-ixtiyoriy
ikkita vektorlar bo‘lsin. Tayanch funksiyalarning 2-xossasidan

S(F, ) = c(F,y — Wy +1,) SS(F, W — ) + o(F.prp) (3.16)

tengsizlik kelib chigadi. Fto‘plamning |F| moduli va a(F,r) Hausdorf
masofaning anigianishiga ko‘ra (2-ma’ruzaga qarang)

FcS§(0), FcFy+S,,50

mansubliklar bajariladi. Bu mansubliklarga ¢ -, va y, vektorlar uchun
mos ravishda 6-xossani qo‘ilab,

e(Foy = wo) S|Fl:lw = wol, c(F.po) S e(Fo,w) + BUF, Fydlrol
tengsizliklarni hosil gilamiz.
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Bu tengsizliklamni (3.16) tengsizlikka qo*yib va <(%,,y,) ifodani chap
tomoniga o‘tkazib

c(F ) = c(Fyuwa) < |F]- v = wo|+ B(F, )|

munosabatni hosil gilamiz. £,F, to‘plamlar va y,, vektorlar ixtiyoriy
bo‘lgani uchun, ularni almashtirish bilan hosil gilingan tengsizlik
o‘zgarmaydi.

Shunday qilib

e(Fo W) —c(F, W) < [Fo|-fro — w]+ bRy, F|
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Oxirgi ikkita tengsizlikdan
Py = elFowol <l = wol- max(FLIF, )+ h(F, B max (| o)

munosabat kelib chigadi. Bu munosabatdagi kel va |F| miqdorlarni
quyidagicha baholaymiz :

Wl =l —wo+wol <lw —wol+lwol:
|F|=h(F.{0}) < hE.E,) + h(F,{0}) = h(F,E,) +|F .
U holda

max{ly} ol <lvol +ly ~wol, max{FL|R<|F)+ hEFy).

tengsizliklarga ega bo‘lamiz. Bu tengsizliklarni (3.16) tengsizlikka
qo‘“yib, zarur bo‘lgan (3.15) tengsizlikni hosil gilamiz. Shu bilan 13-xo0ssa
isbotlandi.

Bu xossadan darhol c(F,y) tayanch funksiyaning uzluksizligi kelib
chigadi.

o(F,*):R" - R' tayanch funksiyaning wp o‘zgaruvchi bo‘yicha y,eR”
nuqtada vzluksizligi , ¥ nuqta v, nuqtaga intiiganda «(F,) funksiyaning
giymati c(F,w,) ning giymatiga intilishini ko‘rsatadi. Shuning uchun ,
ixtiyorly &>0soni uchun shunday &>0 soni topiladiki, fy—y,|<4
bo‘lganca

[e(F.¥)—e(Fp,)|s &
tengsizlik bajariladi.
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e(=p): (k") &' tayanch funksiyaning £ o‘zgaruvchi bo‘vicha
R ey nuqtada uzluksizligi , 7 nugta £, nuqtaga intilsa , u holda
c(Fw) ning qiymati c(s,,») ning qiymatiga yaqinlashadi. Shuring uchun ,
ixtiyoriy £>0soni uchun shunday &>0 soni topiladiki, a7, 7)<s
bo‘lganda

leCF.w)—e(Fy)| <&
tengsizlik bajariladi.

c(F,y) tayanch funksiyaning har ikkala 7, o‘zgaruvchilar majmuasi
bo‘yicha (£,u,) nuqtada uzluksizligi, bir vaqtda ~ ni £, ga ¢ ni ¢, ga
intilganda o(F.y) ning qiymati «(%,,w,) ning qiymatiga intilishini bildiradi.
Shuning uchun, ixtiyoriy £>0soni uchun shunday &>0soni topiladiki,

WP, F)<8, fu—w|<é

bo‘lganda
|eCF .y =elF.wa)| =&

tengsizlik bajariladi. (3.15) ifodadan, agar berilgan >0 soni uchun
lhrollé +|Falo + 28% s e

munosabat bajariladigan 6>0 sonini tanlash mumkin bo‘lsa, oxirgi
tengsizlik bajariladi. Shunday qilib 13-xossaning quyidagi natijasini
isbotladik.

Natija. c(F,») tayanch funksiya F,y o‘zgaruvchilari bo‘yicha
ixtiyoriy (£,w,) nugtada uzluksiz va demak har bir 7 va v o‘zgaruvchilar
bo“yicha alohida uzluksiz bo‘ladi.

14-xossa. F e (") bo‘lsin. Agar 7 nuqta £ to‘plamning ichki nuqtasi
bo‘lsa, ya’ni reintF bo‘lsa, u holda ixtiyoriy v e S vektor uchun

(fow)<e(Fw) (.17

tengsizlik bajariladi. Teskarisi agar ixtiyoriy wes vektor uchun (3.17)
munosabat bajarilsa, u holda 1 e intconvr bo‘ladi.

Isboti. seimF bo‘lsin. U holda S,(f)< F bo‘ladigan £>0 soni
mavjud. Bundan 6-xossaga ko‘ra
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(S, (/L) S o(F.p)

tengsizlik ixtiyoriy wes vektor uchun bajariladi. Hosil bo‘lgan tenglikka
S.(f) sharning tayanch funksiyasi qo‘yilsa,

(1) +elw]scFw)

tengsizlikka o‘tamiz. Shuning uchun (3.17) munosabat barcha weS
vektorlar uchun o‘rinli. Endi (3.17) tengsizlik ixtiyoriy y s vektor uchun
bajarilsin. <(F,y) tayanch funksiya y bo‘yicha uzluksiz (13-xossaning
natijasi) bo‘lgani uchun, e(F.w)-< /s> w bo‘yicha uzluksiz va barcha
weS vektorlar uchun musbat. Bu uzluksiz funksiyaning S kompakt
to‘plamdagi minimumi mavjud va musbat. Bu minimumini ¢ deb
belgilaymiz. Shuning uchun

aFy)-(fip)ze>0

tengsizlik hamma vaqt w5 vektorlar uchun o‘rinli, ya’ni

(fop)+ sl se(F,p) .
Bu tengsizlikni
(S (Nw)se(F.p)

ko‘rinishda yozamiz. 10-xossaga ko‘ra bundan s_(f)< 7 mansublik kelib
chigadi va bu s nugta comvF to‘plamning ichki nugtasi ekanligini
bildiradi.

I'\Iafija. / nugqta gabariq £ e Q(r") to‘plamning ichki sohasiga tegishli
bo‘lishi uchun ixtiyoriy yes vektor uchun (3.17) tengsizlikning
bajarilishi zarur va yetarli.

15-xossa. Ikkita G,F e Q(r") to‘plamlar berilgan bo‘Isin. U holda

h(comvF ,comG ) = max le(F.w) - c(G,y )< h(F,G) (3.18)
munosabat o‘rinli.

) Isb'oti. Bu munosabatdagi tengsizlik bevosita 13-xossadan kelib
chigadi. Hagiqatdan ham, ixtiyoriy e vektor uchun

le(F.p)— (G, )| < h(F,G)
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demak,
max [e(F,p) = e(G.y )| < h(F,G)

tengsizlik o‘rinli. Hausdorf masofasi

h(convF,convG) =
= min{r 20:convF c convG +§,(0),convG < conviF+ S, (O)}

ifodadan aniglanadi. comF,comG to‘plamiar qavarig va ularning
clcomF,w)  va c(comG,p) tayanch funksiyalari 7-xossaga ko‘ra mos
ravishda c(#,) va c(G.w) tayanch funksiyalar bilan ustma-ust tushadi,
shuning uchun figurali qavslardagi mansubliklarni ularga teng kuchli
tengsizliklar ko‘rinishida yozishimiz mumkin. 10-xossaning natijasiga
ko‘ra

h(convF ,convG) = min{r 20:c(Fy)<c(G,w)+r,c(Gyw)Sc(F,w)+r,we S}=
= min{ > 0:|e(Fy)-c(G.w)|<rpe S}: mas_x]c(F,u/)—c(G,l//)I_
e

Demak, 15-xossa isbotlandi.
Natija.Ixtiyoriy qavariq G,F e (r") to‘plamlar uchun

h(G,F) = max fe(F.w) = c(G,w)| (3.19)

tenglik o‘rinli. Agar FvaGto‘plamlar qavariq bo‘lsa, u holda (3.19)
formulada qgat’iy tengsizlik bo‘lishini qayd etamiz.

4z? Misol keltiramiz.
[51 10-misel. #n=2 bo‘lib Fto‘plam
& / ikkitaq, =(1,0) va a, =(-10)
. = . & nuqtalardan, G to‘plam ikkita
= 5 o 4 6,=(0,1) va b, =(0-Hnuqtalardan
. tashkil topgan bo‘lsin (10-
chizma). U holda bevosita
by HG,Fy=+2 ekanini tekshirish
10-chizma mumkin.
Boshga tomondan

e(Fp)=|p'|. oGy =|p’| Shuning uchun
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maxle(F,w) = Gy = n;gg{ﬂ-lw‘l =1< 42 =H(F,G)

Navbatdagi misol (3.19) formuladan foydalanib, to‘plamlar orasidagi
Hausdorf masofani topishni ko‘rsatadi.10-chizma.

11-misol. Ixtiyorly s,(a) Va S$,(a,) sharlar orasidagi Xausdorf
masofasini topamiz .(3.19) formuladan foydalanib,

h(Sr, (@), S, (az))= r&iagl< a,y > +"1“'/’“— <,y >—’2"V’|ﬂ=

= max|< a; ~a,,¥ >+n -1}
yeS

Oxirgi ifodada maksimum, a #a, bo‘lganda y = sign(, —r!)‘:' '“"es vek-
=@y

torda erishiladi va agar q, =a, bo‘lsa, wes vektorda erishadi.

Shuning uchun

h(Sr. (a).5,.(a ))= fla, ~asf + 7 ~ 2
formulaga kelamiz.

3.5. Masalalar

1. » o‘lchamli
F= {xe R |.1r'1 2l,i= 1,2‘.4.,71}
kubning tayanch funksiyasini toping.
2. Qirralari koordinata o‘qlariga parallel bo‘lgan ixtiyoriy » o‘lchamli

G={xER" ca' <x'<b, i=12..n }

parallepipedning tayanch funksiyasini toping.
3. Tekislikda

Pz{xeR’ 2 \.r'-rx’\sl, ‘x’—lesl }

Formula bilan berilgan p to‘plamning tayanch funksiyasini toping.

4. R* tekislikda
et S
— | | = =1, ab=0
(=)&)

tenglama bilan berilgan ellipsning tayanch to*plamini toping.
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[ri= i T {%@J ‘[."'d_'ﬁ]‘ <1 } ed=1

to‘plamning tayanch funksiyasini toping.

F={xeR®: (txx)=1 !
to‘plamning tayanch funksiyasini toping, bu yerda 4 axn o‘lchamii
musbat aniglangan simmetrik matritsa.

7.
\r x;r
F={xeﬁ":]# +—‘ =1 abzl
a b

to‘plamning tayanch funksiyasini toping, bu yerda p- qandaydir son
bo‘lib, p>1.
8. F=5,((0.2)Us,((0,2)) to'plamning tayanch funksiyasini toping.

9. n oflchamli
» Ir 1
F:{J‘ER'Z%[?] SI}

ellipisoidning tayanch funksiyasini toping.

10. c(F,p) =|p' -y| tayanch funksiya bo‘yicha F 0fr?) to‘plamni
tiklang.

11. 12-xossadan foydalanib, ikkita s_(a,) va s, (a,) sharlar kesishmasi
bo‘sh to‘plam bo‘Imasligining shartini toping.

12. Tkkita to‘plam birlashmasi FIUG ning tayanch funksiyasini toping.
13. Ikkita to‘plam kesishmasi FNG ning tayanch funksiyasini toping.
14*. F e 0r?) to‘plamni o°zida saglagan minimal chizigli ko’pchilikning
o‘lchamiga # to‘plamning o‘lchami deyiladi. 7 to‘plamning
o‘lchamini uning tayanch funksiyasi ¢(F,y) yordamida toping.

15. Feq(r?) to‘plamni o‘zida saglagan minimal sharning radiusini
toping.

16. Feafr?) to‘plamga ichki chizilgan maksimal shaming radiusini
toping.

17. d(F)= max|f, - 1, soniga F to‘plamning diametri deyiladi. #
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1o*plamning diametrini uning o(F.p) tayanch funksiyasi orqali toping.
18. F va G to*plamlar orasidagi Evklid masofasi

p(F,G)= min | s

formula bilan aniglanadi. F,G (r?) gavariq to‘plamlar orasidagi
o(F.G) Evklid masofasini ularning tayanch funksiyasi orqali toping.
19. pe " nuqtadan qavariq £ e a(r") to‘plamgacha bo‘igan o(p. F)

Evklid masofasini toping.
20. Ixtiyoriy ikkita p,¢ e 8" nugtalar va . ixtiyoriy ikkita £,G e Q(r")

to‘plam]ar uchun

p(p.E)<|p—q|+ pla, F), p(p,F)< p(p,G) + HG, F)

tengsizliklar bajarilishini isbotlang.
21.Ixtiyorly Feq(r") to‘plam va ixtiyoriy v es vektor uchun
[ e®w) |=1A- vl
tengsizlikni isbotlang.
22. F to‘plamning |#| modulini ¢(¥,) tayanch funksiya orqali
ifodalang.

4-ma’ruza
o O-lchovli funksiyalar;

e Ko '‘p qiymatli akslantirishlar;
o Uzluksiz ko ‘p qiymatli akslantirishlarning xossalari;

» Ko 'p giymatli akslantirishlarning uzluksiz va o ‘lchovli bir qgiymatli

shoxchalari.

4.1. G‘lchovli funksiyalar

Hozirgacha biz faqat uzluksiz funksiyalar sinfi bilan ish ko‘rdik.
Ammo optimal boshqaruvning matematik nazariyasida kengroq
funksiyalar sinfi bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Bu gisman uzluksiz
funksiya]ar fazosining nugqtali yaqinlashishga nisbatan, ya’ni uzluksiz
funksiyalar ketma-ketligining nuqtali limiti yana uzluksiz funksiya

bo*Imasligi bilan izohlanadi. Aytilganlarni misollarda tushuntiramiz.
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1-misoel. [0.'] kesmada aniglangan quyidagi

(&
+1, ager O=<ts—
2

24 ' (3
Silt)= ——H?_ llﬂgur—'.!’

I
.’.

=13 agnr!ri+_+'):f:ir.
shartlar bilan berilgan f,:&' - r' uzluksiz funksiyalar ketma-ketligini

garaymiz. Bu funksiyalarning grafiklari 11-chizmada tasvirlangan.

S8

+1

¢
f, W ¢
.f(f»)

11-chizma

=]
O

Ixtiyoriy re[0,:] uchun f,() funksiyalar ketma-ketligini qandaydir s()
qiymatga yaqginlashadi. Bu s{) limit funksiya uzluksiz emas, u 1=§
nuqtada uzilishga ega. 7(;) funksiya

-

+1, agar 0<i{s=—,

f{r)={ 0 2 (4.1)
-1

¥ -
, agar ?{!’ﬁf

munosabat bilan aniglanadi.

Shunday gilib, uzluksiz funksiyalar ketma-ketligining nugtali limiti

uzilishga ega bo‘lgan funksiya bolishi mumkin. Ixtiyoriy funksiyalar
ketma-ketligining limiti ham yana shu fazoga tegishli bo‘ladigan
funksiyalar fazosini kiritish magsadga muvofiqdir.
Nima uchun optimal boshqaruv nazariyasida fagat uzluksiz funksiyar
sinfi bilan cheklanish mumkin emasligini misolda tushuntiramiz. Optimal
boshgaruvning sodda masalalarida ham u() boshqaruv funksiyasi
uzilishga ega bo‘lgan funksiya bo‘lishi mumkin.
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2-misol. 4 stansiyadan 5 stansiyaga tomon harakatlanayotgan poezd-
ning, harakati

¥=u,

tenglama bilan yozilgan bo‘lsin, bu yerda x 4 stansiyadan poezdgacha
bo‘lgan masofa; u poezdning tortish kuchi bo‘lib, uni boshqarish
mumkin, ya’ni vagtning () funksiyasi sifatida tanlash mumkin. Tortish
kuchining kattaligiga u(njst cheklanish qoyilgan. 4 va B stansiyalar
orasidagi masocfa berilgan. Poezd stansiyalar orasidagi masofani eng gisqa
¢t~ vagtda bosib o°tadigan «(:) boshgaruvni tanlash talab qgilinadi. Bunda
poezdning vagining boshlang‘ich va so‘ggi momentdagi tezligi nolga
teng, ya’ni x(0)= x(¢") =0.

Poezd yo‘lning yarimigacha maksimal tezlanish ,ya’ni u(;)=+1 bilan,
so‘ng yolning qolgan yarimini maksimal tormozlanish, ya’ni u(r)=-1 bilan
O‘tsa, stansiyalar orasidagi masofani o‘tish vaqti eng gisqa bo‘lishini

tasavvur gilish mumkin. Shunday qilib, »*() optimal boshgaruyv berilgan
holda

+1, agar OStﬁf—A
u™ (1) = 2

! .
—1, agar S <tst

ko‘rinishda bo‘lib, u uzilishga ega bo‘lgan funksiyadir. Bu u"(z) funksiya
1-misoldagi uzluksiz funksiyalar ketma-ketligining limiti bo‘lgan f(1)
funksiya ((4.1) formulani garang) bilan ustma-ust tushadi. Shunday qilib,
2-misoldagi # (f) optimal boshgaruv uzluksiz emas, balki uzilishga ega
bo‘lgan funksiyadir. Funksiyalarning o‘ta umumiy sinfi p bo‘lakli
uzluksiz funksivalar sinfidir.
Agar [r,.1,] vaqt oralig‘ining chekli sondagi z,,...,z, nuqgtalaridan boshqa
barcha nugtalarida uzluksiz, va bu nuqtalarda s{) funksiyaning ham
o‘ng, ham chap chekli limiti mavjud bo‘lsa, s:Rr'-» r” funksiyaga [r,.1}

kesmada bo*lakli uzluksiz deyiladi. Agar C uzluksiz funksiyalar sinfi
bo‘lsa, u holda € < D ekanligi ravshan. ;

2-misoldagi «"(s) optimal boshqaruv vaqgtning [0,1] kesmasida faqat
bitta r = —"‘- uzilish nuqtasiga ega. Ammo chiziqli tezkorlik masalasida ham

(i-ma’ruzani qarang) «'(0 optimal boshqaruv sanogli sondagi uzilish
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nuqtalariga ega bo‘lishi mumkin. Bundan tashqari uzilish nugtalari
to‘plami o‘ta murakkab ko‘rinishga ega bo‘lishi mumkin. Umuiniy holda
optimal boshgaruv o*Ichovli funksiya bo‘ladi.

Agar f:R' — " funksiya qandaydir uzluksiz 7, (;) funksiyalar ketma-
ketligining nuqtali limiti bo‘lsa, ya’ni barcha ¢« 1,,1,] lar uchun

S =lim £,0)

tenglik bajarilsa , u holda bu funksiya [1,.1,] kesmada o‘Ichovli deyiladi.

Agar L barcha o‘Ichovli funksiyalar sinfi bo‘lsa, u holda CcDcL
mansublik o‘rinli.

O¢Ichovli funksiyaning keltirilgan ta’rifi matematik analizda umumiy
tarzda qabul qilinmagan. Odatda bu ta’rif boshga usulda, o‘lchovli
to‘plam tushunchasiga tayangan holda beriladi. Ta’rif sifatida
foydalanilayotgan munosabat o‘lchov kriteriysidir. Bu tushuncha bilan
giziquvchi o‘quvchilarga D6 ( go‘shimchaga qarang ) bo‘limni o‘gish
tavsiya gilinadi, chunki bu yerda optimal boshgaruvning matematik
nazariyasini qurish uchun zarur bo‘lgan o‘lchovli funksiyalaming
xossalari keltirilgan. Ammo optimal boshgaruv nazariyasi bilan birinchi
bor tanishishda bu bo‘limni tushirib qoldirish, va matnda *“ o‘lchovli
funksiya” o‘rnida bo‘lakli uziuksiz funksiyalar bilan ish ko‘rilayotibdi
deb tasavvur qilish kerak. Bunda hamma teoremalar ham o‘rinli
bo‘lmaydi (mos eslatmalar kitobda berilgan).

fit)

i) !
' |
i = I
S P
1 | i H [
] i 1 i I !
[ ¥ Pl
el 1 ATy i
ol %=ty Tio-e Ta T - =t
12-chizma

Matematik analizda uzluksiz, yoki bo‘lakli uzluksiz f:&' > R
funksiyaning f J(ndr integrali tushunchasi yaxshi ma’lum. Odatda bu

integral Riman integrali deyiladi va
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| 7oy = mgﬂr,)m,

fa

ko‘rinishda aniglanadi, bu yerda ar=5 ;'“— bo‘lib, 7, =t,+iAr, ,i=012..k

Ito.1,] kesmani 4 ta teng gismlarga ajratuvehi nuqtalar (12-chizma).

O¢lchovli s(r) funksiyalar uchun bunday integral mavjud bo‘lmasligi
mumkin, ammo integral tushunchasini o‘lchovli funksiyalarga ham
kiritish mumkin. Bunday integral Lebeg integrali deyiladi va boshqa
sxema bo‘yicha quriladi. Bu integral D6 (qo‘shimchaga qarang) bo‘limda
toza qurilgan.

Agar s{() funksiya bo‘lakli uzluksiz bo‘lsa uning Lebeg integrali
Riman integrali bilan ustma-ust tushadi. Shuning uchun optimal
boshqgaruv nazariyasi bilan birinchi tanishishda o‘lchovli funksiyalamni

bo‘lakli vzluksiz funksiyalar deb, Lebeg integralini Riman integrali deb
tasavvur gilish kerak.

4.2. Ko‘p qiymatli akslantirishlar

Argumenti f<R'vaqtdan, giymatlari R" fazoning bo‘sh bo‘lmagan
barcha kompakt to‘plamiardan tashkil topgan gism to‘plamlari fazosi
Q(R"Ydan iborat F:R' =QR") funksiyaga ko‘p giymatli akslantirish
deyiladi.

Demak, ¢ vagtga bo‘g lig ravishda bo“sh bo‘lmagan ko‘p giymatli F(t)
akslantirish deformatsiya bo‘yicha harakatlanadi
(13-chizma).

13-chizma

56



R va R} metrik fazolar bo‘lgani uchun (2-ma’ruzaga garang) ko‘p
giymatli akslantirishning uzluksizligi hagida mulohazalar yuritish
mumkin.

Agar har ganday £>0 soni uchun #=tl<4 polganda
tengsizlik bajariladigan 9>0 soni mavjud bo‘lsa, ya’ni,
A,/ Ga)) > @ bo“lsa , F(t) ko' p qiymatli akslantirish % nuqtada uzluksiz
deyiladi.

Hausdorf masofasining ta’rifiga ko‘ra (2-ma’ruzaga qarang) ko‘p
giymatli F(t) akslantirishning % nugtada uzluksizligi, har ganday £>0
soni uchun ¥~4/<4 bo‘lganda quyidagi ikkita

MEQ@),Flt,) <&
=t =0 da

FOY© F)+5.0) F(ts)< FO+5.(0) (42)

mansubliklarni bir vaqtda bajarilishini ta’minlovchi >0 soni mavjud-
ligini bildiradi. Har ganday » €&" nugqtada uzluksiz bo‘lgan ko*p qiymatli
akslantirish uzluksiz deyiladi.

3-misol.
IO, agar t <0 bo'lsa,

F (1) = Lr{—[, 1}, agar t>0bo'lsa

munosabat bilan berilgan F:R > Q&) ko‘p qiymatli akslantirishni
qaraymiz. Bu akslantirish =0 bo‘lganda bir qiymatli va £>0 bo‘lganda
F@ to*plam ikkita £ 1} nuqtalardan tashkil topgan. Bu akslantirishning
grafigi 14-chizmada tasvirlangan.

14-chizma

F) ko‘p qiymatli akslantirish uzluksiz. Haqiqatdan ham, #<0
bo‘lganda F) funksiyaning * nuqtada uzluksizligi ravshan, ¢>9 bo‘Isin.
U holda yetarlicha kichik ¥~ ! uchun #(s) va ¥ to*plamlar #¢)={-to:t}

57



va Fo={-61} ko'rinishga ega. Bu to‘plamlar orasidagi Hausdorf masofasi
KE@FuN=k-1| sonidan iborat. =%l=0 da MFO.FU) >0 boladi
ya’ni , ko‘p giymatli akslantirish vzluksiz.

Ikkita uzluksiz 1) va 6@ ko‘p qiymatli akslantirishlarning algebraik
yigindisi A0=F0+GO yzluksiz O ko'p qiymatli akslantirish
bo‘lishini ko‘rsatamiz. £>0 sonini va ‘o € &' nugtani mahkamlaymiz. ¢
nuqtani ‘» nuqtadan kichik chetlanishlarida (4.2) formuladagi har ikkala
mansublik bajarilishini ko‘rsataimiz.

F@) ya GO ko'p giymatli akslantirishlaning uzluksizligidan har
ganday £>0 soni uchun shunday >0 mavjudki, ¥~%|=¢ bo‘iganda,
F(tYye F (1,) + S‘V:(O), Foiyz2)e F (£) + S:/:(D)

G (t)c G (1,) + 872(0), G (f,)c G (1) + SV’(O)
mansubliklar  bajariladi. Bu mansubliklarni  hadlab  qo‘shib,
H{@)=F(1)+G(t) akslantirish uchun, |r-4|<é bo‘lganda,

H({)c H(t,)+ S (0), H(t;)< H{t)+ 5,.(0)

mansubliklarni hosil qilamiz, ya'ni, #() ko‘p qiymatli akslantirish
uzluksiz.

FeQ(r") to‘plam va nxn o‘lchamli 4() matritsa bo‘lib, uning barcha
a,() elementlari uzluksiz funksiyalar bo‘lsin. F¢)= 4»)F ko‘p giymatli
akslantirish uzluksizligini ko‘rsatamiz. Buning uchun £>0 sonini va
1,eR' nugtani mahkamlaymiz, hamda, : nuqtani  nuqtadan
kichik chetlanishlarida F() akslantirish uchun (4.2) formuladagi
har ikkala mansublik bajarilishini ko‘rsatamiz.

A4 matritsaning normasi deb,

A= me) 4]

miqdor nomfanishini eslatib o‘tamiz. Demak doimo |4]<}4|-|x| baho
o‘rinli. Agar 4() matritsaning barcha elementlari uzluksiz funksiyalar
bo‘lsa, u holda 4() matritsaning normasi
Jacof = machaco
ham uzluksiz funksiyadir.
|r-1,{< 6 bo‘lganda,
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AN < A(t;)F + S, (0) (4.3)

tengsizlik bajarilishini ko‘rsatamiz.

Ixtiyoriy x e 4()F nugtani olamiz. Bunuqta x = 4¢)s ko‘rinishiga ega,
bu verda feF. x,=A(,)/ nuqta d¢,)F to‘plamga tegishli ckanligi
ravshan. Agar biz |x-x<s tengsizlikni isbotlasak, u holda, (4.3)
mansublik bajariladi. Quyidagi munosabatlarga egamiz:

Jx === 42 f = AG) ]| = W) - A< J4() - ANl ] < |4 = G- (7]

|4(0)| normaning uzluksiztigidan shunday 6>0 dan soni mavjudki, i -r,}< &
shartni ganoatlantiruvchi barcha  lar uchun

REN
¥l
tengsizlik bajariladi va demak, |x-x)<e bo‘lib, (4.3) mansublik
isbotlandi.
Xuddi shu kabi,

f4(0) - A <

Alt)F < A()F + 5,_(0)

mansublik ham isbotlanadi. Bu har ikkala mansubliklarming bajarilishi
(4.2) ga ko‘ra 4(n)F ko‘p giymatli akslantirishni s, nuqtada uzluksizligini
anglatadi.

F:R—>Q(R") ko‘p qiymatli akslantirish berilgan be‘lsin. F¢) bo‘sh
bo‘lmagan kompakt to‘plam bo‘lgani uchun <(7{),w) tayanch funksiyani
aniglashimiz mumkin.

Agar F@) ko‘p qiymatli akslantirish mahkamlangan bo‘lsa, u holda
uning co(F(s).y) tayanch funksiyasi ikkita : va y argumentlarning
funksiyasidan iborat bo‘ladi, ya’ni (F(), w): R'xR" — R'.

1-Teorema. F:r—0(R") uzluksiz ko‘p qiymatli akslantirish
bo‘lsin.U holda har bir mahkamlangan e R" vektorning qiymati uchun
o(F()w) tayanch funksiya r bo‘yicha uzluksiz. Teskarisi agar har bir
mahkamlangan e R vector uchun (£(:),) tayanch funksiya r bo‘yicha
vzluksiz bo‘lsa, u holda convAy) - ko‘p giymatli akslantirish uzluksiz.

Isboti. 7:r'— Q(R") - uzluksiz ko‘p qgiymatli akslantirish bo‘lsin.
«(F(1).w) tayanch funksiya + va y argumentlar bo‘yicha uzluksizligini
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>

Ko*rsatamiz. Haqiqatdan ham tayanch funksiyalarning 13-xossasiga ko‘ra
(3-ma’ruzani qarang)
e F@.p) = eF Uad s ol - B0, Feo D + BE GO v~ |+ 2BCE(e), F ). - wo|

munosabatning o‘ng qismi ¢ - ¢, -y, da nolga intiladi .

Endi agar c(F().w) teng funksiya ¢ vay argumentlari bo‘yicha
uzluksiz bo‘lishdan comF(nko‘p giymatli akslantirishni uzluksiz
bo‘lishini ko‘rsatamiz. Tayanch funksiyalarning 15-xossasiga asosan

{conVF(0)convF(t,)) =max|e(F(0, ) - oF(t, ), )|
tenglikka ega bo‘lamiz.
Bu tenglikning o‘ng tomoni ¢, da no‘lga intilishini ko‘rsatamiz.
Teskaridan faraz gilamiz, y’ani shunday ¢, > 0 soni va t,nuqtaga intiluvchi
{.} nugtalar ketma-ketligi mavjudki,

max|e(F () - e(F )] 2 e,

bo‘Isin, bu esa
eCF (0= clF o), )| 2 £, (4.4)

tengsizlikni ganoatlantiruvchi y, es nugtalar mavjudligini ko‘rsatadi.
{w,} nugtalar ketma ketlikdan y, ¢ 5 nuqtaga yaqinlashuvchi qismi ketma-

ketlik ajratamiz va buni yana {y,} bilan belgilaymiz. Tayanch
funksiyalarning 13-xossasini qo‘liab

leCF (1, ). ) —clF o)) < elF (e ) )= e(F (e )y )+
+He(F () wa) ~ e(F o) < [e(F (e ) )= elF e )wo )} + 1R (o)) v —wo|

tengsizlikning hosil qilamiz. o(F(),w) funksiyaning ¢ va y argumenilar
bo‘yicha uzluksizligidan bu tengsizliklarning o‘ng tomoni r, - 1, y, -,
da nolga intiladi. Bu esa (4.4) tengsizlikka zid.

Teorema isbotini yakunlash uchun c(F(),i7) tayanch funksiyaning #,w
argumentlari bo‘yicha uzluksizligi, har bir mahkamlangan y < 8" vektor
uchun ¢ bo‘yicha uzluksizligiga teng kuchli ekanligini ko‘rsatishgina
goldi. Ixtiyoriy ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun albatta bu fikr noto*g‘ri.
c(F(ty,w) tayanch funksiya ¢ bo‘yicha uzluksiz bo‘lsin. Tayanch
funksiyalarning 13-xossasiga ko‘ra
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ke )= eF o) N [e(Fl Yo )= elFle Yoo )+
@ o) = e(F () o) S |F @] = wy |+ e @) = el (0w o)

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Agar 1 —»sda [F() miqdoming
chegaralanganligi ko‘rsatilsa, u holda oxirgi tengsizlikning o‘ng tomoni
1, = 1, w, >y, da nolga intilishi va bundan c(F(@),) tayanch funksiyaning
,y argumentlari bo‘yicha uzluksizligi kelib chigadi.

Teskaridan faraz gilamiz, ya’ni 1, — 1, shartni qanoatlantiruvchi (,)
nuqtalar ketma-ketlikgi mavjudki, bunda |F(, )| - = bo‘lsin.

F to‘plamning || moduli ta’rifi (2-maruzani garang) va tayanch
funksiylarning 10-xossasiga ko‘ra

|F|-min{r: F < 5,(0) }=minf{r: o(F(e), w)s c(S.(0), ¢)=r.p = S}=

- maxc(F().v) ke

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.Shuning uchun y, e s vektor mavjudki
|[F )= clF (e ) v,) (4.6)

{v,} ketma-ketlikdan y, s nuqtaga yaginlashuvchi gismi ketma-ketlik
ajratamiz va uni yana {y, } bilan belgilaymiz. Tayanch funksiyalarning
13- xossasiga ko‘ra

@) —e(F W) wo)| S |F ) v — v
tengsizlik kelib chigadi, bundan esa (4.6) e’tiborga olinsa
|F@)|- Qi —well )= elF () wo)

munosabat hosil bo‘ladi. «(#().»,) funksiyaning : bo‘yicha uzluksiz-
ligidan bu munosabatdan |r(,)} ketma-ketlikning chegaralanganligi
kelib chiqadi. Bu esa yuqorida gilingan farazimizga zid. Teorema
isbotlandi.

Natija. F:rR—Q(r") ko‘p giymatli akslantirishda () to*plam
barcha reR' lar uchun gqavariq bo‘lsin. () ko'p qivmatli
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akslantirish uzluksiz bo‘lishi uchun, uning c(F().y) tayanch
funksiyasi har bir mahkamlangan y es uchun r bo‘yicha uzluksiz

bo‘lishi zarur va yetarli.

J 1, agar t >0 bo'lsa,
4-misol. F()=1[-L1], agar t=0 bo'lsa shart bilan berilgan
I— I, agar t <0 bo'lsa

F:R' - Q(R"Yko’p qiymatli akslantirishni qaraymiz.
Bu akslantirishning grafigi 15-chizmada keltirilgan.

+ Fit)
+1 ‘I"(t}
+ +1
1 t
o 0
e =] J-1
15-chizma 16-chizma

Barcha =0 nugqtalarda bu akslantirishning uzluksizligi ravshan. Barcha
wes lar uchun £(¢) to‘plam qavariq va uning tayanch funksiyasi

‘—y/, agar 1 <0 bo'lsa,
e(F(t),w)=1 || agar t=0 bo'lsa
I_ w, agar t >0 ba'lsa

ko‘rinishga ega. Misol uchun ¢=1 bo‘lsa bu funksiya /=0 nuqtada
uzilishga ega. Shunig uchun isbotlashgan teoremaning natijasiga ko‘ra
F{) ko‘p qiymatli akslantirish =0 nugtada uzluksiz emas.

[-1,1], agar ¢ +# 0 bo'lsa,
0, agart =0 bo'lsa
ko‘p giymatli akslantirishni qaraymiz. Uning grafigi 16-chizmada
keltirilgan. Bu akslantirishning barchar=0 nuqtalarda uzluksizligi
ravshan. reR' bo‘lganda F() ko‘p qiymatli akslantirish qavarig bo‘lib,
uning tayanch funksiyasi

5—misol.F(x)={ shart bilan berilgan#:r' - ")
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0 bo'lsa
F(t =“’*”'L"g"”¢
c(F(L),p) [0, agar 1 =0 bo'lsa

ko‘rinishga ega. =1 bo‘lsa bu funksiya s, =0 nugtada uzilishga ega.
Isbotlangan teorema natijasiga ko‘ra F(r) ko'p giymatli akslantirish
nuqtada uziuksiz emas.

Agar barcha re R' lar uchun {r)e F{t) mansublik bajarilsa, u holda
f:R > R funksiya rF:g' - o&') ko‘p giymatli akslantirishning bir
giymatli shoxchasi deyiladi. Barcha reR' lar uchun F(r) bo‘sh to‘plam
bo‘Imagantigi uchun doimo uning bir giymatli () shoxchasi mavjud.

Bizni berilgan [,,r,] kesmada integrallanishi mumkin bo‘lgan barcha

/@) shoxchalar , ya’ni j 7w integral mavjud bo‘lgan shoxchalar

gizigtiradi. Bunda uzluksiz bir giymatli 1{t) shoxchalarni garash bilan,
ya’ni Riman ma’nosidagi integral bilan cheklanish mumkin.
Masalan 3-misolda ikkita

_J'u <0

0= Y

f;{f} =

[r, t=>0 i~ >0

uzluksiz bir giymatli shoxchalar mavjud. 5-misolda bunday uzluksiz
shoxchalar ko‘plab mavjud.Masalan , 7(:)=0, s()=sins silliq bir giymatli
shoxchalardir. Biroq 4-misoldagi F() ko‘p qiymatli akslantirishning
uzluksiz bir giymatli f{:) shoxcha mavjud emas, chunki uning har ganday
bir giymatli shoxchasi =0 nuqtada uzilishga ega. Ammo bu F() ko‘p
giymatli akslantirishning o‘zi uzluksiz emas. F() ko‘p qiymatli
akslantirish uzluksiz bo‘lgan hollarda ham uning bir giymatli shoxchasi
mavjud bo‘Imasligi mumkin ekanligiga misol keltiramiz.

6-misol.
¥ {(oos(a + Igt)]
F(t)y= X t<a <27
sin{fa +1gt)

munosabat bilan berilgan r:[o1]—» o(r*) ko‘p qiymatli akslantirishni
qaraymiz.r=0 bo‘lganda F(} to‘plam R* tekislikdagi birlik aylana
yoyining bir gismidan iborat (17-chizma).
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17-chizma

Chunki F(r) to'plamga S to‘la aylana uchun ( radian bo‘yich markaziy
burchakka mos yoy yetishmaydi, chunki uning burchakli yoy bilan
boshlangan Ig¢ga teng gismi chigarib tashiangan. Shuning uchun - 0da
yoyning chiqarib tashlangan gismi nolga intiladi, ammo uning boshlanishi
-woga intiladi. Demak F:[0,1]—» (rR?) ko'p qiymatli akslantirish [0,1]
kesmada uzluksiz. # —>0da har qanday f(r)e F(¢) bir qiymatli shoxcha S
aylana bo‘ylab cheksiz sondagi aylanishlarni amalga oshirishi darkor, aks
holda u yoyning tashlab yuborilgan qismini kesishi va shoxcha bo‘lmasligi
kerak. Ammo bunday s{) F(r) funksiya r—0da limitga ega emas. Shuning
uchun £:[0,1]- o(r*) ko‘p qiymatli akslantirishda birorta ham uzluksiz bir
giymatli shoxcha mavjud emas. Demak, r:foi]l- @(r?) ko'p giymatli
akslantirishda birorta ham uzluksiz bir giymatli shoxchasi mavjud emasligi
t>0 bo‘lganda F(r} to*plamning gavariq emasligi bilan izohlanadi. Ammo
bunday holat optimal boshqaruv masalalarida tez-tez uchraydi. Keltirilgan
mulohazalar bir qiymatli o‘lchovli shoxchalarni va ularni Lebeg ma’nosida
integrallashni taqozo etadi. Uzluksiz ko‘p giymatli akslantirishda doimo
oflchovli shoxcha mavjud. Bu fikmi quyidagi teorema shaklida ifodalaymiz.

2-teorema. F:I-%KI‘R' ] ko‘p qiymatli akslantirish I=[ty,%,] kesmada

uzluksiz bo‘lsin. U holda uning 7 kesmada o‘lchovli f(t)e F(t) bir
giymatli shoxchasi mavjud. Bundan tashqari, agar ¥ €S ixtiyoriy
mahkamlangan vektor bo‘lsa, u holda shunday f! (l) o‘lchovli shoxcha
mavjudki, barcha ze7 lar uchun =

SO eUF®, v)

mansublik bajariladi, ya’ni barcha ref lar uchun f() o‘lchovli shoxcha
ixtiyoriy we$ yo’nalishdagi U(F(1), ) tayanch to‘plamga tegishli.
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4.3 Masalalar

1. F(O)= S,n(a, @), agar =0 bo'lsa,
0, agar 1 =0 bo'lsa,
tenglik bilan aniqlangan £:7 - o(r") ko‘p giymatli akslantirish uzluksiz
bo‘lishi uchun r: &' - &' va a:R' — &' funksiyalar uzluksiz bo‘lishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang. ,
2. F=:-5_,(0) kop qiymatli akslantirish uzluksiz bo‘ladimi?
3. Har qanday & < R' kompakt to‘plamning £: #' — Q(r"Juzluksiz ko’p
qiymatli akslantirishdagi obrazi, ya’ni
F)=JF@®

ek

to‘plam R” fazoda kompakt bo‘lishini isbotlang.
4. Har qanday Pc & ochiq to‘plamning £: &' — 0{r”) uzluksiz ko‘p

giymatli akslantirishdagi aksi, ya’ni
feR :F(Hc P}

to‘plam &' fazoda ochiqg bo‘lishini isbotlang.
5*. Agar ixtiyoriy £>0 soni uchun shunday §>0 sonini topish
mumkun bo‘lib, barcha | -1,|< 4 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ¢

lar uchun
F(t) c F(t,) + S, (0)

mansublik bajarilsa, u holda F: 7" - ar") uzluksiz ko‘p qiymatli
akslantirishga «, nugtada yugoridan yarim uzluksiz deyiladi. Ixtiyoriy
KcR

kompakt to‘plamning yuqoridan yarim uzluksiz akslantirishdagi Fx)

aksi, R" fazoda kompakt bo‘lishini isbotlang.
6*.Yugoridan yarim uzluksiz £: z' - o(r")akslantirishning grafigi, ya’ni

{tx)eR'xR" :te R, xe F(t)}

to‘plam R'xR" fazoda yopiq bo‘lishini isbotlang.
7%.F: 1> o(r") ko‘p qgiymatli akslantirish uzluksiz va ) to‘plam barcha

1e R' lar uchun qavariq to‘plam bo‘lsin. F( akslantirishning bir
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; qiymatli uzluksiz s() shoxchasi mavjudligini isbotiing.
8*.F: 1 afr") ko'p qiymatli akslantirish uziuksiz va 7() to‘plam barcha
e R lar uchun qavariq to‘plam bo‘Isin. Keyin 4, € 8',x, « F(-,) nuqtalar
berilgan. F() akslantirishning 7(,)==x, shartni ganoatlantiruvchi bir
qiymatli uzluksiz f¢) shoxchasi mavjudligini isbotlang.
9* Agar ixtiyoriy £>0 soni uchun shunday &>0 sonini topish
mumkun bo‘lib ,barcha |i-4|<s tengsizlikni qanoatlantiruvchi ¢ lar
uchun

F(t,)c F(H+S5.(0)

mansublik bajarilsa, u holda r:R »q(r") uzluksiz ko‘p giymatli
akslantirishga «, rugtada quyidan yarim uzluksiz deyiladi. 7:r' - ofz")
quyidan yarim uzluksiz ko*p giymatli akslantirish va () to‘plam barcha
teR' lar uchun qavariq to‘plam bo‘lsa, F(y) akslantirishning bir giymatli
uzluksiz f(ry shoxchasi mavjudligini isbotlang.

5-ma’ruza

°  Ko'p qiymatli akslantirishlarni integrallash;
o Lyapunov teoremasi.

5.1 Ko‘p qiymatli akslantirishlarni integrallash

I=l, «] vaqt oralig‘i va qandaydir #:/—afr") ko‘p qiymatli
akslantirish berilgan bo‘lsin.

G=[F@u ={ £ 7)< F(r)}

to‘plamga F(t) ko p qiymatli akslantirishning 1=\, 1,| kesma bo ‘yicha
integrali deyiladi.

Tenglikning o‘ng qismidagi Lebeg integrali F() ko‘p qiymatli
akslantirishning barcha bir qiymatli shoxchalari bo‘yicha olinadi, agar u
mavjud bo‘lsa. Bu yerda G to‘plam R" fazoning qism to‘plami bo‘lishi
ravshan.

1-Teorema. 7:7- o(r") ko*p giymatli akslantirish /=, 1| kesmada
uzluksiz bo‘lsin.U holda F(r) ko‘p giymatli akslantirishning integrali
R’ fazoda bo‘sh bo‘Imagan qavariq kompakt to°plamdan iborat, ya’ni
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G= }F(r)w e ofr")

Bundan tashqari G qavariq to‘plam. , L
Isboti.Teorema shartlari bo‘yicha G bo‘sh to‘plam emasligini

ko‘rsatamiz. Haqgigatdan ham 2-teorema (4-ma’ruzaga qarang) boy"ich_a
F(t) ko‘p giymatli akslantirishning hech bo‘lmaganda bitta © ¥chovh bir
giymatli f(r)e F(z) shoxchasi mavjud. F() to‘plamning [#(r) ta’rifiga ke‘ra

|F ()] = max c(F )

F(r) uzluksiz akslantirish bo'lgani uchun uning c(F().4) tayanch
funksiyasi / bo‘yicha uzluksiz (4-ma’ruza, l-teorema). U holda bu
funksiya r=[r,,;,] kesmada chegaralangan, ya’ni barcha re/ lar uchun
|F@=< k.

Shuning uchun /¢ o‘lchovli bir qiymatli shoxcha uchun

ir@lsiF@)s & 5.1

tengsizlik o‘rinli. Lebeg integrali 8- xossasiga (go‘shimchadan D6-
bo‘lim) ko‘ra si#) shoxcha integrallanuvchi va _{F(z)a’t eG, ya’ni G bo‘sh
to‘plam emas.

Endi G to‘plamni chegaralanganligini ko‘rsatamiz. Hagigatdan ham
geG bo‘lsin, u holda g:j’j(:}cﬂ', bu yerda s funksiya £() ko‘p giymatli

akslantirishning qa.ndaydir shoxchasi. Lebeg integralining 3-xossasi
(qo‘shimchadan D6-bo‘lim) va (5.1) ga ko‘ra

i_'gE:_-‘If{Ua‘!piJ’I_fi”:d! < [kedt = k(t, = t,) = -

Shuning uchun G < 5,(0), ya’ni G- chegaralangan to‘plam.

Teorema isbotini yakunlash uchun G to‘plamni yopiq va qavarigligini
ko‘rsatish qoldi. Bu tasdiglarning isboti qo‘shimchaning D7-bo*limida
keltirilgan. Barcha re/ lar uchun £(r) to‘plam qavarig bo‘lgan xususiy
holda G to‘plamni gavariqligini isbotlaymiz.
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2.2,€G va 0<A<l soni berilgan bo‘lsin. Integral ta’rifiga ko‘ra
shunday o‘lchovli () va £,(;) funksiyalar mavjudki,

= h0d , 6= A0

va
L) F).

Lebeg integralining 3- xossasiga ko‘ra (qo‘shimchadan D6-bo‘limga
qarang)

Ag, + (- A)g, = A £0dt+ (- D H0d = f[A£O + A - D1 )e

chunki barcha re/ lar uchunr() gavariq to‘plam bo‘lgani uchun A
£O+3-2) (e F@). va demak, Ag +(1-A)g,eG, ya'ni G- gavariq
to‘plam. Teorema isbotlandi.

Agar F(¢) qavarig, uzluksiz, ko‘p giymatli akslantirishiar bilangina
cheklanilsa, uholda F(r) bo’yicha olingan integralning yopiglik sharti, £()
akslantirishning barcha bir qiymatli () bo‘lakli uzluksiz shoxchalari
bo‘yicha Riman ma’nosida integral olinganda bajarilmasligi mumkin.
Agar barcha oflchovli, bir giymatli f ()eFl) shoxchalardan Lebeg
ma’nosida integral olinsa, G to‘plamning yopiqlik sharti bajariladi.

1-teorema Lyapunovning ma’lum teoremasining xususiy holidir. Bu
o‘ta chuqur matematik natija bo‘lib, hozirgi zamon matematikasining
ko‘plab sohalarida tatbiqini topgan. Biz ham bu natijadan optimal
boshqaruv nazariyasida foydalanamiz. Lyapunov teoremasining to‘la
isboti ko‘plab yordamchi mulchazalarga asoslanadi (qo‘shimchadan D4-
D6-bo‘limlarga garang) va uning isboti qo‘shimchaning D7-bo‘limida
keltirilgan.

1-misol. F()=1{~11} munosabat bilan aniglangan r:[o1]— o(r') ko‘p

giymatli akslantirishni garaymiz (18-chizma) va G=j' F{tyr integralni

hisoblaymiz.
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18-chizma

geG ning maksimal qiymati % ga teng ekanligi ravshan, chunki } 1ds _%
bo‘lib, u s(#)=r uzluksiz bir giymatli shoxchada erishiladi. Huddi shu kabi
£<G ning minimal giymati —% ga teng bo‘lib, bu giymat s() = uzluksiz

i
bir giymatli shoxchada erishadi, chunki {(-na =—_‘JL. F() akslantirishning

boshga uzluksiz shoxchada mavjud emas. Shuning uchun G c 1 - 11;]

Endi 1-teoremadan foydalansak G qavariq to‘plam bo‘lgani uchun
Gc[—%,—;—] bo‘ladi. te/ bo‘lganda F() akslantirish gavarig bo‘lmaganda

ham undan olingan integralning qavariq to‘plam bo‘lishini 1-teoremadan

foydalanmasdan G c[- %%] kesma misolida isbotlaymiz.
i |

Biz Gc[—l '_:[ ekanligini ko‘rdik. Endi ”[EE] kesmaning

2'2
ixtiyoriy nugtasi bo‘lsin. geG ekanligini isbotlash uchun F(i) ko‘p
qiymatli akslantirishda Lebeg integrali ¢ ga teng bo‘ladigan s() bir
giymatli shoxchasi mavjud bo‘lishini ko‘rsatishimiz kerak. Bunday
shoxcha vzilishga ega bo‘lib

munosabat bilan berilishi mumkin, bu yerda T=J}_’ 1 (18-chizmaga

garang) .
7(» funksiya Lebeg ma’nosida integrallanuvchi ekanligi ayon va
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1
{F(t)it:{rdu .!‘(_l)dl=r7+‘r;- --;—=r’ -%=[1||8"%] -i— =%
Bu esa [— -_I;%]c G ekanligini bildiradi va demak G =[- %%]

Ko'‘p giymatli akslantirishni integrallash uchun

c(G.¥)=max(&.¥)
P

tayanch funksiyani aniqlash mumkin.
2- Teorema. Agar F() ko‘p giymatli akslantirish f,.,] kesmada
uzluksiz bo‘lsa, u holda

{jF(r)d: E w] =[ fer@.war ] (5.2)
tenglik o‘rinki.
Isboti. ¢(F(r) i) tayanch funksiya ¢ bo‘yicha uzluksiz bo*{gani uchun,
(5.2) tenglikning o‘ng tomonidagi integral mavjud.

Ixtiyorly v e§ vektorni mahkamlaymiz. ¢ = }F(l)dt bo‘lsin va (G ,y)
&

tayanch funksiyaning maksimal qiymati g"<G vektorda erishilsin, ya’ni

oG ,p)=(g",w). integral ta’rifiga ko‘ra g'=] swa tenglikni ganoatlan-

L3

tiruvchi integrallanuvchi bir giymatli s()e#¢) shoxchasi mavjud.
Tayanch funksiyalar 6- xossasining natijasiga ko‘ra (f(0),w)sc(F(),w)
tengsizlikni yozamiz. Demak Lebeg integralining 5-xossasiga
(go‘shimchadan D6-bo‘limga qarang) ko‘ra

jorowps }c(F(fJ.w)dI

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Shuning uchun

AG¥)=(g'.w)= J(f(t),w)wsTc@(t),w)m (53)

fo
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tengsizlik o‘rinli. 2-teoremaga (4-ma’ruzani garang) ko‘ra (i)
akslantirishning bir giymatli r¢)-shoxchasi mavjud. |u(s aNTa Bl B
baholashga ko‘ra 7+~ bir giymatli shoxcha 7 kesmada integrallanuvchi
bo‘ladi, va demak Ju(r (), w)<|F()js+ baholashga ko‘ra s° ()~ bir giymatli
shoxcha 7 kesmada integrallanuvchi bo‘ladi, va demak

g=jf'(t)dteG va (g,iﬂ) < e(Gyp)-

o

Tayanch funksiya ta’rifiga ko‘ra c(F().w)={/"(n.v) tenglikka egamiz.
Shuning uchun
fc(F(t) w)dz—f(f ), v it =(g.9)<c(G,w).

tengsizlik o rmh (5.3) va (5 4) tengsizliklardan (5.2) tenglik kelib
chigadi. Teorema isbotlandi.

2-teorema yordamida () ko‘p giymatli akslantirishning integrali
o‘ta oson topiladi , Hagiqatdan ham, buning uchun (5.2) fermulaga mos
«F(®),w) tayanch funksiya tuziladi, har bir e R vektor uchun ¢ bo‘yicha
bir giymatli c(F¢),p) funksiya integrallanadi, keyin esa hosil gilingan
<G wy tayanch funksiya bo‘yicha bo‘sh bo‘lmagan gavariq kompakt G
to‘plam tiklanadi. Qavariq G to‘plamni tiklash uchun , uning <G .s)
tayanch funksiyasi uchun «(G,») = <(F,¥) tenglik bajariladigan 7 to‘plamni
tanlash kifoya. U holda tayanch funksiyalarning 2-xessasiga (3-
ma’ruzaga qarang) ko‘ra G=F tenglikka ega bo‘lamiz. Bayon etilganlarni
misollarda namoyon gilamiz.

2-misol. Ushbu

(5.4)

F(6) = AW{-v,v} (5.5)

tenglik bilan aniglangan F:[- 7z, 7z]— Q(R*) ko‘p giymatli akslantirishning

G= [F(ndt integralini topamiz, bu yerda 4() 2x2 o‘lchamli matritsa,

Jdesa R* tekislikdagi vektor. Demak F() to‘plam A(r) akslantirishdagi
ikkita 8 va ~9 nuqtalardan tashkil topgan o‘zgarmas {-9,9} to‘plamning
obrazidir. Misel uchun

)= (‘“‘ fet ] 9=(1.0) bo‘lsin.

cost ctgt
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G integralni qurish uchun dastlab uning <G, y) tayanch ﬁ.mks.iyasini
hisoblaymiz. 2-teorema, (5.5) formula va tayanch funksiyaning 4-
xossasiga (3- ma’ruzaga qarang ) ko‘ra

Ls 4 o

[P, whe= [ela®)- 5.9} whae= [eli-9,8) (O

e - =

G.w)=d Triga, w]=

bo‘lib, {~9,9} to‘plamning tayanch funksiyasi
of-9.9} w)=[6.v)

ko‘rininishda bo‘lishi ravshan.Shuning uchun
G.w)= ﬂ(&, A'(t)u/’dt = JI(4l)s. war

tenglik bajariladi. Bu ifodaga A{t) matritsaning va $ vektorning giy-
matlarini qo‘yib

L3
oG, p)= _ﬂy/, sine +1y, costldt

tenglikni hosil gilamiz. ¢ e R* vektorni qutb koordinatalari bo‘yicha
¥, =ly|cosa, v, =|¢|lsina ko'rinishda yozilsa bu tenglikdan

(G, )= _I,||wn-|sin(r +ajdr=4ly]

tenglikka kelamiz.
Demak G integralning va S,(0) sharning tayanch funksiyalari ustma-
ust tushadi, ya’ni

(G, ¥)=c(5,(0), ¥)= 4y}

G integral va 5,(0) sharning qavariq to‘plamlar bo‘lgani uchun tayanch
funksiyalarning 11- xossalariga (3- ma’ruzaga qarang) ko‘ra G =S, (0)
bo‘ladi.

l-misolda bajarilganidek bevosita 2-misoldagi kabi G integralni
qurish mumkin emas. Buning uchun F() ko‘p qiymatli akslantirishning
cheksiz sondagi (¢} bir qiymatli shoxchalarini integrallash lozim bo‘ladi.
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Ammo 2-teoremadan foydalanish maqgsadga muvoligligin rmivelds
ko‘rdik.

3-misol. F(t)=r, Feq(r") cheksiz ko‘p giymatlar quahul «
F(t) ko‘p qiymatli akslantirishni integrallaylik. (5.2) formulzca:
foydalanilsa

)

c[fF(.r)df : y{]: jcfﬁ{.r}lw}a'! = :Fr.-“' NS (A

ifoda hosil bo‘ladi. Xuddi shuningdek tayanch funksi zzz ©
to‘plam ham ega, chunki tayanch funksiyaning xosiziarizz o oz

e(t, —1,)convF yr Y= (t, — to Yelconvi )= (e, ~ 1 gl v,
Shuning uchun bu gavariq kompakt to‘plamlar ustma-ues tuires

det ={t, — 1, konvil" .

Endi yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan Fe, ke'p SiiE=
akslantirishning

Glrp)= [ Fleh
integralini garaymiz, bu yerda. 1-teoremaga ko‘ra bu funksiya = E.:]

kesmani Q(r") metrik fazoga akslantiradi.
3-Teorema. F 1 0(F") ko'p giymatli akslantirish : Kesmzcz

uzluksiz bo‘lsa, u holda G(r)=j'f‘(r)4r ko‘p giymatli akslantitish ham !
kesmada uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. 2-teoremaga ko‘ra ¢(G(r),y) = Ic(F(t),u/)dt.
Demak, har bir mahkamlangan e #" vector uchun «G(r) ) funksiyva
bo‘yicha uzluksiz. 1-teoremaga ko‘ra G(r) qavariq to'plam . (Gl o) Ra'p

giymatli akslantirishni uzluksizligidan G(z) funksiyaning uzluksizligt (4
ma’ruzaga qarang) ravshan. Teorema isbotlandi.
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5.2. Masalalar

1. F:[-2r,27]- (r*) ko'p qiymatli akslantirish #(1)= 4®){-v,v}
ko‘rinishda berilgan, bu yerda

3sint -—cosf
Teost  sint

Aty =[ ] v=(02).

G= TF‘(/)dt integralni hisoblang.
2. Agar F@) - R" fazoda markazi a(;) nuqtada, radiusi () ga

teng shar, ya’ni F()= s, (a()) bo‘lsa, G= jF(:)dz integralni

hisoblang.
3. F,F,:R' - a(r") ko‘p qiymatli akslantirishlar 7=[t ] kesmada
uzluksiz bo‘Isin. Shu bilan birga ixtiyoriy sef uchun

j F(t)di= j F(0)dt

tenglik bajarilsin. Barcha e/ lar uchun

convE,(t) = comvF, (1)

munosabat bajarilishini isbotlang.

4. |F, (1)< k) bahoni ganoatlantiruvchi 7 : &' » ofg*) uzluksiz ko‘p
qiymatli akslantirishlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin, bu yerda k()
1=[t,.1,} kesmada integrallanuvchi funksiya. Har bir re/ uchun

lim 7, ) = F (1) tenglik bajarilsin.

F(ry akslantirishni integrallanuvchi va lfflx]'F,(l)dl = TF ()at

tenglik o‘rinli ekanligini isbotlang. Bu yerda limitlar Hausdorf
metrikasida olinadi.

6-ma’ruza

o Chizigli tezkorlik masalasining qgo ‘yilishi;
o Eksponensial matritsalar, eksponensialning asosiy xossalari;
o Chizigli differensial tenglamalar;
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o Koshi formulasi.

6.1. Chiziqli tezkorlik masalasi

Holati
x=Ax+u,

chiziqli differensial tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyektni
qaraymiz, bu yerda » o‘Ichamli x vektor sisternaning holati, » o‘lchgmli
u vektor boshqaruvni ifodalaydi, 4esa nx» o‘lchamli kvadrat matritsa.
Bo‘sh bo‘lmagan U kompakt to‘plam , ya’ni U e (") to‘plam berilgan
bo‘lsin. Agar () qandaydir [, vaqt oralig‘ida aniglangan oflchovli
funksiya bo‘lib, barcha refs,,s] lar uchun «()eU mansublikni ganoat-
lantirsa , u(s) funksiyaga joiz boshgaruv deyiladi. Kelgusida ixtiyoriy
bunday u(r) boshqaruv va ixtiyoriy x(s,) boshlang‘ich holat uchun

x = Ax+u(t) (6.1)

differensial tenglama yagona x(#) yechimga ega bo‘lishi ko‘rsatiladi.

Bu x(#) yechim u(t) joiz boshqaruv ta’sirida obyekt dinamikasining
o‘zgarishini ifodalaydi.

R" holatlar fazosida bo‘sh bo‘lmagan u, va M, kompakt to‘plamlar,
ya'ni My, M, e Q(R") to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

Agar [1,,1,] vaqt oralig‘ida aniglangan «() joiz boshgaruvga mos (6.1}
tenglamaning x() yechimi x(r,)eM,, x(r,)e M, chegaraviy shartlarni
ganoatlantirsa, u holda bu joiz boshqaruv u, to‘plamni so‘nggi M,
to‘plamga olib o‘tadi deyiladi.

Kelgusida vaqtning s, boshlang‘ich momenti mahkamlangan deb
hisoblanadi, vagtning so‘nggi momenti ¢ esa x() yechimning M,
to‘plamga tushish shartidan aniqlanadi. Endi tezkorlik masalasi af,
to‘plamni M, to‘plamga eng gisqa vaqt oralig‘ida olib o‘tuvchi u() joiz
boshqaruvni topishdan iborat. Bu masala uchun 1 ma’ruzada qo‘yilgan
optimal boshqaruv nazariyasining asosiy matematik masalalari: boshqa-
riltvchanlik, optimal boshqaruvning mavijudligi, optimallikning zaruriy
sharti, optimallikning yetarli sharti va optimal boshqaruvning yagonali-
gini tadgiq gilamiz. Albatta bu masalalarni hal etishda har vaqt obyekt
dinamikasiga qo‘shimcha talablar qo‘yiladi, ammo chiziqli tezkorlik
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masalasini qo'yilishida gilingan kelishuvlar doimo bajariladi. _Bu shartlar
chiziqli tezkorlik masalasining asosiy mohiyatini tashkil qiladi.

6.2. Eksponensial matritsalar

(6.1) differensial tenglamalar sistemasining yechimini topish uchun
nxn o‘lchamli .1 kvadrat matritsaga erkin ko‘rinishda amallar bajarishga
malaka hosil gilish lozim. Algebra kursidan ma’lumki, bunday
matritsalarni qo‘shish, ayirish, songa ko‘paytirish va matritsalarni o‘zaro
ko‘paytirish mumkin. Ko‘rsatilgan barcha amallardan foydalanamiz.
Bundan tashqari, agar o‘zgaruvchiga bog‘liq A(f) matritsa berilgan
bo‘lsa, u holda bu matritsani differensiallash yoki integrallash mumkin
bo‘lib, bu amallar matritsaning har bir elementi bo‘yicha bajariladi.

4 matritsa ustida yana bir amalni qaraymiz. nxn oflchamli 4
kvadrat matritsaga haqiqiy o‘zgaruvchili  parametrga bog‘liq qandaydir
o‘zgaruvchili matritsani mos go‘yamiz. Bu matritsa 4 matritsaning
eksponensiali deyilib, e ko‘rinishda belgilanadi va

<—:“=E+1A+i,42 rJA’ iA"«r—---
SR R (62)

matritsali darajali qator bilan aniglanadi, bu yerda £ bilan nx» o‘Ichamli

birlik matritsa. (6.2) matritsali qator ham elementlari bo‘yicha yig‘iladi.
Har ganday mahkamlangan re ' uchun bu gatorni yaginlashishini

ko‘rsatamiz. Agar a, - 4 mafritsaning ixtiyoriy elementi bo‘Isa, u holda

la,}<14} baho o‘rinli, bu yerda 4 matritsaning {4| normasi
J4l= max|4x

reF (0)

munosabat biian aniglanadi. (6.2) matritsali qatorning ixtiyoriy »
elementi gandaydir

P=py+p+pytectpy+oe (63)

.- . . 4
qator ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda p, bilan i_—'A‘ matritsaning mos

elementi belgilangan. Shuning uchun
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/’ F IS ll_(l"rl "
<] o | <L

i
baho o‘rinli va demak (6.3) qgator absolyut yaqinlashadi.
¢ eksponensial matritsaning bir nechta foydali xossalarini keltirib

chiqaramiz. Ixtiyoriy +s &' sonlari uchun

elA ‘e:A =e(1+s)A (64)

formula o‘rinli. Hagiqatdan ham (6.2) va

s, 5 s,
el =Ersd+— A +— AL 4 — A e
2! 3 K

qatorlar absolyut yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun, bu qatorlarni ko‘pay-
tirish mumkin. Natijada

2 2
e .e* =(E+IA+%TA1+---J‘[E+s.4+%—lfl’ +---]=

=E+(t+s)A+-;—!(r2 +2)Js+s2)A2 +%(t3 +31%5 43157 +53)A3 oozl

tenglikni hosil gilamiz. (6.4) formuladan ¢ cksponensial matritsaning
xosmas ekanligi bevosita kelib chigadi va unga teskari matritsa

(el.i )~| :e-H
ko‘rinishga ega.

(6.2) tenglikning chap va o‘ng tomonlarini transponirlash ya’ni
qo‘shmasiga o‘tish natijasida

() =E +14" +-C(A')’ +£-(A')’ +-v-+i(,4')* ezt
2! 31 Kt

formulani hosil gilamiz.

(6.2) tenglikda matritsa normasi uchun uchburchak tengsizligini
qo‘tlab
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2 3
‘e”'"é|]E"+|r|-||A"+I;—II||A”2 J%!J" Al +... =
bahoni olamiz. ;

Nihoyat (6.2) qator absolyut yaginlashganligi uchun uni ; parametr
bo‘yicha hadlab differensiallash mumkin va natijada

d I&—l
E E+1IA‘+2IA +.. (k 1)1,-1‘ =
' (6.5)
= ME+4+5 A1+ + A+, )= de"
( T (k D )=Ae

tenglikni hosil gilamiz.

Agar (6.2) qatorni yig‘ish mumkin bo‘lsa, u hclda matritsaning
eksponensialini oson hisoblash mumkin.

1-misol. Agar 4 nol matritsa bo‘lsa, u holda
2 3
e =E+1-0+L 04 04en
2! 3t
formula o‘rinli ekanligi ayon.

1 : -
2-misol. »=2 bo‘lsin. A=[ 1 0} matritsa uchun e eksponensial
mafritsani topamiz.

4 -1 0 0 -1
Bevosita 42 = LA = sl S B A = s
S 0 -1 1 0

ekanligini tekshirish munkin. Bu matritsalarni (6.2) qatorga qo‘yib

w (10, [0 1), (-1 0) £f0 1) /(1 0)
“=lo )71 oJT2l0 1) 3l o)W =

1o 1
= it (& s _
LTI ‘_i 51 | [ cost sint

b 5 —sinf cost
= I
3 5 2 4

natijani olamiz.

ol

Eksponensiallarni hisoblashning yana bir usulini keltiramiz. e

eksponensial matritsaning ustunlarini e,(?), e, (2, --- e, () bilan belgilaymiz.
U holda (6.5) formulaga ko‘ra
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(6 0) | 0] e )= alwies@-+e.6)
matritsaviy tenglik o‘rinli. Bu tenglik har bir ¢,() vektor
%= Ax

Bir jinsli chizigli differensial tenglamalar sistemasining yechimini
bildiradi. Boshlang‘ich shartlar e"'L =E, ya'ni ¢ (0)=e¢, i=12,..,n

munosabatlar bilan aniqlanadi, bu yerda ¢,,¢,,..e, lar R" fazoning bazis
vektorlaridir.

3-misol. »=2 bo‘lsin. A=[g :}] matritsaning ¢* eksponensialini (6.6)

differensial tenglamalar sistemasini yechish yordamida hisoblaymiz.
Bu holda sistema

=3

{ £=0

ko‘rinishga ega. Bu sistemaning umumiy yechimi
x(#) = (et + ¢y, ¢3)

formula  bilan  ifodalanadi.  Boshlag‘ich  shartlar  sifatida
e (0)=¢, = (L0), e;(0)=e, =(0,)) bazis vektorlarni olib, ¢* eksponensial
matritsaning ustunlari bo‘lgan sistemaning ikkita e ()= (1,0), e,() = (1.))
yechimlarini hosil gilamiz.

6.3. Chiziqli differensial tenglamalar

u(?) boshgariladigan obyektning 7=[r,s,] vaqt oralig’ida berilgan
gandaydir joiz boshqaruvi bo‘lsin.
x = Ax+u(f) (6,1)

differensial tenglamani qaraymiz. Bu tenglamaning o‘ng tomoni te/ va
xe R" ning barcha giymatlarida aniglangan.

Agar bu tenglamadagi «(s) funksiya /=1,,s] vagt oralig’ida uzluksiz
funksiya bo‘lsa, u holda oddiy differensial tenglamalar kursidan
ma’lumki, har ganday x(,) = x, boshlang‘ich shart uchun (6.1) tenglamani
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qanoatlantiruvchi yagona yechim mavjud bo‘lib, bu yechim ixtiyoriy

tet,,4,] uchun

I
x(f) = RENTS X, + J‘e(l—S)/\u(S) ds (6.7)
fo
Koshi formulasi bilan beriladi, shu bilan birga bu yerda integral Riman
ma’nosida bo‘lib, x() yechimning o‘zi uzluksiz differensiallanuvchi
funksiya bo‘ladi.
Ammo 2-misol (4-ma’ruza) da oddiy chiziqli tezkorlik masalasidagi
u(s) optimal boshgaruv ham uzluksiz funksiya bo‘lmasligi ko‘rsatilgan
edi. Ko‘rsatilgan misolda «(r) optimal boshqaruv bo‘lakli uzluksiz
funksiya edi. «() bo‘lakli uzluksiz funksiya uchun (6.7) formuladan u()
funksiya uzluksizligi saglangan har bir kesmada foydalanish mumkin.
Natijada bo‘lakli sillig x(r) yechimni hosil gilamiz, ya’ni x(r) funksiyaning
0°zi uzluksiz, ammo uning hosilasi #() bo‘lakli sillig (19-chizma).

POy
e

t

0 ty ™ T T T ko

19-chizma

Ammo optimal boshqaruv bo‘lakli uzluksiz funksiya bo‘lmasligi
mumkin. Shuning uchun optimal boshqaruv nazariyasining chiziqli
tezkorlik masalasida joiz bosharuviar sifatida o‘lchovli funksiyalar

qaraladi. Umumiy holda, har qanday «(s) joiz boshqaruv
ko] <[v]

bahoni ganoatlantiradi. Lebeg integralining 2-xossasiga ko‘ra (qo‘-
shimchadan D6 bo‘limni qarang) =(s) funksiya Lebeg ma’nosida integ-

rallanuvchi bo*ladi.
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Agar x(r) funksiyaning /={1,,5,) vaqt oralig’ida deyarli barcha re s lar
uchun uning Lebeg ma’nosida integrallanuvchi i) hosilasi mavjud va
barcha (e lar uchun

(0= x(t,) + [#(s)ds

shart bajarilsa, ya’ni x() funksiya o‘zining i(+) hosilasi bilan bir giymatli
tiklansa, x(s) funksiya /=[t,,¢4) vaqt oralig’ida absolyur uzluksiz deyiladi.
Har ganday bo‘lakli sillig funksiya absolyut uzluksiz funksiya bo‘ladi.
Har ganday «(r) joiz boshqaruv, ya’ni Lebeg ma’nosida integralianuvchi
u(ry funksiya, va ixtiyoriy x(,)=x, boshlang‘ich shart uchun (6.1)
differensial tenglamaning x() yechimini aniglash mumkin. Ammo bu
holda x() yechim uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo‘lmasdan
fagatgina absolyut uzluksiz funksiya bo‘ladi.

1-teorema. (6.1) differensial tenglamadagi u() funksivar=[,.s}
kesmada Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘lsin. U holda har qanday
x(t,)=x, boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi (6.1) tenglamaning
yagona absolyut uzluksiz x() yechimi mavjud bo*lib, bu yechim ixtiyoriy
relt,,1,] uchun (6.7) Koshi formulasi bilan anigfanadi va bu formulada
integral Lebeg ma’nosida tushuniladi.

Isboti. Bevosita tekshirish bilan (6.7) formula bilan berilgan x(r)
funksiya (6.1) differensial tenglamani ganoatliantirishini ko‘rish mumkin.
Haqigatdan ham ¢=¢, bo‘lganda x(,)=x, boshlang‘ich shart bajarilishi
ravshan. Keyin eksponensialning xossasidan foydalanib, x(¢:) funksi-
yaning hosilasini hisoblaymiz.

i) = 46" A5y +u(t) + IAe("’)‘u(s)ds =

fa

=A| ey & J.e("’”\u(s)dr +u(t) = Ax(t) + u(r)

Bu ifoda (6.1) differensial tenglamaning o‘ng tomoni bilan ustma-ust

tushishi ko‘rinib turibdi. Shuning uchun x(«) funksiyani (6.1) differensial
tenglamaning o‘ng tomoniga qo‘yilganda
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X(t) = Ax(r)+u(r) (6.8)

tenglikni hosil gilamiz. Hosil gilingan tenglik deyarli barcha refr,,r,] lar
uchun bajariladi, chunki absolyut uzluksiz x(:) funksiyaning #(:) hosilasi
deyarli barcha re[r,,] lar uchun mavjud. Uzluksiz differensiallanuvchi
x(¢) klassik yechim (6.1) tenglamani barcha ¢ lar uchun ayniyatga
aylantiradi. Birog (6.8) tenglik deyarli barcha ¢ ez, lar uchun bajarilsa,
absolyut uzluksiz x() funksiya (6.1) differensial tenglamaning yechimi
deyiladi.

Agar u(r) joiz boshgaruvni ayrim olingan nugtalarda yoki o‘lchovi nolga
teng bo‘lgan to‘plamda o‘zgartirsak, u holda (6.8) tenglik saglanadi va
x(¢) funksiya (6.1) differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi. Umuman
(6.8) tenglik saqlanadi, chunki «() funksiya (6.7) formulada integral
belgisi ostida bo‘lganligi uchun, integral belgisi ostidagi funksiyani
olchovi nolga teng bo‘lgan to‘plamda o‘zgartirish natijasida Lebeg
integrali o‘zgarmaydi.

x(r) yechimni yagonaligini ko‘rsatishimiz qoldi. Teskaridan faraz
gilamiz, ya’ni ikkita x() va »() absolyut uzluksiz yechimlar bir xi
x(t,) = (s,) = x, boshlang'ich shartlarni ganoatlantirsin. » vagtning shunday
birinchi momentiki, bu nuqtada x() va @ yechimler ajralsin (20-
chizma).

] 0]

1
1
1
L]
L]
1]
]
4

20-chizma

£[4] <1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi yetarlicha kichik £>0 sonini
tanlaymiz va [r.7+£] vaqt oralig’ida ()= x(5)- y() funksiyani qaraymiz.
(e va y(@) funksiyalar (6.8) tenglikni qanoatlantirganiigi sababli deyarli
barcha relt,,4,] lar uchun
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(1) = X(t) = y() = Ax(e) — Ay(t) = A(x(t) — ¥(1)) = A=z(0)
munosabatni hosil gilamiz. Bu munosabatni [z,/]1 kesmada integrallab,
2(1) = [ Az(s)ds
tenglikni hosil gilamiz, chunki z(z)=0.

shu sababli r<r<r+s kesmada

=)= ‘jAz(s}ds-H < [ 4z(s)ds <

<l el < - A] max J=0) < mas [0

rErrie TEISTAE

munosabat o‘rinli. z¢) funksiya [r,z+¢] kesmada uzluksiz bo‘lganligi
uchun , u bu kesmaning gandaydir " elr,7+£] nuqtasida o‘zining
maksimumiga erishadi. Hosil gilingan munosabatda =" deb olsak,

sl <z}

ziddiyat hosil bo‘ladi. Shu bilan x(¢) yechimning yagonaligi o‘rnatildi.
Teorema isbotlandi.

Eslatma. 1-teoremada (6.1) tenglamaning =x(r) yechimi uchun
boshlang‘ich shart [r,,,,], kesmaning chap gismida berilgan bo‘lsa, y’ani
t, nugtada x(r,)=x,, bo‘lib x(v) yechim (6.7) Koshi formulasi bilan
beriladi. Agar boshlang‘ich shart [,,+], kesmaning o‘ng gismida berilgan,
y’ani ¢, nugtada x(;,)=x, bo‘lishi mumkun. Shuning uchun bu holda ham
x() yechim mavjud va yagona bo‘lib, u yana

x(f)=e“"x + I " u(s)ds (6.9)

Koshi formulasi bilan beriladi.
Bu mulohaza 1- teorema isbotlanganidek tekshirilishi mumkin
(kitobxonga bu narsani mustagqil bajarish ta’vsiya etiladi).
4-misol. »=2 bo‘lsin
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x=u(t)

tenglamalar sistemasining [6,2] vaqt oralig’ida x(0)=x, =(L1) boshlang‘ich
shartni qanoatlantiravchi yechimini toping, bu yerda u(s) funksiya

1,1), agar0<t<1 bo'lsa
"m={(1, ~1), agar 051 <2, bo'lsa
formula bilan berilgan.
Berilgan holda 4=0 bo‘lib, ¢ = £ bo‘ladi (1-misolga qarang) va (6.7)
Koshi formulasi

x(t)=x, +J'u(s)d.s

fa
ko*rinishni oladi. u(f) funksiyani integrallab,

® (41141, agar 0<t <1, bo'lsa
X =
(1+t3—1t), agar 1<t <2, bo'lsa

yechimni hosil gilamiz. Bu yechim bo‘lakli silliq bo°lib, uning hosilasi
t=1 nuqtada uzilishga ega. Bu yechim x=(s',x")eR* o‘zgaruvchining
holatlar tekisligida 21-chizmada tasvirlangan.

A g2
(1)
| | R i
]
]
]
|
:
S LTI
0)=2, ! =2)
] ' 1 x
] ) ' s
(1] i 2 3

21-chizma
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S-misol. «(r) bo‘lakli uzluksiz bo‘lib, [0,#] vaqt oralig’ida

j- (0,1), agar 0<r<Z bo'Isa,
u(t) = (' (), 12 (6)) = 2

(~1,0), agar % <t<xm bo'lsa
shart bilan berilgan ushbu

=2 +u' (),
{ 2 =—x' +u*@) (6.10)

tenglamalar sistemasining x(0)=(10) boshlang‘ich shartni qanoatlan-
tiruvchi yechimini toping.
(6.10) tenglamada A:(Ol :)] ekanligi ravshan. Bu matritsaning

eksponensiali 2-misolda hisoblangan bo‘lib, u
u _ [ cost sin¢
¥ —sinf cost)’

Bu ifodani, ¢, =0, x(0) ={1,0) boshlang‘ich shartlarni va () funksiyani
Koshi formulasiga qo‘yib, barcha re [0,%] lar uchun

. ! o S /o
x(():n( colst sxnt\(1\+ ( cols(r s)  sin(f s}] 0 _
\—sinf costJLDJ ;,L—sm(r —35) cos(r—s) L1

cost ) 4 sin(t—s)) [ cost ] (l—cost\ (1
= e H s = E + i =
—smtJ 7\ cos(f —s5) —sin# sin¢ /' L{)

Xuddi shu kabi u(») funksiyani va x(§)=(l,0) boshlang‘ich shartni (6.7)

2

Koshi formulasiga go‘yib, ¢ e[z.x] uchun
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x(t)=

={-5) (S,
REPRED

S S

lms[‘_%]\ £(—cos(t—s)
- e

—sin[."—il +§ sm(t .s')

[sm(t) \2( cos(¢) J ( sinf + cost ]

—cos(t)J kl —sin(r)] \1—cost—sinz

yechimni hosil gilamiz. Nihoyat
J (1.0), agar 0=t =< %,ba‘!m,
x(f)

A A n
(sint +cost,1+ cosf —sin t’)agari <t<nbd'lsa

yechimga ega bo‘lamiz.

Bu yechim absolyut uzluksiz funksiya bo‘lib , u bo‘lakli sillig ammo
uzluksiz differensiallanuvchi funksiya emas. Uning #() hosilasi (=2
nuqtada uzulishga ega. Yechimning tasviri (x',x*) e &* holatlar tekisligida
22-chizmada berilgan.

0 L) =20)=x

22-chizma
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6-misol u(¢) bo‘lakli uzluksiz bo'lib,

u(t) =(u (), (1)) = {‘ Bon Tapm O SLbpicad
(0,1), ogarl<t<2ba'lsa
shart bilan berilganda
- [#' =x? 42,

[.\"2 =u?

tenglamalar sistemasining {02] vaqt oralig’ining o‘ng qismidaxz, *
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

A=[§ :]] matritsaning eksponensiali 3-misolda hisoblangan bo®lib, u
et =[; 3 ko‘rinishga ega. Bu ifodani va x(2)=0 shartni (6.9 formulaza

qo‘yib,

o

xm:j[: z-s](u'(s))ﬂlv

0 1 \z'())

ifodani hosil gilamiz. Bu ifodaga «(:) funksiyani qo‘yib , integrailashdzn
so‘ng,

1<t<2  bo‘lganda, x(z)=(-’i'--2r+2,z—zJ va 0=:<1 bo'lganda
3 At

N=|-t+=, -1

X()( vE J

yechimni hosit qilamiz. x(z) yechimning tasviri '.x*)e&® holatiar
tekisligida 23-chizmada berilgan.

o o
=2)=0 !

8 12. 1 g
' 1
=(f) '
i '
’ 1
. '

—_ffm—————

(1) =M

23-chizma
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6.4 Masalalar
1. 4 va B ixtiyoriy nxn o‘lchamli matritsalar bo‘lsin.
4 » Ar8

e’ e =2

tenglik doimo bajariladimi?
2. Quyidagi 4 matritsalar uchun e* eksponensiallarni

hisoblang:
b} 20

010 0 0 1
3)jo o 1, 4o 1 0
0 0 0 1 0 0
(0 1 0 -0 A1 0 - 0
001 -0 011--0'
5)|- = = ==L 6)]- - - |
0 0 0 -1 00 0 -1
00 0 -0, 00 0 - 4]
3. Blok matritsaning eksponensialini hisoblang.

4 0 o f o ] o)
o | 4 [ o] I o
[ B
o 1ol (s

4, Agar 4 matritsa 4 =T""BT ko‘rinishda bo‘lsa, u holda
etA w T—lelﬂT
ekanligini isbotlang, bu yerda T - xosmas almashtirish.
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7-ma’ruza

« Chizigli boshqaruv sistemalarda erishish va boshqarilish to ‘plamlari
ularning asosiy xossalari.

7.1. Erishish to‘plami

Yana holati
X=Ax +u 7.1)

chiziqli differensial tenglamalar sistemasi bilan yozilgan boshqariladigan
obyektni qaraymiz, bu yerda joiz boshgaruvlar sinfi 7=[s,,] vaqgt
oralig’ida Lebeg ma’nosida integrallanuvchi barcha u()eU.U e Q(R™)
funksiyalardan va a, e Q(R") boshlang‘ich to‘plamdan iborat bo‘lsin.
Barcha u(t) joiz boshqgaruvlar bo‘yicha (7.1) tenglamaning yechimlari
yordamida nugqtalaming a7, boshlang‘ich to‘plamidan 7=y,.s,] vaqt
oralig’ida erishilishi mumkin bo‘lgan Rr- fazoning barcha nuqtalari
to‘plamiga vaqtning r momentidagi erishish to ‘plami deyiladi va Xx()
bilan belgilanadi.

Shu sababli, x() erishish to‘plami barcha {x(-)} ko‘rinishdagi nuqtalar
to‘plamidan iborat, bu yerda x()- (7.1) tenglamaning u() joiz
boshgaruvlga mos =x(,)eM, boshlang‘ich shartni gqanoatlantiruvchi
yechimi (24-chizma).

24-chizma
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Erishish to‘plami albatta 4 matritsaga, chegaralovchi ¢ to‘plamga,
holatlarning boshlang‘ich A1, to‘plamiga va 7=[1,] vaqt oralig’iga
bog‘lig. Erishish to‘plamining ba’zi xossalarini ko‘rib o‘tamiz.

1-xossa. x() erishish to‘plami

X () ="M, + [ MUds (7.2)

ko‘rinishga ega, bu yerda e'*MM, - M, to‘plamning &M chizigli
akslantirishdagi obrazi (2-ma’ruzaga qarang), integral belgisi ostida
barcha s €t,,#] lar uchun &'~ chizigli akslantirishdagi v to‘plamning
obrazidan iborat ko‘p giymatli akslantirish o‘rin olgan.

Isboti. Bu xossaning isboti

x(t) = """ x(1,) + Ie("‘)‘ u(s)ds

/]

Koshi formulasidan (6-ma’ruzaga qarang) va erishish to‘plami ta’rifi,
chizigli almashtirishda to‘plamning obrazi, to‘plamlarning algebraik
yig‘indisi (2-ma’ruzaga qarang), ko‘p qiymatli akslantirishlarning Lebeg
integrali (5-ma’ruzaga qarang) kabi tushunchalardan bevosita kelib chigadi.

2-30ssa. Erishish to‘plami r” fazoning bo‘sh bo‘lmagan kompakt
qism to*plamidir, ya’ni x(;)e (r")

Isboti. Bu xossaning isboti (7.2) formula va ko‘p qiymatli
akslantirish integralining bo‘sh bo‘lmagan kompakt to‘plam bo‘lishi (5-
ma’ruzaga qarang) tushunchalaridan bevosita kelib chigadi.

3-xo0ssa. Agar boshlang‘ich A, qavariq to‘plam bo‘lsa, u holda x()
erishish to‘plami ham gavariq to‘plam bo‘ladi.

Isboti. Bu xossaning isboti (7.2) formula va ko‘p giymatli aks-
lantirish integralining qavarigligi (5-ma’ruzaga garang) tushunchalaridan
bevosita kelib chigadi.

4-xo0ssa. Erishish sohasining tayanch funksiyasi

X, ¥) = eMy, e )4 [o(U, 4 s (7.3)

ko‘rinishga ega.
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Isboti. Bu xossaning ibott haen 0/ %5 lonigil /
siyalarning xossabii va tcoremadan Coovn g o 4
kelib chigadi.

Hagiqatdan ham, (7.2 tenphiboing: o oge v chigs o))
funksiya olib, sanab o' Glpan Gaktlaedion yelaliont, (7 4
gilamiz.

S-xossa. 7= 4] vage oralig g wennlige, yong 0o 4/,
holda v erishish to*plami faqat ket vzvnligan o g beap

Xy =™ M |. Wity
a
ko‘rinishga ega.
Isboti. Har ganday muayyan olingan w()« i/ boshagariy
differensial tenglama avtonom emas chunki chegaralovehi o e ooz
o‘zgarmas bo‘lib, boshaariladigan

= dAx +u, uelU

Obyekt butunlay avtonom differensial tenglamalar sistemasi ko‘rin:
ega. Bunda eng muhimi vagtning gandaydir s, momentidan
boshlanganligidir. X¥() erishish to‘plami faqat r=/-s vaqt o
uzunligigagina bog‘liq. (7.3) formuladagi integralda ;- s = ¢ belgilash ki

r-1o

IC(U e y)ds = fc(U e w)(-da)= _‘-c(U e yr)da s
tenglikni hosil gilamiz. Endi bu tayanch funksiya bo‘yicha gavarig
kompakt to‘plamni tiklab

-ty

je“'”"Uds = Je""Uda

‘ [

tenglikka kelamiz. 7=(—1, va (7.1) formulani hisobga olib (7.4) tormulant

hosil gilamiz.
6-xo0ssa. c(X(t),r) tayanch funksiya r.r-s, kesma veunligining
funksiya sifatida
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KO =My o™ ) + [ (U, w)ds (7.6)

ko‘rinishga ega.

Isboti. Bu formulaning isboti ayon. Buning uchun (7.3) formulaning
barchasida o‘zgaruvchini almashtirish yoki (7.4) formulaning chap va
0‘ng gismlaridan tayanch funksiya olish yetarli.

7-xossa. X (t) erishish to‘plami ¢ argumentga uzluksiz bog‘lig, ya’ni
X()- I —R” ko'p giymatli akslantirish Xausdorf metrikasi bo‘yicha
uzluksiz.

Ishoti. (7.4) formulaga ko‘ra x(¢) erishish to‘plami r=¢-¢, kesma
uzunligiga bog‘liq emas. Haqigatdan ham, 3-teoremaga ko‘ra (5-ma’ruzaga
qarang) ko‘p qiymatli akslantirishdan olingan integral integrallashning
yuqori chegarasi bo‘yicha uzluksiz, €**M, akslantirish esa €™ uzluksiz
chizigli almashtirishdagi M, to‘plamning obrazi (4-ma’ruzaga qarang)
bo‘lganligi. uchun uzluksizdir. Demak X(#) almashtirish ikkita uziuksiz
ko‘p qgiymatli akslantirishlar yig‘indisidan iborat bo‘lgani uchun r ga
uzluksiz bog‘lig. Agar vagtning boshlang‘ich ;, mahkamlangan bo‘lsa, u
holda x() erishish to‘plami ¢ =, + argumentga uzluksiz bog‘lig.

Erishish to‘plami optimal boshgaruv nazariyasida fundamental
ahamiyatga ega. Kelgusi natijalarning barchasi uning xossalariga
asoslangan. Bu xossalar uchun eng ahamiyatlisi shundaki joiz
boshqaruvlar sinfi sifatida barcha mumkin bo’lgan u(t)eU o'lchovli
funksiyalar, ya’ni har qanday [£.7] chekli vaqt oralig’ida Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi funksiyalar tanlanadi. Xuddi shu sinfda ko‘p
qiymatli akslantirishning integrali, va demak erishish to‘plami bo‘sh
bo‘lmagan gavarig, kompakt to‘plam bo‘ladi.

7.2.Boshgariluvchanlik to‘plami

X@ erishish to‘plamidan fargli, yana bir to‘plam r¢) boshqariluv-
chanlik to‘plamini garaymiz.

Barcha u(s) joiz boshqaruvlar bo‘yicha (7.1) tenglamaning yechimlari
yordamida 1=[s,,,) vaqt oralig’ida nuqtalarning so‘nggi M, to‘plamiga
keltirish mumkin bo‘lgan &" fazoning barcha nuqtalari to‘plamiga
vaqtning + momentidagi boshgariluvchanli to ‘plami deyiladi va y(,) bilan
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belgilanadi. Shu sababli, r¢) boshqariluvehanlik 1o!plan bt Lo,
ko‘rinishdagi nugqtalar to‘plamidan ibormt, bu yerds .o, (71
tenglamaning u(r) joiz boshqaruvlga mos traycktoriyaning o‘ng o
x(t,) e M, so‘nggi shartni qanoatlantiruvchi yechimi (25-chizmi).

i TP

G

1

25-chizma

Har bir yechim

I(l) = e(l—l.).\x(tl ) + j’e(l-s).\u(s)dg =

!

=e“Ax(h) + [ [~u(s))ds

Koshi formulasi (6-ma’ruzaning (6.9) formulasiga qarang) bilan
berilgani uchun r(;) boshqariluvchaniik to‘plami

Y =e‘("")"}\lI +‘I.e("’)“ [-Ulds 7.7)

ko‘rinishga epa. Agar M, qavariq to‘plam bo‘lsa, u holda r@

boshqariluvchanlik to‘plami ham  vaqtga nisbatan uzluksiz, bo‘sh

bo‘lmagan gavariq kompakt to‘plam bo‘lishi yugoridagidek isbotlanadi.
¥ boshgariluvchanlik to‘plamining tayanch funksiyasi
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v ‘u

e (O,p) = (M, W )+ fe(Usm e M s (7.8)

ko‘rinishga ega.

r=[1,r,] vaqt oralig’ining uzunligi, ya’ni r=¢ -+ bo‘lsin. U holda r(
boshgqariluvchanlik to‘plami fagat kesma uzunligi = ga uzluksiz bog‘lig
va

Y(t)=eM, + [e[-Ulds 79
[}
uning tayanch funksiyasi esa
(Y (1y) = c(M,,e™ W)+ [ U= e yyds (7.10)

bo‘ladi.
Y(#) boshqariluvchanlik to‘plamining hamma xossalari X(¢) erishish
to‘plamining isbotlangan 1-7 xossalaridek ko‘rsatiladi.

Yuqorida sanab o‘tilgan x() erishish va r() boshqariluvchanlik
to‘plamlarining xossalari ixtiyoriy 4 matritsa va ixiiyoriy bo‘sh
bo‘lmagan kompakt U,M,, M, e Q(R")to*plamlar uchun, ya’ni ixtiyoriy
boshgariladigan (7.1) chizigli sistemalar uchun o‘rinlidir.

1-misol. /=0 matritsa uchun x() erishish va ¥(:) boshgariluvchanlik
to‘plamlarini (7.4) va (7.9) formulalar bo‘yicha hisoblab mos ravishda
quyidagi:

X@)=M, +I Uds = M, +wmonvU,
°
Yty =M, + I(_U)ds =M, +reonv(-U)
a

ifodalarni hosil gilamiz (5-ma’ruzadagi o‘zgarmas to‘plamni integrallash
hagidagi 3-misolga qarang).
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Hususiy holda o 2 v o do plaan ¢ 4, 1)
topgan boisin (20-chima)

Vi

i
/FI‘.,

26-chizma

Agar M,={0} bo‘lsa, u holda x() erishish to‘plami uzinlizi -=:—
bo‘lgan ixtiyoriy [,,1] vaql oralig’ida X()={xe R*:x' =z lx*|=7; kezmz
iborat. Agar o, = {0} deb olsak, u holda r(:) boshqariluvchanlik 1o°z!
uzunligi r=¢-r bo‘lgan [,1,] vaqt oralig’ida kesmadan ibore
chizmada shu bilan birga ikkita muayyan trayektoriyalar keltiriigan. =+
yechim M, ={0; nuqtani kattaligi r ga teng vaqtda x() to‘plamning
ixtiyoriy nuqtasiga, u(:) yechim esa M, ={0} nuqtani kattaligi - ga isng
vaqtda (- to‘plamning qandaydir nuqtasiga o‘tkazadi.
Eslatma Boshlang‘ich i to‘plamda r=r—, vagt oralig’ida .

erishish to‘plamini hisoblashda asosiy giyinchilik s, = {0y kordinazz
boshidan erishish to‘plamini, y’ani

X(1,{0}) = ]e"'m.{c 710
a

to‘plamni  hisoblashdir ((7.4) formulaga qarang). Ixtiveriy o

boshlang‘ich to‘plamdan erishish to‘plamini o3¢, Go'shiluvehing
go’shish bilan hosil gilinadi. Masalan, agar A, yapona {y) ungtadan
iborat bo‘lsa, u holda har bir » uchun X (0D to‘plamnt o 4, velioiea
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.

- Hudg: shunday ish () boshqariluvchanlik to‘plami

zmini yoki ¥(n boshqariluvchanlik hisoblashda,
iz to'plamlar bo‘lsa u holda dastlab (7.6) yoki
k2 ulamning tayanch funksiyalarning hisoblash
Amksival bo‘yicha x() yoki Y(n qavarig

lozim.
ming (1-ma’ruzadagi 2- misolga garang) holatini

sstemz wohun boshlang‘ich M, = {0} to‘plamdan 0<r<s bo‘lganda x()

zo'plamini toping, bu yerda boshqaruluvchi kuchga lv(t)]ﬂ

sh qo'yilgan.
istemani (7.1) standart ko‘rinishdagi sistemaga keltirish uchun
=(2,») vektor boshqaruvini aniqlaymiz. Bunda v to‘plam &

lzzlzr fazosida

U={ueR*:u =0,!u2!51}

k=zmedan iborat bo‘ladi. Uning tayanch funksiyasi
U, yp) = Ew']

S o 1
ko‘rinishga ega. /1=[_I UJ uchun qaralayotgan sistemaning e'* ekspo-

nznsiyali 2-misolda (6-ma’ruzani qarang) hisoblangan bo‘lib, u
7! (cost sint)
M =
\—sinz cos¢ /"

Endi crishish to‘plamining «(X().p) tayanch funksiyasini hisob-
laymiz. (7.6) formulaga 4, va ¢ laming qivmatlarini qo‘yib, sodda

hisoblashlardan keyin



(X (t),p) ﬂr//'.';in.'; vy’ s el

ifodani hosil qilamiz. R* tekislikdagi ixtiyoriy v by o) verios
koordinatalarida

y =cosa, ¢/ =sine, O<eesis 12)

kabi tasvirlash mumkin. Shuning uchun c(x(),w) tayanch funkziyz wooos
c(X(t)w) = hsin(a +s)ds = “j lsin g6 (7.3
o «

ifoda hosil bo‘ladi.
Demak, tayanch funksiyani hisoblash uchun sng fumksizz
integrallashni bilish lozim (27-chizma).

1 1sn6}
- '0 T 2% aw
27-chizina
Budavri » gateng bo‘lgan davriy funksiyadir. 'siné; fUIL"'_ 25 §
da integrallash natijasida ham g parametrga bog‘liq davri - ggenz oo izan

funksiya hosil bo‘lib, u

Ibmﬁh’ﬁ ]-f--‘ -cos F- %- (2L

formula bilan beriladi, bu yerda [fj-] bilan £ senining bums s

belgitangan (28-chizma).
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4 -----------------
1
1]
e :
] 1
2 p----- ! i
; : :
1 ------ 1] 1 1
T A
0 Z x 3% 7
2 2
28-chizma

Bu matematik analizning murakkab bo‘lmagan masalasi bo‘lib,

o‘quvchilarga mustaqil hal qilish havola gilinadi.

(7.14) formuladan foydalanib, (7.13) tayanch funksiyani hisoblaymiz.
Hisoblash o<zx~ parametming giymatlariga bog‘liq ravishda to‘rtra

qismga ajrznlishi. anigroq aytilganda ¢ burchak chizmadagi (29-chizma)

10°ta sek-torlardan gaysi biriga tegishli ekanligiga bog‘liq tarzda amalga

oshirilishi mumkin.

Hisonlashlarni bajarib, tayanch funksiya uchun quyidagi :

{ (t—cost)cosa +sinzsina, ager 0S@<7—7 bo'lsa,

- | 2+({+cost)cosa —sinrsing,
iy (cost—1)cosa —sinzsina,
| 2—(l1+cos7)cosa +sinrsina,

agar 7—r<a <z bo'lsa,
agar 7 <& S27~71 bo'lsa,
agar 27—T<a=2m bo'lsa

’
\')

izni olamiz. Demak,(7.12) formulalar bilan berilgan ¢ vektorning
i sektorga tushishiga bog liq ravishda tayanch funksiya uchun turl
fodalarni hosil gilamiz. Nihoyat (7.12) formulani va [y]=1 tenglikni

e’Iloorga olib,
{ (1—cosry! +sinz- ://’, agar w e ! bo'lsa,
‘>wl+(11 cosT)pt —sinz -y, agar w &1l bo'lsa, _
(X, vy = (cost =Ny —sinz-yr*, agary: € lll bo'lsa, (7'13)
fi~ (1 +cos )y’ +sinr-y’. agar y € [i7b0 Isa

ifodani hosil gilamiz.
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P
T (a7 z!
T~ T
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29-chizma

v vektor I va III sektorlarda bo‘lsa, u holda tayanch funksiya mos
ravishda bittadan

(I-cost,sint), (~l+cosz, —sinr)

nugqtalardan ijborat to‘plamlardan, , vektor I va IV sektorlarda bo‘lsa, u
holda tayanch funksiya mos ravishda

S;(1+cosz, —sint) , S,(~1—cosz, sint) (7.16)

doiralardan iborat. (7.15) tayanch funksiya bilan berilgan Xx() erishish
sohasi ikkita (7.16) doiralarning kesishmasidan iborat bo‘lib, 30-
chizmada tasvirlangan.

r=z bo‘lganda c(x(, +x),w) tayanch funksiya II va IV sektorlarda

o‘zgarmas 2|y} qiymatni qabul qgiladi, I va III sektorlarda buziladi.
Shuning uchun

X(t, +7)=5,(0

tenglikka ega bo‘lamiz.
31-chizinada ¢ =r-¢, vaqt uzunligining 0 dan z gacha ortishida x¢)

erishish sohasining dinamikasi ko‘rsatilgan.
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[ SInT |- —,
I\ \
1A N\
N \
== "l‘:mf'r I N lscosT
=72 -1\ if O 1-cosT 1M ; 2
N ]
N A
\\ \\‘
——-8InT ~———— ¢ |
-1t

X(M)=5:(0)

31-chizma

q i =22
3-misol. { P, bs
boshqariladigan sistema uchun so‘nggi M, ={o} to‘plamga bosh-

qariladigan 7() to‘plamni toping.
Yana u=('«?)=(0,v) belgilash Kkiritib, berilgan sistemani (7.1)

ko‘rinishdagi standart shakiga keltiramiz. Shuning uchun
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U=weR:u' =0, i'n:|:l
to‘plam r* fazoning kesmasi bo‘lib, uning tayanch funksiyasi
o, ¥) =l

ko‘rinishga ega.

A=[" ;) matritsaning esponensiali 3-misolda (6-ma’ruzaga qarang)

0
‘“_IF
“ lo

hisoblangan bo‘lib, u

ko‘rinishga ega. Bu ifodani (7.10) formulaga qo‘yib r=r -+ kesma
uzunligiga bog‘liq bo‘lgan r() boshqaruvchanlik to‘plamining tayanch
funksiyasi uchun

)= Jly's-vfis 7.17)

ifodani hosil qilamiz. (7.17) formulada integral belgisi ostida chizigli
funksiyaning moduli o‘rin olgan. Bu integralni hisoblash to‘rtta holga
ajraladi.

1. Agar barcha 0<s<r lar uchun yis—y? 2 0, tengsizlik bajarilsa, u holda

(Y (0)¥) =%r’w' -1y’ (7.18)

ifoda hosil bo‘lishi ayon.
2. Agar barcha 0<s<< lar uchun y2s-y? <0, tengsizlik bajarilsa, u holda

c(Y(t),(//)=—%rzv/'+ﬂ//1 (7.19)

ifoda hosil bo‘lishi ayon. )
3. Aytaylik 0 < s* <7 mavjudki, uning uchun y's*—p* =0, va p' > o.bo‘lsm.
U holda integral belgisi ostidagi funksiya 32 —chizmada tasvirlangan
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grafikka ega bo‘ladi, va (7.17) formuladagi integralni [0,s*] va [s*7]
kesmalarda alohida hisoblash mumkin. Natijada

242
X O = (‘;3 soriy -y (7.20)

ifodani hosil gilamiz.
4. Huddi shuningdek y' <0 hol uchun

1432
) Irzwl oyt (721)

(YO, p)=~ Ny

ifoda hosil bo‘ladi.

T 1wis—y2l

~is 2 Plg—1h2

e ———
vy

32-chizma

' 33.-chi'zmada ta’svirlangan r() qavariq kompakt to‘plamning tayanch
ﬁ}n?(snyast (7.18)-(7.21) formulalar bilan berilishiga ishonch hosil gilish
qiyin emas. Bu r() to‘plam ikkita

l_l s 1.4 1 1
X =t —E(x +1), x'=—511+1(x2—r)1

parabolalar bilan chegaralangan. Kitobxonga mustagil tekshirib ko‘rish
havola gilinadi.
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Aol

Ti= _%T? *"%[23’—?}.‘

v B 2
Ti=5T z(:l:-n')

33-chizma

34-chizmada r=¢-: vaqt uzunligining r() boshgariluvchanlik
to‘plamiming dinamikasi ko‘rsatilgan.

zi=—4 (21! T i
—_ z 3
Y (3)
Y(2) f

2
% Hl
£
_.-/ (%]
PR T
'q‘-

34-chizma
7.3.Masalalar

1. Boshqariladigan
[ i =x?
< ’ 0
£2 =—x 4 v, 51 (7123
sistema uchun ¢> 7 bo‘lganda boshlang‘ich A, = {0} to‘plamdan v
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erishish to‘plamini toping.
2. Boshqariladigan (7.22) sistema bilan so*nggi M, ={0} to‘plamga

Y(s) boshqariluvchanlik to‘plamini toping.
3. Boshgqariladigan

=1 _ .2
s (7.13)

2 =v,05v<1

e,

sistema uchun boshlang‘ich M, = {0} to‘plamdan X () erishish to‘plamini

toping.
4. Boshgqariladigan (7.23) sistema uchun boshlang‘ich

Mo =fx}={(0.1))

to‘plamdan X (z) erishish to‘plamini toping.

5. Boshgqariladigan (7.23) sistema bilan so‘nggi M, ={0} to‘plamga
Y(r) boshgariluvchanlik to‘plamini toping.

6. Boshqariladigan

#=x*+d,
{J‘rz =—x'+u*, ue S (0) (7.12)

sistema uchun boshlang‘ich

Mo ={xe R :Jx|< 2,27 =0}
to‘plamdan X(z) erishish to‘piamini toping.
7. Boshqariladigan

{ =x?+d .

#=—x' 4+, uef-v,v}

sistema beriigan bo‘lib, bu yerda v € R?* qandaydir mahkamlangan vekitor.
t=xz bo‘lganda so‘nggi
My={ee R2:x' =0, 1}
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to‘plamga Y(r) boshqariluvchanlik to‘plamini toping.

8. Agar M, ={0} bo‘lib, U/ to‘plam simmetrik, y’ani har qanday weU
bo‘lganda —u4ec/ mansublik bajarilsa, u holda ixtiyoriy (7.1)
boshgariladigan sistema uchun X(r) erishish to‘plami doimo simmetrik
bo‘lishini isbotlang.

9. M, ={x,} hol uchun exishish to‘plamining ¢(X(z),) tayanch funksiyasi
ixtiyoriy mahkamlangan e R"” vektor uchun rvaqi bo‘yicha doimo
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lishini isbotlang.

10. Agar M, ={0} va 0el/ bo‘lsa, u holda Xx(r) erishish to‘plami trvaqt
bo‘yicha kengayishini, yani #'<#” bo‘lganda X(r) = X(:"ymansublik
o‘rinli ekanligini isbotlang.

11. . Agar M,={0} va 0eU bo‘lsa, u holda Y(¢) boshgariluvchanlik
sohasi rvaqt bo‘yicha qisqarishini, yani ¢ <" bo‘lganda Y(:)> ¥ (¢")
mansublik o‘rinli ekanligini isbotlang.

8-ma’ruza

o Boshqariluvchanlik masalasi.

o Boshgariluvchanlik hagidagi teorema.

o Integralning ichki nuqtasi hagidagi lemma.

o Chizigli sistemalarning lokal boshgariluvchanligi.
o Lokal boshqariluvchanlikning yetarli sharti.

8.1 Boshqariluvchanlikning umumiy masalasi
X=Ax+u, (8.1)

tenglama bilan yozilgan boshqariladigan obyektni garaymiz, bu yerda
odatdagidek xe R" - obyektning holat vektori, u e R”- boshgaruv vektori,
A— nxn oflchamlik kvadrat mairitsa. Ixtiyoriy of‘lchovli
u(t)elU, Ue Q.(R"‘) funksiyalar joiz boshqaruvlar bo‘ladi. Af,, M, en( ”)
boshlang‘ich va so‘nggi to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Boshgariluvchanlik
masalasi quyidagi da’voni o'rinli ekanligini o‘rnatishdan iborat:
gandaydir [f,,#,] vaqt oralig‘ida aniglangan hech bo‘limaganda bitta u()
joiz boshqaruy mavjud, unga mos (8.1) tenglamaning x(¢) yechimi
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x(t)eM, x(h)eM, (8.2)

chegaraviy shartlarni qanoatlantirsin. Boshqariluvchanlik masalasida M,
to*plamdan M, to'plamga o‘tishda funksionalni baholamasligimizni esga
olamiz.

Agar hech bo‘lmaganda bitta u=u(z) boshqaruv funksiyasi mavjud
bo‘lib, unga mos (8.1) tenglamaning x(¢) yechimi (8.2) chegaraviy shartl-
ami qanoatlantirsa, ya’ni [1.1,] vaqt oralig’ida boshlang‘ich A4, to*plam-
dan so‘nggi M, to‘plamga o‘tishni amalga oshirsa, obyekt M, to‘plamdan
M, to‘plamga I =[r,,1,] vaqt oralig’ida boshqariladigan deyiladi.

Biz ¢: R” > R' funksiyani quyidagi

w(w)=c(Mo, e"""‘""u/)+ co(Myy)+ | r’c(b'.e"“'w}if (83)

munosabat bilan aniglaymiz.
Bosqariluvchanlik hagidagi teorema. A/, va M, gavariq to‘plamlar

bo‘lsin. U holda obyekt M, to‘plamdan A, to‘plamga I=[r,,,] vaqt
oralig’ida boshqariluvchan bo‘lishi uchun, ixtiyoriy e S vektor uchun
boshqariluvchanlik funksiyasi nomanfiy , ya’ni

oly)=0 (8.4)
bo‘lishi zarur va yetarli. O‘z navbatida bu shart
@, =ming{y)=0 (8.5)
weS

shartga teng kuchli.
Isboii. Obyekt A1, to‘plamdan Af, to‘plamga /=[f,,5,] vaqt
oralig’ida boshqgariluvchan bo‘lishi uchun, X (1) ershish to‘plami uchun
X()NM, 20 {8.6)

munosabatning bajarilishi zarur va yetarli. M, gavariq to‘plam va erishish
to‘plamining 3-xossasiga ko‘ra (7-ma’ruzaga qarang) X(#,) to‘plam ham
qavanq to‘plam bo‘lgani uchun, u holda tayanch funksiyalarning 12-
xossasining natijasiga (12-ma’ruzaga qarang) binoan, (8.6) muncsa-
batning bajarilishi ixtiyoriy e S vektor uchun
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(X ()w)+ (M ~w)z0

munosabatning bajarilishiga teng kuchli. Bu ifodaga Xx(r) erishish
to‘plamining r=¢ —¢, bo‘lgandagi (7-ma’ruzaning (7.6) formulasiga
qarang) tayanch funksiyasini go‘ysak, bu ifodaga teng kuchli bo‘igan, har
qanday y e R" vektor uchun bajariladigan

fi~ho

C(Mo,c‘"""]”.w)+ | c'(u,e‘""v/ s+ c(M,, —w)=0
0

munosabatga kelamiz. Ammo tayanch funksiyalarming musbat bir
jinsliligidan (7- ma’ruzaning 1-xossasi) ko‘rsatilgan munosabatni faqat
weR” vektor uchun bajarilishini tekshirish kifoya, bu esa (8.4)
tengsizlikka teng kuchli. (8.3) formuladagi barcha tayanch funksiyalar,
tayanch funksiyalar 13-xossasining natijasiga ko‘ra (3-ma’ruzani qarang)
uzluksiz, S R" to‘plam esa kompakt. Shuning uchun (8.4) shart (8.5)

shartga teng kuchli. Teorema isbotlandi.
Boshgariluvchanlik hagidagi teorema isbotida foydalanilgan (8.6)

munosabat o‘rniga

Mo NY ()= 3,

munosabatdan ham foydalanish mumkin, natijada (8.4) tengsizlikka teng
kuchli tengsizlik hosil bo‘ladi, bu yerda ¥{r) boshqgariluvchanlik to‘plami.

Agar MO,M,eQ(R") to‘plamlar gavariq bo‘lmasa, u holda biz
boshqariluvchanlikning to‘la belgisini hosil gilmaymiz. Bunda (8.1)
obyektni [t,,1,] vaqt oralig’ida boshgariluvchanligining faqat bir tomonga
bajarilishi kelib chigadi va g(y) boshgariluvchanlik funksiyasi (8.4)
tengsizlikni ganoatlantiradi.

o) boshqariluvehanlik funksiyasi faqat r=¢ —¢, vaqt uzunligiga
bog‘liq bo‘lishini qayd etamiz. Shuning uchun ixtiyoriy [r,.,] vaqt
oralig’ining uzunligi z bir xil giymat gabul giladi.

Bosqariluvchanlik haqidagi teorema obyekt boshqariladigan
I=[ty,1;] kesmani topish yoki baholash imkoniyatini beradi. Bayon
etilganlarni misollarda namoyon gilamiz.
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1-misol. (8.1) tenglama

i &)
it =

x4, MSI
ko‘rinishga ega bo‘lib, M, va M, to‘plamlar
My =freR?:x' =5, [*|<1}, M, ={o}

shartlar bilan berilgan bo‘lsin.
Bu holda Af,, M, va U to‘plamlarning tayanch funksiyalari

(M) ==5¢" +|p?|, c(My)=0, cUp)=|?|
ko‘rinishga ega.

0 1 . 4 o o ,
AD:[—! UJ matritsaning eksponensiali avval hisoblangan (6-

ma’ruza- ning 2-misoliga garang) bo‘lib, u

g [ cost sml}
—sin{ cos!)

ko‘rinishga ega. Ixtiyorly ¢ € § c R? vektorni y = (cosa, sina) ko‘rinishda
tanlaymiz. Natijada (8.3) formuladan (8.4) tengsizlik bajarilishi uchun
ixtiyoriy 0<a <2z parametr uchun r =/ -1, bo‘lganda

oY) = pla)=-5cos(a — 7) +|sin(a — 7)| + j]sin(a —s)ds >0
°

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. r=¢ ~¢, 23z bo‘lsa, u holda bu
tengsizlik ixtiyoriy 0<a <27 uchun bajarilishi tushunarli.

Shunday qilib agar [1,,1,] vaqt oralig’ining uzunligi r ga teng bo‘lsa
u holda (8.7) tenglama bilan yozilgan obyekt bu kesmada
boshqariluvchan bo‘ladi.
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2-misol. Boshlang‘ich holati Af, =S_((37.00) va so'nget holan
M, =S,(0) to‘plamlardan iborat bo"igan

S S |
F=xitu, (8.%)
2 =—xt e S

Boshqariladigan sisternani garaymiz. {33-chizm:). Bu sistemant A,

to‘plamdan A, to‘plamga boshqarilishining [7,.4] vaq: oradig’ining
uzunligini aniglash talab gilinadi. r=¢, —¢, bo*lsin.

Niftoi - .
A= S matritsaning eksponensiali

| cos: sint\I
£ .
L.. sinz costl'

ko‘rinishga ega. M,A, va U to‘plamlarning tayanch funksiyalari
c(Myp) =37y’ +afy| . e ) ==alp], cU.p) =]

ifodalar bilan beriladi. Bu ifodalarni (8.3) formulaga go‘yib, quyidagi
ko‘rinishdagi

olw)= 33{:;11 cosT— i sin r)+ 2aly| + oy
boshqariluvchanlik funksiyasini topamiz. Shuning uchun

go=mingly)=7 -7z

munosabat o‘rinli. Demak, (8.8) sistema [7,,4] vaqt oralig’ining uzunligi
r msonidan katta yoki teng bo‘lsa A/, to‘plamdan A7, to‘plamga
boshgariluvchan bo‘ladi va uzunligi 7 sonidan katta bo‘lgan bar ganday
[tet,] vaqt oralig’ida boshgariluvchan bo‘lmaydi.
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35-chizma

Bu hisoblashlarni geometrik nuqtayi nazardan talgin gilamiz. Buning
uchun X(¢) erishish to‘plaminini quramiz. Buning uchun topilgan
natijalami 7-ma’ruzaning (7.6) formulasiga qo‘yib, erishish sohasining
T=4 -1, vaqt uzunligiga bo‘g‘liq bo‘lgan tayanch funksiyasi uchun
quyidagi

o(X(1), ) =3mcost-y' ~3zsinz - w? +(z+ )y

ifodani hosil qgilamiz. Shunday gilib, X() erishish to‘plami markazi
a(r)=(3rcosz,—3xsint) nuqtada, radiusi »(z)=x+z ga teng bo‘lgan
doiradan iborat. Bu to‘plam 35-chizmada tasvirlangan. X () va M, to°p-
lamlarning 7 < bo‘lsa kesishmasligi, r=x bo‘lsa birinchi bor urinishi,
727 bo‘lsa bu to‘plamlar doimo kesishishi chizmadan ko‘rinib turibdi.

8.2. Integralning ichki nuqtasi haqidagi lemma

Demak boshqgaruvchanlikning umumiy masalasi uchun zarur va
yetarli shartlar olindi. Amaliyotda boshgaruvchanlikning ko‘p
uchraydigan xususiy hollardan biri lokal boshqaruvchanlikni garaymiz.
Bu mavzuni o‘rganishda quyidagi lemma talab gilinadi.

Integralning ichki nuqtasi hagidagi lemma. nxn oflchamli 4
kvadrat matritsa, R fazoning ixtiyoriy v vektori va r> 0 soni berilgan
bo‘Isin. U holda

Ueintje” {=vvlds (8.9)
[
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mansublik bajarilishi uchun v, 4v,...,4"'v vektorlarning chizigli erkli
bo‘lishi zarur va yetarli.

Ishoti. F= Ie”‘ {~v,v} ds belgilash kiritamiz. I-teoremaga asosan
o

(5-ma’ruzani qarang) F to‘plam R” fazoning bo‘sh bo‘lmagan gavariq

kompakt to‘plamidir. Shuning uchun tayanch funksiyalarning (3-

ma'ruzaga qarang) l4-xossasining natijasiga ko‘ra x=0 nuqta F

to‘plamning ichki nugtasi bo‘lishi uchun ixtiyoriy ¢ € S vektor uchun
c(F,p)>0

shartning bajarilishi zarur va yetarli.
F to‘plamning tayanch funksiyasini topamiz. 2-teoremaga (5-
ma’ruzaga qarang) va tayanch funksiyalarning 4-xossasiga ko‘ra

o(Fp)= c.('I e {ﬂ--v}i*-wJ: [ et = fett—vod. ey
0

\¢ ]

munosabatga ega bo‘lamiz. {—w} to’plamning tayanch funksivasi
ma’lum bo‘lib u

el{—nv}hw)= I<wpr >
ko‘rinishga ega. Shuning uchun
(=) = R=4

e(F )= {l<r,ey slde = | <e™v iy > d
2 5

tenglikni hosil qiiamiz Demal. 0=intF mansublikning bajarilishi
ixtiyoriy v e § vektor uchun

':"z'-‘{'. W sy =0
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. Oxirgi tengsizlivda intepral
belgisi ostidagi funksiyz uziuksiz va nomanfiy bo'lpganlizi schun, bu
tengsizlik ixtiyoriy w =8 vekior uchurn (4,7] kevmnasia

le* 507 170 (8.10)



T —

shartni bajarishiga teng kuchli. Buning uchun v, Av,...,A"'v vektorlarning
chizigli erkli bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini ko‘rsatamiz.

Zaruriyligini isbotlaymiz. Teskaridan faraz gilamiz, ya’ni (8.10) shart
bajarilsin, ammo v, Av,.., 4™'v vektorlar chizigli erkli bo‘lmasin. U holda
shunday y € S vektor mavjudki, bunda

(v} ={dv,p)=-=(4"vp)=0 (8.11)

Algebra kursidan (xamilton-Kelli teoremasi) ma’lumki, nx » o‘lchamli 4
kvadrat matritsa va p2n bo‘lganda barcha 47 matritsalar E,4.42,..., 4™"

matritsalarning chiziqli kombinatsiyalaridan iborat. ¢” eksponensial
matritsaning aniglanishiga ko‘ra (6-ma’ruzaga qarang)

e =E+td+.+

1 n
A S (OE + ey (0 A+t e (1) 4™
(1) n

tenglikka ega bo‘lamiz. (8.11) munosabatga ko‘ra bu tenglikdan (8.10)
shart bilan qarama-qarshi bo‘lgan

73

(e v,yl) = cl(l)<v, Wi+ cz(l)(Av,l//> +ote, (l)(A""v, y/> =0,

tenglikka kelamiz.

Yetarliligini ham teskaridan faraz qilib isbotlaymiz. Aytaylik
v, Av,.., A"y vektorlar chizigli erkli bo‘lsin, ammo shunday w e S vektor
mavjudki, [0,7] kesmada

(c"'v,l,u} =0

ayniyat o‘rinli bo‘lsin. >0 musbat bo‘lgani uchun bu ayniyatni »-1
marta ¢ bo‘yicha hadlab differensiallab va barcha hosilani =0 da
hisoblansa

()= (dvp)=..= (A""v.w) =0
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36-chizma

Eslatma. M, to'plamga lokal boshqgaruvchaniikning berilgan ta’rifi

M; <int 7(1,) (%.12)
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munosabatning bajarilishiga teng kuchli, bu yerda ¥(f,) boshqariluv-
chanlik. Haqiqatdan ham, agar obyekt M, to‘plamga lokal boshqariliv-
chan bo‘lsa, u holda shundays>0 musbat soni mavjudki ixtiyoriy
xp € M, + Y(t,) nuqta ¥(t,) boshgariluvchanlik to‘plamiga tegishli, demak

M, +S,(0) S ¥(t) (8.13)

mansublik o‘rinli, bundan esa (8.12) mansublikning o‘rinli ekanligi ayon.
Ikkinchi tomondan agar (8.12) mansublik bajarilsa, u holda ixtiyori
meM, nuqta uchun shunday £(m)>0 soni mavjudki, bunda
Sem(m) €Y (t,) munosabat bajariladi. Bu yerda -markazi » nugtada,

radiusi £(m) ga teng bo‘lgan ochiq shar. m € M, bo‘lganda barcha S, (m)
sharlar sistemasi M, kompakt to‘plamning ochiq qoplamasini tashkil
etadi. Matematik analiz kursining teoremalari bo‘yicha bu qoplamadan
chekli sondagi ety () .S"(M(m;),..., S';(,,,’)(m,) qism qoplamalar
ajratish mumkin. s=§2i;rw(m,), sonini tanlab (8.1) obyektining A,

to*plamiga lokal boshqarilivchanligiga teng kuchli bo‘lgan (8.13)
mansublikni hosil gilamiz.

(8.1) tenglamada x o‘zgaruvchini x—x o‘Zgaruvchiga almashtirish
mumkin. Bu holda ham obyektning tenglamasi (8.1) ko‘rinishda qoladi,
faqat U to‘plam o‘zgarmas Ax,vektorga siljiydi. Shuning uchun fagat bir
holni x, =0 bo‘lganda lokal boshgaruvchanlik holini garash yetarli.

Demak, agar shunday £>0 soni topilsaki, ixtiyoriy x, €S, (0)nuqta
uchun obyekt boshlang‘ich M,={x,} to‘plamdan so‘nggi M,={0}
to‘plamga  vaqt oralig’ida boshqariluvchan bo‘lsa, bizning obyektimiz
1={ty,4,]1 vaqt oralig’ida x=0 nuqtada lokal boshqariluvchan bo‘ladi.

Boshgariluvchanlikning umumiy masalasini yechish uchun biz
boshqariluvchanlik haqidagi teoremani isbotladik. Bu teoremani va
integralning ichki nuqtasi haqidagi lemmani qo‘llab, x=0 nuqtada lokal
boshgqariluvchanlikning yetarli shartini hosil qilamiz.

Lokal boshgariluvchanlik haqidagi teorema. Quyidagi ikkita:

1) —v va v vektorlar U to‘plamga tegishli;

2) v, Av,.., A" v vektorlar chizigli erkli;

Shartlari bajariladigan ve R" vektor mavjud bo‘lsin. U holda ixtiyoriy
I=[to,t,),t=1,—t,>0 vaqt oralig’ida obyekt x=0 nuqtada lokal
boshqariluvchan bo‘ladi.
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Oe intj'e"1 {~v,v}ds
°

ekanligini bildiradi. Shuning uchun tayanch funksiyalarning 14-xossasiga
ko‘ra (3-ma’ruzani garang) ixtiyoriy e S vektor uchun

:[j'e”’ {~v,v}ds, y/] >0
0

qat’iy tengsizlikni olamiz. Ammo tayanch funksiya w vektor bo‘yicha
uztuksiz, § birlik sfera R" fazoda kompakt to‘plam bo‘lgani uchun
barcha ¢ e § vektorlar uchun shunday « >0 soni mavjudki, bunda

(je“"{—v,v}ds,wlz a>0

cl'u

(8.15) munosabatga ko‘ra ixtiyoriy y e S vektor uchun
Ic(U,e‘A'y/)dsZa>0 (8.16)

0

bahoga ega bo‘lamiz.
Endi (8.14) tengsizlikning o‘ng tomonini qaraymiz x,eS,(0)
bo‘lgani sababli ixtiyoriy w e S vektor uchun

(x0s0) $.¢(S,(0), ) = el

munosabat o’rinli. Shunday qilib
- <x°,e“.y/> = (—"o el hf"> < zﬂ— e""w“ < sHe“. ” Yl 8.17)

bahoni hosil gilamiz. Shuning uchun, agar £< "R_a_r‘:_“ soni tanlansa, u holda
I

ixtiyoriy w e S vektor uchun
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. (:ru,c"'-t//>s a

tengsizlikni hosil qilamiz.

Hosil qilingan tengsizlikni (8.16) shart bilan taqqoslab, ixtivariy y & S
vektor uchun (8.14) munosabat bajariladigan £>0 soni mavjud degan
xulosaga kelamiz. Bu esa obyekt 7=[t,,t,] vaqt oralig’ida x=0 nuqgtada
lokal boshqariluvchan ekanligini bildiradi. Teorema isbotlandi.

Lokal boshgariluvchanlik hagidagi teorema ko‘plab obyektlarni lokal
boshqariluvchanligining deyarli sodda isbotini keltirishga imkoniyat
beradi.

3-misol. Holati

J #=x?,
l;‘r'" =—x' +u?, [u:ls 3

tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyektni ixtiyoriy{s,.4 1,70 =1, vaqt
oralig’ida x=0 nugtada lokal boshqgariluvchan ekanligini isbotlaymiz.
Bunday obyekt uchun lokal boshgariluvchanlik hagidagi teorema shartlari
bajarilishini ko‘rsatamiz. Hagiqatdan ham,. agar v=(0,1) be‘lsa, u holda
~vyv vektorlar U={ueRz u =0,[u2,sl} to‘plamga tegishii, ya’ni
teoremaning birinchi sharti bajariladi. v.4v vektorlar chiziqli erkli
ekanligini ko‘rsatamiz. Hagiqatdan ham,

0 0 1Y) (o) (1)
":[l]‘ "”:[—1 0‘}-'-(1,5:[0,.!

4N

vektorlar chizigli erkli. Demak qaralayotgan obyekt x=0 nugtada lokal
boshqariluvchan ekan.

Lokal boshqgariluvchanlik hagidagi teorema fagat lckal boshqari-
luvchanlikning yetarli shartidir, ya’ni obyekt »=0 nugtadz lokal bosh-
qariluychan bo‘lsada teoremaning ko‘rsatilgan shartlari bajarilmasligi
mumkin. Bu holda lokal boshgariluvchanlikni isbotlash uchun
boshqariluvchanlikning umumiy teoremasidan foydalanich kerak. Bayon
gilinganlarni misollarda ko‘rsatamiz.

4-misol. Holat}

I =x",

|#*=—x'+u* 0zu* =]
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tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyektni garaymiz. Bu obyek‘mi
[0.27] vaqt oralig’ida x=0 nuqtada lokal boshgariluvchan ekanligini
ko‘rsatamiz. Berilgan obyekt uchun lokal boshgariluvchanlik hagidagi
teorema shartlari bajarilmaydi. Hagiqatdan ham, U to‘plam

U={ueR*:u' =00<u* <1}

ko‘rinishga ega. Bu to‘plam uchun yagona v=0 vektor teoremaning
birinchi shartini qanoatlantiradi, ammo teoremaning ikkinchi shartini
ganoatiantirmaydi.

Lokal boshqarituvchanlikni boshqariluvchanlikning umumiy teore-
masidan foydalanish bilan isbotlaymiz. Shunday £>0 soni mavjud
ekanligini ko‘rsatamizki, ixtiyoriy x,eS,(0) nugta uchun bu obyektni
{0,277 vaqt oralig’ida boshlang‘ich M, ={x,} to‘plamdan so‘nggi M, ={0}
to‘plamga boshqarilishi mumkin. Buning uchun ixtiyoriy ye S vektor
uchun (8.4) tengsizlikni bajarilishini tekshirish kifoya. Bu holda

o) 0 1 q . Dot
A ={ ) O} matritsaning eksponensiali ¢

w [ cost sint
=i —sinz cost
ko‘rinishga ega. M,,M, va U to‘plamlarning tayanch funksiyalari
E s e
cMyi)=(xow)s My p)=0. cUp)=—y’+p7|

ifodalar bilan beriladi. Ixtiyoriy weScR® vektorni y =(cose, sine)
ko‘rinishda yozib (8.3) formulaga qo‘yilsa, boshgaruvchanlik funksiyasi
uchun quyidagi

elw)= r,n(a):(xu{msaD + ﬂ:%sin(a + )+ %]sin(a + s]}ig

sing ]

ifodani hosil gilamiz. Barcha 0<a<2z lar uchun bu ifodadagi
integralning qiymati 2 ga teng, demak
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o = mine(y)=—{xo + 2.
weS

Shunga ko‘ra £=2 deb tanlansa, va bunda ixtiyoriy x, =S,(0) nuqtadan
[0,22] vagqt oralig’ida x=0 nuqtaga u(r) joiz boshqaruvga mos (8.18)
tenglamaning yechimi bo‘yicha kelish mumkin. Shunday qgilib, obyekt
[0.27] vaqt oralig’ida x=0 nuqtaga lokal boshqariluvchan bo‘ladi. 4-
misolda lokal boshgariluvchanlik ixtiyoriy I=[f,,4]1 vaqt oralig’ida
bajarilmasligini qayd etamiz. Agar bu kesmaning uzunligi gisqartiriisa, u
holda vagtning qandaydir momentida lokal boshqgariluvchanlik yo’qoladi.
S-misol. 0einty bo‘lsin. Bunday obyekt ixtiyoriy rx»n o‘lchamli 4
matritsa uchun ixtiyoriy nuqtadan fargli vaqt oralig’ida doimo x=0
nuqtada lokal boshqariluvchan bo‘ladi.
Lokal boshqariluvchanlik hagidagi teoremani bu yerda doimo qo‘llash
mumkin emas, masalan {=0 matritsa uchun teorema shartlari bajaril-
maydi. Boshqarituvchanlikning umumiy teoremasidan foydalanamiz.
Qilingan faraz bo‘yicha shunday &> 0 soni mavjudki, S;(0) = U bo‘lib,
quyidagi

e(U,w) 2 c(S5(0),¢) = S|wrf|
tengsizlik o‘rinli. Bu tengsizlikning va
Mo, y)={xo. W), (M, pr) =0

ifodalarni (8.3) formulaga go‘yib

Ply)=(x0.e™ )+ jc(U,eM'l//)dg

o

boshqariluvchanlik funksiyasi uchun (8.17) formulani hisobga olib
quyidagi:

:
o) = —e!;ewﬂ . Hl//”+ b‘j o |l s
°

tengsizlikni hosil gilamiz. Barcha ¢ .5 lar uchun uzluksizlikka ko‘ra
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nle""wllds 2a>0
o

tengsizlik o‘rinli. Shunday qilib, agar

O<e< o2
k1

soni tanlansa u holda barcha x,eS,(0) nuqtalar va ixtiyoriy weS
vektorlar uchun @(y)=0 tengsizlikni hosil gilamiz. Demak obyekt lokal

boshqariluvchan ekan.
Agar lokal boshqariluvchanlikni x= 0 nuqtada tekshirish zarur bo‘lsa,

u holda, (8.1) tenglamada x o‘zgaruvchini x-x o‘zgaruvchiga
almashtirib yangi boshqariladigan

i=Ax+uuel'=U + Ax, 8.19)

obyektni hosil gilamiz. Bu sistemaning x =0 nugtada boshqariluvchanligi
(8.1) tenglamaning x=x, nugtada boshqariluvchanligiga teng kuchli.

6-misol Boshgqariladigan

i T
g0 (8.20)

=, [u=1

sistemani qaraymiz. Noldan farqli har qanday vaqt orlig’ida bu sistema
R* tekislik x2=0 to‘g‘ri chizigning barcha nugqtalarida lokal
boshqariluvchan ekanligini ko‘rsatamiz.

Bu to‘g‘ri chizigda ixtiyoriy x,=(x',0) nugta olib, U’ to‘plamni

hisoblaymiz.
o (0 1)(=)_(0
=0 o) o) nJ

Bo'lgani uchun U’ va U to‘plamlar ustma ust tushadi. Shuning uchun,
_38?.“' ( 3..20) sistemani 0 nuqtada boshqariluvchanligini isbotiasak, u holda
Ixtiyoriy x, = (x',05 nugtada lokal boshqariluvchanlik o‘rinli.
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v=(0,1) vektorni tanlay neve, Ba vk ton oo buen Db al i by
hagidagi teoremaning hav ikkala sha thace bigarilaede 1l
ikkala v vektorlar & - fue N7 cu u_’u | Ayt pliagen te il

0 0 1\/0 1
¥ [|] Yo 4y {u u][r] [uJ
vektorlar esa chizigli erkli. Shuning uchun (X.20) obyekt izt g0y
(x',0) € R? nuqtada lokal boshqariluvchan.

Eslatma: Ixtiyoriy Af, e Q(R") to‘plamni qaraymiz. Agpar (%1,
tenglama bilan yozilgan obyekt har bir x, € A, nuqta uchun [1,,1,] vz
oralig‘ida x=x;nuqtada lokal boshqariluvchan bo‘lsa, u holda bu obyekt
xuddi shu [7,4] vaqt oraligiida butun M, to‘plamnda lokal
boshgariluvchan bo‘ladi. Hagigatdan ham, ixtiyoriy x, € M, nugtada Jokal
boshgariluvchanlikka ko‘ra x, eintY (z,) mansublik bajariladi, bu esa A7,
to‘plamning kompaktligiga ko‘ra bu to‘plamda lokal boshqariluvchan
bo‘ladi (bo‘limning boshidagi eslatmaga qarang).

7-misol. Boshqariladigan

x=u,uecS(0)

sistema ixtiyoriy [f,,44] vaqt oraligfida ixtiyoriy chekli A7, e Q(R")

to‘plamda lokal boshqariluvchan bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Ixtiyorly x, €M, nuqtani tanlaymiz. Bu misolda 4=0 bo‘lgani
uchun U'=U ((8.19) formulaga qarang) va x=0 nuqtada lokal
boshqariluvchanlikdan ixtiyoriy x, € M, nuqtada lokal boshqariluvchanlik

kelib chiqadi. Yuqoridagi eslatmaga ko‘ra endi obyekt Af, to‘plamda
lokal boshgariluvchan bo‘ladi.

8.4. Masalalar

1. Ushbu
I(x' =x?+u',
4
[#2=~x"+u?, uesS | (0)

tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyekt boshlang‘ich A7, (o
to‘plamdan so‘nggi M, ={xeR*:x'=0,10<x* <12} to‘plampga boshqa-
riluvchan bo‘ladigan [1,,7,] vaqt oralig‘ini toping.
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2. [0,3] vaqt oralig‘ida

f)'c':u

122 =—x2 4 u2, 'ulisl,!uz’sl

tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyekt boshlang‘ich M, ={(-34)}
to‘plamdan so‘nggi M, ={ 0} to‘plamga boshqariluvchan bo‘ladimi?

3. [0,47] vaqt oralig‘ida
J. H=x2+ 111,
# =-x'+4*, ueSO)ck’
I )‘CJ =u3

tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyekt boshlang‘ich M,=5,(0)ck
to‘plamdan so‘nggi M, ={(4,2,2)} to‘plamga boshqariluvchan bo*ladimi?

4. [-1,1] vagt oralig‘ida

[#'=—x'—m?+u',
1' =m!' —x*+u’, ues (D) R?

tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyekt boshlang‘ich

My ={xe R :[x' —g<i)y?sp

to‘plamdan so‘nggi
My ={xe R :[x'[+|¥* - 1|<1

to‘plamga boshgariluvchan bo‘ladimi?

5. Ushbu

j.i': =u’, [L'J:JSI
tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyekt ixtivoriy noldan farqlj vagt
oraligtida sc*nggi M, =S, (0) to‘plamga lokal boshqariluychan ekanligini

isbotlang.
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6. Ushbu

)fs:’ =x?+u',
[#2 == +u?, ueS((1,0)

tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyekt x=0 nugtada lokal
boshqariluvchan ekanligini isbotlang.

7. Apar OgcomvU bo‘lsa, u holda (8.1) tenglamalar sistemasi bilan
yozilgan obyekt yetarlicha kichik {r,4] vaqt oralig‘ida lokal
boshqariluvchan bo‘lmasligini isbotlang.

8*. U qavariq to‘plam va x=0 nuqta U to‘plamning chegarasida yotsin,
ya'ni 0€dU.

KU)={xeR":x=Av,ucU,120}

to‘plamni qaraymiz. Agar K(U) to‘plam R” fazoning hech bir to‘g‘ri
chizig‘ini o‘zida saqlamasa, u holda (8.1) tenglamalar sistemasi bilan
yozilgan obyekt yetarlicha kichik [r,,,] vagt oraligida lokal
boshqariluvchan bo‘lmasligini isbotlang,

9. 0 econvlU bo‘lsin va (8.1) tenglamalar sistemasi bilan yoziigan obyekt
[0,r] vaqt oralig'ida boshlangich M,={0} to‘plamdan so‘nggi
M, eQ(R") to‘plamga boshgariluvchan. Bu obyekt ixtiyoriy [0,] vaqt
oralig‘ida boshqariluvchan bo‘lishini isbotlang, bu yerda r' > 7.

10. (8.1) tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyekt so‘nggi M,
to‘plamga lokal boshqariluvchan bo‘lsin. >t bo‘lganda r(r)
boshqarilivchanlik to‘plami uchun

Y(t) cint¥(t)

mansublik o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

11* (8.1) tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyekt x = 0 nuqtada lokal
boshqariluvchan bo‘lsin. Yetarlicha kichik £>0 sonlari uchun bu obyekt
so‘nggi M, =S,(0) to‘plamga lokal boshgariluvchan bo'ladimi?
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9-ma’ruza

v Chizigli tezkorlik masalasida optimal boshgaruvning mavjudligi
hagidagi- teorema.
o Pontryagin maksimum prinsipi, uning geomelrik ma’nosi va teng

kuchli ifodalari.
o Optimaiitkning zaruriy sharti hagidagi teorema.

9.1. Optimal boshgaruvning mavjudligi

Oldingi ma’ruzada optimal boshqaruv matematik nazariyasining
birinchi asosiy masalasi - boshqaruvchanlik masalasini ko‘rdik. Agar
boshgaruvehanlik masalasi ijobiy hal etilsa, ya’ni boshlang‘ich Az,
to‘plamdan so‘nggl M, to‘plamga o‘tishni ta’minlovchi hech
bo‘lmaganda bitta joiz boshqaruv mavjud bo‘lsa, u holda ikkinchi asosiy
masalaga optimal boshgaruvning mavjudiik masalasiga o‘tish lozim.

N Chiziqli tezkorlik masalasining qo‘yilishini eslatamiz. Obyektning
olati

X=Ax+u, 9.1)

Tenglamalar sistemasi bilan yozilgan bo‘lsin, bu yerda x -
obyektlar fazalar holatini ifodalovchi » oflchamli vektor, # - » o‘lchamli
boshgaruv vektori, 4 — nxn o‘lchamli matritsa. x(r)et/ mansublikni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy oflchovli u(s) funksiyaga joiz boshgaruv
deyiladi, bu yerda UeQ(R"). vagmming boshlang‘ich momenti ¢,
mahkamlangan hamda boshlang‘ich va so‘nggi M,, M, € Q(R") to‘plamlar
berilgan. Tezkorlik masalasi eng qisqa vaqt ichida berilgan obyektni M,
to‘plamdan M, to‘plamga olib o*tuvchi joiz boshqaruvni topishdan iborat.

Optimaj boshgaruvening mavjudligi hagidagi teorema. Faraz
qgilaylik berilgan obyekt M, to‘plamdan M, to ‘plamga gandaydir [t,,1,]
vaqt oralig ‘ida boshqariluvchan bo Isin. U holda obyekt M, to plamdan
M, to‘plamga eng qisqa 1" —t, vagt ichida olib o ‘tuvchi u’(1),1€[r,,1]
optimal boshgaruv mavjud.

Isboti. Ushbu

T={t2r: X(DN M, = D)
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to‘plamni qaraymiz, bu yerda X(f)- boshlang‘ich M, to‘plamdan [,,]
vaqt oralig‘ida erishish to‘plami. Teorema shartiga ko‘ra 7 bo‘sh to‘plam
emas. / e 7 vaqtlarning eng aniq quyi chegarasini ¢* bilan belgilaymiz, ya’ni
" =inft.
teT

1" quyi chegara mavjud, chunki 7 to‘plam quyidan ¢, vaqt momenti bilan
chegaralangan. Shuning uchun 7° —¢dan qat’iy kichik vaqt ichida
gandaydir joiz boshgaruv yordamida obyektni M, to‘plamdan M,
to‘plamga olib oftish mumkin emas. Endi boshlang‘ich iz, vaqt
mahkamlanganligi uchun obyektni *—¢, vaqgtda, ya'ni [r,,1] vagqt
oralig‘ida M, to‘plamdan M, to‘plamga olib o‘tuvchi u"(t), ¢ €ft,,1,] joiz
boshqaruv mavjudligini isbotlash qoldi.

' vagt momenti re7 vaqgtlarning eng aniq quyi chegarasi bo‘lgani
uchun, v holda " vaqt momentiga yaqinlashuvchi ¢, momentlar ketma-
ketligi mavjud, yani £ —» da f —¢* bo‘ladi va bundan tashqari har
qanday , har ganday

X )NM, =D

shart bajariladi. Har bir # uchun gandaydir x, nuqta bu kesishmada
yotsin, yani

x, € X()NM, (9.2)

x, € M, bo‘lgani va M, to‘plam kompaktligidan {x,} ketma-ketlikdan
qandaydir

x eM, 9.3)

nugtaga yaqginlashuvchi gismi ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu qismi
ketma-ketlikni yana {x,} bilan belgilaymiz.

Ixtiyoriy £>0 soni berilgan bo‘lsin. {x.} gismi ketma-ketlik x*
nuqgtaga yaqinlashuvchi bo‘lganligi uchun qandaydir &, nomerdan bosh-

lab [x* —xkﬂsg shart bajariladi. Shuning uchun, (9.2) formulaga ko‘ra
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x*=(x*-x)+x; ESE(O)+X(Ik) 9.4)
2

munosabatga ega bo‘lamiz.

X(r)erishish to‘plami ¢ vaqtga uzluksiz bogfliq (7-ma’ruzadan
erishish to‘plamining 7-xossasi). Shuning uchun qandaydir , nomerdan
boshlab,

*
X)X )+S§_(o)

mansublik bajariladi (4-ma’ruzadan (4.2) formulani garang). Bundan
(9.4) munosabatga ko‘ra

x*e X(*)+S,.(0)

mansublikka ega bo‘lamiz. Shunday qilib, ixtiyoriy &> 0 soni uchun

xX*=x + ), X, €X(@*), y.€S.(0)

munosabatlarga ega bo‘lamiz.
k—> o da {x,} nuqtalar ketma ketligi x* nuqtaga yaginlashadi,

chunki

et =xul=Pf<e—~0

X(r*) to‘plam kompakt (7-ma’ruzadagi erishish to‘plamining 2-xossa)
ekan- ligidan x*e X (*) mansublik o‘rinli. Nihoyat (9.3) mansublikni

etiborga olib
XM, =@

shartni hosil gilamiz. Bu esa erishish to‘plamining ta’rifi bo‘yicha
obyektni {z,,#*] vagt oraligida M, to‘plamdan M, to‘plamga olib o‘tuvchi
u*(t) joiz boshqaruv mavjudligini bildiradi. Teorema isbotlandi.

Bu yerda opt:mal boshqaruv mavjudligi haqgidagi teorema ixtiyoriy
bosh bo‘lmagan U,M,, M, kompakt to‘plamlar uchun isbotlanganini

qayd etamiz.
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9.2. Poutryagin maksimum prinsipi

Biz chizigli tezkorlik masalasida optimal boshgaruv mavjudligi
hagidagi savolni aniqlashtirdik. Endi, agar optimal boshgaruv mavjud
bo‘lsa, uni topishni o‘rganishimiz kerak. Buning uchun optimallikning
zaruriy shartidan foydalanish qulay. Bu ixtiyoriy optimal boshqgaruv
ganoatlantiradigan shunday shartni topish lozimki, keyin boshqaruvlar
to‘plamidan ko‘rsatilgan zaruriy shartni qanoatlantiruvchi optimal
boshqaruvni izlashni bildiradi.

Bu yerda xe R' son o‘qgida sillig, skalyar f(x) funksiyaning global
minimumini izlash masalasi bilan o‘xshashlikni keltirish mumkin, Agar
sillig f(x) funksiya x* nuqtada minimumga erishsa, u holda f'(x*)=0
shart bajariladi. Shuning uchun,

fix=0 8.5)

tenglik minimumning zaruriy sharti bo‘ladi. Bu tenglikni x* global
minimum nuqtalaridan tashqari, barcha lokal minimum nugqtalar hamda
f(x) funksiya grafigiga gorizontal urinma o‘tadigan barcha egilish
nuqtalari ganoatlantiradi.
Ammo muayyan amaliy misollarda (9.5) tenglikni qoidaga ko‘ra chekli
sondagi nuqtalar ganoatlantiradi va ular orasidan giobal minimumga
erishtiradigan nugtalarni oddiy sinash usuli bilan topish mumkin.
Qaralayotgan chizigli tezkorlik masalasida ham skalyar funksiyaning
minimumini topish kerak, ya’ni obyektni M, to‘plamdan M, to‘plamga
1, —t, o‘tish vagtini topish lozim bo‘lib, bu funksiyaning argumentlan
skalyar miqdorlar emas, balki barcha »(t)eU joiz boshqaruvlardir. Shu
bilan birga chiziqli tezkorlik masalasida juda maqbul (effektiv)
optimallikning zaruriy shartini olish mumkin. Bunday optimalikning zaruriy
sharti Pontryagin maksimum prinsipidir. Uning ifodasini keltiramiz.
Pontryagin maksimum prinsipi. Aytaylik I1=[1,,4,] kesmada
qandaydir u(t) joiz boshqaruv berilgan bo'lib, unga mos (9.1}
tenglamaning x(t) yechimi obyektni boshlang ‘ich M, to ‘plamdan so ‘nggi
M, toplamga I=(1,,1,]1 vaqt oraligida olib o'tsin, ya’ni
x(to) e My , x(t)) € M, chegaraviy shartlar bajarilsin. Agar vordamichi

Y= ~Ay (9.6)
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differensial tenglamalar sistemasining shunday aynan noldan fargli y (1)

yechimi mavjud bo ‘lib, quyidagi uchta shartlar:
1) deyarli barcha t< 1 lar uchun

@O () =c(U, (1)) 9.7)
maksimallik sharti;
2) M, to plamda
(x(lo)»u’(’o»=C(Mo:‘//(to)) 9.8)
transversallik sharti;
3) M, to plamda
{(x(0)—w (1)) = c(M v (1)) 9.9)

transversallik sharti;
bajarilsa, u(t), x(t) juftlik I =[t,,4,] vaqt oralig ‘ida Pontryagin maksimum
prinsipini ganoatlantiradi deb aytamiz.

(9.6) differensial tenglamalar sistemasiga qo‘shma sistema, uning
yechimi y/(r) funksiyaga go‘shma funksiya deyiladi. Agar y()=0 bo‘lsa,
bu yechimga aynan noldan farqli yechim deyiladi.

I-teoremaga asosan (6-ma’ruzaga qarang) (9.6) qo‘shma chizigli
differensial tenglamalar sistemasining [4.,] vaqt oraligtida w(,)
boshlang‘ich shatni gqanoatlantiruvchi yagona w(f) yechimi mavjud

bo‘lib, u
w(0)=e“"""y(z,) (9.10)

Koshi formulasi bilan beriladi. Agar y{r,)=0 bo‘lsa, bu aynan noldan
fargli yechim bo‘ladi, chunki e/ xosmas matritsa. Agar /() qo‘shma
funksiya uchun boshlang‘ich shart [4.4] vaqt oralig‘ining o‘ng tomonida,
ya’ni #, nuqtada berilsa, u holda (9.6) qo‘shma chizigli differensial
tenglamalar sistemasining [#,#] vaqt oralig‘ida () boshlang‘ich shatni
ganoatlantiruvchi yagona w(r) yechimi mavjud bo‘lib, u

w(©)="" Y uy) ©.11)
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ko‘rinishga ega (6-ma’ruzadan (6.9)formulaga qarang). Agar w(;)=0
bo‘lsa, bu aynan noldan fargli yechim bo‘ladi, chunki % xosmas
matritsa.

Faraz gilaylik w{r) qo‘shma funksiya berilgan bo‘lsin. Endi (9.7)~(9.9)
shartlarning qanday geometrk ma’noga ega ekanligini ko‘rib chigamiz.
(9.7) shart [1,,4,] kesmaning barcha ¢ momentlari uchun w(r) vektor u(r)
nuqtada U to‘plamning tayanch vektor(3-ma’ruzaga qarang), ya’ni U
to‘plamdan u(r) vektor (u(#),(1)) ckalyar ko‘paytma maksimal qiymatga
erishiladigan qilib tanlanadi (37-chizma). Xuddi shu kabi M, to‘plamdagi
transversallikning (9.8) sharti w(s,) vektorning x(f,) nugtada M,
to‘plamga tayanch vektor bo‘lishini bildiradi (38-chizma), M,
to‘plamdagi transversallikning (9.9) sharti —(,) vektorning x(1,)
nugtada M, to‘plamga tayanch vektor bo‘lishini

ite) -}

lo
37-chizma 38-chizma

bildiradi (38-chizma) . Agar M, to’plam yagona nugtadan iborat bo‘lsa,
ya'ni M, ={x,} bo‘lsa, u holda (9.8) transversallik sharti har qanday w(r)
go‘shma funksiya funksiya uchun bevosita bajariladi. Xuddi shu kabi
mulohaza M, to‘plam uchun ham o‘rinli.
Maksimum prinsipiga teng kuchli bo‘lgan ikkita mulohazani keltiramiz.
Pontryagin maksimum prinsipiga teng kuchli beo‘lgan
mulohazalar hagidagi lemma. Aytaylik I=[1,.1,] kesmada qandaydir
u(t)eU, t €lty,1,] joiz boshgaruv uchun unga mos (9.1) tenglamaning x(t)
yechimi x(t,)e M, ,x(t,)e M, chegaraviy shartlarni qanoatlantirsin.
Keyin (1) (9.6) qo ‘shma tenglamalar sistemasining qgandaydir yechimi
bo ‘Isin. U holda quyidagi uchta mulohazalar teng kuchli:
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1) w@), x(r) jufilik () qo'shma funksiva bilan I=[t,14] vagi
oralig ‘ida Pontryagin maksimum prinsipini ganoatlantiradi; M
2) barcha tefs,,1,] lar uchun y(t)vekior x(¢)nugtada X (1) erishish

to plamiga tayanch vektor bo lads, ya'ni
(WO = XD () (5

tenglik bajariladi. Bundan tashqari M, to ‘plamdagi (9.9) transversallik

sharti bajarilad;.
3) barcha teftyt] lar uchun -ylt)vektor x(tynugtada Y (1)

boshqaruvchanlik to ‘plamiga tayanch vektor bo ‘ladi, ya’'ni
(O @)= @Oy () (9.13)

tenglik bajariladi. Bundan tashgari M, to ‘plamdagi (9.8) transversallik
sharti bajariladi.

Isboti. (r) joiz boshgaruvli (9.1) tenglamaning x(s) yechimini
vaqtning ¢, va 1, momentlaridagi yechimini Koshi formulasi ko‘rinishida
yozamiz (6- ma’ruzadan (6.7) va (6.9) formulalarni qarang).

e e(H")Ax(to) + je("‘)"u(s)ds (9.14)
x(t)=e(x—l,)Ax(’I)_Je(l-s)Au(s)ds (915)

i

Eksponensialning xossalaridan (6-ma’ruzani garang) foydalanib, (9.10)
va (9.14) formulalardan

1]

(x(0)w(0)) = <e("'°)A x(1),6“ P w1, )> + I (e =y (5), e Dy (1, )>ds =
o (9.16)

= (x1e) (1)) + [ (), e yr(a))ds = (x()wr(2)) + [ (15w (s)els

i fo

ifodani hosil gilainiz. Xuddi shu kabi (9.11) va (9.15) formulalardan
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(KO~ 0) = (50 (1)) + [ ()Gl (gEAT)

ifodani hosil gilamiz. 7-ma’ruzada X (/) crishish va Y, boshqariiuv-
chanlik to‘plamiari uchun

)

(X (8),p) =c(M,,e" " yr)+ Ic((/,e"‘ DAy )i, (9.1%2
h

(Y (), ) = c(M,,e" "X y) + IC(U, "y yds 9.19;
!

tayanch funksiyalarni hisoblagan edik. Har bir 1 e 7 uchun (9.18) formulada
w vektor o‘miga (9.10) formula bilan berilgan (1) vektor go‘yilsa

I
(X (O (1) = ey, 00 02"y 3) 1 [elU,et=2wee5 s =

: % . (5.20)
= (Mo yrtta))+ [t ¥ty ) s = (M te)) + [ (U () s
munosabat hosil bo‘ladi. Huddi shu kabi (9.19) formulada (9.11) formula
bilan berilgan —w(r) vektor qo‘yilsa
X (O (O) = (M~ (1) + | (U, w(s))ds (9.21

munosabat hosil bo‘ladi.

Endi 1) - 3) tasdiqlarni teng kuchli ekanligini isbotlaymiz. u(s). s
juftlik [z5,4] kesmada maksimum prinsipini qanoatlantirsin. (9.7)
maksimum sharti va M, to‘plamdagi (9.8) transversallik shartidan (9.18)
va (9.20) ifodalaming o‘ng tomonlari ustma-ust tushishi kelib chiqadi.
Shuning uchun (9.12) tenglik bajariladi. Xuddi shu kabi (9.7) va (9.9)
formulalardan (9.17) va (9.21) ifodalaming o‘ng tomonlari ustma-ust
tushishi kelib chigadi. Shuning uchun (9.13) tenglik bajariladi. Demak 1)
mulohazalardan 2) va 3) mulohazalar kelib chigadi.

2) shart bajarilsin. 7=¢, bo‘lganda (9.12) tenglikdan

(X ()l ) - (x(e ) le, )y =0
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munosabatni hosil gilamiz. (9.20) va (9.16) formulalardan foydalanib, bu
ifodani

[ewa,w(:o))—<x(zn>,w<ro))1+:f[c(u,w(s»—(u;(sw(s))]dw0 (9:22)

o

ko‘rinishga keltiramiz.

x(t)cM, va u()eU mansubliklardan tayanch funksiyalarning
xossalariga ko‘ra barcha re/ lar uchun (8.22) formulada birinchi
qo’shiluvchi nomanfiyligi, shuningdek integral belgisi ostidagi funksiya
ham nomanfiy bo‘lganligi uchun integral ham nomanfiy qiymatlar gabul
giladi. Shuning uchun (8.22) tenglikdan quyidagi

c(Mo,w(to)) — (x(’c)wV/(to)) =0,

Ul

JleW,wts) ~ (u(s),p(5))lds =0

o
tengliklarni hosil qilamiz. Birinchi tenglikdan A, to‘plamdagi (9.8)
transversallik sharti kelib chiqadi, ikkinchi tenglikda esa integral belgisi
ostidagi funksiyaning nomanfiligi va Lebeg integralining 6-xossasiga
ko‘ra (qo‘shimchaning D6 bo‘limi) deyarli barcha ¢ €[t,,41 lar uchun (9.7)
maksimum sharti kelib chiqadi. Demak 2} mulohazadan 1} mulohaza
hosil bo‘ladi.

Xuddi shu kabi 3) mulohazadan 1) mulohaza kelib chigadi.
Hagiqatdan ham, (9.13) tenglikda ¢=1, bo‘lganda

e(¥ ()= (t6)) = (x(t )= (1)) = 0

munosabatni hosil gilamiz. (9.21) va (9.17) formulalardan foydalanib bu
munosabatni

Ul
M=y (1) = ().~ )N+ |[eU,w(s) - (uls),w(s))lds =0 (9.23)

o
ko‘rinishga- keltir.amiz. xt)eM, va u(f)eU mansubliklardan (9.23)
forml_:lz.ad‘agl nar 11§kala_ qo‘shiluvchilarni nomanfiyligini, demak nolga
tengligini hosil gilamiz. Birinchi qo’shiluvchi M,to‘plamdagi (9.9)
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transversallik shartini, ikkinchisini esa deyarli barcha 7o 2 lac uchun (9. /)
maksimum shartini beradi. Shunday qilib lemma to'la isbotland:

Eslatma. Keltirilgan isbotdan 2} mwulohazada /() vektorni X ()
erishish to'plamiga x(r) nugtada s=r bo‘lganda tayanch vektor
bo'lishini, yani (9.12) tenglikni fagat vaqining /=r momentida
bajarilishini talab gilish yetarli. U holda 1) mulohaza bajariladi va demak
(9.12) tenglik deyarli barcha ¢ €[zo,1,]
lar uchun bajariladi.

39-chizma

Yuqorida keltirilgan isbotdan lemma Pontryagin maksimum
prinsipiga quyidagi geometrik ma’noni beradi. Agar (1), x(r) jufilik (2
qo‘shma funksiya bilan birgalikda [7,,4] vaqt oralig‘ida maksimum
prinsipini qanoatlantirsa, u holda te[t,4] vaqtning har bir momentida
x(f) nugta orqali o‘tuvchi y(z) normal vektorga ega bo‘lgan

Ty = x e R" :(xw () = (x(0),w (D)}

gipertekislik X(1)erishish to‘plamini Y(s) boshqaruluvchanlik to*plami-
dan ajratadi (39-chizma).

9.3. Optimallikning zaruriy sharti
Qanday talablar ostida Pontryagin maksimum prinsipi optimal-
likning zaruriy sharti bo‘lishimi garab chiqamiz.
Optimallikning zaruriy sharti hagidagi teorema. Tezkorlik

masalasida M, va M, gavariq to‘plamlar bo‘lsin. Shu bilan birga u(r)
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funksiya M, to‘plamni M, to‘plamga /=[f.4] vaqt oralig‘ida olib
o‘tuvchi optimal boshqgaruv va x(r) esa (9.1) tenglamaning mos yechimi
bolsin. U holda u(r),x(s) jufilik I=[t,,4]vaqt oralig‘ida Pontryagin
maksimum prinsipini ganoatlantiradi.

Isboti. (9.7)-(9.9) shartlar bajariladigan (9.6) qo‘shma sistemaning
aynan noldan farqli yechimi mavjudligini isbotlashimiz kerak. Teorema
sharti bo‘yicha boshlang‘ich M, to‘plamni so‘nggi M; to‘plamga
I=[ty,,] vaqt oralig‘ida olib o‘tuvchi u(z) funksiya tezkorlik masalasining
optimal boshgaruvidir. Demak X(r) erishish to‘plami vagtning istalgan
1 <t momenti uchun

XE)NM =0, X(ONM, =D (9.24)
munosabatlarni ganoatlantiradi.

vt ) = o(X@).y) + (M, —p) (9.25)

funksiyani va 7, =¢, —%<r1 nuqtalar ketma-ketligini qaraymiz. Teorema

shartiga ko‘ra M, va M, qavariq to‘plamlar va X(¢) erishish to‘plami
erishish to‘plamlarining 3-xossasiga ko‘ra (7-ma’ruzaga garang) gavarig.
Bu holda tayanch funksiyalar yordamida (9.24) munosabatni unga teng
kuchli bo‘lgan ko‘rinishda yozish mumkin. Tayanch funksiyalarning 12-
xo0ssasining natijasidan foydalanib (3-ma’ruzani qarang)quyidagi tasdigni
hosil gilamiz.

Ixtiyoriy v €S vektor uchun

) =c(X(t),w)+e(M—y)20 (9.26)

tengsizlik bajariladi va har qanday ¢, <, uchun shunday y, € Svektorlar
mavjudki, bunda

Wty ) =c(X (), ) +c(M,—p, ) <0 (9-27)

qat’iy tengsiziik o‘rinli.
w, vektorlar kompakt § to‘plamga tegishli bo‘lgani uchun {i,}
vektorlar ketma-ketligidan qandaydir w eS vektorga yaginlashuvchi
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qismi ketma-ketlikni ajratish mumkin. Bu gismi ketma-ketlikni yana {, }
bilan belgilaymiz. ¢(t,i») funksiya ikkita uzluksiz tayanch funksiya-
laming yig‘indisidan iborat bo‘lgani uchun y bo‘yicha uzluksiz (3-
ma’ruzadagi tayanch funksiyalar 13-xossasining natijasiga ko‘ra).
Bundan tashqari ¢(z,i) funksiya X(¢)erishish to‘plamining ¢ ga uzluksiz
bog‘ligligi (7-ma’ruzaning 7-xossasiga qarang) va tayanch funksiya-
larning 13-xossasining natijasiga ko‘ra c(X (1)) tayanch funksiya ¢
bo‘yicha uzluksiz bo‘lganligidan ¢ bo‘yicha uzluksiz bo‘ladi.

Shuning uchun (9.27) tengsizlikda &k — o da limitga o‘tish mumkin.
1, =1, va y, — bo‘lgani uchun limitda

‘;"’("ﬁ;) =0
tengsizlikni hosil gilamiz. Bundan (9.26) tengsizlikni e’tibcrga olib,
@i, W) =0

tenglikka kelamiz, gp(r,r) funksiyaning aniglanishiga ko‘ra ((26)
formulaga qarang) bu har ganday w € $ vektor uchun

(X (1) F)+ e(M;,=F)=0 (9.28)

munosabat o‘rinli ekanligini bildiradi. x(#) nuqta X() va M,
to‘plamlaming har ikkalasiga tegishli bo‘lgani uchun quyidagi:

(x(1), 7)< e(X (). 7
(x(t)-7) < (M), ~7),

tengsizliklarga ega bo‘lamiz (3-ma’ruza, tayanch funksiyalaming 6-
xossasi natijasiga qarang).Agar bu tengsizliklarning hech bo‘lmaganda
birida qat’iy tengsizlik bajarilsa, ularni go‘shib
0 <c(X(1),@) + (M=)
qat’iy tengsizlikka kelamiz, bu esa (9.28) ga zid. Shuning uchun ikkita
(x(), 7) = (X (0. 7). 229
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(<) -7)=c(M,,-7), (9.30)

tf:ngliklarga ega bo‘lamiz. (9.6) qo‘shma differensijal tenglamalar
sistemasining 1, nuqtada berilgan w(4)=# boshlang‘ich shart bo‘yicha
w(1) yechimini qaraymiz. Bu qo‘shma funksiya (9.11) formula bilan
berifadi. {70 bo‘lgani uchun bu xosmas aynimagan yechim (7 vektor
S birlik sferaga tegishli) . w(4)=wtenglikni e’tiborga olib, (9.30)
formuladan A7, to'plamdagi (9.9) transversallik shartini, (9.29)
formuladan ¢ =1, bo‘lganda (9.12) tenglikni hosil qilamiz. Shunday qilib,
Pontryagin maksimum prinsipining ifodalanishiga teng kuchli bo‘lgan
lemmaning 2) tasdigi ham o‘rinli (yuqoridagi eslatmaga qarang). Lemma
bo‘yicha u(r), x(s) juftlik w(r) go‘shma funksiya bilan birgalikda {4.1]
vaqt oralig‘ida maksimum prinsipini qanoatlantiradi. Teorema isbotlandi.

10-ma’ruza

* Pontryagin maksimum ptinsipini chizigli tezkorlik masalalarini

Yechishga go ‘llash sxemasi.
e Misollar.

10.1. Optimallikning zaruriy shartining tadbigi
Yana chiziqli tezkorlik masalasini qaraymiz. Bu masala
X=dx+u (10.1)

tenglama bilan yozilgan obyektni boshlang‘ich M, to‘plamdan so‘nggi
M, to‘plamga eng gisqa vaqt ichida olib o‘tuvchi u()elU joiz
boshgaruvni topishdan iborat. Joiz boshqaruvlar sifatida ixtiyoriy
olchovli u()eU funksiyalar, M,,M;,,UeR" to‘plamlarni bo‘sh
bo‘lmagan kompakt to‘plamlar deb faraz qilinadi.

Bu masala uchun oldingi ma’ruzada optimallikning zaruriy sharti
haqidagi teorema isbotlangan edi. M, va M, qavariq to‘plamlar bo‘lgan
holda, bu teorema optimal tezkorlik masalasining yechimi bo‘lgan u(r),
x(r) juftlik 7=[t,,1,] kesmada Pontryagin maksimum prinsipini qanoat-
lantirishi kerak. Ta’riflanishiga ko‘ra, agar yordamchi go‘shma
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differensial tenglamalar sistemasining aynan noldan fargli w(s, yechimi
uchun, quyidagi uchta:
1) deyarli barcha /e s lar uchun

(@) = (U, (1) (10.3)
maksimallik sharti;
2) M, to‘plamda
(3o )i (10)) = (Mo, (2)) (10.4)
transversallik sharti;
3) M, to‘plamda
(e )=y (1)) = (M= (1)) (10.5)

transversallik sharti;

Shartlar bajarilsa, (1), x(z) juftlik 7=[z,,]1 vaqt oralig‘ida
Pontryagin maksimum prinsipini ganoatlantiradi deb aytilgan edi.

Shuning uchun tezkorlik masalalarini yechishga quyidagicha Kiri-
shish mumkin. Dastlab Pontryagin maksimum prinsipini qanoatlanti-
radigan hamma boshqaruvlarni topish, keyin bu boshqaruvlar orasidan
gandaydir usul bilan haqigiy optimal boshqgaruvni tepish lozim. Bu
usulning effektivligi shundaki, ko‘plab boshqgaruviar maksimum
prinsipini ganoatlantiradi. Bu to‘plamdan haqiqiy optimal boshgaruvni
oson kechadi. Chizigli tezkorlik masalalarini yechishda Pontryagin
maksimum prinsipi eng effektiv usul ekan.

Agar w(r) qo‘shma funksiya (10.2) chizigli tenglamalar siste-
masining yechimi bo‘lsa va (10.3), (10.5) tengliklarni ganoatlantirsa, u
holda Ay funksiya ham (10.2) tenglamalar sistemasining yechimi bo‘lib,
bu funksiya ham (10.3), (10.5) tengliklarni qanoatlantiradi, bu yerda 2
ixtiyoriy nomanfiy son. Bu tasdiq (10.2) tenglamalar sistemasining bir
jinsli, chiziqli va (10.3),(10.5) tengliklardagi tayanch funksiyalar musbat
bir jinsli (3-ma’ruzadagi tayanch funksiyalarning l-xossasiga qarang)
ekanligidan kelib chiqadi.shuning uchun Pontryagin maksimum prinsi-
pini ganoatlantiradigan (¢) go‘shma funksiyani vaqtning gandaydir
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momentida normalashtirilishi mumkin, masalan r=1, [{t,)=1 bo‘l-
ganda, barcha w(r) qgo‘shma funksiyalar boshlang‘ich shart bo‘yicha

w(r,)e S birlik sferadan tanlanishi mumkin.

Pontryagin maksimum  prinsipini  qanoatlantiruvchi  barcha
boshqaruvlarni qanday qurish mumkinligini ko‘rib chiqamiz.buning
uchun quyidagi sxemani tavsiya etish mumkin (40-chizma),

—f v 3 u(t)osvl___1

hd
Pit)es | | =zt —{=tem)
A

L ——3f stgette}——

40-chizma

Masalamizda vagtning boshlang‘ich momenti #, mahkamiangan.
S < R" birlik sferadan ixtiyoriy y{t,)eS boshlang‘ich shartni olamiz. Bu
wlt;)eS boshlangich shart bo‘yicha (10.2) qo‘shma sistemaning w(r)
yechimini topamiz. 1-teoremaga ko‘ra (6-ma’ruzaga qarang) bu w(r)
yechimi ixtiyoriy [¢,,1,], 12 ¢, kesmada mavjud va yagona. Bu yechimning
yagonaligi sxemada bitta strelka bilan tasvirlangan. Keyin qo‘shma
sistemaning w(r) yechimi bo‘yicha (10.3) maksimum shartini
qanoatlantiruvchi barcha u(s) e U joiz boshgaruvni topamiz. Bunday u(r)
boshqaruvlarni bir nechta bo‘lishi sxemada ikkilik strelka bilan
tasvirlangan. Kelgusida (12-ma’ruzani qarang) gqanday shartlar
bajarilganda w(r) funksiya bo‘yicha bunday «(f)eU boshqaruvlar
bir qiymatli aniqlanishini tekshiramiz. Berilgan w(,)eS boshlang‘ich
shart bo‘yicha, boshlang‘ich M, to‘plamda (10.4) transversallik
shartlarini ganoatlantiruvchi boshlang‘ich M, to‘plamdan obyekt holatini
ifodalovchi x(rf) holat vektorining barcha boshlang‘ich shartlarini
topamiz. Bunday boshlang‘ich x(r,) shartlar bir nechta bo‘lishi mumkin.
Bu ma’lumot ham sxemada ikkilik strelka bilan tasvirlangan. Kelgusida
(12-ma’ruzani qarang) qanday shartlar bajarilganda x(f,) vektor w(t,)
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vektor bo‘yicha bir giymatli aniglanishini tekshiramiz. Endi »(/)c U joiz
boshqaruv va x(7,) beshlang‘ich shart bo‘yicha (10.1) tenglamaning
yechimini topamiz. Bu x(r) yechim 1-tecrermaga (6-ma’ruzaga qarang)
asosan u(¢) funksiya va x(z,) boshlang‘ich shart bo‘yicha bir qiyimatli
aniglanadi. x(¢) vechim qurilgandan so‘ng, bu yechim qandaydir 1, = ¢, da
M, to‘plamga yetib kelishi tekshiriladi, agarda vaqtning gandaydir ¢,
nomentida M, to‘plamga yetib kelsa, u hoida M, to‘plamdagi (10.5)
transversallik shartining bajarilishi tekshiriladi. Agar bu shart bajarilsa, u
holda «(r), x(r) juftiik hosil gilingan I =[1,.1;]1 vaqt oralig‘ida Pontryagin
maksimum prinsipini ganoatlantiradi; agar bu shart bajarilmasa, v holda
u(r), x(t) juftlik maksimum prinsipini ganoatlantirmaydi.

Bu yo‘nalishda maksimum prinsipini gqanoatianfiruvchi barcha
u(f), x(¢) juftliklar fagat w(s,)eS boshlang‘ich shartga bog‘lig, va bu
bog'liglik ikki bosqgichda bir qiymatli bo‘lmasligi mumkintigini
eslatamiz. Kelgusida (12-ma’ruzani qarang) tezkorlik masalalari uchun
gandaydir qo‘shimcha shartlar bajarilganda bu bog‘liglik bir giymatli
bo‘lishini ko‘rsatamiz. Shu bilan birga agar obyekt boshlang‘ich A4,
to‘plamdan so‘nggi M, to‘plamga I=[1,,4,] vaqt oralig‘ida boshgari-
luvchan bo‘isa, u holda bu sxemada w(¢) va x(f) yechimlarni fagat shu
kesmadagina qurish mumkinligini ham eslatamiz.

Tezkorlik masalalarini yechishning berigan sxemasini muayyan
misollarda namoyon gilamiz.

1-misol. Shartli ravishda ** Yerdan kosmik stansiyaga raketani uchi-
rish>’ deb nomlangan masalani garaymiz. Birlik massaga ega bo‘lgan raketa

X=f(1)

qonun bo‘yicha to‘g‘ri chiziqli harakatlansin, bu yerda x — raketaning
gandaydir mahkamlangan nuqtadan chetlanishi, ¥ — raketaning
tezlanishi, f(r) — vaqtning  momentida raketaga ta’sir etayotgan kuch.
() kuchni raketa dvigatelining [f(r)]<1 imkoniyatlariga bog‘liq tarzda
vaqt mobaynida o‘zgartirish mumkin deb faraz gilinadi. Vaqtning
boshlang‘ich ,, - ¢ momentida raketa x(0)=—% holatda bo‘lsin. Bunda

raketaga chegaralangan boshlang‘ich |#(0)| <1 tezlikni ham berish mum-
kin. Raketani eng gisga va‘qt oraligida 1< x(7,)< 2, x(¢,) =0 holatga, ya’ni
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vagtning berilgan momentida ixtiyoriy 1< x<2 holatdan nolga teng tezlik
bilan kosmik stansiya bilan uchrashtirishni amalga oshirish talab gilinadi.

Berilgan masalani standart ko‘rinishga keltiramiz. Buning uchun
x=x, 2o ,u'=0, v’ =f yangi o‘zgaruvchilar kiritamiz. Shuning
uchun obyektning holat vektori x=(x', x*) ikki o‘Ichovli bo‘ladi, harakat
tenglamasi esa

{5" =~ (10.6)

ko‘rinishga ega.
u=(x', u*) boshgaruvga qo‘yilgan cheklanish

U={uer:u =0, <1}

to*plam bilan beriladi. Boshlang‘ich to‘plam A, (41-chizmaga qarang)

M, ={xeR2 ix! =—§, ]lesl},
so‘nggi A, to‘plam esa
M, ={re R :1sx' <2,x% =0}
ko‘rinishga ega,

e ——
|
naf
|
-
]

41-chizma
Pontryagin maksimum prinsipini ganoatlantiruvchi barcha bosh-

qaruvlarni topamiz, buning uchun bu prinsipning berilgan masalaga
qo‘ilaniladigan barcha shartlarini yozamiz. (10.6) tenglama uchun 4

matritsa ,»1:(2 :J ko‘rinishga ega. Demak A'=[? g] bo‘lib, (10.2)

qo‘shma sistema
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ko‘rinishni oladi.
U, M, ,M, to*plamlaming tayanch funksiyalari bevosgita hisoblznzdi:
(U, ) =w*

(10.3) maksimum shartidan ’
w0 =l 0],

3 3 |
,c(ﬁ-fnw)=—§l,vl+]l;/2|'C(JW|JF)'- SV oW

tenglikni hosil gilamiz. Demak quyidagi munosabatlarga ega bo‘lamiz.
W ()=+1, agar w?(t)>0 bo'lsa,
u*()=-1, agar w*(?)<0bo'lsa, (10.8)
—1<u’()<1, agar w?(t)=0bo'isa.

M, to‘plamdagi (10.4) transversallik shartidan
5.4 2 20y D1 2,09
v @+ 2O 0)=-¢' O+ (0},
tenglikni hosil gilamiz. Demak quyidagi munosabatlarga ega bo‘lamiz
x2(t)=+1, agar w*(0)>0 bo'lsa,
x2(tg)=—1, agar w?(0)<0 bo'sa, (10.9)

—1x%(t,)<+1, agar w2(0)=0 bo'lsa.
Va nihoyat M, to‘plamdagij (10.5) transversallik shartidan
1 1 3 1 1 1
@) @) ==2w @)+ Sl @)
tenglikni hosil qilamiz. Demak quyidagi munosabatlarga ega be*lamiz.
x()=+1, agar ¥'(4)>0 bo'lsa,
x(t)=2, agar w'(,)<0bo'lsa, (10.10)

—1<x'(,)<2, agar w'(t,)=0bo'sa.
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Boshlang‘ich sharti w(0)=('(0),¢*(0))eS bo‘lgan (10.7) go‘shma
sistemaning yechimini qaraymiz. Bu yechim

v =9 ), ¥ O=—y'(0)+y*(©)

ko‘rinishga ega.

(10.8) maksimum shartida maksimum prinsipini qanoatlantiruvchi
1*(f) boshqaruv (r) funksiyani ishorasiga bog‘ligligi kelib chiqadi (42-
chizma).

¥*(H)>0 bo‘lgan vaqting barcha ¢+ momentlari uchun boshgaruv
u*(f)=+1 ko‘rinishga ega. y*(1)<0 bo‘lgan vagtning barcha # momentlari
uchun boshqaruv »*(r)=-1 ko‘rinishga ega. Agar vaqgtning qandaydir 8
momentida y?(s) funksiya nolga aylansa, vaqtning bu momentida «2(6)
boshqaruv maksimum shartidan aniglanmaydi. U ixtiyoriy —1<u?(6)<+1
giymatlarni gabul qgilishi mumkin.

a ()

WS

+1 - — 7
1
f _z

L IG
1

=

27(0)

42-chizma

[w(0)=1 bo‘lgani uchun, y*(:) funksiya aynan nolga teng bo‘lmagan ¢
vagtning chiziqli funksiyasi bo‘ladi. Shuning uchun w?(r) funksiya
bittadan ortiq nuqtada noiga teng bo‘lmaydi. Demak (10.8) maksimum
prinsipini  qanoatlantiruvehi  #?(z) boshqaruv funksiyasi bo‘lakli
o‘zgarmas bo‘lib, fagat ikkita +1 va -1 giymatlarni qabul qilishi va bu
funksiya o‘z ishorasini, vaqtning # momentida, y*(¢)=0 bo‘lganda fagat
bir marta almashtiradi (42-chizma). Bitta =6 nuqtada »°(f) boshqaruv
funksiyasining ixtiyoriy tanlanishi (10.6) tenglamalar sistemasining x(z)
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yechimiga hech ganday ta’sir etmaydi. #*(f)=+1 bo‘iganda x=(x',x*)
holat tekisligida x(+) nuqta qanday trayektoriya bo‘yicha harakat qilishini
aniglaymiz. Bu holda (10.6) tenglamaga ko‘ra

=, (10.11)
t=1

munosabatga kelamiz. Birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga bo*lib va

integrallab, x' = %(xz)2 +¢ tenglikni hosil gilamiz, bu yerda c-integrallash

o‘zgarmasi bo‘lib, boshlang‘ich shartdan aniqlanadi. Bunday tr?yek—
toriyalar holatlar fazosida 43-chizmada tasvirlangan. Bu trayekteriyalar
yo‘nalishi strelkalar bilan ko‘rsatilgan parabolalar oilasidan iborat. Bu
harakat yo‘nalishi #=1 tenglik bilan, ya’ni vaqt ortishi bilan x?(1)
koordinataning o*sishi orqali tushuntiriladi.

Xuddi shu kabi, #*(/)=-1 bo‘lgan hol uchun holat trayektoriyalari

quriladi.bu trayektoriyalar ' =——;—(x2)2 +c¢ tenglamalar bilan beriladi. Bu

parabolalar oilasi 44-chizmada tasvirlangan,

ﬁ?\o = wzf %
e L

— w(t)=-1 u¥(t)=+1
43-chizma 44-chizma

Shunday qilib, vagtning + momentida »>(f)=+1 bo‘lganda x(7) nugtaning
harakati 43-chizmada tasvirlangan trayektoriyalar bo‘yicha; #?(r)=—1

bo‘lganda x(s) nuqtaning harakati 44-chizmada tasvirlangan trayekto-
riyalar bo‘yicha amalga oshadi.
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Endi 4C-chizmadagi sxema bo‘yicha Pontryagin maksimum
prinsipini qanoatlantiruvchi barcha boshqaruvlar va trayektoriyalarni
quramiz. Buning uchun

v 0=y ) +p20)

chizigli funksiyaning holatini tekshiramiz. Barcha mumkin bo‘lgan
(y/’(O),y/z(O))eS boshlang‘ich shartlami qaraymiz. Uchta holni
qaraymiz.

1-hol. Agar y*(0)<0 bo‘lsa, u holda M, to‘plamdagi (10.4)
transversallik ~ shartidan  trayektoriyaning  boshlang‘ich  nugtasi
x(0)= (—%, —1) ko‘rinishda ekanligi kelib chigadi. Buholda , agar bo‘lsa

, U holda y?(r) funksiya barcha ¢>0 lar uchun manfiy bo‘ladi (45-
chizmada /- to‘g‘ri chiziq), yoki agar '(0)<0 bo‘lsa (45-chizmada /' -
to‘g'ri chiziq) , u holda vaqtning gandaydir ¢>0 momentidan boshlab
musbat bo‘ladi. Demak, (10.8) maksimum prinsipiga ko‘ra u*(?)
boshqaruv funksiyasi w#*(1)=-1, yoki vaqtning qandaydir 6>0
momentidan boshlab +1 ga almashadi. Har qanday holda ham
x(O):(—%,—l) nuqtadan chigqan x() holat trayektoriyasi bunday
boshgaruvda M, to‘plamga yetib kelmaydi. Hosil bo‘lgan trayektoriyalar
46- chizmada mos ravishda 7 va 7 rim raqamlari bilan belgilangan.
2-hol. Agar y?(0)=0 bo‘lsa, u holda (10.9) munosabatdan
boshlang‘ich x(0) nuqta M, to‘plamdagi ixtiyorly giymatlarni gabul
gilishi mumkin. Bu holda w(0)eS bo‘lgani uchun '(0)=0bo‘lib, agar
¥'(0)>0 bo‘lsa, w2(r) funksiya barcha r>0 lar uchun manfiy bo‘ladi
(45-chizmada - to‘gri chizig), yoki agar y'(0)<0 bo‘lsa (45-
chizmada /' - to‘g‘ri chiziq), u holda vagtning qandaydir 6>0
momentidan boshlab musbat bo‘ladi. Bu esa (10.8) shartga ko‘ra #”(t)
boshqaruv barcha 7> 0 lar uchun o‘zgarmas bo‘lib, ¥'(0)>0 bo‘lganda
-1 ga, '(0)<0 bo‘lganda +1 ga teng qiymat qabui qilishini bildiradi.
Bunday of‘zgarmas boshqaruvli barcha trayektoriyalar 46-chizmada

shtrixli chiziglar bilan tasvirlangan hamda mos ravishda j7 va 7’ rim
ragamlari bilan belgilangan. Bu trayektoriyalarning hech biri M,

to‘plamga yetib kelmaydi.
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45-chizma

3-hol. Agar ¢?(0)>0 bo‘lsa, u holda M, to‘plamdagi (10.4)
transversallik  shartidan  trayektoriyaning boshlang‘ich  nugtasi

x(0)= (—%, +1) ko‘rinishda ekanligi kelib chigadi. Bu holda , agar ¢*(0)<0

bo‘lsa, u holda (1) funksiya barcha >0 lar uchun musbat bo‘ladi (43-
chizmada 17’ - to‘g‘ri chizig), yoki agar ¢'(0)> 0 bo‘Isa (45-chizmada /17

- to‘g*ri chiziq) , u holda vaqtning gandaydir 8> 0 momentidan boshlzb
manfiy bo‘ladi. Bunda vaqtning 6 >0 momenti ixtiyoriy bo‘lishi mumkin,
chunki u 0=-y'(0)9+y*(0) shartdan aniglanadi. Demak, (10.8)
maksimum prinsipiga ko‘ra u*(r) boshqaruv funksiyasi #*(r)=+1, yoki
vaqtning qandaydir >0 momentidan boshlab -1 ga almashadi. Har
ganday holda ham x(0)=(——;-, +1) nuqtadan chiggan x(¢) holat travekio-

riyasi bunday boshqaruvda Af, to‘plamga yetib kelmavdi. Bunday
trayektoriyalar 46- chizmada /1 rim raqamlari bilan belgilangan.

Agar () boshqaruy funksiyasi dastlab +1 ga , keyin -1 ga teng
bo‘lsa, u holda qandaydir #>0 uchun bunday ko‘rinishdagi
trayektoriyalar M, to‘plamga yetib kelishi kerak. Bu trayektorivalar 46-
chizmada i/ rim ragami bilan belgilangan. 46-chizmadan bunday
trayektoriyalar ko‘p bolib, M, to‘plamning har bir nuqtasiga bu
ko‘rinishdagi tryektoriyalarning faqat bittasi kelib tushadi. if,
to‘plamdagi (10.10) transversallik shartini tekshiramiz. Bunday
ko‘rinishdagi trayektoriyalarning barchasi uchun '(0)>0 bo‘lgani uchun
(10.10) munosabatdan x(*) holat trayektoriyasining so‘nggi nuqtasi

145



x(t)=1 shartdan aniglanadi. Bu so‘nggi shartni ko‘rsatilgan
trayektoriyalardan faqgat bittasi qanoatlantiradi. Bu trayektoriya 46-
chizmada quyugq chiziq bilan tasvirlangan.

Maksimum prinsipini qanoatlantiruvchi bu yagona trayektoriyani
topamiz. x(f)nugta [— %,ﬂ} nugta orgali o‘tuvchi 7 ko‘rinishdagi
parabola bilan (1,0) nuqta orqali o‘tuvchi /7 ko‘rinishdagi parabolaning
kesishgan nugtasida yotadi. / ko‘rinishdagi parabola x'=%(x2)2—3

tenglama bilan,

46-chizma

1 5 X .-
11 ko‘rinishdagi parabola x' = —E(x')2 +1 tenglama bilan beriladi.

Ularning kesishgan nugtasi x(6)=(-12). Harakat x(0)=(— ;,H) nuqtadan
u’(t)=+1boshqaruv  bo‘yicha boshlanadi. (10.11) tenglamadan
x(O):(--;—,]) boshlang‘ich shart bo‘yicha x(r) trayektoriyani topamiz.

Natijada

x‘(l):%(r+l)z—3 , X2 =1+1
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yechimlarga ega bo‘lamiz. Bunday trayektoriyalar bo‘yicha nuqta
vaqtning § momentigacha harakatlanadi, va bu vaqt x(1) traysktoriyaning
(-1,2) nuqtaga tushish shartidan aniglanadi. U holda 2=¢+1 tenglama
hosil bo‘lib, bundan ¢=1 ni topamiz. Vagtning bu momentidan boshlab
u* (1) boshqaruv funksiyasi -1 ga teng bo‘ladi. Trayektoriyaning davomini
() =-1 bo‘lganda (10.6) tenglamadan x(&)=(-1,2) boshlang‘ich shart
bo‘yicha topamiz. Natijada mos ravishda

A 3)
Yechimlarga ega bo‘lamiz. Traycktoriyaning so‘nggi (1,0) nuqtaga
tushish shartidan vaqtning £, =3 momentini aniglaymiz. Shunday qilib
biz, Pontryagin maksimum prinsipini qanoatlantiruvchi va [0,3] vaqt
oralig‘ida raketani M, to‘plamdan M, to‘plamga olib o‘tuvchi yagona
u(t) boshqaruv mavjudligini ko‘rsatdik.Optimal  boshqaruvning
mavjudligi haqidagi teoremaga asosan berilgan masalada optimal
boshqaruv mavjud. Optimal boshqaruvning zarurly sharti hagidagi
teoremaga ko‘ra bu boshqaruv maksimum prinsipini ganoatlantiruvchi
kerak. Biz maksimum prinsipini qanoatlantiruvchi yagona u(r)
boshqaruvni topganligimiz uchun, demak bu u(f) optimal boshgaruvdir.
2-misol. Ushbu

+1, X2 (@) =—(t -

: 2
[.‘rl=.\".

[ 2 2l
l.r‘:u‘, |ri"|$1

(10.12)

tenglamalar  sistemasi bilan yozilgan obyektni boshlang‘ich
fu={i—%‘1]} to‘plamdan so‘nggi M, ~{[%1)} to*plamga eng gisqa

vaqt oralig‘ida olib o‘tuvchi optimal boshgaruvni topamiz.

Bu misol avvalgi misoldan fagat boshlang‘ich va so‘nggi to‘plamlari
bilan farq qiladi. Shuning uchun go‘shma tenglamalar sistemasi (10.7)
ko‘rinishda bo‘lib, maksimum sharti (10.8) munosabat bilan beriladi.

(10.8) maksimum shartini ganoatlantiruvchi #*(¢) boshqaruv uchun fagat
quyidagi 1o‘rtta hol: #’(f) boshqaruv barcha />0 lar uchun o‘zgarmas
bo‘lib, u +1 yoki -1 giymatlarni; # *(1) boshqaruv vagtning qandaydir
>0 momentida +1 dan -1 ga yoki -1 dan +1 ga almashishi (42 va 43
chizmalarni qarang) hollari bolishi mumkin. #*(r)=+1 bo‘iganda harakat
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43-chizmada tasvirlangan parabola bo‘yicha, #>(1)=~1 bo‘lganda harakat
44-chizmada tasvirlangan parabola bo‘yicha amalga oshadi.

Berilgan misolda M, va M, to‘plamlar yagona nuqtadan tashkil
topganligi uchun ixtiyoriy ¥(f) go‘shma funksiya uchun (10.4) va (10.5)
transversiyallik shartlari bevosita bajariladi.Shuning uchun maksimum
prinsipi #*(f) boshqaruv yugorida keltirilgan to‘rtta hollardan biriga
keladi.

40-chizmada tasvirlangan sxema bo‘yicha Pontryagin maksimum
prinsipi qanoatlantiruvchi barcha boshqaruviarni topamiz. Agar w3 (f)
boshqaruv barcha (>0 lar uchun almashishga ega bo‘tmasdan +1 yoki -1
g2 teng bo‘lsa, u holda M, to‘plamdan boshlangan x(¢} trayektoriya M,
to‘plamga kelib tushmaydi.

47-chizmada bu trayektoriyalar mos ravishda / va /I rim ragamlari
bilan belgilangan. Agar vaqtning qandaydir >0 momentida #2(t) bosh-
qaruv +1 dan -1 ga almashsa, u holda bunday trayektoriya M ; to‘plamga
kelib tushadi. Bu traeyktoriyalar 47-chizmada [/ rim raqami bilan
belgilangan. Agar vaqtning qandaydir 6 >0 momentida #’(z) boshqaruv -
1 dan +1 ga almashsa, u holda bunday trayektoriya A4, to‘plamga kelib
tushadi. Bu tracyktoriyalar 47-chizmada J¥ rim ragami bilan belgilangan.

47-chizma
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Shunday qilib Pontryagin maksimum prinsipi ikkita turli boshgaruviar
qanoatlantiradi. Holat trayektoriyalarini, ya’ni 47-chizmada tasvirlangan
parabolalaridan va (10.12) tenglamalar sistemasidan foydalanib bu ikkita
boshgaruvni va unga mos x(¢) yechimni topish giyin emas. Ularni ham 1-
misoldagidek usul bilan hisoblaymiz.
Birinchi boshqaruv
(1) =4 {+1 agar 0<1<2 -1 bo'lsa,

L—l agar N2 —1<t <22 - 2 bo'lsa,
va unga mos yechim

[Ir‘u—l .f+l], agar 0<t<+2—1 bdlsa,
()= 2
[ P22 -Dr+22 - 3— —1+242-1 ].agm- J2-1<1=2\2-2bdlsa

ko'rinishda bo'lib. boshlang‘ich MU={(-—%,I}} to‘plamdan so'nggi

M, ={[% 1]} to'plamga [0,2v/2 —2] vaqt oralig‘ida olib o'tadi.

Ikkinchi boshgaruv
= < !
(1) ={ 1 agar 0<t <1 bo'isa,
\+1agarl <t <2 bo'lsa,
va unga mos yechim

J[ % +.'———I+I]agar0<r£lbufm
xN= lr- -

f e

lo.l-—'

% l], agarl<t<2 bo'lsa,

ko‘rinishda bo'lib, boshlang‘ich M°={(—%,l]} to‘plamdan so‘nggi

M= {[15 |}} to‘plamga [0,2] vaqt oralig‘ida olib o‘tadi.

Bu boshqaruvlarda M, to‘plamdan M;to‘plamga o‘tish vaqtlarini
taqqoslasak, 0,82~22 -2<2 bo‘lgani uchun bu boshgaruvlaming
birinchisi optimal, ikkinchisi optimal emas.

2- misolda Pontryagin maksimum prinsipini ganoatlantiruvchi bir
necha u(1),x(t) juftliklar bo‘lgan holga duch keldik. Bu esa maksimum
prinsipini qanoatlantiruvchi barcha boshqaruvlar ichida haqiqiy optimal
boshgaruvni tanlash imkoniyatni beradigan optimallikning yetarli sharti
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zarurligini ko‘rsatadi. Bunday optimallikning yetarli shartlari kelgusi
ma’ruzada keltirib chiqariladi.

Pontryagin maksimum prinsipining teng kuchli ifodasi hagidagi
lemmadan kelib chigadigan maksimum prinsipining geometrik ma’nosini
tushuntiruvchi yana bir misol keltiramiz (9-ma’ruzaga qarang).

3-misob. Ushbu v eU =5,(0) boshgaruvga ega bo‘igan
H=x*+u!,

[

10.13
?lfcz =—x'+u?, ( 3
tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyektni boshlang‘ich A, = {0}

to‘plamdan so‘nggi
M, ={xeR2:x' =27r,\x2‘51} (10.14)

to‘plamga eng qisqa vaqt oralig‘ida olib o‘tuvchi optimal boshqaruvni
topamiz.

Bu masalani yechish uchun maksimum prinsipini go‘llaymiz. (10.12)
go‘shma tenglamalar sistemasi

w' =yt
wi=—y'

ko‘rinishni oladi. 1, =0 bo‘lsin. Bu sistemaning ¢(f) yechimini ixtiyoriy
p(0)=(cosa,sina) e (10.15)
boshlang‘ich shart bo‘yicha topamiz.

i

(0 1 q 2
A _—.[ : ﬂ\i matritsa uchun e“ eksponensial
e 4

! sns)
o _((cost sint) (10.16)

—sint cost}

ko‘rinishga ega (6-ma’ruzaning 2-misoliga qarang). Shuning uchun w(#)
yechim
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w)=e "y 0) ="y (0 L = SR ]L”m‘ J [“' Ll =10 (Gt 7y
Sl

sing  coss ) st i)
munosabat bilan beriladi. (10.3) makstmum shaet

(2@, () = (U, (1)) = ()]
ko‘rinishni oladi. J(1)]=1bo‘lgani uchun bu shart
u(t) = (£) =(cos( — t),sin(a — 1)). (10.18)

boshgaruv bilan bir giymatli aniglanadi.

M, to‘plamdagi (10.4) transversallik sharti bevosita bajariladi, chunki
M, to‘plam fagat bitta x,=0 nugtadan iborat, A/, to‘plamdagi (10.5)
transversallik sharti (10.14) formulaga ko‘ra

"-75‘(t|)‘l/l (’1)_x2(tx)'/’2(!| =_271"r’/l )+ |‘/’2(’| )[
ko‘rinishga ega. Demak quyidagi munosabatlar

X)) =+l agar w?(4)<0 bo'lsa,
x*(t)=-1, agar w?(t,) >0 bo0'isa,
—Isz(t])sl, agar y/z(t‘)=0 bo'lsa.

bajariladi. 40-chizmada keltirilgan sxema bo‘yicha Pontryagin
maksimum prinsipini qanoatlantiruvchi barcha u(?),x(r) jufiliklarni
topamiz.

Buning uchun (10.18) formula bilan berilgan # (£} boshgaruv bilan
x(0)=0 boshlang‘ich shartga ega bo‘lgan (10.13) tenglamalar
sistemasining yechimini topamiiz. x(¢) yechimini

L
x(t)=e""Mx(t) + J-e“""u(s)d.c

o

Koshi formulasi (6-ma’ruzaga qarang) bo‘yicha yozamiz. Bu formulaga
muayyan giymatlarni qo‘yib, (10.16) ifodani hisobga olib
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x(t) =(tcos(@ —t), tsin(a —1)) (10.20)

yechimni hosil gilamiz. Shuning uchun (10.20) ifoda (10.3) maksimum
shanini  va M, to‘plamdagi (10.4) transversallik shartini
qanoatlantiruvchi barcha yechimlarni beradi. Bunda x(f) yechim w(2)
go‘shma funksiyaning (0) boshlang‘ich giymatiga bog‘liq ( (10.15)
formulaga qarang ). (10.20) ifoda bilan berilgan x(r) tryekioriyalar
x=(x',x%) helatlar tekisligida spirallardan iborat (48-chizmaga qarang).
Vagtning ¢ momentida [x(¢)|=¢ bo‘lgani uchun barcha x(#) yechimlar
markazi x=( nuqtada, radiusi ¢ ga teng bo‘lgan aylanada yotadi.

\ 2

48-chizma

Bu yechimlar vagtning 7 =27 momentida birinchi bor M, to‘plamga
yetib kelishi tushunarli. Bu 48-chizinada quyuq chiziq bilan tasvirlangan
x(t) traektoriya bo‘lib, u parametrning & =0 qiymatiga mos keladi, ya’ni

x(f)=(tcost,~¢sint),0< <27
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Faqat M, to‘plamdagi (10.19) transversallik shartini tckshirish qoldi,
o =0 bo‘lganda (10.17) formuladan

(1) =(cost,~sint), (10.21)

Qo‘shma funksiyani hosil bo‘lgani uchun u holda w?(27)=0 bo‘ladi, va
(10.19) munosabat bajariladi.
Shuning uchun

u(?) = (cost,—sin?), x(f)=(tcost,~tsint)

yagona juftlik M,to‘plamdan M, to‘plamga {0,27x] vaqt oralig‘ida olib
o‘tishni amalga oshiradi va Pontryagin maksimum prinsipini
qanoatlantiradi. Demak u(?), x(r) juftlik optimal ekan.

Shu misol asosida maksimum prinsipining geometrik ma’nosini
namoyon etamiz. Buning uchun X() erishish to‘plamini va Y()
boshgariluvchanlik to‘plamlarini hisoblaymiz. Ular (7-ma’ruzaga
garang).

T
X ()= "M, + [P Uds,

‘o

n
Y(r)=e""M, + [ [-U]ds.
r

formulalar bilan beriladi. Bu formulalarga muayyan qiymatlarni go‘yib
va (10.16) matritsa soat strelkasi bo‘yicha ¢ burchakka burishni amalga
oshirishini etiborga olib

cost  sint

X({1)=8,(0), Y(-‘}=( )Mu +S2:-(0)

~sint cist
ifodalamni hosil gilamiz.

Shuning uchun X(#) erishish to‘plami markasi koordinata boshida
bo‘lgan ¢ radiyusli doiradan, Y(#) boshgaruvchanlik to‘plami esa soat
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strelkasi bo‘yicha ¢ burchakka burilgan A, kesma bilan markazi
koordinatalar boshida radiusi 2z —¢ bo‘lgan doira yig‘indisidan iborat.

49-53-chizmalarda X(f) erishish va Y() boshgariluvchanlik
to‘plamlarining o‘zgarish dinamikasi ko‘rsatilgan. Bunda vaqtning
barcha te[0,22] momentlari uchun (10.21) formula bilan berilgan w(?)
qo‘shma vektor X(¢) erishish to‘plamiga x(f) nuqtada tayanch vektor
bo‘ladi. Huddi shu kabi—(r) vektor Y(#) boshqaruvchanlik to‘plamiga
x(t) nuqtada tayanch vekior boladi.

Ty ={xe R :(x—x(0)p()=0} -

giper tekislik X(¢) va Y{¢) to‘plamiarni ajratadi. Pontryagin maksimum
prinsipining geometrik ma’nosi shundan iborat.

mz
i
Y(0)
r
T M,
XO=(0)|¥© E | z!
= 0 x 2% 3w 4n

49-chizma
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50-chizma
1 2
274
¥im)
T
A /_ M.
) gl 5O\
—3r -zn'l —r ) = Izﬂ. >
(1)
_«
r'ﬁfﬂ)
2774
51-chizma
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53-chizma
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102, mnsalalat

1.Ushbu
,! . : ; ter )
X Vy NEY
L
tenglamalar sistemasi bilan vorilgan obyektm ey quaga viegt vanlip s
boshlang‘ich

.\1(\:‘;\‘61\“‘:—5}‘\‘!\ 4,27 w0l

to‘plamdan so‘nggi Af, =10} to*plamga olib o' tivehit optimal boshagaravin
toping.

2. (10.22) tenglamalar sistemasi bilan yozilgan obyektni enp gisga vagt
oralig‘ida boshlang‘ich A1, =10} to’plamdan so ngei

| 2 L e |
;=pEeR " =35, =2

to‘plamga olib o‘tuvchi optimal boshgaruvni toping.
11-ma’ruza

» My va M, to ‘plamlarda transversallikning kuchavtirilgan shartlari
o Optimallilning yetarli sharti hagidagi teorema.

11.1. Optimallikning yetarli sharti
Endi

k= x+u (Lr.ny
tenglamalar sistemesi bilan yozilgan obyektni boshlangich  ar,
to‘plamdan so‘nggi M, to‘plamga eng gisga vagt oralipz‘ida olib o‘tuvehi
u(t)eU optimal boshgaruvni topish hagidagi tezkorlik masalasi uchan
optimallikning yetarli sharti bilan shug’ullanamiz, Optimaliilning yeuly
sharti ham Pontryagin makaimum prinsipi ko'rinishido bestndn, Ta'on
bo‘yicha agar yordamchi

oAy (L)



differensial tenglamalar sistemasining shunday aynan noldan farqli [7%3)
yechimi mavjud bo‘lib, quyidagi uchta shartlar:
1) deyarli barcha 7/ lar uchun

" (D), ()= U, (1)) (11.3)
maksimallik sharti;
2) M, to‘plamda

(x(’o)rV/(tn)>=c(Mo=W(to)) (11.4)
transversallik sharti;
3) M, to‘plamda

(e~ (t)) = e(M,, (1)) (11.5)

transversallik sharti;

bajarilsa, u(z), x(t) juftlik I=[¢,,4] vaqt oraligcida Pontryagin maksimum
prinsipini qanoatlantiradi deb aytilgan edi.

Pontryagin maksimum prinsipini ganoatlantiruvchi u(f), x() juftlik
optimal bo‘lishi uchun 7 =[f,.#,] vaqt oralig‘ida yana ikkita go‘shimcha
shartlardan birini ganoatlantirishi yetarli. Bu shartlar mos ravishda M, va
M, to‘plamlarda kuchaytirilgan transversallik shartlari deyiladi.

Ta’rif. x(#) (11.1) boshgariladigan sistemaning 7=[tf,,1,] vaqt
oraligtidagi trayektoriyasi bo‘lsin. Keyin w()- (11.2) qo‘shma
sistemaning qandaydir yechimi bo‘lsin. Agar barcha f, <1<y vaqt
momentlari uchun

(x(Oplt ))> e(Moup(t ) (11.6)

gat’iy tengsizlik bajarilsa, u holda x(f) yechim w(/) funksiya bilan M,
to‘plamda kuchaytirilgan transversallik shartini qganoatlantiradi deb
aytamiz.

Apgar barcha 1, <t <1, vaqt momentlari uchun

(20wt )) > (Mt ) (1L.7)
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gae'iy tengsie ik ta : KA
to'plamda Kuohaviniy \s ’ vt b I
aytamiz.

54-chizma

Kuchaytirilgan transversallik shartlarning geometrikk ma’nosini

aniglaymiz.
x() nuqta orqali ¥(r) normal vektorga ega bo‘lgan 7', gipertekislikda
(54-chizma). I, gipertekislik butun R” fazoni w(z)vektorga nishatan
ikkita: R* - musbat va R -manfiy yopig yarim fazolarga ajratadi.Biz
bilamizki, agar (), x(z) juftlik w(r)qo‘shma funksiya bilan birgalikda
I=[1,,1,] vaqt oralig‘ida Pontryagin maksimum prinsipini ganoatlantirsa
bu holda bu gipertekislik barcha ¢, <r<y lar uchun X(r) erishish
to‘plamini Y(*) boshgaruvchanlik to‘plamidan ajratadi.

Shuning uchun X(#) erishish to‘plami R™-manfiy yarim fazoga, Y(r)
boshqaruvchanlik to‘plami R* - musbat yarim fazoga tegishli. A7,
to‘plamda kuchaytirilgan transversailik sharti, ya’ni (11.6) tengsizlik
barcha f; f<t, uchun A/, to‘plam R -manfiy yopiq yarim fazo gat’iy
ichida yotadi. Xuddi shuningdek, A7, to‘plamda kuchaytirilgan
transversallik sharti, ya’ni (11.7) tengsizlik barcha 1, <1 <1 lar uchun M,
to‘plam R*-musbat yopiq yarim fazoning qat’iy ichida yotishni bildiradi
(54-chizmaga qarang).
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Kelishishga ko‘ra y(t,)e M,. M, to‘plamdagi (11.4) transversallik
shartiga ko‘ra tayanch funksiyalarning xossalari bo‘yicha £(t) funksiya (
(11.18) formulaga qarang) uchun

$l0)=((to),y (1)) — (x(tp) W (1) = (¥t )W (1)) — (Mo, (1)) < O

t?ngsizlikni hosil gilamiz. Bundan I'=[t,,7, — €] kesmada (11.9) teng-
s1zlikni va Lebeg integralining xossalari e’tiborga olinsa,

£ )= Et)+ [Es)ds <0 (AL11)

to

munosabat kelib chigadi. Kelishilgan farazga ko‘ra y(r, —£)e M, va £>0.
Demak p, to‘plamdagi (11.7) kuchaytirilgan transversallik shartidan
=4, ~&<q bolganda tayanch funksiyalarning xossalariga ko‘ra

(y(tl =&~y —g)) <c(M;, (Y —5)<<x(t, - &),y (t, — )

munoabat kelib chigadi. Bundan £(¢) funksiya uchun (11.11) tengsizlikka
zid bo‘lgan

§t ~ &)= {3, — ) wt, — &)y~ (x(t, — ) W(t, — E)—p(t — ) >0

Qat’ly tengsizlikni hosil qgilamiz. Hosil bo‘lgan garama-qarshilik u(z)
optimal boshqgaruv bo‘lishini bildiradi.

2. M, to‘plamdagi kuchaytirilgan transversallik sharti , ya’ni ¢, <t<t,
uchun (11.6) tengsizlik bajarilsin. Kelishishga ko‘ra shunday v(t)eU joiz
boshqaruv mavjudki, unga mos (11.1) tenglamaning y(¥) yechimi (11.10)
chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. ¥(¢), ¥(f) funksiyalar juftidan r
vaqtni /- ¢ ga almashtirish natijasida hosil bo‘lgan

T =v(-£), y(O)=y(—8)

funksiyalar jufiligini qaraymiz. Bu funksiyalar endi [1, +&,4] vaqt
oralig‘ida aniglangan. w(r)eU boshqaruv [f, + £,1,] vaqt oralig‘idagi joiz
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boshqaruv ekanligi ravshan. Vagt bo‘yicha siljitishda bu funksiya
o‘Ichovliligini saqlaydi va
V(O =v(it—-e)elU

mansublikni qanoatlantiradi.

y(t) funksiya v(r) boshgaruvga ega bo‘lgan (11.1) tenglamalar
sistemasining yechimi bo‘ladi, chunki deyarli barcha refs, +-=.1,] lar
uchun

50 =2 pye—e)+vir—e) = 470) + 501y
a

tenglik bajariladi. Bundan tashqgari y(#)yechim obyektni [z, +z.4,] vaqt
oralig‘ida boshlang‘ich M, to‘plamdan so‘ggi M, to‘plamga clib o‘tadi,
chunki

Pty +&)=y(t) e My, F()=y(t —&)e M,
mansubliklar bajariladi ((11.10) formulaga garang).

Isbotning davomi 1. bo‘limdagi birinchi hol uchun keltirilgan isbotga
simmetrik tarzda qaytariladi.

¥(1,) € M, bo‘lgani uchun M, to‘plamdagi transversallik shartidan £(¢)
funksiya uchun
§(t|)=(j’_(t! »w(y )> = (x(’l)’l//(tl )) =—{(F)—y(t, )) +c(M .~y (4))=0
tengsizlik kelib chiqadi. Bundan /=[¢, +£.,4] vaqt oraligfida (11.9)
tengsizlikni hisobga olib

£ty +£)=£&(1) ~ jcf(s)dsZO {11.12)

Io+E

munosabatni hosil gilamiz. y(t, +&)eM, va £>0 bo‘lgani uchun Ad,
to‘plamdagi kuchaytirilgan tranversalilik shartidan ¢ =1, + & bo‘lganda

(Ft + e)lty +€)) S Mo,y (ty + £ < (x(t + ), (Lo + £))
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munosabat kelib chiqadi. Shuning ichun &) funksiya uchun (11.12)
tengsizlikka zid bo‘lgan

&ty +8)=(Fty + )Wt +£) <O

tengsizlikni hosil qilamiz.

Hosil gilingan qarama-qarshilik z(f) boshqaruvni optimal ekanligini
bildiradi va shu bilan teorema to‘la isbotlandi.

Chizigli tezkorlik masalalami yechishda optimalikning yetarli
shartlari hagidagi teoremadan qanday foydalanish mumkin? Bu yerda ikki
usulni taklif gilish mumkin.

Birinchidan gandaydir [¢,/] vaqt oralig‘ida maksimum prinsipini
qanoatlantiruvchi barcha u(f),x(r) jufiliklar bilan () go‘shma
funksiyani topish kerak. Masalan bu ishni 10-ma’ruzada berilgan sxema
bo‘yicha amalga oshirish mumkin. Keyin topilgan x(f) yechimlar uchun
M, va M, to‘plamlardagi kuchaytirilgan transversallik shartlarini, ya’ni
(11.6) va (11.7) tengsizliklarni tekshirish lozim. Agar hech bo‘lmaganda
bu shartlardan biri x(f) yechim uchun bajarilsa, u holda u(f),x(z) mos
juftlik optimal bo‘ladi va shuning uchun optimal tezkorlik masalasi
yechilgan bo‘ladi.

Ikkinchidan gandaydir fizik yoki geometrik tasavvurlar bo‘yicha
optimallikka shubhali bo‘lgan u(f), x(#) juftliklar tanlanadi. Keyin bu
juftliklar uchun (11.2) qo‘shma sistema yechimi bo‘lgan, (11.3)-(11.5)
tengliklamni va (11.6) yoki (11.7) tengsizliklardan birini ganoatlantiruvchi
w(0) funksiyani qurish kerak. Agar bunday w(¢) funksiyani qurish amalga
oshirilsa, u holda #(), x(t) jufilik optimal boladi. Bu usul bilan
Pontryagin maksimum prinsipini qanoatlantiruvchi barcha u(r), x(¢)
juftliklami izlash kerak emas. Bu o‘ta ogfir masala. Ammo yutuqga
erishish jzlanuvchining malakasiga va xususiy holda omad kelishiga
bog‘liq. Biroq yetarlicha sondagi misollarni yechish bilan zarur bo‘lgan
malakalarga erishish qiyin emas.

Albatt muayyan masalani yechishda u(f), x(¢f) juftlik optimat bo‘lib
w(?) qo‘shma funksiya bilan Pontryagin maksimum prinsipini
ganoatlantirishi biroq kuchaytirilgan transversailik shartlaridan hech biri
bajarilmasligi mumkin. Bular optimallikning yetarli sharti bilan
optimallikning zaruriy sharti (maksimum prinsipi) orasida ma’lum
bo*shlig bo‘lishi mumkinligini ko‘rsatadi. Optimal tezkorlikning bunday
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masalasini yechish uchun 7.4 vaqr oralig’ida maksunmn prinspin
ganoatlantiruvchi barcha u(2), x(9) juftliklarnt telash zacae Awar Bondon
juftlik yagona (10-ma’ruzaning 1-, 3= misolavida shuonday oo cdn
bo‘lsa bu juftlik optimaldir. Agar bunday jultlix bee vechia oo (vuddihy

shu ma’ruzaning 2-misold), u holda wrunlin Bt lean barvhe
kesmalar orasidan minim! wrunlikka coa bBotlaan \.--. na tandanadd
Bunda z(f), 27} mos juttlik tesXorlik Botvicha optinal botlad

Optimallikning yetarli sharti hagidagi oromada VW, vie W gaviagg
to‘plamlar bo*Imasligi mumkin.

Tezkorlik masalalarint vechishda optim
ganday foydalanish mumkinligini misotiancs §

1-misol. Ushbu

me Vet whartidan

to‘plamdan

to‘plamga eng gisg
masalasini qara\'lik

O o

to‘plamdan 3 tc ples r
boshqaruv va x(r) vec "_"::_ gis aqt

oralig'ida Pontry pricsinis m
x(t)=« r:. . -

ko‘rinishga 2zz. Qo' shms simerman g



ko‘rinishda bo‘lib, (1'(0),w2(0))eS  boshlang‘ich shartlar w(6)=0
shartdan aniglanadi, bu yerda #=1. w(f) funksiya bu shartni
ganoatlantirishini tekshirish qiyin emas va u

ko‘rinishga ega.

Agar biz x(r) yechim w(f) go‘shma funksiya bilan [0,3] vaqt
oralig‘ida optimallikning yetarli sharti hagidagi teoremaga asosan (11.7)
transversallikning kuchaytirilgan shartini qanoatlantirsa, u holda x()
yechim va u(f) boshqaruv optimal bo‘ladi. Buni ko‘rsatamiz. Berilgan
masalada M, to‘plamning tayanch funksiyasi

3 1
(M, p)= ;WI + 5FP"|

shart bilan beriladi. Bu tayanch funksiyani, x(z) yechimni va (¢)
qo‘shma funksiyani (11.7) tengsizlikka qo‘yib, sodda hisoblashlardan
keyin

—J2—§—t2—x51+§w/5>0, agar 0<t<1

ko*rinishdagi tengsizlikni, va

%12—J§t+§«/§>0, agar 1<t<3

ko‘rinishdagi tengsizlikni yozamiz. Agar ¢« mos oraliglardan giymatiar
qabul qilsa, har ikkala tengsizlik ham bajarilishini tekshirish giyin emas.
Demak x(f) yechim w(f) funksiya bilan A, to‘plamga 7=[03] vaqt
oralig‘ida transversallikning kuchaytirilgan shartini ganoatlantirganligi
uchun optimal bo‘ladi.

Endi chiziqli tezkorlik masalasida so‘nggi M, to‘plam yagona x, =0
nuqtadan iborat , ya’ni M, = {0} bo*lgan xususiy holini garaymiz. Agar M,
to‘plam yagona x, #0 nuqtadan iborat bo‘lsa, u holda o‘zgaruvchini
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Isboti. Berilgan shavtlarda «fr) yoedie
) juilikgs mos Reluvehi wiry Tanboiys
transversallikning kuchaytrtdgnn abarbin ounoa o
U holde oprimal‘boshqunwninn', yetarhy shiarty o s
i) opiimal boshqaruy bo*ladi,

Afy ={0%o plam uchun (11.7) munozsaliat

(x(®), —plt) -0

ko‘rinishda bo‘ladi va barcha f,<r<f lar uchos
fp <7< tengsizlikni ganoatlantiruvchi gandzydis <=
mahkamlaymiz. Barcha mumkin bo‘lgan «(¢) joiz =
tenglamaning yechimi bo‘yicha [r,4] vaqt orali
boshiga keluvchi R” holatlar fazosi nuqtalarining
Ixtiyoriy y e P nuqta uchun

{y=¥@), p(-h =0

tengsizlik bajarilishini ko‘rsitamiz. hagigatdan hass

(y \(/D,I,f(a“ 1]

tengsizlikni  qanoatlantiravelit  1Ehyony  yo N
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() yechimini qaraymiz. U holda optimalikning yetarli sharti haqidagi
birinchi ieoremaning isbotidagidek quyidagi

n

(9(t) = 2t t)) = (¥() = X2 (D) + [ €01t <0

T

tengsizlikka ega bo‘lamiz. x(4)=0 bo‘lgani uchun bu tengsiziikdan
(3(t,).(1,)) <0 tengsizlik kelib chiqadi, va demak y(4)#0, ya’'ni y&P.
(11.14) tengsizlikka ko‘ra

Py (r)= Tg(y.—w(r)) < (x(0)~w (7)) (11.15)

tengsizlik kelib chigadi.

Qilingan farazimizga ko‘ra obyekt [r,1,] vaqt oralig‘ida x =0 nuqtada
lokal boshqgariluvchan (8-ma’ruzaga garang) bo‘lgani uchun, u holda
shunday £>0 soni mavjudki, bunda S,(0)c? mansublik bajariladi.
Tayanch funksiyalarining 8-xossasiga ko‘ra (3-ma’ruzani garang) bu
ixtiyoriy weR" vektor uchun e&y<c(P,y) tengsizlikni bajarilishini
bildiradi. Koshi formulasidan

—(r—p)A*

y(r)=e w(te)

tenglikka ega bo‘lamiz. fw(r,)]=1 bo*lgani uchun ¢~*"# matritsa xosmas
matritsa bo‘lgani uchun fy(z)}#0. Demak c(P,~y(r)z & w(r)]>0.
(11.15) shartga ko‘ra

(¥(@), () 2 (P, (1)) > 0

munosabatni hosil qilamiz. Shunday gilib (11.13) munosabat barcha
fo <¢<1; lar uchun bajarilishi isbotlandi, va demak natija isbotlandi.
2-misol Ushbu

Xt+x=f

tenglam.a.bilan yozilgan mayatnikni muvozanat holatida to‘xtatish
masalasini qaraymiz, bu yerda x-mayatnikning muvozanat holatidan
chetlanishi, /-mayatnikka qoyilishi mumkin bo‘lgan kuch. Bu kuch [£]<1
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cheklanishni ganoatlantirishi kerak. Mayatnikning ». bocnis
va %, boshlang‘ich tezligi berilgan. Eng gisqa vaqt ichi
muvozanat holatiga, yani M; ={(0,0)} to‘plamga clib o*tish 1aleb gilinad

Berilgan masalada x' =x, x* =%, u' =0, u' = almashtirishlar baiarib, by
masalani standart ko‘rinishga keltiramiz. Harakat tenglamasi

[jl =x27 Fea w
1&2 =—x'+u?, [uz{sl —
ko‘rinishda yoziladi.

(11.16) tenglama bilan yozilgan obyekt ixtiyoriy f={2 « -
oralig‘ida x={0} nuqtada lokal boshqariluvchan bo‘ladi. Hagigac
lokal boshgariluvchan hagidagi teoremani go‘llaymiz
qarang). v=(01) deb clamiz. U holda —v,vel/ bolib w.4v ==
chizigli erkli, chunki

Shuning uchun yugorida berilgan natija va optimaliik;xin-é Zaruri;
charti hacidzgi teoremaga ko‘ra u(f) oshgaruv bu masalada optima
hagideg

hoshaarr bo'ladi Taget va fagat. shunsar bu boshgaruv o'Ziga mos x
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tenglamalar sistemasi bilan yozilib , bunda boshgaruv u' =0, u’l_<_1
ko‘rinishga ega. Mayatnikni eng qisqa vaqt oralig‘ida .muvozanat
holatida, ya’ni mayatnikni M, ={x,} boshlang‘ich holatidan X=.0
muvozanat nuqtasiga keltirish talab qgilinadi. Bunday masala gandaydir
real texnik obyekt bilan yuz berishi mumkin. Bunda x, boshlang‘ich holat
ham noma’lum bo‘lishi mumkin. Masalan mayatnik qandaydir noma’lum
kuchlar ta’sirida x, holaiga o‘tishi va uni mumkin gadar eng gisqa vaqt
ichida muveczanat nuqtasiga qaytarish kerak. Shuning uchun dastlab
ixtiyoriy boshlang‘ich shart bo‘yicha tezkorlik masalasini yechish zarur.
Bu masala optimal boshgaruvning sintez masalasi deyiladi.

Oldingi ma’ruzada berilgan tezkorlik masalasi uchun (2-misolni
qarang)optimallikning yetarli sharti haqidagi birinchi teoremaning
natijasini qo‘llash mumkinligi ko‘rsatilgan va qandaydir boshqaruvning
optimal bo‘lishi uchun bu boshqaruv va unga mos (12.1) tenglamaning
x(?) yechimi Pontryagin maksimum prinsipini qanoatlantirishi zarur va
yetarli.

Bu prinsipni ganoatlantiruvchi barcha boshqaruvlarni topamiz. Uni
bizning masalamizga qo‘llanalidagan ko‘rinishda yozamiz. Qo‘shma
tenglamalar sistemasi

Ja s (12.2)

w'/: =—|rr;‘]

ko‘rinishda  bo‘lishi ravshan.  U,M,, M to‘plamlarning  tayanch
funksiyalarini bevosita hisoblaymiz. Ular:

W)=l e(Mow)=(x0pr)  c(M,)=0

Maksimum sharti 10y () =

y/z(t)!, ya’ni
u*(t) =+1, agar w> () > 0 bo'lsa,
1w () = -1, agar w*(£) <0 bo'lsa, (12.3)

~1<u? () < +1, agary*{t)=0 bo'sa.

ko‘rinishga ega.
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M, va M, to‘plamlar bittadan nugtalardan tashkil topganligi uchun
Moto*plamda ham, M,to‘plamda ham transversallik shartlari trivial
ko‘rinishda bajariladi. Bular x(t) yechimga x(15) = %, ,x(1,) = x, shartlardan
boshqa hech ganday cheklanishlarni go‘ymaydi. Shuning uchun berilgan
masalada, agar (12.2)go'shna sistemaning #(f,) €S boshlang‘ich shartli
(12.3)munosabatni qanoatlantiruvchi w(z) yechimi mavjud bo‘lsa, u holda
u(t),x(!) juftlik [r,,1,] vaqt oralig‘ida Pontryagin maksimum prinsipini
ganoatlantiradi.

Ixtiyoriy w(z,)eS boshlang‘ich shart bo‘yicha (12.2) go‘shma
sistemaning yechimini topamiz. Buning uchun ¢(1,) boshlang‘ich vek-
torni  w(f)=(cosa,sina) ko‘rinishda beramiz, bu yerda « [0,27]
oraligdagi ixtiyoriy son. (12.2) tenglamani bu boshlang'ich shart bo*yicha
yechib,

w'()=cos(@ +t, —1), w (t)=sin(a+1t, 1)

yechimlarni topamiz.

(12.3) maksimum shartini qanoatlantiruvchi «>@) boshqaruv y*()
funksiya bilan aniglanadi. Ixtiyoriy [f,,,] vaqgt oralig‘ida (1) funksiya-
ning xususiyatlarini qarab chiqgamiz. Bu finksiya 55-chizmada
tasvirlangan.

u(t)
L ?'*":7?“§;' L //'w%w
1
ty tytT  NO . LT G
A : ol
=1
55-chizma

Birinchidan ?(¢) funksiya har z vaqt oraligiida o‘z ishorasini
almashtiradi. Ikkinchidan vaqtning ¢, momentidan keyin w2 ()
funksiyaning birinchi ishora almashishi ixtiyoriy r<#z vaqt oralig‘ida
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amalga oshishi mumkin. Bunda [1,,7, + 7] vaqt oraligtida w*(z) funksiya
musbat ham, manfiy ham bo‘lishi mumkin. Bunga ae [0,27] sonining
mos keluvchi giymatini tanlash bilan erishish mumkin. Va nihoyat [#,4]
kesmaning oxirgi f, momentigacha w?(r) funksiyaning so’nggi ishora
almashishi ixtiyoriy r's<z vaqtda amalga oshishi mumkin. Bunda
[4,—7, 1] vaqt oralig'ida y?() funksiya musbat ham, manfiy ham
bo‘lishi mumkin va bunga ae [0,27] sonining mos keluvchi giymatini
tanlash bilan erishish mumkin.

Shunga ko‘ra (12.3) maksimum shartini ganoatlantiruvchi ()
boshqaruv [f,.7, + 7], <z yoki +1 ga, yoki -1 ga teng bo‘lishi, keyin u
o'z ishorasini bir necha bor har » ga teng vaqt oralig‘ida almashtirishi, va
nihoyat [, —7', 4], v'<7z vaqt oralig‘ida yoki +1 ga, yoki -1 ga teng
bo‘lishi mumkin.

R® holatlar tekisligida #*()=+1 va u’()=—1 bo‘lganda (12.1)
tenglamaning x(f) harakat trayektoriyasi amalga oshadigan egri
chiziglarni chizamiz. Agar #*(f)=+1 bo‘lsa, u holda (12.1) tenglama

il =x1
, 2
{ 2 ==x! 41 CI24)

ko‘rinishni oladi. Birinchi tenglamani ikkinchisiga bo‘lib va integrallab,
R? tekislikda

(xl —1)2 +(x2)2 =c?

egri chiziglar oilasini hosil gilamiz, bu yerda c- trayektoriyaning
boshlang*ich nuqtasi bilan aniglanadigan o‘zgarmas son. Bu chiziqlar
markazi (1,0) nuqtada 1-tur aylanalardir. Ular 56-chizmada tasvirtangan.
{\ylana bo‘ylab harakat , o°zgarmas burchak tezlik bilan soat strelkasi
bo‘yicha amalga oshadi , shu bilan birga aylana bo‘ylab toliq aylanish
2z vaqtda sodir bo‘ladi. Bu (12.1) tenglamaning ixtiyoriy x(f) yechimi

x(#)=(1+ccos(p 1), csin(p—17))

ko‘rinishda bo‘lishidan aniglanadi
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Xuddi shu kabi, #*(r)=—1 bo‘lganda x(f) holat nugtasining harakati
markazi (-1,0) nuqtada harakat 2-tur aylana bo‘lib, u ham o‘zgarmas
burchak tezlik bilan soat strelkasi bo‘yicha aylana bo‘ylab amalga oshadi
shu bilan birga aylana bo‘ylab to‘lig aylanish 2x vagtda sodir bo'ladi,.
Shunday qilib, vaqtning ¢ momentlarida ui(t)=+1 bo‘lsa. x(z) holat
nugtasi 56-chizmada tasvirlangan 1-tur aylana bo‘ylab, vaqtning -
momentlarida #?(tf)=-1 bo‘lsa, x(¢) holat nuqtasi 57-chizmada
tasvirlangan 2-tur aylana bo‘ylab harakatini amalga oshiradi. Optimal
boshqarishning sintez masalasini yechish uchun quyidagicha yo*l tutamiz.
Maksimum prinsipi bo‘yicha u*(r) boshgaruv o‘z ishorasini o°z-
gartirmagan holda, x=0 koordinata boshiga o‘tadigan holatlar
tekisligining barcha nuqtalarini topamiz. Bunda o°tish vaqti T=1, -1, x
dan katta emas. #?(¢)=+1 bo‘lganda , x=0 koordinata boshiga (0,0) va
(2,0) nugtalarni tutashtiruvchi barcha 1-tur aylanalar bilan o°tish mumkin.
Ular 58-chizmada tasvirlangan. Bunda (2,0) nugtadan o‘tish vaqti 7=7.
Xuddi shu kabi #*(f)=-1 bo‘lganda, x=0 koordinata boshiga (0,0) va (-
2,0) nugtalarni tutashtiruvchi barcha 2-tur aylanalar bilan o‘tish mumkin.
Ular 58-chizmada tasvirlangan. Bunda (-2,0) nuqtadan o‘tish vaqti 7=

Maksimum prinsipi bo‘yicha () boshgaruv o‘z ishorasini faqat bir
marta o‘zgartirish bilan, x=0 koordinata boshiga o‘tadigan holatiar
tekisligining barcha nugtalarini topamiz. Agar »*(¢) boshqaruyv dastlab -1
ga, keyin +1 ga teng bo‘lsa, u holda x(¥) holat trayektoriyasi avval 2-tur
aylanalar bo“yicha, keyin 1-tur aylanalar bo‘yicha amalga oshadi. Ammo
koordinata boshiga ishora almashishisiz 58-chizmada tasvirlangan fagat
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w

bitta 1-tur yarim aylana kelishi mumkin. Shuning uchun barcha 2-tur
aylanalar bo‘yicha bu 1-tur aylanaga kelib tushadigan holatlar
tekisligining barcha nugqtalarini topish kerak. Bunda ko‘rsatilgan
aylanalar bo‘yicha x(f) nuqta harakatining vaqti = dan katta emas. Barcha
bl.mday nuqtalar 59-chizmada tasvirlangan. Xuddi shu kabi «*(r)
boshqaruv dastlab +1 ga, keyin -1 ga teng qiymatlar gabul qilganda x=0
Koordinata boshiga o‘tadigan holatlar tekisligining barcha nugtalari
Quriladi. Barcha bunday nuqtalar ham 59-chizmada tasvirlangan.

Endi #°(r) boshqaruv o‘z ishorasini ikki marta o‘zgartirish bilan ,
x=0 koordinata boshiga o‘tadigan holatlar tekisligining barcha nugtala-
rini topamiz. Aytaylik #*(z) boshqaruv dastlab +1 ga, keyin -1 ga, harakat-
ning oxirida yana +1 ga teng giymatlar gabul qgilsin. U holda «*()=-1
bo‘lganda harakat vaqti 7 ga teng bo‘lishi kerak. Shuning uchun,

58-chizmada tasvirlangan nugtalar to‘plamiga yana u?(¢)=-+1
boshqaruy bilan 1-tur aylanalar bo‘yicha , = ga teng yoki kichik vaqtda,
(0,4) va (0,-2) nuqtalarni tutashtiuvchi yarim aylanaga o‘tadigan
tekislikning nuqtalarini ham kiritish kerak. Xuddi shu kabi #°(s)
boshqaruv ketma-ket -1,+1,-1 giymatlar qabul gilganda koordinata
boshiga o‘tadigan tekislikning nuqtalar to‘plamini topamiz.

2

u¥(t)=—1 'f”
.Tl
-2 S5 IONR 1 TR
il
u(t)=+1

58-chizma

Ikkitadan ortiq bo‘lmagan ishora almashishlari bo‘yicha koordinata
boshiga keltirilishi mumkin bo‘lgan tekislikning barcha nuqtalari

to‘plami 59-chizmada tasvirlangan.
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-
uw(t)=+)

—

59-chizma

Bu jarayonni davom ettirib holatlar fazosining har bir
%, € R? nugtasi uchun, #(¢)=(0,u°(1)) boshqaruyv bilan = nugzs
koordinata boshiga olib o‘tuvchi x(r) yechimni quramizki, tuncz =
x{t) juftlik Pontryagin maksimum prinsipini qanoatlantirsin (6028

P

Ar 3;2

-6 -4 =2 0 .
N -
u(t)=+1
\

60-chizma

Demak, bunday u(f) boshqaruv optimal boshqaruvdir. «*()optimal
boshgaruv birlik radiusga ega bo‘lgan yarim aylanalardan tashkil topgan
aob chiziqda o‘z ishorasini o‘zgartiradi. Bu chizigning yugorisida va

175



uning ao qismida optimal boshqaruv x*(=-1i ko‘rinishga, aob
chizigning quyi qismida va uning ob qismida optimal boshqaruv
#*(t)=+1 ko‘rinishga ega. Agar (12.1) tengilama bilan gandaydir texnik
obyektning xususiyatlari yozilsa, u holda bu obyektning x holati bo‘yicha
u(x)=(0,u%(x)) optimal boshgaruvni ishlab chigaradigan optimal
regulyatorni bevosita qurish mumkin. Hagigatdan ham, agar x holat
nuqtasi gob chizigning yuqori gismida va uning ao gismida yotsa,
regulyator »?(t)=-1 boshqaruvni, agar x holat nuqtasi aob chiziqning
quyi gismida va uning ob qismida yotsa, regulyator u’(f)=+1
boshqaruvni ishlab chiqaradi. Shunday qilib qurilgan u(x)=(0,4%(x))
funksiyaga optimal sintez giluvchi funksiya deyiladi.

Endi tasodifiy kuchlar ta’sirida mayatnik ganday x, boshlang‘ich
nuqtaga tashlanganligi muhim emas. %*(x) funksiyani ishlab chigaruvchi
avtomatik regulyator bu nuqtani eng qisqa vaqt oralig‘ida muvozanat
holatiga olib keladi. Bundan tashqari mayatnikni x, boshlang‘ich
nuqtadan x =0 koordinata boshiga olib o‘tishda, yana gandaydir tasodifiy
kuch uni yangi x{, nugtaga tashlasin. Bu holda ham avtomatik regulyator
x; nuqtani eng qisga vaqt oralig‘ida muvozanat holatiga olib keladi. Agar
regulyator berilgan boshlang‘ich x, nugta uchun optimal boshqaruvni
u*(t) ko‘rinishda ishlab chigargan bo‘lsa, u holda bunday chetlanishlarni
hisobga olish mumkin emas edi.

Bundan amaliyot nuqtayi nazaridan boshqariladigan obyekt uchun
u(x) sintez qiluvchi funksiyani qurishni bilish juda muhim ekanligi
tushunarli.

Pontryagin maksimum prinsipi yordamida (12.1) tenglama bilan yozilgan
matematik mayatnik kabi, ko‘plab chizigli tezkorlik masalalari uchun
shunday u(x) sintez giluvchi funksiyani doimo qurish mumkin.

12.2. Optimal boshqaruvning yagonaligi

10- ma’rizada aniqlashtirilmagan savol: qanday shartlar bajarilganda
chizigli tezkorlik masalasida qo‘shma funksiyaning berilgan boshlang‘ich
wl)eS qiymati uchun Pontryagin maksimum prinsipini  qa-
noatlantiruvchi yagona #(r),, x(¢) jufilik mavjud?. 40-chizmada keltirilgan
sxema bo‘yicha bir qiymatlilikni buzilishi faqat ikki joyda ro‘y berishi
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mumkin. Holat vektorining x(s,)e M, boshlang‘ich giymati M,
to‘plamdagi

{xto), wlto)) = (Mo, wlt)) (12.5)

transversallik shartidan bir qiymatli aniqlanmasligi mumkin, shuningdek
u(t) eU boshqaruv ham

(u(r ) w(r }>=c(U, g.r.r(r )) (12.6)

maksimum shartidan bir giymatli aniglanmasligi mumkin.

u(t) boshqaruvning yagonaligi, ikkita o‘lchovli funksiyalar biror
kesmada deyarli nstma-ust tushsa, ular bu kesmada teng ma’nosida
tushuniladi.

Bu gadamlarning qaysi birida bir giymatli meslik mos kelishini, va
¢lt;)eS  berilgan  giymat  bo‘yicha  maksimum prinsipini
ganoatlantiruvchi yagona #(¢) , x(¢) juftlik mos kelishini ko‘rib chiqamiz.

Yagonalikning birinchi teoremasi. w(,)eS boshlang'ich shart
bo yicha qo ‘shima sistemaning I=[t,,1,) vaqgt oralig‘idagi y(t) yechimi
berilgan bo'lsin. o(My,w) tayanch funksiva w(1,) nuqtada v bo ‘yicha
differensiallanuvchi, ya’ni bu nugtada c(M,,):R"—R' funksiyaning
gradiyenti mavjud bo‘lsin. Keyin deyarli barcha tel uchun cU,y)
tayanch funksiya w(t) nugtada y bo ‘vicha differensiallanuvchi bo ‘Isin.
U holda Pontryagin maksimum prinsipini ganoatlantivuvchi mos
u(t) , x(t) juftlik yagona bo ‘ladi.

Isboti. c¢(M,,) tayanch funksiya (i) nuqtada y bo‘yicha
differensiallanuvchi, geometrik nugtayi nazardan M, to‘plam uchun {z,)
yo‘nalishdagi tayanch to‘plam bitta nuqtadan iborat, va bu nuqta
Oec(My, (o))

oy
bo‘limida keltirilgan. Xuddi shu kabi c(U, i) tayanch funksiyaning ()
nuqtada y bo‘yicha differensiallanuvchanligi U to‘plam uchun w(z)
yo‘nalishdagi tayanch to‘plam bitta nuqtadan iborat, va bu nuqgta

%UBL«)) vektordan iborat. Demak (12.5) sharidan yagona
['4

vektordan iborat.bu tasdigning isboti qo‘shimchaning DS
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x(ty) = M vektor, (12.6) shartdan esa, deyarli barcha re I uchun
dy

yagona u(t) = %&(0) vektor aniglanadi. Teorema isbotlandi.
4

Agar F to‘plam bilan uning ixtyoriy gipertekisligi yagona nugtada
kesishsa, bu to‘plamga gat iy gavariq to plam deyiladi.

Natija. M, gat'iy gavariq to plam va deyarli barcha teI uchun U
to ‘vlam ham qat’y gavarig to'‘plam bo‘lsin. U holda ixtiyoriy wlt)eS
boshlang‘ich giymat uchun maksimum prinsipini qanoatlantiruvchi
u(t) , x(r) jufilik yagona bo ‘ladi.

Bu natijaning isboti tayanch funksiya differensiallanuchanligining
geometrik ma’nosidan kelib chigadi.

12.3. Holatning umumiylik sharti

Harakati
X=Ax+u (12.7)

tenglama bilan yozilgan obyekt uchun, tezkorlik masalasini qaraymiz, bu
yerda u(f) boshqaruvga cheklanishlar beruvchi U to‘plami R" fazoda
qavariq, yopiq chegaralangan ko ‘pyogli. Bunda boshang‘ich holatlaning
M, to‘plami va songgi holatlarning M; to‘plami xuddi avvalgidek R"
fazoning bo‘sh bo‘lmagan, qavariq kompakt to‘plamlari deb hisoblaymiz.

R" fazodagi qavariq, yopiq Q ko*pyoqli chekli sondagi yopiq yarim
fazolarning kesishmasidan, ya’ni chekli sondagi

Q={xeR" 3 (x,bl->s'al, j=1,2,...,s}

chizigli tengsizliklar bilan beriladi. &/ to‘plam yopiq chegaralangan
ko*pyoqli bo*lgan holi gizigarli bo‘lib, amaliyotda ko‘p uchraydi. Bu hol
yetarlicha umumiydir, chunki R" fazodagi har ganday U kompaktni
Xausdorf metrikasi bo‘yicha qavariq, yopiq chegaralangan Q ko‘pyoqli
bilan istalgan aniglikda yaqinlashtirish mumkin.

Ixtiyoriy

r=feR" (xb)<a, b=0)
gipertekislik
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M= {x eR": (x,l;) o (- 2 .h", < wigd }

ko‘rinishda ifodalanishi mumkin bo‘lgani uchun, u holda piperterintic
qavariq, yopiq ko‘pyoqli bo‘ladi. Bundan qavariq, yopig 2 ko‘pyoalining
tayanch to‘plami O’ yana gavariq, yopiq ko‘pyoqli bo‘lishi kelib chicze

©Q ko‘pyoglining tayanch to‘plami deb uning yoglari deyiiz<l
Shuning uchun Q ko‘pyoqlining ixtiyoriy yog‘i Q' bu ko’pyeqlining o'z
bilan ustma-ust tushmasa @' ko'pyoglining o‘lchami & ko‘pyuglining
o‘lchamidan kichik bo‘ladi (go‘shimchaning D7 bo‘limidagi gavaria
to‘plamning o‘ichami ta’rifiga qarang). Bunda Q' ko‘pyoqlining barchz
yoglari ham dastlabki Q ko‘pyoglining yoglari bo‘ladi. £ gavarig
ko‘pyogli chegaralangan bo‘lsa, u holda bu qavariq ko‘pyocqli chekli
sondagi nol o‘lchamli yoglarga, ya’'ni bitta nuqtadan tashkil topgan
yoqlarga ega bo‘ladi. Bunday yoglar Q ko‘pyoglining uchlari deyiladi.
O‘Ichami birga teng yoqlarga O ko‘pyoqlining girralari deyiladi. Agar
© ko‘pyoqli chegaralangan va g,,45,...q, uning uchlari bo‘lsa, u holda @
ko‘pyoqli o‘z uchlarining qavariq qobig‘l bilan ustma-ust tushadi, har bir
o qirrasining qandaydir ikkita qo‘shni uchlarining qavariq qobig*i, ya’ni
kesmadan iborat bo‘ladi (61-chizma).
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o qirra g, va g, girralarning qavariq qobig*i, ya'ni a)=conv{q,,qj} bo'lsin.
U holda v=4lg, —g;) vektorga Q ko‘pyoqli o girrasining yo‘nalishi deb
aytamiz, bu yerda 4+0.

Kelgusida, (12.7) tenglamaning koeffitsiyentlari va yopiq qavariq U
ko*pyoqlining R" fazoda joylashishida holatning umumiylik sharti v
vektory ko‘pyoqli girralaridan birining yo‘nalishi bilan bir xil
yo‘nalishga ega bo‘iganda,

v, Av..., A"y (12.8)

vektorlarning chizigli erkli bo‘lishidan iborat.

Holatning umumiylik shartini geometrik ma’nosini tushuntiramiz.
Buning uchun bizga invariant gism fazo tushunchasi zarur.

Agar ixtiyoriy x e L vektor uchun, 4x vektor ham yana L gism fazoga
tegishli bo‘lsa, u holda R" fazoning chizigli L gism fazosiga 4 chizigli
almashtirishga nisbatan invariant deyiladi. Agar L gism butun R" fazo bilan
ustma-ust tushmasa, va faqat nollardan iborat bo‘lmasa 7 gism fazoga xos
gism fazo deyiladi. Noldan farqli x vektor 4 almashtirishga nisbatan
invariant L gism fazoning qandaydir xos gism fazosida yotishi uchun

x, Ax,..., A" 'x

vektorlarning chizigli erkli bo‘lishi zarur va yetarli.

Shuning uchun, holatning umumiylik shartining bajarilishi, U
ko‘pyoqli girralaridan biriga yo‘nalishdosh hech ganday v vektor A
chizigli almashtirishga nisbatan invariant bo‘lgan hech qanday xos gism
Jazoda yotmasligini bildiradi. !

uy,i,,...,1,, vektorlar U ko‘pyoqlining uchlari bo‘lsin.
ko*pyoqlining gandaydir o qirrasiga yo‘nalishdosh bo‘lgan ixtiyoriy v
vektor v=Aly, —u,.) ko‘rinishga ega, bu yerda 40 va u,,u,- mos girralar
bo‘lsa, uholda i j bo‘lganda, —u],A(u, —uj)....,A""(u, -uj) ustunlardan
tuzilgan matritsalarning diterminantlari noldan farqli bo‘lsa, holatning
.um.umiylik shartining bajarilishi ravshan, uni ko‘rish giyin emas. Agar
ixtiyoriy 4 matritsa va ixtiyoriy qavarig, yopiq chegaralangan U
ko‘pyoqli uchun doimo 4 matritsaning a; elementlarini yetarlicha kichik
o‘zgartirish bilan barcha bunday diterminantlar noldan fargli bo‘ladi va
holatning umumiylik sharti bajarilishini ko‘rish qiyin emas. Agarda
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holatning umumiylik sharti bajarilsa, u holda ¢ qavarig ko pyogli chickl
sondagi qgirralarga ega bo‘lganligi uchun .f matritsaning clementlaring va
U ko‘pyoglining uchlarini ixtiyoriy kichik o‘zgarish bilan bu sharins
buzish mumkin emas.

Shuning uchun holatning umumiylik sharti o‘zgaruvchan cinas,
chunki u fagat kamdan-kam hollarda bajarilmasligi mumkin, uning
bajarilishini doimo 4 matritsaning a, elementlarini yetarlicha kichik
o‘zgartirish bilan bajarilishini ta’minlash mumkin. Bundan tashqari,
boshqariladigan sistema ((12.7) tenglamaning koeffitsiyentlari va o/
ko'pyogli uchlarining koordinatalari) parametlarining bu xossasi kichik
chetlanishlarga nisbatan turg‘un bo‘ladi.

Quyidagi natija: holatning umumiylik shartining bajarilishi, (12.2)
go‘shma sistemaning ixtiyoriy aynan noldan fargli w(?) yechimi bo‘yicha
(11.3) maksimum shartini qanocatlantiruvehi () boshqaruvni U
ko‘pyoqli uchlarida giymatlar gabul gilivehi, bolakli o‘zgarmas funksiya
sifatida yagona ko’rinishda aniglash imkoniyatini berishini ko‘rsatadi.

Almashishlar sonining chekliligi kagidagi teorewma. Holaming
wnumiylik sharti bajarilsa va w(t) (11.2) qo ‘shina sistemaning [ ={t,,¢]
vaqt oralig‘idagi ixtiyoriy yechimi bo ‘Isin. U holda ( vaqining chekli
sondagi momentlaridan tashqari barcha momentlarida (11.3) maksimum
sharti u(t) boshqaruvni U ko ‘pyoqli uchlaridan biri sifatida bir giymatrli
aniqlaydi. Bunda berilgan u(t) boshqaruv chekli sondan ortig bo ‘hmagan
uzulishlarga ega bo ‘lishi mumbkin.

Isboti Mahkamlangan : uchun »e U noma’lum vektorga nisbatan
tenglama sifatida

(2, () = (U () (12.9)

maksimum shartini qaraymiz. U holda skalyar ko‘paytmaning chizigli
ekanligiga ko‘ra » o‘zgaruvchining (u,w(?)) funksiyasi U o‘zgarmas yoki
U ko‘pyogli o‘lchamiga nisbatan kichik o‘lchamli bo‘lgan U
ko‘pyoqlining gandaydir U’yog‘ida o‘zining maksimal qiymatiga
erishadi. Bu hol nol o‘lchamli yog‘iga, ya’ni uchida, yoki gandaydir
oflchami nolga teng bo‘lmagan U'yog‘ida bo‘lishi mumkin. Keyingi
holda (u,p(¢)) funksiya U’ da o‘zgarmas, va demak v’ ko‘pyoqlining
gandaydir » girrasida (o‘lchami birga teng bo‘lgan yoq) o‘zgarmasdir.
U’ ko‘pyoglining har bir yog‘i U ko‘pyoqlining ham yog‘i bo‘lganligi
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uchun, u holda bu » gqirra U ko‘pyoglining girrasi bo‘ladi. Demak
(,y(t)) funksiyaning maksimumi U ko‘pyoqlining girrasi bo‘lgan
yagona nugtada, yoki bu ko‘pyoglining qandaydir » qirrasining barcha
nuqtalarida erishiladi. Holatning umumiylik shartiga ko‘ra bu maksimum
gandaydir ., qirrasida fagat chekli sondagi ¢ning qiymatlari uchun
erishilishini ko‘rsatamiz.

Hagiqatdan ham, teskaridan faraz gilamiz, y’ani (@)
funksiyaning maksimumi U ko‘pyoqlining girrasida sning cheksiz ko‘p
glymatlarida erishilsin, U holda U/ ko‘pyoqlining qirralari soni chekli
bo‘lganligi uchun, u holda shunday » girra topiladiki, bunda maksimum
vagtning sanogli sondagi 7,,7,,...€ I momentlari uchun erishiladi. Bu o
girra »’'va »" uchlardan tashkil topgan bo‘lsin.U holda

(i () = (" (@) =12,...
Demak ,, girra bilan yo*nalishdosh bo‘!gan v =u’— 4" vekior uchun
Pw@E)=0 (i=12,.).

tengliklar hosil bo‘ladi. w(f) funksiya (11.2) chizigli differensiyal
tenglamalar yechimi bo‘lgani uchun analitik funksiyadir, bundan esa
barcha rel nuqgtalar uchun (v.p())=0. / kesmaning barcha ichki
nugtalarda (v,(//(t))s() ayniyatni ketma ket n—1 marta differensiallab va
w(t) funksiya (11.2) qo*shma sistemaning yechimi ekanligidan foydalanib
I kesmada quyidagi nta

(mu®)=0 viel,
(Av,y/(r)) =0 Viel,

(A""v,l,t/(t)> =0 Viel,

ayniyatlarni hosil gilamiz. Holatning umumiylik shartiga ko‘ra (12.8)
vektorlar chiziqli erkli. Demak 7 kesmada w()=0, bu esa w(r)
funksiyaning aynan nolga teng emasligiga zid.

Demak w(r) funksiya (12.9) maksimum shartidan u«(s) boshqaruvini
1 ning chekli sondagi qiymatlardan tashqari U ko‘pyoglining gandaydir
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uchi sifatida bir giymatli aniglashi isbotlandi. Aytaylik « -z, 7

vaqtning shunday momentlariki, bu nuqtalarda u(ry boshqgaruv (12,9
maksimum  shartidan  bir giymatli  aniglanmasin.  Har  bir
J,=(r,,7; +1)=12,..N -1 oraliqda u(r) boshgaruv o‘zgarmas ckanligini
isbotlaymiz. u,,-.a, nugtalar U ko‘pyoqlining barcha uchlari bo‘lsin. u(r)
boshqaruvning qiymati u, uchda bo‘ladigan J, to‘plamida bo‘lgan
nugtalat majmuasini M, , ={t€J, :u() =1}, bilan belgilaymiz, bu yerda
t=1..,N-1j=1l,..,m. Bunda M, to‘plamdan ba’zilari bo‘sh to‘plam
bo‘lishi mumkin Af,, to‘plamlar juft jufti bilan kesishmaydi va
U, M, ; =J, ekanligi ravshan.

Qandaydir bo‘sh bo‘lmagan A/, to‘plamni tanlaymiz. -,
to‘plamning gandaydir nugtasi bo‘lsin. (12.9) maksimum shartiga ko‘ra va
M, to‘plamni aniglanishiga ko‘ra j=» bo‘lganda (u,.w(r))>{u.w(r))
tengsizlikka ega bo‘lamiz y(r) funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra shunday
£>0 soni mavjudki, barcha te{reJ;:t—1|<e}, j¥r nuqualar uchun
(u,#f[l))}(u pwl0) tengsizlik bajariladi. Shuning uchun As; - ochiq
to‘plam. Boshqa tomondan A, to‘plam J; oraligda yopiq edi. Haqigatdan
ham, = nuqta J, oraliqga tegishli M,, to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. Bu
esa 7; »r munosabati qanoailantiruvchi {r,}eM,, k=12,... nuqtalar
ketma ketligining mavjudligini bildiradi. Af,, to‘plamning aniglanishiga
ko‘ra (u,,w(z.))=c(U,w(z,)) tenglik bajariladi. Skalyar ko‘paytmaning,
tayanch funksiyaning va y(s) funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra oxirgi
tenglikda & — oo limitga o‘tilsa (u,,y(r))=c(U,(r)) tenglik hosil bo‘ladi.
Demak reM,,. Shuning uchun M,, to‘plam J, oraligda yopiq to‘plam.
J;=(z,.,7, +1) oraliq bog‘liq to‘plam, A7, to‘plam bir vaqtning o‘zida J,
oraligda ochig va yopiq to‘plam bo‘lgani uchun A7, = j, bo‘ladi. j=r
bo‘lganda golgan A1, ; to‘plamlar esa bo‘sh to‘plamdir. Demak har bir J,
oraliqda u(?) boshqaruv o‘zgarmas bo‘ladi. Teorema isbotlandi.

Boshgaruv giymatini o‘lchovi nolga teng bo‘lgan to‘plamda
o’zgartirish sistema trayektoriyasida hech ganday ta’sir ko‘rsatmaganligi
uchun u holda berilgan chiziqgli tezkorlik masalasida holatning umumiylik
sharti bajarilsa, u holda joiz boshgaruvlar sinfi sifatida, bo‘lakli c*zgarmas
va chapdan uzluksiz boshqaruvlar sinfini garash mumkin. Bu boshqaruvlar
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r sinfi chekli sondan ko‘p bo‘lmagan uzulish nuqtalariga (a/mashinish
nugtalai deb nomlangan) ega bo‘lgan funksiyalar sinfidan iborat bo‘lib, har
bir uziuksizlik oralig‘ida o‘zgarmas va har bir uzulish nuqtasida qiymati
chap limitga teng. Hagiqatdan ham agar berilgan masalada holatning
umumiylik sharti bajarilsa va sistema M, to’plamdan M, to‘plamga
boshqariluvchan bo‘lsa, u holda optimal boshqaruvning mavjudligi (9-
ma’ruzaga qarang) haqidagi teoremaga asosan ofichovli boshqaruviar
sinfidan optimal teskorlik boshgaruvi mavjud bo‘ladi. Keyin optimal
boshqaruy Pontryagin maksimum prinsipini ganoatlantiradi. Demak
almashishlar soning chekliligi haqidagi teoremaga asosan zarur bo‘lsa nol
o‘lchovli to‘plamda optimal boshqaruvini o‘zgartirib, uni bo‘lakli
o‘zgarmas va chapdan uzluksiz deb hisoblash mumkin.

Ba'zi muhim hollarda holatning umumiylik sharti Pontryagin
maksimum prinsipini qanoatlantiruvchi boshqaruvni optimalligini, va
optimal boshqaruvning yagonaligini ta’minlaydi.

Yagonalikning ikkinchi teoremasi.Holatning umumiylik sharti
bajarilsin va u\(t) va u,(t) boshgarwlar boshgariladigan sistemani x,
nugtadan x, nuqtaga I =[t,,1,] vaqt oralig ‘ida olib o ‘tsin. Shu bilan birga bu
boshqaruviarning har biri Pontryagin maksimum prinsipini qanoatlantirsin
deb faraz qilamiz. U holda u,(f) va u,(t} boshqaruvlar ustma-ust tushadi.

Isboti. »,(f) va u,(1) boshgaruviarga mos keluvchi trayektoriyalaming
boshlang‘ich nuqtalari ustma-ust tushganligi sababli, u holda Koshi
formulasiga ko‘ra (6-ma’ruzaga qarang)

Ul L}
x, =gty o J-e("_’)"ul (s)ds =My Ie("""Muz (s)ds

o I

tenglikga ega bo‘lamiz. Demak

e (59 -y (s =0 (12.10)

Pontryagin maksimum prinsipiniga ko‘ra #,(r) boshqaruvga w,(")
qo‘shma funksiya mos kelsin. (12.10) tenglikni y,(;) vektorga skalyar
ko‘paytirib

J("l(s)"”z(s)a e(’l_S)A.Wl(tl)>dy=0

o
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tenglikni, yoki ((9.11) tenglikni garang)

jl(u1 (s)—u,(s), v, (s))a’s =0

fo

tenglikni hosil gilamiz. Bundan maksimum shartiga ko‘ra

[, ms» ~(ua(s) , vl )pds =0

o

tenglikka kelamiz. Oxirgi tenglikda integral belgisi ostida turgan ifoda
nomanfiy bo‘lmaganligi uchun, u holda deyarli barcha re[t,4]
nugtalarda u,(f) boshqaruv uchun y,(f) qo‘shma funksiya bilan
birgalikda

(01 (D)) =c U,y (1))

maksimum sharti bajariladi. Bundan almashishlar sonining chekliligi
hagidagi teoremaga asosan, deyarli barcha 1 € [1,,4,] nuqtalarda wu, (1) = u, (1)
tenglik bajariladi. Teorema isbotlandi.

Natija. Holatning umumiylik sharti bajarilsin. U holda agar sistema
X, nugtadan x, nuqtaga boshqariladigan bo‘lsa, u holda rezkorlik
masalasida u (t) optimal boshqaruv mavjud va yagona.

Isboti. Berilgan natijaning isboti optimal boshgaruvning mavjudligi
haqidagi teoremadan (9-ma’ruzaga qarang) va yagonalikning ikkinchi
teoremasidan bevosita kelib chiqadi. Bu yerda, agarda deyarli barcha
1€ty,1,] nuqtalarda «, (1) =u,(¢) tenglik bajarilsa, #,(r) va u,() o‘ichovli
boshgaruvlarni usima-ust tushadi deb hisoblaymiz.

Optimallikning yetarli sharti hagidagi ikkinchi teorema.
Holatning umumiylik sharti bajarilsin. M,va M, to ‘plamlar mos ravishda
yagona x, va 0 nuqtalardan iborat bo‘lsin, bundan tashgari 0<U va
koordinata boshi U ko ‘pyoglining uchi bo ‘lmasin. Bunda u (¢) boshqaruy
1=[t,,4,] vagt oralig ‘ida Pontryagin maksimum prinsipini ganoatlantirsa,
u holda bu boshgaruv optimal boshqaruy va T =1, —t, optimal tezkorlik
vagti bo ‘ladi.
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Isboti. Teskaridan faraz gilamiz, ya’ni sistemani X, nu.qtadan
koordinata boshiga I'=[t,,t,].1, <t, vaqt oralig‘ida ol}b.o t:.lV'Chl u, ()
boshqaruv mavjud bo‘Isin. Pontryagin maksimum prinsipi bo ylc.ha u, (1)
boshqaruvga aynan noldan fargli v, () qo‘shma funksiya mos k.el‘s-m. u) ](t])J
boshqaruv x, nuqtani koordinata boshiga/=[t,.#;] vaqt oralig‘ida oli
o‘tganligi uchun, Koshi formulasiga ko‘ra

h n
My + .f ey, (s)ds = Al My ,f 9y, (5)ds) = 0.
s T
el xosmas matritsa bo‘lganligi uchun oxirgi tenglikdan

U
el +J‘c{’1"“u‘(s)ds=0 (12.11)
tenglikni hosil gilamiz. | o
u,() boshqaruv x, nuqtani koordinata boshiga o‘zining

I'=lt.5,], 1, <£ vaqt oralig‘ida olib o‘tganligi uchun, Koshi formulasiga
ko‘ra

LY
ey o je("_’)"uz (s)ds=0

tenglikni va o‘z navbatida (12.11) tenglikka ko‘ra

i I
je{“")" (2 (s)— u,y(s)s + Ie('l”)Aul (s)ds =0

o 2

tenglikni hosil gilamiz. Oxirgi tenglikni w(1,) vekiorga skalyar
ko‘paytirib,

J a5y =52, w1 (5)) s + [ ),y () s = 0 (12.12)
tenglikka kelamiz. '

Keyin maksimum shartiga ko‘ra deyarli barcha  {t,,# ] nugtalarda

(@O 0) = e,y ()
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tenglik bajarilishidan, (12.12) tenglikdagi birinchi qo*shiluvehidaintepral
belgisi ostidagi ifoda nomanfiy, va demak birinchi qo*shiluvehi ham
nomanfiy. Demak (12.12) tenglikda ikkinchi qo‘shiluvchi musbat emas.
Boshga tomondan 0er bo‘lgani uchun, deyarli barcha reif.nl
nuqtalarda

U,y ()20,

va demak deyarli barcha re[rn,] nuqtalarda (v, (.4, (")y=0bo‘lib,
(12.12) tenglikning ikkinchi qo‘shiluvchisi ham nomanfiy bo‘lishi kelib
chigadi.

Demak,

f (m(s)yn(s))ds = j U,y (s)ds =0.-

1 n

Bundan 0eU shartga ko'ra, [1,,,] kesmada c(U,y, (1)) =0 ayniyatni hosil
gilamiz. Teorema shartiga ko‘ra koordinata boshi U ko‘pyoglining uchi
bo‘lmaganligi sababli, har bir 7ef#,,4] uchun U ko‘pyoglida shunday
girra topiladiki, bu girrada (u(f), (1)) = 0 bo‘ladi , va demak o‘zgarmas. U
ko‘pyoglining girralari soni chekli bo‘lgani uchun, uning shunday
qirrasi topiladiki, bu girrada (., () skalyar ko‘paytma t&[r..1,] vaqining
cheksiz ko‘p momentlarida nolga teng bo‘ladi. v vektor bu girra bilan
yo‘nalishdosh bo‘Isin. U holda v, (¢} vektorning analitikligiga ko‘ra [1,,7,]
kesmada (v,y,(1))=0. Almashishlar soni chekliligi hagidagi teoremaning
isbotidagidek, bu ayniyatni [f,,2,] kesmaning ichki sohasida »—1 marta
ketma-ket differensiallab, holatning wmumiyligi shartiga ko‘ra w,(7)
go‘shma funksiyaning aynan noldan fargli bo‘lishiga zid bo‘lgan natijaga
kelamiz. Teorema isbotlandi.

12.4. Masala

1. Harakati J[;,'H: tenglama bilan yoziigan obyektni x=0
l.\':1=uz, ]u"sl

koordinata boshiga keltirish optimal tezkorlik masalasining sintczini

quring.

187



QO‘SHIMCHA
Q .1. TO'PLAMLARNING QAVARIQ QOBIG‘I

Agar ixtiyoriy x,x, e Fnuqtalar bilan birgalikda ularni tutashtiruvchi
kesma ham F da saglansa, yoki analitik tilda, ixtiyoriy 0<4<1 soni uchun
A% +(1-A)x, e F mansublik bajarilsa, FcRr" to‘plam gavariq to plam
deyiladi.

Ixtiyoriy sondagi qavariq to‘plamlarning kesishmasi yana gavariq
to*plam bo‘lishi ravshan.

Agar 1,20, 4 +..+4, =1 shartlarni qanoatlantiruvchi sonlar mavjud
bo‘lib, ular uchun

x=Ax +..+4,x, @Q.D

tenglik bajarilsa, u holda x nuqta x,..,x, € R” nuqtalar gavarig
kombinatsiyasi deyiladi.

Bu ma’noda kesmaning har bir nuqtasi chetlarining gavariq
kombinatsiyasidan iborat.

l-lemma. Agar F gavarig toplam bo'lsa, u holda u o'z
nuqtalarining ixtiyoriy qavariq kombinatsiyasini o ‘zida saglaydi.

Isboti. Ta’rifga ko‘ra qavariq to‘plam ofzining ixtiyoriy ikkita
nuqtasining qavariq kombinatsiyasini o‘zida saqlaydi. Bu holda
A =4,14,=1-1 olish yetarli. Induksiya bo‘yicha £ to‘plam o‘zining
m(m=22) ta x,,..,x,, € Fnugtaning

X =A%t et A Xy A 20, A+t A, =1
gavariq kombinatsiyasini qaraymiz. Agarda 4 sonlaridan hech
bo‘lmaganda biri nolga teng bo‘lsa, u holda x nuqta m+1tadan kam

nuqtalarning qavariq kombinatsiyasi bo‘lgani uchun, farazga ko‘ra xe F.
Endi hamma 4, 20 bo‘lsin, u holda 1- 4, >0 bo‘lib,xnuqta

X=X+ et A X = A%y +(1— 11)[ 4 Xots +;""—"x,,,,,]

1-4 -4
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ko‘rinishdagi tasvirga ega. O‘rta qavs ichida joylashgan nugta = ta
%,...%,, Nuqtalarmning gqavariq kombinatsiyasi bo‘lgani uchun #
to‘plamga tegishli. Bundan keyin x nuqta ikki nuqtaning gavariq
kombinatsiyasi bo‘lgani uchun £ to‘plamga tegishli . Lemma isbotlandi.

Fcr' to‘plamni o‘zida saglovchi eng kichik gavarigq to‘plam #
to‘plamning gavariq qobig ‘i deyiladi va corvF bilan belgilanadi. Bunday
comvFto‘plam mavjud bo‘lib, u £ to‘plamni o‘zida saqlovchi hamma
qavariq to‘plamlarning kesishmasidan iborat. Agar rqavariq to‘plam
bo‘lsa, comvF = F ekanligi ravshan.

2-lemma. Fto'‘plamning qabarig qobig‘i comvF F toplamdagi
hamma nugtalar gavariq kombinatsiyalarining G majmuasi bilan ustma-
ust tushadi.

Isboti. F ccomvF bo‘lgani uchun, u holda 1-lemmaga ko‘ra G < convF
mansublik bajariladi. Endi G qabariq to‘plam ekanligi ko‘rsatiisa va
FcG ni etiborga olinsa, convFcG mansublikni hosil gilamiz, ya’ni
comF =G tenglikka ega bo‘lamiz.

G qavariq to‘plam ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ikkita
x,yeG nugtalar va OsAs<lsoni uchun x+(-yeG ekanligini
ko‘rsatamiz.

x,y € G nugtalar quyidagi tasvirlarga ega.
x=Ax At A X, X,nX, €F, 2,20, L +..+A, =1,

YEN eV Vs Proeees yqe.’-", Ve 20,y Hety, =1

A+(-Dy=Adx +..+ A x, + (1= Dy 3 +...+ (1= D7,y nugta SR O

».u¥, € F nugtalarning qavariq kombinatsiyasidan iborat, chunki ax,
(1~ )y, 20va

At F AR, (- )y + et (=), = AL + e+ A A - 5 +tr)=A+l-A=1L

Demak, Ax+(1-A)yeG va G gavariq to‘plam . Lemma isbetlandi.

Biz F to‘plamning gqavariq qobig‘i comvF Fc Rr" to‘plamdagi
nuqtalar qavariq kombinatsiyalari majmuasi bilan ustma- vst tushishini
ko‘rsatdik. Shunday qilib har bir xecorvF nuqta gandaydir » ning chekli
mta nugtasining (D.1) qavarig kombinatsiyasi ko‘rinishida tasvirlanadi.
Shu narsa ma’lumki, bu nugtalar sonini hamma vaqt »+1 tadan ortiq
bo‘imagan holda tanlash mumkin.
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Karateodori teoremasi. Aytaylik, 7 &8" bo‘lsin. Ixtiyoriy xecomF
nugta, F to‘plamning n+1 ta nugtasidan ortiq bo‘lmagan nuqtalarning
qabariq kombinatsiyasidan iborat, bu yerda n- r* fazoning o‘lchami.

Isboti. Aytaylik, xe convF nugta

x=Ax +..+2,x,
tasvirga ega, bu yerda x,,..,x, € F Va 4,20, 4 +..+4, =1
Agar m>n+1 bo'lsa, (7) yoyilmadagi qofshiluvchilar sonini hech
bo‘lmaganda bittaga kamaytirish mumkinligini ko‘rsatamiz. 4 20,
f=1..m deb faraz qilamiz, aks holda qo‘shiluvchilar soni m dan kam
bo‘lar edi.

7 sonlariga nisbatan m noma’lumli r+1 ta algebraik tenglamalar
sistemasini ko‘ramiz:

Nttt VX, =0 (Q -2)
Vitent Y =0 Q.3)

m>n+1 bo‘lgani uchun bu sistema trivial bo‘lmagan 7.7, yechimlarga
cga chunki 7 +..+7, =0 bo‘lgani uchun # sonlar orasida hech

bo‘Imaganda bittasi musbat son bo‘ladi. Bu sonlar orasidan %— kattalikni

olamiz. Aniglik uchun %ﬂ maksimal son bo‘lsin. U helda

%2% f=l.ym-1 Q4

m 4

2, >0va i—:> 0 bo‘lgani uchun 7, >0 bo‘ladi. (Q.2) ga ko‘ra:
x=Ax+...+4.x. =

=A%+t A x, —i—"'{f-‘,x] +ont Fox)=
Vm

=[’i1 _é‘-?_'l)‘rl +ot [’l..—l _%'}_'m-llxm—l'
i 7

”
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Bu tas.vir e.ndi m-lta nuqtani o‘zida saqlaydi va bu nuqtalaraing qavariq
kombinatsiyasidan iborat chunki (Q .3), (Q .4) formulalarga ko*sa

RN A
Vo . Ta\Aw A

Al—_.—"'}'l+...+/1m_,——%?m_‘ =4 ..+, =1

Sh:mday qilib, ixtiyoriy xeconmvF nuqta £ to‘plamning n+1 tadan ortiq
.bo Imagan nuqtalarining qavariq kombinatsiyasidan iborat ekanligi
isbotlandi ya’ni, 7 to“plamning qavariq qobig‘i convF
x=Ax Font b XX, €F, 4,20, 4+ 44, =1
ko‘rinishdagi nuqtalardan iborat. Teorema isbotlandi.
Q.2. TO‘PLAMLARNI AJRATISH

Agar fazoda [ gippertekislik mavjud bo‘lib, F to‘plam bu

gippernekislik bilan anigiangan bitta yopiq yarim fazoda, G to‘plam esa

boshga yopiq yarim fazoda joylashsa, u holda R” fazoning F va G
to‘plamlari gjraluvchan to‘plamlar deyiladi. (Q.1-chizma)

i

Q.1.-chizma

R" fazodagi ixtiyoriy I" gippertekislik

(xw)=a
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tenglama bilan beriladi, bu yerda w gandaydir mahkamlangan birlik
vektor, «-qandaydir son.  vektor I" gippertekislikga ortogonal. Agar,
endi F,GcR" to‘plamlar ajraluvchan va I' gippertekislik F va G
to‘plamlarni ajratsa u holda aniqlik uchun g vektor yo‘nalishini shunday
tanlaymizki £ to‘plam y vektorga nisbatan manfiy yarim fazoda, G
to‘plam esa musbat yarim fazoda joylashsin. (Aks holda y vektorni - y
vektor bilan almashtiramiz).
Bu holda ixtiyoriy f e F vektor uchun (f,i)<o tengsizlik,g <G

ixtiyoriy ~vektor uchun esa{g,y)2a tengsizlik bajariladi. Bu
tengsizliklarning biridan ikkinchisini ayirib

(Hw)-(&w)<0 (D-3)

munosabatga kelamiz. Shuning uchun, agar F va G to‘plamlar
ajraluvchan bo‘lsa, u holda shunday yeS vektor mavjudki, ixtiyoriy
f € F,geG vektorlar uchun (Q.5) tengsizlik bajariladi.

Endi ixtiyoriy f e F,ge G vektorlar uchun (Q.5) tengsizlik bajarilsin.
U holda

sup(f,w)<inf(g,p)
JeF geCG

munosabatga ega bo‘lamiz. Aniglik uchun

a=sup(f,y)

JeF

bolsin. U holda ixtiyoriy feF vektor uchun (f.w)<ea tengsizlik va
ixtiyorly geG vektor uchun a<(gy) tengsizlik bajariladi, ya’ni
(x.y)=o gipertekislik F va G to‘plamlarni ajratadi.

» Sl}uning uchun £ va G to‘plamlar ajraluvchan bo‘lishi uchun,
ixtiyorly &S vektor uchun (Q.5) munosabatlar bajarilishi zarur va
yetarli.

Agar £>0 soni mavjud bo‘lib, #'=F +5,(0) va G'=G + 5, (0) to‘plamlar
ajraluvchan bo‘lsa, u holda F va & to‘plamlar gat’iy ajraluvchan
to‘plamlar deyiladi (Q2-chizma).
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/]
Y

Q.2.-chizma

Buta’rifdan va (Q.5) munosabatdan £ va G to*plamlar gat’iy ajraluvchan
bo‘lishi uchun, shunday >0 soni mavjud bo*lib, ixtiyoriy v €S vektor
uchun

(riw)=(g'w)=o
tengsizlik barcha f'=F +S,(0),g' =G + S.(0) vektorlar uchun bagarilishi
zarur va yetarli. To‘plamlar yig‘indisining ta’rifiga ko‘ra f’' va g’
vektorlarni
fl=f+u, g'=g+v, feF,geG, uvesS, (0)
ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lgani uchun, yuqorida ko‘rsatilgan
tengsizlikning bajarilishi, ixtiyoriy
feF,geG, uves,(0)
vektorlar uchun

(F.w)—(gw)+(w) - (v.w)<0 (Q.6)

tengsizlikning bajarilishiga teng kuchli.
Bu tengsizlikning bajarilishi, o‘z navbatida ixtiyoriy feF,geG
vektorlar uchun

(fw)-(g.w)+26<0 Q.7

tengsizlikning bajarilishiga teng kuchli.
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Hagiqatdan ham, ixtiyoriy
feF, geG, u,vesS, (0)

vektorlar uchun (Q.6) tengsizlik bajarilsin.
u=gy va y=—gy deb olamiz. U holda

(wy)=(vw)=clp]+elv]=2¢

bo‘lib, (Q.6) munosabatdan (Q.7) tengsizlik kelib chigadi.
Ixtiyoriy &S, (0),—veS,(0) va w e S vektorlar uchun

@yl l=<e vwishl-lse

tengsizliklar bajariladi, demak —2& < —u,w|+ (u,¢). Endi (Q.7) tengsizlik
bajarilsin. U holda, oxirgi tengsizlikni e’tiborga olib, *

()~ () s 26 <) + ()

munosabatga kelamiz, ya’ni (Q.6) tengsizlikni hosil gilamiz.

Shunday qilib, F,G c R"to‘plamlar qat’iy ajratilishi uchun, shunday
£>0 soni va y e § vektor mavjud bo‘lishi kerakki, bunda (Q.7) tengsizlik
ixtiyorly feF,geG vektorlar uchun bajarilishi zarur va yetarli. Ikkita
to‘plamning qat’iy ajratilishidan, ularni ajratilishi kelib chiqishini
inobatga olamiz.

F va G bosh bo‘lmagan kompakt to‘plamlar, ya’ni F,Ge € Q(R")
bo‘lsin. Bu holda (Q.5) munosabatdan

e(F )+ e(G—y) = "}aﬁ‘U W)+ max(gy)<0
€ &%

tengsizlik kelib chigadi. Bu esa F.G e Q(R") to‘plamlar ajratilgan bo‘lishi
uchun

c(Fp)+c(G,—p)<0 Q8
tengsizlik bajariladigan y e$ vektor mavjud bo‘lishi zarur va yetarli

ekanligini bildiradi.
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Xuddi shu kabi (Q.7) tengsizlikdan
(5 u0) eG4 28 :}:::‘x"f-'f"; iz g

ya’ni F.GeQ(R") to'plamlar gat’iy ajratilishi uchur, | fana
holdaki,

c(Fawy+clG—yw)+ 2e <0

tengsizlik bajarilishini ta’minlaydigan ixtiyoriy & -4 woo vz
mavjud bo‘lishi kerak.

Nugqtani to‘plamdan ajratish va qat’iy ajratish hagidzz, <o -

lemmani isbotlaymiz.

Qat’iy ajratish haqidagilemma. F < R” - yopiy va guicriz o 2o

geR" nugta esa F to'plamda yotmasin. U holda F .z iz
gat’iy ajraluvchan bo ‘ladi.

Isboti. F- yopiq gavariq to‘plam va gg F bo’izin » moos

to‘plamgacha bo‘lgan masofani p(g,F)

PlgF)=maxjg —f|

formula bilan aniglaymiz. |g- f| norma uvzluksiz fimesi =

to‘plam. Demak |[g- f| funksiyaning minimumi gzniz.=
vektorda erishiladi ((Q.3)-chizmani qarang).

Q.3.-chizma
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g ¢ F bo‘lgani uchun,
plg:F)=|g~fif>0 (Q.10)
tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan tashqari, ixtiyoriy f e F vektor uchun
Ir-zelzlfo-sl Q11
tengsizlik bajariladi.
Qandaydir feF vektorni mahkamlaymiz va bu vektorni £, nuqta
bilan tutashtiramiz. Bu kesmaning ixtiyoriy nuqtasini

x=X +(U=Dfo=1o + ASf = fo)

ko‘rinishda yozamiz, bu yerda A soni [0,]] kesmadan tanlanadi. F qavariq
to‘plam bo‘Igani uchun, u holda barcha 0< A <1 sonlar uchun xe F. xe F
nuqtaga (Q.11) munosabatni qo‘llab,

b el=1fo - &l
tengsizlikni , va demak
(x-gox—g)=|r- gl 21fo — e’
tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlikda xvektor o‘rniga , uning A orqali
ifodasini qo‘yib,
{fo + AUS = fo) -8 fo + S — o) - &)= 1o &l
tengsizlikni, ya’ni barcha 0< 4 <1 sonlari uchun

If = £l 2 +2(f = for fo — 8)A20

tengsizlik bajarilishini ko‘ramiz.

Bu tengsizlikning chap gismini @(4) orqali belgilaymiz. U holda
0<A<1 va ¢(0)=0 bo‘lganda @(1)=20. Demak, ¢(0)z0 , ya’ni
{f - fosfa—g)20. feF vektor ixtiyoriy tanlanganligi uchun
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(f“fmfo "3}20 (Q.12)

tengsizlik ixtiyoriy f e vektor uchun bajariladi.

g-/fo
le-7l
vektorni qaraymiz. (Q.7) munosabatni , vektor uchun tekshiramiz.
(Q.12) tengsizlikni e’tiborga olgan holda

(Q-10) shart bo‘yicha {lg — f,]l 0 bo‘lgani uchun, u holda y, =

ot =<f'g—fo>_(gxg—fa>((ﬂlg‘f0>_‘:3»3_.&.}____” A
O e = Bl o s R

tengsizlikni hosil gilamiz. Agar 2¢ =|g- 1;]>0 deb olinsa, u holda (Q.7)
tengsizlik ixtiyorly feF vektor uchun bajariladi. Demak F va {g}
to‘plamlar gat’ty ajraluvchan bo‘ladi, bu esa lemmani isbotlaydi.

Natija. F e (R")to ‘plam qavariq, g e R" nugta F to ‘plamga tegishli
bo ‘Imasin. U holda

e(Fp)<(g,w) Q13

qat’iy tengsizlilmi ganoatlantiruvchi y € S vektor mavjud.

Isboti. Isbotlangan lemmaga ko‘ra F va G={g} to‘plamlar qat’iy
ajraluvchan, va demak shunday ¢ >0 soni va v e S vektor mavjudki, ular
uchun (Q.10) tengsizlik, ya’ni

c(Fw)+{g.-w)+2e<0

tengsizlik bajariladi. £>0 bo‘lgani uchun bu tenmgsizlikdan (Q.13)
tengsizlik kelib chigadi va bu bilan natija isbotlandi.

Q.3-chizmadan (Q.13) tengsizlikning geometrik ma’nosi ko‘rinib
turibdi.

Ajratish haqidagi lemma. F c R" yopig va qavarig to ‘plam, geR"
nugta esa F to ‘plamning ichki sohasiga tegishli bo Imasin. U holda F
va {g} to'plamlar ajraluvchan bo'ladi.

Isboti. ggintF bo‘lgani uchun, F to‘plamga tegishli bo‘lmagan g
nuqgtaga yaqinlashuvchi {g,} nuqtalar ketma-ketligi mavjud. Qat’iy
ajraluvchanlik haqgidagi lemmaga ko‘ra har bir g, nuqta F to‘plamdan
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qgat’iy ajraluvchan va demak ajraluvchan bo‘ladi. U holda shu‘nda}’ ,Wf- es
vektor mavjudki, ixtiyoriy f e vektor uchun (Q.5) tengsizlik, ya'ni

(fovn)—(gesw) <0 (Q.14)

tengsizlik bajariladi. §- birlik sfera kompakt to‘plam bo*lgani uchun {‘//k}'
nuqtalar ketma-ketligidann gandaydir weS§ vektorga yaqginlashuvchi
qismi ketma-ketlik ajratish mumkun. Bu gismi ketma-ketlikni yana {y}
orqali belgilaymiz. U holda ixtiyoriy fefF vektor uchun, (Q.14)
tengsizlikda limitga o‘tishdan foydalanib

(fw)~(ew)=0

tengsizlikni, ya'ni w vektor uchun (Q.5) munosabat bajarilishni
ko‘ramiz.Demak F va {g} to‘plamlar ajraluvchan bo‘ladi. Lemma

isbotlandi.
Natija. FeQ(R") qavarig fo‘plam va 7, nugta F to'plamning

chegarasida yotsin, ya'ni f,<oF. U holda, F to ‘plamga f, nugtada
tayanch bo'igan v, e S velktor mavjud(Q. 3-chizmaga qarang).

Isboti. £, nuqta # to‘plamning ichki sohasiga tegishli bo‘lmaganligi
uchun ajraluvchanlik haqidagi lemma bo‘yicha F va G={f;} to‘plamlar
ajraluvchan bo‘ladi. Demak shunday y, € S vektor mavjudki, bunda (Q.8)

tengsizlik, ya’ni
(F o)+ {formwo) <0

tengsiziik bajariladi. Tayanch funksiyalar 6-xossasining natijasiga ko‘ra
(3-ma’ruzani qarang) f, € £ mansublikdan

(—fO’y/) = C(F,WO)
tengsizlik kelib chigadi. Oxirgi ikkita tengsizlikdan

C(F’V/o)=<fl)»l"o>
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tenglik kelib chigadi. Shuning uchun w, vektor F to‘plamga s, nuqtada

tayanch vektor bo‘ladi.
Qat’ly ajraluvchanlik haqidagi teorema. [kkita gavarig

F,GeQ(R") to'plamlar qat’ly ajraluvchan bo'lishi uchun, ularning
kesishmasligi , ya’ni F(\G =@ bo lishi zarur va yetarli.

Isboti. Ikkita qavariq F,GeQ(R") to‘plamlar qat’iy ajraluvchan
bo‘lishi uchun (Q.9) tengsizlik bajarilishini ta’minlaydigan £ >0 soni va
w €S vektor mavjud bo‘lishi, ya’ni bu ¢ e S vektor uchun

c(F,p)+¢(G,-y)<0

tengsizlikni bajarilishi zarur va yetarli.
Tayanch funksiyalarning 12 xossasiga ko‘ra (3-ma’ruzani garang)
ikkita F,GeQ(R") qavariq to‘plamlar kesishi uchun, barcha weS

vektorlar uchun

c(Fu)+c(G~p)20

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. Bundan teoremaning xulosasi
darhol kelib chiqadi. Teorema isbotlandi.

Ajraluvchanlik haqidagi teorema. Ikkita gavarig F,GeQ(R")
to ‘plamlar ajraluvchan bo ‘lishi uchun

0gin([F +(-1)G] (0.15)

mansublikning bajarilishi zarur va yetarli.
Isboti. Ikkita F,GeQ(R") to‘plamlar ajraluvchan bo‘lishi uchun
(Q.8) tengsizlik bajariladigan e S vektorni mavjud bo‘lishi zarur va

yetarli.
Boshga tomondan £ +(-1)G to‘plam qavariq bo‘lgani uchun tayanch

funksiyalarning 14-xossasining natijasiga ko‘ra (3-ma’ruzani garaymiz)
(Q.15) munosabat ixtiyori w e S vektor uchun

0<c(F.p) +c(G-y)

tengsizlikni bajarilishi zarur va yetarli edi. Bundan teoremaning xulosasi
darhol kelib chiqadi. Teorema isbotlandi.
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Agar F+(-1)G bo‘sh to‘plam bo‘lmasa, u holda qavariq F,GeQ(R")
to‘plamlar doimo ajraluvchan bo‘lishini qayd etamiz.

Q.3. QAVARIQ FUNKSIYALAR

Agar ikkita %% €' nugtalar va ixtiyoriy 0<4<1 soni uchun

SO+ (= Dry) 4 () + A= DS () (Q.16)

tengsizlik bajarilsa, /& &' funksiyaga gavariq gunksiya deyiladi.
Matematik induksiya bo‘yicha %% €X' nugtalaming

x=4x +A4. 4. A%, A 204+ 4, +...+ 4, =1
qavariq kombinatsiyasi uchun /&) qavariq funksiya
SOAX, At 4,2, ) S A f () 4ot A, f(E,) (Q.17)

tengsizlikni qanoatlantirishini ko‘rsatish qiyin emas.
Biz tayanch funksiyalar va ularning xossalarini o‘rganishda har

ganday F<9R’) to‘plamning <(F.¥) tayanch funksiyasi ¥ €&’ vektor
bo‘yicha qavariq funksiya bo‘lishini (1- va 2- xossalamning natijalari)
ko'rdik. 3-ma’ruzada F<9{R") to‘plamning (%) tayanch funksiyasi
¥R vektor bo‘yicha uzluksiz (13-xossaning natijasi) bo‘lishiga amin
bo‘ldik. Shu bilan birga har qanday qavariq funksiya chekli giymatlar
gabul gilsa, ya’'ni S ()= +o bo‘lsa, bu funksiya uzluksiz bo‘lar ekan.

1-Teorema. Agar f:R"—>R' funksiya qavariq va chekli bo‘lsa, u
holda v uzluksizdir.

Isboti. Ixtiyoriy % €& nugtani mahkamlaymiz va unga yagin turgan
% +AYER" nugtani qaraymiz. R" fazoda %€+~ bazis vektorlami va ular-
ga teskari S = 6% =88, =€, yektorlarni qaraymiz. Argumentning
Ax:(Ax"sz’---sAx") vektor orttirmasini %+ vektorlar bo‘yicha:
agar Ax' 20 boflsa, u holda & =4%' » &y =0 agar &% <0 bo‘lsa, u holda

$1=0. i ==A%, Lo¢rinishni tanlab
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Ax=fe +...+ 5,6, : (Q.18)

kabi ifodalaymiz. Shunday gilib, 4*=%¢ *--+%&e. yoyilmada barcha &
sonlar nomanfiy, ya’ni €29 va ax—>0 da % >0 ar vektorni yetarlicha

kichik deb faraz gilamiz, chunki % <!
(Q.17) formula va /&) qavariq funksiyaning (Q.16) ta’rifiga ko‘ra

N

P+ 8= 1 (54 3260 |1 (3320 <
il = 1=l
Sziif[x“ + §r2ne,)=—2];§":f[(l—§)xn +&(x, +2ne))]<
e 1=t

5%2[(1 — &) (56) + & f (%, + 2e))]

tengsizlikni yozamiz.
Endi funksiya orttirmasini baholaymiz. Hosil gilingan tengsizlikdan

foydalanib

S+ 8= ()= 5310 E)/ o)+ £/ 2 |- S )= 556 s+ 2 )= 1)

T gt

ekanligini topamiz.
7(=)# > potlgani uchun o‘rta qavs ichida qandaydir son bo‘lib, bu
tengsizlikning o‘ng tomoni Ax—0 da nolga intiladi.Demak har ganday

£>0 soni uchun, shunday >0 soni mavjudki, fa<s tengsizlikni
qanoatlantiruvchi ixtiyoriy Ave R” orttirma uchun

S+ 8)~ )< (Q.19)

tengsizlik bajariladi.
JAl=8 polsin Yana bir bor (Q.16) formuladan foydalanib,

S)= {355+ 228 < e a5)o L 15, -0)

ya’'ni
f(-"n}" f(-':l * "h)“—“ f{-"n = "3-") = f(-"u]
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tengsizlikka kelamiz. [-24=9 bo‘Igani uchun (Q.19) formulaga ko‘ra bu
tengsizlikning o‘ng tomoni £>0 sonidan kichik, shuning uchun

Slo)=flu +Ax)<s. Hosil bo‘lgan tengsizlikni (Q.19) formula bilan
taqqoslab, yetarlicha kichik 4+ orttirmalar uchun

I f(xo'*'Ax)_f(xa) JSE

tengsizlikka olamiz. Shunday qilib / ) funksiya % nugtada uzluksiz. 1-
teorema isbotlandi.
Yana ixtiyoriy /:R" =R funksiyani va gandaydir #€&" vektorni
qaraymiz.
Agar musbat @ soni nolga intilganda

_fx+ah)- fx)
pla)= a

ifodaning chekli limiti mavjud bo‘Isa, bu limitga J/ ) funksiyaning x nuqtada
heR" vektor yo’nalishidagi hosilasi deyiladi va /(%) kabi belgilanadi.
Demak

[ = Jim pla) = lim LEZED=TC) (Q20)

2-Teorema. Agar /:® =R funksiya qavariq va chekli bo‘lsa, u
holda ixtiyoriy xR" nugtada /' &) funksiyaning har qanday %<& vektor
yo’nalishida /(%) hosilasi mavjud bo‘lib u quyidagi:

1) S G AR)=a (x;h), VA0,
2) ok + 1)< f(nh )+ fxh), Yh.heR"

shartlarni qanoatlantiradi.
Isboti. x/€R" vektorlami fiksirlaymiz. Agar biz @—+0 da
ola)= S+ ah)- f(x) . .
a ifodaning o°smasligi va chegaralanganligini
ko‘rsatsak, u holda (Q’.20) munosabatdagi limit mavjud va chekli bo‘ladi,
ya’ni biz bu holda /'(%:4) hosilani mavjudligini isbotlaymiz.

202



%%  soplari % >% >0 shartni ganoatlantirsin.(Q.16) formulada

=% A%
% @ ya %=X+ 5 =X pelgilashlar kiritsak

A +(- Ay =x+ah

flx+ayh)< Z— Fle+ o)+ E=22 £(x)
] 1

(24

munosabatlarni hosil gilamiz. Demak

Mﬂﬁsiﬂﬁ.alhh & —c; ﬂ_,)_iﬂx}z
a, r:zl aa, o,

_Sxtah) - f(x)
@ ’

ya’ni o{e2)=0(@) boladi va (@) funksiya @ = +0 da o‘smaydi.
1 a

A
(Q.16) formulada 1+a 1+a@ va
belgilashlar kiritsak 45 (-4 =% v

x=x+ah x,=x—h

)<= flxvah) 2 (e )

munosabatlarni hosi! gilamiz. Demak,

Jlrah)- 1), (+@-afG=h)-16) _ 1y rc_p)

F{)#0 botigani uchun bu tengsizlikning o'ng tomoni chekli son, demak
(@) funksiya quyidan chegaralangan. Biz (Q.20) limitni mavjud va
chekli yani /@) funksiya * nuqtada / yo‘nalish bo‘yicha differen-
sialanuvchi ekanligini isbotladik.

1-xossa. (Q.20) munosabatdan darhol kelib chiqadi. Haqiqatdan
ham 4>0 (=0 bo‘lsa, 1-xossaning bajarilishi ayon) bo‘lsa, u holda
fx+aih) - f(x) _
desb = S

Sx Al = .EI_T:)

=4 lim
a—++0

M: Af(x h)
al :
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2-xossani isbotlash uchun yana (Q.I6) va (Q.20) fo‘rmulalardan
foydalanamiz. #+#: € k" bo‘lsin. U holda

Fih )= tim LEF B BDZTCD

f[x-f-zzaﬁ, a x+§a!.|_zj_f(x)
=

= lim
& el o

< TG 2R~ F() | fx+2ah) — ()
a—+a0 20 a0 2a

=[x h)+ (x5 h)

Teorema to‘la isbotlandi.
Natija. Har qanday Fe=Q(r") to‘plam va uning ©(F.¥) tayanch
funksiyasi gavariq va chekli. Demak

ola)= Vo + av) = c(Fowo)
a Q21)

funksiva ixtivoriy ¥o¥ €R" yvektorlar uchun quyidan chegaralangan va
@—+0 da o'smaydi. Shuning uchun ¢¢-¥) tayanch funksiya , ixtiyoriy
Yo =& nuqiada ¥ € R ixtiyoriy yo‘nalish bo‘yicha differensiallanuvchi va
yo‘nalish bo‘yicha <(F:#i#) hosilasi quyidagi:

D (F,wy; Aw) = Ag'(F, o) VYA20;
2)CEWoiws +¥2) S (Epop) + € (Foposys), Vi, p, € R

xossalarni ganoatlantiradi.
Agar har qanday x<X" vektor uchun shunday 2€R" vektor topilib
bunda,
S = f(x0)= (o = x0) + 3 — x, ) (Q22)
munosabat  bajarilsa  fiR" >R funksiya %K pugtada
differensiyalanuvchi deyiladi, bu yerda E(”x - xuﬂ) migdor b= =04,

olfs—xol)

= xof ekanligini bildiradi. Bu holda Pvektorga /() funksiyaning
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Wi )

9 . . . an B
° nuqtadagi gradiventi deviladi va & xabi Belaiiano

funksiya differensiallanuvchi botlsa. v holda woimse B codas
3 . et o . 5 . E

yo‘nalish bo*yicha hosilasi mavijud ba-lib

Wiwe )y
H (X S Ay

;‘._._ L

(k)=

ko‘rinishga ega. Hagigatdan ham (Q’.22) munossbaiga Ao'ra

At

g?“_(,\“, ) - - = 3
» | ;-— LT K % Y - = ~
F G = fim f(x0+ah)—j(.1.c_)= lim A& _ 9=
a0 a a=asd a . &
tenglikni yozamiz.

I-misol. F® = funksiyadan yo‘nalish bo“yicha hosilani tepamiz.
Bu funksiya qavariq va chekli. Demak 2- teoremaga ko'ra uning ixayoriy
nugtada ixtiyoriy vo°nalish bo‘yicha hosilasi mavjud. Ma'lumki
funksiya x=0 nuqtadan fargli barcha nuqualarda differensiallanuvchi

Y= _ >
po'lib & [, Shuning uchun =9 bo'lganda uning yonalish be"yicha

hosilasi mavjud bo°lib (Q.23) formulaga ko‘ra

ren=%2

ko‘rinishga ega. *=0 bo‘lganda yo‘nalish bo‘yicha hosilaning (Q.20)
tarifiga ko‘ra

f(x;h)= M = "h” -

[+ 4

bo‘ladi.
Agar J:R' > R funksiya qavariq va *o nugtada differensiallanuvchi

bo‘lsa, u holda ixtiyoriy *€ R" vektor uchun

(?f(ﬁl, x-xcl)sf(x}-ffX,_.J

o (Q.24)

tengsizlik bajariladi.
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Hagigatdan ham, 0<4<l  bo‘lsin. (Q.16) formulada

A=, x) =X, X; =X ho‘lsa, u holda

Slax+(1—-ak)saf (0) +(1-a) f(x0) = f(xg) +alf(x)~ f(x)}

Demak,

S tale- 2D~ f00) . r ey
(4

S(x) funksiyaning *o nuqtada yo‘nalish bo‘yicha differensiallanuvchi
ekanligini e’tiborga olib, bu tengsizlikning o‘ng gismida @—+0 da
limitga o‘tilsa

S (gix —xp) < f(x) ~ f(xp)

tengsizlikni, bundan esa (Q.23) formulaga ko‘ra (Q.24) tengsizlikka

kelamiz.
Endi /:R" >R’ oddiy gavariq funksiya bo‘lsin. Agar ixtiyoriy

x€R" vektor uchun

(P, x = x0) < F(x)— S (o) (Q-25)

tengsizlik bajarilsa ((Q.24) formula bilan taqqoslang), peR” vektorga
J(x) funksiyaning * nuqtadagi subgradiyenti deyiladi. Barcha peRr’
vektorlar majmuasiga /(¥) funksiyaning * nugqtadagi subdifferensiali
deyiladi va & (%) bilan belgilanadi. Shuning uchun

F () ={p:(Px~X0) S f(x) = f(x)Vx€R"}

Keyin, agar /() funksiyaning bu nugtada hech bo‘lmaganda bitta
subgradiyenti mavjud bo‘lsa, ya’ni & (%) bo'sh to‘plam bo‘lmasa, J(x)
funksiyaga *o nuqtada subdifferensiyallanuvchi deyiladi. (Q.24) formu-
ladan , agar /(*) qavariq funksiya o €R" nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda /(*) funksiya % nugtada subdifferensiallanuvchi bo‘lib,
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I (x,)
uning bu nuqtadagi gradiyenti &  subgradiyenti bo‘ladi, ya’ni

T ¢ 7(x,)

Q.4-bo limda f (*) funksiya *o nugtada boshqga subgradiyentlarga ega
E.Y(“'a) =31 (x)

emasligi, ya’'ni & ekanligi ko‘rsatiladi.
2-misol. /(=[x funksiyaning ¥ =9 nuqtadagi subdifferensialini
topamiz. (Q.25) tengsizlik bu holda

{(px)=d

ko‘rinishni olishi va barchax€R” vektorlar uchun bajariladi. Har ganday
=1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy # vektor uchun bu
tengsizlik barcha x € R"vektorlar uchun bajariladi, agarda I7l> 1 bosisa, u
~P Lot
holda, masalan T2 bo‘lganda bu tengsizlik buziladi, chunki 2”p" 2"p“
. Demak, / @)=l funksiya * =9 nuqtada subdifferensiallanuvchi
bo‘lib, uning bu nuqtadagi subdifferensiali birlik shar bilan ustma-ust
tushadi, ya'ni Y(O=S©@) S ) =[] funksiya % =0 nuqrada
differensiallanuvchi emasligini gayd etamiz. Umuman olganda ixtiyoriy
gavarig funksiya subdifferensiallanuvchi bo‘lmaydi. Masalan

= Hrﬂ agar "_r" =1bo'lsa,

+oo agar || >150'Isa.

f(x)=[

funksiya I¥1>1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha ¥€R" nugtalarda

subdifferensiallanuvchi emas. Kitobxonga bu tasdiqni mustagil tekshirib
ko‘rishni havola etamiz.

Masalalar

1. f= g I I funksiya ixtiyorly yo‘nalish bo‘yicha differensialla-
nuvchi ekanligini isbotlang va uning yo‘nalish bo‘yicha hosilasini toping,

bu yerda x'- x vektorning koordinatasi.
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o L r! funksiyaning *o =® nuqtadagi subdifferensialini

toping,

3* SR SR funksiya qavariq, chekli va ixtiyoriy nuqtada different
siallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiya uzluksiz differensiallanuvgh{
ekanligini, ya'ni uning gradiyenti * ga uzluksiz bog‘ligligini
isbotlang_

Q.4. SUBDIFFERENSIALNING XOSSALARI

Biz oldingi bo‘limda /: R’ = &' qavariq funksiyaning *nuqtadagi
¥lx,) subdifferensiyali tushunchasi bilan tanishdik. Bunda 76
funksiyaning % nuqtadagi subdifferensiyali deb uning shu nuqtadagi
barcha subgradiyentlari to‘plamiga aytiladi.O‘z navbatida barcha =€ &’
nuqtalar uchun

@x—%) <SS 00)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi =& vektorga subgradiyent deyiladi.

1-Teorema. Agar /iR —R' chekli qavariq funksiya bo‘lsa, u
holda bu funksiya ixtiyoriy x<X" nuqtada subdifferensiallanuvchi
bo‘ladi, yani va uning & (=) subdifferensiyali kompakt va qavariq
to*plam bo‘ladi.

Isboti. Bizdan ¥ €QUR") va ¥%) to*plamlarni qavarigligini
isbotlash tzalab gilinmogda. Dastlab &%) bo‘sh to‘plam emasligini
ko‘rsatamiz. R'x R%fazoda /&) funksiya grafigining ustki nuqtalari
to‘plamini qaraymiz. Bunday to‘plam 1) funksiya grafikusti
deyiladi va

P={(r,x)e R'xR*: 72 f(x)}

to‘plam ko‘rinishida aniglanadi (Q.4.-chizma).
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ol = depl-Ng T

v

Q.4-chizma

P yopiq to‘plam ekanligi ayon. Hagigatdan ~-%)€? nugtalar ketma-
ketligi (»x)€R*R" nuqtaga yaqinlashsin. Grafik usti ta’rifiga ko‘ra
742 /(%) tengsizlik bajariladi. /() funksiya uzluksiz bo‘lganligi uchun bu
tengsizlikdan limitga o‘tilsa ¥2/™ tengsizlik hosil bo‘ladi, yani %)
nugta P tegishli.

P to‘plamni qavariq ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik i»%).(z2,%)€P
nuqtalar va 0<A<1 soni berilgan bo‘lsin. P to‘plamning ta’rifiga ko‘ra
72/, 12/() tengsizliklarga ega bo‘lamiz. /() funksiya gavariq

bo‘lganligi uchun

A+ (= Ay, 2 4 () + 4~ Af () 2 (x5 + (1= A)x,)
y’ani 11(}’,.,\',)+(1—/l)(72,x2)e i

Shunday qilib 7 to‘plam R' x R* fazoning qavariq va yopiq to‘plam osti
ekan. Ixtiyoriy xnEeR nuqtani qaraymiz. /o)) nugta P to‘plamga
tegishli, ammo P to‘plamning ichki sohasiga tegishli emas, chunki

1
(f(x°)"I'I‘I°) nuqtalar ketma —ketligi ¥ ning hech bir giymatida P
to‘plamga tegishli emas va k¥ —>wda (/(%)%) nuqtaga yaginlashadi.
Ajratish haqidagi lemmaga ko‘ra (Q.2. bo‘limga qarang) P va U{%)h%))
to‘plamlar R'xR" fazoda ajratiladigan to‘plamlar bo‘ladi, ya’ni shunday
(Aw)e R'5R birlik vektor mavjudki barcha (%X € P nugialar uchun
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YA+ () S f(x0) A+ (Xo.0) (Q.26.)

tengsizlik bajariladi (Q.5.-chizmaga qarang).

(=) N

=), =)
fiz)
fizy 7/ oaw
) = =, 4
Q.5-chizma

*=% botlganda ¥2/(%) bo'lib, bu tengsizlikda 2SS} yrani a20
tengsizlikni hosil gilamiz. Agarda 4=0 bo‘lsa, u holda (Q.26) tengsizlik
¥ =0 bo‘lgandagina barcha *€ R lar uchun bajariladigan (%¥)=(Xo-¢")
tengsizlikka o‘tadi.Buning bo‘lishi mumkin emas, chunki
(A, w)eR' xR? birlik vektor. Demak, (Q.26) tengsizlikda 4 soni
manfiy. Bu tengsizlikni 4 soniga bo‘lamiz va unga (/(*:x)€® nugtani
go‘yamiz.Natijada barcha x € R” vektorlar uchun o‘rinli bo‘lgan

[_%,,_;,]g 1@ 1)

W
e

tengsizlikka kelamiz.Demak, 4 d vektor /(=) funksiyaning Yo
nugtadagi ¥(%) subdifferensiyaliga tegishli ((Q.25) formulani qarang),
yani ¥&)#*2. va /() funksiya ixtiyoriy o €R’ nugtada subdiffe-
rensiallanuvchi.

Endi ) to‘plamni yopiq to‘plam ekanligini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik P& €3 (%) nuqtalar ketma-ketligi P<®" nuqgtaga
yaqinlashsin.(Q.25) formulaga binoan barcha x€ R" nuqtalar uchun
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(pi>x = x%0)< [x) - f(xo),
tengsizlikka ega bo*lamiz.Bu tengsizlikda limitga o‘tib
(P’x"xo)sf(x)_f(xo)

tengsizlikka, yani P < & (x) xulosaga kelamiz.

Endi %) to‘plamni chegaralangan to‘plam ekanligini ko‘rsatamiz.
Teskaridan faraz gilamiz, yani shunday P« € ¥ (xo) nuqtalar ketma-ketligi
mavjudki, k== da [Pl =+ potlsin. (Q-25) formulaga binoan barcha
xR nuqtalar uchun

(Pk X = xo)S f(x)— f(xo)

X=Xy +1=
tengsizlik bajariladi. Har bir # uchun bu tengsizlikka lox nugtani
qo‘yamiz.Natijada lpll= 7 (x> = 7(x0) tengsizlikka kelamiz. /) gavariq
funksiyalar mavzusidagi 1-teoremaga ko‘ra (Q.3 bo‘limga garang)
uzluksiz. Shuning uchun oxirgi tengsizlikning o‘ng tomoni (%! sharda
chegaralangan. Bu esa bizning #—>= da Pl =+ botisin deb gilgan
farazimizga zid.

Nihoyat (%) to‘plamni qavariqligini ko‘rsatish qoldi. 7 7: € &(%)
nugtalar va 0<A<1 soni berilgan bo‘lsin. U holda (Q.25) formulaga
binoan barcha x € R" nugqtalar uchun

(pr_xu)ﬁ‘f(x)_f(xo), (pz,x—xo)Sf(x)—f(xo)

tengsizliklar bajariladi.
Bu tengsizliklarni mos ravishda 4 va 1-4 sonlariga ko‘paytirib
qo‘shilsa, barcha »€®" nugtalar uchun o‘rinli bo‘lgan
(’lpl + (1 i }L)Pz,x - xo)S f(x)— f(—"n)

munosabatni hosil qilamiz. Demak, 4 +(1~)p; € F ¥l porladi. Teom
rema to‘la isbotlandi.
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Natija. Har qanday F <" to'plam uchun uning ¢-¥) tayanch
funksiyasi ixtiyoriy ¥»€®R" nuqtada subdifferensiyallanuvchi va uning
%F¥%) qavariq, koompakt to‘plam bo‘ladi.

2-Teorema. Aytaylik /& 2R funksiya chekli bo‘lsin. Bu holda
7)) funksiya gandaydir FEME") to‘plamning tayanch funksiyasi
bo‘lishi uchun

Df(A-y)=4 () A20;
2) fly, +yo) < fly) + f(w,)

munosabatlarni bajarilishi zarur va yetarli. Bunda F to‘plam
F={feR";(f,w)gf(x) VI;!ER"} (Q27)

ko‘rinishga ega.
Isboti. Agar /() funksiya gandaydir £<2(R") to‘plamning
tayanch funksiyasi bo‘lsa, ko‘ra 1-,2-xossalarini qanoatlantiradi (3-
ma’ruza , tayanch funksiyalarning 1-va 2-xossalariga garang).
Teoremaning xulosasini boshga tomonga ko‘rsatamiz. /@) funksiya

chekli va qavariq bo‘lganligi uchun 1-va 2-shartlardan barcha ¥i-¥2 €&
nuqtalar va 0= A <1 soni uchun

Sy + (1= D)< F(A) + F((A~ D)= 21 (w,) + (1= A (v,)

munosabat kelib chiqadi. Yuqorida isbotlangan 1-teoremaga ko‘ra bu
funksiya ixtiyoriy ¥» <X nuqtada subdifferensiyallanuvchi bo‘ladi.
(Q27) formula bilan berildan F to‘plam /&) funksiyaning ¥ =°

nuqtadagi subdifferensiyalidan iborat ((Q.25) formula bilan taqqoslang).
Demak 1-teoremaga ko‘ra Fqavariq kompakt to‘plam.

F to‘plamning ¢F¥) tayanch funksiyasini qaraymiz. Agar biz
c(F.p)=J¥) ekanligini ko‘rsatsak teorema isbot bo‘ladi.
(Q.27) formuladan foydalanib, har ganday ¥ € R vektor uchun

e(Fy)=max(f,y)< f(y)
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tengsizlikni yozamiz. Bu tengsizlikda tenglik o‘rinli ekanligini isbotlash
uchun teskaridan faraz gilamiz, yani shunday # €& vektor topiladiki,
uning uchun F-¥)<(.?) tengsizlik bajarilsin. 1-teoremaga ko‘ra &%)
to‘plam bo‘sh emas. 7€ @) vektor va barcha ¥ €% vektorlar uchun
o‘rinli bo‘ladigan

(pw—7)< )~ £G7) (Q.28)
tengsizlikka ega bo‘lamiz.2-shartdan

Swy=fly—w+7) s fly—in)+ f7)

yani JU)-S@)=f(-¥) tengsizlik kelib chigadi. Shuning uchun (Q.28)
tengsizlikdan har ganday % € R vektor uchun o‘rinli bo‘ladigan (pw—¥&)
=Jr=¥) tengsizlikni hosil gilamiz.

Keltirilgan tengsizlik ixtiyoriy ¥ =% €X" vektor uchun ham o‘rinli.Bu
esa Ped(0)=F ekanligini bildiradi.

1-shartga ko‘ra /(0}=0- Shuning uchun (Q.28) tengsizlikda ¥ = deb
olsak, (P.#)=f(w)=clF,i7) tengsizlik hosil bo‘ladi.
Bu esa tayanch funksiyalarning 6-xossasiga ko‘ra (3-ma’ruzaga qarang)
PEF ekanligini bildiradi.Hosil bo‘lgan qarama qarshilik teoremaning
isbotini beradi.

3-Teorema. /'R >R funksiya chekli bo‘lsin. U holda har ganday
xeR" nuqta va har qanday ¥ €&” vekto‘r uchun

el@f (x) )= S(xw)

tenglik o‘rinli.

Isboti. Oldingi mavzuning 2-teoremasiga ko‘ra(Q.2.bo’limgz
garang) ixtiyoriy *€R" nuqtada J &) funksiyaning har ganday -~
vektor yo’nalishida /%) hosilasi mavjud bo‘lib u quyidagi:

1y S av)=4"(xy), 420,
2) FGsw+w)< f )+ fay,)
shartlarni ganoatlantiradi. Demak 2-teoremaga ko*ra 7 1% funisive
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F={feR":<f,u/)Sf’(x;V/) VI/IER"}

to‘plamning tayanch funksiyasi bo‘ladi. Shunga ko:ra '5-"(” va :
to‘plamlarni ustma-ust tushishini isbotlash qoldi. Yo‘nalish bo‘yicha

hosilaning ta'rifiga ko‘ra
F:{_{'ER” :(f‘w)sl!i_{.&r_fﬁf%l_ﬂ Yiye R"'}

Oldingi mavzuning 2-teoremasida Q.2.bo‘limga qarang) /&) qavarig

funksiya uchun @—+0 da SG+@¥)=F() miqdorini o‘smasligini
(24
ko‘rsatgan edik. Shuning uchun

F:{fe ol :(f,w}&w Ya>0, VVIER"}=
o
={feR (f,ap)< fx+ap)- f(x) Va>0, Vyek'}
tenglikka ega bo‘lamiz. Agar bu tenglikdan ¥ =** @V deb olsak
F={feR(f,y-x)< (M- f(x) VyeR}=8/(x)

tenglik hosil bo‘lib, teoremani isbotlaydi. )
Natija, Har ganday F<2R") to‘plam uchun uning <F:¥) tayanch

funksiyasi ¥o-¥ € R yektorlarning barcha giymatlarida
e{8e(F,wo ) W)= (F )

tenglik o°rinli bo‘ladi.

4-Teorema. /:R"—>R' funksiya chekli bo‘lsinBu holda /(*)
funksiya %<& nugtada differensiallanuvchi bo‘lishi uchun uning bu
nugtadagi subdifferensiali yagonaaf(xo)={§f§0_)_} vektordan iborat
bo‘lishi zarur va yetarli.

- f(x,)

Isboti. /&%) funksiya *nuqtada differensiallanuvchi va & uning

gradiyenti bo‘lsin. U holda &} funksiyaning har qanday ¥€®" vektor
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far‘_ W)= (22 (Xu )

5';’( o)

yo'nalishida /%) hosilasi mavjud bo‘lib ,

c(af(xo )’W) =< =

ko‘rinishga ega. 3-teorema bo‘yicha , yani ¥ (%)

af(xn) 3
va { ox to‘plamlarning tayanch funksiyalari ustma-ust tushadi.
Demak tayanch funksiyalar 11-xo0ssasining natijasiga ko‘ra (3-ma’ruzaga

qarang) ¥G») va '~ & ' to‘plamlarning tayanch funksiyalari UStm(a-l;St
{ Flod

tushadi, yani #%) to‘plamning subdifferensiali yagona &
vektordan iborat bo‘ladi.

Endi (o) to‘plamning subdifferensiali yagona <&’ vekto‘rdan
iborat bo‘lsin. Bu holda 3-teoremada har ganday ¥<R® vektor uchun
9= (p¥) tenglik bajariladi. Yo‘nalish bo‘yicha hosilaning ta’rifini
hisobga olsak har ganday @ >0 soni va ixtiyoriy ¥ €R" vektor uchun

[ +ayp)— f(x)=a(p,y)+5(c) (Q.29;

munosabat bajariladi. /) funksiya % nuqtada differensiallanuvch: va »
uning gradiyenti ekanligini ko‘rsatamiz.Buning uchun

T = 7o) = (pyx—5) =5 (i = %))

munosabat bajarilishini isbotlaymiz. f(x)— f(x,)— ( [P 5= x0> >0 bo‘t-
gani uchun 7 subdifferensiali ta’rifi bo‘yicha ((Q.25) formulani garang
F) = F(xo) = (p>x = x, } <7 ([x - 5, ) (Q.30)
ekanligini isbotlash yetarli.
Oldingi mavzudagi 1-teoremaning isbotida(Q.3 bo‘limni qarang)

Ax=x-x,vektor orttirma uchun e,,...e;, € 8" vektorlar bo*yicha

= e E £
B Xy =58 toatoy by,



yoyilmani girgan edik. Shu bilan birga & sonlari 0 <t - shartni va
demak 961 = 00x =%} shartni ganoatlantiradi. Bundan tashqari /o +4%)
funksiva orttirmasi uchun
f(x+4x) szi”z S (x +&2ne,)
1=l

bahoni keltirib chigargan edik. Demak

2n
Q)= £ (30) o D o+ &,20,)~ £ 30)]
nie (Q31)

Bu tengsizlikda yig‘indi ostidagi har bir go‘shiluvchi agar =9
bo‘lsa , nolga teng yoki, agar % >0 bo‘lsa (Q.29) formula bo‘yicha
S (xo+&;2ne;) — f(x0) = &,(p,2ne,) + 0(&,)

ko‘rinishda ifodalash mumkin edi. Demak (Q.31) munosabatga ko‘ra
SO =135 -2 (. 208 )+ 3EN S (o3~ %) 45 (b~ ])

munosabatni hosil qilamiz y’ani (Q.30) baho isbotlandi. Bu bilan
teoremaning isbotini yakunlaymiz.

Biz /® qavariq funksiyadan olingan %) subdifferensialning ba’zi
asosiy xossalarini tahlil qildik. Subdifferensialning ko‘rsatilgan xossalardan
tashqari yana bir gator ajoyib xossalari mavjud. Alohida subdiffernsial
hisobni ham qurish mumkin. Ammo bu bizning tadgiqotlarimizga kirmaydi.
Hozirgi davrga kelib qavariq funksiyallaming subdifferensiallari mate-
matikaning ko*plab sohalarida o°z tadbiqlarini topmogqda.

Masalalar

1. itx), /1) qavariq chekli funksiyalar va 4:4: 20 sonfar bo‘lsin.
A4 [, () + A [,(x) = A8/ (x) + A4,8f(x)
tenglikni isbotlang.
2. 4 matritsa bilan berilgan 4: R" -»&*chegaralangan chiziqli operator va
SR =R chekli va qavariq funksiya bolsin.
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3 (Ax) = A3 (x)

ekanligini isbotlang. :
3. JiR" = R' chekli qavariq funksiya " I pugtada minug
uchun 9€ (%) mansublikning bajarilishi zarur va yctarli
(%)
ekanligini isbotlang. o
tasdigni silliq funksiya uchun taggoslang.
4* /R >R chekli va qavariq funksiya bol ;
subdifferensiyali yuqoridan yarim uzluksiz ko‘p qly matli
ya'ni ixtiyoriy % €®" nuqta va ixtiyoriy €>0 soni uchun shunda
soni mavjud bo‘lishi kerakki barcha x
vektorlar uchun [~ %ol <4 tengsizlik bajarilganda

Lok

shart bajarilganda, xuddi shuning

bolsin. Uning &
akslantirish,

6 =0

& (x) € 8f (x5)+ S:(0)
tengsizlik bajarilishini isbotlang.
D.5. TAYANCH TO‘PLAM

FEeQR") to‘piamning ¥ <" yo‘nalishdagi tayanch to‘plami (3-
mna’ruza, 7-va Q.5-chizmalarga garang) deb

e(Fu)=max (f-¥e)
JeF

tayanch funksiya maksimumga erishadigan barcha /o ¥ vektorlarning
majmuasiga aytiladi . Bu tayanch to‘plamniY¢F+¥5) bilan belgilab,

U(FWo) =4S € F (/o) = c(F 00 )} Q.32

tenglikka ega bo‘lamiz.
Agar ¥ *© bo‘lsa, u holda V(F.) to‘plam # to*plam bilan

T, ={/ e R :(fpa)=c(F.p)) Q.33
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tayanch gipertekislikning kesishmasidan iborat. f\ga.rda ¥ =0 holsa, u
holda UlF.)=F Shuning uchun U(F, ) & Q(RT) y’ani ULFy) bo‘s,.h
bo‘Imagan kompakt to‘plam bo‘ladi. Bundan tashqari agarda * C QR")
to‘plam qavariq bo‘lsa, u holda uning UlF.#s) tayanch to‘plami ham
qavariqdir.

I-misol. £ €Q(R") to‘plam

F={xe R :|x|<], |x|<1)

shart bilan berilgan tomonlari koordinata o‘glariga parallel bo‘lgan
kvadrat bo‘Isin (Q.6.-chizma).

2

T
Ul
-1 0 1 Yo :1::
Liglid U(F o)
-1
Q.6-chizma

Agar¥ vektorning ¥i-¥: koordinatalardan hech biri nolga teng
bo‘lmasa, u holda U(F#) to‘plam yagona (signy.sign¥;) nuqiadan
iborat.Qolgan hollarda tayanch to‘plam

[{x e R? ix, = signy, , lx,| <13, agar y, #0, w7, =0,

U(F.p)=1{xe R* x| <1, x, = signy,}, agar w, =0, p, #0,

F » agar iy, =0, y, =0

ko‘rinishdagi munosabat bilan beriladi.
1-Teorema. F€XR") to'plam va uning %) tayanch funksiyasi
berilgan bo‘lsin. U holda Y(F¥:) tayanch to‘plamning¥e<?”
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yo‘nalishdagi c»UU5¥) gavariq qobigti “ W) tayanch funksizaning ¥
nuqtadagi 2(F."%0) subdifferensiali bilan ustma-ust tushadli, yani

convlF,y,)=(£5y1,) (0).54)

Isboti. Tayanch funksiyaning subdifferensiali
&) ={f eR" : (L~ ) ScFy)—clF ), Wwe k') (€).35)

munosabat bilan berilishini eslaymiz. Dastlab
UE,y) cO(Fois) (Q).36)

mansublikni bajarilishini ko‘rsatamiz.

S <UF.u) bo‘lsin, u holda (Q.38) formuladan /&%, (fiwe) =<(F.u%)
munosabatlar kelib chiqadi. Tayanch funksiyalarning 6-xossasi natijasiga

ko‘ra(3-ma’ruzani qarang) ixtiyoriy ¥ €R" vektor uchun (/:¥)=elFw)
tengsizlik bajariladi. Bundan

() —(fowo) =c(FL.p) —c(FLpg)

munosabatni hosil gilamiz. Bu esa / vektorni @(":¥s) subdifferensialga
((Q.35) formulaga qarang) mansubliguni bildiradi va shu bilan (Q.36)
mansublik isbotlandi. Endi

Oc(F,y,) c convF (Q.37)

mansublikni isbetlaymiz. J e dc(F,p,) bo‘lsin. (Q}S) formuladan va
tayanch funksiyalarning 2- xossasidan(3-ma’ruzani qarang) foydalanib.
ixtiyoriy ¥ € R” vektor uchun

([ —wo)Sc(Fw)—c(Fp,) = c(F.y —wy +w,) ~c(F.y) S o(F.yp —w,)

munosabatga erishamiz.
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Bu esa har ganday =¥ % ¥’ vektor uchun (fs)=c(F.h) tengsizlik
o‘rinli ekanligini bildiradi. Bundan tayanch funksiyalarning 9- xossasiga
ko‘ra (3-ma’ruzani garang) 7 =°**F kelib chigadi.

Endi

dc(Fwo)e T, (Q.38)

mansublikni isbotlaymiz. £ =%F:#a) bo‘lsin . U holda ixtiyoriy ¥ =R’
vektor uchun ((Q.35) ga qarang)

(fs'/"Wo)ic(F'W)_c(F»‘//n)

tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikda ¥=9 va ¥=2 deb olsak
~Uwo)=—<(Fs) ya UWe)<elFiio) tepgsiziiklar hosil bo‘lib bundan

Uva)=elF.y0) tenglikka kelamiz. Demak (Q.33) munosabatga ko‘ra

/€7y, va (Q.38) mansublik isbotlandi.
Endi yana bir

convF (YT, = convU(F,p,) Q.39)

mansublikni isbotlaymiz. S ecomFENL, bo‘lsa, uholda / €comF vy ST,

bo‘ladi. Q.1 bo‘limda ¢ F gavariq qobigning ixtiyoriy / nuqtasi
f=Afi+at S i €F, 4,204+ +4,, =1 (Q.40)

ko‘rinishda tasvirlanishini ko‘rgan edik. fieF bo‘lgani uchun tayanch
funksiyalarning 6- xossasining natijasidan(3-ma’ruzaga qarang)

foydalanib #+1 ta

(f o) =c(Fp,), i=12, .. ,n+l

tengsizliklarni hosil gilamiz. Bu tengsizliklarning barchasida tenglik
bajariladi, chunki agarda ularning hech bo‘lmaganda bittasida gat’iy
tengsizlik bajarilsa bu tengsizliklarni 4 =0 sonlarga to‘paytirib ularni
qo’shsak (Q.40) fo‘rmulaga ko‘ra (f¥0) <e(Fo¥o) qat’iy tengsizlikka
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kelamiz. Bu esa / €. mansublikka zid. Shuning uchun Se rw, va demak
tayanch to‘plamning (Q.32 formulaga garang) ta’rifiga ko‘ra /i €UV (F.ys)
boladi. Bundan (Q.40) yoyilmani etiborga olsak / €comU(F£.%4) nj hosil
gilamiz (Q.39) tenglik bir tomonga isbotlandi.

Endi / €comUF¢,) botlsin. U holda (Q.40) yoyilma o‘rinli bo‘lib,
unda /i €UFW0) Demak fi€f va /i€7w. Bundan yana (Q.40)
yoyilmadan foydalanib / €¢omF ya / =/\. Shuning uchun / €™ N7,

bo‘lib (Q.39) tenglik to‘la isbotlandi.
Teorema isbotini yakunlash uchun barcha isbotlangan
mulohazalargan foydalanish kerak. (Q.37) va(Q.38) mansubliklarga ko‘ra

FeFopo) ccom FO T, hofladi demak (Q-39) shartga ko‘ra
de(F,yp,) < convU(F,y )

l-teoremaga ko‘ra %UF¥e) gavarig to‘plam (Q.4 bo‘limning 1-
teoremasi) bo‘lganligi uchun (Q.36) mansublikni e’tiborga olsak, talab
gilingan (Q.34) tenglikni hosil qilamiz. Teorema isbotlandi.

Natija. Tayanch to‘plamning tayanch funksiyasi
c(U(F, ), = ' (FWosv) Q.41)

ko‘rinishga ega.

Bu mulohaza l-teorema va 3-feorema natijasidan bevosita kelib
chigadi (Q.4 bo‘limga garang).

2-Misol. S.(@ shamning ¥» & yo‘nalishdagi tayanch to‘plamini
topamiz. Shaming tayanch funksiyasi bizga ma’lum bo‘lib
e, @) =@y)+rivl korinishga ega. o *© botlsin . Bu funksiyaning ¥
nugtada ¥ yo‘nalish bo“yicha hosilasi

(S, (@) W) = (@) +H Loy
"

ni

Rai=r
e 1l

a+
ko‘rinishga ega. Bu esa ¥l vektorning tayanch funksiyasi.
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UGS, (@) =a+rr G | =il
(Q.41) tenglikdan Il kelib chiqadi. Agar Vs =° bo‘lsau
holda U1S,(a),0) =5, (a)

Agar FeQR") to'plam U(F¥a) tayanch to‘plami yagona nugtadan
iborat bo‘lsa u holda bu funksiya ¥s € s yo‘nalish bo‘yicha gat’iy qavarig
to‘plam deyiladi. Kelgusida F to‘plam agar u ixtiyoriy ¥e #0 yo‘nalish
bo‘yicha gat’iy qavariq bo‘lsa, bu to‘plamni bir so‘z bilan qat’iy gavarig
to‘plam deb nomiaymiz. Y(F:0)=F po‘igani uchun bu to‘plam yagona
nugtadan tashkil topgan bo‘lsa, ya’ni £F={/} u ¥ =0 yo‘nalishda gat’iy
qavariq bo‘ladi. Qat’iy gavariq funksiya albatta gavariq bo‘lishi shart
emasligini eslatamiz.

3-misol. R" fazodagi. S birlik sfera qat’iy gavariq to*plamdir, chunki
U O —"Ll,

) (¥ol) (2-misolga qarang). Ammo bu to‘plam gavariq emas.
4-misol. Tekislikdagi

F'={tER2 :!x, Sl,|x1[E li]

kvadrat gat’iy qavariq to‘plam bo‘Imaydi, chunki uning tayanch to‘plami
hech bo‘lmaganda bitta koordinatasi noldan iborat bo‘lgan ¥ vektorlar
uchun bittadan ortiq nugtadan tashkil topgan (Q.6.-chizma va 1-misolga
garang). Boshga %o yo‘nalishlar uchun 7 to‘plam qat’iy gavariq.

2-teorema. FeQ®") to'plam ¥ <R yo'nalishda qat’iy qavariq
bo‘lishi uchun wuning (¥ tayanch funksiyasi ¥ nugtada
differensiyallanuvchi bo‘lishi zarur va yetarii.

Isboti. Ta’rif bo'yicha F<Q(R") to'plam ¥ <R yo‘nalishda qat’iy
gavariq bo‘lishi uchunV(F-¥o) tayanch to‘plam yagona nugtadan iborat
bo‘lishi zarur va yetarli edi. 1-teoremaga ko‘ra mU(F.uo)=0c(F.ys)
tenglik bajarilgani uchun, bu shart % :¥o) subdifferensial yagona
nuqtadan iborat bo‘lishiga teng kuchli. O‘z navbatida bu esa <F:¥)
tayanch funksiya ¥e nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishining zarur va
yetarli shartidan iborat. Teorema isbotlandi.

Natija. 7 eq(r") to‘plam qat’iy qavariq bo‘lishi uchun
uning c(F,w) tayanch funksiyasi ¥ = 9 nugtadan boshqa barcha nugtalarda
differensiyallanuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.
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Masalalar

F={xER2;i+ﬁ= L, abz0
j P, a

ellipisning ¥» €& yo*nalish bo‘yicha tayanch to‘plarnini toping.
Bu to‘plam qat’iy qavariq bo‘ladimi?
2. Yo €R" yopalish bo‘yicha qat’iy qavariq 4 %€ afr”) to*plamlarning
A+ B algebraik yig‘indisi ham ¥ = R yo‘nalish bo‘yicha gat’iy qavarig
to‘plam bo‘lishini isbotlang.
3. ¥ €R" yonalish bo‘yicha gqat’iy qavariq bo‘lgan
to‘plamning ixtiyoriy 4 soniga ko‘paytmasi AF to‘plam ham 7 e
yo‘nalish bo‘yicha gat’iy qavariq to‘plam bo‘lishini isbotlang.
4*2_teorema bo‘yicha qavariq va qat’iy qavarig bo‘lgan Feolr J
to‘plamning chegarasini birlik sfera nuqtalari orqali parametrizatsiyalash
imkoniyatini beradi. Bu holda
E'?c(!‘.-):s s R*
oy
funksiya S€R” birlik sferani Feolr’) to‘plam chegarasiga o‘zaro bir
giymatli akslantirishini isbotlang. Bu funksiyaning uzluksizligini
isbotlang.

Feale)

Q.6. O‘LCHOVDOSHLIK

O‘Ichov tushunchasi matematik analizning eng asosiy tushuncha-
laridan biri hisoblanadi. Bu tushunchadan kelgusida foydalanish uchun,
biz bu bo‘limda o‘lchovli to‘plamlar, oflchovli funksiyalar va Lebeg
integralining ta’rifini va ularning asosiy xossalarini (isbotsiz) keltiramiz.
Ko‘rsatilgan ko‘plab xossalarning isbotlarini matematik analiz bo‘yicha,
masalan [3], [4] adabiyotlardan topish yoki mustaqil bajarish mumkin.

O‘Ichovli to‘plamiar

R fazoda o‘lchov tushunchasini kiritamiz. Ko‘rgazmalilik uchun
n=1 holni, yani R' son o‘qini garaymiz. Qandaydir 7 ={s,,1,] kesmani va
bu kesmada uzunlik tushunchasini yoki fo‘plamning o ‘Ilchovi
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I tushunchasini kiritish uchun zarur bo‘lgan 4< 7 gism to‘plamlarning 3,
sistemasini qaraymiz. Y sistemaning har bir 4 to‘plami o‘lchovli
to‘plam deyilib, unga Lebeg o‘lchovi deb nomlangan gandaydir x soni
mos qo‘yiladi, ya’ni u:Y—»&'funksiya aniglanadi. Olchovli
to‘plamlarning ¥ sistemasini va ularga mos Lebegning z oflchovini
aniqlashni bir necha bosgichlarda amalga oshiramiz.

Y sistemaga dastlabs =[] kesmadagi barcha

(a.6) . [a,6], (a,b} , [a,b) (Q42)

oraliglarni kiritamiz. Bunday oraliglarning Lebeg o‘lchovini z=5-a deb
gabul qilamiz. Demak xususiy holda s={,] kesmaning o‘lchovi
#y=1,~1,, bitta tes nugtaning o‘lchovi u({#})=0,shuningdek @- bo‘sh
to‘plamning olchovi u(@)=0.

Kelgusida > sistemaga chekli yoki sanoqli sondagi ofzaro
!(esishmaydigan (Q.42) ko'rinishdagi #, oraliglaming birlashmasi bo‘lgan
ixtiyoriy 4<7 yani

A=|JP . BNP =0, izj (Q.43)

4’

ko‘rinishdagi to‘plamlarni kiritamiz va bu 4c to‘plamning Lebeg
o‘ichovini
H(A) =3 u(p) tenglik bilan aniqlaymiz. Demak 3 sistemaga /=[t,,1,]
kesmadagi barcha ochiq to‘plamlar ham kiradi, chunki har ganday ochiq
to‘plamni chekli yoki sanogli sondagi o‘zaro kesishmaydigan ochiq
oraliglar birlashmasi sifatida ifodalash mumkin.

> sistemaga 7=[r,,,] kesmagacha to‘ldiruvchi to‘plam bo‘lgan
barcha chekli yoki sanoqli sondagi o‘zaro kesishmaydigan turli (Q.43)
ko’rinishdagi P, oraliglarning birlashmasidan iborat bo‘lgan 4 I y’ani

A=I\UP. AP, =@, 1% (Q44)
to‘plamlarni kiritamiz. Bunday to‘plamlarning Lebeg oflchovini

#(4y= (1)~ u(P) ko‘rinishda aniglaymiz. Har qanday yopiq to‘plamni

butun kesmagacha to‘ldiruvchisi chekli yoki sanoqli sondagi o‘zaro
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kesishmaydigan ochiq oraliglar birlashmasi sifatida ifodalash mumbkin
ligidan »° sistemaga 7 =[,,,,] kesmadagi barcha yopiqg to*plamlar ham
kiradi.

Demak, 3 sistema barcha mumkin bo‘lgan (Q.42) ko‘rinishdagi
oraliglarni hamda (Q.43) va (Q.44) ko‘rinishdagi to‘plamlarni o‘zida
saqlagani uchun yetarlicha katta to‘plamni tashkil etadi. Ammo buning
0°zi ham yetarli emas va biz ¥ sistemaga yana gandaydir to‘plamlarni
kiritamiz. Bu ishni quyidagicha amalga oshiramiz.

Ixtiyoriy 47 to‘plam uchun uning (Q.43) ko‘rinishdagi chekli yoki
sanogli sondagi P, oraliglardan tashkil topgan barcha qoplamalarni
qaraymiz. Natijada 4<| P, munosabatga ega bo‘lamiz. 4 to‘plamning

yugori o ‘Ichovi deb

H (A =infd> u(P)

tenglik bilan aniglangan u"(4) soniga aytiladi. Bu yerda quyi chegara 4
to‘plamning barcha mumkin bo‘lgan goplamalari boyicha olinadi.
Keyin

) = p(D) = " (F\ A)

tenglik bilam aniqlangan u(4) soniga 4 to‘plamning quyi o‘lchovi
deyiladi. Agar 4 to‘plamning quyi va yuqori o‘lchovlari ustma-ust tushib
4 soniga teng, yani u'(4)= p.(4) = u bo‘lsa bunday to‘plamlarni ham >
sistemaga sistemaga kiritamiz va 4 sonini bu to‘plamning Lebeg o ‘Ichovi
deb nomlaymiz. Albatta bunday gabul qgilishning, y’ani (Q.42),(Q.43)
yoki (Q.44) ko‘rinishdagi 4 </ to‘plamlar uchun qurilgan yuqori va quyi
o‘lchovlari oldin kiritilgan Lebeg o‘ichovi bilan ustma-ust tushishini
isbotlash zarur.

Sunday qilib biz har ganday 7s=[,.s] kesmadagi o‘lchovli
to‘plamlamning 3" sistemasini qurdik va har ganday o‘lchovli 4 to‘plam
uchun uning u(4)Lebeg o‘lchovini anigladik. Shu bilan birga 7=[1,,1]
kesmada c‘lchovsiz to*plamlar mavjudligini yani 7 =f,.4,] kesmaning 3
sistemaga tushmaydigan gism to‘plamlari borligini etiborga olamiz.
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Agar barcha ANGI+1], i=0,21,42,.. to‘plamlar o‘lchovli bo‘lsa, u
holda ixtiyoriy 4 p to‘plam oflchovli deyiladi. Bunda 4e &'
to'plamning o‘lchovi deb

()= 5:;:(‘4 Nii+1)
f=—x
S?lniga aytamiz, Shunday qilib son to‘gri chizig‘ida to‘plamning
0'lehovii tushunchasi kiritildi.

Agar qandaydir xossa te[f,,4]\ 4 nugtalar uchun bajarilib, 4e R
to'plamning o¢ichovi nolga teng, ya'ni u(4)=0 ba‘lsa, bu xossa [f,,4]
kesmaning deyarti parcha nugtasida bajariladi deyiladi.

O‘Ichovli funksiyalar

Agar gn fazodagi ixtiyoriy S,(x.)={xeR":|x~x]<e} ochiq
shaming asli (aksi) s:&" - R" akslantirishda o‘lchovli to‘plam, ya’ni
> to‘P]ﬁmlarsistemasiga tegishli bo‘lsa, uholda f:R" — R” funksiyaga
o'lchovli funksiya deyiladi. Demak har ganday £>0 soni va ixtiyoriy
X, €R” nuqta uchun

S o) =tt: /0 —xo|| <} e Y

munosabat bajarilsa f(#) funksiya o‘Ichovli bo‘ladi.

Shuning ichun ixtiyoriy uzluksiz f(#) funksiya oflchovli
funksiyadir, chunki uning uchun ixtiyoriy ochiq sharning probrazi ochiq
to‘plam bo‘lib, > sistemaga tegishli.

1-misol.

{1, agar—o<t<0,

=d
J@® u

Lagar 0 <t <+

munosabat bilan aniglangan (Q.7-chizma) f:R"> R funksiyani
garaymiz.



T 5w

J ' (Se(xg)) ¢
0 o

= —17
6 Z

Q.7-chizma

Bu funksiyani oflchovli ekanligini ko‘rsatamiz. Berilgan holda &'
fazodagi ixtiyoriy ochig shar uchun, ya’ni ixtiyoriy ochiq oraliq uchun
quyidagi to‘rtta: bu oraliq -1 va 1 nuqtalarni o°zida saglamaydi; faqat 1
nuqtani saglaydi; fagat -1 nuqtani saglaydi; -1 va 1 nuqgtalarni o‘zida
saglaydi; to‘rtta hollar bo‘lishi mumkin (Q.7-chizmani garang). Birinchi
holda bu oraligning aksi bo°sh to‘plam, ikkinchi holda (-,0]loralig,
uchinchi holda (0,+) bilan va nihoyat to‘rtinchi holda butun R' son o‘qi
bilan ustma-ust tushadi. Ammo bu to‘plamlarning hammasi R' to‘g‘ri
chizig uchun qurilgan > sistemaga kiradi. Demak s(1) o‘lchovli
funksiya.

Biz kelgusida foydalanadigan of‘lchovli funksiyalarning ba’zi
xossalarini qarab chigamiz.C uzluksiz funksiyalar sinfi I o‘lchovli
funksiyalar sinfiga kiradi, ya’ni biz uzluksiz funksiyalar sinfini o‘lchovli
funksiyalar sinfigacha kengaytirdik.

1-xossa. Agar [iy.t,] kesmada uzluksiz f.(t) funksivalar ketma-
ketligi mavjud bo ‘lib, har bir telty,1,] uchun

f@)=lim £,(0)

munosabatning bajarilishi f:R'— R" funksiyaning [t,.t,] kesmada
o ‘lchovii bo ‘lishi uchun zarur va yetarli.
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2-x0ss3. f :R' — R" - o lchovli funksivalar ketma-ketligi bo ‘lib, har
bir t uchun {£,(t)} ketma-ketlik f() funksivaga yaqinlashsin. U holda
f() limit funksiya o ‘lchovli funksiya bo ladi.

Shuning uchun o‘lchovii funksiyalar sinfi nuqtali yaqinlashishga
nisbatan yopig bo‘ladi.

3-xossa. Agar f:R'—>R" o'lchovli g:R"—>R" esa wuzluksiz
Junksiya bo ‘Isa, u holda ularning g(f@)):R' — R™ superpozitsiyasi ham
o lchovli fiunksiya bo ‘ladi.

4-x0ssa. f;,1,:R' - R" va A:R' = R' o'lchovli funksiyalar bo ‘Isin.

Uholda f,(t)+ £,(0), A1) (1) va %((:—))( A(f) # 0) funksiyalar ham o ‘lchovli
bo ‘ladi.

Agar f:R'— R" funksiya sanoglidan ko‘p bo‘lmagan x;,x;,..c R"
qiymatlar qabul qilsa bu funksiyaga oddiy funksiya deyiladi.

S-xossa. f:R'>R" oddiy funksiva bo'lib x.x,..€R" wning
qiymatlar to'‘plami bo‘lsin. Bu holda f(1) o'‘lchovli funksiya bo lish
uchun barcha 4,={teR': f(t)=x} to‘plamlar o‘lchovli bo ‘lishi zarur va
yetarli

6-xossa. f:R' - R funksiya o Ichovii bo lishi uchun u oddiy funksiyalar
ketma-ketligining tekis limiti bo‘lishi, ya’ni barcha teR' lar uchun
PAG ):Jiﬂ 5u(t) tekis yaginlashishni qanoatlantiruvchi  f,(!) sodda
o'lchovli funksiyalar ketma ketligining mavjud bo ‘lishi zarur va yetarli.
Lebeg integrali

Integral tushunchasini olchovli funksiyalar sinfiga ham tadbiq etish
mumbkin,

Dastlab bu ishni sodda o‘lchovli funksiyalar uchun amalga oshiramiz.

I=[t5,,]c R' kesma, f:/— R” sodda o‘lchovli funksiya va uning
X,%;,..€ R" qiymatlari to‘plam berilgan bo‘lsin. U holda o‘lchovli
funksiyalarning 5- xossa bo‘yicha barcha  to‘plamlar o‘Ichovlidir.

Agar

> alfe: £(6)=x)x,

=1
qator absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda uning yig‘indisiga f(r)
funksiyadan olingan Lebeg integrali deyiladi va _!; i f(0)dr kabi belgilanadi.

Shuning uchun
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i
[ A s N i rtrye a4 ;
(21}

2-misol. /&' > &Y Hunksiya ) bl b ' b
bo'lsin, bu yerda 7 botun soni quyilags b s e
ISt<i+1(=0L.../- 0 bu'lpanda /)y f, (W alusni, /
orasida ustma-ust tushadipanlare ham bo! sl b o 4
orgali {£;} barcha turli nuqtalarni belplaymiz i funke /o
integrali

! nt
aI'f(l)[/{:Zﬂ‘/z({t: JU) x5, (€. 4%}
0 1o
ko‘rinishga ega f(s) funksiya [0,/] kesmada bo‘lakli ozygarrnze. "0
uchun f(r) funksiyaning odatdagi Riman integrali mavjud bo®iit, ©
i 1
[fwd=3% 1, Q.45
0 =0

ko‘rinishga ega. Bu integral giymat bo‘yicha chizmada belgilangzan (G2

chizma).
-
3 §

3'~"'2=f.f4 -

Q.8-chizma

Bu integrallarning ustma-ust tushishi tushunarli. Bu integral Riman va

Lebeg bo‘yicha ganday hisoblanishini tushuntirnmiz, Riman bo'visha

((Q.46) formulaga garang) barcha f, sonlarini ketma-ket viptish can
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Lebeg bo‘yicha ((Q.45) formulaga qarang). f(r) funksiya bir xil x;
qiymatlar gabul qiluvchi kesmalaming umumiy u({f:f()=x,})
uzunligini uning x; nugtadagi qiymatlariga ko‘paytirib qo’shish kerak.
Bu integrallar orasidagi farqni Lebegga tegishli bo‘lgan ko‘rgazmalilik
orqali quyidagicha tagqoslash mumkin: bizda qop xaltada tanga pullar
bo‘lib ularnj umumiy yig‘indisini topish kerak. Riman bo‘yicha xaltadan
bittadan tangalar olib tangalarda yozilgan raqamlarni qo‘shib umumiy
summani topish, Lebeg bo‘yicha dastlab tangalarni bir xil giymat
bo‘yicha guruhlarga ajratish va har bir guruhlardagi tangalar qiymatlarini
qo‘shib umumiy summani topish kerak.

fi{—R" ixtiyoriy oflchovli funksiya berilgan bo‘lsin. U holda
o‘lchovli funksiyalaming 6-xossasiga ko‘ra, shunday sodda oflchovli
Ji(t) funksiyalar ketma-ketligi mavjudki, barcha re/ lar uchun

lim £, ()= 7 () munosabat bajariladi. Agarda lim J"" f(t)dt mavjud bo‘lsa,

bu limitga f(r) funksiyaning Lebeg integrali deyiladi va I["f(t)dt orqali
belgilanadi. Shuning uchun

'jf (1)t = lim ’_i-}l(r}dr

tenglikka ega bo‘lamiz. Albatta Lebeg integralining bunday ta’riflanishini
to‘griligini, ya’ni  funksiyaning Lebeg integrali £, (1) sodda funksiyalar
ketma-ketligining tanlanishiga bog‘lig emasligini isbotlash kerak.

Lebeg integralining ba’zi xossalarini keltiramiz,

1-xossa. Agar f:!— R" funksiya Riman bo yicha integrallanuvchi

bo Isa, u holda bu funksiya Lebeg bo ‘yicha ham integrallanuvchi bo lib,
bu integrallar teng bo‘ladi.

Shuning uchun , Lebeg integrali Riman integralining o‘lchovli

funksiyalarga kengaytirilishidir.

2-xossa. f:]— R" funksiya Lebeg bo yicha integrallanuvchi bo lishi
uchun, f(r) o'lchovli funksiva va barcha tel larda |f(0)<k(r)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi, Lebeg bo ‘vicha integrallanuvehi k1 — R!
skalyar funksivaning mavjud bo lishi zayur va yetarli.
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Chegaralangan f:7—» R" funksiya Riman bo‘yicha intcgrallanuvchi
bo‘lishi uchun, bu funksiya 7/ kesmaning deyarli barcha nugiasida
uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini eslatamiz.

Lebeg integrali uchun Riman integralining odatdagi barcha xossalari
bajariladi. Bu yerda ulardan ba’zilarini keltiramiz.

3-x0ssa. Agar f, f;, f>:R' — R" funksiyalar integrallanuvchi bo‘lib, 4
gandaydir son bo‘lsa, u holda

Jl'[f,(!}i L(0)]de= jfl (#)dr & Jr-.fz (£)dt

]"ﬂf(t)dr = A}f(r)dt

jf(r)dt+jf(t)dt=_i'f(t)dt, rel

'ﬁﬂr)dr

< [l

munosabatlar o‘rinli.
4-xossa. f:7/-> R” funksiya integrallanuvchi bo‘lib, z e 7 bo‘lsin. U

holda
g(0)=[ f(nydr
integral integrallashning yuqori chegarasi r ga uzluksiz bog'liq , ya’ni
g:1 - R" funksiya uzluksiz.
n=1 bo‘lgan hol uchun Lebeg integralining quyidagi ikkita xossasini

keltiramiz.
5-xossa. Agar f:1— R' funksiya integrallanuvchi va f(1)>0 bo‘lsa, u

holda J;"f(t)dtzo bo‘ladi.
6—xoss;. Agar f:I— R' funksiya integrallanuvchi bo‘lib, F(r)=0 va
.[’: fydr=0 bo‘lsa, u holda s(r) funksiya I kesmaning deyarli barcha
nugtasida nolga teng.
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Q.7. KO*P QIYMATLI AKSLANTIRISHLAR

Ixtiyoriy £:R'=#SR") funksiyaga (4-ma’ruzani qarang), ya’ni
giymatlari R" fazoning bo‘sh bo‘lmagan kompakt to‘plamlardan iborat
bolgan () funksiyaga ko‘p qiymatli akslantirish deyiladi.

Agar F@) akslantirishning (F(:%) tayanch funksiyasi har bir
mahkamlangan ¥ €R" vektor uchun, ! bo‘yicha I=lto:t)] kesmada
olchovli funksiya bo‘lsa, £¢) akslantirishga / =1%-4] kesmada o*Ichovli
deyiladi. O‘Ilchovning bunday ta’rifi o‘ta umumiy bo‘lib, ko‘plab F()
funksiyalar sinfi ko‘rsatilgan ma’noda oflchovlidir. Odatda , ko‘p
qiymatli funksiyalar bo‘yicha adabiyotlarda o‘lchov tushunchasi o‘ta
qisqa () akslantirishlar sinfi uchun aniqglanadi. F() akslantirishning
€(F(:¥) tayanch funksiyasi bo‘yicha fagat “@™F() qavariq qobigni
tiklash mumkinligidan, o‘lchovning berilgan ta’rifi fagat ko‘p giymatli

convF : R' —> Q(R") funksiyaning xususiyatiga cheklanishlar qo‘yiladi,

ammo £(") akslantirishni “°™F(®) to‘plamning ichki sohasidagi qismida
hech qanday ta’sir ko‘rsatmaydi. Shu bilan birga quyida keltirilgan
natijalar ko‘rsatilgan ma’noda oflchovli bo‘lgan £ ko‘p giymatli
akslantirishlar uchun o‘rinli.

Ixtiyoriy #:& —=Q(R") ko‘p giymatli akslantirish o‘lchovli, chunki
uning ¢(F(0),¥) tayanch funksiyasi har bir mahkamlangan ¥ € R" yektor
uchun , ¢ bo‘yicha 7=[t,,] kesmada uzluksiz funksiyadir (4-
ma’ruzaning |-teoremasiga garang), va demak o‘lchovlidir.

1-teorema (Filippov teoremasi). Agar F:R'=>Q(R") ko'p giymatli
akslantirish o‘lchovli bo‘lsa, u holda uning ofichovli bir qiymatli
f(t) € F(t) shoxchasi mavjud.

Ishoti. () ko‘p giymatli akslantirish o‘lchovli bo‘lsin, ya’ni uning
¢(F(,¥) tayanch funksiyasi ! bo‘yicha o‘lchovli. Ixtiyoriy Yo €&’
vektorni mahkamlaymiz va U(F@:%0) tayanch to‘plamni garaymiz.
Uning ¢WE®: %) ) tayanch funksiyasi

cUFE@), wo) w)=c'(F(t),Wo:¥)
ko‘rinishga ega (Q.5-bo‘lim 1-teoremasining natijasiga garang).

Yo‘nalish bo‘yicha hosilaning ta’rifiga ko‘ra
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e(F (1), W +aw)—ce(F(1), ’//o)
@ (Q.47)

e UF () wo) W)= lin;

tenglikka kelamiz. Demak, c(U(F(1), ;). ) tayanch funksiya o‘lchovli
funksiyalar ketma-ketligining limiti sifatida ! bo‘yicha olchovli funksiya
bo‘ladi (Q.6-bo‘limning o‘lchovli funksiyalar 2- xossasiga qarang).
Foyelr) bolgani uchun Y(F():%o) EQ(R"), ya’ni tayanch to‘plam -
bo‘sh bo‘lmagan kompakt to‘plam. Keyin U(F(0),#0) tayanch to‘plam
Fx) to‘plamga tayanch bo‘lgan Ly, gipertekislikda yotadi. Demak uning
oichami n—1 dan ortmaydi (F € R” to‘plamning o‘Ichami F to‘plamni
0‘zida saglagan minimal chizigli ko’pckillikning o‘lchamiga teng).

Endi Yo vektor sifatida ketma-ket R" fazoning %»>f2»¢r bazis
vektorlarini olamiz. Ko‘p giymatli akslantirishlaming
U()=U(F (1)), Up(t)=U(F(t),5),.- . Un(®) =U(F(0),,) Ketma-ketligini
qaraymiz. Berilgan ketma-ketlikda har bir Y] ko'p qiymatli
akslantirishning ¢Wi)- %) tayanch funksiysi ! bo‘yicha oflchovii
funksiya bo‘ladi. Bundan tashqari ixtiyoriy f€R' uchun Yi()=UE )
mansublik o‘rinli boslib, (") to*plamning o‘ichami #n—! dan ortmaydi,
chunki bu to‘plamlar ! ta ortogonal 7.7, gipertekisliklar

&

kesishmasida yotadi. Tayanch to‘plam ta’rifiga ko‘ra
U (ncl, () c.clt (e E()

mansublikiar ketma-ketligini hosil gilamiz.
U0 to'plamning oflchami noldan ortmasligi va U (D) eXE")

bo‘lgani uchun U1) 10*plam yagona #:(f) nugtadan iborat. Bu to‘plam
bilan belgilaymiz, ya'ni /=40 Keyin

U, 0w)= (O w) = (f(0),)

tayanch funksiya ixtiyoriy WeER" vektor uchun ¢ boy‘icha o‘lchovii.

Bundan /©:R' = R" funksiyaning 0z otlchovli ekanligi kelib chiqadi.
Hagiqatdan ham, agar ketma-ket V=e,..€, deh olinsa, u holda @
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funksiyaning har bir f{f)=(f(),e;) koordinatasi o‘lchovli funksiya
bo‘ladi. Endi

FW)= £+ % (D)e,

funksiyaning o‘zi ham uzluksiz va oflchovli funksiyalaming
superpozitsiyasi sifatida o‘lchovli funksiyadir (Q.6 bo‘lim, o‘lchovli
funksiyalarning 2-xossasi). Barcha t€R' lar uchun JEF(0) polgani
uchun, u holda/® funksiya (Y akslantirishning bir giymatli
shoxchasidir. Teorema isbotlandi.

1-xossa. i R = AR™)  otichovli ko'p qiymatli akslantirish va
Vo ER -mahkamlangan vektor berilgan bo‘lsin. U holda U(F(1p0)
o‘Ichovli akslantirish bo*ladi, va demak uning S €UFO.W0) o¢ichovii
bir giymatli shoxchasi mavjud.

Isboti,. YFOW0)  akslantirishning  tayanch  funksiyasi
c@W(FE@.¥0).) o‘Ichovli ekanligiga ishonch hosil gilish yetarli. Bu
ma’lumot 1-teoremaning isbotida ko‘rsatilgan ((Q.47 formulaga garang).

Yana bitta kelgusida qo‘llaniladigan natijani keltiramiz.

2-xossa. © R —Q(R") ko‘p giymatli akslantirish 1=[’0”1].kesmada
uzluksiz. bo‘lsin. U holda uning bu kesmada oflchovli bir giymatli
f{0)eF() shoxchasi mavjud.. Bundan tashqari agar ¥ €5 - ixtiyoriy
mahkamlangan vektor bo‘lsa, u holda U(F(),¥) ko'p qiymatli
akslantirishning /() bir giymatli shoxchasi mavjud, ya’ni barcha t€/ lar
uchun J@ sU(EW:¥)

I=[t5,6,] kesma va ©1>UE") ko'p giymatli akslantirish berilgan

bo‘lsin.
1-ta’rifl
G= f Fle)t = { J Fde: 7 e F(l)}
to‘plamga F(e) ko‘p giymatli akslantirishning I=lt0.0] yesma bo‘yicha

integrali deyiladi. .
Tenglikning o‘ng gismidagi Lebeg integrali () ko‘p qiymatli
akshantirishning barcha bir giymatli shoxchalari bo‘yicha olinadi, agar u
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mavjud bo‘lsa. Bu yerda G to‘plam 2" fazoning qism to‘plami ekanligi
ravshan.

2-teorema (Lyapunov teoremasi). F:/-» (k") ko'p qiymatli
akslantirish o‘lchovli va Lebeg bo‘yicha * =Fs.

I

k(6) skalyar funksiya uchun [Ffsko bahoni ganoatlantirsin. U holda
) ko‘p qiymatli aksfantirishning integrali R" fazoda bo‘sh bo‘Imagan
gavariq kompakt to‘plamdan iborat, ya’ni

4] kesmada jamlanuvchi

G= }F(t)dt eQfr")

Bundan tashqari G qavariq to‘plam.

Bu teorema (vektor ofIchoviar hagidagi teorema sifatida) birinchi bor
[5] da isbotlangan. Keyingi ishlarda (xususiy holda {7],[8] ni garang)
uning isboti sezilarli darajada soddalashtirilgan.

Doimo 2-teoremaning shartlari bajariladi deb hisoblab, dastlab quyidagi
uchta lemmani isbotlaymiz.

1-lemma. G bo ‘sh bo‘lmagan chegalangan to ‘plam.

Isboti. Teorema shartlari bo‘yicha G bo‘sh to*plam emasligini
ko‘rsatamiz. Hagiqatdan ham l-teoremaga asosan r() ko‘p giymatli
akslantirishning hech bo‘lmaganda bitta o‘Ichovli bir giymatli s()e £()
shoxchasi mavjud. Keyin

rolsiFol= k@ (Q48)
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Shuning uchun Lebeg integrali 2-xossasiga
ko‘ra (Q.6 bo‘limni qarang) /() shoxcha integrallanuvchi va :‘F(r)dleG,

ya’ni G bo‘sh to'plam emas. G to‘plamni chegaralar.xganligini

ko‘rsatamiz. Hagiqatdan ham geG bo‘lsin, u holda g =] F(odr, bu yerda
by

s~ F() ko'p giymatli akslantirishning qandaydir shoxchasi. Lebeg
integralining 3-xossasi va (Q.48) munosabatga ko‘ra

lel=

‘T_f(:)dr
|\

< fl\f () < j k(r)dr =k

fo

235



>

Shuning uchun G < 5;(0), ya'ni G - chegaralangan to‘plam. 1-lemma
isbotlandi.

2-lemma. ¢ ko'p gqiymatli akslantivishdan olingan integral
bo ‘yicha, uning tayanch funksiyasini

o(G ,w)=St:g(g‘w) (0.49)

tenglik bilan aniglash mumkin. Bu ifodada maksimumga doimo erishiladi.
Bundan tashqari

:[J F(idr, w] = []c(.’-‘(f}, w)dt ] (0.50)

tenglik o ‘rinli,
Ishoti. o(#(1) i) tayanch funksiya ¢ bo‘yicha oflchovli va

el F ) < |F )] frll < kOl |

ofrinli bo‘lgani uchun, (Q.50) tenglikning o‘ng tomonidagi integral

mavjud. Ixtiyoriy wes vektorni mahkamlaymiz. Integral ta’rifiga ko‘ra

8= _ff (r)dr tenglikni ganoatlantiruvchi 7(r) ko‘p giymatli akslantirish-
Iy

ning hech bo‘lmaganda bitta o‘ichovli bir qiymatli r{)e () shoxchasi

mavjud., Tayanch funksiyalar 6-xossasi natijasiga ko‘ra (3-ma’ruzaga

garang)

(ro.v)scF@nw) (Q.51)

tengsizlikka ega bo‘lamiz. 1-teoremaning i-natijasiga ko‘ra U(F(5),y)
ko‘p qiymatli akslantirishning f°(t) bir giymatli shoxchasi mavjud.
| F() [<k(r) bahoga ko‘ra bu shoxcha 7 kesmada integralla-
nuvchi.Tayanch to‘plamning ta’rifiga ko‘ra

c(FOW)=(f"©O) (Q.52)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Shuning uchun Lebeg integralining xossalaridan foydalanib, (Q.51)
va (Q.52) forraulalardan
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o(G,w)=sup(g,w)= sup ! (f),w)di < ,ch(F () w)dt = jl'(f " )i <c(G )
geG !

SneFa) I o

munosabatlar zanjirini hosil qilamiz. Demak barcha tengsizliklarda
tenglik bajariladi, ya’ni (Q.50) formula o‘rinli, va supremumni
maksimum bilan almashtirish mumkin. Bu maksimum

g = jf'(t)df

nuqtada erishiladi. Lemma isbotlandi.
3-lemma. y e R" ixtiyorly mahkamilangan vektor bo‘lsin. U holda

uGy) = [w(F @)t (Q53)

tenglik o‘rinli.
Isboti. g, eu(G,w) bo‘lsin. Bu esa g, €G va barcha ge G vektorlar
uchun

(g:w)<{g0:¥) (Q54)

tengsizlik bajarilishini bildiradi. g, € G nuqta uchun g, = j’: folt)ds tenglik

o‘rinli, bu yerda f,(t) - F(1) akslantirishning integrallanuvchi bir qiymatli
shoxchasi. 1-teoremaning 1- natijasiga ko‘ra U(F(s),) akslantirishda
o‘ichovli , bir qiymatli f *(¢) shoxcha mavjud va uning uchun (Q.54)
tengsizlik o‘rinli.

g=g = |/ OdreG

o
nugtani (Q.54) tengsizlikka go‘yamiz, natijada

Iy y fy
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munosabatni hosil gilamiz. Shuning uchun,

']'[c(f?(r),w) (@ )ldt <0

f

tengsizlik ofrinli bo‘lib, f,(r)e F(r) mansublikka ko‘ra integral ostidag?
ifoda nomanfiy. Lebeg integralining xossalaridan foydalanib, deyarli
barcha ¢ e[t,,s,] lar uchun

(FOWw) - (f)w)=0 (Q-55)

tenglikni, ya’ni f,(f) e u(F (1)) ni, va demak

!
g0 € JulF @Ot (Q,56)

o

mansublikni hosil qilamiz. Endi g, nuqta (Q.56) mansublikni
ganoatlantirsin. U holda g, =j:' Jo()dr nugta va f(yeu(F(r),¥) shoxcha
(Q.55) tenglikni qanoatlantiradi. Demak ixtiyoriy ge G nuqta uchun

(g 2osw) = [[{F(OLW) = (PO <0

fo

tengsizlik , yani (Q.54) tengsizlik bajariladi, chunki f(r) e F(r) mansub-
likka ko‘ra integral ostidagi ifoda musbat . Shuning uchun g, € u(G,y)
mansublik o‘rinli. Shu bilan (Q.53) munosabatdagi tenglik isbotlandi.
2-teoremani isbotlashda bo‘sh bo‘lmagan A4c R" to‘plamning

o‘lchami tushunchasi talab qilinadi.

2-ta’rif. Bo 'sh bo ‘Imagan A to ‘plamning dim 4 o ‘Ichami deb, 4 to'p-
lamni o zida saglovchi L minimal ko ‘p xillikning o ‘Ichamiga aytiladi.

Bitta nuqtaning o‘lchami 0 ga, R" fazodagi har ganday kesmaning
o‘lchami 1 ga, R” tekislikdagi aylana yoyining o‘lchami 2 ga, ichki qismi
bo‘sh bo‘lmagan R”fazodagi to‘plamning o‘lchami doimo fazoning
o‘lchami » ga teng. Agar 0e 4 bo‘lsa, u holda L chizigli ko‘p xillik gism
fazo bo‘ladi. Agar 4 yopiq to‘plam bo‘lsa, uning o‘lchami o‘zgarmaydi,
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chunki Ac L mansublikdan 7 fazoning yopigligiga ko‘ra Ac i

:)r;'fmsubhk kelib chiqadi. Agar bunda yana 4 to‘plamning qavariq qobig’i

falznsa', u hold.a q‘tham yana o‘zgarmaydi, chunki Ac L mansublikdan £
oning yopiqligiga ko‘ra conv4 c L mansublik bajariladi.

' 2-teoremaning isboti. l-lemma bo‘yicha G integral bo‘sh
bo lm_agan, chegaralangan to‘plam. Bizga bu to‘plamning yopig va
qavariq ekanligini isbotlash qoldi.1-3- lemmalarni isbotlashda biz hech
joyda G to‘plamning yopigligi va gavarigligidan foydalanmagan!igimizni
eslatamiz. 5-ma’ruzada bayon etilgan natijalar boshqa edi.

X G to‘plamning yopig‘ini olishda, uning tayanch funksiyasi
O°zgarmaydi, ya’ni ixtiyoriy e R” vektor uchun

c(G.p)=c(Gy) (Q.57)
tengl_ik o‘rinli. Hagiqatdan ham, G ¢ G mansublikka ko‘ra doimo
e(G.yw) <e(Gw) (Q-38)

tengsizlik o‘rinli. Boshqa tomondan geG bo‘lsa, u holda g, nugtaga
yaginlashuvchi g,eG nuqtalar ketma-ketligi mavjud. g, G
nuqtalarning barchasi uchun

(g} ec(G.y)

tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikda & —w da limitga o‘tib
(g.9)<e@G.w),

tengsizlikni hosil gilamiz. Demak .

c(Gy)= xggﬁx(g,w) <c(G,y)

tengsizlik bajariladi. Shuning uchun (Q.58) tengsizlikni hisobga olib,
(Q.57) tenglikni hosil gilamiz.

To*plamdan uning qavarig qobig‘iga o‘tishda to‘plamning tayanch
funksiyasi o‘zgarmaydi (3-ma’ruza, tayanch funksiyalarning 7-xossasiga
garang) va shuning uchun (Q.57) formula va 2-lemmadan
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"
cleomvG,wy=c(G, W)= J e(F ()t (Q.59)

o

tenglikni hosil gilamiz. G to‘plamning yopiqligi va gavariqligini
isbotlashni induksiya bo‘yicha olib boramiz, bunda induksiya G
to*plamning o‘lchami, ya’ni k=dimG soni bo‘yicha olib boriladi.

dimG=0 bo‘lsin. G bo‘sh to‘plam bo‘lmaganligi (1-lemma), va
uning oflchami noiga teng bo‘lgani uchun, bu to‘plam yagona nuqtadan
iborat. Nuqta yopiq va gavariq to‘plam bo‘ladi. demak 4=0 uchun 2-
teorema isbotlandi.

Endi dimG<k-1 bo‘lganda 2-teorema o‘rinli deb faraz gilamiz. Bu
esa, agar faqat o‘lchami % —1dan ortmagan, moduli bo‘yicha jamlanuvchi
funksiya bilan chegaralangan, ixtiyorly kesma bo‘yicha, ixtiyoriy
o‘lchovli ko‘p qiymatli akslantirishdan olingan integral yopiq va gavariq
to‘plam bo‘lishini bildiradi.

dimG=# holni garaymiz. Bu esa G to‘plam k o‘lchamli  chizigli
ko‘pxillikda yotishini, ya’ni Gc< Z ekanligini, va demak comvGc L
ekanligini bildiradi (Q.9-chizma).

Q.9-chizma

Umumiylikni saqlagan holda koordinata boshi, ya’ni x=0 nugqta barcha
t&[ty,4] lar uchun F(r) to*plamda yotishini, ya’ni

0eF@), tel (Q.60)
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mansublikni bajarilishini Bvas qilanu At T s bt b bhiacn, L i

fel lar uchun #(0 H(0) cd englik

Fil > OQ(R") ko'p givinatli akslanticishot quiavies, ba soidi 7oy 70y
mabkambangan o lohovl bae oyt

Bl andgbangin n

akslantirishning  qandaydiv
shoxchasl. 1-teorema bo*yicha bunday bac quyiatly shosotuy ooyl

U holda /(n akslantitish hamon (¢2.00) nunsublioos v abhwinsogeds
2-teorema shartlarini qanoatlantivadi. Haqgiqatdan bany, aodog tayace b
funksiyasi

SCEWLY = QRO Y (7 WD)

t bo‘yicha o‘Ichovli va
[Fos|Fa)+ ra] s 2JF@)= 240

tengsizlik bajariladi. bu yerda 2&¢)  funksiva 4.1 kesmada
integrallanuvchidir. Ko‘p giymatii akslantivishdan olingan intepralning,
ta’rifiga ko‘ra

i< = 4

JF@dr=[F@ai— [ fnyar,

I ;c I
ya’ni G integral G integraldan F(r) akslantirishni R” fazoda p='[('f(1)dt
o‘zgarmas vektorga siljitishdan iborat. Bu xossada gavariqlik va yopiqlik
xossalari saglanishi tushunarli.

(Q.60) shartdan

Oz}LOdteG

fo

mansublikni kelib chigishi isbotni biroz soddalashtiradi.

Ixtiyoriy geconvG nuqta olamiz. Agar geG ekanligi ko‘rsatilsa, u
holda bu G integralning yopiq va qavariq to‘plam ekanligini bildiradi.
Hagigatdan ham, bundan convG eG mansublik kelib chigadi, teskari



G com& esa doimo o‘rinli. Ixtiyoriy gecomG nuqta olamiz. Tayanch
funksiyalarning xossalariga ko‘ra , ixtiyoriy y e R" vektor uchun

(g.w)= clconvG,y) (Q61)
tengsizlik bajariladi. Biz bu tengsizlikni L gism fazoda yotuvchi birlik

uzunlikka ega bo‘lgan y vektorlar uchun, ya’ni weS, =SNL vektorlar

uchun qaraymiz. Bu yerda ikki hol bo‘lishi mumkin, bu hollarni alohida
garaymiz.

1. Shunday v, € S, vektor mavjudki, (Q.61) tengsizlikda bu vektor uchun
tenglik, ya’ni
(E‘W,,) = c(conva,wo)

munosabat bajarilsin. Bu esa g nugtani U(convG,y,) tayanch to‘plamga
tegishii bo‘lishini, yani

g eU(comvG, Vo) (Q-62)
munosabatni bildiradi. w,eS, bo‘lgani uchun I o gipertekislikka
ortogonal bo‘lgan vektor L qism fazo bilan o‘lchami % ~1 ga teng bo‘lgan
chizigli ko°p xillik bilan kesishadi (Q.9-chizmani garang). Shuning uchun

UfcomG,y,) e r,NL
mansublikdan

dimU(convG,w,)<k—1 (Q.63)
tengsizlik kelib chiqadi. Doimo

U(G, o) < UlconvG,p,) (Q.64)

mansublik bajariladi. Hagiqatdan ham, agar geU(G,y) bo‘lsa, u holda
geG bo‘lib,

(g.Wo)=c(Gos) (Q.65)
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tenglik bajariladi, Demak geconvG va (Q.65) formulaga ko‘ra
{g.wo)= clcomvG,wy)

tenglik bajariladi. Shuning uchun geU(conmvG,y,) va (Q.64) mansublik
o‘rinli. (Q.64) mansublik va (Q.63) tengsizlikdan U(G,¥,) tayanch
to‘plamning o‘ichami ham & -1 dan ortmasligi kelib chigadi. Ammo 3-
lemmmaga ko‘ra U(G,y,) tayanch to‘plamning o‘zi ham o‘ichovli (1-
teoremaning natijasi) va moduli bo‘yicha integrallanuvchi () funksiya

bilan chegaralangan U(F(1),is,) ko‘p qiymatli akslantirishning integrali
bo‘ladi, chunki

WE@w) SIFOISkO

tengsizlik bajariladi. Shuning uchun induksuyada qilingan farazga ko‘ra
U(G,y,) to‘plam qavariq va yopiqdir.
Endi

U(G.wo) =UlcomG.p,) (Q-66)

tenglikni isbotlaymiz. Bu tenglikning chap va o‘ng gismlarida qavariq va
kompakt to‘plamlar joylashganligi uchun, ularning tayanch funksiyalari
ustma-ust tushishini ko‘rsatish kifoya (3-ma’ruza, tayanch funksiyz'alarl 1-
xossasining natijasiga qarang). Ketma-ket 3-lemmani, 2-lemmani va 1-
teoremaning natijasi (Q.5-bo‘lim) ni go‘llab,

UG, wo)w = J ,fU(F(rJ.wu )a‘w} =
fo / (Q.67)
= ch(U(F(t),y/o),y/)dt = jc'( F(t),wosw)dt

fo ‘o

munosabatlar zanjirini hosil gilamiz. . e
Boshqa tomondan, yana bir bor 1-teoremaning natijasint
(Q.5-bo‘limga qarang) qo‘ilab
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clconvG o + @)= u(cmwa.wu) —+

AL (comGpo ) ) = €' (comvG,yro: W) = Iimu————’—’—’_’_’_’_'_’_ -
ke

jcu-'m,w,, +ay)dt — _t.:{f-“{::-,u*n )t

= lim fo = lim
a -+l

fo 47 .
tengliklar zanjirini hosil qilamiz. Oxirgi integralning integral be!giS‘
ostida turgan funksiyalar ketma-ketligi @ ->+0 da o‘smaydi va quyidan
chegaralangan (Q.3-bo‘limning 2-teoremasining natijasiga qar‘a_ng}.
Demak integralda integrallash tariibini o‘zgartirish mumkinligini va
(Q.67) formulani hisobga olib

(PO +ay)=cCFOWV) gy

L
e(U(comG,yg)w) = j lim
o= o

o
1
=IC'(F(r).wa;md:=.:{U(c,%),w)
fa
ifodani hosil gilamiz. Shunday qilib (Q.66) tenglik isbotlandi. Bu tenglik-
ni e’tiborga olib, (Q.62) mansublikdan geU(G.¥) munosabatni hosil
gilamiz. Demak g G mansublik o‘rinli. Birinchi hol to’la isbotlandi.
2. Endi ixtiyoriy y e §, vektor uchun (Q.61) formulada gat’iy, y'ani
{E,v/)<c(conva,w) (Q-68)
tengsizlik o‘rinii bolsin. g=0 deb hisoblaymiz, chunki g=0 bo‘lganda
g€l mansublik bajariladi.
Endi
p(r)={“ne.-¢s:l{(g,w}— jc(F(ﬂ.uf}drK (Q69)
fo
gkalyar funksiyani qaraymiz. Bu funksiya uzluksiz funksiyalarning S
kompakt to‘plamidagi maksimumidir (3-ma’ruza, tayanch funksiya-
arining xossal.an'ni qarang). (Q.59) formulaga ko‘ra (Q.60) tengsizlikdan
(11)40 tengsizlikni hosil qilamiz. Keyin =% bo‘lganda p(r,)=lg]>0
b o‘lishi ra}vshan. Shuning uchun, uzluksizga ko‘ra p(zp)=0 shartni
anoatlantlfUVChi To €{tg,1,] qiymat mavjud. p(7) funksiyaning (Q.69)
ta’riﬁdan
(CATRIS fc(F(r).y;n)dr =0 (Q.70)

englik bajariladigan y, e, vekor mayjudligi kelib chigadi
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F(1) ko‘pqiymatli akslantirishning [f,,7,] kesmadagi integrali
sifatida G, to‘plamni, y’ani
Go = | F(ylt
£

to‘plamni aniglaymiz. (Q.60) farazimizga ko‘ra G,cG, mansublik

bajariladi, chunki ixtiyoriy J':" f@)dr nugtaga G, to‘plamdan olingan
L’“om nugtani qo°shib G ning nuqtasini hosil gilamiz. Demak, G, to‘plam

ham L gism fazoda joylashadi. (Q.59) formuladan foydalanib (Q.70)
munosabatdan 5

(g,y/):c(canvGo,l//g)
tenglikka kelamiz. Endi G, integralga oldingi bo‘limdagi mulohazalami

takrorlab geG, ekanligiga, va demak geG mansublik bajariladi degan
xulosaga kelamiz.

Shunday qilib teorema tc‘la isbotlandi.
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