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So‘z boshi

Figika fani tabiat qonunlarini o‘rnatish bilan shug‘ullanuvchi
fandir. Nazariy fizika tabiat qonunlarini matematik metodlar
bilan o‘rganadi. Ko'p yillik tajribalar asosida tabiat qonunlari
bo‘ysunadigan asosiy prinsiplarni keltirib chigarish va ularga
tayangan holda mavjud tajribalarni tushuntiradigan nazariyalarni
yaratish - nazariy fizikaning vazifasidir. Bu vazifani muvaffaqiyatli
bajarish uchun esa keng va chuqur matematik bilimlar kerak.
Bakalaviiatura davomida fizika fakultetlarida o‘qiladigan oliy
matematika kurslari buning uchun yetarli emas. Shu sababdan
nazariy fizika inutaxassisligini tanlagan magistrantlar uchun
birinchi navbatda nazariy fizikaning har xil sohalarida keng
ishlatiladigan matematik metodlarni yoritishga bag‘ishlangan
maxsus kurs o'gitiladi. Albatta, matematika - o‘ta keng va chuqur
fan, uning sohalari va metodlarini bitta kitob hajmida gamrab
bolmaydi. Maxsus kursga ajratilgan soatlar ham cheklangan.
Shu sababdan ushbu kitobda bayon gilingan materiallar mavjud
"Davlat ta’lim standarti” va "Nazarly fizikaning matematik
metodlari” kursining programmasiga muvaffiglashtirilgan.

Bu kitob o'z sohasida birinchi tajriba bo‘lib kamchiliklardan
holi emas. Masalan, o‘zbek tilidagi atamalar muammolari jiddiy
muammodir. Uni hal gilish uchun ko‘p vaqt kerak. Agar o‘quvchi
kitobda kamchiliklar topib qolsa muallifga habar gilar deymiz.

Muallif



I-BOB.

VEKTORLAR VA MATRITSALAR USTIDA
AMALLAR

§1. Vektorlarning ta‘rifi

Fandagi ko'pgina umumiy tushunchalar sodda holdagi tushun-
chalarni umumlashtirish yo'li bilan olinadi.

Iiki olchamli fazodagi vektor tushunchasidan boshlaylik.
Tekislikda dekart koordinat sistemasi - (z, 4)- berilgan bolsin. Shu
koordinat sistemasini ¢ burchakka burab yangi (2,4 sistemaga
o‘taylik. Tekislikda yotgan bir r vektorini olib qaraylik. Uning
eski koordinat sistemasidagi koordinatlari (ry,75) bolsin. Shu
vektorning yangi (shtrixlangan) sistemadagi koordinatlarini (1, )
deb belgilaylik. Buni (I.1)-rasmda ko‘rishimiz mumkin. Masala
- mana shu (z,y) — (¢/,v') almashtirishda ikki o‘lchamli r
vektorimizning komponentalari qanday o‘zgarishini topish. Bizning

Ll-rasm: Koordinat o'qlarini ¢ burchakke burashga oid

magsadlarimiz uchun r vektorni vektor-ustun sifatida tasavvur

qulish qulaydir *:
_ i - i “ 1
e lnl=1)

I —
1Wektorlerni ustun sifatida belgitash ularni 1natritsalar va tenzorlar bilan birga ko'rishda juda qulaydir.
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Shtrixlangan sistemada huddi shu vektorirnizni

~()-() e

deb belgilaylik. Rasmning geometriyasidan ko‘rinib turibdiki:
!

Y
Y=yitys = ——+tgp;, T =I1+10 =y tgp+ , (3)
cos

cos @
yoki,
z' = zcosp + ysin p, (1)
Iy, /
Y = —xsinp+ycosey.
Olingan munosabatni

/ 8 y :
(r}> =( cos smcp) (?.1) (5]
2 —sing cosy T2

ko‘rinishga keltirib nlganimiz qulaydir. Bundan ko‘rinib turibdiki,

agar
a(g) p_| ayp; 4o _ COs @ sinnp \I '/6\5
an Gz )~ \ —sing cosyp J St

ko‘rinishdagi matritsa kiritilsa (4) va, unga ekvivalent bo‘lgan (5)
formulalarni =
- 2 0 =
e a2
=

ko'‘rinishga keltirib olish mumkin. Darhaqigat,

=2 =anr +agry = TCosp + ysiny, (8)
o=y = anr +aygry = —Tsine +ycosp.

(7)-formula tekislikda yotgan ikki o'lchamli radius-vektorning
ta'rifini beradi, bu ta‘rifni umuman ikki o'lchamli vektorning
ta'rifi sifatida qgabul qilaylik: bizga ikkita komponentali kattalik
berilgan bo'lsin - A = (A, A2). Bu kattalik ikki o‘lchamli
vekior deyiladi qachonki u koordinat sistemasini
almashtirganda quyidagi gonun bo‘yicha o‘zgarsa:

2
A=YaP4;, =12 )
=1
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Ushbu formulaga kirgan at® matritsa yugorida ta‘riflangan.

Odatde shunga o'xshash indeksli ifodalarda bitta sod-
dalashtirish qabul gilingan - ikki marta uchraydigan ixtiyorly
indeks sogov tndeks deyiladi va u bo'yicha yig'indi ko‘zda
tutiladi ammo yig'indi belgisi tashlab yuboriladi. Bunday qoida
Einstein qoidasi deyiladi. Shu gqoidani gabul gilib yuqoridagi
formulani quyidagicha yozib olamiz:

A=ad4;, ij=12 (10)

Bu formulada o'ng tomondagi j - soqov indeks, u bo‘yicha
vig'indi ko'zda tutilgan. Ifodaning ikkala tomoniga kirgan ¢
indeks ozod indeks deyiladi. Ixtiyoriy formula to‘g‘ri bo'lishining
zaruriy sharti - ozod indekslarning soni va belgilanishi formulaning
ikkala tomonida bir xil bo'lishi kerak. Sogov indekslarni esa
ixtiyoriy belgilayverish mumkin - indekslar adashib ketmasa bo‘ldi.
Masalan,

A: = (ZEJZ)AJ = afz)Ak = af?)Az (11)

Ikki o'lchamli vektorning ta‘rifini oldik. Uch o‘lchamli vektorlarga.
o‘taylik. Bizga uch o‘lchamli radius-vektor berilgan bo'lsin:

r=(§>. (12)

Shu vektorni z o‘qi atrofida ¢ burchakka burishni quyidagicha ifoda
qilish mumkin:

'\ / cosp sinp 0 (w\
= (y’ = —sin cos¢ 0) Y. (13)
2/ N 0 0 1

Darhagiqat, bu matrik tenglama quyidagi uchta tenglamaga teng:

z' = g cosp + ysin g,
Y = —zsinp + ycosep, (14)
¥ =z,

Agar endi y o'q atrofida (demak, (z, z) tekisligida) ¢ burchakka



buralishga kelsak uni

‘2’ —sing 0 cosyp\ /=
1./:(y/)={ 0 1 0 )(y (15)
\2z/ \ cosyp 0 singp/ \ z

ko‘rinishda ifodalashimiz mumkin. Matritsasiz yozsak

1’ = —zsin® + z cosY,

¥ =y, .

2= zcosy) + zsiny
tenglamalarga kelamiz. Bu ifodalar koordinat sistemasini o‘ng
qo'l qoidasi bo'yicha burashga mos keladi. Huddi shunday
0'ql atrofida ¢ burchakka buralishga ((y,z) tekisligida) quyidagi
formulalar mos keladi:

@ =, "=ycosp+zsing, 2 =-—ysing+zcosg. (17)

Matritsalar tilida buni quyidagicha ifodalashimiz mumkin:

2l 1 0 0 z

r':(y’)-——((l cos ¢ sinrf)} yi g (18)
\z'/ \O0 —sing cos¢p/ \ z/

Uch o‘lchamli fazodagi ixtiyoriy buralishni avval z o‘gi atrofida @

burchakka, keyin y o‘qi atrofidagi 1 burchakka va nihoyatda, x
o'qi atrofidagi ¢ burchgkka buralishlatga keltrishimiz mumkin. Bu

degani, uch o‘lchamli fazodagi umumiy buralishni

: 1 0 0 —ginty 0 cosys cosy sing 0
a¥ =10 coso silm)( 0o 1 0 —sing cosp 0 | =

0 —sing cosg cosy 0 siny 0 0 1

(16)

— cospsinif ~sin@siny cos
= ( COScosysing — cosgsing  cospceosy + cosysinipsing  sin¢sing )
COS ¢ Cos( cosy + singsing —cospsing + cosdcossing cos ¢(si3)¢
1
matritsa yordamida bajarishimiz mumkin. Bu holda uch
o'lchamli ixtiyoriy vektor shunday A kattalik bo‘ladiki, uning
uch komponentasi bo'lib A = {A1, As, A3} ular uch

o'lchamli fazodagi koordinat sistemasi buralganda yangi sistemada
quyidagicha ifodalanadi:
=g an" 15=1,23 (20)
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Bu yerdagi matritsa a® - (19)-formula. orqali aniglanadi

Huddi shuningdek n oflchamli fazolardagi ngtoﬂami
aniqlashimiz mumkin. Agar bizga n-kom ;)nent' lik
e, A, Aa, .-, A} Kattalik berilgan bolsa ve u
koordinat o‘glarini almashtirishda

Ai:a.&;‘)AJ, %i=123,....n (21)

qoida bo'yicha o‘zgarsa bunday kattalik n o'lchamli vektor deyiladi
Bu yerdagi o™ matritsa ko‘rilayotgan almashtirishga mos ravishda;
aniglangan bo'lishi kerak.

(6)-formula orqali kiritilgan matritsaga qaytaylik. Transponir-
langan matritsa tushunchasini kiritaylik (ko‘rsatkichidagi (2)
indeksini hozircha yozmay turamiz): a;; = aj;. Ko'rinib turibdiki

e ( cosp Sing )
—sing cosep |
Demak, afa = I - birlik matritsa. aTa = I hossaga ega bo‘'lgan
matritsalar ortogonal matritsa deyiladi. Keyin ko'rsatamizki,
umuman ixtiyoriy evklid fazosidagi buralish matritsalari ortogonal
matritsa bo‘ladi, buning muhim ahamiyati hor - §4.-paragrafning

ohirida shuning asosida evklid va psevdoevklid fazolaridagi vaktor
va tenzorlarning katta farqi kelib chigishi ko‘rsatilgan.

§2. Aktiv va passiv yondoshish

(4)-, (5)- va (6)-formulalar tekislikdagi (z,y) koordinat o'glarini
i burchakka soat strelkasiga qarshi yo‘nalishda burashga mos
keladi - (1.1)-rasmga qarang. Bu formulalardagi (z,4) va (z/, %)
koordinatlar bitta r nugtaning eski va yangi sistemalardagi
koordinatlaridir.

Buralish operatsiyasiga boshgacha yondashish ham mumkin.
(L1)-rasmdagi r vektorni soat strelkasi ho'yicha ¢ burchakka
buraldi deb qarash mumkin. Bu holda

'\ _ [ cose —sing \ I/rl N
oty ) \ sing cose J\r2 (22)
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ifoda r nugtaning qo‘zg‘olmasdan turgan koordinat sistemasidagi
yangi va eski koordinatlarini bog'laydi. Agar (3)-formula passiv
almashtirish formulasi deyilsa (22)-formula ektiv almashtirish
formulasi  deyiladi. Qaysi bir yondoshishdan foydalanish
o‘zimizning ixtiyorimizda bo'lib masalaning hususiyatlaridan kelib
chigib tanlaniladi. Kitobning qolgan gismlarida alohida aytib
o'tirilmasdan ikkala yondashishdan foydalanid ketilaveradi.

§3. Tenzorlar

Fazo  koordinatlarining almashinishida ikkita vektorning
ko‘paytmast kabi o‘zgaradigan kattalik Tj; ikkinchi rang tenzori
deyiladi:

T‘.’] = aila']kﬂk: i)j1 k’l == 11 2731"' ) T2 (23)
Uchta vektorning ko‘paytmasi kabi o‘zgaradigan kattalik esa:

T;"]k = ailajmaknﬂmn (24/
uchinchi rang tenzori deyiladi va h.k. Shu nugtai nazardan vektor
- birinchi rang tenzoridir.

Tenzorlar ichida simmetrik va antisimmetriklik hossalariga ega
bo‘lganlari muhim rol o‘ynaydi. Simmetrik tenzor quyidagicha
ta‘riflanadi:

Sf'; == S}."- (25)
Antisimmetrik tenzorning ta'rifi:
A=A (26)

Quyidagi tasqiq juda keng go'llaniladi:
AijS” = 0. (27)

Buning isboti sodda bo'‘lgani uchun uni o‘quvchiga havola qilamiz.

Fizikada uchraydigan hamma tenzorlar o‘zining indekslari
bo'yicha yoki simmetrik, yoki antisimmetrik bo'ladi - bu
ko'rilayotgan masalaning erkinlik darajalarining soni bilan bog'liq.
Masalan, simmetrik ikkinchi rang tenzorning umuman n
komponentasi bor, simmetriklik sharii (r® — n)/2 ta shartni

9



beradi (diagonaldan yuqoridagi elementg)
elementlarga teng), demak, simmetrik ilkinchi rang tenzorining
mustagil komponentalarining soni 72 — (p2 _ 0/ e
1)/2 ga teng. Antisimmetrik ikkinchi rang te:{ZSrining b
komponentalarining umumiy soni n?, antisimmetriklik sharti esa
n+(n?-n)/2 =n{n+ 1)/2 ga teng. Bu yerds birinchi » - hamma
n ta diagonal elementlarning nolga tengligi sharti (n? — n)/2
- diagonaldan yuqoridagi elementlarning T‘li&gunaﬁéa}; pastd:agi
elementlarga minus ishora bilan tengligini bildiradi. Demal,
antisimmetrik tenzorning mustaqil komponentalari soni n{n—1)/2
ga teng ekan.

Masalan, F, = A, ~ 0,4, - elektromagnit maydon
tenzori, bu yerda pi, v indekslar 0, 1,2, 3 - 1o'rta giymat qabul
giladi. Demak, Fj, ning umuman 16 ta komponentas bor, ammo

ar diagonaldan pastdagi

o'zining ta‘ifi bo'yicha u antisimmetrik tengor - & o = —Flg
Antisimmetrikiik shunga olib keladiki, to'rttg diagonal elementlar
o‘zining manfiyiga teng bo‘lgani uchun nolga teng: Fpg = —Fpg = 0

va h.k. Yuqoridagi umumiy formula bo‘yicha F,, ning4(4—1)/2 =
6 ta mustaqil komponentalari bor, ularga uchta elektr maydon
vektori E komponentalari va uchta magnit maydon bektori B
komponentalari mos kelishi ma'lum.

§4. Vektor va tenzorlarning umumiy ta‘rifi

Avvalga paragraflarda vektor va tenzorlarning almashtirish
koeffisientlari a,; lar chizigli almashtirishlarga mos keluvchi
tenzorlar edi. Chizigli fazoning chizigli almashtirishiga o‘zgarmas
a;; matritsalar mos keladi. ~ Umumiy holga o'taylik, ya'ni,
koordinatlarning wmumiy almashtirishini ko‘ramiz:

o = fiz), 1=1,2 ...,1m (28)

Almashtirishning yakobiani noldan farqli bo'lishi kerak, ya'ni,

almashtirish o'zaro bir giymatli va teskarisi mavjud bo‘lgan
alamshtirish bo‘lishi kerak. Bu holda

aft ;o
(}‘.'.-h = -da? = —dxz’
; oz % dzi =

10



bo‘ladi (ikki marta uchragan indeks bo‘yicha yigiindi ko'zda
tutiladi).

ta‘rif:  Agar n komponentalik A'(z) kattalik (28
almashtirishda

i
A= 92 s (29)
’ oz1"

qouun bo'yicha almashilsa u kontravariant vektor de}d{gdi-

Bu tarif (21)-ta‘tifdan a;; koeffisientning o'rniga gz" /o2’

koeffisient. paydo bo'lishi bilan farq qiladi. Agar (26)-almashtirish

chizigli bo‘lganda ya’na o'sha (21)-ta‘rifga qaytemiz. 2
Endi funksiyaning gradientini qaraylik: dip. Bu ye.rda",:'-zv: -

skalar funksiya: ¢/(2") = @(z), 8, = 8/8%". (28,-almashtirishda

quyidagiga egamiz (hosilaga zanjir qoidasini qo‘llaymiz}:

Op'(z') 027 Op(x)

oz  fxrf O

Ko‘rinib turibdiki, skalarning gradienti kontravariant vektorning

ta‘rifiga mos kelmaydigan formada almashinayapti. )
ta‘rif: Quyidagi qoida bo'yicha almashinadigan kattalik

kovariant vektor deyiladi:

A’ =

A = ax’ (30)
T
(29)- va (30)-ta'riflardagi koeffisientlarni matritsa §it'atida‘, k%‘ rsak
(ixtiyoriy ikki indeksli kattalikni matritsa sifatida ko.n(si mt?‘f
mumkin) bu ikkala ta‘rifdagi matritsalar ma’lum darajada bir

biriga teskaridir. =
: : . ‘si <ritishimiz
Ko- va kontravariant tenzorlarni ham shu yo'‘sinda kir itishimi

mumkin. Masalan, ikkinchi rang kontravariant tenzori:
B:r’i 63:” -

Oz* oz

Ikkinchi rang kovariant tenzor:

- dz* oz Ot
“9 = B g M

T/ij i



Ikkinchi rang aralash tenzor:

i g1
i 02" 0z
0 fgkaritt
Shunday yo'l bilan yuqori tartibli tenzorlarni ham kiritish mumkin:
L, B va bk
3 mn
1.1-mashq. Zanjir qoidasi

9" dx? R
FEr L (31,

dan foydalanib ko- va kontravariant vektorlarning skalar ko‘paytmasi 28-
almashtirishlarga nisbatan invariant kattalik ekanligini isbot qiling:

A'Bl = A'B;.

Shu bilan birga, A'B* va A;B; ko'paytmalarning invariant emasligiga. ishonch
hosil gilish mumkin.

Biror yugori rang aralash tenzori Tj  berilgan bo'lsin.
Agar uning bitta ko- va bitta kontravariant indekslari bo'yicha
vig'indisini olsak uning rangi ikkiga kamayadi:

Tiim = Tim:

Ejm

Buni ishot qilish qiyin emas.

Nima uchun yuqorida n~ o‘ichamli evklid fazosidagi vektorlar
hagida gap ketganida biz ularni ko- va kontra-variantlarga
ajratmagan edik? Sababi quyidagicha. (29)- ta‘rifdagi koeffisientni
quyidagicha belgilaylik:

. oz" p
Ixtiyoriy ikki indeksli kattalikni matritsa sifatida qarashimiz
mumkin bo'lgani uchun a} = a;; deb qaraymiz, bunda yuqoridagi
- kontravariant - indeks satr nomeri bo'lib xizmat qgiladi, quyi -
kovariant - indeks esa ustun nomeri bo‘ladi.

Teopema 1.1 Agar almashtirish koeffisientlaridan tuzilgan a;,
matritsa ortogonal bolsa ko- va kontra- variant vektorlar orasidagi
farg yo'q bo'lads.



Isbot: Zanjir qoidasi (31)-dan kelib chiqadiki ko- va kontra-
variant vektorlarning almashtirish qgonuni bir-biriga teskari.
Ikkinchi tomondan, (30)-formuladagi koeffisientda (29)-qoida
nugtai-nazaridan indekslarning o‘rni almashgan, ya'ni, (30)-
formulada ¢~" matritsa turibdi. Ortogonal matritsa uchun esa
atl =aq.

Demak, ortogonal almashtirishlar haqida gap ketganda ko- va
kontra- variant vektorlarni ajratmasak ham bo‘ladi.

Ikki oflchamli evklid fazosidagi vektorlarning almshtirish
matritsasi (6)-formula orqali kiritilgan. Bu matritsaning o’ =
a™' elanligini, ya'ni, uning ortogonalligini ko'rish qiyin emas.
Ortogonallikni tekshirishning Yuqorida ko‘rdikki, ikki, uch va
h.k. o‘lchamli evklid fazolarida chiziqli almashtirishlar crtogonal
matritsalar orqali bajariladi, shu sababdan evklid fazolarida ko-
va kontra- variant vektorlar ajratilmaydi. Minkovsky fazosi
psevdoevklid fazo, undagi chizigli almashtirishlar psevdoortogonal
matritsalar yordamida bajariladi. Bu holda vektorlarning
variantligining farqiga bormaslik mumkin emas.

§5. Vektor algebrasining analitik formasi
Quyidagi ikki tenzor kiritaylik: 8 va &y Ularning ta'riflari:

¢ 1. =3 s
e {3 1 .

bu tenzorning nomi Kronekker deltasi.

(1 ijk = 123,231,312 tartibda; _
Eijk = i =1 ijk = 213,132,321 tartibda; {(34)
0, ixtiyoriy ikki indeks teng bo'lsa.

Bu tenzor Levi-Chivita birlik antisimmetrik (psevdo)tenzgr.i
deyiladi. Rostdan ham, uning ixtiyoriy ikki indeksining o‘rnini
almashtirsak tenzorning ishorasi o‘zgaradi. ta'rifdan bevosita
ko'rinib turibdiki

= 0.

(35)

Eujk = g = Ekyg = —€jik = —E&uy = —Ekjiv  Sik = Eig = E4ji



Mana shu ikki tenzor yordamida biz butun tenzor algebrasini qurib
chigamiz. Birinchidar, bu tenzorlarning invariant ekanligini isbot
qilaylik. -
5L = aikajl5kz = Qi Qjk = 5:‘;‘- (36)
Kronekker deltasi fazo o'qlarini almashtirganda o‘zgarmas, ya'ni,
invariant ekan. .
Skalar ko‘paytmadan boshlaylik.  Birinchidan, deltaning
ta‘rifidan oydinki .
A; =845 (37)
Bu esa skalar ko‘paytma uchun
A -B = A;B; = A;6,;B; (38)
ni beradi. -
€4k tenzor yordamida ikki vektorning vektor ko‘paytmasint
quyidagicha ta‘riflashimiz mumkin:

[ABL = EyjkA;j By (39)
Tekshirib ko‘raylik. ¢ = 1 bo'lsin:
[AB], = [AB], = c1d;Bs o)

O‘ng tomondagi ikkita yig'indi ostida soqov indekslar j va &
faqgatgina 2 va 3 giymatlarni gabul gilgan hadlargina nolga teng
emas:

€154 By = 1234383 + €130438) = Ay B3 — A3Bs. (41)

Olgan natijamizni o'zimizga ma’lum ko‘rinishga keltirib olishimiz
mumbkin:

[AAB]1 = ‘A2B3 — Ang = Asz = AZBy (42)
Demak, &, tenzori vektor ko'paytmani kompakt ko‘rinishda yozib

olishga imkon berar ekan. Agar shu tenzorning quyidagi xossalarini
kiritsak:

Efjkstlm — j[()l'm — (5]m5k11 eijkeljlll = 26k‘1n.7 E{jkezjk = 6, (43)

Yektor alg.e}_)rasi.da uchraydigan eng murakkab ifodalarni ham
soddalashtirish imkoniyatiga ega bolamiz.  Bu xossalarning
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birinchisini to‘g'ridan- to‘g‘rl tekshirib ko‘rishgina mumkin. Ikkin-
chisi esa birinchisidan uni 6; ga ko‘paytirib sogov indekslar
bo‘yicha yig'indini xisoblab ol1nad1 Uchinchisi ikkinchisini dtm g2

ko'p. Kytlrlb olinadi.
nhlgan formulalarning ganday ishlashini misollarda ko‘rib
chiqaylik.
1.1-misol. Uch vektorning qo‘shma ko‘paytmasini toping.

A - [BC] = A;[BC], = £;24:B;Ci.. (44)
Agar (35) ni estasak uch vektor qo‘shma ko'paytmasining bizga ma’lum bir
Xossasini olgan bo‘lamiz:
A-[BC]=B-[CA] =C-[AB]. (45)
1.2-misol.

[AB] AB],[CD], = &;;1.4; Bx€itmCt D ;
L el S T ot e G oy @) ()

1.3-misol. Birlik antisimmetrik tenzorning antisimmetrikligidan foy-

dalanib
A.[AB]=0 (47)
ckanligini ko'rsating.
Isbot.

A [AB] = EijkAiAjBk~ (‘18)
Bu ifodada uchta soqov indeks bor - i, 7, k, ularning har biri bo‘yicha 1 dan
3 gacha yigiindi ko'zda tutilgan. k indeksni olaylik va uning har bir qiymati
uchun noii clishimizni ko‘rsataylik. k& = 3 dan boshlaylil. Unda

E‘,'J;;A,'AJB:; = (AlAg e A2A1)B3 =0 (49)

boladi. Shu muloxazani & = 1 va k = 2 xollar uchun ham qaytarishimiz
mumkin, har gal ham nolni olamiz. Umumiy natija ham nolga tengdir.
Uchta vektorning vektor ko'paytmasini ko‘raylik:

[A [:BCHr = E:_];_-A‘, [BC] = EijkAjEkImBIC'm = ( )
50
= (‘srféjm = Gz J'I)AJ'BZCm = Bi(A - C) = cm(A : B)’

yoki, to‘liq ravishda vektor ko‘rinishga o‘tsak:
[A[BC]] =B(A-C)- C(A-B). (51)

Asosty tekstda uchta vektorning vektor ko‘paytmasi uchraganda
ularda ham huddi (50)-formulasidagi tartib ko‘zda tutilgan
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- birinchi veltor ikkinchi va uchinchi vektorlarning vektor
ko'paytmasiga vektor ravishda ko'paytirilgan.
Maydon operatsiyalariga o‘taylik. ta'rif bo‘yicha

div A = 8;A; + 0,4, + 8.4 = O1A1 + DAy + B3A3 = 8,A; (52)

Rostdan ham, divergensiya - bu nabla bilan vektorning skalar
ko'paytmasi - div A = V - A. Rotor operatsiyasi nablaning vektor
ko‘paytmasi orqgali aniqlanadi:

1otA =V x A. (53)

Vektor ko'paytmaning umumiy ta‘rifi {39)- bo‘yicha
(rot A); = €;x0; Ag. (54)

Bu ta'rifdan foydalanib quyidagilarni isbot gilaylik:
. divrot A = 8; (rot A), = £,;18:0;A; = 0. (55)

Chunki simmetrik tenzor 0,0, bilan antisimmetrik tenzor &€,k
larning (¢, 7 bo‘yicha) yig'indisi nolga teng ((27)-bo‘yicha).
2.

(rot grade); = £,51.0;0kp = 0, (56)

yana huddi o‘sha sabab. bo'yicha.
1.4-misol. Maxwell tenglamalariga kirgan

divB =0 (57)
tenglamaning yechimini toping.
Yechim. (55)-ho‘yicha (57)-dan
B =rotA (58)
ekanligi kelib chigadi.
, 1.2-mashg Zdiv[E x B] ni Maxwell tenglamalarini ishlatib toping.

1.3-mashq.rot {A x B] = AdivB ~BdivA + (B- V)A — (A-V)B ni
keltirib chiqaring.

1.4-mashgq. rotrot A = graddiv A — AA ni keltirib chiqaring.

1.5-mashg. grad(A-B) = (B-V)A +(A-V)B+B x 10tA + A x rotB
ni keltirib chiqaring.

1.6-mashq. [A x BJ* = A2B2 — (A - B)? ni keltirib chiqaring.
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§6. Helmholtz teorcmasi

Teopema 1.2 Quyidagi munosabatlar orqali aniglangan ¥ vektor
V-F=D, VxF=C
tuyidagi ko ‘rinishga ega:

F=-Vu+VxXw, (59)
bunda

_1 [ DE) o e
e e R U o
Bu yerda D(r) wa C(r) funksiyalar cheksizlikda v — 00O

nolge kamida 1/r2 dek intilishi kerak, undan tashgari o‘zaro
kelishtirilganlik shartz V - C = 0 bajarilishi kerak.

Isbot: Teoremaning isboti

1 r—r' 1 '
= A—"— = —4d7é(x — x')
t—v] P © “f=r] (

formulalardan kelib chiqadi:

V.F=—Ay= / D()3(r —x')d*" = D(r),

UxF=VXVxw=-Aw+ V(V-w),
—Aw = C(x),

f“__i[_i__ A3 —
4“fv 7 ) ol e O

1 C(I‘ 3.0
e Bl s A3 4
= 1r— o CEM = 4 (|r = )
+_'

: 1 C(:')
’ SN T pil,
e r’lv - C(r)d 4ﬂ_j{;ufs

|r — | -

chunki C =3~ 1/r2. . - .
Topilgan formula (59) yagonami yoki unga nimanidir go‘shib
qo'yishimiz mumkinmi? Biz F ga divergensiuasi va rotori
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nolga teng bo'lgan ixtiyoriy vektorni qo‘shib qo'yishimiz mumkin,
natija o‘zgarmaydi. Ammo, cheksizlikda nolga intiluvchi hamda
divergensiuasi va rotori nolga teng bo'lgan vektorning o'zi nolga
teng. Shuning uchun (59) formula yagonadir.

Olingan natijani bir joyga yig'ib quyidagi formulani yozib
olishimiz mumkin: r — oo da 1/r dan tezroq nolga intilavchi
ixtiyoriy F'(r) funksiya uchun quyidagi tasavvur o‘rinlidir:

v F(r} , V' XF(X) 5,
B [ )
(

60)
Isbot gilingan tasdiq Helmholtz? tecremasi deyiladi.
1.5-misol. Elektrostatikada V- E = 47p, V x E = 0. Demak,

E()—“V(/\r 1) = —vele et = [ L

1.6-misol. Magnitostatikada V- B=0, V xB= —”j. Demak

B(r) =V x (— j(r’) d’ ’) VxA(r); Afr)= /

jr—

r— r’l
§7. Matritsalar

n X n-matritsa deganda biz ma’lum bir qoidalarga bo‘ysundirilgan
quyidagi jadvalni ko‘zda tutamiz:

N
'fflu a1z ‘' Gia
Gy Az - A2
= - : i :ﬂI ' (61)
I\a'n.l (€37 I ann/

Matritsani ko‘pincha uning matrik indekslarini ko‘rsatib bel-
gilaymiz: (A);; = aq;. Matritsalarning ko‘paytmasi qoidasi
quyidagicha ta‘riflanadi:

(AB)U = ﬂa.ﬁ"’—’f._r' (62)

2Hermann Ludwig Ferdinand von Helmboltz (1821 - 1894) - nemis fizigi
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Antisimmetrik matritsa:
Azj = -_“’l_ﬂ-‘ (71)

nxn matritsaning komponentalarining soni n?. Matritsa simmetrik
yoki antisimmetrik bo'lganda uning mustagil komponentalari
sonini topaylik.

Simmetriklik sharti diagonal komponentalarga aloqasi yo'q,
ularning soni n-ta. Diagonaldan tepadagi komponentalar soni
(n? — n)/2, simmetriklik sharti ularning diagonaldan pastki kom-
ponentalarga tengligini bildiradi. Demak, mustaqil komponentalar

soni: n + (n? —n)/2 = En(n +1).

Antisimmetrik matritsaning diagonal komponentalari nolga
teng: Ay = —A; = 0,¢ = 1,2,...,n. Diagonal ustidagi
komponentalar diagonal pastidagilarga minus ishora bilan teng,
shu bilan antisimmetrik matritsaning mustagil komponentalarining

1
soni an(n — 1) ga teng degan hulosaga kelamiz.

2. Ortogonal matritsa. Transponirlangan matritsa - satr
va ustunlari o‘zaro almashgan matritsa:

(AT),;J = A, (72)
Agar qandaydir hagigly A matritsa uchun
ATA=AAT =1, yoki AuAj; =6, (73)

bo‘lsa matritsa A ortogonal matritsa deyiladi.
1.8-misol. (6)-matritsani olaylik. U ortogonal matritsadir. Birinchidan
uning transponirlanganini topayli:

. T :
[ cosp —sing \" _ [ cosp sing
\\ sing cosp |

—sing cosp
Ko'rinibh turibdiki
[ cos sinzp\_/cosw —sinp\ (10 _
\ —sing cosw} \\ sing cose )\ 01 (74)

Demak, ikki o'lchamli evklid fazosini ¢ burchakka burash
matritsasi ortogonal matritsa ekan. Buni boshqa so‘zlar bilan
ham ifodalashimiz mumkin: tekislikdagi koordinatlarni burash
almashtirishi ortogonal almashtirish bo‘ladi.
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Ushbu tasdiq fagat tekislikka emas, ixtiyoriy n-o‘lchamli evklid
fazosiga taalluqlidir. ;
n-0'lchamli evklid fazosida chiziqli almashtirish O ni ko‘raylik:

Ochib yozsak

@) = Onzy 4 O10Ts + - -+ + O1n Ty,
:E-’z = 0211171 + 0221E2 SF 000 S O‘anm ( )
76

zh = On®y + Onata + - - + Oy,

Ushbu chizigli almashtirish vektorning kvadratini saqlasin deb
talab qilaylik:
xT %' = 2,070z, = x - x. (77)
Bu munosabat bajarilishi uchun
OF.0; = OyOyy = bij (78)

bo'lishi kerak. Demak, n-o‘lchamli evklid fazosida n x n o‘lchamli
ortogonal matritsa yordamida Dbajarilgan chizigli almashtirish
vektorning kvadratini saglar ekan. Koordinat o‘qlarini biron bur-
chakka burganimizda ham vektorlarning kvadratlari o‘zgarmaydi,
chunki vektorning kvadrati uning uzunligining kvadratiga teng.
Demalk, aylanish almashtirishlari ortogonal matritsalar yordamida
bajarilar ekan.

(73)-shartning ma’nosi shuki, ortogonal matritsaning ustunlari
o'zaro perpendikular va har birining uzunligi birga teng bo‘lgan
n— komponentali vektorlardan iborat. Huddi shu tasdiq ortogonal
matritsaning satrlariga ham tegishli. Buni (6)-matritsa misolida
ko‘rish mumkin: uning har bir ustuni 2-c‘lchamli uzunligi birga
teng vektordir,

(CQSSO\ va ——singo\l’
\suup/ cosp  J

ularning o'zaro skalar ko‘paytmasi nolga teng. Satrlardan tuzilgan
vektorlar hagida ham huddi shuni aytishimiz mumkin.
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Ortagonal matritsaning determinantini topaylik.

Birinchi
tomondan
det(OTO) = det I = 1. (79)
Ikkinchi tomondan
det(OTO) = (det 0Y?, (80)

chunki transponirlash natijasida matritsaning determinanti
o‘zgarmaydi. Bu yerda matritsalar ko‘paytmasining determinanti
determinantlar ko'paytmasiga teng ekanligi ishlatib ketildi.
Demak,

detO = *1. (81)

Odatda ixtiyorly n x n ortogonal matritsalar to‘plami O(n)
deb belgilanadi, shu to'plamga kirgan va determinanti +1 ga
teng bo‘lgan matritsalar to‘plami esa SO(n) deb belgilanadi.
S0(n) to'plamdagi matritsalar shu bilan ajralib turadiki, ularning
ichidagi ixtiyoriy ikkitasining ko'paytmasi yana SO(n) to'plamning
elementini beradi. Determinanti -1 bo‘lgan matritsalar bunday
hossaga ega emas.

3. Hermite go‘shma. Elementlari kompleks bo‘lgan
matritsani transponirlab kompleks qo‘shmasiga o‘taylik. Bunday
operatsiya matritsaning hermite qo‘shmasiga o‘tish deyiladi:

Af = AT (82)

Bu yerda yulduzcha - kompleks qo‘shmaga oftishni bildiradi.
Demak,

T — L
Al = A, (85)
Ager matritsa o'zining hermite® qo'shmasiga teng bo'lsa
Al = 4, (34)

bunday imatritsa hermite matritsa deyiladi.

4. Unitar matritsalar. Kompleks matritsa unitar deyiladi
gachonki u uchun

Uli=gtt =1 (83)

3Charlts Heamite (1622-1901) - fransuz matematigi.
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bo‘lsa.  Ya'ni, unitar matritsaning hermite qo‘shmasi uning
teskarisiga teng:
ut=u-1. (86)

Matritsaning unitarligi shartini
Upug =0y yoki  wguj =4y (87)

ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu yerdan ko‘rinadiki
unitar matritsaning har bir ustuni uzunligi birga teng bo‘lgan
kompleks vektordan iborat, ikkita har xil ustunlarni tashkil giluvchi
“vektorlarning" skalar ko'paytmasi nolga teng. Ya'ni, ustunlar
ortonormal sistemani hosil giluvchi vektorlardan iborat. Huddi
shularni satrlar hagida ham aytishimiz mumkin. Bu hossalar
unitar va ortogonal matritsalar uchun bir xildir, fagat birinchilazi

kompleks matritsalardir.
1.7-mashq. Quyidagilarni isbot giling:

(AB)T = BTAT, (AB)™'=B7'A™Y (4B)l = BiAl
1.8-mashqg. Quyidagilarni isbot giling:

Agar A va B matritsalar ( or;:::io"r:.al ) bo'lsa AB matritsa ham shunday bo‘ladi.
(38)

1.9-mashq. Ixtiyoriy A matritsa uchun quyidagilami isbot giling:
o §= A+ AT - simmetrik, B = A — AT - antisimmetrik ekanligini;
o A+ Al va 1(A4 ~ Al) larning hermite matritsa ckanligini;

o AA" va A4 larning hermite matritsa ekanligini.

§7.2. Matritsaning izi

Matritsaning diagonal elementlarining yig'indisi uning izi deyiladi
va quyidagicha belgilanadi:

yoki 7
Aii = Sp(A). (90)
1.9-misol. Quyidagilarni isbot giling:
Tr(AB) = Tr(BA),
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Tr{(ABC) = Te(BCA) = TY(CAB).
Birinchisining isboti
Tr(AB) = (AB);; = Ay Bji = BiAy; = (BA),; = Tr(BA).
ITkkinchisining isboti:

'I\‘(ABC) = A,ijkai = BjkaiA-iJ =] CkiAthjk~

1.10-mashgq.
ay ay 03
det | by b by | =egraibor

C, C2 C3
ekanligini isbot giling. Umumlashgan holda:

ay o ala\ 1
det | an ax ax | = 2iEikEtmn @il jm -
as agp a3/

§8. Vektor-ustun va vektor-satr

Vektorlarni bir-necha yo'l bilan tasavvur gilishimiz mumkin.
Birinchidan, vektorni ko‘pincha biror fazodagi strelka ko‘rinishida
tasavvur qilinadi, bunda shu strelkaning uzunligi vektorning
uzunligiga teng. Bu tasavvur fizik kuchlar va tezliklarning
vo'nalishlarini, ular orasidagi burchaklarni ko‘z oldiga keltirishda
qulaydir.

Ikkinchidan, vektorni huddi avvalgi paragrafdagidek analitik
ko‘rinishda, ya'ni, indeksli kattalik sifatida tasavvur gilishimiz
mumkin. Murakkab ifodalarni soddalashtirish nuqtai-nazaridan
ushbu fasavvur eng qulaydir.

Uchinchi yo'l ham bor - chizigli tenglamalar sistemasini olaylik:
@1171 + 19T2 + * ** + GinZn = Y1;
a1 + A% + - -+ AonTn = Yo

(s1)

an1Zy ot Qn2T9 P ocoSF ATy = Un

Ushbu ko'rinishdagi chiziqli sistema uchta kattalik - ikkita n
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komponentalik vektoratun

[ iky o
% e} ' ¥ /A I “':‘\'
T ) \ Wr
va bitta = X n matritsa
‘f @11 ag vee g )
A= (1_2] I.ngz ' Uy, /93)
\ Anl Qp2 “** Opn /

kiritish orqali quyidagi kompakt ko‘rinishda yozib olinishi mumkin:
Ax =y. (94)

Bu tenglik geometrik nuqtai-nazardan quyidagini bildiradi: x
vektor ustida biz chizigli almashtirish bajardik, bu almashtirish
A matritsa orqali ifodalanadi, bu chiziqli almashtirish natijasida x
vektor y vektorga aylandi. Vektor-ustun tushunchasi vektorlar va
matritsalarni o'z ichiga olgan ifodalarda qulaydir.

Vektorlar hagida gap ketar ekan ularning skalar ko'paytmasi
bilan ham ish tutishimiz kerak. Skalar ko‘paytmani korreki
ravishda kiritish uchun vektor-ustunni transponirlash natifaside
olinadigan vektor-satrni ham kiritishimiz kerak:

XT == (:1;17 T, *t 7, xn)-
Bu holda ikkita vektorning skalar ko' paytmasi uchun satrri ustunga
ko'paytirish goidasi bo‘yicha to‘g'ri ifoda olamiz:

(Xv y) = XT Y= szyk-
k=1

Agar ko'rib chigilayotgan fazo kompleks elementlardan iborat
bo'lsa skalar ko‘paytma

(x,y)=x-y=) zju
k=1
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ko'rinishda ta‘riflanadi. Buning uchun chap tomondagi vektorni
transponirlashdan tashqari uning har bir komponentasining
kompleks qo‘shmasiga o‘tishimiz kerak:

xt = (1711 .’l?;, "l 0 IE:)

Vektorlar va matritsalarni o'z ichiga olgan yana bir skalar ifoda
{son) keng uchrayqi:

(x,Ay) =x!. Ay = Z z; AskUx-
k=1

Bunday ifodalarni yozganda yig'indi belgilarini tushurib goldirish
qabul qgilingan: (x, Ay) = =7 Auyx. Ikki matra gaytariladigan in-
dekslar bo‘yicha yig'indi ko‘zda tutiladi, ammo yozib o‘tirilmaydi.

§89. Hususiy vektorlar va hususiy giymatlar masalasi

Bizga n x n bo‘lgan A matritsa berilgan bo'lsin. Faraz gilaylik shu
matritsa ta’sir qilayotgan n-o'lchamli fazoda shunday x vektor va
A sonlar topilsinki ular uchun

Ax= dx (95)

munosabat bajarilsin.| Bu holda A son A matritsaning hususéy
giymati yoki soni va vektor x matritsaning shu hususiy songa
mos keluvchi hususiy wvektori deyiladi. Ba'zi-bir hollarda A
xarakteristik son ham deyiladi.

Hususiy qiymat va hususiy vektorlarni topishga o‘taylik.
Buning uchun (95)-formulani quyidagicha yozib olaylik:

(A= A)x=0. (96)

A sonidan keyin paydo bo‘lgan I birlik matritsani bildiradi.

Cramer? teoremasi bo'vicha bu tenglama yechimga ega bo'lishi
uchun '

det ’A - /\If -0 (97)

4Gabric! Cramer (1704 - 1752) - shveytear matematigi.
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bo'lishi kerak. Bu esa bizga A uchun n-tartibli tenglamani beradi.
Algebraning asosiy teoremasi bo‘yicha uning n ta yechimi bor.
Demak, A matritsaning n ta hususiy qiymatlari bor ekan. Shuni
hisobga olib (95)-tenglamani

Ax) = 2x® i=1,2, .- |n (98)

ko‘rinishda yozib olamiz. x{? vektor A matritsaning A, hususiy
soniga mos keluvchi hususiy vektoridir. Hususiy giymatlar oddiy
va karrali bo‘lishi mumkin. Biror hususiy son A; ga n; ta hususiy
veltorlar mos kelsa shu hususiy sonning karraligi n; bo‘ladi. Kvant
mexanikasida bunday hol n, karrali aynish deyiladi®. Matritsaning
hususiy qiymatlari to‘plami - {A1, Ag, -+, An} - shu matritsaning

spekiri deyiladi.
1.10-misol. Agar T - unitar matritsa bo‘lsa A va TAT! larning spektriari
bir hildir. Buning isboti quyidagi sodda munosabatdan kelib chigadi:

det [TAT - ,\1! =det[4-M1|.
Hermite matritsalarning eng muhim hossasiga kelaylik.

Teopema 1.3 Hermite matritsaning hususty giymatlari - hagigiy
sonlardir. Har zil hususiy giymatga mos keluvehi hususiy vektorlar
o0 ‘zaro ortogonaldir.

{sbot. i-nchi va j-nchi hususiy giymatlarga va hususiy vektorlarga
mos keluvchi tenglamalarni yozib olaylik:

Ax® = 2 x®), Ax@) = /\]x(j)_ (99)
Bu yerda x@ - ); hususiy qiymatga mos keluvchi hususiy vektor,

x() esa - A, hususiy qiymatga mos keluvchi hususiy vektor. Shu
tenglamalardan ikkinchisining hermite qo‘shmasiga o‘taylik:

Bu tenglamadagi x} ni ganday ma’noda tushunish kerak? Odatda
vektor deyilganda, ayniqsa matritsalar kirgan chizigli tenglamalar

SHamilton operatorining bitta hususiy qiymsti E; ga n, ta tolgin funksiya mos kelishi mumbkin, bunday
hususiy qiywat n, karrali aynizan deyiladi.
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haqida gap ketganda, vektor-ustun ko'zda tutiladi:

| =1, (101)
\ %n

Bu ustunni chap tomondan matritsaga ko‘paytirsak ((99)-
tenglamadalargidek) yana ustun, demak vektor, olamiz. Ammo
ustunni chap tomondan matritsaga ko‘paytirib bo‘lmaydi, matrit-
salarning ko‘paytirish qoidasiga matritsani chap tomondan satrga
ko‘paytirish mos keladi. (100)-tenglamada huddi shunday oper-
atsiya ko'zda tutilgan, chunki hermite qo‘shmags. transponirlash
kiradi - ustunni transponirlasak u satrga aylanadi:

x! = (o}, @5, o, 37). (102)

Masalan, vektorning o‘z-o'ziga skalar ko‘paytmasi:
(% x)=xt-x =2z, + T37p+ - + T Ty = Z |2 (103)

k=1
Ya'ni, (99)- va (100)- tenglamalarda chap va o‘ng tomonlarda bir
xil tabiatli kattaliklar kirgan - (99)-da chap va o‘ng tomonlarda
ustunlarga egamiz, (100)-da esa ikkala tomonda satrlarga egamiz.
(99)-ning birinchisini chapdan xU) ga ko'paytiraylik, (100) ni
esa o‘ng tomondan x{ ga ko'paytiraylik:

0N Ax) = AxOI®) O AT = N Oil)

Matritsa A hermite bo‘lgani uchun A! = A ikkinchi tenglamaning

chap tomoni birinchi tenglamaning chap tomoniga teng bo‘ladi -
x4t 0 = x OGN 4.0

Shuni hisobga olib birinchi tenglamadan ikkinchisini ayirib
tashlasak »

(O — A0kt = ¢ (104)
tenglikka kelamiz. Bu yerda ikkita variant bor.
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Birinchidan, 7 # j, bu esa A, # /\j degani, demak
xU)id — g,

Ya'ni, ikkita har xil hususiy qiymatlarga mos keluvchi hususiy
vektorlar o‘zaro ortogonal ekan.
likkinchi variant - ¢ = 4. Bu holda

<@kl — [x@2 > 0.
(104)-ning chap tomoni nolga teng bo‘lishi uchun
A=A
bo'lishi kerak, ya'ni, hususiy qiymatlar haqiqiy bo'lishi kerak.

Teorema isbot gilindi. !
1.11-misol.  Quyidagi matritsaning hususiy giymatlari va hususiy

vektorlarini toping:
/7010
A=k100)
000

/-2 1 0
A-AM={ 1 =x 0 |.
\0 0 =X/
Uning determinantini nolga tenglashtirish kerak:

MM -1)=0.

Yangi matritsa tuzamiz:

Bu tengiamaning uchta yechimi bor:
/\1=—1, A2=1, A3=0.

A matritsaning hususiy qiymatlarini topildi. Hususiy vektorlarga o‘taylik.

A= -1 hol.
010\ [z
100 (y =—
000/ \z

Bu holda
tenglamaga egamiz. Komponentalar tilida:

= B

(2
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Demak, birinchi hususiy vektor

T
o ( ® )
0

ko'rinishga ega ekan. Bu vektorning normasini birga tenglashtirishimiz kerak:

xWix() = 222 = 1 | buning uchun esa & = 1/v/2 bo'lishi kerak (z = —1/+/2
holning tahlili misolning ohirida berilgan). Natija:

y_ L :
x”—ﬁ(-—nl)_
010 T T
G6)-0)
Doo z z

tenglamaga kelinadi. Uni ochib yozaylik:

A2 =1 hol.
Bu holda

=1, Y=z, z2=10.
Ikkinchi husussiy vektor
=
};{2] = ( I )

\ 0
ko'rinishga ega ekan. Uning normasini birga tenglashtirsak

@ = 222 = 1
= |
z = 1/+/2 ekanligini topamiz. Natijaviy ifoda:

1 1
x{?‘} =— 1 5
V2 \ g

A3 =0 hol.
Bu holda
010 T 0
00 z 0
Algebraik ko‘rinishda

z=0, y=0
Demak, yechim sifatida

oo
e e



olinishi mumkin. Vektoring normasini birga tenglashtirsak z = 1 bo'ladi.
Natijada A = 0 hususiy giymatga

0
9 — ( u)
1
vektor mos kelishi topdildi.
Ko'rinib turibdiki topilgan vektorlar o‘zaro ortogonal to'plamni tashkil
giladi:
GO, x) =0 (@ x®) =0, (@D x®)=0. (105

Har bir vektorning normasini birga tenglashtirib olganimiz uchun bu ortogonal
sistema ortonormal sistemadir:

(9 x0y =5, 4,j=1,23 (106)

Shu bilan uchta o‘zaro ortogonal va uzunligi birga teng bo‘lgan ortlar topildi.
Vektorlarni normaga keltirish jarayonida har gal £ ishoralardan

ol
-

1.2-rasm: o'ng-qo‘l va chap-qo'l bazis

plyusini tanlab oldik. Ishoraning minusini ham tanlab olishimiz
mumkin edi, hosil bo‘lgan sistema bari-bir ortonormalligicha
qolaverar edi. Masalan, ikkinchi ortni

|

@ _

@=_—[1]. (107)
v2\ g

ko‘rinishda olishimiz mumkin, bu ort bari-bir A matritsaning
hususiy vektori boflib qolaveradi, ammo, hosil bo‘lgan ortlar
sistemasi o‘ng-qo‘l sistemasini emas, balki chap-qo'l sistemasini
hosil giladi. Bu vaziyat (1.2)-rasmda ko‘rsatilgan.  Birinchi
va ikkinchi ortlar (z,y) tekisligida joylashgan, uchinchi ort -
z o'gi bo'yicha yo‘nalgan. Xuddi shunday boshqa ortlarning

31



ishorasini ham o‘zgartirishimiz mumkin, bu bazis ortlarning
yo'nalishlarini har xil qilib tanlab olishga teng. Qaysi ishorani

tanlash yechilyapgan masalaning mohiyatiga mos kelishi nuqtai-
nazaridan hal qilinishi kerak.

1.12-misol. Karrali hususty qiymatga misol.

10 03
001 (108)
010
matritsaning hususiy sonlari:
A=-1, A=l =1 (109)
Hususty qiymatlar karrali bo'lib chiqdi: Xy = X3. Agar X; = —1 ga
w_1(} (110)
xH = — L
V2 \ 11

hususiy vektor mos kelsa, A3 =1 ga bitta

T
«23) ( " ) (111)
Y

hususiy vektor mos keladi. Masalaning o‘zida z va y larni tanlashga imkoniyat

beradigan iloj yo'q, demak, qo‘shimcha mulohazalardan foydalanishimiz kerak.
Birinchi gadamda z = 0 deb olamiz:

m_L(} 112
= e 11 . (112)

Ikkinchi variant uchun y = 0 holni tanlaymiz:

1
< = (o) (113)
0

Olingan vektorlarning hammasi o‘zaro ortogonal va uzunligi birga teng. Ya'ni,
ma’lum bir ortonormal bazisni tanlab oldik. Boshqa variantlar ham bor edi.
Agar (111)-ga qarasak bu vektor shunday tekislik ustida yotibdiki, u tekislik
(y,2) o'qlazi hosil gilgan to'gri burchakning diagonali bo'yicha o'tgan, (y, z)
tekisligiga perpendikular va z o'qi uning ustida yotadi. x{) vektor esa shu
tekislikka perpendikular. (111)-ifodada z va y larning ixtiyoriy tanloviga
shu tekislikda yotgan va x(!) ga ortogonal bo‘lgan bir vektor mos keladi,
z va y larning boshqa tanloviga shu tekislikda yotgan boshga vektor mos
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keladi. Bizning tanlov - mumkin bo'lgan bitta hususiy variant. Biror masala
vechilganda shunday vaziyat tug'ilsa o'sha masalaning konkret bususiyatlariga
mos.keluvehi variantni tanlash kerak.

( 1.11-mashq. Pauli matritsalari berilgan bo‘lsin:

T g =i} 10
- "I‘(l u)' "v=(f n)-' “’==(_o—1)' (1)

a) Har bir matritsaning hususiy giymatlari va hususiy vektorlaiini toping.
Ulami birlik normaga keltiring; '
(b) Birlik vektor olamiz n = (sinf cosg, sinfsing, cosh.) Shu vektor
uchun i - o skalar ko‘paytmaga mos keluvchi matritsani toping;
{c))n - o matritsaning hususiy qiymatlarini toping va uning hususiy

vektorlari
|/ cosg \ { —sin%
Pein? | \ 16 cos 2
\ ¢ sin e?cosz /

Lo'lishini ko'rsating. Agar § = 0 va ¢ = 0 bo'lsa ushbu vektorlar yugoridazi
G ning vektorlari bilan ustma-ust tushushini ko'rsating. § = #/2 va 0 = 0
ho‘lganda natija o, ga mos kelishini ko‘rsating. 4 = #/2 va ¢ = 7/2 holda esa
oy uchun natijalerga kelinishini ko‘rsating.

1.12-mashqg. Unitar matritsaning determinanti €', a— heqigiy son,
bo‘lishini ko‘rsating.

1.13-mashq. Unitar matritsaning hususiy giymatlari €', a— haqgigiv
son, ho'lishini ko‘rsating.

1.14-mashq. Hagiqiy antisimmetrik matritsaning hususiy qiymatlari
mavhum yoki nolga tengligini ko‘rsating. Misol sifatida

il =1 il
(1 00)
-1 0 0,

matritsani ko‘ring.

§10. Matritsani diagonal ko‘rinishga keltirish
§10.1. Umumiy muloxazalar

Uch o'lchamnli misoldan boshlaylik.  Bizga ixtiyoriy hermite
matritsa A berilgan bo'lsin. Shunday bir matritsa T tuzaylikki,
uning ustunlari A matritsaning hususly vektorlaridan tashkil
topgan bo'lsin:

(113)
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Bu matritsaning hermite qo‘shmasi

x(l)t z[l:h Igl]* 3'4'!11}‘
T — x(;” - zg?)t Igﬂ]t 3:22}» ! (116)
x &t :Ega)c I_g}- xés"

Tekshirish qiyin emaski

{ xOt\
BHAT= Lx&)f ) AW, x?), x®) =
xOt
(117)
/ xWt\ A0 0
= l x(z)T (Alx(l),)\2x(2),)\3x(3)) = ( 0 )\2 0
\ x@t ) 0 0 X

Umumiy holda ixtiyoriy n X n matritsa A uchun diagonal
ko‘rinishga keltirishni quyidagicha ta‘riflashimiz mumkin. A ning
hususiy vektorlaridan

T = (xW, x@ .. xM) (118)
matritsa va uning hermite qo‘shmasi
*x(Ot
i | = (119)
| xf

larni tuzamiz. Ular yordamida A matritsani diagonal ko‘rinishga
keltiramiz:

[ 2 0 - 0
TTATf=DA=! ; Az S5 , (120)
s
Ko'rish giyin emaski !
TS (121)
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va'ni, T matritsa unitar matritse: 00 700 Desnak /o nes

matritsa unitar almashtivish yordinnida,  dingona. v o

keltirilar ekan:
Dy =T "AT.

Biz bilamizki
det (T'AT) =det A,  Tr (1" 'AT) = Ir /
Bundan ikkita muhim hulosa kelib chigacdi:

1odet A=\ A

™

2TA= A+X+ - +A=> M.
k=1

vzl rearalbe

Birinchi hulosadan yana bitta hulosa keltirib chigarish
- agar A matritsa aynigan bo‘lsa (detA = 0) uninz

§10.2. Ikkita matritsani bir vaqtda diagonal ko‘rinishga kelzirsz

Teopema 1.4 Bizga o zaro kommutativ bo‘lgan A va B maorizsz o

erilgan bo‘lsin:
AB = BA. 132

Bu holda ularning hususiy vektorlari to‘plami bir bo‘lad:.

Isbot. x vektor A ning bir hususiy vektori bo‘lsin:

Ax = Ax. (123
Bu holda
A(Bx) = BAx = A\(Bx). (126}
Ya'ni, Bx vektor A matritsaning huddi o‘sha A\ hususiy givinas

inIne

mos keluvchi yana bir hususiy vektori ekan, u x dan fagat o'zining
uzunligi bilan farq qilishi mumkin:
— gy
Bx = ux. {13
Demak, A ning hususiy vektori B ning ham hususiy vekiorn bhotlar
ekan va teskarisi. Bundan teoremaning tasdigt dachol kelity chigad



Teopema 1.5 A va B matritsalarning kommutativiigi ularns bir
vagtde diagonal ko‘rinishga keltirilishining yetarli va zerury
shartidir.
Isbot.

Yetarlilik sharti. A va B matritsalarning hususly vektorlari
to‘plami bir xil bo‘lgani uchun mana shu hususty vektorlardan
yugoridagi (115)-qoida bo'yicha bitta T matritsa tuzaylik. Bu

matritsa A ni ham, B ni ham bir vaqtda diagonal ko‘rinishga
keltiradi.

Zeruriylik sharti. Faraz qilaylik
D4=T'AT, Dp=T"'BT (128)

diagonal matritsalar bolsin. Bu yerda T - A (demak, B)

matritsaning hususiy vektorlaridan (115)-qoida bo‘yicha tuzilgan
unitar matritsa. Bu degani

AB ~BA=TD,T\TDsT ! — TDRT-\TD, T = (i25)
12
=T(DaDp ~ DD T~ =0,
chunki diagonal matritsalar hamma vaqt kommutativ bo‘ladi.

§10.3. Normal matritsalar

O'zining hermite qo'shmasi bilan kommutativ bo‘lgan matritsa
normal matritse deyiladi:

NNt = N'N. (130)
:irrﬁ:h matritsani quyidagi ko'rinishda tasavvur qilishimiz

N=A+1iB, (131)
bUA yerda A va B matsitsalar hermite va kommutataiv ho'lishi
kerak. Darhaqiqat’

T_ . 1 L
NN'=(A+iB)at —Bt) = AA'+ BB +i(BA! - AB') (132)
va

tn — . )
NN = (A'~iBY(A+iB) = 1A+ BB+ 441 B — B'A) (133)
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ifodalar bir biriga teng bolishi uchun A' = A, Bt = B, AB = BA
bo‘lishi kerak.

Iikita o‘zaro kommutativ matritsani bir vagtda diagon_al
ko‘rinishga keltirish mumkinligidan quyidagi tasdiq kelib chiqadi:
Teopema 1.6 Normal matritsa diagonal ko‘rinishga keltiriladi.

1.15-mashq. Ixtiyoriy n x n o'lchamli A matritsa uchun

dete? = T4 {134

ayniyatni isbot qiling: a) (123)-formulalardan foydalanib (diagonal ko‘rinishga
keltiriladi deb faraz qilib); b) umumiy holda. .

1.16-mashq. Quyidagi matritsalarning hususiy giymatlar va hususiy
vektorlarini toping, ularni diagonal ko'rinishga keltiring:

/100 /1 0 0\ 010\ {200\
a)(0111,b)|'o1\/2,c)(lﬂl],d)011!.
\011)/ \oav2 o 010/ \011

§11. Gram-Schmidt metodi

Bizga biror C fazodagi chizigli bogliq bo‘lmagan funksiyalar to'lig
sistemasi berilgan bo'lsin: {@,} = {p1, 2, -** s as <
Teopema L7 Iztiyoriy chizigli bogliq bo‘lmagan tolig sistema
{pn, n = 0,1,2,3,...} ni ortonormal sistema {1z, n = 1,2,3,...}
ga aylantirish mumkin. Yangi sistemaga kirgan funksiyalar ¥y eski
funksiya o, larning chizigli kombinatsiyasi bo‘lad.

Ishot. Ushbu ish gadamma-qadam bajariladi. Birinchi qgadamda
quyidagi yangi funksiya kiritamiz:

1 a
o(z) = —rpo(z), ol # 0. (135)
[lveol
Ko'rinib turibdiki, bu funksiyaning normasi birga teng: ||#i}] = 1.
llzkinchi gadamda

Pi(z) = () — aotho(@) (136)

funksiya kiritamiz. Biz uni g ga ortogonal qilib olishimiz kerak,
buning uchun -
(11, %0) = 0 = (1, %0) — an (137)

3
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shartdan noma'lum « ni topib olamiz:

g = (41, %0). (138)

Demak, "
Y1 = p1(z) = (01, %0)Yo(z). (139)
Topilgan #; aynan nolga teng bo'la olmaydi, bu holda ¢;
funksiya g funksiya orqali ifodalangan bo‘lib qolar edi, bu esa

teorema shartlariga zid. Olingan funksiyaning normasini birga
tenglashtirish qoldi:

o e 140
i nwln‘bl i

Yangi sistemamaizning ikkita elementini topdik - 1g,%;. Ular
o‘zaro ortogonal va har birining normasi birga teng.

Davom ettiramiz. Yangi to‘plamning wuchinchi elementini
kiritamishni boshlaylik:

Pa(x) = pa(z) — asotho — amy. (141)
Bu element topilgan g, 1 larga ortogonal bo'lishi kerak:
(o, o) = (2, %0) — o0 =0; (3o, 1) = (1p2,%1) — aumy 74?2)
1
ushbu ikkita shart bizga ikkita noma’lum alfalarni beradi:

oy = (02, %0} oz = (02, ). (143)
Demak,
y = () — (02, o)t — (02, 1)1 (144)

Tapilgan elementning normasini birga keltiraylik:

.?

2 ”%”wg (145)

Shu etapda jarayonni umumlashtirishimiz mumkin.

Agar
o, Y1, ..., Po—1 funksiyalar topilgan bo‘lsa

n—1

- Z Qe ks Qg = {‘,9.;. 'fa'l-',t-), (1 -']GJ

J8



formula asosida yangi funksiya olamiz va uning normasini birga
tenglashtirib
PYn(x) = (147)
1l / nH

yangl sistemaning n-chi elementini ham topamiz. Grar-
Schmidt ® metodi deb atalgan bu metod bizga {1, n =
0,1,2, ...} ko'rinishdagi ortonormal sistemani beradi:

(¥n, ¥m) = Oma- (148)

Metodni umumlashtirishimiz mumkin. G fazoda skalar ko‘paytma
p(x) vazn bilan berilgan bo‘lsin:

b
(f,g)p=/d:rp(a:)f(z)g(:z:). (149)

1.17-mashq. Quyidagi chizigli bog'liq bo‘lmagan monomilar sistemasi
beriigan bo'lsin:
en(z) = 27, n=0,1,2.. (150}

Ushbu sistemani yuqoridagi metod bo‘yicha
1. (=1,1) intervalda p = 1 vazn bilan Legandre polinimlariga keltiring;

2. (—o0, 00) intervalda p(z) = exp(—z?) vazn bilan Hermite polinomlariga
keitiring.

6Jorgen Pedersen Gram (1850 - 1916) - daniyalik watemutik; Erlard Schmidt (1876 - 1939) -nemis

mintematigi.
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I1-BOB.

DIFFERENSIAL TENGLAMALARNING ANALITIK
NAZARIYASI

§1. Differensial tenglamaning to‘g‘ri va maxsus nuqtalari

Nazariy fizikada quyidagi ko‘rinishdagi ikkinchi tartibli differensial
tenglama ko‘p uchraydi:

u'(2) + p(2)v'(2) + ql2)u(z) = 0. {1

Fizikada  uchraydigan funksiyalarning  analitik  hossalari
ko'rilayapgan masalaning fizikaviy hossalarining  aksidir.
Yechimning analitik hossasi esa tenglamaning mahsus nugtalariga
bevasita bog'liq bo‘ladi. ko'pincha shunday hollar uchrab turadiki,
tenglamaning butun tekislikdagi anig yechimini topish mumkin
emas (yoki u kerak emas). Bu holda biz o‘zimizga giziq bo'lgan
nugta atrofida yechimni qidirib ko‘rishimiz mumkin. Ushbu
hob yugoridagi tenglamaning yechimini ixtiyoriy nuqta atrofida
qidirishga bag‘ishlangan.

Yechimni nuqta atrofida gidirar ekanmiz biz uni gator sifatida
qidiramiz. Agar biron-bir z = a nugtada yechimni yaginlashuvchi
Taylor qatoriga yoya olsak bu nuqgta oddiy, yoki, to‘gri nugia
deyiladi. Buning uchun quyidagi shart bajarilishi kerak. {1)-
tenglamadan biz v”(z) ni topa olamiz:

u'(z) = —p(2)u'(z) — q(2)u(2). (2)

Taylor qatoriga yoyish uchun bizga u”(a} kerak, buning uchun esa
ixtiyorly u{a) va «/(a) lar uchun (2)-ning o‘ng tomoni mavjud
bo'lishi kerak. Boshga so'z bilan p(a) va g{a) lar cheklangan
bo'lishi kerak. Taylor|qatorini qurish uchun kerak bo'lgan yugori
hosila (u"(a) va hk) lami hisoblay boshlasak p(z) va g(2)
larning ham yuqori hosilalari mana shu z = a nugtada mavjud
bo'lishlari kerakligi kelib chiqadi. Demak, z = a nugta to‘g“rs
nugta bo'lishi uchun p(z) va g(z) funksiyalar shu nugtada analitik
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(golomorf) bo'lishi zavuriy ekan. Shu shart biv vaglda yetarh
bo'lishini keyingi paragrafda ko‘rsatamiz.

Yugoridagi muloxazalardan  tushunarliki, p(z) va ()
funksiyalar uchun = = a nugta maxsus nugha bo'lib golsa biz wu(z)
funksiyamizni Taylor qatoriga yoya olmaymiz. Masalan,

‘3

1 1
u + —u(2) + =ulz) = 0. (:3)
z 22

Bu misolda z = 0 nuqta p(z) va g(2) funksiyalar uchun quth
nugtadir. Agar u(0) va u/(0) yetarli darajadagi yuqori tartibli nol
bo‘imasa «”(0) mavjud bo‘lmaydi va yechim uchun z = 0 nugtada
Taylor qatorini hosil gila olmaymiz. Demak, bu misolda z = 0
nugta - maxsus nuqta. Bu holda Taylor gatorining o‘rniga Laurent
gatori paydo bo‘lishi aniqdir. Undan tashqari, tenglamaning ikkita
yechimining o‘rniga bitta yechimgina mavjud bo‘lishi mumkin.
Quyida mana shu masalalar ko‘rib chigilgan.

Terminologiyaga to‘htalib ketaylik. Odatda differensial-
lanuvchilik, golomorflik va analitiklik tushunchalarining farqigas
borilmaydi, ular aynan tushunchalar deb qaraladi. Rostdan
ham, funksiya birgiymatli va u berilgan soha bir bog‘lamli
bo‘lganda bu uchala tushuncha bir-biriga ekvivalentdir. Lekin bu
tushunchalarning har birining o‘z ta‘rifi bor, ularni keltirib ketaylik:

1. Funksiya f(z) o‘zining aniqlanish sohasidagi z = ¢ nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi qachonki bu funksiyaning
3 £
hagiqiy va mavhum gismlari shu nuqtada birinchi tartibli
hususiy hosilalarga ega bo'lsa va ular Cauchy-Riemann
shartlariga bo‘ysunsa;
2. Funksiya f(z) o‘zining aniglanish sohasidagi z = a nugtada
golomorf deyiladi qachonki u shu nuqgtada quyidagi qator
O
ko‘rinishida tasavvurlansa: f(z) = > eu(z — a)".
7=
3. Funksiya f(z) o‘zining aniglanish sohasi 7 da  analitik
deyiladi qachonki shu funksiyaning z ¢ G onogladan o ¢
nugtaga analitik davorni shu nugbaliuni bop‘lovehi konturea
bog'liq bo‘imasa.
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Cauchyning integral teoremasidan kelib chiqadiki sohada differen-
siallanuvchi funksiya shu sohada cheksiz marta differensiallanuvchi
funksiya bo‘ladi. Abelning qatorlar haqidagi teoremasidan kelib

chigadiki f(z) = E enlz " cheksiz qator o‘zining yaqinlashish
sohastida tekis yaq1nlashad1 va bu qator f(z) funksiyasining Taylor
qatori bo'ladi: f(z) = E f%(a)(z — a)*/n! Demak, biror sohada

berilgan d1fferen51allanuvch1 funksiya shu sohada. golomorf bo‘ladi
va teskarisi.

Analitikiik tushunchasi Weierstrass! tomonidan kiritilgan.
Monodromiya teoremasi bo'yicha golomorf funksiyalarning analitik
davomi (ularning bir giymatli aniqlanish sohasida, va bu scha
bir bog'lamli bo'lganda, albatta) fagat boshlang'ich va ohirgi
nugtalarga bog'liq va bu nuqtalarni bo‘glovehi konturga bog'lig
emas. Demak, golomorf funksiya analitikdir, differensiallanuvchi
funksiya golomorf bo'lgani uchun u ham analitik funksiyalar
qatoriga mansubdir. Shu sababdan biz ham differensiallanuvchi
va golomorf funksiyalarni analitik deb atab ketaveramiz.

Yana bir qaytaramiz, bu tasdiglar f(z) funksiyaning bir
bog‘lamli va bir qiymatli sohasiga tegishli.

82. to‘g‘ri nuqta atrofidagi yechim

Yechimni tenglamaning to‘g'ri nugtasi atrofida gidirishdan bosh-
laylik. Agar z = @ nuqta atrofida p(z) va q(z) funksiyalar o‘zining
Taylor qatoriga yoyilsa:

pz) =po+7'(a)(z — o) + 3" (a)(z —a)f? + - A
9(2) = o+ q'(a)(z — a) + 3¢"(a)(z — a)* + -~

ya'ni, ular golomorf funksiyalar bo'lsa, ushbu z = ¢ nugta (1)-
tenglamaning to‘g'ri nuqtasi bo'lishini ko' rsatayhk Magsadimiz,
bu holda ushbu nugta atrofida quyidagi ko'rinishdagi ikkita

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1625-1897) - nemis matematigi

?
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mustagil golomorf yechim mavjud bo'lishini ko‘rsatish:
o0
e = ch(z —a=cq+alz—a)+a(z—a)’+--- (5
n=0

Tasdigni isbot qilish uchun (5)-qatorni bir va ikki marta
differensiallab (1}-tenglamaga. olib borib qo‘yamiz. Birinchi hosila:

o0
u'(z) = chﬂ(z —a)" = +2co(z — a) + 3c3(z — a)? + - -

n=_

Ikkinchi hosila:

oc

u'(2) = 3 eun(n—1)(z—a)""2 = 2ep-+6c5(z—a)+12c4 (z—a)>+- - -

n=0
Natijalarni (1)-tenglamaga olib borib qo'yaylik:
2¢y + 6e3(z — a) + 12c4(z — a)? + - - -+

+po + 7/(a)(z — a) + 4(a)(z — @) + - )(er + 2en(z — )
+3c3(z —a)’ + -+ ) + (0 + ¢'(a)(z — a) + 1¢"(a)(z — a)? + - - - )-

(o +a(z—a)+eaz —a)+---) =0.

Endi (z — @) ning nolinchi, birinchi, ikkinchi va h.k.-nchi darajalari
oldidagi koeffisientlarni nolga tenglashtiramiz:

2¢5 + pocy + qoco = O;
6es + 2pocy + p'(a)er + qoer + ¢'(a)co = G;

12¢4 + 3cspla) + 209/ (@) + a1p”(a) + caq(a) + c1¢'(a) + 3¢ (a)cy = 0,

va h.k. Bu munosabatlarni yechib ¢3,¢3, ¢4, -+ larni ikkita
noma’lum ¢y va ¢; orqali ifodalash mumkin. Natijada yechim -
(5)-qator - quyidagi ko‘rinishga, keladi:

u(z) = cour{z) + crua(z),
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bu yerda

w(z) =1~ 3z ~ afa(a) + 5 (p(a)alo) — (@) (s — 2 + -+

Ll

w(2) = (z=a)3p(a)(z-a)*+ 5 (P(a) ~'(a) ~ a(e)) (==
Ko‘rinib turibdiki,
wla) =1, uye)=0, uj(a)=0, uh(a)=1

Agar Cauchy? shartlarini

ula)=4 va u(a)=B (6)
deb belgilasak yechim
u(z) = Auy(z) + Buo(z) (7)

ko‘rinishni oladi. {u1,us} funksiyalar sistemasi yechimlaring
fundamental sistemasi deyiladi.
2.1-misol. 3
W (1 - 22" — 220"+ 74=0 (8)
tenglamaning z = 0 nuqta atrofidagi yechimlari asosiy sistemasini toping.
Ko'rinib turibdiki, z = 0 nugta bu tenglama uchun to'g'si nuqta:

p(Z) = _21 ~_,2 =2z 223 2% — oo o8
3 1 3 (9)
= : = 2 4 .
g(z) = == —Z(1+z +20 )
Shu sababdan yechimni
oo
u(z)=zcn2"=ﬂo+01z+czzz+»-- (10)
n=0

ko'rinishda qidiramiz. Hos:ilalami topaylik:
W(z) =1+ 202+ 327+ u'(2) =2+ 6032 + 12c02° +--- (11)
Topilganlarni tenglamaga blib borib qo‘yamiz:

(1= 2%)(2c + b3z + l2c;z2 + 20cs523 + -+ ) = 22(c1 + 2c2 4 3cp2% 4 -+ - )+

+§(c +c12 4 ¢p2? i =
glotaztoz +ezzi 40 )=0.

ZAngustin-Lonis Cauchy (1789-1857) - fransuz matematigi
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z ning bir hil darajalari oldidagi koeffisientlarni nolga tenglashtiramiz:

3 3
262+Zc(]=0 = a=-gu;
3
6cz — 2¢, + 76 = 0 = = 5101;
&
(13)
3 21
1204—202—602+Z(;2=0 = ¢4 =—i—2—8£‘0;
3 3 15
2004—603—663-}-503:0 = (.‘5=@(‘;;
va h.k. Demak,
32 _ 2L 4 5 5. 15 ¢
miZ) =il = =59 = == aaiem =z 4+ — e 1
1(2) 3% " 1%g° + us(2) + 2i% + 1%t (14)

(z—2}(z—3)u" — (22 — By +2u=0
tenglamaning z = 0 nuqla atrofidagi yechimini toping.
Yechimni
u(z) = Zc,,z" =cy+crz+cg+ 20+ ez 4
n=0

ko‘rinishda qidiramiz. Rekurrent munosabat:

5(n— 1) (n—1}(n—2)
= Cntl = Cn-

6(n + 2} 6(n+ 1)(n+2)
Bu yerdan kelib chiqadiki,

Cntd

C2 = ic L C3 = ¢4 = =0
2= T4 660, 3 =04 == U
Topilgan fundamental yechimlar sistemasi:
1 5
u1=l-—622, u2=z—ﬁzz.

2.3-misol.
u’ + '~ 2zu =0
tenglamaning z = 0 nuqta atrofidagi yechimini toping.
Yechim. Yechimlarning fundamental sistemasi:

1.,
U1(5)=1+51‘3+~-, 'ILQ(Z)ZZ—-



2.4-misol.
v tau +2u=0

tenglamaning z = 0 nugta atrofidagi yechimini toping.

Yechim. Yechimlarning fundamental sistemasi:

1 1 1,
U1(2)=1*—2‘Z2_+§Z4+"', UQ(Z)=Z—~§Z"+"‘~
2.5-misol.
w—zu=0
tenglamaning z = 0 nuqgta atrofidagi yechimlarini toping.
o

Yechim. Yechimni u(z) = ¥ €,2" ko'rinishda izlaymiz. Koeffisientlar

n=0
uchun quyidagi rekurrent munosabat topiladi:

1
o
Agar yechimning yoyilmasini tenglamaga qo'yilsa ¢; = 0 ekanligi dachol
ko'rinadi. Demak, ¢; = ¢5 = ¢g = --- = 0 deb olishimiz kerak. Qolgan
koeffisientlar:
1 1 B

S T i 4"" ®=23.5.6 0 7T 3ALgr T

Yechimlar fundamental sistemasi:
1 1 il 1 .
._,u;-—l_i—‘—b +1—8()Z aF o U-z—2+ Z +504 +

i / [ 2.6-misol. /
S u' — 220 +au=0
tenglamaning z = 0 nugta atrofidagi yechimlarini toping.
o

Yechim. Yechimni u(z) = 3 ¢,2" ko'rinishda izlaymiz. Koeflisientlar

n=0
uchun quyidagi rekurrent munosabat topiladi:

_ 2n—a X
= A )2
Ikkita yechim topildi:
(1) Ry (=a)(4 - a) Ay (za)d —0)---(4k —a) s149
& I L Y S|
+=3 3-3.4 +§ % +2)! z
va.
_,.2-a; (2-a)6-4a);
A T i

—a)(@-a) - (4k+2-a) gy
= k£ 1)




Ikkala qgator ham butun kompleks tnkiq!iyirlu ynqinlu.',h 1veiid; rs

turibdiki, z — oo da ikkala gator ham - e** ko'rinishpi cga bo' m/“ Odatn b
mlsoldagl tenglama kvant mexanikasida chiziegi osuillates s 5. STy
to'lqin funksiyasi 2 — oo da o'sishi mumkin emss, nhum.r', ."
cheklashimiz kerak. Bumning uchun ¢ = 2n,n = 0,1,2, 3, ... del) ol
Masalan, n = 0 (@ = 0) bo‘lganda u; = 1 bo'ladi va uy yert &F
n =1 (a = 2) bo‘lganda uy = = bo'ladi va uy yechim qaralmaydi n = 2 =
bolganda 1y = 1 — 222 bo'ladi va uy yechim qaralmavdi. Olingzn puilics
sisternasi (mos keluvchi norma. tanlab olingandan keyinj Herrite po s
tashkil qiladi.

§3. Maxsus nugtalar klassifikatsiyasi
Yuqorida ko‘rdikki, tenglamaning maxsus nugtasidz
analitik funksiya bo‘lishi mumkin emas. Yechim hzr =7
nugtaga ega bo'lishi kerak. Mos kelgan yechimlerni topi
ikkinchi tartibli tenglamaga ikkita mustaqil yechim meos ===
shartini aniglaylik.

Faraz qilaylik, (1)-ning ikkita yechimi u; va up mawjuc oo =2

1+ pul + qup =0, uf + puy + quo = L.
Bu yerdan
_ugui — uguy . whuf — ubuf o
O i R el LU
u1u2 — Ul UiUa — Uz,

larni topamiz. Ikkala mahrajda Wronski® determinaznt? w =
bo'ldi, u1 va us larning mavjudligi va mustaqiiligi

w(z) = wyuy — ugui #0

bo'lishini talab giladi.
Soddalashtirish magsadida maxsus nugtani = = ¢ ded olavin
Biz yechimni qator ko‘rinishida qidiryapmiz, yechim

u ™~ 12° + oz gL ¢

ko‘rinishda izlanadi. Yurutmoqehi bo'lgan mulexacams: wowm
z = 0 nugtaning bevosita atrofida birinchi had asosiv had botia
uchun

uy ~ z°1, Un ~

3 Jogef Maris Hoeue-Wronsli (1776-1853) - polyak fuylasuti va matematigr



deb olishimiz yetarlidir. Shularni (15)-ga olib horib qo‘ysak

@)~ et tl)s, o)~ e
formulalarga kelamiz. 'Bundan kelib chigadiki, agar p{z) maxsus
nugtada tartibi birinchidan yuqori bo‘lmagan qutbga ega bo‘lsa
va (yoki) g(z) shu nugtada tartibi ikkinchidan yuqori bo‘lmagan
qutbga ega bo'sa tenglamamiz shu nugtada ikkita mustaqil
yechimga ega bo‘ladi. Bu - zaruriy shart.

Maxsus nugta p(z) uchun birinchi tartibdan yugori bo‘imagan
qutb va (yoki) q(z) uchun ikkinchi tartibdan yugori bo‘lmagan quth
bo'lsa u regular mazsus nugta deyiladi.

Aks holda maxsus nugta ¢rregular deyiladi.

84. Cheksiz uzoq nugtaning analizi
Cheksiz z = oo nugta quyidagicha tahlil gilinadi. Yangi
o'zgaruvchi kiritaylik:

g =

(1)-tenglamani shu yangi o‘zgaruvchi tiliga o‘tkazaylik. Buning
uchun hosilalarni yangi o‘zgaruvchi orqali ifodalaymiz:

1

ddtid, |l od d? sd 4 df
e S ol O IR o7 s | A
dz dzd¢ ! 7 dC’ dz? " d¢ ¢ d¢?
Natijada tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
du ( 2 p) du ¢
— (=5 ) =+ Su=0. 16)
T \C ¢3)dC ¢ e
Agar ¢ — 2 p q. o Wi
gar ¢ = O nugtada Z -5 R ifodalar analitik bo‘lsa z = co
</

\
nugta tenglamamiz uchun oddiy (to‘g'ri) nugta bo‘ladi.

If2
Agar ¢ = 0 nuqta (— - %) uchun oddiy quth va (yoki) qu
uchun ikkinchi tartibdan yuqori bo‘lmagan qutb bo'lsa z = oo
nugta tenglamamiz uchun regular maxsus nugta bo‘ladi.

Aks hollarda z = o0 nugta irregular maxsus nuqta bo‘ladi.
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§5. Aniglovchi tenglama

z = a regular maxsus nuqta bo'lsin:

P :
p(z) = ;[T(J; +1p0+p1(2 — a) + pao(z — @) +

g q
dle) = 0 + Tt gy il — o) + ale - 0)
(17)
(1)-tenglamaning yechimini
u(z) = (z - chz—a =) alz—a)** =
n=0 (18)

=cylz—a) +ei(z —aft +ep(z —a) i+
ko'rinishda gidiramiz. Hosilalarni hisoblaylik:
W{z) = cos(z — @) P+ ar(s + 1)(z — a)* +cols + 2(z — @)+ -

u'(z) = cos(s — 1)(z — a)* 2+ cy8(s + 1)(z — a)* 1+

+ea(s+2)(s+ 1)z —a)’ +--- .

(19)
Tenglamaga oborib qo‘yamiz (bir vaqtda tenglamani (z — a)* ga
ko‘paytirib yuboramiz - qulaylik uchun):

cos{s — 1)(z — a)* + as(s + 1)(z — a)** + (s + 2)(s + 1) %
x(z—afPt?+- +(py+polz —a) + oz —a) + - )x
X(COS(Z —a)® + C](S P 1)(21 = a)s+1 ) + (q( g+ ‘-I(—l)(" —a)+
+qo(z — a) +-- ez — a)* + c1(z — @)t + .-+ ) = 0.

. (20)
Shu ifodada (2 — a)**/ ko'rinishdagi har bir monom oldidagi
koeffisientlarni yig'ib nolga tenglashtirishimiz kerak. Eng past
darajadagi monom (z — a)® oldidagi koeffisientlar

ofs(s = 1) + spy + | =0 (21)
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tenglikka olil keladi. Umumiy holda ¢g # 0, shuning uchun
s+ s(pcy — 1) + gy =0 (22)

deb olishimiz kerak. Bu tenglamaning nomi - aniglovchi
tenglama, u s ni topish uchun hizmat giladi. Bu tenglama
kvadratik bo‘lgani uchun uning ikki yechimi bor - s1, sp. Ular
ko‘pincha (1)-tenglamaning daraja ko‘rsatkichlari deyiladi.
2.7-misol.

220" 4 20— 2u = 0.

Bu tenglama uchun
py=1, go=-2, $£=2 = 51 = +'\/§, Sy = —\//Q.

Rekurrent munosabat mavjud emas:

alln+5)* -2 =0.

7 # 0 holda to‘g'ri qavs ichidagi ifoda nolga teng emas, shu sababdan n # 0
bo‘lganda ¢, = O deb olish kerak. Faqat cp 3 0. Ikkita topilgan yechim

o

Quyidagi tenglamalarning z = 0 nuqtadagi yechimlari topilsin:
2.1-mashg. 1 ‘
u + 2—zu + Eu =0.
{20)-dan ¢, uchur, quyidagi umumiy rekurrent munosbatni
keltirib chiqarish mumkin:

Ca [(n_-l; s+ (n+8)pry— 1) +qeg) =
&= Z [pn——m—l(s u m) A Qn-m—ZJ Crn-

m=0

(23)

Bu formuladan quyidagi muhim hulosaga kelamiz: agar sy —sg = &
butun son bo‘lsa katta s} ga mos keluvchi yechimni topish muammo
bo‘lmasa ham, kichik sy ga mos keluvehi up yechimni (18)-
ko‘rinishda topa olmaymiz. Bu holda uy yechimning ¢y, o, ..., €5y
koeffisientlarini topa olsak ham ¢, koeflisientini aniglab bo‘lmaydi -
(23)-ni (22)-hilan solishtirsak ko'rinib turibdiki bu holda ¢, oldidagi
koeffisient nolga teng bo'lib qoladi. Bunday hollarga tegishl:
quyidagi Fuchs teoremasi mavjud:
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1. Agar aniqglovchi tenglama yechimlarining farqi butunmas son
bo'lsa ikkita mustagil yechimni olish mumkin;

2. Agar aniglovchi tenglamaning yechirmlari teng bo'lsa qatorga
yoyish metodi bilan fagat bitta yechimni topish murakin;

3. Agar aniglovchi tenglamaning yechimlarining farqi butun
son bo'lsa ularning kattasiga mos keluvchi yechimni gatorga
yoyish metodi bilan topish mumkin, ikkinchi yechim mavjud
bo‘lmasligi mumkin.

Ohirgi punktning talqini quyidagicha - agar s; — s = k butun son
bo‘lsa (23)-ning chap tomoni albatta cx - 0 bo‘ladi, ammo, (23)-
ning o‘ng tomoni ham ba'zi-bir hollarda nolga teng bo‘lib golishi
mumkin. Bu holda paydo bo‘lgan noaniglik yechilishi mumkin.
Quyidagi misol shu holga mos keladi. ; o
~ Umumiy holda esa ikkinchi yechimni qanday izlash kerakligi
keyingi paragrafda i ko'rsatilgan.

2.8-misol.

2+ 2% — 2u=0

tenglamaning z = 0 nugta atrofidagi yechimlarini toping.

z = 0 nuqgta regular maxsus nuqta, bu nuqtada p-;, = 0, g_» = —2.
Aniqlovchi tenglama va uning yechimlari:

P—s-2=0 = s51=2, S$a=-1, s1—8§=3.
u =y c,2""* gatorni tenglamaga qo‘ysak

n+s—1
Cp =

T r+s)nts—1) B

rekurrent munosabat olinadi. s; = 2 ga mos keluvchi gatorni topish qiyin emas:

¢ nl = 1(‘ C: S C; L
= e —————Cy_ 0 = —=0a, 02 = 7=Cg, €3 = —==Cy, ---
m+)n+2) -2 T 207 ST T30
Bivinchi yechim:
L iy i,a
Lt||:‘;) =1=- }:. = 20( 304. o1

33 = —1 holni qaraylik:

n n—2 .

R P Ty B Rt
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Bu holds. ¢; = —%c(,, ¢y = 0 larni topamiz. n = s; — 35 = 3 ga teng bo‘lganda

0- ¢c3 = 0 munosabatni olamiz. Haqigatda ushbu holda noaniglik yo'q, buni

ko'rish uchun olingan rekurrent munosabatning o'ng tomoriga unig o'zini yana
bir marta qo‘yamiz:

n—2 n—3 n—2

T - Dnr-9) 2n-2m -8 -2 nm-Dn-4

Demak, c3 = 1—12::0. Davom ettirib ¢4 = ,ﬁcn ni ham topish mumkin. Shu bilan
ikkinchi yechim ham topildi:

i . ds hy

UE(A)—I—EH'I“EZ —2—42 M=ttty
Bu misolni keltirishdan maqgsad - s, — 5; = n butun son (noldan tashqari)
bo‘lganda ham ikkinchi yechim ba'zi-bir hollarda qatorga yoyish usuli bilan
topilishi mumkin ekanligini ko‘rsatish.

86. s1—sy=k, k=0, 1, 2, ... bo‘lganda ikkinchi yechim

Agar 53 — s, = k butun son yoki nol bo‘lsa sy ga mos keluvchi
yechimni umumiy holda (18)-ko‘rinishda topa olmaymiz. Bu holda
ikkinchi yechimni quyidagicha qidiramiz:

up(2) = w(z)ui(z), w(z) =g — upu; — wronskian.
Hosilalarni topaylik:

! i # !
uy = wuy + ',  uf = w'y + 2wy + wul.

Topganlarimizni (1)-tenglamaga olib borib qo‘yaylik:
w'uy + 2w'n] + ufw + p(w'u +ufw) + quuy = 0.

Bu tenglikdagi uchinchi, beshinchi va oltinchi hadlarning yig‘indisi
nolga teng (chunki u; - yechim). Qolgan hadlar

w'uy + 2w + pw'uy =0
kc'rinishni oladi. Buni quyidagi qulay formaga keltiraylik:

w’ d d
— =—Inw =-2— —p.
w @Y dz kg —»
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Hosil bo'lgan tenglamani integrallash qiyin ernas:
z
Inw'(z) = —2lnw(2) - [ dep(z) = —2Inwuy(2) — pi_yyIn(z — a)—

~po(z~ @) = Iz~ a2~

yoki,

w'(z) = Aexp { — 2Inwuy(z) — proyyIn(z — @) — po(z — a) —

1 D - A
—gpilz—a) = } gty e x
X exp { - i %pn{z ~ )t 1 .
n=0 n+l j

Yana bir marta integrallasak

z eXp ! i :é),‘,%f}n(‘s _ a)n+1 L

) = L ) "
ikl e R

formulani olamiz, bu yerda A va B - integrallash doimiylari.
Mahrajdagi ifodani alohida ko'rib chigaylik.

wy ={(z—a)" ch(z —a)
n=0

bo‘lgani uchun

2
wlg~ ! = (6 - atrm (Z ol = }) -

n=0

= (£ —a)*** (Z cnlz — a)”)

n=0
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elliéx}\l(ligini topamiz, bu yerda 2s; + p; = 1 + k bo'lishini hisobga
oldik.

o) = : = L=

(zcn{’—-u:]")z (c0+cl(z—a.)+cZ(z_a)z_i_“_)

=il

=gy + o1z — ) + palz —a) +
funksiya z = a nuqtada analitik ekanligi oydindir. Olingan

ol e )}

w(z) = A/df - F{z — q)tE

formulada yana bir analitik strukturani ajratib chigaraylik:

exp{ r E = :_ 1pn(£ )n+l}ﬁo[§) =

n={}
= (&) = Yo + ¥1(€ — a) + o(€ — a)* +
Demak, topilgan yechim

o(§) + B

us(z) = w(z)un Amd/ s Bue)

ning analitik strukturasi k ning qiymatiga bo‘g‘liq ekan. Agar k =
0 bo'lsa

ug(z) = Auy(2) !1/}0 In(z — a) + {2 —a) + l?j)z(z —al .. \\ +
2 /
+ Buy(z)

yechimga, egamiz. Umuman olganda, & butun son uchun ikkinchi
yechim mavjud bo‘lmasligi ham mumkin, buni biz bitta regular
nuqtali tenglama misolida keyin ko‘rsatamiz.

Ammo shunday ham bo‘lishi mumkinki, aniglovchi tenglama
yechimlarining farqi butun son bo'lishiga qaramay ikkinchi
yechimni ham qatorga yoyish usuli bilan topish mumkin. Buning
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uchun (23)-tenglamadan keyingi koeffisientni topayotganimizda
nafagat chap tomondagi ifoda, balki o‘ng tomon harn tegishli 7 soni
uchun nolga aylansin, bunda 'Hopitale qgoidasini go‘llash keyingi
koeffisientni topishga imkon beradi. Bunday misol avval keltirilgan
- shu bobdagi 8-misolga garang.
2.9-misol. 1
v+ -u=0
y4
tenglamani z = 0 nugta atrofida yeching.
z = 0 nuqta - regular maxsus nuqta. Aniglovchi tenglama 2 =0
ko‘rinishga ega. Bitta yechimni oson tepish mumkin. Tenglama z — -z
almashtirishga nisbatan invariant bo‘lgani uchun yechim juft funksiya bo‘lishi

kerak - ¢; = ¢3 = c5 = : -+ = 0. Rekurrent munosabatlar
Cn 2 -2

dan (n = 2k deb olgandan keyin)

1
Q= mﬁ‘u

ekanligini topamiz. Demak, birinchi yechimn

%3

uy =1 -i-g +2_4T)2+“‘=222’*(k!)2‘

Tkkinclu yechim:

upfz) = “l(‘)fé%“" -jdf =UI(z}f§C£1—+T1;T

O'zgarmas sonlarni yozib o‘tirmadik.
2.10-misol. 2-misolni davom ettiramiz.

(z—2)(z = 3" — (22 - 5/ +2u =0

tenglamaning yechimlarini z = 0, z = 2 va z = 3 nugqtalar atroflarida toping.
z = 0 nuqta - oddiy nugta. Bu nuqtadagi fundamental yechimlar sistemasi
darhol topiladi (2-misolga qarang):

ulzl-éz?‘; ug=:—--5-3



z = 2 - regular maxsus nugta. Auniglovchi tenglama va uning yechimlari:
s(s—2)=0; s1=2, s;=0.
Rekurrent munosabat:
_(a+s)n+s—3)+2

Cntl = (n+ 5)2 1 b
s1 = 2 hol uchun ( 3
nn +
Cpyl = (Tl = 2)2 = 1cn
munosabatdan ¢; = ¢ = €3 = --» = ¢, = --- = 0 ckanligi kelib chiqadi.

Agar z = 2 nugtadagi s = 2 ga mos keluvchi yechimni uz deb belgilasak
ua(2) = (2 — 2)? ekanligini topamiz (cp ni yozib o'tirmaymiz).
s = 0 holni qaraylik. Bu holda rekurrent munosabat

a{n—-3)4+2 n-2

-1 " n+l1"
ko'rinishni qabul qiladi. Agar bu munosabatning maxxrajida ham huddi suratiga
o'xshab (n —1) ko'paytuvchi paydo bo'lmaganda undan ¢, ni topib bo‘lmas edi,
ikldnchi yechimni fagat yuqorida keltirilgan usul bilangina qidirish mumkin
bo'lar edi. Hozir esa quyidagilarni topamiz:

Catl =

1
¢ = —2cg, cz=——§cl=c0, g=c=---=0

Bu holga mas keluvchi yechimni u4(z) deb belgilasak uy(z) = (z — 3)? ekanligi
kelib chiqadi.

Endi z = 3 nuqtadagi yechimlarni topaylik. Bu ham regular maxsus nuqta,
yugoridagiga o'xshash analizdan keyin quyidagi natijalarga kelamiz: aniqlovchi
tenglamaning yechimlari yana o‘sha: s; = 2, s; = 0. Rekurrent munosabatning
fagat o'ng tomonidagi ishorasi o‘zgaradi:

(n+s)in+ts—-8)+2

R= (n+s)2—-1 s

s =51 =2 gawy(z) = (2 — 3)° yechim mos keladi. s = s, = 0 holda Frobemus
metodi yana. ishlaydi, yechim uz = (2 — 2)? bo‘ladi.

Ikkinchi yechimni topish uchun yuqorida berilgan usuldan foydalanilsa
nima bo'ladi? 2 = 2 nugta atrofida s = 5, = 2 ga mos keluvehi yecim
ug = (2 — 2)* dan foydalanib us(z) = w(2)us ni gidirsak us = 5/2 — z ekanligi
kelib chigadi - logarifrnik had yo'q. Huddi shunday, z = 3 nugta atrofida
ikkinchi yechimni topiskga yugoridagi usul ishlatilsa yana us = 5 /2 — z yechim
kelib chiqadi. Topilgan beshta yechim quyidagi uchta chizigli munosabatlarga
bo‘ysunadi:

u; — Buy — uy = 0, Suj—up+uz—uy=0, 2us — uy +uz = 0.
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Bu misolni keltirishdan magsad - "s; — s, butun son ho* lganda ikkinchi yechim
mavjud ho‘lmasligi mumkin" degan tasdig ulbstta mavjud bo‘lmaydi degani
emasligini ko* rsatxsh edi.

2.11-misol. Bessel! tenglamasi:

22+ 2w + (22— D =0.
Bu tenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor - regular maxsus nugta z = 0
va irregular nuqta z = oo. z = 0 nugta atrofida yechimni u(z) f
ko‘rinishda qidiramiz: ot
cos(s — 1)z® + e15(s + 1)z* 1 + - - - + cos3" + o1 (5 + 1)z +

+Hx? = ) (eor® + eyt 40 ) =0

x-ning darajesi eng past ho‘lgan had z°, uning oldidagi koeffisientlarni
yig‘amiz;

cfs? =P =0. (25)
z**!—monormning oldidagi koeffisientlarni yig‘aylik:
al(s + 12— =0. {26}
Umumiy ko'rinishda rekurrent munosabatlar quyidagicha ko'rinishga ega:
1
= Cn-2. 27;
= (s+n)2—-uzc"2 @7

(25)-dan quyidagi xulosaga kelamiz:
cg=0 yold s=v {(28)

(26)-dan esa

=0 yoki s=4v-1.
¢ # 0 bo'lishi kerak deb s 3 = v yechimni olamiz. Bu bilen ¢; = 0 deb olgan
bo‘lamiz, aks holda (26)-ni qanoatlantira olmaymiz.

(27)-ga. qaralsa ¢; = 0 ligidan hamma tog nomerli koeffisientlarning nolga
tengligi kelib chigadi: ¢; = ¢3 = ¢5 = - = cgp41 = --- = 0. Noldan farqli
koeffisientlar - ¢z, ¢4, 4. .- ..

s1 = v da (27)-ning yechimi quyidagicha bo'ladi (n = 2& deb olingandan
keyin):

& vl
cw = (=1) TR

Odatda 1

= m

4Friediich Wilhelin Bessel (1784 - 1846) - nemis matematigi va astronorni
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deb olish qabul gilingan. Topilgan yechim J.(z) deb belgilanadi:

(=1)* 7\ 2y
Z 2 kl(k -+ )t ( p

Aniqglovchi tenglamaning ikkinchi yechimi s, = —» mustagil yechimga olib
kelmaydi. Buni tushunish giyin emas - v = n butun son bo‘lganda s; — sz = 2n.
butun son bo'ladi. Ko'rsatish mumkinki [17], » butun son bo‘lganda Ju(2) =
(=)J_a(2) bo'ladi, ya'ni, s = —n hollarda tenglamaning yechimini gator
ko‘rinishda izlash mustaqil yechimga olib kelmaydi.

Ikkinchi yechimni hususiy hol v = 0 da topaylik. z = 0 nuqta atrofida:

;] dc 3 d(;
ulz) = AJy(z — = _ =
le) = A2 [ A whe) [ gt
= AJy(z)Inz+ Za,,;“.
Umuman esa ikkinchi yechim quyidagicha aniglanadi:
cos(vm)Jolz) = J-o(2).

Mgl = sin{p7)

bu funksiyaning nomi - Neumann® funksiyasi. » = n butun son bo‘lganda bu
funksiya 0/0 ko'rinishiga keladi, bu noaniqlik 'Hopital qoidasi bo‘yicha ochilishi
kerak.

2.2-mashq. Quyidagi tenglamaning z = 0 nuqtadagi yechimiarini toping:

4+ 20 +u=0.

§7. Aniqglovchi birimisol

Ba'zi-bir hollarda ko'rilayotgan nuqta to'g'rimi yoki maxsusmi
bo‘lishidan gat’iy nazar yechim

u(z) = (z —a) Zc,,(z—a

ko‘rinishda gidiriladi. Agar z = a nuqta to'g'ri bo'lsa aniglovchi
tenglamaning ikkita yechimi (ularning farqi butun son bo‘ladimi
yo‘qmidan qat'ly nazar) bizga l-ning fundamental yechimlar
sistemasini beradi. Masalan, kichik tebranishlar tenglamasi:

"(2) + wu(z) = 0.

°Kurl Gottfricd Neuraann (1832-1925) - nemis materantigi.
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Bu tenglamaning nechta maxsus nugtasi bor? z tekisligining chekli
qismida uning maxsus nugtasi yo'q, z = 0o esa irregular maxsus
nuqta;

d*u(¢t)  2du(¢? 2 X
H(Cz ) T E[g } ‘i‘w_ﬂ{c“]):rj
dg ¢ d¢ 5
2 = 0 nugta oddiy nuqts bo‘lishiga qaramay bu nugtada yechimni
quyidagicha ko'rinishda qidiraylik:

o
P= Z ezt (29)

n=0
Magsad - aniqlovchi tenglama yechimlarining fargi butun son
ho'lganda ham 2z = 0 nuqta oddiy nuqta bo‘lgani uchun

iklsita mustaqil yechim bevosita Frobenius metodi bilan topilashi
mumkinligini ko‘rsatish. Hosilalarni hisoblab tenglamaga olib
borib qo‘yamiz.

Z caln + 8)(n +s —1)2"7% 4 Z wle 2™ = 0.
Bu tenglikni ochib yozaylik:
cos(s —1)2° 24 ¢15(s +1)2° L+ [ea(s+ 1) (s + 2) + w2’ +- - = 0.
Birinchi va ikkinchi hadlarning oldidagi koeffisientlarni nolga
tenglashtirishdan boshlaylik:
cs(s—1)=0, as(s+1)=0.

Bularning birinchisi - aniglovehi tenglama. Ko‘rinib turibdiki, yoki
¢y = 0, yoki ¢; = 0 deb olish kerak, aks holda s(s — 1) = 0 va
s(s + 1) = 0 bir vaqtda bajarilishi kerak bo‘lib chiqadi, bu esa
muinkin emas. Bu ikkala tenglikdan biri bajarilishi kerak, shuning
uchun ¢; = 0 deb olamiz. Bu holda ¢y # 0, vas; = 0,5 = 1
bo'lishi kerak. Rekurrent munosabat:
2 Cn—2

Wo———— .

(n+s)(n+s—1)
Bunda s = 0 deb olsak (qulaylik uchun n — n+ 2 deb ham olaylik)

wZ

e T E D+ D)

59

Cy = —

Cn



bo'ladi. Bu yerdan
w? (1P w?"

Cy = "‘E'th G = 4| €0y +oey o = (—1) (271)' o

kelib chigadi. Demak,

u = cﬂ(l——z +—4z 4F 0 ->=c0coswz.

2 4l
Endi s = 1 holni l\o raylik. Bu holda
o
R P )
bo‘ladi. Demak,
w? (=1)*(w?)? e
C = —-2_—300, Cqy = Tﬂo, weey Cop = (—1) (277. " 1)‘_C0

Bu holdagi yechim:

3 5
w w C .,
u;:c-{! 20— 2B b 2 — s ) = Zsinwa.
w 3l 5! w

Aniqglovchi tenglamaning yechimlari ayirmasi s;—s; = 1 butun son
bo'lishiga qaramasdan biz ikkita mustagil yechimni topdik. Ushbu
misoldan kelib chigib ixtiyoriy holda yechimni 29-ko‘rinishda
qidirishimiz mumkin degan hulosaga kelamiz, agar z = a nuqta

to‘g'ti nugta bo'lsa biz ikkita mustaqgil yechimni hamma vaqt
topamiz.

§8. Irregular maxsus nuqta va aniqglovchi tenglama
Quyidagi tenglamani ko‘raylik:

e e

u ——=u=0.
52

= 0 nugta - regular maxsus nuqta. Yechimni (18)-ko‘rinishda
(pdlramlz

00

uz) =) 2™

n=0

(+10]



bo'ladi. Bu yerdan

wg 1 r:(w : wZn
Co = —"‘-Z-CD,. Cq = ( )4F ) CQ, wony Con = {'—1} (2?1 'CU
kelib chigadi. Demak,
2 4
w W
Uy = Cg (l— 322+Ez‘1+---> = CpCoSW2.
Endi s = 1 holni ko‘raylik. Bu holda
A I s e
bo‘ladi. Demak,
w2 (—1)2((1.)2)2 . W 2'n
Co = _2_'?;c0y Cq = TC(): o9 = (_ ) (9?'1 i ”p i
Bu holdagi yechim:
g—co(zw —z+ 20— e =G—asinw:.
5! w

Aniqlovchi tenglamaning yechimlari ayirmasi sg—s; = 1 butun son
bo'lishiga qaramasdan biz ikkita mustaqil yechimni topdik. Ushbu
misoldan kelib chiqib ixtiyorly holda yechimni 28-ko‘rinishda
qidirishimiz mumkin degan hulosaga kelamiz, agar z = a nuqta
to‘g'ri nuqta bo‘lsa biz ikkita mustagil yechimni hamma vaqt
topamiz.

§8. Irregular maxsus nuqta va aniglovchi tenglama
Quyidagi tenglamani ko‘raylik:

6
v — Su=0.
z = 0 nugta - regular maxsus nuqta. Yechimni (18)-ko‘rinishda
gidiramiz:



Rekurrent munosabatlar mavjud emas:
enlln+s)n+s—1)—-6=0

formula har-xil indeksli koeffisientlarni bog‘lamaydi. Aniglovchi
tenglama s(s -+ 1) — 6 = 0 ning ikkita yechimi bor: s3 = 3 va
$7 = —2. Demak, yechimlar cheksiz qator emas, balki birhadlardan
iborat: 2% va 272

Endi tenglamani o‘zgartiramiz:

z = 0 nuqta irregular maxsus nuqtaga aylandi. Yechimni yana
Frobenius metodi bo'yicha gidiramiz, birinchi bir necha hadlarni
yozib olaylik:

cos(s + 1)z 2 4 eys(s + 1)z + - - — 6cg2* 3 ~ 6y 2" 2 — - =0.

Aniglovehi tenglama —6cy = 0 ko'rinishni oldi, buni gabul gilib
bo'lmaydi, chunki undan ¢y = 0 ekanligi kelib chigadi, bu esa
yechimning yo‘qligiga teng.
Yana bir misol ko‘raylik:
2

1 a
w4+ —u —=u=0.
z z
Bu tenglama uchun aniglovchi tenglama s* = a?, uning yechimlari
512 = Fa. Rekurrent munosabatlar yana mavjud emas:

e [(n+8)?— a2] =,

Yechim yana [aqat ikkita haddan iborat: 22, 272
Tenglamaning maxsus nuqtasini o‘zgartiramiz:
2
o' + lu" L )
z 23
Endi z = 0 nuqta irregular nuqtaga aylandi. Aniglovchi tenglama
~a’cg = 0 ko'rinishga ega, bu esa yana yechimni bu metod bilan
olib bo‘imasligini ko‘rsatadi.
Tenglamani yana bir bor o‘zgartiramiz:
n

1
u’ + ~—2u' - %u. =0. (30)
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z = 0 nuqta yana irregular nuqta, ammo vaziyat o‘zgardh:
aniglovchi tenglama s = 0 ko'‘rinishga ega. Rekurrent
munosabatlar:
__nn—1)-a® 5
Giyl = 1 TH
Ko'rinib turibdiki, yechim yaqinlashuvchi cheksiz qator bo‘lmaydi:
Cap1]  fn(n—1) — a?
e | n+l

Qatorni gandaydir hadda bo‘lish kerak, aks holda uning ma’nosi
yo'q. Masalan, a? = 2 bo'lsa qator n = 2 had bilan tugaydi: u(z) =
14224222 yechim bo'lishini tekshirib chiqish qiyin emas. Umuman,
a® shunday son bo'lishi kerakki, n{n — 1) — a? = 0 tenglamaning
yechimi musbat butun son bo'lsin. Aks holda (30)-tenglamaning
yechimini qatorga yoyish usuli bilan topib bo‘lmaydi.

Ko‘rib turinibdiki, Frobenius metodi irregular nugtalarda
muvaffagiyatga olib kelmasligi mumkin.

n—00

838. Bitta regular maxsus nuqgta

Hususiy hollarga o‘taylik. Bitta regular maxsus nuqtali
tenglamaning eng umumiy ko‘rinishi:

u’ + u' = 0. (31)

z—a
Tenglamaning maxsus nugtasi bitta - z = a. 2 = 0o maxsus nuqgta
bo‘Imasligini tekshirish giyin emas. Yechimni standart ko‘rinishda

qidiramiz:
oc

u(z) = Z ez — @)™,

n=0

Bu galda quyidagi holga kelamiz:
S ealn+s)ln+ s+ (= — a2 =0,

Aniglovehi tenglama s(s+1) = 0. Uning ikki yechimi: s; =0, 53 =
—1. 857 = 0 uchun
en(n+1)=0
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bo'lishi kerak. » = —1 bo‘lishi mumkin emas, n = 0 uchun esa
¢y ixtiyoriy bo'lib chigadi. Demak, s; = 0 ga mos kelgan yechim
u; = A ekan, A - ixtiyoriy konstanta.

Bu misolning umumiy nazariyaga zid bo‘lgan joyi bordek
ko'rinadi:  23-bo'yicha s; — s3 = 1 bo'‘lgani uchun sy ga mos
keluvchi yechimni topa olmasligimiz kerak, ammo ikkala. yechimni
ham osongina topish mumkin:

D

ug(z) = B + ]
z—a

Ikkinchi yechim (§6.)-paragrafda berilgan metod bilan ham huddi
shunday ko‘rinishda. topiladi.
Bu misolning umumiy nazariyaga zid bo‘lib ko‘ringanligining

sababi haqiqatda u; = A yechim yechim emasligidadir.
Ko'rilyapgan tenglama ikkinchi tartibli bo'lib unga ikkita bosh-
lang‘ich shartlar berilgan bo'ladi, w; = A funksiya ikkita

boshlang‘ich shartni ganoatlantira olmaydi - unga bitta noma’lum
kirgan.

Agar o nuqtani cheksizlikka ko‘chirmoqchi bo‘lsak: a — oc,
tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:

w! = 0. (32)
Uning yechimi
u{¢) = A+ BC. (33)
Bu yechim yuqoridagi ikkinchi yechim uy(z) ga mos keladi.

§10. Ikkita regular maxsus nuqta
a va b nuqgtalar va fagat ular regular maxsus nugta bo‘lishi uchun
p(z) funksiya ’

1

L=y 9

va (yoki) g(=) funksiya
1 S
T -z —0)e (o2
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lo‘rinishli hadlarga ega bo'lishi kerak. Cheksiz nuqta yangi maxsus
nugtage aylanmasligi uchun (16)-dan ko‘rinib turibdiki

2 p
- (36)
¢ ¢
kombinatsiya ¢ = 0 nugtada qutbga ega bo‘lmasligi kerak. Bunday
talabga esa quyidagi funksiyagina javoh beradi:

()= 2z—c
P = -by
bu yerda ¢ = const. Huddi shunday, z = co nuqta yangi maxsus

nuqtaga aylanmasligi uchun ¢(z) ning ham ko'rinishi maxsus
bolishi kerak:

(37)

const

LY s
Q'Lz.' o (Z = a)z(z . b)2‘ (38)
Ya'ni,
d*u 2z 4+ const  du const
= = 9
2 (z—a)(z—b)dz L (z — a)?(z — b)ﬁu L R

tenglama ikkita regular maxsus nuqtaga - a va b - ega bo‘lgan
ftenglamaning eng umumiy ko‘rinishi. Ammo bu tenglamaga
kirgan o‘zgarmas sonlarni informativroq bo‘lgan ko‘rinishga keltirib
olishimiz mumkin.

Ikkita regular maxsus nuqgtali tenglamaning eng umumiy holi
uchun quyidagi standart ko‘rinish gabul gilingan:

d*u 2z+bA+p—1)—aA+pu+1)du  Ip(a—b)? "
dz?2"’ (z — a){z — b) dz (z—a)(z - b)zu |

(40)
Bu tasavvurning afzalligt shundakim, unda aniqlovchi
tenglamaning ikkala yechimi yaqgol berilgan: wular A va .
Ikkala maxsus nuqtalan ham yaqqol berilgan - a va b. Tekshiraylik.
z = a nugtada:

20 +bA+p—1)—aA+p+1)
a—2>b

= 1-A—p, G2 = AlL.
(41)

P-1=

6d



Aniglovchi tenglama va uning yechimlari:
s*—s(A+p) + A =0, §1=A, S3= [k (42)
z = b nuqtada:

4:2b+MA+N—1%—MA+H+4)=1+A+M i =y,

e (43)

Aniglovehi tenglama va uning yechimlari:
S+sA+w+ru=0, s1=—X, sy=—p (44)

Olingan formulalar umumiy yechimni quyidagi ko‘rinishda gidirish
kerakligini ko‘rsatadi:

u(z) = (‘Z - Z)\ i (2) + (";:—‘;)1 dia(2). (45)

w = ;_ i almashtirish yordamida (40)-tenglamani

- N— ; A
M s ) Ny 50!
duw? w al &

ko‘rinishga keltirishimiz mumkin. Yangi o‘zgaruvchi tilida 45-
yechim

w(w) = w ey (z) + whia(z)
ko‘rinishni oladi.
2.3-mashq. (46)-tenglamaning yechimini topib @:(z) va @(2) funksiyalar
o'zgarmas son ekanligini ko‘rsating,.
Bu mashgdan kelib chiqadiki ikkita regular maxsus nugtali

holda tenglamaning umumiy yechimi quyidagi sodda ko‘rinishga
ega:

- A =5 __| "
u(z) = A (i Z) + B (y E) ! A, B — konstantalar.

z—b
(47)
Hulosa: tenglamada ikkita regular maxsus nugta bo‘lsa uning

yechimi elementar funksiyalar orqali ifodalanadi.
2.4-mashqg. Agar A = u bo'lsa yechim

_A’z—u.)‘ B il 1\13_'_1.
(@)= k:—h) = z—b 2=t

bo'lishini ko'rsating.
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§11. Uchta regular maxsus nugta

Uchta regular maxsus nugtaga mos keluvchi p(z) ning eng umumiy
ko‘rinishidan boshlaymiz:
B 7

(a4
pR)=——+ 5+ +0 (48)

Cheksiz nuqta maxsus nuqta bo‘lmasligi uchun

ifoda ¢ — 0 da analitik bo‘lishi kerak. Buning uchun esa
a+pB+y=2 va §=0 (49)

bo‘lishi kerak.

Uchta regular maxsus nuqtaga mos keluvchi ¢(z) ning eng
umumiy ko‘rinishi

1 d e 3

a(z) (z — a){z = b)(z — ¢c) (z—a+z—b+z—c) (50)
bo‘ladi. Yozilgan ifodaning strukturasi shundayki ¢ = 1/z — ©
nugtada quyidagiga egamiz: ¢/¢* = d + e + f. Shunday qilib,
butun kompleks tekisligida fagatgina uchta a, b, ¢ regular maxsus
nuqtaga ega bo'lishimiz uchun p(z) funksiya uchun (48)-ifodadagi
parametrlar (49)-shartlarga boysunishi va q(z) uchun (50)-formani
olishimiz yetarli va zaruriy ekan.

Uchta regular maxsus nuqtali ikkinchi tartibli differensjal
tenglamaning standart formasini quyidagicha tanlab olishiimniz
rmumkin:

A+ N —1 +u'=1 v+ri—1
u.-;_l: _}_.‘-‘ i 4 !

U~
z—a z—0b z—¢

G-alz-bz-0 (-a)z-bFz—c) =

J‘ MWa-tla=c) . mw/b=ab-d

- w/(e—a)le—1b) ey i
Te—a)z—b)z—cp|" - el

G6



Bu tenglama Papperitz-Riemann® tenglamasi deyiladi.
Bu holda (49)-shartning birinchisining yangi parametrlar tilidagi
ko'rinishi quyidagicha bo‘ladi:
At XN dp+p +v+v' =1
Ushbu  tanlovning afzalliklari quyidagicha: yangi parametriar
AN, i va ! (51)-tenglamaning a,b va ¢ regular maxsus
nuqtalaridagi aniglobchi tenglamalarining yechimlaridir.
Masalan, z = a nugtani olib ko‘raylik. Bu nuqtada

pala) =1-A =X, g y(a)=AX,
aniglovehi tenglama
S~ (A+X)s+ AN =0,
uning yechimlari s; = X va s, = X. Demak, (51)-tenglamaning
< = a nuqta atrofidagi yechimi
wz) = (= a)' Y iz — ) + (2= 0 3 balz—a)"

ko‘rinishda, gidirilishi kerak, a, va b, koeflisientlarni rekurrelnt-
munosabatlardan topamiz. Huddi shundek, z = b‘vag = cnugtalar
atrofida yechimlarning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

u(z) = (Z - b)ll Z C‘ﬂ(z = b)n + (Z - b)“l Zdn(z - b]nz
va,
u(z) = (2 =) ) ealz =)+ (2= )" ) _ falz = )"

Demal, tenglamani standart ko'rinishga l(elt.irishning 0'zi urﬁ;rzg
yechimlarining asosiy xarakteristikalarini gl}lqlaShgﬂ teng exan.
Shu sababdan (51)-tenglamaning yechimlarini

(a b c l
wz) =P A p v oz
/\l #/ l/l J

siinvol orqali ifodalash qabul qilingan. Bu( Si’_lwommg. lflom'lr:':
Riemann simuvoli. Ushbu simvolning ko‘pgina hossalarl {2}
kitobda berilgan.

SGeorg Fricdrich Bernliird Riemann (1826 - 1666) - nenuis matematigh
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Shu hossalardan bittasini keltiraylik:

a b ¢ a b o
Pd A » zp=Pd X u v iz 3 (52)
I\: ,Ui u.f )‘f u-‘ .I'/'r
Bu yerda ” 5
2] +
z=1T— 53
Cu+D ( )
kasr-chizigli almashtirish. Topish osonki
_Dz-B
ATACr
Shunga yarasha
Do - B Db— B _Dc-B

B=a—Cs 2TAZcy YT H=ce
Bu formulalarning ma'nosi nimadan iborat? (53)-almashtirish
kompleks tekisligidagi z nuqtani z; nuqtaga o‘tkazadi. (52)-
tenglikdan kelib chigadiki, bu almashtirish natijasida maxsus
nugtalar ay, by, ¢; ga o‘tadi va yechim ko‘rsatkichlari A, p, v, ', i,
v’ lar o'zgarmaydi. Bu degani bizga a, b, ¢ maxsus nugtalardagi
yechimlar berilgan bo‘lsa ularni ap, by, ¢; nugtalarga (52)-orqali
o‘tkazishimiz mumkin.

Odatda maxsus nuqtalarni ¢ = 0,0 = 1,¢ = oo nugtalarda
joylashtirish gabul gilingan. Buning uchun (51)-tenglamada

z—a b—c

e U s o

almashtirish bajaraylik. Bu almashtirish (53)-almashtirishning
hususiy holidir. Ko'rinib turibdiki, bu holda 2 = a nugta w = 0
nugtaga o‘tadi, z = b nuqta w = 1 nuqtaga o‘tadi va z = ¢ nuqta
w = 00 nuqtaga o‘tadi:

a — 0, b = I, ¢ = oo

w=

Klassik matematik fizika. tenglamalarida butun kompleks
tekisligida beshtadan ortig regular maxsus nuqtalar uchramaydi.
To‘rtta va beshta maxsus nugtali tenglamalar gloyatda kam
uchraganligi uchun biz ularning nazariyasida to‘xtab o‘tmaymiz.
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§12. Gipergeometrik funksiya (Gauss funksiyasi)
§12.1. Tenglama va uning yechimiari
Quyidagi tenglama, gipergeometrik tenglama deyiladi:
L= 2)u"(2) + (¢~ (a + b+ 1)2)(2) — abu(z) =0.  (54)
Agar uni
c a+b+ 1\ ab
it (_"z(z Dt j—? ¥t -

ko'rinishda keltirsak uning yechimini

0 1 00
u=P 0 0 a z
l—¢cc—a-b b

ko'rinishds, yozib olishimiz mumkin bo‘ladi. Ushbu jadvalning
birinchi ustunini tekshiraylik. z = 0 nuqtada p-1 = ¢, ¢-2 = 0.
Shunga yarasha aniqlovehi tenglama va uning yechimlari:

.32+s(c—1)=0 = 5 =0 s=1—c

Birinchi ustun tekshirildi. Ikkinchi va uchinchi ustunlar ham
shunday tekshiriladi.

z = 0 nuqta atrofidagi yechimni topaylik. s; = 0 ga mos
keluvchi yechimdan boshlaymiz:

o<
3
u(z) = Zanz"=ag+a1z+a222+a3z Foe
n=0
Unting hosilalarinin hizoblab (54)-tenglame'zga olib_borlb 1qo grtan}x:k
¢ ning bir xil drajaari oldidagi koeffisientlarni tenglasntirs
(quyidagi munosabatlarni olamiz:

ab
cay —abay =0 = a;= '(TaO,

(a+1)(+1)

1
— - a
2a3=(a+b+1)ar+2cap~a1ab=0 = @2=5— 7 u
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yoki,
la{a+1)b(b+1)

2 cle+1)
Shu jarayonni davom ettirib
NN aohll) o (ol 1)b(b+l)---(b+n—1)a

nl et (ctn—1) ¢
ekenligini topamiz. Tenglamamiz chizigi bo‘lgani uchun ag = 1 deb
olaylik, bu holda yning yechimi

Qs =

ag-

ﬂ'll

e 2 od 2 n
F(a,b;c;z}=1+abv+w'_l)f_ I ZZ%%%

¢ cle+1) 2 =
(55
ga keltiriladi, bu yerda
_Dla+n)
(a)y = W

(55)-qator gipergeometrik gqator yoki funksiya deyiladi.
(54)-tenglamaning z = 0 nugtaga eng yaqin maxsus nuqtasi z = 1
bo'lgani uchun bu gatorning yaqinlashuv sohasi |2| < 1 bo‘ladi.
Ko‘pincha biz aniqlagan gipergeometrik funksiya

2Fl(a7 b (& Z)

ko‘rinishda belgilanadi, bu belgilash (55)-qator suratida ikkita
parametr: a va b, maxrajida esa bitta c parametr borligini bildiradi.
Umumlashgan gipergeometrik gatorlar ham bor, ularning suratida
va maxrajida bir-nechadan parametrlar bo‘lishi mumkin.

z = 0 nuqtadagi ikkinchi yechimga o‘taylik. Uning ko‘rinishi

uy = 21 7f(z) (56)

bo'lishi kerak, bu yerdagt f(z) funksiya z = 0 nuqtada analitik
bo'lgan funksiyadir. Agar (56)-ni (54)-tenglamaga olib borib
go'ysak f(z) uchun quyidagi tenglamani olamiz:

2(1—z2)f"+(2—c—z{la+b+3 —2c)) f'+
Fle(l—c)=(a—c+1)(b—c+1))f =0.
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Ko'rinib turibdiki,
f=aFlb—c+1l,a-c+1;2~¢z).

Shu bilan biz (54)-tenglamaning z = 0 nugta atrofidagi urnumiy
yechimini topdik:

u(z) = AoFi{a,bic;2) + Bz % Fi(b—c+1,a —c+ 1,2 — ¢; 2).
§12.2. Integral tasavvur
Gipergeometrik funksiya uchun integral tasavvurlar juda ko'p [5].

Ularning ichida eng ko‘p ishlatiladigani quyidagisi:

1
. I(c) [ 1411 = p)e
2Fi(a, bic;2) = T()C(c — b)nj 1=t

dt. (37)

2.5-mashq. (1~ tz)™ funksiyani qatorga yoyib shu integra! tasavvurdan
(55)-qatorni keltirib chiqaring.
§12.3. Hususiy hollar
Quyidagilarni isbot giling;
s L (1+ 2)" =3F(—n, b;b; —z).
2. In(1 + 2) = z.F(1,1; 2, —2).

N
1+z 1" 3 4
3. In — =22;_}F1 (5.1,5,_‘, ) -
4, i = oF1(2a,a + 1;q; 2).

4 (1 o ZV“'H
113
5. arcsinz = z9F) (—2—,§;§;z2> .
g 1.3 A
(6Jarctan z = 2,1 (—, I —zz) o

/T o Fi{a, byc; 2) = o F1(b, a; c: ).
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d" a)n(b)y
o gFl(a,b;c;z)=£%){H—J2Fl(a+n,b+n;c+n;z).
9.
M(e)I(c—a—b)
oFia,bicl) = —————=
2Fi(a,bici1) P(c—a)l(c—b)’
c#0,-1,-2,..., Rec> Re(a+b)
10.
. . 1
I(l-i—a,—bﬂ‘(;
oFi(a, b1 4+a—b—1)=27" 1"+ ~
P(1-s+3)r (50
Re(l+a—0)#0,—-1,-2,....
11. !
2F:(a,1—a;b;:l}}=21"“ . E(b),l;(i)
2" TG+PrG-3+d
12.
ezzﬂli_{r;ozFl(l,ﬂ;l;z/ﬁ).
13.

2Fi(a,b+ 1 62) — o Fi(e, by 2) = EcizFl(a +1,b+1c+1;2).

14.
z

2Fi(a, b6 2) = (1 — 2) % aFi(a, ¢ — b ¢

)

15. Avvalgl munosabatni ikki merta qo'llab va a < b
almashtirishdan foydalanib:

2Fi(a, bicz) = (1 — 2)° Py Fi(c—a,c ~ bic; z).

z—1



Misollarning ikkitasini yechaylik.

i
LA - __.\k
2Fi(~n,bib—z) = ———-F(F(Ti:)k)( lj) =
k=0
1 Mn+1), o T(-n+2)f
ST Rt T 2
Bu yerda

I'(-n+1)/T(-n) = —n, chunki [(-n+1) = —nl(-n},
I(~n+2)/T{-n) =n(n-1), chunki [{—n+2) = n{n—1)I(-n)
va hlc. Bu gqator £ = n hadda uziladi, chunki & = n +‘1 uchun
I'(—n +n + 1)/T(-n) = 0 bo'ladi, k¥ undan kafta boflsa ham
[(=n -+ k)/I'(—n) nisbat yana nolga teng bo'ladi. Demak,

. ~Ln+ k) (=2 _
2£1(=m, b6, -2) = Z_F(——nj_ B

k=0

1 -
=l4+nz+ 5-;;.(71 — D2t = (142"

'xLl),,(l},,(—z)"__m Loyl
BBLLE= =) S ;n——H(
—z——?2+%3—-~-=hx(1+z).

§12.4. Legendre funksiyalari
Umumlashgan Legendre tenglamasini yozaylik:

(1— 2" — 22 + (W(w+1) — p2(1 ~ 2 Hu=0.

Agar v = n Dbutun son bo‘sa bu tenglamaning yechimi
umumlashgan Legendre polinomlarini beradi. Ushbu tenglamada
u= (2 -1,  z=1-2
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almashtirishlarni hajarsak
- +(p+ DA -2)0 + (v —p)r+p+1v=0

tenglamanl olamiz. Buesaa=p—v, b=p+v+1, c=p+l1
parametrlik Gauss tenglamasidir. Natijada

: 1 (2412 I 3
ﬁ’,(ZJ:f.{l—_;)(z_]) 2FJ(—U,L’+1;1—,&;5—§)

munosabatga kelamiz.

§13. Irregular maxsus nugta

W —ku=0 (8)
tenglamaning bitta maxsus nuqtasi bor - z = co. U ham bo'lsa
irregular nugta. Buni quyidagicha ko‘rishimiz mumkin: z = 1/¢
almashtirish bajaramiz va natijada

@ a 2du - | K2 0
a2 cac T ¢
tenglamani olamiz. Ko'rinib turibdiki, ( = 0 (2 = co) nuqta

irregular maxsus nuqta.

(58)-tenglamada 2z = almashtirish bajarib maxsus

nugtani w = a nuqtaga ko‘chi;amiz:

du 2 du 2

dw? " w—adw (w—a)4u
Bu tenglamaning yechimini (58)-tenglamaning yechimidan os-
ongina topamiz:

=0. (59)

Pk %

u=AeW—a+Be W—a, (60)

Mana shu yechimda}n irregular maxsus nugtaning talqinini
olishimiz mumkin: tenglamamng irregular mazxsus nuq-

tasiga yechimning muxim mazxsus nuqtasi to‘gri
keladi.
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Irregular maxsus nuqtaga yana bir tomondan garash mumkin.
Ikkita regular maxsus nugtali 40-tenglamada maxsus nugtalarni
ustma-ust tushuramiz: b = a +¢, € — 0. Undan tashqgari A =
—u = k/e deb olish kerak. Bu holda 40-tenglama 59-tenglamaga
o‘tadi.  Demak, ikkita regular mazsus nugtalarning
qo‘shilishida hosil bo‘lgan mazsus nugta irregular
bo‘ler ekan.

Bu natijani yechimlar ustidagi amallar bilan ham tasdiglash
mumkin.

Ikkite regular maxsus nuqtali tenglamaning yechimi (47)-
ko‘rinishda bo‘lishini ko‘rsatgan edik:

u(z)=A(z:Z)A+B(z:Z)P. (61)

Ikkita maxsus nugtalarni birlashtirish uchun yugorida ko‘rsatilgan
b=a+e, A= —p=k/e, € > 0 almashtirishlar bajarish kerak.
Bunda quyidagini olamiz:

e N\ kfe s —kfe —kfe
u=1 (_“—) +B (—_“_) A (1 & ) +
z—a+E Z— QA —+E zZ—0

z ke k X k
1’—.8(1— = ) & AeZ—0 4 Be 2—a.

Z—a

§14. Aynigan gipergeometrik funksiya

§14.1. Tenglama va uning yechimlari

Gaussning (54)-tenglamasida z —+ z/b almashtirish bajarib b — oo
limitga o'tsak

2’ +{c—2u —au=0 (62)
tenglamani olamiz. Bu tenglamaning nomi aynigan giper-
geometrik tenglama, yoki, Kummer tenglamasi. ° Bu
lenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor - z = 0 regular maxsus
nugta va z = 0o - irregular maxsus nuqta. Uning yechimini
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qator sifatida qidirib topishimiz mumkin, ammo osonrog'i (55)-
gipergeometrik gatordan z — z/b, b —+ oo almashtirish bajarib
keltirib chiqarishimiz mumkin:

a(a+1)z* i ala+1)(a+2)2* !
cle+1) 2 clc+1)(c+2) 8
ca n
i
o (c)anl
Funksiyaning indekslari tushunarlidir - qatorning surati va
maxrajida bittadan parametr bor. Bu gatorning yaginlashu
sohasi |2] < oo, qatorimiz kompleksn tekisligining chekli qismida
yaginlashuvehidir. Topilgan funksiya aynigan gipergeometrik
funksiya, yoki, Kummer funksiyasi’ deyiladi. Ko'pincha
Kummer funksiyasi o'zining maxsus belgisi orqali belgilanadi:
(g, ¢ z) = O(a; ¢; 2).
Gipergeometrik tenglamada uchta regular maxsus nuqta bor edi-
0.1,00. Bajarilgan 2z — z/b, b — oo almashtirish orqali ikkita
regl‘{lali maxsus nuqtalar z = 1 va z = oo ni birlashtirdik, buning
natijasida z = 00 nugta irregular nugtaga aylandi, z = 0 nugta
regular nugtaligicha qoldi. z = 0 ning regular maxsus nugtalig
(62)-tenglamadan ochig-oydin ko‘rinib turibdi. (62)-tenglamada
& = 1/¢ almashtirish bajarib
du (2 1- d
:f_z i k_ T — »gCC\ = —u=0
gt 2 J A
tenglamani olamiz. Bu tenglamadan yaqqol ko‘rinib turibdiki, ¢ =
0(z = 00) nuqta irregular nugtadir.

2 = 0 nugta atrofidagi yechimni topaylik. Bu nugtada
aniglovehi tenglama

1Fila; e 2) =1+§z+

¥ +s(c—1) =0,
uning )feghlmlari 51 = 0, 55 = 1 — ¢. Gipergeometrik tenglamaning
yechimini topganimizdagi uslubni yana bir qo‘llasak
u(z) = A®(a;¢; z) + Bz'™®(a — c+1;2 — ¢ 2)
formulani olamiz,

T e ————
Ernst Kummer (1810 - 1893) - nemis matematigi.
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§14.2. Integral tasavvur

Huddi gipergeometrik funksiyaga o‘xshash aynigan gipergeometrik
funksiya uchun ham integral tasavvurlar juda ko'p [5]. Ularning
ichida eng keng ishlatiladigani

- e F{C ,.! a-1 r a-—1
-<I>(a,c,z) m/df t (] .

2.6-mashq. Integral ostida e ni qatorga yoyib (63)-qatorni keltirib
chiqaring.
2.7-mashqg. Quyidagini isbot giling:

daﬁvlq(a ¢2)= EZ]}::‘P[Q+IL‘.C+H;2}.

2.8-mashq. Quyidagini isbot giling: ®(e; c; z) = e*®(c — a;¢; —2).
2.9-mashq. Quyidagini isbot qiling: e* = ®(a;q; 2).

§14.3. Bessel funksiyalari
Bessel tenglamasini eslaylik (uni kompleks tekislikda yozib olaylik):
2"+ 20 + (22~ v P)u = 0.

Bu tenglamaning ikkita maxsus nugtasi bor: z = 0 - regular nuqta
va z = oo - irregular nugta. Demak, ushbu tenglama aynigan
gipergeometrik tenglamaning hususiy holi ekan. Darhagiqat,
Kummer tenglamasida

u(z) = ==V u(z) kM c=12,

m| -

almashtirishlarni  bajarsak quyidagi Whittaker tenglamasini

olamiz: , . !
d*w L Ryl
il B S LT et 75
dz? ( 4 z 2 Y

Yana bir almashtirish bajarsak:



quyidagi tenglamani olamiz:
2 1 1 22 2
2y — zy +(—Z+(1—,u))y=0.
Bessel funksiyasining normasini hisobga olib natija

1 2\ _iz 1 - .04
Ju(z) = o) (—2—) e P <2 +v;1+ 2v; 2’L,Z)

ko‘rinishga keltirilishi mumkin.
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II1-BOB.
ASIMPTOTIK METODLAR

§1. Asimptotik gator tushunchasi

Ba’zi-bir hollarda biror funksiyani o‘rganayotganimizda uning anig
ko‘rinishini taqribiy ko‘rinishi bilan almashtirishga to‘gri keladi.
Birdan-bir talab - mana shu taqribiy ifoda funksiyamizning asosiy
hossalarini ma’lum bir sohada yaxshi akslantirsin. Hususan,
f{z) funksiyaning o'rniga uning katta argumentlarida quyidagi
ko‘rinishdagi _

cg+ﬂ+c_§+...+&n+... (1)

Z e z

qatorni olish magsadga muvofig bo‘lishi mumkin. Bu gatorning
hususiy yig‘indisi uchun
{ n
1 0 > G = |i ==
LA U Zﬁ_} S Ve sl @
ga ega bo'lsak u f(z) funksiyani uning katta argumentida yaxshi
yaqinlashtirgan bo‘ladi. (1)-qator yaginlashuvehi bo‘lishi shart
emas, u faqat f(z) funksiyaning z ning katta qiymatlaridagi asosiy
liossalarini aks ettirishi kerak. (2)-shartga bo‘ysungan (1)-qator
f{z) [unksiyasining asimptotik yoyilmesi deyiladi. Ushbu ta‘rif
quyidagicha, belgilanadi:
" cp , & Cp
f(4)~50+;+?+...+;+... (3)
Har bir funksiyaning asimptotik qatori (agar u mavjud bo‘lsa)
yagonadir. Rostdan ham. quyidagi formulalardan ko‘rish
mumkinki, (1)-qatordagi har bir koeffisient f(z) funksiya orqali
yagona ma'noda aniglanadi:

co=lm f(z), o= lim z{f(z) —co}, ---,
ey = _11133: 2"{f(z) — s}
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Lekin bitta asimptotik gator bir necha funksiyaning asimptotik
yoyilmasi bo‘lishi mumkin. Masalan, e~* va 0 funksiyalarning
asimptotik qatorlari bir xildir, chunki lim z"e~* — 0.

200
Asimptotik gatorlarni go‘shish va ko‘paytirish mumbkin: agar

n i n G:
f@~Y 7w g&)~Y
k=0 k=0
bo'lsa
— cp+d, < cnd & eidy—y + -+ cpd
f@+g(a) ~ Y f@)gle) ~ ) = =
t=0 k=0

bo‘ladi. Asimptotik qatorni hadlab integrallash mumkin (agar (3)-
qator ¢z/2% had bilan boshlangan bo'lsa):

o n
Ck

Ammo asimptotik qatorni hadlab differensiallash mumkin emas.
Masalan, f(z) = e %sine” funksiyani olaylik. Ko'rinib turibdiki,
f(z) ~ 0. Ammo f'(z) = —e “sine®+cos e® funksiya hech qanday
limitga ega emas (z — oo da).

Ushbu bob asosan qandaydir integral orqali berilgan
funksiyalarning asimptotik gatorlarini topishga bag‘ishlangan.

§2. O(e) va o(e) belgilar hagida
Agar shunday A son topilib
fle)

lim —— = 4, 0< Al <o
=0 g(e)

bo‘lsa, unda
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deb yoziladi. Masalan,

cosE — 0(1),  sine — O(e),
£+ =l

£3/2
e G (3 e il =L
€0 Sing &0
Agar Jim —= 1) _ =0 bo'lsa f(e) =o(gle)) deb belgilanadi
e-+0 g(g) . ’
Masalan,
sine —so(l), sine — ofe*?).
0 e—0

§3. Bo'laklab integrallash metodi

Bu metodni misollarda o‘rganish magsadga muvofigdir.
3.1-misol. Quyidagi integral orqali aniglangan funksiyani olaylik:

flz) = f ?dr. (4)

xT
Integrel aniq hisoblanmaydi. Ammo uning z katta bolgandagi qiymatini
1/z bo‘yicha qator sifatida topishimiz mumkin. Buning uchun shu integralni
bo'laklab integrallaymiz:

¥=s du = — 7 dv=etdt, v=—et
Natijada
oe " = oo :
- 1 sl fiets
r)="— ST e R T [T Tl
=5 - [Gat- (3] 2[5 )
Lo x 2 !\5}
1 12 (=1)r-t ,,
=;—F+}-§‘—--- I—(II—I)F-F( 1)"nt pe

T

qatorni olamiz. Bu gator z katta bo'lganida (4)-integral orqali aniqlangan f(z)
funksiya uchun asimptotik qator rolini o'ynaydi. Qator yaginlashuvchi emas,
buni n-hadning suratida (n— 1)! borligidan tushunishimiz mumkin: qoldiq had
uchun

fai™ 1 f" n!
1 — e
! dr 1 {n+1)! j t"*"

55 x

patl
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dan ko'tinib turibdiki

:z"-lf{z]—s“(:n)}‘cg!—ao, T —# 09,

I
r n! ., e
ammo, chekli z uchun n — oo da T — o0, Bular shuni ko‘rsatadikd,

1 (=1t ;
P
qator z katta bo‘lganda (ma’lum bir » uchun) (4)-integral orgali berilgan f(z)
funksiyani telab qilingan aniqlikda yaginlashtirib beradi. Asimptotik deyilgan
qgatordan talab gilingani shudir.
3.2-misol

= flare e L Pl e Loy

A 1 + 1-3 1:3-5
Tor 223 285 247 '
(6)
3.3-misol. Bo‘laklab intergallash yo'li bilan asimptotik qatorga o‘tishga
yana bir misol:

et 1 _ e~ e
f(l‘)=-/—67dt=u=i—§. du=e"'dt =-I—,‘,—2I/- tad\‘.:
: : )
o LR (-1)*(n - 1)! \
=ttt )

Agar bo'laklab integrallashda birinchi bosgichda adsshib u = e~* va dv = dt/t
deb olganimizda asimptotik (ya'ni, 1/z ning darajalari bo‘yicha) qator emas,
balki « ning musbat darajalari bo‘yicha gatorni olgan bo'lar edik.

Olingan qatorlarning hammasi asimptotik gatorlar. Ular
berilgan funksiyani uning argumenti katts bo‘lganida kerakli
aniglikda yaginlashtirib beradi.

Yaginlashuvchi oddiy gator (masalan, Taylor qatori) haqida
gapirganimizda u gatorning qancha ko‘prog hadlarini xisobga olsak
shuncha yugoriroq aniglikka ega bo‘lamiz.  Asimptotik qator
haqida gap ketganda bunday emas. (5)-, (6)- va(7)-formulalardan
ko‘rinib turibdiki argument z o‘zgarmasdan turganda har bir
keyingi hadning hissasi oldingi hadning hissasidan katta bo'lib
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ketishi mumkin - har bir hadning suratiga faktorial kirgan, faktorial
juda tez o'suvchi funksiya. Masalan, (5)-formulada n-nchi hadning
{n — 1)-hadga nisbati (absolut giymati bo‘yicha)

nl = (il ) -

Zntl 2" z

ga teng. Oydinki, n katta bo‘lganida bu nisbat birdan katta. Shu
sababdan asimptotik qatorning faqatgma bir necha birinchi hadlari
qoldiriladi, z katta bo' lganda shuning o'zi yetarlidir. ™

6-formulaga qaytaylik. f dte="" integralni ikki xil yo'l bilan

hisoblaymiz. Birinchidan

T -4
/dfp_f?—- 1 —¢2 .tj_ N b e _f’j.;.i_...
i togt =T 370
)

(]

Bu - yaqginlashuvchi qator. Endi integralni ikkiga bo‘lamiz va uning
ikkinehi gismi uchun 6-formuladan foydalanamiz:

[ Farul Vi 1 1

4 T s
[aet= [~ [ =~ (_“2_+)
0 Dz

Olingan formulaning ikkinchi gismi - uzoglashuvchi asimptotik
qator, ammo uning faqat chekli sonli hadlarini hisobga olsak z —

oo da integral o'zining anig q1vmat1rra erishadi.
Yana bir necha misolni ko rayllk
3.4-misol.

.’{-_r:‘1=/riff(t}e ZI kf?) (W,), T —+ 00
0

Bu integralni hisoblashda dv = e~%dt, u = f(¢) deb olish kerak. Albatta,
[£8)(0)] < oo deb hisoblaymiz.
3.5-niisol.

(O10) 1
I(a) = /dﬂ’ ()t Z(ia(kll +0 (n_“”) ™ 5
n
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3.6-misol. ;
I(z) = / dif(£)e=h).

a
z katta, h(t) va f(¢) funksiyalar ¢ < ¢ < b sohada differensiallanuvchi
funksiyalar deb hisoblaymiz. Undan tashqari, [a,b] intervalda A!(t) # 0
bo'lsin. Integralni katta z larda baholash uchun uni quyidagicha bo‘laklab
integrallaymiz:

_f) _ k) e f(t)
u= ) dyv=e""R(t)dt = wv= = qu—( {t)) dt.

Natijada

I(z)= (ﬁi}]eﬂ’m h‘((z}) "““]) : [ dterht) ( h,{(r):]) 8

formulani olamiz. Ikkinchi integralni bo‘laklab integrallasak u 1/z% g
proporsional bo‘lib chigadi, shartimiz bo‘yicha [a, b] intervalda h/(t) # 0 ed,
bular hulosa shuld,

1/ f(b) o) _ fla) bl )\1

B~ w0 Wa®

Agarda h(a) > h(b) bo'lsa

e
I(x) B bo‘ladi,
h{a) < h(b) holda esa
| f(a)erh= 0= gi
I(z) W) bo'ladi.

¥ 3.7-misol. Quyidagi integralning asimptotikasini toping ([7}):

a
ot ) (i
FQO)= [ ¢! (M-) di.
X
u/

Ba’zi-bir hollarda bu integral etalon integral deyiladi.
1. a+ 8 < 0 bo'lsin. Bu holda

[y St T Ty
F(f\n--’31=!£“ 1(':’3) di = (/--—/) -1 (f i K_) dt = F - F
’ L] a
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T ni topish giyin emas:

o

oo
= /f”‘l (z + ;1) dt = A"“"”/t‘“ (t+1)%dt = A PB(8, —u — ).
0 0

£, ning ostidagi funksiyani 1/ bo'yicha qatorga yoyamiz:

e oo i 2iie acHi-k
Fo= [ a1y gtk = _ 3" gty S
J g = a+ g
Natija:
a e =) — po+i-k
F(\a,8) = / - (’ * X) =B e B) O ey

0
2 @48 > 0 bolsin Bu holda F(,,8) ni ¢ = 1/ bo'yicha N i
la+ 2] +1 {la] belgi a sonining eng katta butun qismini bildiradi) mar
differensiallasak avvalgi holga kelamiz:

N
(&) FOam=ata-1- @-N+DFO-NH)
Buni N marts, integrallasak asosiy asimptotika uchun

F(X a,fB) ~ constA=ot?

hadni olamiz.

§4. Laplace metodi

Matematik fizikada, ko'pgina hollarda
b

F) = / dtip(t)e O ©

ko‘rinishdagi integrallarning aSimptotikasini‘ hisoblashga to gl drl
keladi.  Asosiy gloya: Agar f(t) funksiya [a,b] intervalda
bitta keskin maksimumga ega bo'lsa A ning kaﬁa qzymat!a@dg
integralga asosiy hissani mana shu keskin makscmu‘mnmg a_zzog
qo'shadi.  Agar keskin maksimumlar bir-nechta bo'lsa ularning
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hissalarini alohida analiz qilib chigash kerak, umuman olganda
asosiy asimptotikaga ularning eng kattasi hissa qo‘shadi, qolgan
maksimumlar keyingi hadlarga hissa qo‘shadi.  Shu g'oyaga
asoslangan metod Laplace metodi deyiladi.

Bu metodning tavsifi a) maksimumning qayerda joylashganiga
- la,b] intervalning chegarasidami yoki uning ichidami va b
maksimum nuqgtasida f(t) ning nechta hosilasi nolga tengligiga
bog'lig.

§4.1. f(t) ning maksimumi intervalning chegarasida
f'(a) # 0 bo‘lgan bol

t = a nugtada f (t) o‘zining maksimumigs erishsin:
may 5%

O =fla)+fla)t—a)+---,  fla) = f(t), t€a,t].

Bu yerda f’(a) < 0 bo'lishi kerak, aks holda f(a) maksimum nugta
bo‘lmaydi. A katta bo‘lganda integralga asosan ¢ ~ a atrofi hissa
qo‘shgani uchun integral ostidagi ifodani ¢ = e nugta atrofida
gatorga yoyamiz:

b
FQ) = / dtip(t)eM ) =

a

b
= / dt (p(a) + ¢'(a){t —a) + - .)e»\(f(a)+f’(a)(t—a)+---)

va olingan ifodada fagat asosiy hissa qo‘shadigan hadlarni
qoldiramiz:

b b
F(\) = /dtiﬂ(t)e)‘f(t) = n,-o(a)c"””/dcaf"f‘f"f{""".
a a

Qolgan integralda ¢ — a = 7 deb belgilaymiz, yugori chegarani
00 ga almashtiramiz (f'(e) < 0 bo‘lgani uchun ¢ = @ nuqtadan
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uzoglashsak integral osti nolga intilib ketadi):

A![u}
Al (au "1

—_—

F(X) ~(a)e ”{“}‘/dfe"‘l““"' ipla)

Bu - asosiy had. Keyingi hadlarni topish uchun o{t) ve
f(t) funksiyalarning yoyilmalaridagi yuqori tartibli hadlarni ham
hisobga olish kerak.

f'a) =0, /*(a) # 0 hol
Bu holda
1
f(t) = f@) +5f" @)t —af’+---,  f'a) <0

bo‘ladi. Integralga asosiy hissa:
b b
F(V) = / dtp(t)eM O o p(a)eM© f dee— @)’

ko'rinishga ega. A|f"(a)](t — a)2 = 7 almashtirish orqali uni

ol g [ dr e — olaleM@ [T
F~ NP O J wlaje \/’b\lf”(a}l

ko‘rinishga keltiramiz. Bu - asosiy had.
f'{e) = f"(a) = 0, f"{a) # 0 hol
Bu holda
£(0) = Fl@) + 2@~ af 4, f(a) <0

bo'ladi. Integral
b Er.
FO) = [ dep)e s @)@ [ dtebirene-r

a7



ga keltirildi. IXf”(a)|(t - a)® = 7 almashtirish bajarib bu
integralni osongina hisoblaymiz:

’ J1f 6 Y8 Tar _
PO) ~ w05 (5oy) [ e
0

. w3 (6 1/3
pla)e 3 («"U’”{a}[) .

Keyingi hadlarni hisoblash

f(@) funksiyasining bir-necha xil o‘zini tutishi uchun integral
asimptotikasining asosiy hadlarini topdik.  Keyingi hadlarni
topishni bitta misolda ko‘rsataylik. Formulalarni ortigcha
harflardan ozod qilish magsadida 9-da integralning quyi chegarasini
0 deb olaylik. ¢(t) funksiya uchun ¢ = 0 nugta atrofida

o0
p(t) =tfco+ et +eat? +---) = Z e’

yoyilma o'rinli bo‘lsin. f(¢) funksiya esa ¢ = 0 nuqta atrofida
f{t) = —kt* ko'rinishga ega bo'lsin. f > —1 va a > 0 bo'lishi
kerak. Bu holda

fi ca
a A\
=/deG;tﬂ+"€ At
0 n=()

integralda Akt® = 7 almashtirish bajaramiz:

oo
+0+1

1 n n
FO) = =Y eal)™ % farrmetr -
n=0 o
oo
Z- (Ak‘) nid 1[_‘(?1-!—;34-1)_
o (83

n={
Avvalgi misollar bu umumiy formulaning hususiy hollari sifatida
kelib chiqadi. n = 0 had asosiy had boladi. n = 1,2, ... hadlar shu

asosiy hadga tuzatmalar bo‘ladi.

I
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3.8-misol.
10
F(\) = /—dt /dte""(l—t+t2—t3+~-) =
0

10/A

. I/d,e-a( _z+ﬁ_£+...)~1_1+2_,__
A AT 3 Aox Tl
3.9-misol.
1 1/A
[6'“‘ In(1 +t)dt = l[die*' In (l—c—i) ~ —l,,- +
A A A2
0 ]
3.10-misol.
1/A

i
=At 0! o=t gt ,\,!Eg
/e m(2+n)rfz-xfd:b lu(_TA 3t
U] 0

§4.2.  f(t) ning maksimumi intervalning ichida:
J'to) = 0, f"(lo) # 0, £y € [a, 8]

Asosiy had

f(2) funksiya ¢, € [a, 5] nugtada o'zining maksimumiga ega bo‘lsin:
. 1 4
fe) = f(to)"’ﬁf"(to)(t—to)2+' o ) <0, f(k) = f(B)

Asimptotikaning asosiy hadini topaylik:
b b
FQ\) = / dtip(t)e® = M) / dip(t)er " (Xt-10) ~

a

o0
D)
~ M (t0) —LNf"(to)lt=t0)? _ Af(to) /;
s go(tn)/dte z e ‘P(tﬂ)\ NFlto)

S (10)
Integral chegaralarini cheksizliklarga almashtirish yuqori tartibli
hadlargagina ta‘sir qgiladi ([6], 5-bob, §3).
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3.11-misol. Mavhum argumentli nolinchi tartibli Bessel funksiyasi /o(z)
ning z katta bo‘lgandagi asimptotikasini toping:

1 27
I) = '2—"_/[106:51“6.
0

Eksponentadagi funksiya f(f) = siné o‘zining o‘zgarishi sohasida 6y = w/2
nuqgtada maksimumga erishadi:

: flin Y — =8 i
f0)=sind, f(60)=0 - fo=2, f{&—l—u(ﬂh—) o,

Asosiy asimptotika:

Umumiy formula

Umumiy holda ¢ < %3 < b nuqtada maksimumga ega bo‘lgan
funksiya uchun

F(t) = f(to) + aalt — o) +as(t —to)* + -+ +an(t — o) +

deb olaylik, bunda a, = f®(ty)/n!, az < 0. Integral ostida
yangi o‘zgaruvchini quyidagicha kiritamiz: —72 = f(£) — f(f0).
Boshgacha so‘z bilan aytganda

T= (t - to)\/—GQ = a3(t = to) —es— a,,(t = to)"‘Q — (11)

Ushbu formmulaning teskarisini topib uni ¢ = t(7) deb belgilaymiz.
Bunda

b,

F) =0 pp(r(ryare ™

—a’

formulaga kelamiz. Bu yerda o’ > 0 va & > 0 bo‘ladi, ularning
aniq ta‘riflarini 11-dan topish mumkin. Katta A uchun olingan
integralga integral ostidagi funksiyaning nol nuqta atrofi asosiy

hissa qo‘shadi.
o)W (r Y Fol
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yoyilmani yuqoridagi integralga qo‘yamiz va integralni ikki gismga
bo‘lamiz:

b o' 0 a 0
/ = / + / (kerakli yaqinlashuvda) =~ / % / o
—a! 0 —a’ 9 Ze
Natijada,

&

[ o prare <

—-al

N () — e((—=7)Y' (—7)) dre™>" =

Il
oc_.,____.

Aa?

oy g, =172 -z
22/02,,](1; THg=ir _ Z,\“:p/dxa:" 1/2¢

formulaga kelamiz. Katta A uchun yuqori chegarani co ga
almashtirish quyidagini beradi:

~ M to) cn (2 12)
g u\/' EM e (

Bu yerda quyidagi formula ishlatildi:

foe]
(2n)!
0
Agar cp = @(tn)¥'(to) = #tl ekanligini hisobga olsak (12)-dan
Va2

asosiy had sifatida (10)-ni olamiz.
3.12-misol. Gamma-funksiyaning asimptotikasi:

[(A+1) = / ditte.
0
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Integral ostini qulay ko‘rinishga keltiraylik:

oo 00 o

F{X‘Q—l) = AA+|]dtiAe-At e /\/\+l/€—/\t+;\.£nl.dt = )\/\+le—z\/e—,\(l;‘1_—lr.t)dt‘
L1 0

Yuqoridagi formulalar bilan solishtirsak
1
elt) =1, fO)=-(t-1-lt), fE)=-1+7.

Integral ostidagi eksponenta ¢ = 1 nugtada o‘zining maksimumiga erishar ekarn:
1 . 1
£0) 2 FO) + 3£/ = VP = =5 =17+

IXt — 1)? = 72 almashtirish bajaramiz:

3 X
D(A+1) ~ AM1g \/g / dre™™ = V27X (E\)
—00

Bu formulaning nomi - Stirling formulasi.
3.13-misol. Quyidagi nostandart integralning asimptotikasini toping:

b

1 2
F(\) = jd:e"!— a =

a

Ko'rib chiqilgan usulni qo‘llab bo‘lmaydi. Quyidagicha yo‘l tutamiz.
1 ah(t) 1
W) = = =Nt -a)’, —==0=
= = =" &9

Bu hisob asosida t = a(_+ A~1/35 glmashtirish bajaramiz. Unda

h{t, A) = =AY3 (g + 52)

= —2)\(tg ~ a).

va
AB(b-a)
S 1Y e T
F{AJ Am ] dse= N0t +)
o

bolladi. Y yog'iga standart metodga o‘tish mumkin. Integral ostidagi
eksponentadagi funksiya' sy, = 2% nugtada minimumga (eksponenta esa
maksimumga) erishedi, iagar AY%(b — @) > 27/ bolsa eksponentadagi
funksiyam s = 2-1/3 nugta atrofida qatorga yoyamiz:

—AM3 (571 4 g7) =y ( 2743 (s 1 2-1/3)2 i ) .
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Natija:

oo

; 1 e [ ey (TAME g
FA) ~ sy7e e ds-(‘,“} e :

—00

3.14-misol. Quyidagi nostandart integralning asimptotikasini toping:
€y LY
F(z):/exp(f——-zt)dt, 0<a<l
a
0
t = £/(-17 almashtirish bajaramiz:

ey =) ey (s (21
@
1]

7¢/a — T funksiyaning maksimumi 7y = 1 nuqtada, shu nugta atrofida ikkinchi
tartibli hadlargacha aniqlikda qatorga yoyamiz:

(o]
F(z) = 2/ Yexp (1 = az“/(“—l)) /exp (—%(1 —a)z?/* (7 — 1)2) &
a
]

i 7r (2-2)/2{a—1) (1____0';;"!!“‘”) .
V2(1-a) # i

3.15-misol.

jttxe—L/tdt _ j‘dzzne—l/(rz)za+1 = gotl [ d¢otebim =
0 ) 1
—lfx_

— gotly=l/z Td’u(l €+ u)—a—Ze-u/x ~ 2012
0 .

3.16-misol.

% ) e~ v b e In2
/ @ M 5/2 In(1 + z)de = e [ e M2 () 4 ) In(2 + u) ~ an
) Ja

3.17-misol.
oo oo . \,.f",l_!
-/cl;re"\’2 In(1 +2%) ~ /dre a2 = YUY
—e -0

&



da¢ ey S
=/mcxp( MoAL=C=(Par) s,

3.19-tnizol
Az

[c Py = / 211 [2) = f(%)’“"“z Fdz ~e A1y

]

dz ol /] ~*dx s m .
/,\+z+m/,\*A{ 1+z/A+z/vVA A X7
1)

3.21-misol.

&3 = a ED -
(.r/u(t—.r: cost 1 [ cost (=1 r . )
/ = dt = = j " cosidt;
t+z 1”! 1+4t/x s g /
o oG )
[trcostde =4 [1" (e +e7") = L [i"*! + (—i)"H] nl =
0 0

_ o, n = 2k;
T (D)2 4+ 1), n=2k4 1

Dacost— (=1)k+ 1 3 5
/ Z e Gt Y=g =t 5+

z8

z

§5. Davon oshish metodi

Davon oshish metodi quyidagi ko* umshdaﬂl integrallarning asimp-
totikasini topishda ishlatiladi:

F()\) = / dzp(2)eME), (

Pas

v

)
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bu yerda f(z) va ¢(z) funksiyalar integrallash sohasida analitik
bolgan funksiyalar, C - integrallash konturi, A - katta parametr.
Kontur C ning boshi va ohirini a va b deb belgilaylik.

Metodning asosiy g'oyasi quyidagicha. Cauchy teoremasi
bo'yicha integral ostidagi funksiya analitik bo‘lgan sohada konturni
hohlagancha deformatsiyalashimiz mumkin - integralning qiymati
bunde o‘zgarmaydi.  Shundan foydalanib konturni shunday
deformatsiyalaylikki, natijada tanlab olingan yangi kontur bo'yicha
harakat qilganimizda f(z) funksiyasining maksimumi shu konturda
yotgan bo'lib chigsin. Bu esa bizga darrov Laplace metodini
ko'llashga imkon beradi.

Ammo bitta narsaga ahamiyat beraylik - f(z) funksiya analitik
bo‘lgani uchun u hech qanday sohada o‘zining maksimumi yoki
minimumiga. erishishi mumkin emas (berk sohaning chegarasidan
tashqari). Buni quyidagicha isbot qilishimiz mumkin. f(z) ni
haqiqiy va mavhum qismlarga ajrataylik:

f(z) =ulz,y) + wlz,y). (14)
f(2) ning analitikligi uning haqiqiy va mavhum gismlari Cauchy-
Riemann shartlariga bo‘ysunishini bildiradi:

Ou Ov du O

8z &y 8y Oz
Bu esa o'z navbatida v va v funksiyalarning garmonikligini

bildiradi: P B 20 S
—_— ——— = ) —_— = =
ar:  Oy? 02 9y?

Ohirgi qatordagi formulalarni avvalgl qatordagilardan keltirib

chigarish oson.

Biror bir zg nugtada f'(zg) = 0 bo‘lsin. Analitik funksiyaning
hosilasini ixtiyoriy yo‘nalish bo‘yicha hisoblasak bir xil natijaga
kelishimiz kerak. Masalan, uning z va y bo'yicha hosilalari
bir biriga teng (Cauchy-Riemann shartlarining ma’nosi shunda).
Demak, bir paytning o‘zida

(15)

0. (16)

a d g
j‘1—‘:—‘;,' e — - T 1=\ T, 1 :f
f{zo) (.,}xf( M=z ( az"{"’ v)+ o (x yl)mu_":y‘_! )

(7,
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va

Fen) = 2 (Do = (%u(z, o) +igrla y)) o

T=Tg, Y=4y
18)

bo‘lishi kerak. Bu esa shu munosabatlarga kirgan hamma to‘rtala
hususiy hosilalarning nolga tengligini bildiradi:

E—u(cz: )__6_ ( ‘—-(?—11(1: )*—6—11(73 )=0
B %0, Y0 _ay“ fﬂo,yo)—a:C %o, Yo e %o, Yo) = 0.
(19)
u funksiya g, 79 nugtada maksimumgsa ega bo‘lishi uchun
2
oz .9 (Io,yo) <0

bo'lishi kerak, ammo (16)-formuladan ko'rinib turibdiki, bu holda

2
6 ",l
bo'ladi. Demak, zp nuqtada biz z yo‘nalishida maksimumga ega
bolsak 3 yo‘nalishida minimumge egamiz va teskarisi (u uchun
ham, » uchun ham). Bulardan shunday hulosaga kelamiz: f/(zo) =
0 bo‘lgan zp nugta f(z) funksiya uchun egar nugta bo‘ladi - bu
vaziyat (II1.1)-rasmda u(z,y) funksiya uchun ko‘rsatilgan. Ushbu
rasmda Cauchy-Riemann shartlaridan kelib chigadigan yana bir
munosabat hisobga olingan:
Oudv  Ouldv
Vu Vo= e 507~ (20)
Bu shuni bildiradiki, v = const va v = const ekvipotensial chiz-
iglar (z,y) tekisligining har bir nugtasida bir-biriga perpendikular
bo‘lgan egri chiziglar sistemasini tashkil giladi. Ya'ni, v = const
chizig'ning ustida hardkat gilganimizda u ﬁmkswanmg eng tez
o‘zgarishi yo‘nalishida harakat gilgan bo‘lamiz va teskarisi - u =
const chizigning ustida harakat gilganimizda v funksiyaning eng
tez o‘zgarishi yo‘nalishida harakat qilgan bo‘lamiz.
Bularni aniqlab dawvon oshish usulining asosiy gloyasiga
qaytaylik. Integrallash konturini shunday deformatsiyalaylikki

u(zo,70) > 0
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e
B Tex pushish
chizig’i,
X

w=const v=cans

UI.1-rasm: Egar nugta
e yangi kontur zy nugtadan o‘tsin;

o yangi kontur bo'yicha harakat gilganimizda zp nuqtada u
funksiya o‘zining maksimumiga erishsin,

o zp nuqtaning yetarlicha yagin atrofida bu konturning ustida
v = const bo'lsin.

Bunday tanlab olingan egri chiziq eng tez tushish chizig®

deyiladi, unga (I11.1)-rasmda ab kontur mos keladi. Shu sababdan

davon oshish metodi ko‘pincha eng tez tushish metodi ham
deyiladit.

Integralga gaytib kelib uni
b
FO) = [ depla)eVt o2 e [ etz
) a
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda C - yangi kontur, z(t) -

maena shu yangi konturning parametrik tenglamasi. Integrallash
chegaralari sifatida a va b larni belgiladik, Laplace usulining asosiy

nglizchasi - the method of steepest descent

97



g‘oyasi bo'yicha bu chegaraviy nuqtalarning katta ahamiyati yo'q
- X katta bo‘lganida integralning asimptotikasiga asosiy hissani zg
nuqtaning atrofi qo‘shadi. Avvalgi paragrafiardan ma’lum bo‘lgan
texnikani qo‘llashni yengillashtirish uchun u(z, y) = u(2(¢)) = f(¢)
va (2(t))2/(t) = @(t) belgilashlar kiritamiz (esdan chiqarmaylik,
integrallash jarayoni z(¢) konturning ustida ketayapti). Natijada
quyidagini olamiz:
b

F(\) o M) / @()eM . (22)

a

7y = z(t) nugtada f(£) maksimumga ega: Ffiitg) =0, f* () <
0. Asosiy asimptotikani topish uchun f ning Taylor qatorida
f(tg) dan keyingi birinchi hadni qoldirsak yetadi: f(t) =~
flte) + 4t — t0)*f"(ty). Shu yaginlashuvda @(t) ~ @(to) ga

2
almashtiramiz.  Integral darhol quyidagi holga keltiriladi (A

katta bo‘lgan limitda integrallash chegaralarini cheksizlikiarga
almashtirishimiz mumkin):

o0
FO) ~ eM0g(t0) / dte- P tI(=t0)?. (23)
-0

Yangi o‘zgaruvchi kiritaylik:

7= %[f”(tg)l(t — tigl t=tg+ T\/-l-]%fo)' (24)

Natijada
PO~ e

formulani olamiz. Bu yerda (¢(ty) = ¢(z)2'(¢5). Undan tashqari,

(25)

2

d’
Fto) = 255(8)| (26)

t=tq
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Integrallash konturining ustida Imf(z) = v(z, y) = const bo‘lgani
uchun bu formulani quyidagicha holga keltirishimiz mumkin:

=ﬂi—iﬂt)[ =

= (f” /2+f/ //) — f”(Zo)Zl2(t0)- (27)

z(L) o‘zining ta'rifi bo‘yicha kompleks funksiya, demak, 2'(fp) =
ke deb olishimiz mumkin, bunda k - haqlqu son bo‘ladi. 0
esa C' konturga #g nuqtadag1 urinmaning z o‘qi bilan hosil gilgan
burchagi. Shularni hisobga olib

@lto) = p(zo)ke’,  |F"(to)l = | f"(20)2"(to)] = |F"()lK* (28)

deb yozib olish mumkin. i & '
Natijada integralning asosiy asimptotikasi quyidagidan iborat
bo'lib chiqdi:

_ d2 -
(to) = g/ 0,

2w
Y o pMlz0), o1, (- 10_ 29
F[':\.! € ; W(ﬂuj\/l|f”(zﬂ)| € ( )

3.22-misol.  Bessel funksiyasining z ning katta giymatlari uchun
asunptotikasini topaylik:

f e::(z—l/:)/Z
Ja(z) = —. .I/U dzT

l |=1
Bu yerda

w(z) = ,,I+.. f(z)=£2(:_ %) f’(2)=%(1+§). b ptes

Ekstremum nuqtalari:
f@)=0 = 2Z=-1, zp==#i

Bu - egar nugtalardir. Bu nuqtalarda Re f = 0. f(2) ning haqiqiy va mavhum
qismlari:

: i z v
u(z, y) = E (_{_ - m) » v(z, H) (y*“ = +y )

z = 4 nugtalarda u(z,y) = 0. Hl.2-rasmda mana shu egar nuqtalarning
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11L.2-rasm: Bessel funksiyasining asimptotikasini hisoblash uchun kontur

atroflari "+" va "-" belgilar bilan belgilangan. Bunda "+" belgisi u > 0
sohaga mos keladi va "-" belgisi u < 0 sohaga mos keladi. |z| = 1 aylana
kontur egar nuqtalar atrofida shunday deformatsiyalanganki, shtrixlangan
chiziglar bo‘yicha yurganimizda biz vodiydan vodiyga duvon oshib o‘tishimiz
mumkin - bunday yol "-" - "-" sohalarni birlashtiradi. "+" - "+" sohalarni
bog'laydigan shtrixlangan yo‘lda u(z, y) funksiya o‘zining minimumidan o‘tadi
ve. magsadimizga to'g'ri kelmaydi. u(z,y) ning eng tez o‘zgaradigan konturi
z = +i nugtada 6 = 3m/4 burchakli urinmaga ege, z = —i nugtada esa
8 = n/4 burchakli urinmaga ega. Ikkala nuqtaning ham beradigan hissasi
bir xil tartibli kattalik shuning uchun ikkala hissaning yig‘indisini olamiz. Bu
nuqtalarda ularni rasmdagi strelkali kontur bo'yicha o‘tganimizda quyidagilarga
egamiz:

‘p(:ﬁ:‘[,) - eiF!!["Wl}.l"z‘ f”(:l:l‘} - e?:hrr/?, {f”(:&l)l =1.
Demak

2 (ez(i—l/i)/Z—ur(n+l)/2+3m/4 o ez‘(—1+1/£)/2+m(n+l)/2+nr/4) _

1
(@)~ 5=\

2 nwow
:l\—-L‘DS Y e by 1
T P 4

3.23-misol. ([7]. [8])

(30)

=

/.cxp [Ma+iz—2%)] do ~ g0 ( :

] AV3v2

Bu holda f(2) = 2(1+1) — 2%, f(z) =1+1i-32% egar nuqtalar ikkita:

) 12 i (27;43 J;zc,:r.;r._\)

5
2=(141)/3= %e""" tenglamaning yechimlari  z) 5 = £21/4371/%/8,
Shu ikki nuqtada f(z) ning qiymatlari:
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® c c l
2z, “
S
. b
HI.3-rasm: Misollarga doir konturlar
23/2 27/4 1 RO
= /4 — & imfd 2 3in (8 = lizfs
fla) ==z (\/ﬁe zl) =z—¢ e f(z) = &me :

Funksiyaning ikkila egar nuqtalardagi hagigly qismlarini solishtiraylik:

2T Sy
3 Cos- e =~ -0.2477 < 0,

demak, integralga asosi_y hissani 2; nuqta qo'shadi. Agar faqat asosiy
asimptotikani topmogchi bo‘lsak konturni z; nuqtadan o‘tadigan qilib
defoxmat51yalash kerak (IIl.3a-rasmga qarang). @ burchekni quyidagicha
topamiz: f”(rl) = f”(zl)(z~)’2 hagqiqiy son bo‘lishi uchun 26 +#/8 = 0 bo'lishi

kerak. | f"(2;)] = 24/3+/2 hisobga olinsa

/exP Mz +iz - l‘a)] dz ~ \/—Affﬁ?zl}[e-{mﬁfm:li =

0

Ref(z1) = —' =~ 0.2477 > 0, Ref(z) =

33/2

\ 1/2

=

— o-in/16 {

\M/a—)

(27/43-3/2 13n/8 /\)

kelib chigadi.

% 3.24-misol.
7 i _
/ e (1 + 22z ~ [%] e, e=vZ-1
-0
Integralni
o o
/e:»\r{l+£2]—‘\dI:fei:\z—/\ln(l+:7)dr
el e

ko‘rinishga keltiramiz. f(z) =iz—n(1+ 2%) funksiya uchun z; 2 = i(—1+ '2)
nuqtalar egar nugtalardir, ularning joylashishi I11.3b-rasmda ko'rsatilgan. z =
+7 nuqtalar integral osti funksiya uchun maxsus nugtalardir, shu sababli 2,
nuqtadagi davon balandroqg ho‘lishiga qaramay uni hisobga olmaymiz. z, = ic
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nuqtaning hissasini topganda. |f"(21)| = (¢ + 1)/c = 2/(1 — ¢) ni hisobga olsih
kerak (f"(z1) ning haqiqiyligi = O ekanligini bildiradi):

< 1 1/2
/em"'““(””ﬂ)dx~ [—ﬁ( ; C):‘ e72(2¢)72.

—oo

§6. Statsionar faza metodi

Statsionar faza metodi quyidagi ko‘rinishdagi integrallarning
asimptotikasini topishga mo‘ljallangan:
b.
0 = / dt () MO, (31)

Integralga kirgan w(t) va f(t) funksiyalar haqiqiy bo'lsin.
Riemann-Lebesgue lemmasi. Agar f(z) € Li(~o0,00)
bo'lsa

/\li"r{.lo‘/f(:c)ei’\zda:=o(l),

§6.1. f'(t) #0, t C [a,b] hol

Faraz qilaylik f'(t) # 0,t C [a,b] bolsin. Eksponenta
ko‘rsatgichida mavhum birlikning borligi A katta bo‘lganda integral
ostidagi funiksiyaning juda tez tebranishini bildiradi. Natijada
ixtiyoriy chekli bir intervalni olib qarasak (lII.4)-rasmdagi holni

H1.4-rasm: (31)-integral ostining A katta bo‘lgandagt ko'rinishi
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ko‘ramiz - qo‘shni sohalardan kiruvchi hissalar bir-birini yeydi -
Riemann-Lebesque lemmasining ma’nesi shunda. Agar

u = ﬁ, dv = e df
belgilashlar kiritib integralimizni bo‘laklab integrallasak

1

b
=L (2®) arm _ 20@) ap@) _ L (2) iAf(t)
0 == (f’(b)e st Z,)\/d 7ile

(32)
ko‘rinishga keladi. Bo‘laklab integrallash amalini bajarish uchun
birdan-bir f/(¢) # 0, t C |[a,}] shartning o'zi yetarli. Bu holda
integralning asosiy asimptotikasiga chegaraviy nuqtalargina hissa
go‘shadi. Ularning qaysi biri muhimroq - () va ¢(t) funksiyalarga
bog'liq.

Asosly asimptotika 1/A ga proporsional. (32)-ifodadagi qolcran
integralni yana bir marta bo‘laklab integrallasak undan 1/,\ g2
proporsional had kelib chiqadi. Bu amalni davom ettirib yuqori
tartibli hadlarni ham topish mumkin.

§6.2. ['(tg) =0, to C [a,] botlsin

Bu holda asimptotikaning asosiy hadi avvalgi holga nisbatan
kattaroq bo‘ladi. Buni tushunish uchun (II1.5)-rasmga garaylik.

LA
W \/”J“U

HI5-rasm: f/(t0) = 0 holdagi integral ostidagi ifodaga to nugta atrofida mos keluvehi grafik

Bu rasmda ko‘rilayotgan holga (fo nugta integrallash intervali
ichida va chegarasida yotgan hollar uchun) tahminan mos keluvehi
chizmalar berilgan. ¢, nuqta atrofida integral ostidagi eksponenta
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sekin o'zgaradi, natijada mana shu sohaning hissasi qo‘shni
sohalarning hissalari bilan qisqarmaydi va integralga qo‘shilgan
asosiy hissa bo‘lib chiqadi.

to = a hol - (II.5b-rasmga qarang)

Rasmdan tushunarliki bu holda integralga asosiy hissa a nugta
atrofidan keladi.

£8) = £(t0)+ 5" n)(t = 1) + - (33)

yoyilmani (31)-integralga olib borlb go‘yamiz (hamma joyda tp = a
deb almashtirib)

4 b—a
[()\) ~ /dt (,0( ) Mf(a)+z%,\fu(n\{f-rx rAf(a} / dt(p a+t l/\lf/l(u)tz
. 0
(34)
Bizni asosiy hadning o‘zi gizigtirgan holda bu integralni
1) ~ (e [ apetror (35)

ko‘rinishga keltirib olamiz. Yuqori chegara & — a ning o‘rniga co
ga almashtirildi, bunda paydo bo'ladigan qo‘shimcha hadlar asosiy
yaginlashuvga ta’sir qilmaydi. Olingan integralni quyidagicha
hisoblaymiz. Faraz qilaylik f”(a) > 0 bo'lsin. 3Af"(a) = a deb

e N

EfL6-rasin: (35)-integralni hisvblashda 1shlatiladigan konturlar

belgilaylik, & > 0. Cauchi teoremasi bo‘yicha (I11.6)-rasmning
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birinchi gismida ko‘rsatilgan yopiq kontur uchun

?f dzei=’ =0 (36)

J
bo'lishi kerak, chunki ushbu konturning ichida integral osti
ifodaning hech qanday maxsus nugtasi yo'q. Ushbu yopig kontur
uch gismdan iborat: 1)z oqi bo‘yicha 0 dan R gacha, 2) R radiusli
nimchorak aylanma Cg bo'yicha burchak 0 dan /4 gacha, 3)
argumenti /4 bo‘lgan nur bo'yicha R dan 0 gacha. Infegralni
ochib yozaylik.

1. Hagiyiy o‘quing ustida z = z, dz = dz;
2. Cp konturning ustida z = Re¥, dz = iRe*dyp;

3. m/4 burchakli nurning ustida z = pe'™/4, iz2 = —p?, dz =
dpei"/4.
Ya'ni
R /4 0
j[dz em_': :/d'l‘fm'rz +?:R/dtpeiuch:}“"+ex=}"l/dps—ﬂp' =),
c 0 0 R
(37)

R — oo limitda ikkinchi integral nolga intiladi (integral ostidagi
eksponentada exp(—R2sin(2y)) ifoda bor, 0 < ¢ < m/4 bo'lgani
uchun R — oo limitda exp(—R?sin(2¢)) — 0 bo‘ladi). Demak,

o0 @0

. 4 ' j ™
/‘da:e"”2 :d““/dpe"“" zae"‘“\g {38)
0 0

Agar o < 0 bo'lsa integralni hisoblash uchun (I11.6)-rasmning
ikkinchi gismida ko'rsatilgan konturdan foydalanish kerak. Bu
holda

[ ot _ L inpt [T -
ol _ =, 39
ﬂ/ dze 3¢ ol (39)



bo‘ladi. Shu natijalarni hisobga olsak (35)-integral uchun quyidagi
asimptotik baholashni olamiz:
f“(a) > 0 holda:

————

o0
> A1) e L[ 2n Af(a)in/a.
I(’\] QD({}.){’ / die z‘l'f )\f”(a}w(a)e '
0

(40)
f"(a) < 0 holda:

0 SN —
; i Ay emya 1 2w 1 i
‘r’).) ~ tola ev\ffﬂ)/ dt el%Af’[a)t e X (a ee!;\ffrx}—m,f-l‘
{ (a) ) 2\' —I\UHWHW\ )

(41)
Avvalgi paragrafda ko'rgan edikki, integrallash intervalida f(£)
funksiyaning statsionar nuqtasi bo‘lmaganda asosiy asimptotika
1/A ga proporsional edi. Integrallash intervalida statsionar nugta
paydo bo'lganligi asosiy asimptotikani 1/v/X ga proporsional
bo‘lishiga olib keldi.

a < tp < bo'lgan hol

Bu holda statsionar nuqta integrallash intervalining ichida
joylashgan bo‘ladi ((IIl.5a)-rasmga qarang). Eksponentadagi
f(t) funksiyani t; nugta atrofida qatorga yoyamiz va, har
galdagidek, bos asimptotikanigina ko‘zda tutib kvadratik had bilan
chegaralanamiz:

§0) = £60) + 51t — o)+ («2)

(31)-integralda mana shu almashtirishni bajaramiz:
b
T e / dt p(t) MR )t (43)

A katta bo'lganida integralga asosiy hissani ¢ nuqta atrofi beradi,
shu sababdan birinchidan, integrallash chegaralarini cheksizlikka
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almashtirishimiz mumkin, ikkinchidan, integral ostidan ip(fg) ni
chiqarib olamiz:

0o
I(A) ~ @Myt / dt 3", (44)

—00

(35)-integralni hisoblashda ishlatilgan texnikani yana bir marta
go‘llashimiz kerak. Quyidagini hisobga olsak yetarli:

f dt et — f dt et (45)

Natijada
f"(a) > 0 bo'lganda:
7 2
irf(a iy (q)t2 2 ih) im/4.
1) ~ ¢(a)e™@ / de IO = [l IO
(46)
f"(a) < 0 bo‘lganda:
(e o)
[()\)N(P( ) iAfla / dt e zz\f”(a)t“ / 27‘; .zp(a.)e"—“”“]"“’q
= 7
-0
(47)

ekanligini topamiz.
3.25-misol.  Butun indeksli Bessel funksiyasining x — oo dagi
asimptotikasini toping:
L
17
Jn(z) == / cos(zsint — nt)dt.
™
0

Bu integralni qulay ko‘rinishga keltiraylik:

1 r'
Julz) = ;Rej/ exp(izsint — int)dt.
0
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Bu holda ¢(t) = e=™. f(t) = sint funksiya 0 < ¢ < = intervalda bitta
statsionar nugtage ega: top = 7/2. Bu nugtada f"(7/2) = —1. Demak,
misolimiz 47-holga mos keladi:

Ju(Zli -Re /_ i ol et 4/——2_cos (:: =% _ i) .
Vrz

Javobni 30-formula bxlan sohshtiring.

§7. Qatorlarni yig‘ish usullari

§7.1. Qatorlarning asimptotikasi
Agar n juda katta bo‘lsa

> k)= | f(@)ds+0(f(n+1)+0()
k=0 0
deb olish mumkin ([7], 10-bet). Masalan,
Z l ~ Inn.
k
k=1
@ notl

anmm, a> -1

k=1

' o> —1.

Z kﬂ b _;‘ n““(}n n)‘i
_ o+1
§7.2. Euler usuli
Bizga
o0
D an
n=0

qator berilgan bo'lsin. U yaginlashuvchi bo‘lmasligi mumkin. Euler
bo‘yicha bu holda yangi

[+¢]

z anz"

n=0
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qator kiritamiz va

oa o
a, = lim apa”
; a—+1-0 ;
deb olamiz. Masalan,
oo
1—1+1-141—- =) (-1)
n=0

qator yaginlashuvchi emas. Ammo |z < 1 bo‘lganda

o0}
W 1
o= 2_ .3 =§—_ n:__v
T+t -z + "t(;( z) T
Euler bo‘yicha
oo o0 I
i Lyv= i LA

n=0 n=0

[¢2]
deb olishimiz mumkin. Shu sababdan —;— son 3, (—1)" qatorning
m

o

"Fuler bo‘yicha yig‘indisi" deyiladi.

§7.3. Borel bo‘yicha yig‘indi

0
E ‘anxu

n=0
gator berilgan bo‘lsin. U yaqinlashuvchi bo‘lmasligi mumkin. Borel
bo‘yicha bu gatorni quyidagi usul bilan yaginlashtirish mumkin:

(= oQ 1;” (= <] ]. b &
S : SV ~t.n_ —t 1.
Za,,;:, = Za“mu! = La“ﬁjfﬂ ez = [dte o(zt),
n=0 r
0 0

n=0 n={}

hu yerda

o0
: t"z™
p(xt) = E a,,—n] ;
n=0
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Berilgan qatorning yaqinlashish sohasida quyidagi formula

oo [==]
Zan:.-:" =/dt e “p(zt)
n=0 o

aniq formuladir, boshga sohalarda bu formula berilgan qatorning
"Borel bo‘yicha yig‘indisi" deyiladi. Ya’'ni, qator uzoglashu-
vchi bo'lishi mumkin, o‘ng tomondagi integral yaqinlashuvchi
bo'lishi mumkin, bu holda formulaning o‘ng tomoni shu qatorning
Borel bo'yicha ta‘rifi (analitik davomi) bo‘ladi.

3.26-misol.
= T Z, e i 1
no__ -t — —t4iz
ZDI —fdt& Z‘—n‘!"—-](!ﬁﬂ il —m
= bl n=( o
3.27-miso]. Yana Y (—1)* qatorga gaytib kelib unga Borel usulini
=0
qo'llaylik: "
-] o B o0 A -
e (=R e (=) w1
Z_g(—l) —ZT-Ill —fd!ﬂ Z =) =/dte =3
n=| n=0 o n={ 0

o0
Yaginlashmaydigan >~ (—1)* gatorning Euler bo'yicha ham, Borel bo'yicha

n=0
ham yig'indisi bir xil chigdi.
§8. Mashqlar

3.1-mashq. n — oo hol uchun quyidagini isbot qiling:

1 =

](l — z%)"dz ~ \/E (n — o0).

3.2-mashq. Quyidagi mashqlarda z — cc.

an
/_dr 1
J tlnt  zhz

T
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3.3-mashq.

x

j‘ dt Inz
tlnlnt Inlnz
2

3.4-mashq.
z
/(t3 + 13124t ~ 215/2.
3.5-mashg.
&,

f e sint o~ —

0
3.6-mashq.

=

f viadt ~ 912

241

3.7-mashqg.

i3ﬂ. B-ma.s hq.

1
[—mlufl-lﬂdt W").
i

3.9-mashgqg.
w2

fsm tdt ~ r

3.10-mashq. Quyidagi mashqla.rda A — o0
i |
~Aa?48x) A5/
/ € (1+z) o
[V
3.11-mashg.

[ 2 1
— Mzt 42r) Arad
] e In{1 + ) o

[t}
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3.12-mashq.

o
[ e In(l + z + 2¥)dz ~ g)\‘m,
—o0

i 3.13-mashq.

oo
ftaﬂ-—tdtﬂ = ﬁ—-lzo—xhle—x", 8> 0.
J ]

3.14-mashq.
f e e
/ Vz+ 3 4\
3.15-mashgq.
1 1 7
\ o g [(1/3)e"/® e & r(1/6)e™/?
€ ~ T guE vt N
Q
3.16-mashq.
1
s I(2/3)e"/?
fe'” In(1 + t)dt ~ —{3%%—
D ]
3.17-mashq. ]
1 .
4 r(1/8)e™/¢n2
1Al
fe E1n(2 + t)dt ~ —SiE
i)

3.18-mashq. Quyidagilarni keltirib chigaring (z — 00} :

oo
W -,
Kul / EG 3
1
Jolz) = :— SmLE «1/71‘05 1‘ —_ ;
!
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. 2 r con ek 2 "
Yo(x) = - = ;/-t-,:-- % dt vs \/‘” Hin (: i/
1

o
Weye o2 [ \/_Zr )
8@ = =2 [ it [ 20,
1

m
e*
L) = l/’e‘"”“ocosnOd ~ _\/iar__:g

E

1]
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IV-BOB.
GRUPPALAR NAZARIYASI

§1. Simmetriya va uning matematik ifodasi

Fizik sistemalar uchun simmetriya juda muhim rol o'ynaydi. Agar
fizik sistema biror simmetriyaga ega bo‘lsa harakat tenglamalari
ham shu simmetriyaga ega bo‘lishi kerak. Sistema ustida biror
almashtirish bajarilganda uning holati o‘zgarmasa uning energiyasi
ham o‘zgarmaydi. Schrodinger tenglamasi nuqtai nazaridan

Faraz qilaylik H,O molekulasidagi vodorod atomlarining
o‘rinlarini almashtirdik, natijada molekulaning holati o‘zgargani
yo'q, uning energiyasi ham o‘zgarmadi. Sistemaning gamiltoniani
ham huddi shu o‘rinalmashtirish simmetriyasiga ega bo'lishi kerak.

Simmetriya deganida. sistema harakat tenglamalarining ma'lum
bir almashtirishlarga nisbatan invariantligi ko‘zda tutiladi. Bu
ta'rifdan muhim bir hulosaga kelish mumkin: agar tenglama A va B
almashtirishlarga nisbatan invariant bo‘lsa u ketma-ket bajarilgan

C = AB almashtirishga nisbatan ham invariant bo'ladi.
4.1-misol. Garmonik ossillator uchun Schrédinger tenglamasi:

2 2
( thdd2+ nwr)z&(x):Ew(z)

Bu tenglamada 3 — -z almashtirish bajarsak ¥(2), ¥i(—=z), ¢(z) +
uf—z}, Y(z)—v(— z) to'lqin funksiyalarning hammasi o‘sha E energetik satxga
mos kelishini ko‘ramiz. Bu misolda biz tenglamani yechmasdan turib uning
yvechimlarining muhim hossasini topdik.

Almashtirishlarning hammasi ham geometrik ma'noga ega
bo‘lishi shart emas.

§2. Gruppaning ta‘rifi
Bizga {91, 92, -+, gn, -+ } elementlardan iborat bo lgan G

to‘plam berilgan bo‘lsin. Ya'ni, {g; € G, ¢ =1, 2, - R
Shu to plammng ichida o deb belcrllanadlgan kompo‘fztszya

114



asn sleentlan shu
kompozitsiya qoidasiga nishutan quyidag! taiaclarga bo'ysunsin:

{ko‘paytirish) qoidasi kiritilgan bo'len. € 10 ;

L. Ixtiyoriy g; € G va g; € G lar uchun g09, = g, ¢ € G
bo'lsin ;

2. Assotsiativlik qoidasi: ixtiyoriy gi. ge, g € G lar uchun g; o
(g5 °-gx) = (gi © g;) © g bajarilsin;

3. Quyidagicha ta‘riflangan g; 0 e = eo g; = g,, Vg, € G birlik
element € mavjud bo‘lsin;

4. Teskari element g;og* = g7 'og; = ¢, g;* € G mavjud bo'lsin.

Shu qoidalarga bo‘sungan elementlar to'plami G gruppa deyiladi.

G to'plam elementlari soni chekli yoki cheksizligiga garab
gruppa chekli yoki cheksiz deyiladi. Chekli gruppa elementlarining
soni uning tartibi deyiladi. Agar cheksiz elementli gruppaning
elementlarini sanab chigish mumkin bo‘lsa bu gruppa senogh
cheksiz gruppa deyiladi. Agar gruppa elementlar uzliksiz to‘plam
hosil qilib bu to‘plamda gandaydir topologia kiritilgan bo'lsa
bunday gruppa topologik gruppa deyiladi.

Umumiy holda g; o g; # g; o g; bo'ladi. Agar gruppaning
ixtiyoriy ikkita elementi uchun g, 0 g; = g; 04, 4.5 = 1,2,3,...
bo'lsa bunday gruppa abel gruppasi (yoki kommutativ
gruppa) deyiladi

Gruppalarning fizikadagi ahamiyati ularning fizika uchun juda
muhim bo‘lgan simmetriya tushunchasining matematik ifodasi
ekanligi bilan aniglanadi.

Gruppalarga misollar:

1. Butun sonlar to‘plami (nol soni bilan birga) qo'shish
operatsivasiga nisbatan cheksiz gruppani hosil giladi. Ya'ni,
gruppaviy kompozitsiya sifatida qo‘shishni gabul gilamiz. Bu
gruppada A elementiga teskari element —A bo‘ladi, birlik
element sifatida 0 qabul gilinishi kerak. Anigki, bu gruppa
abel gruppasidir. Shuni ham aytishimiz kerakki. ixtiyoriy
abel gruppasini mana shu butun sonlar to'plami bilan aynan
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muvofiglashtirishimiz mumbkin:

9:°99; = gi+ ;5
e & 0;
ol & —a;
a' & na

Misolni davom ettirishimiz mumkin - butun hagigiy sonlar
to'plami R ni qo‘shish operatsiyasiga nisbatan gruppa deb elon
gilishimiz mumkin.

. no‘lchamli vektor fazo elementlari - vektorlar vektor go‘shishga
nisbatan gruppani hosil qiladi. Gruppaviy kompozitsiya -
vektor go‘shma. Darhagiqat, ikki vektorning vektor yig'indisi
yana vektordir. Birlik element sifatida nol-vektorni olish kerak.
a vektorga teskari vektor —a.

.e,a,a%,a%,...,a™ ! to'plamni olamiz, a* = e bo'sin. Bu

to'plam stklik gruppa deyiladi. U tartibi n bo‘lgan abel
gruppani hosil qiladi. Bunday gruppani amalda quyidagicha
tasavvur gilishimiz mukin: a element sifatida z— o‘qi atrofida
2m/n burchakka buralishni ko‘zda tutamiz, bunda a? element
z—o‘ai atrofida 2-27 /n burchakka buralishga mos keladi va h.k.
a” element esa n {27 /n = 2 burchakka buralishga mos keladi,
bu esa boshiang'ich holatga qaytib kelishga ekvivalentdir,
shuning uchun " = e. Ikkita ketma-ket almashtirishni
bajaraylik - bir gal k-27 /n burchakka, keyin [-2 /n burchakka.
Natija (k+1)- 27 /n burchakka buralishga mos keladi: a*-a' =
a"*!. Berilgan to‘plamning gruppani hosil qilishi oydindir.

. Uch o'lchamli fazodagi aylanishlar - ular uzliksiz gruppani
tashkil giladi. Darhagiqat, ikkita ketma-ket aylanishni (ikkita
har xil o'qlar atrdfida) uchinchi bir o‘q atrofidagi bitta aylanish
orgali ifoda qilishimiz mumkin, Bu noabel gruppasidir, chunki
a va b aylanishlarning ketma-ketligini almashtirsak boshqga
natija olamiz; ab + ba.

..Lor_entz almashtirishlari gruppani hosil giladi. Hagiqatan,
ikkita Lorentz  almashtirishi ~uchinchi ~ bir  Lorentz
almashtirishiga teng. Buni ko'rish glyin emas - Lorentz
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almashtirishlars  yordamids A mistemadan K gistemaga
o‘tamiz, keyin K’ sisteinadon K" sisternagza o'tamiz. Oydinki,
biz mana shu K” sistemags, hevesits o'tishni (K —» K”) bitta
Lorentz almashtirishi yordamida har bajarizhimiz murakin.
Lorentz almashtirishlari {o‘plami uziilkziz Lo'lgan Lorentz
gruppastni hosil qiladi.

§3. Gruppalar nazariyasining asosiy tushunchalari

1. Qismgruppa. Qismgruppa H gruppa G ning shunday
qismto‘plamiki, uning ichida gruppaviy sksiomalarning hamrmasi
bajariladi. H G ning qismgruppasi bo'lishi uchun H dagi
gruppaviy kompozitsiya qoidasi G bilan bir xl bo'lishi kerak.

2. Chekli gruppa G elementining davri. G ga kirgan
bir element g; ni olamiz va uni darajalarga ko‘tara boshlaymiz:
%, 97, g?, ... G gruppamiz chekli bo‘lgani uchun bu gator takrorlana
boshlaydi. Qandaydir k; va ko > k; butun sonlar uchun

ki _ ka3
.g; _gl' =€
bo'lsin. Bu degani
ng_k‘ =e.

g, elementning tartibi deb shunday eng kichik n soniga aytiladiki
uning uchun

gi=¢€
bo'lsin. g;, g2, ¢7, . ¢ = e to'plam g; elementning davri.
yoki, etkli deylladx Oydml\l ixtivoriy elementning davri

a) G gruppasining gismgruppasini tashkil etadi;
b) bu gismgruppa abel gruppasidir.

3. Qo‘shma sinflar. Berilgan: G - n-tartibli gruppa, H—
uning k -tartibli qismgruppasi. G ning H ga kirmaydigan bir
elementi g1 ni olaylik: ¢1 € G, g1 ¢ H. Quyidagi to‘plam hosil
ailaylik: g H = {g1h, giha, ..., by} Endi H ga ham va g1 H ga
ham kirmaydigan g, elementni olamiz va go / to'plam hosil gilamiz.
Ushbu jarayonni G da na H ga va na biror-bir ¢;H ga kirmagan
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element qolmaguncha davom ettiramiz. g; # g; bo‘'lganda g H
va g;H to'plamlarning umumiy elementi bo‘lmasligini ko‘rsataylik.
Faraz qilaylik shunday bo‘lmasin, ya'ni, gandaydir g;, # g:, lar
uchun g; h; = gi,h; bo'lsin, hi, h; € H. Bu degani g,, = g,h.1; =
Giohi, hi € H. Ya'ni, g;; element g;, H to‘plamga kiradigan bo‘lib
chiqdi, bu esa boshlang ich shartimizga ziddir. Shu bilan biz G
gruppasini
C {H7 ng) 9H, ... sgm—lH}

ko' rmishga ega bo'lgan sinflarga bo‘ldik, bu tagsimot H gism-
gruppasining chap yondosh sinflari, yo'(l chap qo‘shma
majmui deyiladil. G gruppasini huddi shunday qilib o‘ng
yondosh sinflarga ham yoyib chigishimiz mumkin:

G= {hr: H.‘}‘h Hngr ---nglm—i}-

Ko‘rsatganimizdek, bu yoyilmalarga G ning har bir elementi
fagatgina bitta yondosh sinfga kiradi. G ning elementlari soni n,
H ning elementlari soni k& bo‘lgani uchun
n
Tk
bo'lishi kerak (Lagrange). m soni H qismgruppaning indekst
deviladi.

Yondosh sinflarga yoyilma faqat H gismgruppaga bog'liqdir,
agar H berilgan bo‘lsa g; larni qanday qilib tanlamaylik o'sha
yoyilmaning o'zini olamiz. Sababi - hech qaysi yondosh sinflar
umumiy elementga ega emas. joun

Olingan natijadan hulosa: agar gruppaning tartibi odday {hech
qaysi songa bo'limnaydigan) son bo'lsa bu gruppada gismgruppa
bo'lmaydi.

4 Qo‘shma elementlar va o’LTLf g € G bo'lsin. g° =
9997", g € G ni tuzaylik. g va ¢ lar go‘shma elementlar
deyiladi. g, sifatida gruppaning hamma n elementlarini oiib
chigaylik. Hosil bo'lgan n ta elementli to‘plamda & ta har xil
elementlat bo'lsin: {g;, gy, ... , gk} Ushbu to‘plamning ixtiyoriy

e
1 ilida - " " .
Rus tilida - aeane emeocnme KAACCH, CONPANCTINDBE rymiocu cscaa. inglicchasi - left coscis
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ikki elementi ham o‘zaro qo'shimadir:
B | R 1 1
9= 9099 92 = GisUY:, = YinYs, NYiYs,

= (90,9, ) 9 (9.,9.,")
Demak, shunday elementlar to‘plami bitta clerentning berilizfi
bilan an‘}qlana.r ekan. Ushbu to'plamn sginf deyiladi, uring
elementlari soni & shu sinfning tertibi deyilsdi.

1. Birlik elementning o‘zi sinfni tashkil giladi.

2. Birlik elementdan boshqa sinflar qismgruppani tazhkil gilmeyrd.
(ularga birlik element kirmaydi).

3. Gruppaning tartibi sinfning tartibiga bo‘linadi.

Har bir cheklangan gruppa G bir necha qo‘shma sinfarzz
parchalanadi.

5. Imwvariant gismgruppa - normal bo‘luvchi Z=
to‘plam G gruppaning qismgruppasi bo‘lsin. Agar ixtivoriy 2
uchun g, Hg;' = H,Yg; € G bo'lsa H G ning normal

bo‘luvchisi, yoki, invariant gismgruppasi deﬂladi.
9% € H bo lsa g; ning qo‘shma butun sinf H ga :
Vg, giHg~! = H bo'lgani uchun normal bo‘luvchi uchun chap w2
o‘ng qo‘shma sinflar bir xildir.

Abel greppasining hamma gismgruppalari invariant glsmsruo-
palar bo'ladi.

6. Faktorgruppa. Gruppani uning invariant qismgruppas:
bo'yicha yondosh sinflarga yoyaylik:

G= I-I+ng+g2H+" ¥ +gm—1H-
Quyidagi moslik munosabatlarini kiritaylik:

hy ~ hy, agar hy, hg € H bo'lsa;
Rl ~ hl, agar hi,hh e gl bolsy;

h{ ~hy —agar kY, € goH bo'lsa va hk

Bunday moslik (ekvivalentlik) o‘rnatilgandan keyin I-voyilmadagi
har bir to'plamning bitta gandaydir elementi shu to'plamning
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vakili bo‘ladi, shu elementni bundan keyingi hamma muloxazalarda
mana shu to‘plamning boshqga elementlaridan farq gilmayiniz.
Shu bilan biz G gruppani m ta elementdan iborat boshga bir
gruppaga aylantirdik, uning har bir elementi hagiqatds g¢.H
to‘plamdagi hamma elementlarning bir vakili, shu element sifatida
g:H to'plamdagi ixtiyoriy bir elementni qarashimiz mumkin.
Gruppaviy aksiomalarning bajarilishini tekshirib chigish qiyin
emas. Hosil bo'lgan yangi gruppa G ning faktor-gruppast
deyiladi va quyidagicha belgilanadi: G/H.

7. Gruppaning markazi. G gruppasining o‘ziga qo‘shma
bo‘lgan elementlari to‘plami shu gruppaning markazi deyiladigan
invariant gismgruppani tashkil giladi. Element o‘ziga qo‘shma
bo'lishi uchun u gruppaning hamma boshqa elementlari bilan
kommutativ bo‘lishi kerak. Demak, markaz - abel gismgruppasi
ekan.

Gruppaning hamma elementlari bilan kommutative bo'lgan
elementlar to'plami qismgruppani hosil qilishini ko‘rsataylik.
Bunday to‘plam elementlarini Z; deb belgilasak (2 = 1,2,...,1)
(albatta, bu to‘plamga birlik element ham kiradi, uni, masalan,
Z, = F deb olaylik) ta‘rif bo‘yicha

Zi9 = g7;, Zijg=gZ;, VgeG

bo‘ladi.  Bundan ZiZig = Zj9Z; = gZ;Z; kelib chiqadi.
Demak, Z;Z; element ham mana shu to‘plamga kirar ekan,
ya'ni, gruppaning hamma elementlari bilan kommutative bo‘lgan
elementlar to‘plami gruppani tashkil gilar ekan. Bu gruppa G ning
qismgruppasidir.

7. Gruppalarning akslantirishlari. Ikkita gruppa G va
g' berilgan bo'lsin. Bu gruppalarning elementlari orasida shunday
o‘zaro bir qiymatli munosabat g; +> g'; o'rnatilgan bo‘lsinki

gi+r g4

9, & g dan  gig; > g':g'; kelib chigsin.

Bunday munosabat izomorf akslantirish, yoki izomorfizm

deyiladi. Izomorf gruppalar ko‘pincha G ~ g* deb belgilanadi.
Gomomorf akslantirish - katta gruppa G ning Dbir

necha elementini undan kichikroq gruppa g‘ ning bitta elementiga
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akslantirish. Bunda gruppaviy ko'paytirish qoidalari saglanib
qolishi kerak. Akslantirishni ¢ : G — ¢ deb belgilasak gruppaviy
kompozitsiyaning saqlanishi gigs = g3, ¢; € G dan p{g:)p(g;) =
w(gr), ©(g:) € g° ekanligi kelib chigadi. g* ning birlik elementi &'
ga akslanuvchi elementlar to‘plamni g; € G gomomorfizm ¢ ning
yadrosi deyiladi:

{9:1¢(9:) =E € ¢} =kero.

Izomorf gruppalar bir-biridan fagr gilmaydi (gruppa sifatida).
Agar gomomorf akslantirishda G gruppa o'zidan kichikrag ¢°
gruppaga akslantirilsa ¢ gruppa G ning asosiy hossalarini saglab
goladi, ular orasidagi farq nozik masalalardagina namoyon bo‘lishi
murmkin.

Teopema IV.1 Faktorgruppa G/kery va gruppe g' izomorfdir.

Bu teoremani isbol gilish uchun quyidagi uch bosgichdan
o‘tamiz:

e gomomorflzm yadrosi ker ¢ gismgruppani tashkil giladi;
o bu gismgruppa invariant gismgruppa bo‘ladi;
o faktorgruppa G/ker ¢ va gruppa g¢* izomorfdir.

Avtomorfizm: Agar G gruppa 0'z-0'ziga gomomori
akslantirilishi mumkin bo‘lsa bundan akslantirish avtomorfizm
deyiladi. Avtomorfizm ichki va tashqi bo'lishi mumkin. .(g) =
zgz”}, g € G avtomorfizm ichki avtomerfizm bo'ladi, bu yerda
z € G. Ya'ni, g butun gruppa G ni ketma-ket gabul qilsa (g}
qandaydir ¢* to'plamga teng bo‘ladi, tushunarliki, g' C G. Tashqi
avtomorfizmga misol: uch o‘lchamli evklid fazosini olaylik, undagi
vektorlar vektor yig‘indiga nisbatan abel gruppasini tashkil qiladi.
Uning elementini z deb belgilaylik. Shu uch o‘lchamli fazoda
aylanishlar gruppasini olaylik, uning elementlari z deb belgilansa
f(z) = zzz~! akslantirish ixtiyoriy vektor z ni yana shu fazo
vektoriga o'tkazadi.

9. Sodda va yarimsedda gruppalar. Invariant
qismgruppaga ega bo‘lmagan gruppalar sodda gruppe deyiladi.
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Invariant gismgruppasi bo‘lsa ham u kommutativ bo‘lmasa gruppa
yarimsodda deyiladi.

10. To‘g‘ri ko‘paytma. Ikkita Gy va G5 gruppalar berilgan
bo‘lsin. Shu gruppalarning to‘g'ri ko‘paytmasi G;®Gy deb shunday
g =1{a, 92}, o1 € G1, g2 € G, elementlar to'plamiga aytiladiki,
undagi g = {g1, g2} va ¢' = {g'1, g'2} elementlarning gruppaviy
ko'paytmasi

99' ={a19'1, g29'2}

qoida orqali aniglanadi. Birlik element sifatida e = {e;, ez} xizmat
giladi. Agar G ning tartibi n; va G2 ning tartibi ny bo'lsa G1 ® G
ning tartibi ny x ny ga teng bo'ladi. g1 — {g1, e2} akslantirish G;
ning G1 ® G2 ga izomorfizmi boladi. Shu ma’'noda G; gruppa
G; ® Gy ning qismgruppasidir. G hagida ham shuni aytish
mumkin. Ikki elementning ko‘paytmasi haqgida gap ketganda har
xil gruppalarning elementlarining o‘ranilarini almashtirish mumkin:
91872 = g2®4g:. Demak, G; va G gruppalar G;®G; ning invariant
gismgruppalaridir. Teskarisi ham to‘g‘ri: agar biror G gruppaning
G1 va G qgismgruppalari bo‘lsa, ixtiyoriy g; € G va go € Go lar
uchun g1g2 = gog1 bolsaa va hamma g € G lar uchun ¢ = g192
bo'lsa G = G; ® G, bo'ladi.

§4. Misollar i
I

4.2-misol. Bir elementdan iborat gruppa: To'plam bitta E elementdan
iborat bo'lsin: G : {E}. Uning kvadrati ham shu E ga teng bo‘ladi: E’=1FL.
Bu to‘plam gruppani hosil giladi. Teskari element: B~! = £.

4.3-misol. Ikki elementdan iborat gruppa: G : {E, A}. Bu to‘plam
gruppani hosil qilishi uchun A2 = E bo'lishi yetarlidir. Bu holda A~} = 4
bo'ladi. Bunday gruppa ikkinchi tartibli ciklik gruppa deyiladi va Cy deb
belgilanadi. E element sifatida 1 va A element sifatida —1 ni tasavvur qilishimiz
mumkin. Gruppa uchun kofpaytirish Jjadvali:

| ]
| EIE A
| A|A E

4.4-misol. Uchta elementdan tuzilgan gruppa: G : {E, A, B}.
ko'paytirish jadvali:
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0 > o
asfesib SRt
>

[d
E
A
B

Jadval bo'yicha AA = B, AB = E, A~! = B, B! = A va hk. Uch - sodda
son, u xech ganday songa bo‘linmaydi, demak, bu gruppa faqat ciklik gruppa
bo'lishi raumkin. Uni Cy deb belgilanadi. Masatan, A = exp(i2m/3) ni olaylik.
Unda B = exp(idr/3) bo'ladi.

4.5-misol. Tort elementdan iborat gruppa: (E, A, B, C). Uni ikki xil yo'l
bilan tasavvur qilishimiz mumkin.

Birinchi yo'l: (E,4,B,C) « (1,3,~1,—i). Ko'rinib turibdiki, AB =
BA = C,BC = CB = A, CA = AC = E, yani bu - abel gruppasi.
Undan tashqari A~! = ¢, B-! = B. Bu gruppa ciklik gruppa Cj ning o'i:
{1, &™/2, gim eI/} = {61(21/4)-1:’ k = 1,2,3,4.}. Gruppaning ko‘paytirish
jadvali:

Qwy )
Qw >
QW
> w e
RS CTe I

Uning bitta qismgruppssi bor - (E, B) = (1, —1). Bu - invariant qismgruppa:
A(E,B)A™! = (E, B), B(E,B)B™! = (E,B), C(E,B)C™' = (E,B). Bu
gruppaning har bir elementi sinfni tashkil giladi. A va C elementlarning tartibi
to'riga teng: A¢ = E, CY = E. B ning tartibi csa ikkiga teng: B* = E.

Ikkinchi yo'l: Hamma elementlarning tartibini ikkiga teng deb olaylik:
A? = B%? = C? = E. Bu holda, quyidagi jadvalga kelamiz:

Cu|E ABC
E

E A BC
A|A ECB
B|(B CEA
C|C B AE

Bu gruppa Cy, deb belgilanadi. Ko'paytirish jadvalidan ko'rinib turibdiki
bu ham abel gruppasi. (4 va Cp, mruppalar izomorf emas. Ch da uchta
qismgruppani kiritishimiz mumkin: Hy : AL He @ {E, B}, Hj
{E, C}. Ularning hammeasi invariant gismgruppalarni tashkil qiladi, demak,
ularning har biri bo‘yicha faktorgruppa tashkil qilish mumkin: {Hy, BH} =
{(E, 4), (B, C)%, {H,, AHp} = {(B,B), (4, C)} va {Hy, AH3} =
{(E, C), (4, BYY. B s 2 I

To'rtinchi tartibli gruppani ikkita ikkinchi tartxbh. gruppqlarmng to'g'ri
ko'paytmasi sifatida tasavvur gilish mumkinmi? Tkkinchi _tu.rtxbh gruppa - Cs :
{E, A}, boshqasi yo'q. Ikkita Cs ning to'g'ri ko‘paytmasi:

Co®Ca={E1, A} ® (B, An} = {F1® B2, E1 @A, E2® A, A1 ® Az}
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Hosil bo'lgan to'rt elementli to‘plam elementlarini o‘zaro ko‘paytirib chigaylik.
Birinchidan, har bir elementning kvadrati birlik elementga teng:

(BEy @ EQ))(B1 @ Eo) = B ®@ By (B ® A} (Ey ® As) =
= (B1 @ Asdy) = B ® Ey; (B2 ® A)(E, ® A)) =
=(B 0 AA) =Ei® Ey; (A1 ® A) (A1 ® 42) = B1 ® Es.
Ikkinchi elementning uchinchisiga ko‘paytmasi to‘rtinchi elementni, uch-
inchining to‘rtinchiga ko‘paytmasi ikkinchini va to‘rtinchining ikkinchiga
ko‘paytmasi uchinchini beradi. Masalan,
(B2 ® A1) (E1 ® Az) = A, ® As.
Natijada Co, gruppasining ko'paytirish jadvalini oldik. Demak, ikkita Cs ning
to'g'ri ko'paytmasi Cy ga emas, Cyy, ga izomorf ekan:
Cr ® Co = Cy.

4.6-misol. Dj gruppasi. Ushbu gruppa oltita elementdan iborat bo'lib
uning ko‘paytirish jadvali quyidagicha ko'rinishga ega:

ko'paytirish jadvali
ETA B K L M]
ATB E M K L
BIE A L MK
KiL ME A B
LIM K B E A
M|K L A B E
Jedvaldan ko'rinib turibdiki, K2 = [2 = M2 = E, AB = A% = B® = E.
= a b k.

Topish qiyin emaski, K'=K,L'=1, B! Vi

Gruppaning ichida bitta gismgruppa bor: H := {E, A, B}. Bu - invariant
qismgruppa, y'ani, ixtiyoriy g € G uchun gHg~! = H. Masalan, g sifatida A ni
olaylik. Bu holda KH := {K, L, M}, KHK"! := {E, A, B}. Shu invariant
qismgruppa bo‘yicha qo‘shma to‘plamlarga bo'lib chigishimiz mumkin. Birinchi
yo'l: H + ICH. Buholda gruppamiz ikkita to‘plamga bo'linadi: (E, 4, B) +
(K. L, M). Agar qo'shma to‘plamga bo'lish uchun A ga kirmaydigan boshga.
elementni olsak, masalan, L, natija yana o'sha bo‘ladi: H+LH = (E, A, B) +
(L, M, K}. Hge kirmaydigan element sifatida A4 ni olsak yana o‘sha natijaga
kelamiz.

Gruppa D3 uchta sinfdan iborat:

81 = (B), Sy:= (A, B), S5 := (K. L, M,).

Buni tekshirish giyin emas. £ bitta sinfni tashkil qilishi oydin. A ni olylik,
jadvaldan ko'rinib turibdiki,
EAE=A, BAB'=A, KAK'=LK =B,
LAL'=ML=RB, MAM™'=KM=B.
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Demak, (A, B) bitta sinfni teshkil gilar ekan. Uchinchi sinfni ham luddi
shunday tekshirish mumkin.

Quyidegi gruppani kiritaylik € : {1, -1} (keyingi migol bilan solishtiring).
Agar (E,A,B) —+ 1 va (I{,L,M) — -1 moslik kiritsak yadrosi kerg :
(E, A, B) dan iborat D3 — Cj gomomorfizm kiritgan bo'lamiz. Agar (E, 4, B)
elementlamni ekvivalent deb (ya’ni, gruppaviy ko‘paytirishlarda ularning faqri
yo'q deb) garasak va huddi shunday, (X, L, M) clementlarni ham ekvivalent
deb olsak {IG'/ker @} faktorgruppaga kelamiz, u Cy ga izomorf bo‘ladi.

Ushbu gruppa to‘g‘ri burchakli uchburchakni tashkil giladigan uch atomli
molekulaning simmetriyalariga mos keladi. Bu yerda birlik element £ hamma
atomlarni o'z joyida. qoldirishga mos keladi, A element sistemani 27/3 = 120°
burchakka burashga mos keladi, B element molekulamizni 2 - 27/3 = 240°
burchakka burashni ifodalaydi, K, I, M clementlar esa molekulani IV.1-
rasmda ko‘rsatilgan o'qlar atrofida akslantirishni ifodalaydi. Jadvalga kirgan

3 i Ny
K
IV.1-rasm: Uch atomli molekula

operatsivalarning hech biri molekulaning holatini o‘zgartirmaydi, shuning
uchun Dj gruppasi molekulaning hamma simmetriyalarini ifodalaydigan gruppa
hisoblanadi.

4.7-misol. Ciklik gruppa C, : {a,e%a?...,a" = E.} Bu gruppa abel
gruppasidir, uning har bir elementi o‘ziga go‘shme bo‘lib bir sinfni hosii
qgiladi. Bunday gruppani biror berilgan o'q atrofida diskret burchekiarga
buralish gruppasi sifatide tasavvur qilishimiz mumkin. Buning uchun e =
exp{i2r/n} deb olamiz. Ya'ni, C,, gruppasining a elementi biror o'q (masalan,
z 0'qi) atrofida 27 /n burchakka buralish elementi bo‘ladi. Darhaqiqat, (J;,y)
tekisligidagi ixttyoriy bir nuqtani z = = + iy kompleks son deb qarashimiz
mumkin. Shu kompleks sonni eksponensial ko'rinishda z = z + iy = pe'?
tasavvur qilishimiz mumkin. Bu holda az = pe!*¥7/) vektor z ui 2n/n
burchakka burilganiga teng. Bunday tassvvurga o‘tsak siklik gruppa quyidagi
ko'rinishni oladi: C,, ; {elr/u}, gli2n/ w2}, eli?rt =1}

Faraz qilaylik, buralish burchaklari diskret emas, uzliksiz to'plamni tfashkil
gilsin. Bunday holni C,, deb belgilaymiz, bunday uzliksiz to‘pla.n} Co: e‘*._O <
¢ < 2n cheksiz gruppani hozil qiladi. Bu gruppaning hz}r b_u‘ elementi €'
tekislikdagi vektorlarni z - o'qi atrofida ¢ burchakka buraltn‘zgda. o

Shu joyda G-matritsani eslash o‘rinlidiv. ~ Bu matritsa tekislikdagi
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vektorlarni  burchakka buralishini ta’minlar edi. 6-matritsalar determinanti
birga teng ortogonal 2 x 2 matritsa bo'lib ularning 0 < ¢ < 27 ga mos
keluvchi uzliksiz to‘plami (z,y) tekislikdagi buralishlar gruppasini tashkil
qgiladi. Bunday matritsalar to‘plami SO(2) deb belgllanadl Demak, O va
S0O(2) gruppalarning har bir elementlari orasida o‘zaro bir-qiymatli nioslik bor
ekan, bu degani, ular izomorf ekan: Cu, ~ SO(2). Bu ikkita gruppaga izomorf
bo'lgan yana bir gruppa bor - U(1), bu gruppa moduli birgs teng bo‘lgan
sonlarning uzliksiz to‘plami: U(1) = ™%, 0 < 1 < 27. Oydinld,

Coo = SO(2) = U(1).
4.8-misol. Tekisilikdagi
7' =zcosg +ysing+a; Yy =-—zsinp+ycosp+b (2)

almashtirishlar koordinat o‘glarini ¢ burchakka burash va koordinat boshini
= (a, b) vektorga siljitishga mos keladi. Bu almashtirish natijasida ikki
nuqta orasidagi masofa va fazoning orientatsiyasi o‘zgarmaydi. Parametrlarning

o‘zgarish sohasi
0<p<2r, —-co<a<oo, -o0<b<oo

Bu almashtirishlar gruppani hosil qiladi, uning nomi - tekislikning
harakatlari gruppasi, w 1SO(2) deb belgilanadi. Uning har bir elementi
& va (a, b) parametrlar orqali beriladi, ya'ni, ISO(2) - uch parametrli gruppe.
Koordinat o‘qlarini ¢ bur chakka burab koordinat boshini (a, b) vektorgasiljitish
(kochirish) ()perats'yasml 9(p, a,b) deb belgilaylik, g(p, a,b) € 1SO(2).
Elementlarning ¢ = 0,6 = 0 bo" lgan to'plami SO(2) gruppani hosil qiladi,
9(p,0,0) € 50(2) amqk1 ibu to‘plam /5O(2) ning qxsmgruppasxdlr S50(2) -
abel gruppasi. p = 0 bo* Igz}n elementlar g(0, a,b) to‘plami ham qismgruppani
tashkil qiladi - tekislikning ixtiyoriy nuqtasining (aj,&;) vektorga va (az, by)
vektorga ixtiyoriy tartibda letma-ket siljishlari shu nuqtaning bitta (a3 =
ay + a2, by = by + by) “vektorga siljishiga teng. Bu gismgruppa - telislikni
o'ziga parellel ko‘chirishlari gruppasidir, uni P(a,b) deb belgilaylik. U ham
abel qismgruppasidir. Ikkala qismgruppa bitta wmumiy nuqtaga ega, u ham
bo'lsa birlik elementdir (ye’ni, koordinat boshi va o'qlarini o'z joyida qoldiruvchi
element g(0,0,0)). Demak, [SO(2) ning ilkala gismgruppasi ham abel
gruppasini tashkil etadi, ammo 1SO(2) ning o'zi abel gruppasi emas, chunki
9(e1: a1, bi)g (s, az,by) # (g2, a2, ba)a(en, a1, 0y).

P(a,b) gismgruppa [SO(2) ning invariant qismgruppasi (tekislikdagi
ixtiyoriy vektorni avval biror burchakka buraymiz, qandaydir vektorga
ko‘chiramiz, keyin shu amallarni teskari tartibda bajaramiz, natijada vana
o‘sha vektor kelib chiqadi).: 750(2) /P(a b) faktor-gruppani ko* myhk Faktor-
gruppa nugtai-nazaridan P(e,b) ning elementlati ekvivalent, ya'ni, (0,0)
vektorga ko'chish ham, ixtiyoriy (e, b) vektorga ko‘chish ham ekvwalu)t bo‘lib
bitta elementdek ko'riladi. Demak, g(p, a1, b1) va g{p. ay, by) elementlar
faktor-gruppa nuqtai-nazaridan farq qxlmaydl va ular g(ip,0,0) ga elcvivalent.

126



SN akior SUpRs SO g 2ompes i

180(2) arappas tkhata QSR d e : b
sadida uning alement laving 8o} deb LemwE = ' T
181 40 burchakka burash matritssst gfy) Efrms
u e Joyilpan), v (e, 8Y - Ko'chirish vektoridir.
1SO2) gruppasidagi BrUppaviy kompozicsive (07
keltitib chigarish uchun uning elementfaring quytdsg =
tasavvur gilamiyz:

{ Cose sing o\ 3
T(g) = | ~sing cos b }
0 0 1,

2 . - 1 4 sifatida tasavvur
Bt holda tekislik nuqtalarini ham uch oflchamli vektor-ustun S

qilishimiz kerak:
T
. ) .
1

 Toadring bdiki
Bunday tasmvvur 2-almashtirish qoidasiga mos keladi. Ko'rinib turt

o S +a; \
/ cos(or + ) sin(p, + 02) azcosp; +basingy \

o 5 ) '."b] .
T@)T(g2) = | ~sin{p, + ) cos(ip) + ) —azsing +lb' A )
\ 0 0
Demak
" ; by cospr+by.
FI= P14+, a3 =aq, oSy +bysing,+a;, by = —aysin; +0205 (4)

/ kislikdagi
Vektor belgilashlar kiritaylik: r; = (a5, 8), r; = (az’bZ).b‘IlEfri!idl{ 4-dagi
# burchakka burash matitsasin 6-formula asosida a{p) deb belg
T3 = (a3, by) vektorini quyidagicha ifodalash mumkin:

I3 = a(g))rs + 1y,
Shu bilan 750(2) gruppasidagi ko'paytirish qoidasi topildi:
95 = 0192 = g(alpr + ), a()rs + 11).

3 0 iri
ixtiyorly fazedagi harakatlar haqida gapirganimizda shlm:df}yk;‘;)g;ﬁi;:ﬁ
qoidasi uchraydi, bunday ko'paytirish qoidasi yarim-to'q rl\“OIl]O"ﬁZ'mlari
deyiladi.  Odatda yarim-to'g'ri ko'paytma gruppani ”m_li‘.i [ = ha;.;slczt‘ari
gruppasiga ko‘paytirishini ta‘riflashda ishlatiladi. ’I_‘eklsl ngl);,n orﬁzmia}ini
hagida gap ketayotganida, SO(2) gruppasi P gru_ppasmlngka‘{_kda i ixtiyoriy
tashkil qiladi, chunki tekislikdagi ixtiyoriy buralish sh_u tekisli ’%{inkovskiv
vektorni yana shu tekislikda qoldiradi.  Poincere gruppasi - r;rim-lo' o
fazosining harakatlari gruppasi - hagida gapirganimizda ham yana y g
ko'paytmaga. kelamiz.
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§5. Gruppalarning tasavvurlari

Gruppa elementlari ozining ta’siri orqali aniglanadi. Bu ta’sirni
abstrakt korinishda - ko‘paytirish jadvali sifatida - aniglashimiz
mumkin. Fizik kattaliklar hagida gap ketar ekan ular matematik
nuqtai nazardan odatda mos keluvchi chizigli fazolardagi vektorlar
va tenzorlar sifatida namoyon bo‘ladi. Vazifa - gruppa
elementlarining mana shu fazo elementlariga ta’sirini aniglash.

§5.1. Asosiy ta‘riflar

Chizigli fazo L berilgan bo‘lsin. Ushbu fazo elementlari ma’lum bir
fizik sistemaning holatlarini bildirsin. Bizga ma'lum bir simmetriya
operatsiyalari - ya'ni, ma’lum bir gruppa G - berilgan bo‘lsin. Shu
gruppaning ta'siri natijasida L fazo elementlari qanday o‘zgaradi?
Maqsadimiz mana shu savolga javob berish.

Elementlari matritsalardan iborat va gruppaviy kompozitsiya
qoidasi matrik ko‘paytma bo‘lgan gruppa matritsalar gruppasi
deyiladi. Mana shu L fazoda ta’sir giladigan matritsalar to‘plami
T ni topaylik - T' : {Dj, Dy, ...}. Shu to‘plam elementlari matrik
gruppani tashkil qilsin. G gruppa elementlari va I' gruppa
elementlari orasdida ma‘lum bir moslik o‘rnatilgan bo‘lsin: g, ¢
D,, shuning uchun D, = D(g;) deb belgilaymiz.

ta'rif: Agar G gruppa mana shu matrik gruppaga gomomorf
akslantirlsa

G-T, ¢— Dig)

va har qanday ¢; € G va go € G lar uchun gig; = g3, g3 € G
bo‘lganda

D(.QI)D(.QZ) T D(gS)a D(gz) € P7 i= 172a3

to'q‘ri kelsa topilgan matrik gruppa U G ning L fazodag: tesavvuri
deyiladi.
Agar L fazoning o'ichamligi n bo'sa topilgan tasavvur
I' n-o‘lchamli tascvvur deyiladi. L fazo tasavvurlar
fazosi deyiladi. Teskari elementlarning mavjudligi sharti D
matritsalarning aynimagan bo‘lishi kerakligini hildiradi:
Dig7")=D"g), Vg (3)

i
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U.nc.lan tashqari, D(e) = I bolishi kerak, bu yerda I - nxn olchamli
birlik matritsa. Agar I' ~ G bo'lsa (ikkala gruppa izomorf)
r tasavvur aniq deyiladi. Bu holda G ning har bir elementiga
[ ning bir elementi mos keledi va teskarisi. Agar G' ning bir
necha elementi bitta ) matritsa orqali tasavvur gilinayotgan bo'lsa
bunday tasavvur noaniq tasavvur deyiladi.

.Ikkita tasavvur Ty va I'y ekvivalent deyiladi, gachonki ularni
lgozll qiluvchi matritsalar o'xshash almashtirish A orqali bog'langan

o'lsa;
Dy = ADyA™L (6)
Bu yerda A matritsa T, tasavvurlar fazosi L ni T’y tasavvurlar
fgzosi L, ga akslantiradigan matritsa. Ekvivalent tasavvurlar
bir hil o‘lchamlikke ega bo'lishi aniqdir. Agar ikkita ekvivalent
tasavvurlar bitta fazoda aniglangan bo'lsa A matritsa shu fazodegi
bazisni almashtirish matritsasi bo'lib chigadi.

Tasavvurlar keltiriluvchan va keltirib bo‘lmaydigan
bo'lishi mumkin. L fazoda shunday gismfazo I bo'lsinki (Ly C
L‘.) uning elementlari I tasavvur matritsalari ta'sirida yana shu
qismfazo L, elementlariga o‘tsin. Bunday qismfazo L, invariant
qismfazo deyiledi. Agar L da hech bo‘lmasa bitta invariant
gismfazo L, bo‘lsa bunday tasavvur keltiriluvchan tasavvur
deyiladi. Agar L; butun L bilan mos tushsa bunday tasavvur r
keltirilib bo‘lmaydigan deyiladi.

Agar L ni ikkita invariant qismfazolarning yig'indisiga ajratish
mumkin bo‘lsa; L = L; & Lo, va har bir gismfazoning vektorlari
I' tasavvur ta’sirida o'z gismfazolarida qoladigan bo‘lsa bunday
tasavvur toliq keltiriluvchan deyiladi. Bu holda tasavvur
matritsalari quti-diagonal ko'rinishga keltirililadi:

¢ pt 0 s

Bu yerda D - n X n matritsa, u n -o'lchamli L fazoda ta'sir giladi,
DW - ny x my matritsa, u ng -o'lchamli Ly fazoda ta'sir qiladi va
D®) - ny x ny matritsa, u ne -o‘lchamli Ly fazoda ta’sir giladi, n1 +
ny = n. Bunday tasavvur tasevvurlarning to‘gTi yig ‘andisi
deyiladi va D(g) = DY) @ D® ko'rinishda belgilanadi.
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x{g) =TrD(g) kattalik tasavvur zarakter: deyiladi.
Oydinki,
e ekvivalent tasavvurlar uchun TrD; =TvDy;
e bitta klass elementlariga mos keluvchi matritsalar xarakterlari
tengdir.
Tasavvur D(g) aniq deyiladi qachonki g; # g2 bo‘lganda D{g;) #

D(ga) bo'lsa.
Unitar tasavvurlar.
Kvant mexanikasida quyidagi ko'rinishdagi skalar ko‘paytmalar

ishlatiladi:
(2,9) = wiv. ®)
i=1

Bir bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish almashtirishini ko‘raylik:
z = Uz, y' = Uy.
Skalar ko‘paytmaning saqlanishi uchun almashtirish matritsasi U
unitar matritsa bo‘lishi kerak - Ut = U~
(@,y) = (U=, Uy) = (z,U'Uy) = (z,y). ©)
Fizik sistemaning simmetriyasi hagida gap ketar ekan unga

mos keluvchi almashtirishlarda sistemaning holatida o‘zgarish
bo‘lmasligi kerak. Shu sababdan tasavvur matritsalarining unitar

matritsa bo‘lishi muhimdir.
| L 5
Teopema IV.2 Cheklangan gruppaning ixtiyoriy keliwilmaydigan-
tasevvurt unitor tasavvurga ekvivelentdir.
Isbot: D(g),i = 1,2,....,k matritsalar G gruppaning n
o'lchamli L fazodagi lkeltirilmaydigan tasavvurini tashkil gilsin.
Quyidagi matritsani tuzaylik:

A=) D'(g)D(g).

Ko'rinib turibdiki A -fermit matritsa: AT = 3" DYg,)D(g:) = A.
D(a‘rga}(, uni biror unitar matritsa 8T = $~! yordamida diagonal
ko‘rinishga keltirish mumkin:

d=8AS 1 = E,S‘Df[g,}S_ISD{_{},JSHI = Z Ij;(gr}f_j{g}}_,
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bu yerda D = SDS-'. Bu diagonal matritsaning diagonal

elementlari musbat aniglangan:
doo = Z Dlﬁ(gt)Dﬁn(gi} = Z DI}B(Q;'}DB&(QI’) =
i,8 1,8 _ 3
= " Dl > O
2

e o b2 Glardan
Bu matritsaning diagonal elementlaridan ildiz Cl}lqa”.b daa gll?:lgzn
tuzilean diagonal matritsani di/2 deb belgilaymiz. rdamida
matritse ermitdir: dV/2f = d2. Agar Shl:/gnla:tmzﬁl 20mat.ritsa
D(g,) ga ekvivalent bo‘lgan yangi U(g:) Vo G D--\g'l)
kiritsak u unitar bo'lib chigadi. Buni ko rsataylik:
- i 5 LE =1/2 _
Ulg)U(g)) = d~Y2t Di(g)dMd*D(g)d™" =
90U (g:) {‘?) - d‘””Dt{g;}d—D(Hl)d 12

Ammo Di(g,)dD(g;) = d, demak,

Ut (g)U(gs) = &7 2Hdd ™2 = 1.

. . i unitarge 8ylan"
Demak, ixtiyoriy keltirilmaydigan tasavvurnt
tirishimiz mumlkin:

t L
Ug) = d?sD(g)s ™, U =T kirgan
s Kir
Kompleks qo‘shma tasavour Agaf }E;zssiag\gfli:ashtiﬁb
hamma matritsalarni ularning kompleks qo's
chigsak yangi tasavvurni olamiz:
D(gs) —+ D"(9:):

fich tasavvirg®
Hosil bo'lgan tasavvur umumiy holda boshlangic
ekvivalent bo‘lmaydi. .. i lirttaylik:
Regular ta.gavvur. Quyidagi mairitsalarni kirttay

. — g: bo'lsy,; (10)
; 1, gkg; = gi o8
Dyi(or) = { f1, aks holda.
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Bu matritsalar n x n o‘lchamli tasavvurni hosil giladi. Isboti: bir
tomondan

= = i = g; bo'lsa;
D L, grg; = Gi V& gmgr = gj, YOki, gkGingt = Gi
Dis(g) t(gm) = { 0: j

ikkinchi tomondan
‘ {1, gegmai = g: bO'lsa;
Dilgegm) = 1 0, aks holda.
Demak,
D(g¢)D(gm) = D{(gkgm)-

§5.2. Schur lemmalari

Schuerning 1-lemmasi

Lemma: Keltirilmaydigan tasavvur matritselart D(g;) ming

; . Hsaq
hammasi bilan kommutativ bo‘lgan matritsa A birlik matritseg
proportsionaldir: A = I, bu yerda A - son.

Isbot: Shart bo'yicha

11
AD(g;) = D(g:)A, Vg €G. (11)
Demak
DT(g1)AT = ATDT(gT)v VgA € G. . )
Ammo D'(g) = D~!(g) = D(g™"). Ushbu munosabat ixtryorty Gi
uchun o'rinli bo‘lgani uchun ohirgi tenglikni

D(gl)A? = ATD(gl): ng S G: (12)

. _r a "l A7vaJ='5(/i"
deb yozib olishimiz mumkin. Agar H : A+ : }
Al ko‘rinishdagi ermit matritsalarni kiritsak 11 va 12 formulalarnl
darhol quyidagi ko'rinishka keltiramiz:

D(g)H = HD(g;), D(g)J =JD(g), Vg:€GC. (13)

3 SR al o'rinishga
H va J matritsalar ermit bo'lgani uchun ularni diagonal o rinishg
keltirish mumkin:

SHSY=h, TJT'=j (14)
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Matijada 13 {ormulalar

SDS™'SHS™ = SHSSDS™ yoki, SDS'h= hSDS&")
15
va,

TDT™'TJT~! = TJT'TDT™ yoki, TDT-ljijDT(—llﬁ)

ko'rinishlarga keltiriladi. Shularning birinchisining (5)-matrik
clementlarini olaylik:

(SDS Hithyy = hie(SDS™ )iz (17)
hit = hy.6y ekanligini hisobga olib olingan formulani darhol
(SDS™ 1)k — hj) =0 (g

ko'rinishga keltiramiz. Oydinki, 2 # j bo‘lganda .yOki hi =D z?rll(;
(SDS-1);; = 0 bo'lishi kerak. Ikkinchi imkoniyat tasavvuriie

keltirilmaydiganligiga ziddir, shu sababdan birip
olish kerak:

) . (19)
= hj) ixtiyoriy ¢ va J EEDE i '\bot
. : ygini 18
Shu bilan h matritsaning birlik matritsaga PTOPortS‘onalhgm

Ve ‘lamiz.
qildik. Agar h, = o deb belgilasek b = o ko‘rinishga ega bo'lami:
Bu degani esa

H=A+ Al=al
g2 teng. Huddi shunday mulohazalar asosida

ekanligini isbot qilishimiz mumkin. Demak,

A= _13(& — i)l = M. i

Schurning ikkinchi lemmasi

. asining  ikkita

Lemma. DY va DY) matritsalar G- grugg?ilriﬁikjglari nios

keltiriimaydigan tasavvurlari bo'lsin. Ularmns 0>< n, o'lchamli A
) - g’

ravishda n; X m; va 1y X 7y bo lsin. Agar ™ j

matritsa

21)
DW(g)A=ADV(g), Vo€C: (
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munosabatga bo‘ysunsa 1) har xil o‘lchamli keltirilmaydigan
tasavvurlar uchun 4 nolga teng; 2) bir xil o‘lchamli noekvivalent
tasavvurlar uchun ham A = 0; 3) bir xil o‘lchamli ekvivalent
tasavvurlar uchun A - aynimagan matritsa (det A # 0).
Isbot. ,
Avvalgi paragrafda 11- dan 12-ga o'tganimizdagi mulohazalarni
qaytarib 21-dan

ADY(g) = DY(g)AT, wgec (22)

kelib chiqishini topamiz. 21-ni chap tomondan A’ ga va 22-ni o'ng
tomondan A ga ko'paytirsak

AIDY(g)A = AIADOYg),  A'DO(g) = DO(g)ATA
larni olamiz. Bulardan
AtADU)(g) = DU (g)AlA, VYgeG (23)

ekanligi kelib chigadi. 21-ni o'ng tomondan Al ga va 22-ni chap
tomondan A ga ko‘paytirib

AAID®(g) = DO(g)AA!T, Vge @ (24)

ekanligini ham topamiz. Schurning birinchi lemmasi bo'yicha 7, X
n; o'lchamli kvadrat matritsa ATA birlik matritsaga ekvivalent:
ATA = uI, huddi shunday n, X n; o'lchamli kvadrat matritsa AAT
ham birlik matritsaga ekvivalent: AA! = XI, bu yerda p va A -
sonlar. Demak, det ATA = p™ va det AAT = A™. !
n; = n; bo'lsin. Bu holda A matritsa kvadrat matritsa bo‘ladi
va det ATA = |det A? = det A'A bo'lishi kerak uchun A = u
boladi. Agar A = p # 0 bo'lsa A ning teskarisi mavjud, demak,
21-ni
DY(g) = ADD(g)A™!, Vge & (25)

ko'rinishga keltirish mumkin. Hulosa: bu holda DV va DY)
tasavvurlar ekvivalent. Lemmaning uchinchi gismi isbotlandi.
Agar A = 4 = 0 bo'lsa A aynigan matritsa bo‘ladi, 25-
ko'rinishdagi munosabatni yoza olmayrmiz, D ya DW (ssavvurlar
noekvivalent ho'ladi. Lemmaning ikkinchi qismi isbotlandi.
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7, 7 n; bo'lsin, aniglik uchun n, > n; deb olaylik. Bu
holda A matritsani nollardan iborat bo‘lgan ustunlar bilan to'ldirib
kvadrat ko‘rinishga keltiramiz, yangi matritsani B deb belgilaylik.
B matritsalar uchun huddi A matritsalar uchundek 23- va 24
formulalar o‘rinli bo'ladi, demak, B'B matritsa diagonalida bir
xil son turgan matritsa bo‘lishi kerak. Ammo uning diagonalining
ohirgi elementlari nolga teng, demak, ularning hammasi nolga teng.
Bundan kelib chigadi A ham nolga teng. Lemmaning birinchi gismi
isbotlandi.

Schur lemmalaridan muhim hulosalarga kelamiz:  ager
birlik bo‘lmagan matritsa qandaydir tasavvur matritsalari bilan
kommutativ ho'lsa bu tasavvur keltiriladigan bo‘'ladi. Har xil

keltirilmaydigan tasavvurlar bir-biri bilan bog'langan bo'lishi
mumkin emas.

§5.3. Misollar

4.9-misol. Abel gruppalarining hamma keltirilmaydigan tasavvurlari bir
o'lchamlidir,

Ishot.  Kommutativ gruppalarning ta‘rifi bo‘yicha D(g,)D(gj) =
D(g;)D(g,) ixtiyoriy tasavvur matritsalari uchun. Shularning birini, _fw’z
qilaylik D(g;) ni, yuqoridagi A matiitsa deb qarasek uning birlik I.natvrtts_aga
proportsional clanligini topamiz: D(g;) = pJ, p-son. Ammo, ta'rif bo yicha
D(g;) - keltirilmaydigan tasavvur matritsasi, u diagonaldagi elementlad nO‘M%‘T}
farqli, diagonaldan tashqari elementlari esa nol bo'lgan matritsa PO lishi
mumkin emss. Demak, u bir o'lchamli matritsa, ya'ni, oddiy funks_xygd)r:
4.10-misol. Abel gruppalarining keltirilmaydigar tasavvurlarini topins.
Abel gruppalari uchun kompozitsiya qonuni qo‘shishge tengligin hisobga
olib

D(en)D{oz) = D{oy + az)
deb yozsak, uni a; bo'yicha. differensiallasak va oy = 0,0, = o deb olsak

D)D) = L

munosabatga kelamiz. D'(0) = x deb belgilasak bu tenglamaning yechimind
darhol topamiz:

D(a) = cexp(ka),  c¢= const. (26)
Tasavvur unitar bo'lsin desak & = ik deb olishimiz kerak:

D(a) = cexp(ika). (@7
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4.11-misol. Ciklik gruppa C; ning keltirilmaydigan tasavvurlarini toping.
Yechim. C, gruppa ciklik bo'lib {&,a,a%a?%,...,a""'} elementlar.dan
iborat. Bunda a® = E bo‘ladi. Oydinki a-nchi elementning tasavvuri sifatida

247
D(a) = exp (E)
n
deb olishimiz kerak. Shunga yarasha
X 2ik
a* =exp (%) , k=0,1,23,.,n~1
bo‘ladi. Ko'rininb turibdiki, a®1akz = gkitke,
4.12-misol. Tekislikdagi buralish gruppasi €, ning keltirilmaydigan

tasavvurlarini toping.
Yechim. Ixtiyoriy ¢ burchakke buralish elementini g(y) deb belgilasak

unga
() = DW(w) = exp(ip)
tasavvur mos keladi. Tasavvurlar uchun asosiy bo‘lgan
DW(1) DM (ipg) = DV (ipy + 02)

hossani tekshirish qiyin emas. Bu tasavvurning bazisi sifatida bir olchamli
kompleks sonlar fazosini olishimiz kerak. Rostdan ham, z = 2 + iy = pe'
kompleks sonni olaylik. Unga D(yp) tasavvur bilan ta’sir qilaylik:

D (p)z = pexp(i(y + ¢)) = 7.

Yangi hosil bo‘lgan kompleks vektor z’ uzunligi o'sha p ga teng bo‘lgan, ammo
yo‘nalishi  burchakka buralgan vektordir.

Demak, bir oflchamli keltirilmaydigan DW(i) tasavvur bir oflchamli
kompleks vektorlar fazosida ta’sir gilar ekan.

4.13-misol. To'g'ri'chiziq R! deb belgilanadi. Uning nuqtalari qo‘shishga
nisbatan abel gruppasini tashkil qiladi. Bu gruppaning keltirilmaydigan
tasavvurlari bir o'lchamlidir.

De=(§ 7). «c

matritsa shu gruppaning keltiriladigan tasavvurini hosil gilishini ko‘raylik:

pente) = (3 5 ) (3 5) = (5 1% ) = pler +en).

Tasavvur l.(eltiriluvchan, lammo, to'liq keltiriluvchan emas. Bu 2 x 2 tasavvur
g-0'lchamli fazoda ta’sir qiladigan matritsa, ikki o'lchamli fazo elementini ¢ =

( 2; ) deb belgilab uning invariant qismfazolarini topamiz:

D()C = Aol = ((1} T) (?) T ( Cl-ZZOlCz) e ( E' )
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5 6
Bu muncsabatlarning yechimlari A = 1,¢; = 0. Demak, { = (01)

0

vektorlar invariant gismfazoni tashkil qiladi. Ammo { = vektorlar

invariant gismfazoni tashkil gilmeydi. Demak, umumiy ikki o'lchamli fazo
ikkita invariant gismfazoga parchalanmaydi. Shuning uchun D(a) matritsa
blok-diagonal ko'rinishga keltirilmaydi.

4.14-misol. ]
@ _ [ cosp —sinp ) 98
D) = ( sing  cosy 28)

matritsa tekislikda buralish gruppasi Cy, ning to'liq keltiriluvchan tasavvuri
ekenligini ko‘rsating. e
Yechim. Ikki komponentali haqiqiy vektorlar fazosini kiritaylik:

=(y) (29)

Bu - yana o'sha tekislikdagi vektor, tekislikning ixtiyoriy nugtasiga yoki haqiqiy
ikki kornponentalik vektorlarni, yoki bir komponentalik kompleks son z = z+1y
larni mos keltirishimiz mumkin. Ko'rinib turibdiki,

Y= '\ [ cosp —sing T\ 7 zcosyp — ysing \ )
T Yy )\ sing cosp v kxsmgo-*—ycosgo)
Bu esa tekislikdagi (z,y) koordinatali radius-vektorni ¢ burchakka burash

formulasi. e, -
Endi D'* tasavvurning keltiriladigan tasavvur ekanligini isbot gilamiz.

Buning uchun uning ustida
e (L1 31
A= ( : 1) (31)
unitar matritsa yordamida o‘xshash almashtirish bajaramiz:

AD® AL = (e;" egw ) ‘ (32)

Demak, D tasayvurimiz ikkita bir o‘lchamli keltirilmaydigan tasavvur D)
larning to'g'ri yig'indisigaga keltirilar ekan:

D® = pW g pile

2 D .
D = ( o D ) , (33}

yoki,



Keyin ko‘ramizki, 28-ko‘rinishdagi matritsalarning o'zi alohida bir gruppani
tashkil giladi, bu gruppa SO(2) gruppasi deyiladi.

4.15-misol. D3 gruppasining tasavvurlarini toping.

Agar har bir elementning tasavvuri sifatida birga teng sonni oladigan
bo'lsak gruppaning trivial tasavvurini topgan bo‘lamiz. Bu tasavvurning
hech qizig'i yo'q, ammo quyida keltirib chigarilgan juda muhim ortogonallik
munosabatlarida uning ham o'z o‘rni bor. Shunday qilib, tasavvurlarning
birinchisi sifatida quyidagi jadvalni olishimiz mumkin:

ETATB[K[L[M
pufififi|1|1]1

Gruppaning ko‘paytma. jadvali bajarilganligi shubhasiz.
Tkkinchi tasavvur sifatida quyidagini olaylik:
ETATBTK]LTM
DAT1I 1 1]|-1]-1f-i

Bu gal ham gruppaning ko‘paytma jadvali bajarilganini ko‘ramiz. Bunday
tasavvur Dj ning sinflarga parchalanishiga mos keladi. Shu bilan bir o‘lchamli
tasavvurlar tugaydi.
Ikki o‘lchamli tasavvurga o'taylik. Bu tasavvurning bazisini quyidagi
vektor-ustunlar tashkil giladi:
( _LL ) L (34)
V3

o(3) n3(3):
1= il ra=—=[ 1 |, g =
7 2\ 7 :

Ko'rinib turibdiki, bu vektorlar 1-, 2- va 3- atomlarning tekislikdogi
koordinatlari.  Simmetriya operatsiyalari atomlarning o‘rinlarini ma'lum
tartiblarda almashtirishi kerak.

Birlik elementning tasavvurini topish oson:

DO(E) = ((1] ‘f) .

A element uchburchak bo'lib joylashgen atomlarni (z,y) tekisligida 120°
purchakka burash operatsiyasi edi. 4- atomning koordinatlarini (z;,u,) deb
beigilasak bu atom buralish natijasida

) _ (cos120° —sin120°\ [z, _ [ = -4 _1.-,') (35)
vi sin120°  cos 120° )\y; S (- ! U, S

koordinatlarga ega boladi. Demak, A elementning ikki o'lchamli fazodagi

gasavvuri sifatida
1 V3
T R M e
s ( Vi _1 )
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matritsaui olishimiz kerak. B clement, 2407 hakls .
uning tasavvuri sifatida burchakka buralishga mos kelad;,
2

matritsani olamiz. ko‘paytirish jadvali bo'yi 2
. . n ’lCh & i i
s g IR e yicha A% = B, olingan matritsalar

D¥(A)D®(4) = DO(B).

K elementga kelsak u 2-nchi va 3-nchi atomlarni al_5

Fo arn ‘Fnini iris

operatori edi, bunda 2- va 3- atomlarning koordinatal?r% u(t):hr:;n ' el
-z

()=(3)

ni olamiz, birinchi atomning esa koordinatalari o'z, i

e = = 20 armaydi. i
}(oord.ma_tagx nolga Fenghglm hisobga olsak l-aton% uchgn Iha‘?;ng(lffgn m::]g o
1shla§1sh11§1lz_mumk1n. Demak, K elementning tasavvuri sifatida rml_aanf
matritsani olishimiz kerak: quyldegt

DO(K) = (
%c;lsgaalgntnatntsalarm ko'paytirish jadvalidan foydalanib topishimiz mumkin.

€05240° —sin240° \

{3) —
D (B)_(sin240° cos 2407 ) =

i

[+

(26)

-10
0 1

DO(L) = DO(K)DO(A) = ( 37 );
D®(M) = DOK)DIN(B) = ( 3 - —? ) ]

Natijani bir jadvalga yig'aylik:

E A B
) (1‘)) ;(—l—x/?) [ -1 V3
01/{2\v3 -1 *(—«/ﬁ =t
K L M I
pa| (=L OV L V3Y[if 1 V3 \
0 1/(2\v3 -1 /[2\ 8 1 /|
4.16-misol. 8-misoldagi ISO{2) gruppasi. (3)-matritsalar shu

gruppaning 3 x 3 o'lchar
gruppasining aniq tasavv

bo'ladi.
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IS0(2) gruppasining kompleks 2 x 2 matritsalar orqali beriladigan
tasavvurini ham topish mumkin. Buning uchun har bir g(ip, a, b) harakatga

il

ow=(% 1) )

matritsani mos keltiramiz, bu yerda g = a -+14b. Tekislikdagi ixtiyoriy r = (z, y)
nugtani ham ikkki komponentalik kompleks ustun sifatida tasavvur qilamiz:

rz(I), z=xz+1y.

Shu bilan (3)- va (37)-matritsalar 1SO(2) gruppssining 3 x 3 va 2 x 2 o'lchamli
tasavvurlarini beradi.

§6. Tasavvur bazisi

§6.1. Tasavvurning bazisga ta’siri

Ma’lumki ((21)-ga qarang) n o'lchamli fazoda chizigli almashtirish
bajarilganida vektorning komponentalari
Al=a;4;,  ij=12..n

goida bo'yicha o‘zgaradi, bu yerda a - almashtirish matritsasi.
Gruppaning n o‘lchamli tasavvurlari ham n o‘lchamli fazolarda
almashtirish matritsalari rolini o'ynaydi. Gruppaning g elementiga
chizigli fazoda T, operator mos go'yiladi. Uning ta’siri quyidagicha

ta‘riflanadi:
Tye,-= E Dj,-(g)ej. (38)
J

Bu ta'rif yugoridagi ta‘rifga mos kelishini ko‘rish giyin emas:

TgA = Ty Z A,iez = Z AzTgei = Z AlDﬁ(g)ej iC
i : iJ

= Z (Z Dif{g}Ax) e; = ZA;e] g A/.
3 N3 7

O'zining ta'rify bo‘yicha Dy,(g) matritsa T, operatorning e va e,
vektorlar orasidagi matrik elementidir, 38-ta'rif shunga ham mos

140



kelishini ko‘rish qiyin emas:

(ex, Tye,) S (Tg)kz = Z Dji(g)(ex, e;) = ZDji(g)ka = Dii(g).
7 b

Asosly magsadimiz kvant sistemalar bo‘lgani uchun bazis
vektorlar sifatida funksional fazolarning elementlari - funksiyalarni
garaymiz.

Bizga biror fizik sistema berilgan bo'lsin, shu sistemaning
to‘lgin funksiyasini ¢{r) deb belgilaylik. Bu to‘lgin funksiya k-
o'lchamli L fazoning elementi bo'lsin. Fizik sistema ustida g
almashtirish bajaraylik. Sistemaga kirgan vektorlar r' = gr
ko‘rinishda o‘zgaradi. g € G bo'lsin, ya'ni, bajarilgan almashtirish
simmetriya operatsiyasi bo‘lsin. Birinchi bob §2.-paragrafdagi
terminologiya bo‘yicha bu - aktiv almashtirish, ya'ni, koordinat
o'qlari o'z joyida turibdi, r vektor almashinayapti.

L fazoda ortonormal bazis {y(r),i = 1,2,..,k} berilgan
bo'lsin. Shu fazoda G gruppasining k X k o‘lchamli matritsalardan
iborat I' : {D(g;), ¢ = 1,2, ..., n} tasavvuri ta'sir gilayotgan bo'lsin.
Agar G gruppasining g elementiga mos keluvchi operatsiyani T}
deb belgilasak uning L fazosidagi ixtiyoriy funksiyaga ta'sirini
quyidagicha belgilashimiz mumkin:

Tyulr) = (Toy)(x). (39)

Biz bu bilan 7, operator L fazoning elementi % ga ta’sir gilayot-
ganini ko' rsatmoqnhmlz bunda g element yuqorida aytganimizdek
radius-vektor r ga ta’sir giladi: ¥ = gr.

L fazodagi chiziqli ahnashtlrlshmng ta'rifi bo'yicha

(Ty)i(r) = Yir) = ZDﬁ W), (40)

g almashtirish L fazoda Dji(g) matritsa orqali tasavvurlandi.
ta‘rifning birinchi qismi quyidagi ma’noga ega. (Ty) @)
funksiya almashtirilgan r' nugtaga mos keluvchi almashtirilgan
(T.q)) funksiyadir, ikkinchi tomondan u eski r nuqtadagi eski 1
funksiyaning o‘zidir:

(Ty0)(r’) = i) = o) = alo™'r). (41)
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Agar 1; funksiyalar (40)-formulaga bo‘ysunsa ular G gruppasining
L fazodagi I" tasavvurini amalga oshiradi deyiladi.

(40)-formula hagigatan ham tasavvurlarning ta‘rifiga mos
kelishini ko‘rsataylik. Tasavvurning ta'rifi bo‘yicha

Di;(91)D5k(g2) = Dir(g192)-
Tekshiraylik:

Tnggzwz Tgl ZDJI 'ubj I‘) ZDJ‘G 92 Dk}(gl '.UJ.

1k

=Y Di(g192)%(r) = ¥i((9192) ') = Tyyguths(r).
k

§6.2. Hamiltonianning invariantligi

Nomeri Z bo‘lgan atomning hamiltoniani (spinlarni hisoba olmay
turganda) quyidagi ko‘rinishga ega:

Ze? e
n-f -3l

i=1

Albatta, n = Z bo'ladi. m; - 7 - nchi elektronning radiusi,
r3y— t—nchi va j—nchi elektronlar orasidagi masofa. Koordinat
o'qlarini ixtiyoriy burchakka buraylik ((19)-formula bo'yicha) -
z — &',y = 9, 2 = Z. Laplace operatori bu O(3) gruppasining
almashtirishlariga nisbatan o‘zgarmasdan goladi, hamiltoniandagi
ikkinchi va uchinchi hadlarga kirgan masofalar ham aylanish
almashtirishlariga nisbatan invariant bo‘ladi. Yangi hamiltonian
eski hamiltonianga teng bo'lib chiqdi:

*) ZmE ZFT—F —:

a<1 "J'

o W S e

I
Ti i<y (3]
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Bunday hol hamiltonianning invariantligi - deyiladi.
Schrédinger tenglamasiga kelaylik:

H"/J(:L‘: Y, Z) = Et,b(l‘, Y, Z) (42)

Yuqoridagi almashtirishda Schrodinger tenglamasi quyidagicha
o‘zgaradi:

HY' (2 o, 2") = Byl(d, o/, ). (43)
Hamiltonianning invariantligi H' = H ni hisobga olib uni
Hy'('\y,7) = BY/(z',y/, 7)) (44)

ko'rinishga keltiramiz.  (42)- va (43)-tenglamalardan hulosa:
hamiltonian biror almashtirishlarga nisbatan invariant bo‘lgan
holda energetik satxlar aynigan bo‘ladi, bitta energiyaga bir nechta
to‘lgin funksiya mos keladi.

Hamiltonianning invariantligini operator formaga keltiramiz.
(42)- tenglamags T, operator bilan ta’sir gilamiz:

T,HT; "I, = ET;0.

(43)-tenglamaga kelish uchun Tysp = 9/ va T,HT,* = H’ deyish
kerak. Hamiltonianning invariantligi H' = H edi, demak,

T,HT;'=H = TH-HT,=[T,H]=0.

Energetik safxning aynish karraligini n deb olaylik.  Asosiy
tasdiqga o‘tamiz: agar H hamiltonian G gruppa almashtirishlarige
nishatan invariant bo‘lsa, bitts energetik satxga tegishli {L :
¥, i = 1,2,...,n} tolqgin funksiyalar to‘plami G ning malum
bir keltirilmaydigan tasavvurining bazisini tashkil etadi.

Buni isbot gilish giyin emas. Bir tomondan ixtiyoriy 14,
va 1, € L lar uchun uchun

ey + ey, € L,

ya'ni, L to‘'plam chizigli fazoni tashkil giladi. lkkinchidan bu
chiziqli fazo invariant fazodir chunki ixtiyoriy gr € G uchun
Ty € L:

HT,0= H Dilgws =S Dilgd)Hy = E Y Dilgd)y.
J J J

el
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dan ixtiyoriy g uchun 37 Dj(gr)¥y ham {L : ¢4, i =
1,2,...,n} to'plamga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demak,
Dji(gx) keltirilmaydigan tasavvur matritsalari ekan,

Sistemani tashqi maydonga kiritaylik.  Tashqi maydonga
mos keluvchi g‘alayonlanish operatori V' qandaydir simmetriyaga
ega bo'lsin. Yangi hamiltonian H + V ning energetik satxlari
hagida nima deyish mumkin? Agar V ning simmetriyasi H ning
simmetriyasidan yuqori bo‘lsa sistemaning to'liq simmetriyasi H
ning simmetriyasiga teng bo‘ladi, energetik satxlarning aynish
darajasi o‘zgarmaydi.  Agar V ning simmetriyasi H ning
simmetriyasidan past bo'lsa sistemadagi aynigan satxlarning bir
gismi parchalanishi mumkin. Masalan, vodorod atomini z-0'qi
bo‘yicha yo‘nalgan tashqi magnit maydon B = (0,0, B) ga
kiritaylik. Bu holda V. = — u- B = —u.B = —fmB
bo'ladi (3 - Bohr magnetoni), O(3) gruppasiga nisbatan simmetriya
golmadi, ammo 2— oqi atrofida aylanish (unga O(2) gruppasi mos
keladi) simmetriya operatsiyasiligicha goladi. Natijada sistemaning
simmetriyasi O(3) — O(2) gacha pasaydi. Har bir [ ga mos
keluvchi aynigan m = —I, —{+1, ..., [ — 1, [ satxlar parchalanadi,
chunki ularning har biri o'zining energiyasiga ega bo‘ladi. O(2)
gruppasi abel gruppasidir, uning keltirilmaydigan tasavvurlari
bir olchamli, natijada vodorod atomining to‘lgin funksiyalari
hosil qilgan keltiriladigan tasavvur bir o‘lchamli keltirilmaydigan
tasavvurlarning to‘g'ri yig'indisiga aylanadi.

4.17-misol. (kerakli'joyga qo'yish kerak) Vodorod atomining energetik
satxlari:
E =B g _me
B = T oA = R’
n - bosh kvant soni, orbital kvant soni [ = 0,1,2,...,n — 1 qiymatlarni gabul
giledi. Vodorod atomining to'lqin funksiyalari

‘Qr-"nljm(""- 01 W) =Ry (T))/lm (0! (p)

Radial funksiya R, (r) Laguerre polinomlari orqali ifodalanadi, burchallarga
bog liqlik sferik polinomlar Y,,(8, @) orqali ifodalanadi. Coulumb maydonida
harakat sferik simmetriyaga ega. Sferik simmetriya SO(3) gruppasi orgali
ifodalanadi. Bu gruppaning keltirilmaydigan tasavvurlari D! §12.-paragrafde
topilgan.  Ulardan kelib chiqadiki, bir [ ga tegishli 2/ + 1 ta to'lgin
funksiyalar mana shu keltirilmaydigan tasavvur bazisini tashkil giladi. [ =
0,1,2, .. n — 1 ckanligi shuni bildiradiki, ma’lum bir 7 ga mos keluvchi E,

n=1,23,..
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n-—1
satx > (2! 4+ 1) = n? ta gismlarga parchalanadi, ular D=}, D*~2, . D"
i

=0
keltirilmaydigan tasavvurlar bo‘yiche almashinadigan Lazislarga mos keladi.
Ya'ni, E, ga mos keluvchi to'lqin funksiyular to'plami keltiriladigan tasavvur
bazisini tashkil qiladi, bu bazisge asoslangan fazo har biri ma'lum bir Dt
bo‘yicha almashinadigan %n(n — 1) ta invariant gismfazolarga parchalanadi.
4.18-misol. Bir o‘lchamli garmonik ossillator.
Bir oflchamli garmonik ossillatorning hamiltoniani

LT ke
2m 2

ustida quyidagi almashtirish bajaraylik:

miiw h k
— 1 o 1 i B
P—é\’f 3 (a'—a), z= 2nw(a-%—a ), wh=— (46)

Natijada hamiltonian meysadimizge qulay quyidagi ko'rinishga keladi:

H= %{aar +afa). (47)
Ko'rinib turibdiki, hamiltronianimiz
a—d =ae® o wat=dle™ (48)

almashtirishlarga nisbatan invariantlik hossasiga ega:
H = %(a’a’t +ate) = R (aal + ala) = H. (49)
2

Bu almashtirishlar U(1) gruppasini tashkil etadi, demak, }1amlltom‘amm1'zmng
har bir energetik satxiga mos keluvchi to'lgin funl.(sxyfalar‘ to‘plami slhu
gruppaning keltirilmaydigan tasavvurlari bazisini tashkil qiladi. A‘mmo u(l)
gruppa - abel gruppasi, uning keltirilmaydigan tasavvurlari l?ll‘ olcha.mhgh_r.
Demak, bir o'lchamli garmonik ossilatorning har bir encrgetik sabxiga bitia
to'lqin funksiya mos kelar ekan. Boshqa so'z bilan aytganda, ossilatorimizning
energetik satxlari aynigan emas ekan.

§7. Ortogonallik munosabatlari

Bizga n-nchi tartibli G gruppasining ikkita D(i)(g) va Ql"i‘\y" li_t‘ﬁ:“_'_
ilmaydigan tasavvurlari berilgan bo‘lsin, ularning o Ichamliklari
mos ravishda n, X n; va n, X n, bo'lsin. Bu holda

1]% ] 3 n = )
>~ D (g)DY)(0) = ~-dyosdse (50)

af
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ekanligini ko‘rsataylik.
Quyidagi matritsani tuzamiz:

M =3 DO(¢BDYg), (1)
g

bu yerda i,j matritsa indekslari emas, matritsa nomeridir. B
matritsaga kelganimizda u ixtiyoriy n; x n; o'lchamli matritsa
bo'lsin. Ko'rinib turibdiki,

MEDU(g) =" DW(g7)BDY () DU)(g;) =
g

= 22 D™D egr) = Da) 3 DO )Da ™%
2
x BDYgg,) = = DU)( (91) ZD{z —i}BDU (h) = DW(g MO,

QOlingan natija
M@ DY(g) = DW(gy) M)
ga Schurning ikkinchi lemmasini qo‘llasak
i % § bolganda M) =0, (52)

i = j bo'lganda esa M) birlilk matritsaga proportsionalligini

topamiz: _
M® = p].

B matritsa sifatida faqatgina yo elementi birga teng, boshga
hamma elementlari nolga teng matritsani olaylik: B,, = 1. Bu

holda
Z DH i DU] ) = b-ra‘jijéu»’i‘ (53)

munosabatga kelamlz. Bu munosabatda ¢ = j deb af bo'yicha
yig'indini olamiz:

Z DY (g D“} N =p.n = M6y (54)

ﬂ'{r
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Bu tengiiklarning birinchisi Df,‘,l matritsaning o‘lchamligi n; < n;
ekanligidan kelib chiqadi, ikkinchisi esa D)',-’fifﬂ}Df:!;{:‘}_J_] = 04 dan
va gruppa G ning tartibi n ga tengligidan kelib chigadi. Shu bilan

n
bye = —4.
R

ekanligini topdik. Agar keltirilmaydigan tasavvur uchun
Dyalg™") = Da(9) = Dial9) = D5, (9)

ekanligini eslasak (50)-formulaning isboti tugaydi.

Ortogonallik munosabati (50) xarakterlar uchun muhim
bolgan natijaga olib keladi. (50)-da (ay) va (08) indekslar
bo‘yicha yig'indilarni olaylik:

> XD (g)xV(g) = ndy;. (55)

Bu munosabat keltirilmaydigan tasavvurlar xarakterlarining ortog-
onalligini bildiruvehi munosabatdir, uni ochib yozaylik:

X" (g)xa1) + XD (@)x M g2) + -+ + X (9a)xPgn) = néé )
undan keltirilmaydigan tasavvur xarakterlarining ma’lum bir
n o'lchamli fazoda ortogonal vektorlar sistemasi W, =
1, 2, ..., n;} ni tashkil etishi kelib chigadi.

Eslataylik, bir sinfning ichidagi elementlarga mos keluvchi
tasavvurlar harakterlari bir-biriga teng, agar gruppada s ta sinf
bo'lsa, har-hil xarakterlarning soni ham s ta bo'ladi. Shu
sababdan yuqoridagi qatorni haqiqatda quyidagicha yozib olishimiz
to'g'riroqdir:

X ()X (g1) + rax @ (g2)x P (g2) + -+ + rex M (ge)x P (gs) =

=YX (g)x(gr) = ndys,

k=1
(57)

bu yerda 7. - k-nchi sinfndagi elementlar soni, gi - k-nchi sinfga
tegishli bir element.
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Yuqoridagi munosabatning ¢ = j dagi hususiy holi:
Z Ix®(g))® = Z"&']X(i)(gk)lz =n. (58)
k=1

Demak, quyidag1 s X s jadvalning

T T

\/;x{”(gn), \/%x“’(gﬂ. 8 \/;\c Y(gs);
T Ta o
fx“’frn f”gﬂ [\”(ga)

° 9

\/gx(’){gz), \/%Xm@?)’ \/;Ex{"‘:l(g‘..‘:l;

har bir satri uzunligi birga teng vektorni beradi, ixtiyoriy ikki
satrdagi vektorlar o‘zaro ortogonaldir.

Bizga bir keltiriladigan tasavvur berilgan bo‘lsin.  Uning
xarakterini x(g) deb belgilaylik. Shu tasavvur keltirilmaydigan
tasavvurlarga yoyilsin:

Dig)=DWeDPg...e D®. (59)

Bu yoyilmada bazi bir keltirilmaydigan tasavvurlar bir necha marta.
uchrashi mumkin, umumiy holda ¢-keltirilmaydigan tasavvur m;
marta uchrashi mumkin bo'lsin. Buni biz 7-nchi tasavvurning
karraligi m; ga teng deymiz. Xarakterlarga o‘taylik:

x(g) =Y mix(g). (60)

2

(65)-formuladan quyidagini topish muwmkin:

=—Z “(9)x(g (61)

148



Yana bir munosabat:
L x*(9)x(g z mamy Z X" (g)x¥ = n Z m;,  (62)
yoki,

Lm ——Zx (63)

Bu munosabatdan blr muhim hulosa chiqaramiz: xarakteri x(g)
bo'lgan tasavvur keltlrllmaydlgan bolishi uchun

= Z X(9)x(g) =1 (64)
g

ho'lishi kerak, chunki bu holda fagat bittagina m, birga teng,
golganlari esa nolga teng bo‘ladi.

Regular tasavvurga o‘taylik. Regular tasavvur uchun y(E) =
n, golgan hamma elementlar uchun x(g) = 0 bo‘ladi, demak, (63)-
formula,

S 2. 2 2 )
Edrnl=m1+m2+~--+m*.=n (65)

7
ko‘rinishga keladi. Tkkinchi tomondan regular tasavvur uchun
n= Z min; (66)

bolishi kerak, bu yerda m; - 4-nchi tasavvurning o‘lchamligi.
Shu formulalarni solishtirsak regular tasavvurning keltirilmaydigan
tasavvurlarga yoyganimizde har bir keltirilmaydigan tasavvur
o'zining o‘lchamligiga teng bo'lgan karralik bilan kirishini topamiz:
m; = n;. (87)
65-formuladan yana bir muhim natija kelib chiqadi: abel gruppalari
uchun har bir m; = 1, chunki ularda har bir element alohida sinfni
sashkil qiladi, ya'ni, ular uchun k& = n. Bu degani, abel gruppalari
uchun keltirilmaydigan tasavvurlar o‘lchamligi hamma vaqt birga
teng. Biz buni yuqorida Schur lemmasidan ham keltirib chiqargan
edik.
4.19-misol. D3 gruppasining 15-misolda topilgan tasavvurlarige

ortogonallik munosahatlarini go'llaylik. Buning uchun xarakterlar jadvalini
tuzamiz:

149



E[A[BIK[LTM
xOlil1]1{1]1|1
1 1
2 =

1 -14-1]-1
-l 0/0(0

X\

X

Bu gruppada uchta sinf bor edi (124-betga garang), har bir sinf elementlari
bitta xarakterga egaligini hisobga olib jadvalimizni qayta tuzamiz:

G [C]Cs
)(m 1111
XT[ 1] 1]
xXPl2]-1]¢

Tesavvurlarning hammasi haqiqiy bo‘lib chiqdi. Topilgan tasavvurlarning
hammasi ham keltirihmaydigan ekanligini isbotlash uchun (64)-formulaga
murojaat gilamiz. Ko'rinib turibdiki, uchala tasavvur uchun ham

1 ; 3
g 2. ) =1, =123 (c8)
g

yani, ularning hammasi keltirilmaydigan tasavvurlardir. Dj uchun sinfiarning
soni uchga teng edi, keltirilmaydigan tasavvurlarning soni esa sinflarning soniga
teng bo'lishi kerak. Bu degani, agar D3 gruppa uchun yana boshqa tasavvurlar
topilsa ular keltiriladigan bo'lib chigadi.

Masalan, regular tassvvurni topaylik. Birlik element uchun regular
tasavvur 6 x 6 oflchamli birlik matritsa bo‘ladi:

DX(E) = (69)

SO0 O -
SO OHO
COoOOoOrROO
CoOrRrOOo
OO Oo O

cCooCo

\ 0 1)
A element uchun regular tasavvurni qurish uchun 10-ta‘rifdan va 124-betdagi
ko'peytirihs jadvalidan foydalanish yetarlidix. Bu jadval bo'yicha gruppa
elementlarining tartib nomerlari mos ravishda

E—-1, A2 B—-3 K4 L5 M—é6

Demak, D,‘j(k) matritsani tuzganda k = 2 deb olsak A element uchun regular
tasavvurni topgan bo'lamiz. Noldan farqli matrik lelementlar quyidagi jadvalda

berilgan:

kxj—=i: 2x1—=2; 2x2-53; 2x3—>1; 2x4—6; 2x5—4; 2x6-=5.



Bu jadval 124-betdagi jadvalning ikkinchi qatoriga mos keladi, masalan,
2-elementning l-elementga ko‘paytmasi 2-elementga teng, 2-elementning 2-
elementga ko'paytmasi 3-elementga teng va h.k. Demak,

001000\
100000
Ry _ | 010000 -
D4=1000010 i)
000001
\000100
Buddi shunday yo'l bilan
010000)
00100O0i
" 100000 71)
DHB)=1000001 G
000100
\0 00010

ekenligini topamiz. ko'paytirish jadvali bo'yicha AB = BA = E, topilgan
matritsalar uchun ham D#{A)D¥(B) = DR(B)D?(4) = D*(E).

Shu yo'l bilan regular tasavvur matritsalarining hammasini topishimiz
mumkin.

Ammo, biz bilamizki, hamma Leltirilmaydigan tasavvurlarni topganmiz,
regular tasavvur ularning ichiga kirmaydi. Buning isbotini (64)-formuladan
ham ko'rishimiz mumkin: regular tasavvur uchun

(E) =6, x(4) = x*(B) = x"()) = 5(L) = " (M) = 0.
Ko'rinib turibdiki, keltirilmaydiganlik sharti bajarilmayapti

Ix~-n .
52X o (9) =6#1.
g

Dermak, regular tasavvurimiz keltiriladigan tasavvur, uni kelt.irilma}!'djgau
tasavvurlar bo'yicha qatorga yoyishimiz mumkin. Yoyilma koeffisientlarini 63-
formula bo'yicha topamiz:
1 ) 1
my = ES‘; x“r{g}xﬂ(g} = 8(6 -1 +0) =1,

1 1
= LT O () = S(6-140) = 1, 72)
ma 5% x®(e)x"(g) = 5( ) (72)

1 1
= L(3 R = (o = Y
my = = % XN o) (9) = £(6-2+0)
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Topilgan natijani

pit=p) oy D@ ) 2D(3J' (73)
yoki, matritsa ko‘rinishida
DB 0 00 0 0 )
0o [D® 00 0 o0
R
sel § T o
0 0 00
0 0 00

deb ifodalashimiz mumkin. So‘z bilan aytsak, regular tesavvurning ichida hir
o'lchamli D) tasavvur bir marta, bir o'lchamli D tasavvur bir marta, ikki
o'lchamli D® tasavvur esa ikki marta uchrar ekan. Regular tasavvur to'liq
keltiriladigan bo'lib chiqdi.

4.20-misol. D3 gruppasining yana bir tasavvuri. Uchta jismlarni ixtiyorly
ravishda o‘rinalmashtirish operatsiyalariga mos keluvchi S3 simmetrik gruppani

olib garaylik. Masalan,
Pae (1238
CES RS O

element 2- va 3- jismlarni o‘zaro almashtirib qo‘yadi. Huddi shunday,

j I
P312=(3 1 2)

element uchala jismlarni ciklik ravishda almashtirib chigadi. Bu elementni R
deb belgilaylik, 2- va 3-jismlarning o‘mini almashtiradigan elementni P deb
belgilaylik: P = Pp;. Birlik elementni esa quyidagicha belgilaymiz:

= (128
E‘(lz:i)

Bu gruppadagi elementlar soni 6 ga teng. Ular  quyidagilardir:
{E,R,R* P,PR,PR?}. Bu to'plam uch jism sistemasidagi hamma o‘zaro
o‘rinalmashtirishlarni o'z ichiga olishini ko'rish qiyin emas. Boshlang‘ich holat
1,2, 3) yuqoridagi operatsiyalar natijaside quyidagi ketma-ketliklarga o‘tadi:
{(112’3)1 (31 1, 2)' (2: 3! 1)1 (11 31 2)) (31 21 1)' (1) 3: 2)}
D5 va S; gruppalarning izomorfligiga ishonch hosil gilish giyin emas: Dy ~
S3. Ushbu izomorfizm quyidagicha o'rnatilishi mumkin:

EE A©R BoR, KoP, L& PR Mo PR
Olingan natija muhim bo'lgan Caley teorernasining hususiy holidir: Har
qanday chekli gruppa mos keluvchi tartibli simmetrik gruppa S, ning
gistngruppasidir.  Bu teoremaning to‘liq isbotini keltirib o‘tirmaymiz, uning
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to'g'riligiga har gal konkret cheklangan gruppani ko‘rganimizda ishonch hosil
qilishimiz mukin.

Sz gruppa uchta. bir hil jismli sistemaning simmetriyalarini o'z ichiga olgen.
S3 gruppa D3 gruppage izomorf ekan Dj ning shu paytgacha topilgan hamma
tasavvurlari S3 ning ham tasavvurlari bo'lib hizmat giladi. Ammo S; ning
yana bir tasavvurini topishimiz mumkin. Buning uchun quyidagicha vektor-

ustun kiritamiz: Y
2 | (73)
3

6-misolda ko'rsatgan edikki, Dy gruppasi uch atomli molekulaning sim-
metriyalarini ifodalaydi, IV.l-rasmda bu molekule ko'rsatilgan. Kiritilgan
vektor-ustun shu molekuledagi atomlarning boshlang‘ich holatini bildirsin. Bu
holda birlik element E ga 3 x 3 birlik matritsa mos keladi (hamma atomlar o'z
beshlang'ich holatida qoladi):

R

R elementini esa quyidagicha tasavvurlash munkin:

(e M) =L

Bu almashtirish molekulani 27/3 burchakks burashga mos keladi, atgm!ar
quyidagicha o'rinalmashdi: 3 — 1,2 — 3,1 — 2. Topilgen ikkita
matritsa S gruppasining ikkita elementining 3 x 3 o‘lchamli tasavvx{rlar{dll',
yengi tasavvurni D®(g) deb belgilasak topilgan matritsalarni quyidagicha
ifodalashimiz numkin:

100 00 1\
D(‘)(E)=(O 10, D(")(R)=(1 00 |.
\001/ \010)/
Huddi shu yo‘sinda qolgan tasavvur matritsalarini ham topishimiz mumkin:

/100y /00 1Y
pYPy=[{001); DUPR=[010];
\010/ \100/

010\ /01 0)

DURY=(001); D9UPRY={100)]

k1 00) \0a1)/

Topilgan har bir matritsa bajarayotgen elmashtirishlarni tekshirishni
o'quvchiga qoldiramiz.



S3 gruppasi ham uch sinfga bo'linadi - Cy : (E), & : (R, RY), Cy :
(P, PR, PR?). Xarakterlarni topaylik:

E|R[RE[P]PR]| PR?
K@3lolo 1] 1 1

Sinflar bo'yicha:

G [ G ] Cr
xP3]o]1]

Topilgan DY) tasavvur keltirilmaydiganmi? Yo'q:

éZx(‘”(g)x“)(g) 2 é(f’ +3)=2#1
g

Buni oldindan ham bilishimiz mumkin edi: gruppadagi sinflarning soni
uchta, uchta keltirilmaydigan tasavvurlar topib bo'lingan. Demalk, uni
Leltirilmaydigan tasavvurlar bo'yicha to‘g‘ri yig'indiga yoyishimiz mumkin. Shu
ishni bajaraylik.

Umumiy formula bo‘yicha

1 A
mi =2 > XM gx ().
g

Oddiy hisoblash natijasidam; = 1, mp = 0, ma = I ekanligini topamiz. Natija
quyidagidan iborat:
pl = pll g p®.

0 ( e )

yoki,
o [2°]
§8. Tasavvurlarning to‘g‘ri ko‘paytmasi
Gruppalarning  to'g'i  ko‘paytmasini  -betda  kiritdik.
Tasavvurlarning to‘g'ri ko'paytmasiga o'taylik. Tasavvurlar -

matritsalardir, shuning uchun matritsalardan boshlaylik. Bizga
ikkita 2 x 2 matritsa berilgan bo‘lsin:

by b
A= a11 a9 . — 11 Y12
( az1 a2 ) e DB <b21 bo2 ) ] (76)
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Ularning to‘g'ri, yoki, tenzor ko‘paytmasi deb quyidagi 4 x 4
matritsa aytiladi:

011211 011212 (1121(:11 012212
@11021 @11022 012021 Q12022 w
A anbyy anbia agnby azby |- (™)
anba asiban agby agby
A® B matritsaning matrik elementlari 0;5by; elementlardan iborat,
buni g
(A ® B)1L gt = az]bkl (IS)
ko‘rinishda. belgilanadi. Ikkala matritsamizning o‘lchamliklari b1r
x1l bo'lsa - n x n, ularning to‘g'ri ko'paytmasining o‘lchamligi n? x
n? bo'ladi. Agar A ning o lchamhg1 n X n, B ning o'lchamligi
m X m bo'lsa, A ® B ning o'lchamligi nm x nm bo'ladi. -
(78)-ta‘rifning to‘g'ri ishlashini ko‘rstaylik. Bizga n x n tartibli
ikkita A; va Aj va m x m tartibli ikkita B; va By matritsalar
berilgan bo'lsin. Bu holda

(A1 ® B)(4: ® By) = A1A; ® B, B, (79)
bo'lishini ko‘rsataylik (® ko‘rsatilmagan joylarda oddiy matrik
ko‘paytma ko'zda tutilgan).

[(Al ® B))(42® 32)} =A@ B (A2 ® Ba)prjt =

LY
(A )zp(Bl I\T(A2\F](BZ)TI = A1A2)1J(BIB2)M)

bu esa (79)-ning o‘zi.

(78)-ta'rif quyidagiga ham olib keladi: agar A va B mafrltbﬁll_‘dl
unitar bo'lsa A ® B ham unitar bo‘ladi: (A® B)f = (A ® B)™!
Tekshiraylik:

t € e . t
(AI)” (BT)M =ajb=(A® B};:.m =(A® B)ix-,jh
dan kelib chigadiki
[(A®B)l - (A® B)], ;= (A® B, ,,,(A® B)nnst =
= Al Bl AyBu= (A*A),,(BfB) 0 = G0 = Lt
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Huddi shunday isbot gilishimiz mumkinki, ermit matritsalarning
to‘g'ri ko‘paytmasi yana ermit matritsa bo‘ladi.

Biror-bir gruppaning ikkita keltirilmaydigan tasavvurlari
D@ va D) berilgan bo‘sin. Ularning to‘g‘ri ko‘paytmasini
quyidagicha ta ‘riflaymiz. ¢© funksiyalar n, o‘lchamli L* fazodagi

D'@ tasavvurning bazisni tashkil qilsin - {8, = 1,2,...,n,}.
Shunga o‘xshab, y? funksiyalar ng o'lchamli 1A fazodagi D@
tasavvurning bazisini tashkil qilsin - {‘aj:f},z' = 1,2,...,ns}.

Ularning ko‘paytmasi {d;gﬂ = w,b{"oﬁf, i=1,...,n05=1,...,n5}
na X 1 0'lchamli fazodagi bazisni tashkil giladi. Bu fazoni LegIf
deb Delgilaylik. Kelib chiqgan fazo L® va LA fazolarning to‘g'ri

ko paytmam deyiladi.
D@ va D@ tasavvurlarning to'g'ri ko'paytmasiga mos

keluvchi nang X n,ng o'lchamli matritsa
Dia g pA
bazisi mana shu {wfq/)f} bo‘lgan tasavvurni hosil giladi:
pld) — play o pB),

Hosil bo‘lgan matritsa D) tasavvur matritsasi ekanligini
tekshiraylik, buning uchun bizga 79-formula yetarlidir. gigo =
3 bo'lsin, matritsalar uchun ham shu qoida o‘rinli ekanligini

tekshlrayhk
for-'i}['g!)D(ﬂﬁ)(g:,) s (D‘"J(g]) ® D{ﬁ}(gl)) (D[“J(gg_} ® D{-j’(y-:})

= (e D (@)) @ (DP(e1)Dg)) ~
= D(&)(ga')®D(ﬁ)(g3) (Q/i 93)

L*® LD fazoda gruppgmizning g elementiga mos keluvchi
operatorini T, deb belgilaylik.  Uning ta’sirini quyidagicha
aniglashimiz mumkin;
aff {mid) afd o A)
T1/} - })“q( )U(H ‘_D[ J(g}DS {'?};"l)n{‘u =
) (80)
- (2810m2) (000) =
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Agar
1|{(Jm.ﬁ‘ = wn & 1&,3
belgilash kiritsak ohirgi natijani
T = Tp™ @ T’

ko‘rinishda ham belgilashimiz mumkin. }

Keltirilmaydigan tasavvurlarning to‘g‘ri ko‘paytmasiga 159
keluvchi tasavvurni keltirilmaydigan tasavvurlarning to'g'ri
yig'indisiga yoyish tasavvurlar nazarlyasmmg ikkinchi asosiy
masalasidir.  lkkita tasavvlar D® va DO keltirilmaydigan
bo‘lgan holdaham ularning to‘g'ri ko'paytmasi keltirilmaydigan
bo'lmasligi mumkin. Odatga, bu ko‘paytma keltlrlladlgan tasavvur
bo'lib uni keltirilmaydigan tasavvurlarning to‘g‘ri yig‘indisige
yoyish masalasi muhim masaladir:

D g D) = Zm’\OBvD(7) (81)
0!

Bunday qator Clebsch-Gordon qatori deyildi, M.z, koeft-
isientlar esa Clebsch-Gordon koeffisientlari deyiladi. Ta’ kxdlé‘ﬂ?
ketaylik, o‘ng tomondagi qator - tasavvur matritsalarining to‘g'Ti
yig'indisidir. ;
Xarakterlarga kelsak 78-dan ko‘rinib turibdiki, to'gTi

ko'paytmaning xarakteri xarakterlarning ko‘paytmasiga teng:
X% = Tx (D[m & D{-’”) = ¥5P. (82)

Clebsch-Gordon qatori uchun bundan quyidagini olamiz:

= ‘Ln\’,ﬁ T Z )mﬂ»;X (83)

§9. Tanlash qoidalari

Bizga biror fizik kattalik Fj, berilgan bo‘lsin, unga mos keluvehi
operatorni F,, deb belgilaylik. Kvant mexanikasida odatda

Foiy = = (i, a"/’]) (84)
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ko‘rinishdagi matrik elementni hisoblash masalasi qo'yiladi. Agar
fizik sistema qandaydir simmetriyaga ega bo‘lsa yuqoridagi
matrik elementning qanday hollarda noldan fargli va qanday
hollarda aynan nolga tengligini gruppalar nazariyasi aniqlab berishi
mumkin. Bu ish ortogonallik munosabatlari asosida. gilinadi.

Ko'rilayotgan fizik sistema qandaydir simmetriyaga ega bo‘lsin,
unga G gruppa mos kelsin (masalan, translatsion simmetriya,
gruppa G - o'zgarmas a vektorlarga siljish operatorlari g{a) =
exp(iap) dan iborat). Operator F, shu gruppaning ma’lum bir
tasavvuri orqali almashinadigan bo'lsin:

I TJL?;*:ZD;;{;;}F&
]

¥ va 9@ holatlar ham mos keluvchi tasavvurlar bo'yicha
aimashinsin:

1 2 2 (2)
THL"’.[ Y z Dii]{g)#,[l}, Tg‘l/)]( ) = z Df(j }{_f})'lr');[ )
k i

(84)-dagi skalar Lko'paytma unitar almashtirishlarga nisbatau
invariantdir. Har bir 1) ning ma’lum bir tasavvurga bo‘ysunishini
hisobga olib (84)-nj mos ravishda o'zgartiramiz:
ij = (¢fl), ﬁ-aw;?)) B (Iqﬂl’fn‘ T—;;F:lez}) -
= (Y, T,ET; ) = Y Dy (9)Dhu(9)%
Akl
(2 - 1) o e
x Do), Fy®) =S DL (9)Dh(9) D5 (0) Four
Bkl
Bu munosabatning chap tomoniga g kirmagani uchun uning o‘ng
tomonida g bo'yicha yig‘indiga o‘tamiz (natijani gruppa G ning
tartibi n ga bo'lish kerak, albatta):
1 W ADE () DO
Fouj = 5 Z ZDM (9)Dsal9) Dy (9) Fspa.
9 Bk
Yig'indi ostidagi ifoda to'g'ri ko'paytraadir:
DU"(g) @ D*(g) ® DP(g).
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Ortogonallik munosabati (50)-dan kelib chigadiki

L ple

= D (9)Dhu(a) D ()
4

yig'indi shunda noldan farq giladi qachonki DF ® D™ to'g'ri
ko‘paytmada D tasavvur uchrasa. Aks holda bu yig'indi nolga
teng. Mana shu tasdiq tanlash qoidasi deyiladi. Chunki,
yig'indi nolga teng bo'lsa (84)-matrik element ham nolga teng
bo'ladi, ya'ni, bunday jarayonning amplitudasi nolga teng bo‘]ad.i.
Amplitudasi nolga teng jarayon tagiglangan jarayon deyilad}.
Tanlash qoidasi matrik elementning hisoblash yo'lini ko'rsatmaydi,
u fagat qanday jarayonlar tagiqlanganligini ko‘rsatadi.

4.21-misol. Simmetriyasi uch olchamli aylanish gruppasi SO(3) sa
mos keluvchi atom sistema berilgan bo'lsin.  Sistema dipol momentga €g3
bo'lsin. Dipol momentining tashqi elektr maydondagi energiyasi quyidagicha
aniglanadi:

V=-—d-E=—Zeara-E. (85)
a

Shu 0'zaro ta’sirga mos keluvehi operator V ta’siridagi o'tishlarning qaysi birlari
taqiqlangan va qaysi birlariga ruxsat bor? - .

§12.-paragraida ko'rsatilganld, SO(3) gruppasining keltirilmaydigan
tasavvurlari j son bilan aniglanadi. j son butun va yarim butun so‘nlardar!
iborat, 7 - chi tasavvurni amolga oshiradigan funksiyalar 2j+1 oflchamli
fazodagi bazisni aniglaydi. j = 1 ho} uch o‘lchamli fazo vektoriga mos F{eladx,
shunge yarasha r, vektorlar D tasavvur bo‘yicha o'zgaradi. Atom sistema
hem qandaydir DY tasavvurga bo'ysunsin (G=1+1/2,bu )’erdﬁl Y OrAbl.tai
moment). Atom sistemasining (85)-operator ta'sirida j; — jp 0'tishlarining
qaysi birlariga ruxsat bor va qaysi birlari ta’qiqlangan?

Unmiuniy mulchazalarga asosan

(G2, V1) ~ (Jos Taft) ~ plir @ p g puv,
Ma'lumki ] _ )
DU @ pb) = pUi+l g plin) @ plir=1),
na ; g ‘ 3 in 0t ’qiqlanmagan
Demak, fagstgina jo = ji+1, j1, j1—1 bo'lganda j; — ja o'tish ta'qiqk .
boladi. Buni Aj = 0, +1 qoida deyiladi. Bu qoidadan bitta 1%;&105;;
Boshlang'ich holat j; = 0 bo'lsin, unda D @ PI® = DWW, demak, fagatgina
j2 = 1 holatga o'tish mumkin, 0 — 0 o‘tishlar tagiglangan.



§10. Uzluksiz gruppalar

Shu paytgachan cheklisonli, ya’ni, diskret elementlardan iborat
bo'lgan gruppalarni o'rgandik. Elementlari to‘plami uzliksiz fazoni
tashkil giladigan gruppalarga o‘taylik.

4.22-misol. R! - qo'shish operasiyasiga nisbatan uzliksiz
additiv gruppa. Bu - nokompakt gruppa, chunki gruppa elmentlari
nokompakt to‘plamni tashkil giladi.

4.23-misol. To‘liq chizigli gruppa GL(n,C) - kompleks
elementlardan iborat aynimagan n X n matritsalar to‘plami:

gu q1iz - Jin

g=| 2o e (86)
gnt Gn2 *°* Gmn
Agar har bir element g;; gandaydir parametrga uzliksiz bog'liq
bo'lsa {gi1, 912, - - » Gin, G21, - - - Gun} Vvektorni n? o'lchamli uz-
liksiz C™ kompleks fazo nuqtasi deb garashimiz mumkin.

4.24-misol. GL(n, R) - GL(n, C) gruppasining qismgruppasi:

GL(n,R)={g : g € GL(n,C), Img;; =0, 4,7 =1,...,n}.
Uning hamma elementlari haqigiy sonlardir.

4.25-misol. SL{n,C) © GL(n,C). Determinanti birga teng
matritsalar to‘plami: -

SL(n,C)={g : 9 € GL(n,C), detg=1.}

Bu ham nokompakt gruppa. Buni quyidagicha hususiy misolda

ko‘ramiz.
SL(2,C) gruppasini garaylik. Bu gruppa giperbolik aylanish-

larni o‘z ichiga oladi.
ab
c d

matritsa SL(2,C) ga tegishli bo'lishi uchun uning determinanti
birga teng bo‘lishi kerak:

ad — bc = 1.
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Bu tenglamaning vechimlaridan biri:
a=d=chr, b=c=shrT

Parametr 7 ning o‘zgarish sohasi cheklanmagan: —oo < T < oC.
Demak, SL(2, C) ning gruppaviy fazosi to‘g'ri chizigqa gomomorf
ekan, shuning uchun u nokompakt gruppa. Uning elementlari

sifatida
cht shr
sht chr

matritsalarni ko‘rishimiz mumkin.

Agar zg, z; lar ikki o‘lchamli psevdoevklid fazodagi koordi-
natlar bo‘lsa

xp =zoch7 + x18hT, z} = xoshT +z;ch7 (87)

almashtirish shu fazodagi interval kvadratini o‘zgartirmaydi:

1y ’
Ly — .7:}2 = :Eg — L?

87 - almashtirishlar Lorentz almashtirishleri deyiladi.  Fizik
kattaliklarga

ch'r:—l [E=

V1—p¥
orgali o'tishimiz mumkin.
4.28-misol. Unitar n X n matritsalar to‘plamini olaylik.
U gruppani hosil giladi, chunki ikkita unitar matritsalarning
ko'paytmasi yana unitar matritsadir:

ole

Uju, = IvaUlUy =1 bo'lsa  (UU)TUWs = USUTUU, = T
bo‘ladi. Oydinki
Un)={g : g € GL(n,C), g'g=1}.

Unitar matritsalar ichida determinanti birga tenglari SU(n)
deb belgilanadi, ular ham gruppani tashkil giladi:

SU(n)={g : 9 € GL(n,C), glg=1,detg =1}, SU(n) C U(n).
SU(n) - unitar unimodular matritsalar gruppasi deyiladi.
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U(n) gruppasini kompleks chizigli fazodagi skalar ko‘paytmani
saglaydigan matritsalar to'plami sifatida aniqlashimiz ham
mumkin:

n
(I) :U) = Z IE;:I/,'
i=1

skalar ko'paytma berilgan bo‘lsa unitar aimashtirish natijasida z’ =
Uz, y' = Uy skalar ko‘paytma o'zgarmaydi:

(Uz, Uy) = (z, UUy) = (z, y).

Unitar gruppalar kompakt gruppadir.

4.27-misol. n oflchamli fazodagi ortogonal matritsalar
to‘plami O(n) gruppani hosil giladi: ikkita ortogonal matritsa
O1(n) va Oy(n) larning ko‘paytmasi yana ortogonal matritsa:

(0102)7(0:10y) = 0F0T0,0, = 1.

Ortogonal matritsalar haqigiy » o'lchamli fazodagi skalar
ko'paytmalarni saqlaydi:

(Oz, Oy) = (=, y).

Ortogonal gruppalar kompakt gruppalarga kiradi.
Juda muhim teorema: Ixtiyoriy kompakt wuzliksiz
gruppa yoki U(n), yoki O(n) ning gismgruppasi bo‘ladi.
4.28-misol.  Psevdoortogonal gruppa O(p,q) o'lchamligi
p + q bo‘lgan haqiqiy fazodagi quyidagi formani saglaydigan
almashtirishlar sifatida ta‘riflanadi:

(z,9) = T+ Talat - Tplp— Tpr1Yp+t — Tps2Yprz—" "~ Tprallpte:

Bu gruppalar nokompakté gruppalarga kiradi. Bu gruppaga kirgan
matritsalarning determinanti birga teng bo'lganlarini SO(p, q) deb
belgilanadi. Lorentz almashtirishlari SO(3, 1) gruppasini hosil
qilishini tushunish qiyin emas.

4.29-misol. Psevdounitar gruppa U(p,q) o'lchamligi p -
g bo'lgan kompleks fazodagi quyidagi formani saqlaydigan
almashtirishlar sifatida ta‘riflanadi:

— ¥ * * "3 = '
(z,y) = Ty +ajys+ - LY T Tp Y+l T Tppalpa2 =~ Tpaglpte
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Bu gruppalar nokompakt gruppalarga kiradi. Determinanti birga

teng psevdounitar matritsalar SU(p, ¢) deb belgilanadi.
4.30-misol. Simplektik gruppa Sp(n, C'). Bu gruppaga kirgan

almashtirishlar 2n o'lchamli fazoda quyidagi formani saqglaydi:

(I, y) = T1Y2,+ToYop-11- - +TnYn—Cn41Yn—1—Tn+2Un-2—" - —Tz2p¥Y1-

Bu formaning nomi - simplektik -forma. Sp(n,C) nokompakt
gruppani tashkil etadi. Hamilton dinamikasi ushbu gruppa
almashtirishlariga nisbatan invariantdir. Buni quyidagicha ko‘rish
mumkin. Poisson gavsini olaylik:

8f 0g Of dg
f =
{” U}’ Z (dp‘aql 0g; 6;)1)

Agar {(E, =P1, P2, »Pny Gns Gn-1, " :(h} va
. DI
\2n) __ 7
= ( =70 )bundayemas

belgilashlar kiritsak (I, - n - o‘lchamli birlik matritsa) Poisson
qavslarini
of o n
{f, }: f g 1(2

T 13 ; O ;

ko'rinishga keltirib olamiz. Poisson gavslari yugoridagi simplektik
forma ko'rinishini oldi.

§11. Uch o‘lchamli fazodagi aylanishlar gruppasi

Uch oflchamli fazoda bir x = (x, 2, z3) vektorni olib garaylik.
Yangi shtixlangan koordinat sistemasiga o‘taylik, u eski sistemani
biron burchakka burash crqali olingan bo'lsin. Bu sistemada
vektorimizning komponentalari x' = (z}, x4, zj5) bo‘ladi. Buralish -
chiziqli almashtirish bo'lib eski va yangi koordinatalar quyidagicha
chizigli bog'langan bo‘ladi:

Ty = g%y + G12T2 + G13%3,
T = gnT1 + gaada + g3 (88)
Th = g% + gzl + 9a3T3.
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Matrik belgilashlarga o‘tsak bu almashtirishni

.'L‘: = gijZ; (89)

ko'rinishga keltirishimiz mumkin.
Demak, uch oflchamli fazodagi chizigli alamshtirish 3 x 3

matritsa
g1 912 Gi3 \
g=1{ 92 922 g3 |
931 932 933/
orqali ifodalanar ekan. (88) - almashtirish aynan aylanish bo‘lishi
uchun g matritsa ma’lum bir hossalarga ega bo'lishi kerak.
Ularni keltirib chigarish uchun aylanishda vektorning uzuniigi
o‘zgarmasligi kerakligini ishlatamiz:
=gl toitrd=sltal+al=x".
Ammo
3 3
Z%zﬁ z Z58i59ikTk,
i=1

i k=1

3
bu ifoda 3 z? ga teng bo'lishi uchun

=1

3
Zgi]gik = dji
=1
bo'lishi kerak.  Demak, uch oflchamli fazodagi buralishlar
matritsalari g ortogonal matritsa bo‘lishi kerak:
gdg=1

Uch o‘lchamli ortogonal matritsalar to‘plami O(3) deb belgilanadi.
Demak, g € O(3). Ortogonallik sharti g7 = g~! dan

(detg)? =1, yoki, detg = £1

ekanligi.kelib chigadi. Determimnanti -1 bo‘lgan matritsalar
gruppani tashkil gilmaydi (hagiqatan ham, ikkita detg = —1
bo‘lgan matritsalar ko'paytmasining determinanti +1 bo‘ladi),
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detg = 41 matritsalar esa - tashkil qiladi. Demak, detg = +1
matritsalar O(3) gruppasining gismgruppasini tashkil gilar ckan,
uni odatda SO(3) deb belgilanadi (so‘z bilan aytganda - ortogonal
unimodular matritsalar).

§12. SU(2)-gruppasi

Unitar unimodular matiitsalar gruppani tashkil giladi. SU (2).
bilan SO(3) ni bog'laylik. Buning uchun fazoning har bir nugtasi
(x1, 29, 23) bilan

< Ty = iTo
T = T0q = :
= T + 2@ —T3

matritsani bog'laymiz, bu yerda o; - Pauli matritsalari. I—bobdag%
(114)-formula Pauli matritsalarini aniglaydi. Ular uchun quyidagi
kommutatsiya va ko‘paytirish qoidalari o‘rinlidir:
ov, 03] = 2ieijxon, 005 = bij + i€ikO%- (90)
Pauli matritsalarining harbirining izi nolga teng, ammo yuqoridagi
formulaning ikkinchi gismidan
Tr (O'.LO’]') = 267'3' (91)
ekanligini topish mumin.
T matritsa ermit va uning izi nolga teng:
=% Tri=0.
(91)-formuladan foydalanib
1
T; = §'D‘(;io1)
ekanligini topish mumkin.
Agar unitar va unimodular bo‘lgan 2 X 2 o‘lchamli U matritsa
yordamida yangi

e WLRIL ¥ (92)
matritsa tuzsak u ham ermit va izsiz matritsa bo‘lad:
] ! -
i T S — i :
_jrr= .! .d'llf Wl i 2 . {{]O.]
Ty T TJ.'TQ =y

Bu tasdigning isboti ¢iyin emas:
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L (UsU~) = U-YizUt = UsU-Y
2. Trz' = Tr (U2U 1) = Tvg = 0.
(93) - formula mana shu ikki munosabatning natijasidir. (92) - dan
kelib chiqadiki,
det &’ = det Z.
Ikkinchi tomondan
detd = —z2—xy—x3 = —Xx> va deti’ = —:.-:Il?-xf_f—x;’ = —x.
Demak, unitar va unimodular bo‘lgan 2 x 2 o‘lchamli U matritsa
yordamida bajarilgan (92) - almashtirish vektorning uzunligini
saglaydigan almashtirish, ya'ni, fazodagi burilish ekan.
Shunday ekanligiga quyidagi hususiy hol misolida ishonch hosil

qilishimiz mumkin:
et 0
::( : e—iﬁ)' (04)

Hisoblaymiz:

U = (

3
_ z3 (g —img)e™ \ _ xzy @) —izh
=\ (z1 + iza)e —23 o\ Z) iz —xy 2

yoki, 7 )
T; = ZCOS& + X9 SN ¢y,

25 = —z1sin o + 79 cos ;

Th = 3.

Demak, (94) - matritsa z - o'qi atrofida. a burchakka buralishni

ifodalar ekan.

4.1-mashg.
g 8

p - [cosh —sing i
Yy (.‘:mﬂ cosh ) (95)

matritsa y o'qi atrofida [3 burchakka buralishni ifodalashini isbot qiling.
(92)- formulani =’ = zlg, = Uo;U'z; ko'rinishda yozib olib

unga (91)- formulani qo 1lab va (89)-formulani eslasak g € SO(3)
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va U € SU2) matritsatar quydariclin Lo lngane i b
mumkin:

: [
9U) = Iy (Uo, U ey fr,,

Korinib turibdiki, g({/) = g(--t/). Demnl, 41/ « 512,
—U € SU(2) matritsalarga bitta g ¢ SO(3) 1o beladi 1

kelib chigadiki, SU2) va SO(3) grappadari ovauida bl oyt
gomomorfizm bor ekan:

SU(2) = SO(3)
ker f = Zy = {E, —E}.

SO(3) gruppasi SU(2) gruppasining Zp invariapt qgismgrupnse
bo‘yicha faktor gruppasini beradi.

§12.1. Generatorlar

SU(2) gruppasining generatorlarini topaylik. Gruppe elementl g
va generatori A orasida quyidagi bog'lanish bor (o - gruppaviy
parametr):

g(a) & E‘GIA[. (97
g matritsa unitar gt = ¢! bo‘lishi uchun generator ermit bo‘lisii
kerak:

Al =4, (95

g ning unimodularligini ishlatish uchun (1.134) - ayniyarcan
foydalanamiz:

detg = exp (i TrA;) =1 — TrA; = 0. (99

Demak, A; matritsalar ermit va idzsiz 2 X 2 matsitsalar ekan
Bunday matritsalar sistemasi bizga ma’tum - bu Pauli matritsalari:

1/01 g, = L0 =i s

Qisqacha aytganda, A; = %0’,’. Pauli matritsalari  quyidagi
kommutatsion munosabatlarge bo‘ysunadi:

[Ai, Aj] =g (lon
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4.31-misol. (94) - formula orqali aniglangan I/, matritsa z -
o'qi atrofida a burchakka buralish matritsasi ekanligini isbot qilgan
edik. Hozirgina keltirilgan muloxazalar shunday matritsa sifatida

g:(a) = exp Gacr_-)

ni qarashimiz kerakligini bildiradi. Ularning tengligini isbot
qilaylik.

g-(a) = exp (ag.) = 1 + (%[;x -'go.‘) [__21_! ( (EJ{;QQ ('.)g(ﬁ) .

_ (em(%ﬂ') 0 ) J s

(101

§12.2. SO(3) gruppasining generatorlari

z o‘qi atrofidagi ¢ burchakka buralish matritsasini yozamiz:

cosew simp 0)
—sing cosg o) (102)
\ O O 1

g=(tp) =

Generatorning ta‘rifi bo‘yicha
g Y

7o Lds:
i dp

=0’
hisoblashni bajarsak
0 —i 0\
=117 0 0]. (103
0 0O
Ishonch hosil qilish giyin emaski,

9z (50) = eXp(i(pJ:).
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Huddi shunday yo'l bilan, @ wve 5 oqlari stiofida b
matritsalari

/1 0 0 [ i )~ By
)= 0 cosp singp ), glp - | 0 1 0
\ 0 —siny cosy / \aing O g /
dan kelib chiqib & va y o‘qlari atrofida buralizh geneiztonz::
topishimiz mumkin:
/00 0\ n 0
=100 ), J=[000]. (10
\0i¢ O =t 00/

Tekshirish giyin emaski
[Ji; J;) = i€ijik- e
Undan tashqari
Jp=J. 108
Bu formulani (100) - formula bilan solishtirsak SU{2) v= S22
gruppalarining generatorlari bir hil kommutatsion muncsa® z
bo‘ysunar ekan. Generatorlar uchun kommutatsion m 5
gruppaning algebrasini tashkil etadi deyiladi, SL72 ==
SO(3) gruppalarining algebralari bir xil ekan. Bu - :
aytilgan SU(2) va SO(3) orasidagi gomomorflikning aksid
eruppaning generatorlari bir xil algebraga ho'ysunar ekaz :
orasidagi farqqa bormaymiz, {J;, ¢ = 1.2,3} degandz ii='=
gruppaning ham generatorlarini tushunamiz.
Generatorlarning kvadratlarining yig‘indisini kiriteyvlii:
=g =+ I+ L. 07
Uning ixtiyoriy generator bilan kommutatori nolga teng:
[JQ, Jl] = 0. _~’
Demak, J? ixtiyoriy J; bilan bir hususiy funksivalar sis:
ega ekan. Ammo, J; lar o‘zaro kommutativ emas, shuning
gruppaning tasavvurlari klassifikatsiyasi magsadi uchun J-
bir vaqtda fagatgina bitta J; ni tanlab olish mumkin., Bun
generator sifatida odatda Js = J; olinadi. Demak. taniab ok
bazisni tashkil gilgan funksiyalar J? va J3 ning hususiy funksiy
bo‘ladi.
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§13. SU(2) (SO(3)) gruppasining tasavvurlari

Tasavvurlarni qurish uchun
Jo=h+id, J.=J; —1Jy

operatorlarni kiritamiz.
4.2-mashq. Quyidagi munosabatlarni keltirib chiqaring:

U del =+Js, [ )=2), P=LJ +F-J.=JJ, + J_E’JE J,.)

109
Izlayapgan tasavvur matritsalari qandaydir bir n oflchamli fazoda
ta’sir qilayapgan bo‘lsin, bu fazodagi bazis elementlarini f,, n =
1,2,...,n deb belgilaymiz. Tanlovimiz bo‘yicha

Jofm =M frn. (110)

Bazisni ortonormal deb olamiz. Hozircha ularning indeksida
fagatgina J, ning hususiy qiymatini aks ettiramiz, J% ning hususiy
giymatini uni topgandan keyin kiritamiz.

Yuqoridagi kommutatsion munosabatlarni ishlatib

Jodi fn = (Je Tz £ Ji) frn = (m £ 1) s fin (111)

ekanligini topish mumkin, Demak, (Jif;,) funksiya J. matrit-
saning (m = 1) hususiy giymatli hususiy funksiyalari ekan. Ya'ni,
J, operatori J, ning husisiy givmatini bittaga oshirib hususiy
funksiyani fn,, — fm+1 tarzda o‘zgartirar ekan, J_ operatori esa
J, ning husisiy giymatini bittaga kamaytirib hususiy funksiyani
fm — fm-1 tarzda o‘zgartirar ekan. Shu sababli J; operator
"ko‘taruvchi" operator va J_ operator esa "pasaytiruvchi" operator
deyiladi. Fazomiz chekli o‘lchamli bo'lgan ekan m ning shunday
maksimal qiymati (uni j harfi bilan belgilaylik) borki

Jif;=0

bo‘lishi kerak. Agar
v Jifm= p;fm:tl
belgilash kiritsak

[J+) ‘]-]fm =2J,fm= mem = (pr_n.p;;,—-l - p1-51/]n_1+1-)fmv
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yoki,
PmPm-1 = PPyt = 210 (112)
munosabatga kelamiz. J. ning matrik elementlarini hisoblaylik:

< m|Jy|m' >= (Ji)mmt =< mlph|m’ +1 >= pibmmis1;

< |J_fm >= (J )t =< 7 |pg|m — 1 >= p 0t m—1-
Bu munosabatlarni fagat noldan fargli matrik elementlar kirgan
quyidagi ko‘rinishda ham olish qulay:
<mlJim—1>=pr ., <m-1|J|m>=p,.
Jo larning boshqa elementlari nolga teng. (106) - munosabatdan
kelib chiqadiki
(J+)mm’ = (Ji)mm‘ = (J:)m’mv
yoki,
P = Prti-
Matrik elementlar tilida
<m|Jifm —1>=<m—1|J_|m >* .

Natijada (112} - formula

lom-if? = 2m + | g5

ko‘rinishga keltiriladi.
4.3-mashq.
1. Yuqoridagi munosabatda galma-galdan m = j, m = j — 1. ... giymatlarni

olib
p_;l—m =V (2.7 —-m+ l)m

ekanligini ko'rsating;

to

pn=Vii+ ) =mm+1),  ph=iG+1) -mm-1)
ekanligini ko'rsating;
3. J. larning noldan fargli elementlari uchun
<mllym =~ 1 >=<m—1J_jm >= /3G + 1) — m(n - 1)

ekanligini ko'rsating.
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4. Jy = (Je+J-}/2 va Jo = (J+ — J-)/(2i) lardan foydalanib j = 1/2 holda

1 I
Jl = 50'1, Jg =G J3 = 503 (113)

ekanligini ko‘rsating,.

5. j = 1/2 holda
L=(83>, .L=<?g> (114)

ekanligiga ishonch hosil giling.

J? ning hususly qiymatini hozircha Cjp deb belgilab uni
quyidagicha topamiz. Bir tomondan

< my|Jed_[mg >=< my|J? — J,(J, - 1)|mg >=
= (Cp — ma(maz — 1))dmyma

ikkinchi tomondan

< m1[J+J_|m2 >= Z < m1|J+]m3 >< mg’.]_‘TTLQ >=

m3
5 Z ‘5:'u1,n'.3+1 \/_?(j + 1) m m3(m3 ar 1)57"3,"12_1)(

mg

S \/-T(J + 1) - m2(m2 - 1) = Jml,mz (.7(.7 + 1-) - m!(ml e 1)\ .
Demak,

J2fm =j(j+1)fm- (115)
fm bazis J? va J, laming hususiy funksiyalaridan tashkil top-
ganligini bilamiz, ammo shu paytgacha bazis funksiyalarimizning
indeksi fagatgina J, ning hususiy qiymatlarini aks ettirgan edi,
endi biz J? ning ham hususiy qiymatlarini topdik va uni ham f
ning indeksida aks ettirishimiz kerak: f7,.

J soni m ning maksimal giymati edi, uning minimal giymatini
topaylik.  Hozircha shu minimal qiymatni j' deb belgilaylik.
o'zining ta‘rifi bo‘yicha,

Lﬁzu
Shundan kelib chigib

Sy = (@ = T = ) = GG+ 1)~ 5 - D)L =0,
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yoki,
==y
ekanligini topamiz. Demak, J, ning hususiy giymati m
—J<m<j (116)
ciymatlarni qabul qilar ekan. Boshqacha so'z bilan aytganda
tasavvur Inatritsalari ta’sir gilayapgan bazis somi (27 + 1) - ta
bo‘lgan _ _
fi_,d fi_r-'rhfi_;-;‘z:"'rfjnlrfj (117)
funksiyalardan iborat ekan. Bu bazis kanonik bazis deyiladi.
Olingan natijalarning asosiylarini qulaylik uchun bir joyga
yigaylilk:
SU(2) (SO(3)) gruppasining tasavvurlar fazosida {f2, —j <
m < j} funkswalardan iborat to‘plam ortonormal bazisni tashkil
qlladl Bu bazisda J2, J,, Jy, J- larning matrik elementlari 3-
mashqdagi formulalar va (110) (115)-formulalar orqali aniglanadi.
Fazoning o‘lchamligi n J% ning husu51y qiymati 7 bilan aniglanadi:
n = 2§ + 1. Fazoning o‘lchamligi butun son bo‘lganligi uchun j
quyidagi yarimbutun giymatlarni qabul qilishi mumkin:
1 1

v 015 2

j=10
7 = 0 hol trivial tasavvur deyiladi, j = 0 ga bir o’lchamli fazo
mos keladi, bir o'lchamli fazo skalar funksiyalardan tashkil topgan
fazodir.
j = 3 bo'lganda n = 2 ga teng, bu tasavvur ikki o'lchamli
fazoda ta’sir gilishi kerak. 1kki o‘lchamli fazo vektorini

(4)

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Odatda bunday kompleks vektorlar
spinor deyiladi. Yuqor1dag1 {116)- va (117)-formulalarga qaytsak

vn—;p—-

f1 komponenta j =5, m =3 holga va fo komponenta j = l,, m =
—: holga mos kehshuu ko ramlz Ya’ni, spinorni
¥ Ua1a N\
11;2
o (118
\ Ilr \}ﬂ
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4. Jy = (Jy +J-)/2va Jo = (J4 ~ J_)/(2i) lardan foydalanib 5 = 1/2 holda

1 1
Jy = 371 Jo = 592 J3 = =03 (113)

ekanligini ko‘rsating.

5. 7 =1/2 holda
/o 00 .
J+_(00), J'=(10) (114)

ekanligiga ishonch hosil giling.

J? ning hususiy qiymatini hozircha Cj» deb belgilab uni
quyidagicha topamiz. Bir tomondan

< m1]J+J_|m2 >=< mlth — Jz(_Jz - l)lmg >=
= (Cﬂ = TILQ(_TILQ == 1))(5"117,12,
ikkinchi tomondan

< my|JeJ_|mg >= Z < my|Jy|mg >< mg|J_|mg >=

m3

= z d—"lhmsﬂ \/_‘,‘(_} + 1) - mS(m3 i 1)(Sm:;,mz—l X

7”,3
X \/.7(.] + 1) - m'Z(m2 i 1) = 6ml,mg (](J ar 1) i m_‘(ml ™ 1)‘ o
Demak,

Jgf"l = j(.‘rj + 1}-{7?1' (115)
fn bazis J? va J. laming hususiy funksiyalaridan tashkil top-
ganligini bilamiz, ammo shu paytgacha bazis funksiyalarimizning
indeksi faqatgina J, ning hususiy qiymatlarini aks ettirgan edi,
endi biz J° ning ham hususiy giymatlarini topdik va uni ham f
ning indeksida aks ettirishimiz kerak: fJ.

7 soni m ning maksimal qiymati edi, uning minimal giymatini
topaylik.  Hozircha shu minimal giymatni 77 deb belgilaylik.
o'zining ta‘rifi bo'yicha _

J_f;, = 0.
Shundan kelib chigib

£y =@ =TI = )ff = (G +1) = 56"~ D)) =,
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yoki,
i'=-j
ckanligini topamiz. Demak, J, ning hususiy giymati m
“FE =] (116)
olymatlarni gabul qilar ekan. Boshqacha so'z bilan aytganda
tasavvur rnatritsalari ta’sir qgilayapgan bazis soni {2 + 1) - ta
bo'lgan
fi_;' Jrij+ll fij-f?‘ oy f;"—la ,,’_: (117)
funksiyalardan iborat ekan. Bu bazis kanonik bazis deyiladi.
Olingan natijalarning asosiylarini qulaylik uchun bir joyga
yig'aylik:
SU(2) (8O(3)) gruppasining tasavvurlar fazosida {fi, —j <
m < j} funksiyalardan iborat to‘plam ortonormeal bazisni tashkil
giladi. Bu bazisda J?, J,, J+, J. larning matrik elementlari 3-
mashqgdagi formulalar va (110)-, (115)-formulalar orgali aniglanadi.
Fazoning o'lchamligi n J? ning hususiy gqiymati 7 bilan aniglanadi:
n = 25 + 1. Fazoning o'lchamligi butun son bo‘lganligi uchun j
quyidagi yarimbutun giymatlarni gabul gilishi mumkin:
1 1
3 Ey 17 15:
j = 0 hol trivial tasavvur deyiladi, § = 0 ga bir olchamli fazo
mos keladi, bir o‘lchamli fazo skalar funksiyalardan tashkil topgan
fazodir.
i = % bo'lganda n = 2 ga teng, bu tasavvur ikki o‘lchamli
fazoda ta’sir qilishi kerak. Ikki o‘lchamli fazo vektorini

fi

fa
ko'‘rinishda ifodalash mumkin. Odatda bunday kompleks vektorlar
spinor deyiladi. Yugoridagi (116)- va (117)-formulalarga qayisak
/i komponenta j = 1, m = ; holga va fo komponenta j = 3, m =

-% holga mos kelishini ko‘ramiz. Ya’ni, spinorni

1/2
ik

j=0 2 R

(118
1/2
f-ljﬁ
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ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Kvant mexanikasi nugtai
nazaridan ushbu spinor spini 1/2 ga teng bo‘lgan zarrachaning
to'lgin funksiyasini ifodalaydi. (113) - formula bo‘yicha ushbu
spinor J? ning 3/4 ga teng hususiy qiymatiga mos keluvchi vektor,
Js ning esa +1/2 hususiy giymatlariga mos keladi:

; /2

fir ) _1 ( fiz \ _1( hn .
Js f (U _1) 4 == ] (118)

0 0

0

()6 ()

1/2 "2\ 0 -1 1/2 DN BV

f—lﬂ \ /=172 Y7

(120}
Ko‘taruvchi va pasaytiruvchi operatorlarga kelsak (114)-
formuladan

EONUS o o/ i ) i)

J.,. ( o o 4—1/2 ’ ,]+ 12 = )
By 0 0
f1]//22 0 0
> ( “\ae | = 2 ) .
0 -1/2 -1/2

ekanligini ko'rish mumkin.

Ikki komponentalik spinorlar aylanish gruppasining spinor
tasavvurini tashkil giladi. j = 1 bo‘lgan holdagi tasavvur
vektor tasavvur deyiladi, bu tasavvur bo‘yicha almashinadigan
uch komponentalik kattaliklar SU(2)(SO(3)) gruppasining vektori
deyiladi. Agar ularni ustun sifatida olsak

i

f{)

i
ko'rinishga kelamiz. Bu - oddiy uch o‘lchamli fazoning vektorlari,
faqat ular kanonik hazisda olingan. Bu bazisni o‘zimizga tanish
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bo'lgan uch o‘lchamli dekart bazisi vektorlari bilan bog'lash qiyin
emas.

fi1 va fd lar qandaydir uchvektor a = {az,ay,a} bilan
bog'liq. Buni quyidagicha ham ko'rish mumkin: z o'qi atrofida
(p burchalcka bursak ixtiyoriy uchvektor uchun

a, + ia, = e7%(as + ia,) {121)

bo'ladi ((I.14)-bilan solishtiring), huddi shu operatsiyada fZ,
9:0) i1 = €*¥ f1, bo'ladi ((102) va (110)-lar bilan sohshtxrmg)
Undan tashqan g:( )fo = fo va g,(¢)a, = a,. Demak, fi ~
oy +iay, f1) ~ a, —ia, va f} ~ a, ekan. Odatda

1 1
fil = 7‘5{&: T iay)| fl1 = E{a:r. = m’yjr f(} = 0z

tanlab olinadi. Bu muhokamani (§17.)-paragrafdagi misolda davom
ettiramiz.

J? odatda Casimir operatori deyiladi (§22.4.-paragraf
bilan solishtiring). Casimir operatorlarining hususiy qiymatlari
gruppaning tasavvurlarini llassifikatsiya gilish uchun ishlatiladi.
SU(2) gruppasi uchun J? = j(4 + 1), hozirgina ko‘rdikki, j ning
har xil giymatlariga har xil o‘lchamli tasavvurlar mos keladi.

§14. 2 X 2 unitar va unimodular matritsaning umumiy
ko‘rinishi

Ixtiyoriy unitar va unimodular matritsaning eng umumiy
ko'rinishini topaylik. Quyidagi kompleks 2 X 2 matritsani olaylik:

a b t _f(a* oy
U:(cd), U_(b,, d*>. (122)

Uning unimodularligi quyidagini beradi:
detU =ad —bc=1. (123)

U= ( _dc _ab) (124)
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a'rif bo'yicha U ga teng. Demak,
a*=d, b =—c (125)
yoki,

U=(_1‘£>, ut=y-t (g‘f). (126)

Determinantning birligidan esa
|a? + [b]* = 1 (127)

kelib chigadi. Bu tenglamaning yechimi sifatida
a=e"cosy, b=—ePsiny (128)
larni olishimiz mumkin. b ning oldidagi minus ishorasi aylanish
matritsalari bilan moslik uchun olingan. Shu bilan biz 2 x 2
o‘lchamli unitar unimodular matritsaning eng umumly ko‘rinishini
topdxk
U= (e‘\ cosy —e siny \ (129)
\ e“siny e cosy ) ’ ;

Bu formulada y™< 0 deb olsak z - o'ql atrofida 26 burchalkka
buralish matritsasini™alamiz - (94)-formula bilan solishtiring. Agar

=X =0va~y = )2 deb olsak’y o'qi atrofida 8 burchakka
buralish matritsasi kelib chigadi (95 - formula bo'yicha).

Buralish burchaklari sifitidd Euler burchaklarini olamiz. Bu
holda buralish jarayoni uch\ﬁiapdan iborat ho'ladi - birinchi
navbatda eski z 0'qi atrofidd y buschakka, ikkinchi navbatda yangi
y o‘'qi (tugunlar chizigi deyiladigan QN o'qi) atrofida 6 burchakka
va nihoyat yangi z o/ atrofida \burchakka buralish (IV.2-
rasmga qarang). Bu uchta ketma-ket bajariladigan operatsiyalarga
quyidagi uchta matritsalarning ko'paytmasinos keladi:

S8 N e s . ¥
e[ e/0 ) [ cosg —sing) (7R 0 _
7 et% } \ sin§ cos§ 0 f“'

(130)



-4 2-rasm: Euler burchaklari

Ixtiyorly 2 X 2 oflchamli kompleks matritsani 8 ta son aniglaydi,
unimodularlik (123)- va unitarlik (125)-shartlari beshta shartdir.
Demak, 2 x 2 olchamli unitar va unimodular martitsani 8-
5=3 ta mustaqil son orgali aniglash mumkin. Ular sifatida uch
o‘lchamli fazodagi aylanishlarni aniglaydigan uchta burchaklarni
olish mumkin. Ohirgi formulada mana shu uchta burchakka
bog'liglik oshkora ko‘rinishda aniqlangan.

§15. Spinorlar

j = 1/2 holni alohida ko‘raylik. (113)-, (119)- va (120)-
formulalardan ma’lumlki bu holda ikki komponentalik

kompleks vektorlar SU(2){SO(3)) gruppasining eng kichik vaznli
spinor tasavvurini tashkil giladi. Bu tasavvur keltirilmaydigan
tasavvurdir. SU(2) ning elementini U deb belgilasak aylanishga
nisbatan £ quyidagicha almashinishi kerak:

=gl g B=1,2. (131)
Bu yerda
By, U, PESE— AT G
Yuqoridagi formulani ochib yozsak

gl =ag' +b€%, %= +dd (132)



bo'ladi. Shunday ikki komponentali spincrlardan m tasini olib
ulardan £;1£3% . - - £3m ko‘paytmani tuzamiz. Qydinki

m

‘g;ﬂl ;nz ; ('”l:‘rl = Uﬂ‘lU"-"' gm‘flﬁrgﬂ" .r7 _
Agar {“ vektor ikki o‘lchamli chizigli fazo bazisini tashkil gilsa
E1ES? - - - £0m ko'paytma 2™ o'lchamli chizigli fazo bazisini tashkil

1
etadl Ushbu fazoni L, deb belgilaylik. Hosil bo‘lgan L, fazoning
ixtiyoriy elementini £*122%m deb belgilaylik. Bu vektor uchun

almashinish qoidasi
Efﬁmzmﬁm = Ug! UE; N 5 b}?’:‘rlfﬁlﬁﬁ'“ﬂm (133)

bo'ladi. Demak, £*192%m glementlar SU(2) ning L., fazodagi
tasavvurining bazisini tashkil qilar ekan. £*1°279m kattalildar
m—rang spinori deyiladi, mos keluvchi tasavvur esa m-chi rang
spinor tasavvuri deyiladi. Bu tasavvur keltirilmaydigan
emas. Buni quyidagicha ko'rish mumkin. Hamma indekslari
bo‘yicha simmetrik bo‘lgan spinorlar to‘plamini S, deb belgilaylik,
bu to‘plam L,, ning gismfazosidir. S, invariant gismfazo
bo'ladi. (133)-dan ko'rinib turibdiki, simmetrik bo‘lgan £@1°2~m
spinorning indekslarining o‘rinlarini qandaydir gilib o‘zgartirganda
o‘ng tomondagi U matritsalarning va 182 - - B, indekslarning
o‘rinlarini ham mos kelgan holda o‘zgartirsak formula o‘zgarmaydi.
Demak, simmetrik spinorlar L, ning invariant qismfazosini
tashkil giladi. Bu degani, simmetrik spinorlar keltirilmaydigan
tasavvurni tashkil giladi. Sy, ninmm‘ﬁz}@im
simmetrik bo‘lgani uchun uning 1 va 2 indekslari qaysi tartibda
joylashganining ahamiyati yo'q, shu sababdan quyidagi m 4 1 ta
spinorlar S,, fazodagi mustagil bazisni tashkil giladi:

2 i

Demak, S,, ning o‘lchamligi m + 1 ga teng. Bunday simmetrik m-
chi rang spinor aylanish gruppasining j = m/2 vaznli tasavvurini
tashkil qiladi.

Shu paytgacha o‘rganilgan spinorlar kontravariant spinorlar
deyiladi. Ular U matritsalar yordamida (131) qoida bo‘yicha al-
mashinadi. Kompleks qo‘shma tasavvur U orqali almashinadigan
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va. kovariant spinor deyiladigan
&=& (U, (L)

kattaliklarni kiritaylik. Unitarlik sharti natijasida UT tasavvur
mustaqil emas, u U™ ga teng. Kovariant spinorni vektor-satr
&a = (&1, &) sifatida ko'rish kerak, shunda yucoridagi almashinish
goidasi tushunarli ko'rinishga keladi:

6 &)= 6 &) (5 & ) - @a+tE catda). ()

Norelativistik kvant mexanikada &, kompleks qo‘shina spinor 9" ga
mos keladi, 1*ts = |4/ ko'paytma esa zarrachani fazoning ma’lum
bir nuqgtasida topish extimolligini beradigan kattalik sifatida skalar.
ya'ni, invariant kattalik bo'lishi kerak. U matritsaning qni§w1151
UtU = 1 bu talabning bajarilishini ta’minlaydi. Demak, Ixtiyoriy
ko- va kontravariant spinorlarning skalar ko'paytmasi invariant
ekan:
Xot"™ = xaUUE® = Xat® (136)
(132)-goida bo'yicha almashinadigan ikkita kontravariant spinor &
va x lardan ;
ele T O
kombinatsiyani tashkil gilaylik. det U = ad—be = 1 bo'lgani uchun
hu kombinatsiya invariant bo‘ladi:
2
XI2£/I _ XII{IZ — X?&l — X1§ .
{136)-bilan moslik bo‘lishi uchun
x=x xe=-X (137)
deb gabul qilish kerak. Ya'ni, SU(2) holida ko- va kontravariant
spinorlar hagiqatda bir-biriga keltiriladi. _ )
Kovariant spinorlar kiritilgani uchun ixtiyoriy rangh_ aralash
spinorlarni ham kiritish mumkin. Masalan, &3 spinor al-

mashtirishlarda o‘zini bitta kontra- va bitta kovariant spinorla.rnipg
ko'paytmasidel tutadi, buni £ ~ £%xs deb belgilash mumkin.

§?f)\ esa ikkita kontravariant va uchta kovariant indekslarga ega
bo‘lgan 5-rang spinoridir.
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SU(2) gruppasining tenzorlari bilan ishni osonlashtirish
magsadids,

Gap = ( _0] é } ) Joff = —Y9pa

ko'rinishga ega bo'lgan kovariant "metrik tenzor" kiritamiz. Bu
holda (137)-qoida

Xa = gcxﬂXﬂ
ko'rinishni qabul qiladi. Agar gapg®? = &2 munosabat orgali
kontravariant metrik tenzor

A |
g ‘(1 0) (138)

kiritsak y® = g“ﬁxﬁ formulani ham olamiz. Umuman

Xaﬁ = ga'y,‘(‘m, Xap = gavgBaXW, Xuﬂ = gavx’yﬁ va h.k.

Kiritilgan metrik tenzorlar orqali spinorlar fazosidagi invariapt
skalar ko‘paytmalarni sodda ko‘rinishda ifodalab olishimiz mumkin:

Xol® = gaﬁXﬁEa-

Bunday kiritilgan skalar ko‘paytma quyidagi hossaga egaligini
tekshirish qiyin emas:

Xof® = X" (139)

Buning sababi metrik tenzorning antisimmetrikligi: gag = —8fa-
Kiritilgan metrik tenzor m-chi rang spinorini ixtiyoriy ilcki
indeks bo'yicha soddalashtirib (m — 2)-chi rang spinorini olishga
imkoniyat beradi. Masalan,
galmgmﬂ'zaa = 50.3.
(139)-dan ko‘rinib turibdiki

908X"X" = X°Xa = 0.

Bu natijalardan hulosa shuki simmetrik spinorlar keltiriimaydigan
tasavvurni tashkil giladi. Bir simmetrik spinor olaylik: £2102
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agar uni ixtiyorly o va ¢ indekslari bo‘yicha soddalashtirsak nolni
olamiz:
laopfe T2 =]

Demak, simmetrik spinorlar o'zidan soddaroq spinorlarga keltir-
ilmas ekan.

Ixtiyoriy ikkinchi rang antisimmetrik spinor metrik tenzor gag
ga keltiriladi:

Xop = ~—XBa = QFop; (140)

Pu yerda a - skalar. Ko'rish qiyin emaski, boshqa xech genday
imkoniyat, yo'q.

i Yuqoridagi qoidalar formal matematik talablardan kelti_rib
('hl(.l_ar.ildi. Hagiqatda ular kvant mexanikasidagi fizik talablarning
natijasidir. Kvant mexanikasidan ma'lumki, spini 3h ga teng
zarracha (masalan, elektronning) spinining tanlangan yo‘nalishga

L

(masalan, z-o'qiga) bo‘lgan proeksiyasi fagat +3h v 2
qiymatlarni gabul qiladi. Spinning proeksiyasi +4# bo‘lgan holatga

o-(1)

spinor mos keladi, proeksiya —%h ga teng holga esa

0
=
W (q)

spinor mos keladi. Bularni tekshirish qgiyin emas: spinning 2-
kompanentasi operatori s, = 3fic, uchun

1, 2 [

s, = 5;11\{1], 5" = —57“1) .
Zarrachaning biror nuqtada topish zichligi p = 11)*11/)1%1/’*21/’2 skalar
kattalik bo'lib u aylanish operatsiyasida o‘zgarmaydi:

7/)/«1wll + 1.[),*21//2 b 1/}*111)1 + 1/)'21/)2_ (141)
Agar 9!, 4% spinorlar (132)-qoidasi bo'yicha o‘zgarsa va shunga
yarasha 9 lar uchun

'll)l*l = a*'l,b] L b*'l/j2j ‘l/)”z 3 C*wl e (l‘¢2

i81



ga ega bo'lsak (141)- bajarilishi uchun (125)- va (127)- bo'lishi
kerakligini keltirib chiqarish giyin emas (bu - o‘quvchiga mashgq).
Bu oz navbatida (131)-dagi almashtirish matritsasi U ning unitar
va unimodular bo'lishi kerakligini bildradi.

§16. Aylanish matritsalari

(117)-formulaga gaytaylik. Elementar ikki komponentalik kon-
travariant spinorning komponentalarini & V= ¢, €% = 5 deb
belgilab {fi, —j < m < j} funksiyalar sifatida ulardan tuzilgan
quyidagi simmetrik bazisni olamiz:

C'I_m:']'j-i—m
\/(.? —m)l(7 + m)!
—j € m < j intervalda o‘zgarganda quyidagi ko‘rinishdagi 25 + 1
ta birhadlar sistemasini olamiz:

C'EJ‘ C‘—}Hinj C‘-J_‘ET?Q' N ) g'l’.}ulil. b ??I_J
(40)-bo'yicha {(126)-ni hisobga olganda)
F'(€) = f(UT€) = f(a"¢C — by, b°¢ +am)

bo'ladi. Tasavvur matritsalarini Dan’ deb belgilasak

T{L(G‘*C B b7?: b‘C i ‘177) N Z [)f;’w.‘.f:-z'(‘:l 1)

Fdm) (142)

formulaga kelamiz.

J—m

(a*¢ — b)Y~ Z _n(@ QY™ (—tm),

j+m
(6°C +any*™ = Z N GO )Y

formulalarda binomial I(oeﬂiSlentlar C! = k({1 — k)!) ni ishlatib,
(130)-formuladan a va b lami qo'yib aylanish matritsalari D7,

o
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uchun Euler burchaklari orqali quyidagi ifodani topamiz:

D:nm’(‘pi 0, if}) =
= f(_l)nﬂn—m/ \/(_7 A m)'(j — m)l(] 4L m”'(} o m’)l
n=0 n?(j—m—n)!(j.}.m/_n)!(n_f_m _m/)

s ) 2/+m'~-m—2n , o\ 2ntm—m
. ] _
X Mgy (cos —) sin —)

B3| =

2
Bu formulani

Dilrr:'{g! 8‘ 1\-'{’} = 3!.""‘91'!'{ F(g)e—‘im'-gﬁ (143)

mmy

ko‘rinﬁshda, ishlatish qulayroqdir. Eng muhim bo‘lgan ikkita
hususiy holni keltiraylik:

1/2 cosg = sin,—i
dmm’ (G) = i = i
sing coss

1+cosf sin@ 1—cosf \
2 V2 2

sin sin #
cosd —_—
G 0]

dr[unl' (0) = =

1—cosfl sind 1+ cosé

\ 2 VO
(IV.2)-rasmda keltirilgan Euler burchaklarining ta‘rifidan ko'rinib
turibdiki ¢ va 1 burchaklar bilan ¢ 4 27 va % + 27 burchaklar
fizik nuqtai nazardan farq qilishi mumkin emas, shuning uchun
D} (0,8,%) = D! (2m,8,4) va DI, (,6,0) = D} _.(e,0,27)
bo'lishi kerak. Bumni birgiymatlilik shart: deylik. Ammo (143}-
formuladan quyidagilarni olamiz:
Dinm’(z”r! 01 1/)) = 6121rmD} ’(0.‘ 9? d’)’

mm

DJ ’({.D' gl ‘?‘ﬁ) i ‘_-_"IJ'-“”r Df.‘llr:'l[\s" EJ' t“

mm
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m va m' sonlar j bilan bir vagtda butun yoki yarimbutun bo‘ladi.
Shuning uchun, agar j soni butun bo'lsa birgiymatlilik sharii
bajariladi, agar 7 yarimbutun son bo‘lsa (spinor tasavvur) tasavvur
ikkigiymatli deyiladi. Bunda D! (2m,0,9) = —D! ,(0,8,9)
va D! (p,8,2r) = —D! (0,6,0) bo‘ladi. Kvant mexanikasida
elektronning to'lgin funksiyssi j = 1/2 ga mos keluvchi spinordir,
olingan formuladan kelib chigadiki, bu to'lgin funksiya 2#
burchakka burilganda (-1) ga ko'payadi.

§17. Clebsch-Gordon gatori

Keltirilmaydigan tasavvurlarning to‘g‘ri ko‘paytmasini keltirilmay-
digan tasavvurlarning to‘g'ri yig'indisiga yoyish masalasi eng
muhim masalalardandir:

Dt @ DR = Z &;.G{;J:' D, (144)
7

Umumiy holda bu masala og'ir masala hisoblanadi. SU(2) gruppast
uchun uning yechimi quyidagicha.

Bir sinfga tegishii elementlarning xarakterlari bir xil. Har
xil o‘qlar atrofida bir il burchakka buralishlar bitts sinfga
tegishlidir. Buni quyidagicha ko‘rish mumkin: birinchi o'q atrofida
¢ burchakka buralishni g;(p) va ikkinchi ixtiyoriy o'q atrofidagi ¢
burchakka buralishni gy(p) deb belgilayli. Birinchi o‘qni ikkinchi
o'‘qqa burab o‘tkazadigan elementni gy deb belgilaylik. Unda
91(0) = g092(1p) gy * bo'ladi. Demak, z-0'qi atrofidagi ¢ burchakka
buralish tasavvurining xarakterini topsak ixtiyoriy o'q atrofidagi
¢ burchakka buralishga mos keluvchi tasavvurning xarakterini
topgan bo‘lamiz.

Dfnm’[‘;gv 0,0) = €™ dpumt
dan foydalanib quyidagini olamiz:
: (P
’ i sin (—(27 + 1))
X8 = 3 Dip(,0,0) = 3 e = 2
m=—j sin 5
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(144)-ning chap tomonining izini hisoblaymiz:

J1 J2 m=31+J32
XJ}{,P}XJE{‘F.} = Z R Z gimap — }_j "™ ()-
my=—3) ma=—jz m=|j1—72}
Tasavvurlar tilida quyidagi Clebsch-Gordon galorini olamiz:
Dh g D?2 = pittiz g pittiz-l gy ... @ plir=72l, (145)

_D" matritsa 27 + 1 o'lchamli fazoda keltirilmaydigan tasavvurni
ifodalaydi. Chap tomonda (27; + 1)(2j2 '+ 1) oflchamli fazoda
ta’sir giluvchi tasavvur matritsasi berilgan, o‘ng tomonning
ma'nosi shuki, bu fazo o'lchamliklari |j; — jof dan ji + ja gacha
bo‘lgan invariant gismfazolarning yig'indisiga parchalandi. Bu
gistfazolarning har biriga tegishli funksiyalar uch o‘lchamli z,y, 2
fazoning buralishlarida fagat shu qismfazoga tegishli funksiyalar
orqaligina ifodalanadi.
4.32-misol.

Dl/2 ® Dl/Z ! Dl D Do. (146)
Har bir D2 jkki o'lchamli bo'lib ikki komponentalik spinorlarning almashtirish
matritsasidir. Ikkita fundamental ikld o‘lchamli tasavvurlarning ko‘paytmasiga
mos keluvhei to‘rt o‘lchamli fazo tikkita keltirilmaydigan fazolarning to'g‘ri

yig'indisiga parchalanar ekan. Clebsh-Gordon qatori ko'pincha tasavvur ma-
tritsalarini yozib o'tirmay shu tasavvurlarning o‘lchamliklari orqali ifodalanadi:

202=361.

Ya'ni, ikkita spinorning ko' paytmasi bitta uch o‘lchamli vektor va bitta skalarga
parchalanar ekan. Shu joyda (121)-formulaning muhokamasiga qaytish ayni
muddao. DY2 @ DY? tasayvur bo'yicha o‘zgaradigan kattalik 8. Uni
simmetrik va antisimmetrik gismlarga bo‘laylilk:

o

’ 1 i
2 = [1'3"“3 + h,_!,s'n;l + 5 Lrbmi =5, wﬂn} - .L;J{l-ﬂl + ul‘|r\,i|.

[

Mana shu parchalanish (146)-ga mos kelishini ko‘rsataylik. Antisimmetrik qism
aylanishga nisbatan g/*% — 419 ckanligini topish qiyin emas - (140)-formula
bo‘yicha bu spinor skalarga ekvivalent, demak, u DY bo'yicha almashinadigan
skalar bo'lar ekan. lkkinchi rang spinorining simnmetrik qismi bilamizki
keltirilmaydigan tasavvurga bo‘ysunadi. (142)-formula bilan solishtirib ikkinchi
rang spinorning simmetrik qgismini quyidagi uch komponentalik vektor

1
e L
fi = v,,—u,ff' ) Iy

[0 1 Q
2, fo =5+t
7 :

vl
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ko‘rinishida yozib olishimiz mumkin.
4.33-misol.
Do DV? = D32 g pif2.

Buni esa
3®2=402

deb ifodalaymiz. Ya'ni, birinchi rang tenzori (uch komponentalik vektor) va
yariminchi rang tenzori {ikki komponentalik spinor) ning ko‘paytmasi to‘rt
komponentalik (rangi 3/2 ga teng) va ikki komponentalik (rangi 1/2 ga teng)
tenzorlarning to'g‘ri yig‘indisiga parchalanar ekan.

4.34-misol. Ikkinchi rang tenzorini soddalashtirish.

Clebsh-Gordon gatorini ikkita vektorning ko'paytmasiga qo‘llaylik:

D'@D'=D*@D'eD% yki 3®3=56360L (147)

Ikkinchi rang tenzari o‘zining ta'rifi bo'yicha ikkita vektorning ko‘paytmasi kabi
almashinishi kerak, shu nuqtai nazardan chap tomonda gandaydir ikkinchi rang
tenzori turibdi. Bunday tenzorning 9-ta komponentalari bor, ular 9-o‘lchamli
fazoni tashkil giladi. (147)-formulaning o‘ng tomoni bo‘yicha bu fazo uchta
keltirilmaydigan invariant gismfazolarga parchalanadi. Ularning o‘lchamlildari
-5,3val,

Shu masalani boshgacha yo‘l bilan ham yechaylik.

Bizga ixtiyiriy ikkinchi rang tenzori berilgan bo‘lsin: T;;. Uni simmetrik
va antisimmetrik gismlarga bo'lib olishimiz mumkin:

e 1 1 m d
Ty = 5Ty + Tie) +5 (T =~ Tje) = Sy + Ay ek
Ko'rinib turibdiki,
1 . 1
Sy =5 (T +Tpi) = Sy Ay =5 (T = Tin) = —Ajs- (149)

Uch o'lchamli fazodagi ikkinchi rang tenzorining komponentalarining soni 3 x
3 = 9 ga teng. Tenzorning mustagil komponentalari soni masalasiga kelaylik.
Bu masalani hal gilish uchun ixtiyoriy ikkinchi rang tenzorini matritsa sifatida
tasavvur qgila olishimiz mumkinligidan foydalananamiz:

/Ty T Tig
| Tn Tp T |.
\Ta1 Taz T33/

Antisimr_netrik tenzorning mustaqil komponentalari soni nechta?  Uning
diagonalidagi hamma komponentalari nolga teng:

Ay =-A;=>A; =0, i=123.
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D%agonqli tagidagi 3-ta komponentalar diagonal ustidagi 3-ta komponentalsriga
minus ishora bilan teng.  Demak, antisimmetrik tenzorning mustaqil
komponentalari soni 3 ga teng:

/0 Ay A\
l —Ap 0 Ay ).
\ —4j3 —Axp 0

S?mmetrik. tenzorning mustaqgil komponentolarining soni esa 6 ga teng -
diagonaldagi 3-ta komponentalar o‘z-o'ziga teng, diagonal tagidagi 3-ta
komponentalar diagonal ustidagi 3-ta komponentalariga teng:

/ Su Sz Sis
( Sz Sop Sn |
\ S13 So3 Sa3 /

Tenzo;n.ing simmetrik va antisimmetrik gismlari koordinat o'qlarini al-
mashtirishda faqat o0'zi orqaligina ifodalanadi:

S} = ajrauSu = a0k Su = aikajiSi = aixeuS = Siz;

Al = ajpogAy = auajrAy = apapAn = —axajpdn = —Aj;.
Bu yerda biz ikkinchi tenglikdan keyin @ koeffisientlarning o‘rnini almashtirdik,
uch]nchx tenglikdan keyin & « ! almashiirish bajardik, to‘rtinchi tenglikdan
keyin esa (149)-dan foydalandik.
Simmetrik tenzor o'z navbatida ikki qismga bo‘linishi mumkin:
=
S.'j = S{j + §5,JT,
bu yerda T = 3.7 = 3.5 - tenzor T ning izi (diagonal elementlarining
i L3
yig'indisi). T-ning izi uning simmetrik gismi S-ning iziga teng. Yangi kiritilgan
S;; ning i2i nolga teng: 3. S; = 0. Navbatdagi bu bo'lishning ma’nosi yana

1
a‘sha - tenzor ustida almashtirish bajarganimizda S;; va T yana fagat o'zi
orqali ifodalanadi:

;= aneySu, LS = S anauSu = 6uSu= Zk:gkk =0,
T = ; Sl =Y aiaaSn = oS =2 S =T.
1 k
Uchinchi tenglik belgisidan oldin almashinish matritsasi a;; ortogonal
ekanligidan foydalandik. Shu bilan ixtiyoriy ikkinchi rang tenzori uchta
invariant qismlarga bo‘lindi:
: & 1 o Lo N R
Tl; =AijTSij+‘:,;6lJT=A|j+ .L|J_§-61J'J aF ,:{'L“_I,.f.

187



Bu tagsimot shu ma'noda invariantki, antisimmetrik tenzorlar, izi nolga
teng simmetrik tenzorlar va tenzorning izi fagat o'zi orqali almashinadigan
kattaliklarni tashkil qiladi. Tasavvurlar nazariyesi tilida ularning har biriga
mos keluvchi fazolar umumiy 9-o‘lchamli fazoning invariant qismfazolaridir.
Bajarilgan ish (147)-formulani keltirib chiqarishga ekvivalentdir.

4.35-misol.

D'®D'®@D'= D9 2D?®3D' @ DY,
yoki,
393@3I=7T02.-5¢3-301
bo‘ladi. Ya'ni, 27 o'lchamli fazo bitta 7 oflchamli, ikkita 5 o‘lchamli, uchta 3

o‘ichamli va bitta bir o'lchamli invariant qismfazolarga parchalanar ekan.
4.36-misol.

DI/Z ® Dl ® Dl = D5/2 P 2D3/2 o 2D1/2
bo‘ladi.

§18. Momentlarni go‘shish

Momentlarni qo‘shish masalasi Clebsch-Gordon qatori bilan
uzviy boglangan. Matematik nugtai-nazardan spin va orbital
momentlarning farqi yo'q, shu sababdan bundan keyin "moment"
deyilganda ularning ixtiyoriysi ko‘zda tutiladi.

Clebsch-Gordon qatorini fizik nuqtai-nazardan quyidagicha
tasavvur gilish mumkin. Momentlari j; va 72 bo‘lgan ikkita sistema
berilgan bo‘lsin. To'liq sistemaning momenti qanday giymatlarni
qabul giladi? Sistemalar 2j; va 27, rangli ikkita spinorlar orqali
ifodalanadi, to‘liq sistemaga

2jo

211
Yoty b

spinor mos keladi, uni hamma indekslar bo‘yicha simmetrik-
lashtirib g, + jo momentga mos keluvchi 2(j; + 72) rangli
simmetrik spinor olinadi.  Olingan spinorda Dbirinchi guruh
indekslar va ikkinchi guruh indekslardan bittadan olib ular bo‘yicha
soddalashtirilsa 2(j; + j5) — 2 rangli spinor olinadi, u j, + jo — 1
momentga mos keladi. Shu ishni yana bir marta bajarsak 7; + 72 —2
momentga mos keladigan spinor olinadi va h.k. Jarayonni davom
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ettirib |7, — 70| momentga mos keluvchi spinorgacha yetib kelinadi.
Olingan gator Clebsch-Gordon qatori (145)-ning o‘zidir.

Quyidagi masalani ko'rib chigaylik: alohida olib gqaraganimizda
momentlari j; va ja, ularning z-o‘qiga proeksiyalari my va mo
bo‘lgan zarrachalardan tuzilgan sistemaning to'liq momenti va
uning proeksiyasi qanday qiymatlarni qabul qilishi mumkin?
Bunday masala momentlarni qo‘shish masalasi deyiladi.

Momentlarni qo‘shish masalasi anigroq quyidagicha ifo-
dalanadi:  ikkita sistema (yoki zarracha, matematik nuqtai-
nazardan farqi yo'q) berilgan bo'lsin, ularning momentlari j; va
J2 bo'lsin, shu momentlarning z-0‘qiga proeksiyalari mos ravishda
my va mo bo‘lsin. Agar har bir sistemani alohida ko‘rsak har bir
m1; mos ravishda 27,41 ta giymatlarni qabul gilishi mumkin va har
bir sistemaning to‘lqin funksiyasi j.2 va j;, ning hususly funksiyalari
bo‘ladi - (110)- va (115)-formulalarga garang. Kvant mexanikasiga
yaqinrog bo‘lishni ko‘zda tutib bunday hususiy to‘lgin bunksiyani
|72, 1) deb belgilaymis. Demak,

il my) = 710G + Dljn ), Jisbin, ma) = malji, ma),
alg2s meo) = ja(fa + g2, ma),  Jazlj2, ma) = malja, mo).
Butun sistemaning to‘lig momenti j = j; +ja bo'ladi. Ko'rish qiyin
emaski, {71, 71|72, mg) to'lqin funksiya j; = ji. + j2. operatorning
hususiy funksiyasi { j; ve jo va ularning komponentalari har xi

o'zgaruvchilarga ta'sir giluvchi operatorlar bo‘lgani uchun ular
o‘zaro kommutativ bo‘ladi):

7z 191, madlda, ma)] = (Jiz + Joz) [ld1, ma) g2, ma)] =
= (m1 +ma)lj1, m1) |52, ma).

Ammo |jy, m1)|j2, m2) tolgin funksiya i ning hususiy funksiyasi
bo'hnasligi mumkin:

F=3+5+2 3
ifodadagi ohirgi had bunga to'sqinlik qiladi. Shularni hisobga olib

momentlarni qo‘shish inasalasi quyidagicha go‘y%lagi: 2071 + ja)
rangli spinor bo‘lgan [ji,mu)lja,ma) funksiyani j° va j. ning
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hususiy funksiyasi bo‘lgan |7,m) be'yicha gatorga yoying:

'jl,ml>|j‘2‘ m2> = ZG.‘;;:'LUZmQIj’ m) (150)
J

Bu yerda o‘ng tomondagi m chap tomondagi m; va my larning
yig'indisiga teng: m = m; + mo. Huddi shu masalani teskarisiga
ham qo'yish mumkin: |7,m) ni |51,71)|jz, m2) bo‘yicha shunday
qatorga yoyish kerakki, unda m; va my larning my + my, = m
shartga bo‘ysungan hamma kombinatsiyalari ishtirok etsin

l5,m) = Y Ol gl ma) 2, ma). (151)
my

O'ng tomonda my bo'yicha yig'indi yo'q, chunki uning giymati
my + my = m shartdan topiladi.

Matematik nuqtai-nazardan (150)- va (151)-formulalar bitta
ortonormal bazisdan ikkinchisiga o‘tish formulalaridir, shuning
uchun ularga kirgan koeffisientlar o‘zaro teskari bo‘lgan unitar
matritsalarni tashkil qilishi kerak. Buni boshgacha ham
ko‘rsatishimiz mumkin.

Umumiy qoida bo‘yicha

ijrlnljyn; = {J‘ m| (Ul) m1> lj2= m2>) )

C;:;:lljgmz = ((jl’m1|<j2)7n2|) {71 m>
Tkkinchi tomondan {(t1|12) = (infth1)* bo'lishi kerak, demak,

Fim _ (uime S ) } ol

Gt = lemljzmz' Keylf ko‘ramizki, bu koefficientlar haqigiy
0 H H o X . gm

son bo'ladi, shuning uchun G imiioms = Crimysma-

v

(150)- va (151)-almashtirishlarning unitarligidan C 3, 0,
koeffisientlar uchun quyidagi munosabatlar kelib chigadi:

vy m 1 : ~ i |_;'.‘.': =5
Z Ci‘l’”if‘lmichm';nm’: ] 5,.“]."]:1, Z C’;]mIJJ_-mgC’n.rrq_?;gmg 4|0
J iy

G koeffisientlar Clebsch-Gordon koeflisientlari deyiladi.

jimijama
Ularni aniglash uchun (110) - (116)-formulalarda qo‘llanilgan
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metoddan foydalanamiz. Bu formulalarning ichida ko'‘rilayapgan
masala uchun eng muhimlarini hozirgi belgilashlarda yozib olaylik:

jeldm) = (G, m)lj, m=1), p*(G,m) = /30 +1)—m(m £1).

{161)-formulaning o‘ng tomomda m; = j; va mg = jy bo'lsin,
ya’ni, momentning proeksiyalari o‘zining maksimal giymatiga ega
bo‘lsin. Bu holda chap tomonda j = j; +j) va m = j; + j2 bo'iadi
va qatordan bittagina had qoladi:

1 + J2, 3y + jo) = CILBIR 1, i) |2, J2)-

To'lgin funksiyalarining hammasining normasi birga teng gilib

tanlab olingan deyilsa IC;;E:;J;"'”P = 1 bo'lishi kerak,
le‘;f;{"” = 1 deb tanlab olamiz. Bu tanlov bilan biz
hamma CJ" iy gy 1210I0g umumiy ishorasini anigladik. Endi ohirgi

formulaning 1kkala tomoniga pasaytiruvchi operator bilan ta'sir
qilish kerak:

J=191+ do, 51 + 32) = (1~ + -1, J1)ldz, 52) =
= p~ (31, 2 )ld1, 1 — Wdas J2) + 07 (G2, G20, 1) |y 52 — 1)
p~(3,7) = /27 bo'lgani uchun
V2 + il + iz - 1) =
= /251131, 51 = Wljas 52) + v/22l0, )z, 32 — 1)
Qlingan formulani (151)-bilan solishtirish Clebsch-Gordon koeft-
isientlarining ikkitasini beradi:

] { .
CJI+J2JI+.72 e a1 (otiatn-l J2
1= 172,72 V i+ “indnazga-l \ .

Ikkala koeflisient oldida musbat ishora olindi, keyingi topiladigan
to‘lgin funksiyalarining ishoralarini shunday tanlab olish kerakki,
ular bu funksiyaga ortogonal bo'lib chigsin. Jarayonni davom
ettirib |71 + ja, —Jj1 — j2) holatgacha yetib borish giyin emas.

Ko'rinib  turibdiki, = Clebsch-Gordon  koeflisientlarining
hagiqiyligining yuqorida vada gilingan isboti p~(j,m) laming
haqigiyligidan kelib chigadi.
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J = j1+ ja — 1 holatga o‘taylik. Bu holatga mos keluvchi
eng yuqori vektor uchun m = j; + j» — 1 bo‘lishi kerak. U esa
faqatgina (71, 1 — )72, 72) va |51, 1) |72, J2— 1) holatlarning chizigli
kombinatsiyasi bo'lishi mumkin. Demak
|71 +J72 — L, 71+ 2 — 1) = aljy, 51 — 1)z, Jo) + bldn, 31)|d2, Ja — 1).
Bu holat j; ta'sirida nolga tenglashishi kerak:

J+(alg, g1 = Dz, g2) + bljn, j)ldz, 72 — 1)) =
= aji+lit, 1 — Dsz, j2) + blds, 1) jolda, 2 — 1) =
= (av/251 +by/272) |51, 1) 7, 52) = C.

Demak, a = —b+/J2/71- Buni hisobga olib m = j1 + j2 — 1 holatni
quyidagicha tanlab olamiz:

Vg +pln+i—-1La+tip—-1=
= v/ 24251, 51 — Dlda, d2) — v/ 25111, i)l gz, 2 — 1)

Bu tanlov holat normasining birga tengligini ta’minlaydi. O‘ng
tomondagi ishoralar shartlidir, ya’ni, birinchi had oldida minus va
ikkinchi had oldida plus olishimiz mumkin edi. Muhimi - ikkala had
oldidagi ishoralarning har xilligi. Topilgan |71 +j2 — 1,71 +J2 — 1)
asosida yugoridagi usul bilan hamma |51 + 70— 1, /1 +J2 — 2), |71+
Jo— 1,71 +92=38),..., 51 + Ja — 1, —j1 — ja) laxni topish mumkin.
Clebsch-Gordon koeffisientlarining quyidagilari topildi:

gitsa—lgitie—1 _ J2 Jr+sz~Liatiz=1 _ 2
Cie e =ile T C -—\

J1=hiagz : Ty 511 Jaga—1 T
n j1+ 72 1ad1 102,32 G1+ ja

Keyingi holatlarni topishda ham huddi shunday usul bilan harakat
qilish kerak.

4.37-misol. j; = 1/2, j, = 1 bo'lsin.

J ni m dan farq gilish uchun m ning oldiga uning ishorasini qo'yib
ishlatamiz. lkkala zarracha momentining z - o‘giga procksiyasi maksimal

bo'lsin, bunda:
3.3\ |
l3+3)=

1
gt §> [1,+1).
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Progksiya +1/2 bo'lgan holiga. o'lish nehun ikkais tomongs ]
ta'sir gilamiz:

. i i
x“ U_,r' ? 2/ I L)

Endi spin proeksiyasi -1/2 holgun holutni topaylik, Busing ueiun yzes
marta j_ = 7;_ + ju_ bilan ta'sir qilamiz:

=)= bty )

Ya,pa bir marta pasaytiruvchi operator bilan ta'sir qilinsz /lio mames 2 2
uning z-0‘qiga proeksiyasi -3/2 bo‘lgan holatga o'tiladi:

3 3\ _ 521 1 L fau _

Albatta, bu munosabatni oldindan ham yozib qo'yish mum:z
biz yo'l-yo'lakay hamma hisoblarimizni tekshirib caigish im%
bermaslikka qaror qgildik.

To'lig spin 1/2 bo‘lgen holga o'taylik. Yuqoridagi nazariyva bo'viczz

1 1 1

= — = l‘

3t 2> & 2)

kombinatsiyaga ko'taruvchi operator j;. bilan ta'sir gilamiz, natija nolge ze=z
bo‘lishi uchun a + 5+/2 = 0 ho'lishi kerak. To'liq to'lqin funksivaning o
birga teng bo‘lishi kerakligi shartidan quyidagini olamiz (g ni
musbat deb tanladik):

Nl 211 1 1|1 1
= — Y =4f—j=.—=)|1 — e i
,2’+A2> \/;\2 2>'l a2 ﬁl?‘ i 2>
Pasaytiruvchi operator bilan ta'sir gilamiz:
1 1 L
[i-3) =z -5)mo -y

Boshga holatlar yo'y, hamma topilgan holatlarning o'zaro ortogezalizs:
tekshirib chigish giyin emas.

- )L o5,

?‘I

3| b
b=
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§19. SU(3)-gruppasi

O‘Ichamligi 3x 3 bo‘lgan unitar va unimodular matritsalar to‘plaimi
SU(3) gruppasini tashkil qiladi. g < SU(3) bo'lgan ixtiyoriy
matritsani _
g = exp (14 \')

ko‘rinishda ifodalash mumkin, bu yerda o, - haqiqiy parametrlar, A*
- 3x3 matritsalar. g ning uniterligi g = g~! dan A* matritsalarning
o'ziga qo‘shma ekanligi X'l = X va g ning unimodularligi det g = 1
dan X* matritsalarning izsizligi Tr(A\*) = 0 kelib chiqadi. Ixtiyoriy
aynimagan n X n unitar matritsa n-o‘lchamli kompleks fazoda
quyidagi kvadratik formani saqlaydi:

Z:c'* | = Uz, Uy) = (z,UlUy) = Z:r Ui

=1
Ixtiyoriy unitar matritsa uchun U(n) = U(1) x SU(n)
bo'ladi, bu yerda U(1) - U(n) ning abel gismgruppasi, SU(n)
esa sodda gruppadir (Qachon gruppa sodda yoki yarimsodda
deyiladi va bu nimaga olib keladi §22.-paragrafda tushuntirilgan).
SU(n) gruppalar kompakt gruppalardir, demak, ularning hamma
keltirilmaydigan tasavvurlari unitar bo‘lishi kerak. Demalk,
hermit go‘shma D! tasavvur bo'yicha almashinadigan kattaliklar
teskari D! tasavvur bo‘yicha almashinishi kerak. SU(3) uchun
buni quyidagicha ifodalaymiz. Uch komponentali kompleks
kontravariant vektor kiritaylik:

.w]
= | ¥?
'T,LIS

Bu kattaltk SU(3) gruppasining biror keltirilmaydigan tasavvuri
U; bo‘yicha almashinsin:

YP=Un,  i,7=123
Hermite qo‘shma tasavvur bo'yicha almashinadigan kattalik
kovariant vektor sifatida qaraladi:

Y= (U, 4,5=123.
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Kiritilgan kattalilglar SU(3) gruppasining birinchi rang tenzorlari
bo‘ladi. Gruppaning p-marta kontravariant va g-marta kovariant
tenzori:

tiyigin _ rritpria _INTL i
Uygardg = U U U (U ) - (UT) :‘JL};;;---;;‘
(152)

Bir marta ko- va bir marta kontravariant aralash tenzor ¢} berilgan
bo'lsin. U uchun
;h £ —1 L
Uj (U)o

Agar bu ifoda i va j indekslar bo'yicha soddalashtirilsa va ¥} =
¢ belgilash kiritilsa 4 = 1 bo'ladi. Ikkinchi rang aralash
tenzorini soddalashtirib rangi nolga teng bo‘lgan skalar kattalik
oldik. Huddi shunday ixtiyoriy rang aralash tenzorini bitta ko-
va bitta kontravariant indekslari bo‘yicha soddalashtirib rangi
ikkitaga kam bo‘lgan tenzor olinadi.

Soddalashtirish masalalarida invariant tenzorlar yordam be-
radi, SU(3) gruppasida uchta invariant tenzor bor: &%, £* va
€45 Ularning birinchisi - Kronecker deltasi, ikkita qolgani - birlik
antisimmetrik tenzorlar. Ularning invariant ekanligini ko‘rsatish
giyin emas:

)y T -1 fr 4! 1 1\ 1
1’5‘[ = U‘J (U )J (SJ! = U!-a (U I)j = (sJI
Jrﬂ\ UzU] Uk lmn __ (det U) = ]k

‘z;l\ = (U—l) U l 5 (U_l)kelmn = det (U_ ) T Eygk = Egjk-
Ohirgi ikki munosabatm olishda birinchi bobdagi 10-mashq
natijalari ishlatildi.

(152)-qoida bo'yicha almashinadigan tenzor keltirilmaydigan
tenzor emas, uning ikkita biri ko- va biri kontravariant indekslari
bo'yicha soddalashtirilsa rangi ikkitaga past bo‘lgan tenzor kelib
chigadi. Shuning uchun keltirilmaydigan tenzorlarni quyidagicha
ta‘riflaylik:

1. Tenzor o‘zining yuqori va quyi indekslari bo‘yicha (har biri
ho‘yicha alohida) simmetriklashtirilgan bo'lishi kerak;
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2. Ixtiyoriy ikkita biri yuqori va biri quyi indekslar bo'yicha
soddalashtirilganda u nolga teng bo‘lishi kerak.

Birinchi rang kontravariant tenzor 3" keltirilmaydigan tasavvul
D(1,0) bo‘yicha almashinadi deyiladi, birinchi rang kovariant
tenzor ¢; bo'lsa Leltirilmaydigan tasavvur D(0,1) bo'yicha
almashinadi deyiladi. Shunga yarasha

i
'(/)ld)j = Ed;ﬁ}k"rbk

ikkinchi rang keltirilmaydigan aralash tenzor bo‘lib, u keltir-
imaydigan D(1,1) tasavvur bo'yicha almashinadigan tenzor
bo‘ladi. D(p,q) esa p marta kontravariant va q marta kovariant
keltirilmaydigan tenzorni ifodalaydi.

Birinchi rang tenzorining o‘lchamligi 3 ga teng, ikkinchi rang
aralash tenzorning o‘lchamligi 3 x 3 = 9 ga teng, keltirilmaydigan
ikkinchi rang aralash tenzorning o'lchamligi 3 x 3 — 1 = 8
8a teng (izining nolligi shartini hisobga olish kerak). Ikkinchi
rang kontravariant, keltirilmaydigan tenzorning oltita kompo-
nentasi bor: {M} (22} (83} (12} (18} (28} By yerdagi
{ simvollar ularning ichidagi indekslarning simmetriklashtiril-
i‘-:ﬁpgml b‘_ldlradi: shu sababdan ikkinchi rang kontravariant
mn;“imayghgan tenzorni ?A{'J} deb Dbelgilash mumkin. Ikkinchi
*:fvc} ovariant keltirilmaydigan tenzor esa ti;) deb belgilanadi.
almashny D% 0) tasavvur bo'yicha, 9y esa D(0,2) bo'yicha
Oahlfij{P;;‘?)If}asavvu1‘ning olchamligini topaylik. 1,2, 3 qiymatlarni
Ja 1,'m a[cj igan p .ta_sonlg.rdan 3P ta har-xil variantlar tuzish
ko‘_rl;;l.;::,' . fﬂm}l]ng .lCh‘lda. simmetrik variantlar 11...1, 22...2, 33...3
b elgisi;{i'iec‘dﬁl hi? {lb‘llltblierak. Bu kor.nbinatsiyalarning soni ver_gul
sonj _l(p + 1)(p +) g\ ilan tanlab ohsh_ga teng, bu tanlashlarning
bo‘\rirjhn \ 7 4B te.ng. Huddi shunday quyi indekslar
e a a}l}l simmetrik variantlar soni %(q -+ 1)(g + 2), ularning
b ytmasi §(p+1)(p+2)(g+1)(g+2). Har bi auvi iuftiar
’O'yicha soddalashtirishda 1 | l'q‘Td'}- N e G L]
soni n0, o 1 ‘2 1ol olinishi kerak, bunday shartlarning

4P+ 1)g(g + 1). Natijada D(p, q) tasavvurning o‘lchamligi
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uchun
L+ Do+ D+ g +2) o+ Dala + 1] =

=-;—(p+1)(q+1)(p+q+2)

son olinadi.

Yuqorida olingan hususty qiymatlar bilan solishtirish mumkin:
D(1,0) ning o‘lchamligi 3 ga teng, D(2,0) ning oflchamligi 6 ga
teng, D(1,1) ning o'lchamligi 8 ga teng, D(3,0) ning o'lchamligi
10 ga teng. 4

Keltirilmaydigan tasavvurlarni ko‘paytirish (Clebsch-Gordon
gatorini topish) masalasiga kelaylik. D(1,0) va D(0,1)
larning to‘g'ti ko‘paytmasidan boshlaymiz. D(1,0) bo'yicha 2
almashinadi, D(0,1) bo‘yicha ;. ¥'); ko‘paytma ikki qismga
ajratiladi: skalar ¢";, u D(0,0) bo'yicha almashinadi, va izsiz
tenzor Yy — :—1;6;':,;‘:"1,5,..‘ u D(1,1) bo'yicha almashinadi. Demak,

D(1,0)® D(0,1) = D(0,0) & D(1, 1).

O'lchamliklarini tekshiraylik: 3 x3 = 1+8. Ohirgi yozuvda 3 belgi
orgall D{0, 1) ning kompleks qo‘shma tasavvur ekanligi ifodalandi.
Odatda D(0,0) bo‘yicha almashinadigan skalar singlet,
D(1,0) va D(0, 1) bo'yicha almashinadigan kattalik triplet,
D(1, 1) bo'yicha almashinadigan kattalik oktuplet deyiladi.
4.38-misol. ¥¥ va 1; larni keltirilmaydigan qismlarga parchalang.

Ikkinchi rang tenzorini sirametrik va antisimmetrik qismjarga parchalashni
bilamiz:

i = L,-I.fl.‘} + 'i'iuj, t.f;('ﬂ = %(1’!;’3 o+ ‘()JJ) ! 111'”’ == é f.]'f_.‘f A T.'"‘”) )
i) simmetrik tenzor sifatida D(2,0) bo‘yicha o'zgaradi, ' esa D(0,1)

bo'yicha almashinadigan birinchi rang kovariant tenzoriga proporsional: 1; =
-:,_,J.L-'.-i”-. Demak,

D(1,00® D(1,0)=D(0,1) @ D(2,0). yki 3@3=3&6.
¥, ga kelsak

D(0.1)®D(0,1) = D(1,0)® D(0,2), yoki 3®3=3a6
ho'ladi. >
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4.39-misol. ¥, ni keltirilmaydigan qismlarga parchalang.

¥} va ¥i; lar D(0,1) bo'yicha almashinadigan birinchi rang kovariant
tenzorlar, izi nolga teng bo‘lgan quyi indekslari bo‘yicha simmetrik va
antisimmetrik tenzorlar:

§ 1 J )
Vi~ 3 (Ji'r*im; i Jkur’i!;}) = D(1,2);

L )
Vpm 5 (‘%ﬁ’fm - Jiiﬁf:j]) = D(2,0).
Demak,
D(1,0)® D(0,1) ® D(0,1) = D(0,1) ® D(0, 1) & D(2,0) & D(1,2),

yoki, 3393 =39306015.
4.40-misol. D(1,1)® D(1,1) ni toping.
Birinchi D(1,1) ga mos keluvchi bazisni ¢} deb belgilaymiz, ikkinchi
D(1,1) ga mos keluvchi bazisni (p; deb belgilaymiz, ularning izlari nolga teng.
1. Birinchidan, 9 va ¢ lardan singlet hosil gilish mumkin: {,l’;;r;'-”: . Bu - singlet,
u D(0,0) bo'yicha o‘zgaradi.
2. Ikkita indeksli izi nolga teng kombinatsiyalar hosil gilish mumkin:
= =i ; : 1 i ;
Vidh = 30090, vid; = 309541-
Bular D(1, 1) bo'yiclia o‘zgaradigan ikkita oktuplet;
3. e*ylom kombinatsiyani (i, m) indekslar bo'yicha simmetriklashtirih
chiqish kerak, natijada dekuplet deyiladigan D(3,0) tenzor hosil bo‘ladi;

4. ei;py] ¢k, kombinatsiyani (2,/,m) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib
chigish kerak, natijada D(0, 3) tenzor hosil bo‘ladi, u ham dekuplet;
5. w;::;&;f ko‘paytmani (i1, 23) va (1, j2) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib
chiqib izlarini ayirib tashlash kerak. To‘liq simmetrik kombinatsiya:
Xt = V0 VO + Y30+ i
Undan ayirilishi kerak hadlar:
; i

ia L ia gk k4% TSy T e 4 o
x.h'}:l = _55.."[ (tbk=¢f: M w:zwkl) N 5 ("{k ¢.=: + J'{I.n Q’;‘.} B l-‘;a;: 7

L sty 1 3 i1 (R 1 iy g2 1 T
X (17'1"1' qﬁ:: + “h:g [‘gk‘) =i gar (T £ é}: + ?‘").:.l ‘61-]) + 10 (Lllzjta;: e J‘-JJJ:} .i’bf"-"b’

Mana shu ikkala ifodalarning yig‘indisi \;]u = x],’;" + x,'1% ikkala yugori
va ikkala quyi indekslari bo‘yicha simmetrik va ixtiyoriy bitta yuqori va
bitta quyi indekslari bo'yicha soddalashtirilzanda nolga teng bo‘ladigan

keltirilmaydigan D(2,2) tenzorni beradi.
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Olingan natijani quyidagi ko‘rinishga keltirish magsadga muvofiqdir:
D(1,1)® D(1,1) = D(0,0) & D(1,1) @ D(1,1) & D(3,0) & D(0, 3) & D(2,2).
Tenzorlarning o'lchamliklari orqali:

8®8=1908080 100106 27.

Chap va o‘ng tomonlarda bir xil son turibdi - 84.

Keltirilmaydigan gismlarga parchalash elementar zarrachalar
nazariyasida katta ahamiyat kasb etadi. Kvant xromodinamikasida
kvarldar uch xil rangga (algebraik rang emas, qizil, sariq
va yashil ranglar) ega bo'lib SU(3) gruppasining fundamental
tasavvurini tashkil giladi - kvarklar D(1, 0) ve antikvarklar D(0, 1)
tasavvurlarga tegishli. Mezonlar bitta kvark va bitta antikvarkdan
tashkil topgan, demak, ular 3 x 3 = 1 + 8 tasavvurga tegishli
bitta sibglet va bitta oktetdan iborat nonetni tashkil qilishi kerak.
Fizikada har bir oktet, nonet, dekuplet va hklar multiplet
deyiladi. Barionlar, giperonlar uchta kvarkdan tuzilgan bo‘lib ular
ham tegishli multipletlarga parchalanadi.

SU(3) gruppasining 8-ta generatori bor (paragrafning ohirida
SU(n) gruppasi uchun generatorlarning soni hisoblangan, bu
son n® — | ga tengligi ko'rsatilgan). SU(3) ning generatorlari
fundamental tasavvurda odatda quyidagicha tanlab olinadi T; =
i, a = 1,2,....8 Bu yerda )\, lar Gell-Mann matritsalari
deyiladi, ularning ko‘rinishi quyidagicha:

/010y [0 —i 0\ /1 0 0\
.x1=|100); do={i 00): xn={0-10]
\2090 \0 0 0/ \0 0 0/
/00 1\ /00 —i /00 0\
M:(ooo), = [l 0); ,\6=K001\;
\100 i0 0 010/

/

( 00 0 \\ 1 (l 00

)\72—" 00 —¢ o /\3 S 01 0 .

\0i 0/ v3\o00 -2,

Ko'rinib turibdiki, generatorlarning ikkitasi, As va Ag, bir vagtda

diagonal ko'rinishga ega. Bu degani §23.-paragrafda keltirilgan
klassifikatsiya bo'yicha SU(3) gruppasi ikiinchi rang gruppadir.

199



A3 va Ag generatorlarga mos keluvchi kvant sonlar saqlanuvchi
kattaliklar bo‘ladi. Elementar zarrachalar fizikasida bu sonlar
sifatida giperzaryad va izotopspinning uchinchi komponentasi
gabul qilinadi. )\, larning hammasi izsiz ermit matritsalardir.
A1, A2 va )3 larga ahamiyat berilsa ular Pauli matritsalarini
o'z ichiga oladi, bu bilan SU(2) gruppasi SU(3) gruppasining
qismgruppasi ekanligi ta’kidlanmogda.  Generatorlar quyidagi
kommutatsion munosabatlarga bo‘ysunadi:

ERYs
. 2 i 2 -
SU(3) gruppasining hossalarini bilish uchun yuqoridagi gener-
atorlar algebrasiga kirgan struktura doimiylari fue larni bilish
yetarli, bu hagida §23.-paragrafda gapirilgan. Ceneratorlarning
yugorida keltirilgan realizatsiyasi uch o‘lchamli D(1, 0) tasavvurga
mos keladi, ixtiyoriy D(p, ) tasavvurda generatorlarning realizat-
siyasini quyidagicha topish mumkin. Cheksiz kichik o parametrlar
uchun U} = & +41a,, (A,)* deb olib (152)-formulada cheksiz kichik
almashtirishlarga o‘tamizl

pindad [ ! i 1 # X "
I!)Jil.’ﬁ"'J: = (1 + Zé'aa/\a> <1 + f;ﬂbAb) T (1 1 23“}:’\( 1

aaAg
= T‘fah::'ir-

')
/]ﬂ

L1

L e
B =Y L o fitaip
( 5% d) (l 22‘-_},,,\‘!) (l egaf/\f)m wﬂ;é---}é

1 J2

Y 22 1 + 89 belgilash kiritilsa

aprE zl = U R ! 3t i
21323, 2010 E f,\a)‘: Vg, — E {’\”J\',r} Vgt
{=1 I=1

bo'ladi. Masalan,

L]

{j.d.‘? :?.l_n [{A i 5t ! N - ; LY i
i = 5% |yl = (A yir_.:,] = iza, [(,\ujj, & = ()] a.,,] .

To's'ri qavs : . . . .
1335“,ur?:1;%ammg ichidagi matritsa aralash tenzor %; ning
8l generator bofladi, bu generatorlarning oflchamligi
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9 x 9. Boshqa tasavvurlarga mos keluvchi generatorlarni ham shu
yo'l bilan topish mumkin.

Paragrafning ohirida SU(r) gruppasi uchun bir necha muhim
munosabatlarni keltirib chiqaraylik.

SU(n) gruppasining generatorlari sonini topaylik. Genera-
torlar izi nolga teng ermit bo'lgan n x n matritsalardan iborat.
Kompleks n x n matritsaning umumiy elementlari soni 2n? ga teng,
ermitlik shartlari soni 23(n®~n)+n ga teng, izsizlik sharti 1 ta, shu
bilan, izi nolga teng ermit bo‘lgan n X n mustagil matritsalarning
soni 2n? —n? — 1 = n® — 1 ga teng. Demak, SU(n) gruppasining
generatorlari n? — 1 ta bo'ladi {masalan, SU(3) gruppasida 8 ta
generator bor). Ulamni Ty, a = 1,2,...,n% — 1 deb belgilaylik.
Generatorlarning kommutatori

[Tm Tb] = ifalme

Bu yerda fu hamma indekslari bo'yicha to'liq ravishda anti-
simmetrik tenzor - SU(n) gruppasining struktura doimiylari (Lie
gruppalari algebrasining §22.3.-paragrafdagi hossalariga garang).
Elementar zarrachalar nazariyasida ko'p ishlatiladigan bir necha
formulalarni keltirib chigaraylik.

Generatorlar quyidagi shartlarga bo‘ysunadi:

TT) =0, TH(TT) = % s

Birinchi shart - generatorlarning izsizligi sharti, ikkinchi shart -
ixtiyorly yarimsodda gruppalari uchun kiritilishi mumkin (§22.3.-
paragrafdagi Cartan formasining muhokamasiga qarang). lkkinchi
shartda 1/2 ning o‘rniga ixtiyorly son olish mumkin, ammo biz
yugoridagini tanlaymiz. Bu munosabatlardan ko'rinib turibdiki

fure = (T, THTS.

Feynman diagrammalarida quyidagi munosabat keng go'llaniladi:

ne=1

ol e i T B e
Z(fu)_-,(’ﬂr)? =3 (6;61* > ;ajo{ ) ; (153)

a=1

4.4-mashq. (153)-formulani keltirib chiqaring.
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4.5-mashq.  (153)-formuladan foydalanib quyidagi munosabetlarni
keltirib chiqaring:

n’-1

=1 =1
o 1
51T - G 3 T (\-cg(R) = 502(0)) 7oy 3 futfs =CHG),
n*—1 AL
Y JaiT. = 5CG)T,  CR)="5—, (@) =n.
b,e=1 =

Bu mashqda paydo bo‘lgan Cy(R) va Ci(G) belgilar SU(n)
gruppasining kvadratik Casimir operatorlarining hususiy giymat-
lari, Co(R) - fundamental (n o'lchamli) tasavvurga mos keladi,
Cy(G) esa biriktirilgan (n? — 1 o‘lchamli) tasavvurga mos keladi.
Kvant xromodinamikasida Cy(R) kvarklar bilan bog‘langan, chunki
kvarklar fundamental tasavvurga tegishli, Co(G) esa gluonlar bilan
bog'langan, chunki gluonlar biriktirilgan tasavvurga tegishii.

§20. Lorentz gruppasi
§20.1. Lorentz gruppasining ta‘rifi va umumiy hossalari

Minkowsky fazosida (4-o‘lchamli fazo-vagtda) ikkita cheksiz yagin
hodisalar orasidagi interval quyidagicha aniglanadi:
ds? = g, dz*dz” = (dz°)? - (dz!)? — (dz?)? — (dz®)*.

Bu formani invariant qoldiradigan almashtirishlar

dr'™ = Atdz¥,  ds”? = g, dz%dz" = g, datdz” = ds® (154)
Lorentz almashtirishlari deyiladi. Lorentz almashtirishlari bir
inersial sanoq sistemasidan unga nishatan gandaydir tezlik bilan
harakat qilayotgan ikkinchi inersial sanoq sistemasiga o'tishga mos

kelar edi. Tkkita ketma-ket bajarilgan Lorentz almashtirishlari yana
Lorentz almashtirishini beradi:

|
da" = Midz" = MY AY,do” = Ns,da®

[ormulgdan ko'rinib turibdiki, K sistemadan K’ sistemaga A;
yoydamlda, undan keyin esa K’ dan K" sistemaga A, yordamida
o'tish K dan bevosita K" ga bitta As = AyA, Lorentz almashtirishi
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yordamida o‘tishga teng ekan. Bu degani, Lorentz almashtirishlari
gruppani tashkil qiladi.
Lorentz almashtirishlari ta‘rifini ochib yozaylik:

g;,,,A"aA",\da:"da:A = gnadz’dz?.

Bundan ko'rinib turibdiki

GuNG Ny = o (155)
Bu munosabatni matritsa ko‘rinishida yozib olish mumkin:
ATgh = g.
Bu holda
det g = —1 = det g(det A)?,
yoki,

det A = %1

ckanligini topamiz. (155)-formulada ¢ = A = 0 deb quyidagini
topish mumkin:

go=1= gul//\ﬂbAuo = (Aoo)z = (AIO\2 ™ (A20)2 = (AEO)Z' (156)
Demak,
3 .
(AP =1+ (AP >1.
i=1
{kkita hol bo‘lishi mumkin ekan:
A% >+, Ml

Determinantning ham ishorasini hisobga olsak Lorentz al-
mashtirishlarini to‘rt gismga bo‘lish mumkinligini ko‘ramiz:

LLL: A%>+1, detA=1;
A% > +1, detA=—1;
LY A%< -1, detA=1;
4 LY. A%< -1, dethA=-1.

12
£
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det A = +1 bo'lgan almashtirishlar hususiy deyiladi, A% > +1
almashtirishlar esa ortozron deyiladi. Ro'yxatdagi birinchi hol
hususly ortoxron almashtirishlar deyilib ulargina gismgruppani
tashkil giladi. Buni tushunish qiyin emas - birinchidan, ikkita
determinanti manfly matritsalarning ko‘paytmasi determinanti
musbat matritsa bo'ladi. Ikkinchidan, A% < -1 almashtirish
vaqt o‘gini teskariga yo‘naltiradigan almashtirishdir, uni ikki
marta qo'llasak vaqt o'qi yana o‘zining boshlang'ich yo‘nalishiga
qaytib keladi, ya'ni, ikkita ketma-ket bunday almashtirishning
natijasi bitta A% > 41 almashtirishga tengdir.  Ya'ni.
AR Lﬁ va L to‘plamlar gismgruppani tashkil gila olnaydi.
Bundan tashqari, birlik element LL ga kiradi. Hamma Lorentz
almashtirishlari umumiy Lorentz gruppasini tashkil qgiladi,
determinanti +1 ga teng almashtirishlar to‘plami L1+Lf_ hususiy
Lorentz gruppasi deyiladi. §10.-paragrafdagi klassifikatsiya
bo'yicha Lorentz gruppasi psevdoortogonal SO(3, 1) gruppaga mos
keladi. Bundan keyin Lorentz gruppasining tasavvurlari hagida
gap ketganda hususiy Lorentz gruppasining tasavvurlari ko‘zda
tutiladi.
Quyidagi almashtirish matritsalarini ko‘raylik:

1000 10 0 0\
(o100 fo-1 0 o0
Ar=1 0010 va. Ap=itp 01 0 |°

0 001 00 0 -1/

Birinchi matritsa ta’sirida vaqt koordinatasi o‘z ishorasini
o‘zgartiradi: 10 — —20 ikkinchi almashtirish esa fazoviy
koordinatalarning ishorasini o‘zgartiradi: z' — —z!, 2 —

—z?, 28 o —o¥

iy 1000\ [ 30
z 0100 {2} | &
Tr_z 5 0 010 _’L‘2 = ‘}_3
2% 0 001/ \ 23 23



20\ /1 0 0 ¢ \ z¢ 79
z' ] fo-10 o0 ! —z!
=2 || et =1 o) 2 | T | =2
3 N0r0 "o -1 /alls? | -2

Bu ikkala almashtirish ham Lorentz almashtirishlariga tegishli
chunki ular intervalning kvadratini saglaydi. Ular uchun Ay € i
va Ap € LT_, undan tashqari ArAp € Li. Odatda Ay matritsa
orqali ifodalangan operatsiyani T—almashtirish, Ap matritsa orgali
1fqdalangan operatsiyani esa P—almashtirish deyiladi.  Ular
diskret Lorentz almashtirishlariga tegishli,

§20.2. Lorentz gruppasining generatorlari

Lorentz gruppasining generatorlarini topishdan oldin uch o‘lchamli
fazodagi aylanishlar ham Lorentz gruppasiga kirishini ko‘rsataylik.
Quyidagi matritsa
/1 0 0 0\
v | 0 cosp sing O |
912() = 0 —siny cosy 0
0 0 0 1/

(i) 10 B0 0. 0P 2
it 0 cosp sing 01| ' | _
i 22 | =1 0 —sinp cosp 0] | «® |~
\x“/ 0 0 0 1/ \ 4
20
| azlcosp+alsing
= | —alsing+zleosg
23

almashtirish bajaradi, bu almashtirish z*z, ning bir qismi bo‘lgan
2'2* ni invariant qoldiradi, demak 2*z, ni ham . Demak, z
o'qi atrofidagi aylanish Lorentz gruppasiga taallugli ekan. Huddi
shunday ko‘rsatish mumkinki, y va z o'qlari atrofidagi aylanishlar
ham Lorentz gruppasiga kiradi. Ya'ni, SO(3) gruppasi Lorentz
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gruppasining gismgruppasidir. z va y o‘glari airofidagi
aylanishlarga quyidagi matritsalar mos keladi:
10 0 0\
(o) = 01 0 0
98P)= | 00 cosp sing

e et

00 —sing cosy /
1 0 ¢ O \\
0 cosp 0 —sin

931(‘:9)= 0 O‘P 1 0 & g
0 sing 0 cose

Endi hususiy Lorent almashtirishlariga o‘tamiz. Faraz qilaylil-g
Lorentz almashtirishlari fagat 0-nchi va l-nchi o'qlarga tegishli
bo'lsin, bu holda (156)-formuladan

(M%) — (M%) =1
ga kelamiz. Bu tenglamaning (hususiy va ortoxron holga mos
keluvchi) yechimi

Ao =chr, Aly=shT, —00 < T < 00.
Matritsa ko‘rinishida:
cht sh7 0 0\
sh7 ch7 0 O |
goi(7) = a0 0 10]"
g 0 01/
Ushbu elementga mos keluvchi generator:
0 —i 00\
) - 0 00 |
01 = —-gon 0 000]"
z 0 0 00/

Imashtirishlariga

®

(t,y) va (t,z) tekisliklarida bajarilgan Lorentz
quyidagi matritsalar mos keladi:

c}llj'r 0 sh7 0\ chrt 0 0 shr \l

in i S ) : 0 10 0

gnalT) = shr 0 chr 0 | 903{"'—‘1 = 0 01 0
\o6 00 1/ sht 0 0 ch7 /
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Ularga mos keluvchi generatorlar:

0 0—-i0 0 00 —1
e 0 00O _(0 00 O)
A (S TN T SR R 8 O T
0000 \=i00 0/
Bu matritsalar hermite matritsa emas.
Gijy 4§ = 1,2,3 elementlarga mos keluvchi generatorlar
quyidagicha bo‘ladi:
00 0 0N 000 0
00 =i 0 0000
biz = 0@00)="’23—000—i’
00 0 0/ 00: 0
/0 0 00\
P 0 0 0 ¢
=100 00 |
\0 - 00/

Ushbu matritsalar yuqoridagilardan qat’iy o'larog hermitdir.

Shu bilan oltita generatorlar topildi. Rostdan ham, to'rt
o'lchamli fazo-vagtdagi to‘rtta koordinat o‘glari oltita buralish
orqali almashinishi mumkin: uchta hususiy Lorentz almashtirish-
lari+uchta z,9, z o'qlari orasidagi buralishlar.

Topilgan generatorlarning algebrasini aniglaylik. Quyidagi
belgilashlar kiritaylik:

agr = Ay, agy = Ay, ags = Az, by = By, b3 = By, by = Ba.

Bu belgilashlarda Lorentz gruppasining algebrasi quyidagicha
bo‘ladi:
[A,, AJ] = —’ﬁE,J;\-Bk, [B,, BJ] = iEijkBk, [Ai,Bj] = 'ic‘:(fk.i,';).
157
Bu munosabatlarni tekshirib chigishni o‘quvchiga havola gilamiz.
A, va B; matritsalarning ta‘riflaridan ko‘rinib turibdiki

Al=-4A, Bl=B.
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Ularning o‘rniga
1
Li — %(Bz + iAl) va, Kl‘ = -2-(31 = ZA,)

matritsalarni kiritaylik. Ko'rinib turibdiki ular hermitlik hossasiga

ega:
Lt =L, K! =K. (158)

(157)-dan quyidagilarni keltirib chiqarish mumkin:

[Ls, L] = deji Ly, [Li, K] = 0, (K., K] = iEzijlE-wg

)
Demak, L; va K; generatorlarning algebrasi SU(2)SO(3) grup-
paslari generatorlari algebrasi (100)- va (105) bilan bir xil. Bundan
kelib chigadiki L? operatorining xususiy qiymatlari L? = [({ +
1) va K? operatorining xususiy giymatlari K2 = k(k + 1)
munosabatlarga bo'ysunadi va, shunga yarasha, Lorentz gruppasi
bo'yicha almashinadigan kattaliklar ikkita son bilan xarakterlanadi
- (I, k). L va k sonlar 0, 1/2, 1, 3/2, ... qatorga tegishli giymatlarni
qabul qiladi.

§20.3. Lorentz va SL(2,C) gruppalari orasidagi bog‘lanish

SL(2,C) gruppasi determinanti birga teng kompleks 2 X 2
matritsalardan iborat:

A=(: ‘g)‘ detA =ad - fy=1 (160)

Kompleks 2 x 2 matritsa 4 ta kompleks sen bilan aniglanadi,
bu esa 8 ta haqiqiy son berilishi kerak degeni. Determinantning
birga tengligi kompleks songa qo‘yilgan ikkita shartdir, demak,
A matritsa oltita haqgiqiy parametr bilan aniglanar ekan. A ning
teskarisini topish qiyin ‘emas:

=y [} '—;{3
= (3 ).

2il:di2 Ur?atritsglgr sohasida Pauli matritsalari bazisni tashkil
quadl. Ulargs birlik matritsani qo‘shsak quyidagi to‘rtta matritsani
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olamiz:

L0 01 0 —i i0
og = 01 y 01 = 10 y 02 = i 0 y 03 = 0 -1/

Shu matritsalar yordamida fazo-vaqtning z nugtasiga mos keluvchi

<m°+rz:3 zt — iz

z = ghg,= .
2t +ig® 20— o8

H

matritsani kiritamiz. Ko'rinib turibdiki
detz = (2°)% — (2)? — (%)% - (%)% = g,2* = 2~

Pauli matritsalari uchun Tr (g;0;) = 24,; bo‘lgani uchun
1
zh= -2-Tr (0,T)

elanligi kelib chiqadi.  (160)-matritsa yordamida quyidagicha
almashtirish bajaramiz:
20 s 23 21— z':r’2 )

i = Azl = o, = (yl vig? g0—go ) (6D
det A = 1 shart (undan det AT = 1 ligi ham kelib chigadi) interval
kvadratining invariantligini ta’'minlaydi:

!

det 2’ = det 2, yoki - z 2% = g,2".

Demak, (160)-matritsalar A € SL(2,C) yordamida bajarilgan
(161)-almashtirish Lorentz almashtirishlariga ekvivalent ekan. Bu
moslikning tasodifiy emasligini shu hamm ko‘rsatadiki, Lorentz
gruppasi oltita parametrli gruppa, SL(2,C) ham oltita parametr
bilan aniqlanadigan gruppa. (154)-dagi A*, va A € SL(2,C)
matritsalar orasidagi bog‘lanishni topaylik:
det#' =z, = A*,z%0, = AZA! = Ao, Alz?,
bundan
Mo, = Ag, Al

Demak,

1 4

AR = ETI‘ (c"Ag, AT).
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Bu formuladan ko'rinib turibdiki, +A va —A matritsalarga bitta
A¥, mos keladi. Demak, SL(2,C) gruppasi Lorentz gruppasiga
gomomorf ravishda akslantirilar ekan.

Ixtiyoriy 2x 2 matritsani A = A¥o, desak uning unimodularlik,
ya'ni A € SL(2,C) lik sharti

detA= (4% - A%=1
ni quyidagicha yechish mumkin:

0 g

A = Chi’ Al = nisha, n’=1

Bu holda
(7] (7] ag-n—
A = ogchs +0 - nshi =e 2. (162)
Yarim argument #/2 ning paydo bo‘lishini quyidagi misol
tushuntiradi:
4.41-misol. z* vektorning almashinish qoidasi (161)-bo'yicha
# = AA! = e7Mige7 ™
dan vektor z# ning komponentalari uchun quyidagilarni olamiz:
20 = 2%h 6 + (x-n)shf, (¥ n)=(x-n)chd+z'shé.
Bu - Lorentz almashtirishlari, ularning fizik kitoblarda berilgan formasiga o'tish
uchun thé = v/c deb olish kerak. '

SU(2) gruppasi ham 2 x 2 matritsalardan tuzﬂgafn, ular
unimodularlikdan tashqgari unitarlik shartiga bo‘ysunishi ke‘ra.k.
Demak, SU(2) gruppasi SL(2,C) gruppasining qismgruppa&dn‘:
SU(@2) < SL(2,C). Bu gismgruppaga mos keluvchi (162)-
matritsalar unitarlik shartiga bo‘ysunishi kerak: A' = A~'. Bu
holda A matritsa

S w . L w
A=¢71% = g cos 5 +i(o - n) sin
ko‘rinishga ega bo'ladi ((97)- va (98)- lar bilan solishtiring).
4.42-misol. n = (0,0, 1) vektor uchun (aylanish yo‘nalishi - z -o'qi)

W : o ; aiyy i
G005 = +igysin = ( 0% +1isin ; 0 e { &2 0
2 9 0 cos 5 —ising k 0 et%

Buni (101)-bilan solishtiring.
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§20.4. Relativistik spinorlar

SL(2, C’) gr.uppasining to‘rf-vektorlarga ta’siri Lorentz al-
mash_tmshlanga ekvivalent ekanligini ko‘rdik.  Ikki o‘lchamli
matritsalar sifatida (160) - matritsalar ikki qatorli kompleks
vektorlarga ham ta'sir qilishi kerak. Lorentz almashtirishlarida

% =43P, o p=1,2 (163)
goida bo'yicha o‘zgaradigan

1
=(&)
kattaliklar relativistik spinorlar deyiladi. (163)-formulani ochib
yozaylik:
r=af' + B, =188 ab-By=1 (164)

Spinorlar ikki o‘lchamli kompleks fazo vektorlari sifatida qaralishi
mumkin.

Ikkita & va ) spinorlar uchun
g% — €% = (a8 — BY)(E® - ') = E? — ¥ (165)
bo'ladi. Bundan kelib chigadiki &2 — €2 kombinatsiva Lorentz-
invariant (})ir hisobot sistemasidan ikkinchisiga o;tganimizda
o‘zgarmay’dlgan) kombinatsiya ekan. Bunday invariantlarni
tabiiy ko‘rinishda yozish uchun quyidagicha antisimmetrik "metrik
tenzor" kiritiladi:
Pl ( 0 1) B
[e? \ —-10 ) ) 9up Jha-

Ushbu metrik tenzor yordamida quyi indeksli spinorlarni kiri-
tishimiz mumkin:

€= gas®, vami, 6=6, &=-¢.
Bu holda (165)-invariant
g — €1 = €' + €y = 00 = gupl®n® = L
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ko‘rinishga ega bo‘ladi. Kontravariant metrik tenzor g*?gs, = a8
qoida bo‘yicha kiritiladi:

. 0 —1

#-(317)
Demak, yana bir marta yuqoridagi &! = —&, £ = &
munosabatlarga kelamiz.

Norelativistik kvant mexanikasida p = |[#[? = " ¢! + ¢*2y?
kattalik elektronning zichligi bo‘lib hizmat giladi, zichlik invariant
(skalar) kattalik bo'lishi kerak bo‘lgani uchun norelativistik
spinorlarning almashtirish matritsesi unitarlik hossasiga ega
bolishi kerak edi, shu sababdan u holda SU(2) gruppasi paydo
bo'lgan edi. Relativizmda zichlik p = |¢|? skalar emas, u 4
vektorning nolinchi komponentasi. Shuning uchun zichlikning
invariantligi sharti kiritilmaydi. Bu o'z navbatida almashtirish
matritsasining unitarligini talab gilmaslikka ekvivalentdir. Uch
o'lchamli spinorlar haqida gap ketganida aylanish matritsalarining
unitarligi kovariant spinorlar uchun (136)-qoidaga olib kelgan edi:
kovariant spinor SU(2) gruppasining kompleks go‘shma tasavvuri
bo‘yicha almashinar ekan. Ya'ni, kovariant spinorning almashinish
qoidast kontravariant spinorning kompleks qo‘shmasi bilan bir hil
edi: Xa ~ (X°)".

To'rt olchamli holda esa kompleks qo‘shmatasavvur bo‘yicha
almashinadigan spinor

C'*a — A:‘iuc.ﬁ
alohida kattalikdir, chunki A* matritsa A ga chizigli almashtirish
yo'li bilan keltirilmaydi. Bunday spinor uchun alohida belgilash
qabul gilingan: % Bunday spincrlar punktirli spinorlar
deyiladi. Almashtirish qoidasini to‘g'ri yozish uchun A*
matritsaning indekslarini ham punktirli qilib olamiz:

C=AEN0, ylisarxt 1o X =7+ 8 (166)

Albat.ta,l 1 indeks spinning z - o‘giga proeksiyasi +1/2 ga mos
keladi, 2 indeks esa spinning z - o‘qiga proeksiyasi -1/2 ga mos
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keladi. Punktirli spinorlar bilan ishlash uchun punktirli indeksli
metrik tenzor kiritiladi:

{0 1) = L
935 = \__1 0}7 Gap = 9pa-

Bu metrik tenzor punktirsiz metrik tenzordek indckslarni tushur-
ishi va ikkita, punktirli yuqori indekslar bo'yicha soddalashtirishi
mumkin. Agar g“ﬂgﬁ;’ = 6? formula orqali punktirli kontravariant
metrik tenzor kiritilsa u yordamida kovariant punktirli indekslarni
ko'tarish va soddalashtirish mumkin. Kontravariant metrik tenzor

uchun:
&R 0 -1
#=(1%)

Shu joyda (159)-formulalar va ulardan kelib chiggan hulosalarni
eslash  o‘rinlidir. U yerda malum bo‘lgan ediki, Lorentz
gruppasiga bo‘ysunadigan kattaliklar ikkita mustaqil sonlar (1)
bilan aniglanadi, ikkala songa tegishli kattaliklar o‘zaro komplgks
qo'shma tasavvurlar bo‘yicha almashinadi. Shu indeks‘la.rmng
birini oddiy spinor indeks bilan bog'laymiz, ikkinchisini esa
punktirli spinorlar bilan bog'laymiz. Masalan, (1/2,0) tasavvurga
(" spinor, (0,1/2) tasavvurga esa x? spinor mos keladi. (1/2,1/2)
tasavvurga x¥* aralash spinor mos keladi. (k,!) tasavvurga esa

-rt;ug_---nkﬁl .S'g---.'j}
5

spinor mos keladi. Uning komponentalarining soni (2k +1)(2! +1)
ga teng. o
Punktirli va punktirsiz indekslar bo‘yicha soddalashtirishning
ma’nosi yo'q, hosil bo'lgan kattalik invariant xaraktergg ega
bo‘lmaydi. Soddalashtirish fagat punktirsiz indekslarning ichida
alohida va punktirli indekslarning ichida alohida bajarilishi kerak.
Indekslar bo‘yicha soddalashtiruvchi metrik tenzorlar gap V& Gaj
antisimmetrik bo‘lgani uchun har bir gruppa indekslar bo‘ylch:a.
simmetrik spinor keltirilmaydigan tasavvurni amalga OSh‘lradl.
a0y - - - oy larning ichida simmetrik kombinatsiyalarning sont (k +
1) ga teng, huddi shunday, BiBs--- i larning ichida ;mlrpetnk
kombinatsiyalarning soni {{+1) ga teng, Demak, (k, 1) spinor ikkala

213



xilga ham tegishli indekslari bo‘yicha simmetrik bo‘lsa u amalga
oshirayotgan keltirilmaydigan tasavvurning o‘lchamligi (k+1)(I+1)
ga teng. Mana shu keltirilmaydigan (k+1)(I+1) o‘lchamli tasavvur
matritsasini D*") deb belgilaylik. Undan tashqari D*0 = DF va
DOD = D™ deb belgilaymiz.

Ikkita (K1, 1;) va (ks, l2) indeksli spinorlarning ko‘paytmasi (k1 +
ks, [ +15) indeksli spinorni beradi. Masalan, ng"“’ = gog"" bo‘ladi.
Ikkita indeks bo‘yicha soddalashtirish natijasida rangi ikkitaga kam
spinor hosil bo‘ladi. Masalan, gmasgiéuz“k = §:[?3’ gaﬁCaB e
skalar va h.k. Albatta, soddalashtirilayotgan indekslar bo'yicha
spinor simmetrik bo‘lmasligi kerak, aks holda nolni olamiz.

Tkkala xil indekslari bo‘yicha simmetrik spinorga misol sifatida
birinchi rang spinorlarining ko‘paytmasini olish mumkin:

‘Eﬂlgng i gﬂkgﬁi Eﬁg 2l é,-_"if'

(161)~formula bo‘yicha to‘rt-vektor # ni ikkinchi rang argml_ash
spinori sifatida ko‘rish kerak: %' = AZAT formulani indekslar bilan
yozsak

i i 4 T8
&9 = A2z Al wrivd
bo'ladi.  Bundan kelib chigadiki Pauli matritsalarini spinor

hisobning elementlari sifatida qaraganda ularni {a},J“ﬁ ko‘rinishda
olish kerak.

§20.5. Lorentz gruppasining tasavvurlari
Tesavvur ta’sic qiladigan fazoning bazisini tashkil ailuvchi
funksiyalar sifatida quyidagi monomlar olinadi:

3) e Rl b o )
2 Sc1pMp oo

Vi + N0 — o)z + )Gz — A)
bu yerda —j; < ¢ < j;, ~j < p < ja. Fazoning o‘lchamligi (2j; +

1)(272 + 1) ga teng. Tasavvur matritsasi D7172)(A) quyidagicha
aniglanadi:

fﬂﬂ‘:jll JE) =

£, 52) = (DAR(A)) ” P (5, 1),

214



’D(Ji"Z)(A) matritsa A matritsa orqali aniqlanadi. Bu formulaning
o'ng tomonida (164)- va (166)-formulalar ishlatiladi, keyin (A€ )1+e
ga o'xshagan darajalar ochiladi va f» polinom qayta yig'ilib
DUn22)( A) matritsa topiladi. Bu ishda to'xtalib o'tirmay DU12)(4)
matritsaning asosiy hossalarini qayd qilib ketaylik.

f(j1,92)  va  foP(ki ko) funksiyalar keltirilmaydigan
tasavvurlarni amalga oshiradi, f(jy, j2) f7%(k1,k2) ko‘paytma
ham Lorentz gruppasining qandaydir tasavvurini amalga
oshiradi, ammo bu tasavvur keltirilmaydigan tasavvurlarning
to'g'ri  ko'paytmasiga bo'lib keltiriladigan tasavvurga mos
keladi.  Keltirilmaydigan tasavvurlarning to'g'ri ko‘paytmasi
keltirilmaydigan tasavvurlar bo'yicha qatorga yoyiladi:

plank) ® Pl k) — E-D(J‘.k)‘
@

bu yerdaj = |j1 —-jgl, l71 ——jzi + 1, ...,j] +j2 B b= Ikl —kz!, [kl—
ko +1,..., ky + kg giymatlarni qabul qiladi. Hususan

DU (4) = DYLO(4) @ DIO2)(4)
bo‘ladi. Undan tashqari
DOI(A) = DU 4%
bo‘ladi. Bundan kelib chigadiki

’l)(jh]Z)(A) = (DUZJ!){AJ)‘ ]

DU32)( A) matritsalar unitar tasaavurni tashkil gilmaydi. (IV.2)-
teorema faqat chekli va kompakt gruppalarga tegishli, Lorentz
gruppasi nokompakt gruppa bo'lib uning cheklangan tasavvurlan
unitar bo‘lmaydi.

Agar 2j; va 2j, larning juftligi bir hil bo‘lsa bunday tasavvur
bir qiymatli, yoki, tenzor tasavvur deyiladi, har xil bo‘lsa ikki
qtymatli, yoki, spinor tasavvur deyiladi. Masalan, (0, 0) tasavvurga
skalar mos keladi, (1/2,1/2) tasavvurga veldor mos keladi. lzi
nolga teng iikinchi rang simmetrik tenzorga (1,1) tasavvur mos
keladi. Ikkinchi rang antisimmetrik tenzorga (1,0) yoki (0,1)
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tasavvurlar mos keladi. Punktirsiz spinor D/20) tagavvurni
amalga oshiradi, punktirli spinor esa D01/ tasavvurni. Dirac
bispinoriga ikkita keltirilmaydigan tasavvurlarning to‘g'ri yig'indisi
mos keladi: DU/20) @ DO/,

§21. Poincare gruppasi

§21.1. Poincare gruppasining algebrasi

Relativistik kvant fizikasida quyidagi ko‘rinishdagi birjinslimas
Lorentz almashtirishlari muhim rol o‘ynaydi:

o =Ajz" +a, (167)

B‘u yverda AJ - Lorentz almashtirishlari matritsasi, a* - to'rt
o'lchamli Minkowsky fazosidagi o‘zgarmas vektor. Bunday bir-
i Poincare

Jinslimas Lorentz almashtirishlari hosil gilgan gruppant
gruppasi ham deyiladi. Matematik nuqtai nazardan bu - to'rl
oflchamli fazoda koordinat o‘qlarini ma’lum bir burchakka burash

va. @ vektorga ko‘chirishga teng?.
Poincare gruppasining elementini ( 167)-formuladan kelib chigib

gl’.A) deb belgilash mumkin. (167)-formulani ikki marta go'llab

olncare gruppasidagi kompozitsiya gonunini keltirib chiqarish
mumkin:

X (ah Al):((IQ Az) = (a1 + A1a2, AIAQ).

Bu‘ l.(o Paytirish qoidasi quyidagicha besh o‘lchamli matritsa kiritish
yo'li bilan ham aniglanishi mumkin:

(a,A) = (3 fi)
Oling; .
ingan tasavvur Poincare gruppasining chekli-o'lchamli unitarmas

tasavvuridir.
Poi q .
(@ 1)(06“10\5)“6 g(rurjsam uchun kompozitsiya gonunining hususiy xoli:
’ 5 = (q
K e
Vant mexanikasida impuls quyidagicha tariflanadi:

Pr— g
ho* & PO ipdl=inl, P =—ihV
cot

?Bunda;
Y ta'rif
sty S passy 5
1stema (jiym) ko'chi.ri]a"dgnrashﬁﬂ tealluqli, akfav qarash bo'yiche Loordinat o‘glari o'z joyida qoladt, fizik
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Bu ta‘rifdan foydalanib fazodagi siljish operatorini kiritish mumkin:
exp (1P,a* /R) f(z) = exp (a8 — a- V) f(z) = f(z — a).

Impulsning koordinata a* = {0, «*, 22, z3} bilan kommutatori

[z#, P"] = —ihg"” (168)
ekanligini keltirib chigarish qiyin emas. Oydinki
[P*, PY]=0. (169)

Puancare gruppasiga to'rita siljish operatoridan tashqari oltita
buralish operatorlari ham kiradi, klassik kanonik formalizm
va aynigsa kvant mexanikasidan ma’lumki buralish operatorlari
sifatida impuls momenti komponentalarini ishlatish kerak. Rela-
tivistik impuls momenti operatorini kiritaylik:

M* =ztP* —a"PH, MM = —M".

Uning oltita mustagil komponentalari bor, ular to‘rt o‘lchamli
fazodagi oltita aylanishlarni ifodalaydi. (168)-dan foydalanib
tekshirish giyin emaski

M*’f“u: 1,)\] = [w,upn —.‘L‘"P”, :rA] -
= 2"(P, 2] — a'[P¥, 2] = ih(g"z" — ¢"z”) (170)
va
[M*, P = [2*P* — 2P*, P = ih(g"*P* - ¢"*P") (171}

bo‘ladi. Huddi shu yo'sinda quyidagi kommutatorni ham tekshirib
chigish mumkin:

(M, 1P7) = [M*, 2°P7 - 2°P¥] =

= [M*, 29| P7 +2f[MM, P°) — [M**, 2°|P? — 2 [M¥, P?| =

- lh gI//)A/[,ua - gupj‘/[l/ﬂ AL gV”]\/[PI-' . gl-‘”]MPV -

(172)
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Bu natijani keltirib chigarishda quyidagi formuladan foydalandik:
[A,BC]=ABC — BCA =
= ABC — BAC + BAC — BCA = [A, B]C + B[4, C].

(169), (171) va (172)-nchi formulalar Poincare gruppasining
algebrasini tashkil etadi. Bu algebra yugorida kiritilgan o‘nta

generatorlarga asoslangan: to‘rtta P, va oltita My,.
Buralish operatorlari M#¥ larni ikki gismga bo‘lib ularni

yangicha belgilaylik:

M* = N,  M? = M3, M® =M, M= M.
o'zining kiritilishi bo‘yicha N° operatorlar (0, 7) tekislikdagi
buralish sifatida Lorentz almashtirishlariga mos keladi, MY
operatorlar esa (7, j) tekisligidagi buralishga mos keladi. Masalan,
M*™ = M3 operatori (z,y) tekisligida, boshqa so‘z bilan aytganda
z 0'qi atrofida biron burchakka aylanishga mos keladi.

4.6-mashq. (172) - munosabatlardan quyidagilarni keltirib chigaring:
[N*, N9) = —ieikpgb, (M0, M) = ie P prk,  [NY, A7) = ie9FNF. (173)

4.43-misol. Yugoridagi munosabatlarning ohirgisini keltirib chiqarishni
ko‘rsataylik:

[NY, M?) = 'és"“[[‘.';'[". M¥) =
= %Ejkl (gikMor +gile0) = _%EJ:!NI + %E]kiNk — elik k.
Agar yangi
1 : 1 .
= 3(M + i), K= §(M —iN)

generatorlar kiritsak (173)-formulalar

Vo )] = igtik g, [Ji, K] =0, (K, K] = iR K,
k,o‘rini§hga keltiriladi. (159)-formulalarga yana keldik, u
ﬁiﬁ\g} Lorentz gruppasiga tegishli hulosalarni yana gaytarishimiz

dn.
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§21.2. Poincare gruppasining tasavvurlari

Poincare gruppasmmg tasavvurlari quy]davlcha klassifikatsiya
q;lmagh M? ning o'zidan biror aniq fizik ma’noga ega bo'lgan
kattalik kelib chigmaydi. To'rt-vektor(psevdo) kiritamiz:

1
w, = ggx,,,,pp*w".

Bu yerda &y, - to'liq antisimmetrik psevdotenzor: eg1p3 = 1, juft
almashtirishlar natijasida yana birga teng, toq almashtirishlardan
keyin -1 ga teng, indekslarning biror ikkitasi bir-biriga teng bo‘lsa
nolga teng. Oydinki w, Pt =0.

4.7-mashq. Quyldafnlalm isbot giling:

W, P =0, [M,w] =i(guwy — goWs), [Wpw )= iE oW P’

Poincare algebrasining ikkita Casimir operatori bor: P? = Pf —
P? va w2 Bu ikkala kattalikning P, bilan kommutatwlmnl
tekshirish giyin emas, ularning M, bxlan kommutativligi ularning
skalalllgldan kelib chlqadl (chunki M,,,, - aylanish operatori).

w? ni hisoblashga o‘taylik. Buning uchun birlik antisimmetrik
tenzorning quyidagi hossasi kerak bo'ladi (|16], §6):

e = = §¢8,87 + 826784 + 5“:5*6" 6;;526‘; -4y 6257 — 6:6?6:
4.8-mashq. Yuqoridagi formuladan foydalanib
2= %M,,,,M“"R,P” — P*P, My M*
ckanligini ko‘rsating.

4.9-mashq. P2 va v’ lerning hamma P* lar va M* lar bilen
kommutatorlari nolga teng ekanligini ko‘rsating.

Yuqorida topilgan ikkita Casimir operatorlari Poincare grup-
pasining tasavvurlarini klassifikatsiya gilishda ishlatiladi. Casimit
operatorlari gruppa algebrasining hamma tashkil qiluvchilari bilan
kommutativ ekan ixtiyoriy keltirilmaydigan tasavvur matritsalari
bilan ham komimutativ bo‘ladi. Bu holda Schur lemmasi bo‘yicha
ular birlik matritsaga karrali bo‘lishi kerak. Fizik oflchamlik
nugbai nazaridan P? = m? deb olish kerak, bu yerda m - massa
birligiga ega konstanta. w? ning hususily giymatini topish uchun
uning skalarligidan foydalanib uni P = 0 sistemasida hisoblaymiz
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{Lorentz invariant kattalikni ixtiyoriy sistemada hisoblash mumkin,
uning kattaligi hamma sistemalarda bir xildir). Bu holda

wZ - éPZAJﬁMij - m2M2

bo'ladi. Zarracha qo‘zg‘olmay turgan sistemada M - uning husugiy
momenti, ya'ni, spinidir. Demak, M? = j(j + 1), bu yerda j -
zarrachaning spinining son giymati: j =0,1/2, 1, 3/2, 2,...
Shu bilan muhim hulosaga keldik: Poincare gruppasining 1kk1t§
invarianti bor ekan, ular - massaning kvadrati va spinning kvadrati:

Pl=m?,  w'=m?(j+1)

Casimir operatorining kelib chigishidan m? ning ishorasini aniglab
bo‘lmaydi, ammo biz elementar zarrachalar uchun m? > 0 d?b
olamiz. Elementar zarrachalarga ta‘rif berish mumkin bo‘h»b
chigayapti - elementar zarracha Poincare gruppasining ma’}um bir
massali va spinli keltirilmaydigan tasavvurini tashkil qilishi kerak.
Spini nol va butun bo‘lgan j = 0, 1, 2,... zarrachalar bozonlar
deyiladi, spini yarim butun bo‘lgan j = 1/2, 3/2, ... zarrachalar
esa fermionlar deyiladi. p
P? > 0 bo'lgani uchun P, ning ishorasi ham ahamiyat topadi,
uni & = Py/|P| deb belgilaylik. Natijada quyidagi manzaraga
kelamiz:
L. P*=m?>0, ¢ = +1 (ya'ni Py > 0). Bu - massasi m bo‘lgan
haqiqiy zarrachalarga mos keladi..
2P2=m?> 0, e = —1 (ya'ni P, < 0). Oldingi punktdagi
tasavvurga kompleks qo‘shma tasavvur.
3. P* =0, ¢ = +1. Massasi nolga teng bo‘lgan zarrachalarga
mos keladi. Masalan, fotonga.

4. P2 = 0 ¢ = -1 Avvalgi tasavvurga kompleks go‘shma.
tasavvur.
5 P* =0, P, = 0. Bu tasavvur vakuumga to'g'ri keladi deb

hisoblanadi,
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204-betdagi Lorentz gruppasining  klassifikatsiyasini Poincere
gruppasiga bevosita ko‘chiriladi. Ya'ni, Poincare gruppasi ham
to'rtta parchaga bo‘linadi: PI, PI, Pi, P'. Bu parchalarning
talgini 204-betdagi talqinga mos - biror element P! ga tegishli
deyiladi qachonki unga mos keluvchi A € Al bo'isa, va h.k.

§22. Lie gruppalarining umumiy hossalari

§22.1. ta‘rif

Shu paytgacha bir necha konkret uzliksiz gruppalarni ko'rib
chigdik. ~ U(1) va unga izomorf bo'lgan SO(2) va Cy lar
bitta parametr ¢ ga bog'lig edi, u ham burchak bo'lib 0 <
¢ = 2m sohada uzliksiz o‘zgarar edi. Mana shu (0, 27) soha
U(1) gruppasining gruppaviy fazosini tashkil etadi. (0, 27) soha
kompakt scha, shunga yarasha gruppa ham kompakt gruppa
deyiladi. Uch o‘lchamli fazoda aylanishlar gruppasi SO(3) uchta
parametrga bog'liq - Euler burchaklariorgali ifodalanganda ular
0 <@ <2m, 0<% <210 < 0§ < 7 to'plamni tashkil
giladi. Bu ham kompakt to'plam, shunga yarasha SO(3) (va
unga gomomorf akslantiriladigan SU(2)) kompakt gruppa deyiladi.
SL(2, C} gruppasining gruppaviy fazosi uzliksiz —co < 7 < oo
to'plam bo'lib nokompakt to‘plamni tashkil qiladi, shunga yarasha
gruppa nokompakt deyiladi. )

Umuman olganda har bir uzliksiz gruppaning gruppaviy fazosi
qandaydir 7 o‘lchamli fazoni tashkil qiladi. Bu fazoning elementlari
gruppaviy aksiomalarga bo‘ysunishi kerak, ya'ni, G to‘plamning
ixtiyoriy ikki a va b elementlariga uning uchinchi elementi ¢ mos
qo'yilgan bo‘lishi kerak: ¢ = ©(a,b). Bu - a va b elementlarning
gruppaviy ko‘paytmasi, agar b element berilgan bo'lib a element
o'zgarsa ko‘paytma ham o‘zgaradi. Uzliksiz deganda shuni ko'zda
tutamizki, a element cheksiz kam o'zgarsa ¢ = (a,b) hgm
cheksiz kam o‘garadi. G to'plam odatda manifold strukturasiga
ega deb olinadi, ya'ni, uning har bir nugtasining atrofi 7-0'Ichamli
evklid fazosining hossalariga ega bo'ladi. Shu sababdan. uni
G, deb belgilaylik. Bu degani, G, ning har bir nuqtasinng
atrofi uzliksiz va o‘zaro bir qiymatli ravishda r-o‘lchamli evklid
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fazosining biron bir nuqtasining atrofiga akslantirilishi mumbkin.
Ya'ni, G, da r o'lchamli koordinatalar sistemasi kiritilgan deb
qaraladi. Bu koordinatalar sistemasi uch marta differensiallanuvchi
deb qaraladi, Lie gruppslarining nazariyasi uchun shu yetarlidir.
Ammo ko'rsatish mumkinki, haqgigatda bu sistema analitik
bo'ladi. Gruppaning birlik elementiga koordinata boshi to‘gri
keladi. Quyida ko‘p uchraydigen a = (al, @2, ..., a”) belgilashda
gruppaning elementi a € G ning shu 7 o‘lchamli differensiallanuvchi
koordinat sistemasidagi ifodasi ko‘zda tutiladi. Gruppaviy
operatsiya natijasida xosil bo'lgan almashtirish (¢ funksiya) lar
ham differensiallanuvchi va hatto analitik ekanligini ko‘rsatish
murkin ([12], 7-bob).

Kiritilishi bo‘yicha G, ning har bir elementi a r komponentali
kattalik: @ = (a!, @? .., a"). Shu sababdan gruppamiz r
parametrik gruppa ham deyiladi.  Masalan, yugoridagi
uch oflchamli fazodagi aylanish gruppasining elementlari uch
komponentali kattaliklar edi: g = (gz, gy, g:), shunga yarasha
uch o‘lchamli fazodagi aylanishlar gruppasi uch parametrli gruppa
bo'ladi.

§22.2. Struktura konstantalari

Yugorida ta‘riﬂanganigruppaviy ko'paytmani yana bir marta
yozaylik: |

¢ =¢'(a,b) = o(a, d% .., a7, b, 0%, ., 07), i=1,..., T

(174)

ta'rif bo'yicha birlik elementga koordinat boshi mos keladi, demak:
a=pla,e) & a° = ¥a,0), b= (e, b) < b = (0,b).

a ni kichik deb qarab bu formulalarning birinchisini gatorga
yoyamiz:

k1 0%

Bakdal

@' = ¢/(0,0) + A5

+1a
2

a=0 ={]
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Hulosa;

: 9¢'(a,0)] ., 8%Ha, 0) 0P
R R o LA
e : (175)
Huddi shunday ish tutib quyidagiui ham olish mumkin:
8¢'(0, b) _ g 8¢(0,b) =0 n>2
vt © OboY - o -
= (176)
Teskar; elementning mavjudligidan quyidagini olamiz:
¢'(@7a) =¢ie,aY) =0, i=1,2,..r a7
Gruppaning assotsiativlik hossasi quyidagini beradi:
(2, (b, ¢)) = p(p(a, b), c). (178)

Agar mana shu funksional munosabatlarni hal qilsak SRR
hamma hossalarini o'z ichiga olgan ¢ funksiyani topgan bo'lar
edik.  Ammo by giyin masala. Sophus Liening ixtorosi
shundan iborat, bo'lganki u ixtiyoriy chekli a, b va ¢ lar uchun
o'rinli bo‘lgan funksional munosabatlarning o‘rniga gruppaviy
to'plamning koordinat boshi atrofidagi differensial mlunosabatlar.nl
o'rganish yetarli ekanini isbot gilgan. Biz ham shu yo ldan‘keta,ml.zb.
(175)- va (176)-larga kirgan quyidagi formulalarni alohida yozi
olaylik:

00'(a,0)) 90,8 _ i
da* T
a=( b=0

Bu munosabatlardan kelih chigadiki, {174)- munosabat birlik
element e atrofida yechimga ega. . ‘

(174)-formulada a va b elementlarni kichik deb _(bggf:jqiclli rs;s
bilan aytganda, ularni birlik element e atrofida yotib 1_1 & ‘3 olish
va (175)- hamda (176)-larni hisobga. olib quyidagi yoyilman
munkin

. NS . i ik todpkpt oL
¢ =©'(a,b) = a*+8'+ g0tk 4 ol P+ plalbb +- - (179)
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Yuqorida aytilgan edi koordinatlarni uch marta differensiallanuvchi
deb qarash yetarli, ohirgi formula shunga mos keladi. Keyingi
hamma mulohazalarimizda ham (179)-yoyilmaning yugori hadlari
kerak bo‘lmaydi.

(179)-yoyilmani assotsiativlik sharti (178)-ga qo'llaymiz. (178)-
ning o'ng tomoni:

©'(pla,b),c) = ¢'(a,b) +c +ghot(a, b)c + h;k,(p-"(a,, bt (a, b)d'+

+P’._m‘:4“j (a, b)cFe= a'+b'+c'+g' et g"k;akcfa-g"k,b*cl—i—h‘} qadatbl4
+pl-lﬂajbkbi_J_glmgk"mambncfJI_hikgm{aP:+bﬁ:}{a’!_{‘b{}cm_'_pimm(Glﬁ:_f_bi.')cfcm
(178)-ning chap tomoni uchun ham uchinchi tartibli hadlar
aniqligida yoyilma vozilsa va yuqoridagi ifoda bilan solishtirilsa
quyidagilar topiladi: _

a) chap va o‘ng tomondagi birinchi tartibli hadlar aynan bir
xil:

ad+b+cd=a+b+c;

b) chap va o‘ng tomondagi ikkinchi tartibli hadlar aynan bir

xil:
ghiat + ghyatct + giptel = gl + ghiae! + gub’ e’

¢) uchinchi tartibli hadlar ikki qismga bo'linadi: @, b, ¢ larning

ixtiyoriy biri ikki marta uchraydigan hadlar ham aynan bir xil,

abc hadning oldidagi keeffisientlar esa quyidagi munosabatga olib
keladi:

ik { H T i i ] g
IktGinn — gmkgle = Dt T Prntn — hmnl 2 hmnﬂ" (180)
Quyidagicha kattalik kiritaylik:
C;k = .q;k = g}c] - —‘:i-_;‘ (181)
Kommutativ gruppa uchun albatta ¢, = i, shunga yarasha

bunday gruppalar uchun ¢ =0

' 4.10—ma§hq. (180)-formulani (I, m, n) indekslarning o‘rnini har xi! yo'l
b‘ﬂ&ﬂ almashtirib yana besh marta yozib chiging. Indekslar juft tartibda
o'zgartirilgan uchta formulani musbat ishora bilan, tog tartibda o‘zgartirilgan
uchta formulani manfiy ishora bilan olinsa natijaviy formulada My va P lar
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ishtirole etmaydi. (181)-ta'rifdan foydalanib faqat g}, larning ko'paytmalari
islitirok etgan qolgan hadlar
";'rr.‘-‘z? b cll'mf";;r + Cimcg =0 (182)

ko'rinishga, keltirilishini ko'rsating. : 2
4.11~mashq. Teskari elementni ¢~ uchun ©'(a,a™!) = 0 bo'lishidan

(el = _¢f +g;ka.]ak dlvoo
elanligini ko‘rsating.

4.12-mashg. ¢ = ab(ba)~! kattalik Lie gruppaside kemmutator
deyiladi. Yuqoridagi mashqdan foydalanib

H((Ba)™) = =5 ~ o 4 gf, (W8 o+ b + @Ia¥) + -
ekenligini ko‘rsating. Bundan foydalanib

q' = c3a?b* + yuqori tartibli hadlar. (183)

ekanligini ishot qiling. ' A

4.13-mashq. ¢ = 1 bolganda ab = ba ekanligini ko'rsating. Ya niy b“‘ar'
bir Lie gruppasida hamma elementlarning kommutatorlari birga teng bo'lsa bu
gruppa kommutativ (abel) gruppa bo'ladi.

(181)- ta'rif orqali kiritilgan ¢y kattaliklar Lie gruppasining
struktura doimiylari deyiladi. Ular o'zining quyt indekslar
bo'yicha, antisimmetrik tenzorlardir. O'zinig ta‘rifi bo yllcha.ulqr
sonlardir (gruppa elementlarining funksiyasi emas ma qosula),
ammo gruppaviy fazodagi koordinat almashtirishlarlga' nls.batan
ular bir marta kontravariant, ikki marta kovariant u<.:h1nch1 rang
tenzorini tashkil giladi, (182)-munosabat Jacob: ayniyati
deyiladi. gt

S.Lie isbot qilgani bo'yicha struktura kons?antal’ar'l ber}{gaﬂ
bo'lsa uzliksiz gruppani tikiab chiqishimiz mumkm,. ya'ni, berilgan
Gk lar bo'yicha ¢(a, b) funksiya to'liq ravishda topiladi.

§22.3. Lie gruppasining algebrasi. Generatorlar
Algebra

Quyidagicha tuzilgan r-o'ichamli vektor fazo RT berilgal} "boill:;?‘ia
1) U haqiqiy yoki kompleks sonlar maydoni X
aniglangan bo'lsin:
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2) Undagi vektorlar uchun quyidagicha kommutator deyi-
ladigan kompozitsiya qonuni aniglangan bo'lsin: ixtyoriy @ € R"
va b € R vektorlarning kommutatori yana shu fazodagi vektorni
beradi - ¢ = [a,b], c € R".

3) Kommutatorlar quyidagi qoidalarga bo‘ysunsin:

laa +o'd, b] = ala, b] + &'[d', 8], a, d € K; (184)
fa,b] = —[b, al; (185)
[a, (b, cll + b, [c, o] + [c, [a, 8] = 0. (186)

Shunday tuzilgan vektor fazo R" K maydon ustida aniglangan Lie
algebrasi deyiladi. Agar K to‘plam haqiqgiy sonlardan iborat
bo'lsa mos keluvchi algebra hagigiy Lie algebras: deyiladi,
agar K to‘plam kompleks sonlar to‘plami bo‘lsa mos keluvchi fazo
kompleks Lie algebrasi deyiladi. Lie gruppasining algebrasi
hamma vagt hagiqiydir ([12], 10-bobga qarang) , shuning uchun
bundan keyin Lie gruppasining algebrasi hagida gapirilganda um
oddiygina qilib Lie algebrasi deb ketaveramiz.

Kommutator bo‘ysunishi kerak bo‘lgan birinchi ikki goida
chizigli bo‘lgani uchun kommutator operatsiyasini Lkoordinat
formada quyidagicha yozib olish mumkin:

¢ = [o, b = itV
Paydo bo'lgan cﬁ sonlar Lie algebrasining struktura doimiylari
deyiladi.  Kommutatorlarning (185)- va (186)- qoidalaridan
quyidagilar kelib chigadi:
Cki = —Ciks ChiChtn + Ciicmy + Cmich; = 0-

Bular Lie gruppasining struktura doimiylari bo‘ysunishi kerak
bo‘lgan (181)- va (182)- formulalarning o'zidir. Bu tasodif emas,
biz hozir ko‘rsatamizki, Lie gruppasining va Lie algebrasining
struktura doimiylari bir-biriga teng.

Lie gruppasi G berilgan bo'lsin. Unda differensiallanuvchi
koordinatalar kiritilgan bo‘lgani uchun ixtiyoriy differensiallanu-

vehi egri chiziq {a*(t),7 = 1,2,3,..,r} uchun urinma vektor
maydon L

s 4o =1,2,3 (187)

- v i=1,2,3,..,r (187

=0
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kiritish mumkin, at) € G, t > 0— biron-bir parametr. ¢t = 0
nugta G dagi koordinat boshiga mos kelsin, ya'ni, a(0) = e. Shunga_u
mos kelib {X7 4 = 1, 2,3,...,r} vektorlar G ning birlik elementi
atrofida kiritilgan urinma vektorlar fazosini hosil giladi. Bundan
keyin X* vektorlar to‘plami shunday kiritilganki, ular urinma
lazodagi ba'zisni tashkil qiladi deb garaymiz. Bu fazoda ixtiyorly
X va Y elementlarning kommutatorini yuqoridagicha. kiritamiz:
C'=[X,Y], ya’ni, urinmalar fazosini Lie slgebrasipga aylantiramiz.

Ikkita egri chiziq a(t) va b(t) berilgan bo'sin, ularga koordinaf
boshidagi urinmalarni X va ¥ deb belgilaymiz. Koordinatalar
boshi atrofida

) = a'(0) + XU+ - = Xt -,
a'(t) = a(0) (158)
V#) =0 0)+ Yt +-- =Vit+....
a(t) va b(t) larning kommutatorini kiritaylik (12-mashqqa qarang):
4(t) = a(®)b(t)a™ {7 (2).
12-mashqqa binoan koordinatalar boshi atrofida
q'(t) = cjya" ()b (t) + yuqori hadlar = X Y + yuqori hadlar.
Ikkinchi tomendan (183)-formulani hisobga olsak
C'=[X,Y] = XYl = limﬂt—) = ci!Xle. (189)
t=0 2 i
Demak, Lie gruppasining va Lie algebrasining struktura doimiylari
bir-biriga tengdir:
Chi = Ciy- 1 ad
Har bir Lie algebrasiga qandaydir (lokal, kOOl‘diI.la.t boshi gtr: bii
amglangan) Lie gruppasi mos keladi. Bitta Lie -a’lgebr?sll)%‘lishi
necha global gruppalar mos kelishi mumkin, ular izomor =t
shart emas. Bunga §12.-paragrafda ko‘rilgan S,O(‘?) lvi o'ladi
gomomorf bo‘lgan SU(2) gruppalarining algebralari miso i ali
50(3,1) Lorentz gruppasi va unga gomomorf akslantiriladig

SL(2, C) gruppasining algebralari ham bir xil edi - §20.-paragrafni
qarang.
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Odatda Lie gruppasiga mos keluvchi algebra haqida gap
ketayotganida uni belgilash uchun o‘sha gruppa uchun ishlatilgan
xarflarning kichiklari ishlatiladi. Masalan, SU(n) gruppasining
algebrasini su(n) deb, SL{n,C) gruppasining algebrasini si(n, C)
deb belgilanadi va h.k.

Lie algebrasini tashkil qilgan 7- o‘lchamli urinma vektorlar fa-
zosi koordinat boshida kiritilgan edi, bu bilan shu urinma vektorlar
fazosi gruppaning birlik elementiga bog'lanib golgan bo‘lmaydi. Lie
gruppasida bir koordinat sistemasidan ikkinchisiga o‘tish mumkin.
Almashtirish formulalari analitik funksiyalar bo‘lishini isbot gilish
mumkin. Mana shu almashtirishlar yordamida koordinat boshidagi
vektorlarni ixtiyoriy boshga nuqtaga kochirish mumbkin.

Lie algebrasiga tegishli bir-necha muhim ta‘riflar bor, ularni
keltirib ketamiz.

K maydon ustida aniglangan Lie algebrasi R berilgan bo'lsin.
R ning gismfazosi bo‘lgan S to‘plam R ning gismalgebrasi
deyiladi qachonki a) S fazo R ning qismfazosidir, ya'ni, ixtiyoriy
a, b € S vektorlar uchun aa + 86 ham S ning elementi bo'lsin, bu
yerda e, 8 € K; b) ixtiyoriy a, b € S vektorlarning kommutatori
ham S ga kirsin: [a,b] € S. Agar ixtiyoriy a € R va b € S lar
uchun [a,b] € S bo'lsa S R ning ideali deyiladi. R ning o'ziga
yoki bo‘sh to'plam {0} ga mos kelgan ideallardan boshqa idealga
ega bo'lmagan Lie algebrasi R sodda deyiladi. Agar ixtiyoriy a € R
va b € S lar uchun [e, b] = 0 bo'lsa S marlaziy ideal deyiladi. Bu
ta‘rifga bo‘ysunadigan hamma b larning to‘plami R ning markazi
deyiladi.

G gruppa berilgan bo'lsin, R - uning algebrasi bo‘lsin, H
- uning qismgruppasi bo‘lsin. H dan o‘tgan egri chiziglarga
urinmalarning to‘plamini S deb belgilaylik. Bu holda S to‘plam R
ning gismalgebrasi bo‘ladi. Agar H G ning invariant gismgruppasi
(normal bo'luvehisi) bo'lsa S R ning ideali bo'ladi. Agar H G
XI;H}Ig (rjr_larkaziy normal bo‘luvchisi bo‘lsa S R ning markaziy ideali

o'ladi,

R algebra o'zining S va T gismalgebralarining to‘g'ri
yig'indisiga parchalanadi R = S @ T deyiladi qachonki § va 7 lar
R ning ideallari bo'lsa va R vektor fazo sifatida S va T ning to'g'ri
yigindisi bo'lsa. Bu holda R algebraning har bir elementi z € R
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yagona ravishda z =y +z,y€ 5, 2z €T ko‘rlmshr}a yoziladi va
[y, 2] = 0 bo'ladi. Agar G gruppe. o'zining normal gismgruppalari
H va K larning to‘g'ri ko‘paytmasiga parchalansa: G = H ®K,
G ning algebrasi R, H ning algebrasi S va K ning algebrasi r
bo'lsa R algebra S va T larning to‘g‘ri yig'indisiga p&rflhalﬁ"f{d'f
R =S8&T. Bu tasdiglarning isbotini [12] ning 10-bobida topish
mumkin. .
4.44-misol. Uch oichamli evilid fazosi B® ni olaylik. Agar uning
elementlari bo'lgan har ganday ikki a va b vektorlarning vektor ko paytmasal
[ab] shu vektorlarning kommutatori sifatida olsak: [ab] = [a,b] Rs
fazo algebraga aylanadi, chunki (184)-(186)-qoidalar darhol bajariladi. R
hing qgismalgebralari fagat bir o'lchamli bo'lishi mumkin, masalan, fagat
z—komponentaga ega bo‘lgan vektorlar, yoki, fagat y— komPOIleﬂtagafSa
bo'lgan vektorlar, yoli faqat z— komponentaga ega bo‘lgan vektorla{. R c!a
ikki oflchamli gismalgebra bo'lishi mumkin emas, tekislikda yotgan ixtiyorly
ixkita vektorning vektor ko'paytmasi shu tekislikka perpendikular bo'ladi.

% sodda algebradir, bunga quyidagicha ishonch hosil gilish mumkin - fé}qalt.
z-komponentali vektorlar fazosini X deb belgilaylik, oydinki, X ga tegishli
vektor bilan X ga tegishli emas ixtiyoriy vektorning vektor ko‘paytmasi yana
A ge tegishli bo'lmaydi. Demak, R? ning ideallari yo'q.

Generatorlar

a elementga ixtiyoriy kichik da element bilan ta'sir qilz‘l_)l',lii( !
natijada olingan element & boshlang‘ich ¢ dan kem farq gilishi
kerak:

h:p(a,da) = a"+da.i=a’+g;kaj5ak+---

Buni quyidagicha tushunish kerak: G = g o da, ya'ni, avval léicmk
da ta'sir giladi, keyin @ element ta'sir giladi. Ikkinchi tomondan
; *(a, b i (2 s
@' = ¢'(a, da) = ¢'(a, 0)+a(p—ﬁ(i’—) S+ = a'+pyya)fa’+
L -
Bu yerda kiritilgan (a) tenzorning ta'rifi va asosiy hadlarini
keltiraylik:

1"‘)9-9‘([;, b)|

fial o . 90)
Ak = G+ gia ++- - (190)

b=0

pi(a) =
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Demak,
da’ = i (a)da”.

Agar _ _

X(a)ui(a) = & (191)
formula otqali 1} (a) ga teskari matritsa kiritilsa

dak = /\j?(a)da]

munosabat kelib chigadi.
Gruppada aniglangan ixtiyoriy F'(a) funksiya uchun quyidagini
yozib olish mumkin:

Ay i OF :
Fla+da) - F(a) = ZZ‘ da' = p}c(a)éa"% = §a* X\ Fa),
bu yerda
Xr = ﬂk(a);l: B ot (192)

Kiritilgan kattaliklar {X;, & = 1,..,7} Lie gruppasining
generatorlari deyiladi. Ulammg yana bir nomi - gruppaning
infinitezimal operatorlari. Lie gruppasining generatorlari
gruppaning algebrasini tashkil gilishini isbot gilaylik.
Generatorlarning kommutatorini topish qiyin emas:

a 1Op; ouf\ 0
| /\J} = [ﬁ 0‘) A.’Jr.?( ] = ( E‘.[_{-_“j_gﬁ_li_ %

(193)
¢ = p(a, b) bo'lsin. Bu holda
¢ +dc' = ¢'(a, b+ db) = p(a, (b, 8b)) = w(p(a, b), k) = p(c, 6b)
ketma-ketlikdan d¢¢ = §6* = M.(b)db* ekanligi kelib chigadi.
Demak _ _
dc' = pi(c)6c = pj(c) M (B)db®,
yoki,
ac'

o5 = p;(c])\:(b}
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Topilgan differensial tenglamani qulayroq ko‘rinishga keltiramiz:

1 ! .
3{.9&)(;. )~ ol N (194)

8¢'(a,b) _ 8%(a,b)
bt obkaY
bo'lishi kerak bo‘lgani uchun

a ¢ ; v

7 (13 e, EOND)) = 5 (whola HIN(0)
munosabatga kelinadi. Chap va o‘ng tomonlardagi hosilalarpi
hisoblaymiz, A(b) larning hosilalarini (191)-formuladan foydalgm_b
u1(b) larning hosilalariga aylantiramiz, hosil bo‘lgan formulani bir
marta chap tomondan A(c) ga ko‘paytiramiz (tegishli indekslar
bo‘yicha yigiindi hosil qilib (191)-dan foydalanib p(c) lam}
yo'qotish uchun), o‘ng tomondan esa formulani tegishli in_defksl}
u(b)u(b) ga ko' paytiramiz (yana kerakli indekslar boyicha yig'indi
hosil qilib (191)-dan foydalanib A(h) lami yo'qotish uchun):
Ohirida ¢ = ¢(a, b) larni oz ichiga olgan hadlarni chapga, b larni
0z ichiga olgan hadlarni o‘ngga yig'amiz:

o)y 2uke)]

AEI(C} acf & B | 6(:‘

,LL': (e)

o | B8 OuE(D)
= ¢ (b) {Hf(b}a}—b‘ - w0 |-
Chap tomon fagat ¢ ning funksiyasi, o'ng tomon faqat b ning
funksiyasi: o‘zgaruvchilar ajraldi. Demak, yugoridagi tenglikning
ikkala tomoni ham o'zgarmas son ekan:
[, k(D) o)
m 1 4 { Py —_ A 195
M) | O - ot | =g (%)

O‘ng tomon konstanta bo‘lgani uchun chap tomonni bning ixtiyorty
qiymatida hisoblash mumkin. b = 0 deb olib (191)- va (190)-dan

k(b
X0 =50 =5, 2

—g
=gt
b=0
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ekanligi kelib chiqishidan foydalanib (195)-dagi ¢jj lar haqiqe}?da
gruppaning struktura doimiylari ekanligiga ishonch hosil gilish
mumkin:

G =95~ % =%
Yana bir marta (191)-formuladan foydalanib (195)-ni quyidagi
ko‘rinishga keltirish mumkin:

k k
e L SR e (196)
i aaf J Bﬂ.; 1)
Buni (193)-formulaga qo‘ysak quyidagi fundamental munosabatga
kelamiz:

X, X;] = X (197)

4.14-mashq. (182)-ni hisobga olib quyidagi Jacobi aymiyatining
bajarilishini tekshiring:

(X, (X5, 2] + 1, (Xe, X))+ (X, (X XS]] =0 ges)

Lie gruppasining struktura doimiylari ma'lum bo'lsa ular
asosida butun gruppani tiklash mumkin, bu tasdigning isbotini
[12] kitobning 10-bobida topish mumkin.  Gruppani tilklash
degani berilgan cf; lar orqali y(a,b) funksiyasini topish degani.
B‘U tasdiqning to'lig isboti qiyin masala, ammo uning ascsiy
& Oyasi oson: ¢}, lar berilgan bo'lsa (196)-differensial tenglamaning
Yechimini topish mumkin (uj(o) = 6! boshlang‘ich shart bilan),
#;(a) topilgandan keyin (194)-tenglamani integrallash goladi.

Topilgan ikkita formula (197) va (198) sbuni bildiradiki,
(192)-formula orqali kiritilgan X, generatorlar Lie
9ruppasining algebrasini tashkil giladi. Lie gruppasining
algebrasi (187)-formula orqali urunmalardan teshkil topgan
vektorlar fazosi sifatida kiritilgan edi. Shu ikkala tushunchalarni
bog'laylik.

Bir parametri gismgruppa

}I;i? gruppasi G ning birlik elementi e atrofini U harfi bilan
pf gliayl}k, U = G. Hagiqiy sonlarning additiv gruppasi bo‘lgan R
»'Ubpani olaylik. R gruppaning G gruppaga lokal gomomorfizmi

232



a(t) mavjud bo'lsin: shunday kichik o > 0 soni mavjud bo'lsinki,
sl < a, [t < o, [s + ¢| < o bo'lganda a(t) € U, afs) ¢
U, a(s + t) € U lar mavjud bo'lsin va

at + s) = alt)a(s) € U (199}

bajarilsin. R & @ gomomorfizm G ning bir parame_trh
gismgruppasi deyiladi. [t| < & soha bir parametrli gruppaning
mavjudlik sobasi deyiladi. e

Boshqacha so‘z bilan aytganda G to‘plamda egri chlZlg q(t)
berilgan bo'lsin, £ > 0 - bir hagiqiy parametr, a(0) = ¢ - G ning
birlik elementi. Bu egri chizigdagi ikkita parametr ¢ va s larga
a(t) € G va a(s) € G clementlar mos kelsin, agar t+s param?trgfi
aft +s) € G element mos kelsa a(tla(s) = alt + s) bo'ladi
Ya'ni, mana shu egri chizigdagi ikkita nuqtalarning gruppaviy
kompozitsiyasiga shu chizigning ustidagi uchinchi bir nugta mos
keladi.  Ixtiyoriy Lie gruppasida bir parametrli gismgruppani
kiritish mumkin [12]. Bu - notrivial natija, (199)-ga gruppaviy
fazodagi ko‘paytirish qoidasini qo‘llasak

@@ + 5) = ¢ (a(t), a(s)) = ai(t) + a'(s) + g (t)a’(s) +- -

(199)—formu1aning hagiqatda sodda emasligi tushunarli bq‘lﬁfil- ;
Boshida berilgan ta‘Tif lokal xarakterga ega edi, ammo ixtiyorly
lokal Lie gruppasi hagiqatda global gruppa bo‘ladi, shunga _y.arask_la
bir parametrli gismgruppa ham butun gruppaviy fazoda maVJUddI;
Koordinat boshida (gruppaning birlik elementi atrofida) a{t)
egri chiziqqa urinma kiritamig:
da'(0) . .
5 X', =124
Bu formula (187)-formulaning o'z, bu yerda bizning magsad
(199)-funksional munosabatdan differensial tenglamaga o “S}zi‘ un;
yechish va a(t) bilan X larni bog'lash. Buning uchun (199)- ,‘”,‘h
bo'yicha hosila olamiz va, t = 0 deymiz (ohirida s — ¢ almashtiris
bajaramiz):
da(t)
dt

= d'(0)a(t) = Xa(t).
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Bu tenglamaning yechimi:
: 2 _
aft) =X =1+tX + =X+ (200)

Yechimni tekshirish qiyin emas - buning uchun undan ? bo'yicha
hosila olish yetarli. Formulada birlik elementni 1 deb ketdikr
koordinatalarga o‘tganda unga koordinat boshi mos kelishini
unutmang. .
Koordinat boshida boshlangan ikkita a(t) va b(t) esrl
chiziglarni olaylik, ularga urunmalarni X va ¥’ deb belgilaylik:

da(0) db(0) _
dt Tdt e

e
Bu holda
at) =¥ va b(t) = e’

bo‘ladi. a va b larning kommutatorini topamiz:
t2
a(t) = a(®)b(t)a (B)(2) = (1 s X ) .
e 2
. (1+tY+—Y2+---> (1—tX+—X2+--->~
2 \ 2
12 \ SN
0 l——tY+5y +.../ =1+ (XY —YVX) 4+

(189)-bilan solishtirish shuni ko‘rsatadiki Lie algebrasidagi kom-
pozitsiya qonuni sifatida kommutatorni gabul gilish kerak:

[}{,Y] = .XY hee' YX.

(200)-formula. Lie gruppalaridagi gruppa elementi a va gruppa
algebrasi orasidagi bog'lanishni beradi. Unimodular gruppalar
uchun deta = 1 dan Tr(X) = 0 ekanligi kelib chiqadi ((1.134)-
fo_rmulani ishlating). Unitar gruppalar uchun at = a7! dan
ning antiermitligi X! = —X kelib chigadi. Bu holda odatda
X = iX almashtirish orqali ermit matritsalar X' = X ga
o'tiladi. Ortogonal gruppalar uchun a’ = a~!, demak, ularning
generatorlari antisimmetrik bo'lishi kerak: X7 = —X.
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(200)-formulani olganimizda konkret bir egri chiziq va unga
urunma, hagida gap ketgan edi. Bu formulani umuman gruppa
elementi ¢ € G uchun umumlashtirish mumkin. Buning uchun
urunmelar fazosidagi ixtiyorly vektor X ni urunmalari X%, i =
1,2,3, ..., r orqali ifodalash kerak va eksponentadagi ¢ X ni quyidagi
skalar ko‘paytmaga almshtirish kerak (g ni unitar k'orinishga
o'tkazish qulay, shuning uchun mavhum birlik ¢ ni ham kiritamiz):

X =i) oX' =iaX.
i=1
Bu holda ixtiyoriy element g € G uchun

g(a) = X (201)

tasavvurga kelamiz.  Algebra birinchi navbatda chizigli fazo,
unda bazisni har xil yol bilan tanlab olish mumkin. Shuning
uchun gruppaning algebrasini tashkil giluvchi {X*} generatorlar
to‘plami - algebraning bazisi - bir qiymatli aniglangan emas.
Ammo, faraz qilaylik, ma’lum bir bazis {X*,i = 1,2,3,...7}
tanlandi. Bu holda hamma element g lar uchun bu to‘plam
bir xildir, element g ni aniglash uchun esa r komponentali
parametr o = {a@i,qs,03,..., ¢} ishlatiladi, ya'ni, o berilgan
bolsa g berilgan bo‘ladi - (201)-formulada shuning uchun «
parametr g ning argumentiga kiritilgan. Gruppaviy elementnipg
bunday tasavvuridan shu paytgacha kop foydalanganmiz - aylanish
gruppasi, SU(n) gruppasi, Lorentz gruppalarini o‘zganganda.
4.45-misol.
¢ g

X = -'i%, Xy = —ia%;, Xs=—1 (:L'(%I = 51‘-)
operatorlarni kiritaylik. Unda

[le XZ] =0, [X3,X1] =1X5, [Xg, X3] =1X,

munosabatlar bajariladi. Demak, {X;, Xz, X3} to‘plam Lie algebrasini taQ{kﬂ
gilar ekan. Bu algebra 8-misolda keltirilgan 1SO(2) gruppasining algebrasining
bazisidir. Buni ko‘rish qiyin emas. Ixtiyoriy a o‘zgarmas soni uchun_ g.,{fl}l —
exp(taX;) element tekislikning ixtiyoriy vektorining = komponentasinl & = &
ga o'zgartiradi:

g:(d)(;) =exp(ia,X1)(z> =exp<aéa;) (fj): (“‘_:a).
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Xuddi shunday, g,(b) = exp(ibX3) element tekislikning ixtiyoriy vekeorining y
komponentasini y + b ga o'zgactiradi:

o (5) =ewtn (3) =0 05) (3) = (4 )

X1 va X, kommutativ bo'lgani uchun g:{a)g, (b} = exp(ia X1 +IibX2) bo'ladi,
va. bu element tekislikdagi ixtiyoriy r = Z ) vektorini d = ( E ) vektorga

siljitib beradi:
! +a
gz(a)gu(b)(‘;) = ( ;+b) =r+d

Agar tekislikda qutb koordinat sistemasiga o‘tsak X3 generatorning ma'nosi
aniglanadi, qutb sistemasida u X3 = —id/dp ko'rinishga ega. Demak, X
generatori tekislikdagi vektorlarni koordinat boshi atrofida ma’lum burchakka
aylantirishga mos keladi. Buni tekislik nuqtalarining kompleks z = z + iy =
pexp{iyp) tasavvurida ko'rish osonrog:

2 = g3(6)z = exp(ifXs)pexp(ip) = pexp(i(y + 6)).

Umuman olganda X = aX; + bX; + cX; ko'rinishdagi operator 1SO(2)
gruppasining algebrasiga tegishli bir elementidir, bu element {Xi, Xz, X}
bazisda aniqlangan.

Yugoridagi natijalarni olganimizda gruppaviy to‘plamda kiri-
tilgan koordinat sistemasi tushunchasidan foydalandik ammo bu
koordinatalarni yaqqol ko'rinishda ishlatganimiz yo'q. Demalk, Lie
gruppasining hossalari koordinat sisternasining konkret ko‘rinishiga
bog‘liq emas, yuqbridagi munosabatlarni boshqa koordinat
sistemasiga oftkazsak ular o‘zgarmaydi. Bunday hossa Lie
gruppalarining koordinat invariantligi deyiladi. Lie gruppasidagi
har xil koordinat sistemalari analitik bo‘lgan o‘zaro almashtirish
formulalari bilan bog'ligligini yana bir eslatib ketamiz.

Struktura doimiylari uchun (182)-nchi munosabatni (ularning
antisimmetrikligi ¢, ;= —c}; dan foydalanib) quyidagi ko‘rinishda
yozib olaylik :

(€i)m (el = (cu)imle)? = cTilem)i-

I?emak, struktura doimiylari ularni (c;),, matrik elementli r ta
g.lchamhgl 7 X7 bo'lgan ¢, matritsa sifatida ko‘rganda gruppaning
I tasavvurini hosil qilar ekan, bu tasavvur birtktirilgan
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tasavvur® deyiladi. Masalan, SU(2) va SO(3) gruppalari uchun
bu tasavvurni 3 x 3 bo‘lgan (103)- va (104)-matritsalar ifodalaydi.

4.46-misol. GL(n, R) gruppasining struktura doimiylarini toping.

GL(n,R) grupps aynimagan n X n oflchamli haqigiy matritsalar
gruppasidir. Gruppaviy kompozitsiya qonuni - matrik ko‘paytma: ¢ = a'b".
(179)-bo‘yicha

15 636‘-’ i
Titawn = Fokgimm = k01 Ond = Gy6imb).

Struktura doimiylari topildi:
i = Iemn ~ Gt = G40’ = 0Bk (202)

4.47-misol. SU(2) gruppssining algebrasi Pauli matritsalari o;. i =
1.2, 3 orgali ifodalanadi:

0y dj ol
73] =y
Agar generatorlarning boshge bazisiga o'tsak: o, = 2te;, yangi bazisda

fe;, &) = eqjxex ni olamiz. Demak, SU(2) gruppasining struktura doimiylari
uchinchi rang birlik antisimmetrik tensorga teng ekan: ¢, = £y (Struktura

doimiysining yuqori indeksini tushwiib yozish mumkinligi (208)-formuladan
keyin tushuntirilgan.)

Ado teoremasi deyiladigan tasdiq mavjud: ixtiyoriy Lie
algebrasi gl(n, C) matrik algebraning qandaydir gismalgebrasiga
izomorfdir ([13], X-bobning ohirida), shuning uchun Lie al-
gebralarini o‘rganish gi(n,C) matrik algebralarni o‘rganishga
keltirilishi mumkin.  Albatta, haqigiy algebralar hagida gap
ketganda gl(n, R) matrik algebralarni ko‘zda tutamiz.

Shu nuqtai nazardan kelib chigib gl(n, R) matrik algebrada
quyidagi Weyl bazisi deyiladigan bazis kiritamiz: o‘lchamli_gl
n x n bo'lgan e;j, 4,5 = 1,2,3,...n matritsalar, ulerning mat_rlk
elementlari (e} = Oadj. Masalan, ej3 degan matritsaning
birinchi satrining uchinchi elementi 1 ga teng, uning qolgan hamma
clementlari nolga teng. Tekshirib chigish qiyin emaski bu holda

leqs ent) = e — ey
Bu formuladan gl(n, R) algebrasining struktura doimiylari uchun
yana (202)-formula kelib chiqadi.

Kompleks algebralarga quyidagicha o‘tish mumkin: Weil bazisi
€11, 1€11, €12, 1€12, +-vy Enny 1enn ko'rinishda tanlab olinadi.

IMnelizehas

adjoint representation , ruschasi & d ACRUE
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4.48-misol. o(n) algebrasida Weil bazisini kiriting va uning stiuktura
doimiylarini toping.

O(n) gruppasi elementlari uchun g7 = g~* bo'lishi kerak ho'lgani uchun
uning generatorlari (algebrasi elementlari) antisimmetrik matritsalardan iborat
bo'lishi kerak: X7 = —X. Demak, bezisni &; = e;; — ej ko'rinishda olish
kerak. Bu holda

[E.5:611]) = kit — duyt + Guéje — jiis
bo'ladi. Buni [€;, én] = ¢[3%€mn ko'rinishga keltirish uchun
i =076 b5k — 5;"5,"6.,; + 6}“6},‘6,; — 86505
bo‘lishi kerak.

§22.4. Metrika. Killing-Cartan formasi. Casimir operatorlari.

Bizga Lie algebrasi R (X sonlar maydoni ustida) berilgan bo'lsin.

R fazoda ixtiyoriy z,y € R larga quyidagicha ta'sir giladigan
Diz,y] = [Dz,3] + [z, Dyj

operatorlar to‘plamini Rp deb belgilaylik.

Teopema 1V.3 Rp to‘plam Lic algebrasini tashkil giludi, ya'ni, 1)

egar Dy € Rp va Dy € Rp berilgan bo‘lse unda iztiyoriy sonlar

a,f € K uchun oDy + BD; € Rp bo'ladi; 2) undan tashqar,
(D1, Dy| ham Rp ga tegishli bo'lads.

Isbot. Teoremaning birinchi gismi bevosita tekshiriladi. Ikkinchi
Qismiga o‘tamiz. Quyidagilarni topamiz:
D1Dolz, 4} = Dy ([Daz, y] + [z, Dayl) =

= [D1Dyz, 9} + [Doz, Dyy] + [Dyz, Doy) + [z, D1 Dayl,
va

DyDi[x,y] = Dy (|Dyz, 4} + [z, D1y)) =
= [De D1z, + [Dyz, Dyy) + [Dyz, Dyyl + [z, DaDry)-
[D1,Dy) = DD, ~ D3D, bol‘gani uchun
[DI: DQ][mv y] = nDla DQ]Zy y] + [SD, [Dl’ DZ}U]
kelib chigadi,



Rp algebra Lie algebrasining differensiallanishlari
algebrasi deyiladi. R algebraning har bir @ € R elementi uchun
shu algebrani o'z-‘oziga akslantiradigan

Pal) = {a, -T]
operatsiya kiritaylik, £ € R. p, larning to‘plamini P deb
belgilaylik. P to‘plam ham Lie algebrasini tashkil giladi, ya'ni,
Po € Pvap, € Pbo'lsaap,+fp, € P a,f €K valp,p =0y
bo'ladi!. Bu algebra R ga biriktirilgan algebra deyiladi.

Tasdigning birinchi qismi oson tekshiriladi. Ikkinchi qismiring
isboti quyidagicha:

[’pa: Pb]m = (papb w pbpa)x = [a') [b, 1‘]] = [b: [aaI]] = ,

(203)
= (ab — ba)z — z(ab - ba) = {ja,b], 2] = ppyz-
Bu algebra Rp ning ideali bo'ladi. Buni isbot qilish uchun
birinchidan P C Rp ekanligidan boshlaymiz:

ralz, Y} = la, [, 9] = {la, 2], 4] + [z, [0, 3] = [paz, 4] + [, Pt}
Bu - P algebra Rp ning gismalgebrasi ekanligini isbot qilach.
P gismalgebra Rp ning ideali ekanligi quyidagi formuladan kelib
chiqadi:

[Pa, D]z = po Dz — Dp,z = [a, Dz]— Dla, z] = [a, Dsz)-[Da,z|-
-la, Dz] = aDz~Dz-a—Da-z+xDa—aDz+Dg-a = sDa—Da-z.
Agarda Da = d(a) € Rp belgilash kiritsak

(D, e = [d(a), o] = pu g
ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan P Rp ning ideali ekanligi
isbotlandi. . , o

Pa ning tatrifidan (po(z)) = [a,2] = ¢z ckanligi keli
chigadi. Boshqa so'z bilan (p,)} = Ci.]ak o .

R algebrani evklid fazosiga aylantiradigan skalar ko Pa}'t'imi :
kiritish magsadga muvofiq. Ixtiyoriy a,b € R elementlar uchu
skalar ko‘paytma

((1, b) — rﬁ‘(pﬂpb) = j.kcﬁ.a]bl (204)

4Ko'p hollarda p, ning o'rnigo ade belgilush ishiatiladi.
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orqali ta‘riflanadi.  Bunday kiritilgan skalar ko‘paytmaning
hossalari quyidagicha:

(z,y)=(,z), TER, yek,
(az+By,2) = a(z,2)+B(y,2), z€R, t € R, y € K: o, f € K;
(la, 2}, v) + (=, [a, y]) = 0, a€R z€R yc i
Birinchi va ikkinchi hossalar ravshandir. Uchinchi hossani

(pﬂ(z)1y) TP (x)pa(y)) =0 (205)

ko'rinishda ifoda gilish mumkin va uni (203)-formula yordamida
tekshirish mumkin. Birinchi had:

(po(z),y) =Tt (pparpy) = Tx {[po, Pz]Py) = Tr (pePePy — PxPaPy);
Ikkinchi had:

(I,Pu(y)) =Tr (pz {Paa py]) =Tr (Pzpapy e pa:pypa) 0

Ikkala hadning yig'indisi nolga tengligi Tr ning I[-bobdagi s
misolda keltirilgan hossasidsan kelib chigadi. (205)-dan kelib
chiqadiki, tegishli bazisda p, operatorga mos keluvchi matritsa
antisimmetrik ekan: pI = —p,. Birinchi bobdagi 14-mashqdan
ma’lumki, bunday matritsalarning hususiy giymatlari mavhum
son bo'ladi. (205)-hossage ega bo'lgan skalar ko‘paytma kiritish
mumkin bo'lgan algebra kompakt algebra deyiladi®. (205)-
hossaga ega bo‘lgan skalar ko‘paytmaning mavjudligi algebraning
kompaktligining zarurly va yetarli shartidir.

Struktura doimiylarini ¢}, = ¢ deb olib (205)-formulani
koordinat bazisida yozamiz:

(Pa(@))'y" + ' (paly))} =
= @y’ + 2yt = oty (e + o) = 0

Demak, c;; = —Chji- Bu formula bilan (181)-formulani solishtirsak
struktura doimiylari uchun quyidagilar kelib chigadi:

Cijk = Ciki = Chij = —Cjik = —Cikj = ~Chjr-

"Bu terminni T = .
ng topologiyrdagi k lik tushunchast

aloqasi yo'q.

240



Skalay ko'paytmani ta‘riflagan (204)-formulaga qaytamiz:
(0,0) = Tt (pupy) = cjuchet! = ~cpyemaltt

Kiritilgan skalar ko'paytma R algebrani quyidagi metrikali evklid
fazosiga aylantirar ekan:

(a,8) = g,,a'%, g, = —cyen;.

R fazoda metrik tenzor ¢ kiritildi.  p(a) operatorning
antisimmetrikligidan kel chiqadiki ¢;;; sonlar sof mavhum sonlar
bo'ladi (kompakst algebralar uchun, har holda), shumpg uchun
Gk = ify;k deb olinsa bo‘ladi, bu yerda Tt = hagquy 50111«’“;
Kiritilgan skalar ko‘paytmada ixtiyoriy o € R ning kvadrati
musbat son bo‘ladi:

(@,8) = fu; fialal = (fusd’) >0 )

Bundan bitta istisno bor - agar R ning markazi Ry mavjud bosa
V& a € Ry bo'lsa ixtiyorly z € R uchun Pa(z) N [a,zj =0,
voki, (pa(x})f = [, 2] = gazt = 0, 3 ixtiyoriy bo‘lgani uchun
%0’ = 0 bo'lishi kerak, Demak, a € Ry uchun (a,a) 0.
Agar R ning markazi faqat 0 dan iborat bo'lsa (206)-dan ko'rinib
turibdiki (204)-formula orqali kiritilgan kvadratik.fom}a I{IUSbat
aniglangan boladi. Demak, algebraning markaziy ideali bo %masa
unda mushbat aniglangan kvadratik forma kiritish mumkin ekan.
(204)-formuls, orqali kiritilgan forma Killing fomasz.vadg, :
tenzor Lie algebrasining Killing-Cartan metmkasz de}nla}.‘T
Eslatib ketamiz, Lie gruppasi sodda deyiladi qaChOﬂl\é u};uzﬁ
qismgruppasi  bo‘lmasa. Lie gruppasi yﬂrlm§°dda g_y 1ka 0
gachonld uning invariant abel qismgruppasi bo lmas'a ( llS “ii
Gismgruppadan tashqari). Bu holda uning alg?}?faSI mar{aﬁ%’
idealga ega bo'lmaydi. Yugqorida isbot qilingani bo‘yicha {bu natij
Cartanga tegishli)
detg,; #0 (207)

shart gruppaning yarimsodda bo'lishi uchun ye?aﬂl va ?arurﬁy'glfr;

Shu joyda ikkita fikrni aytib ketish o‘rinhd(lr. B(;pncblll 82.111
{X'} bazisni almashtirsak ¢ sonlar ham o.zt,gara‘ll,{ll o
mashtirishga nisbatan ular uchinchi rang tenzorini tashkil quaai,

241



bir marta kontravariant va ikki marta kovarian. C}k sonlarning
bazisga bog'ligligini 47-misolda ham ko‘rish mumkin. Ikkinchidan,
bundan keyin struktura doimiylari haqida gap ketganda ularning
qaysi biri ishlatilgan - ¢, mi, yoki fijx mi - kontekstdan ma’lum
bo'ladi deb o'ylaymiz.

Nima uchun yarim sodda gruppalarga alohida ahamiyat
beriladi? Gap shundaki, ixtiyoriy Lie gruppasi bir yarimsodda
gruppa bilan qandaydir abel gruppasining ko‘paytmasi bo'lib
chiqar ekan ([12], [?]}. Shu sababdan abel gruppalarini va yarim
sodda gruppalarni alohida o‘rganish Lie gruppalarini o‘rganishda
muhim ahamiyatga ega.

4.15-mashq.  (46)-misolning natijasidan foydalanib gi(n,C) algebra
uchun Killing-Cartan metrikasini toping. Bu holda

Gklpr = 2 (nékr‘spl —~ 61"'6“)
ba'lishini ko‘rsating.

gl(n, C) algebrasini aynimagan n X n matritsalar tashlil qiladi.
Ularning ikkita ixtiyoriysini X va ¥ deb belgilab va yuqoridagi
formuladan foydalanib ularning Killing-Cartan formasini aniglash
mumbkin:

(X,Y)= Gkl pr Xkt Ypr =
= 2nXk1Y1k T 2kaYu = QTLT\‘(XY) = QT\‘(X)T\‘(Y).
sl(n, C) to'plam gl{n, C) ning izi nolga teng matritsalaridan iborat,
ular uchun Tr(X) = 0, shuning uchun

(X,Y) = 2nTr(XY), X,Y € sl(n, C).
sl{n,C)
Shu bilan sl(n,C) algebrasi uchun ham Killing-Cartan formasi
aniqglandi.

4.16-mashq. (48)-misolning natijasidan foydalanib o(n) algebra uchun
Killing-Cartan metrikasini toping. Bu holda

Gypr = 2(” - 2)(6_7}:‘5“' - ‘Sip(sjr)
bo'lishini ko‘rsating,
Ikkita X, Y € o(n) uchun Killing-Cartan formasini topaylik:

(‘Y’ Y) = gl'j‘pTXijy;JT .
=2(n - 2) [I(XY) = Te(XYT)] = 4(n - 2)TH{XY),
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chunki o(n) ga tegishli matritsalar uchun Y7 = -Y. Shu.ycrda
abel gruppalarining algebralari uchun struktur.a ](onstantalarx nolgg
teng bo‘lgani uchun ularga mos keluvchi Klllmg—Qartan form?s!
ham nolga tengligini eslash o‘rinlidir - O(2) gruppasi {ibel 'gruppglzl
ekanligini bilamiz, shunga yarasha n = 2 holda yugoridagi metrika
ham nolga teng.

4.17-mashq, (47)-misolning natijasidan foydalanib su(2) algebra uchun
Killing-Cartan mnetrikasini toping. Bu holda

9is = 205
bo‘lishini ko‘rsating. ; 5
(207)-shart iajarilgan holda g;; ga teskari bo‘lgan g tenzorni
ham kiritish mumkin: -
9795t = O ]
Yana bir narsani isbot qilish mumkin: yarimsodda va kompakt Lie
gruppalari uchun hamma vaqt

208
9i5 = 0 i

deb tanlab olish mumkin (shu sababdlim stfuktu;a sioimly]anmng
.. oo . . in: ¢, = 130
yuqori indeksini tushurib yozish mumxin: & = k) i
Quyidagi ko'rinishdagi Casimir operator deyilgan
likni kiritaylik: 3
G =1g520 .
! ing hamma generatorla.n
4.18-mashq. Casimir operatorining gruppaning fi#
bilan kommutativligini ko‘rsating:
[C, X l] =0.
- ’ -bajariladi va
Agar gruppamiz kompakt va yarimsodda bo'lsa (208)-baj

Casimir operatori :
o-yxx
i

; ing hamma
ko‘rinishga keltiriladi. Casimi.r operator;:;gigirl?chig operator
clementlari bitan kommutativ ekan un}%alt'rila di (Schur lemmasi
ixtiyoriy bazisda diagonal ko'rinishga Xeitl hususly qiymatlari
bo‘yicha).  Demak, Casimir operatormll{zg R

: 9 > n.
saglanuvchi fizik kattaliklarga mos kelar €
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§23. Idizlar bo‘yicha klassifikatsiya

§23.1. Tldizlar sistemasi

Markaziy maydondagi harakat masalasini eslaylik. Bu holda
(energiyadan tashqari) quyidagi saglanuvchi kattalikka egamiz -
harakat migdori momenti J. Uning uchala komponentalari .J, ¢ =
1,2,3 ham saqglanadi, ammo ulardan fagat bittasinigina (odatda
J. ni) J? bilan bir vaqtda saglanuvchi kattalik deb qarash mumkin
(chunki J, ning J; va Jy, bilan Poisson gavslari nolga teng emas).
Kvant mexanikasida bu quyidagicha ifodalanadi: Momentning
komponentalari o‘zaro kommutativ emas - [J;, J;] = €44 Jk, ammo
ularning har biri J? bilan kommutativdir: [J%,J;] = 0. Bu
munosabatlar bilan tanishmiz: (105)- bilan (107)-larga qarang.
J? bilan bir vagtda saglanuvchi kattalik sifatida J. olinadi, bu
esa, J, va J? lar umumiy hususiy funksiyalar sistemasiga ega va
shu funksiyalar bazisida big vagtda diagonal ko‘rinishga keltiriladi
degani.

Harakat migdoti momenti va spin algebralari SO(3) va SU(2)
larning algebrasi bilan bir xil. Yugorida SO(3) va SU(2) larning
tasavvurlarini qurishda va ularni klassifikatsiya qilishda J% va
J: larning umumiy hususiy funksiyalari bazisidan foydalandik.
Mana shu metodni beshga gruppalarga qo‘llash uchun (105)-(111)
formulalarni umumlashtirish kerak.

Algebrani aniglash uchun struktura doimiylarini aniglash
kerak.  Struktura doimiylari aniglansa algebralarni, demak,
gruppalarni klassifikatsiya qilib chigish mumkin. Quyida struktura
doimiylarini aniglashning bir yo'li keltiriladi.

Algebraga kirgan N ta X, generatorlarni ikki gismga bo‘lamiz:
diagonal ko'‘rinishdagilarini H;, ¢ = 1,2, ..., deb belgilaymiz va
qolganlarini E,, @ = 1,2,..,N — [ deb belgilaymiz. Diagonal
generatorlar uchun '

[HL H) =0, 4,j=1,2, .1 (209)
bo'lishi kerak. Diagonal elementlarning soni ! gruppaning "rangi"
deyiladi. Agar biror operator gamiltonian bilan bir paytda diagonal
ko‘rinishga (qandaydir bazisda) keltirilgan bo'lsa u saglanuvchi
kattalikka to‘g'ri keladi, demak, ko‘rilayotgan gruppa ko‘rilayntgan
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masaladagi Simmetriyaga mos kelsa shu masalada { ta saqlanuvchi
kattaliklar _

harakat, integrallari - mavjud ekan. Ya’ni, har bir H
bevosita, fizj) ma'noga, ega.

Ly generatorlar huddi SU(2) gruppasidagi J, lardek
"ko'taruvehit vy "pasaytiruvchi’ goida bo'yicha tuzilgan deb
olamiz, shunga Yarasha ularni Eo, a=41,42, ., +(N - l)/2 deh
tasavvur gilamiy, Masalan, E.; ta'sirida H; ning hususiy giymati
bir pog‘ong ko‘tariladj, E_; ta’sirida esa ikki pog‘ona kamayadi.

va FE orasidagi kommutatorni topish uchun Jacobi ayniyatidan
foydala,namiz:

Vs, [y, Bul) 4 [Hy, By Hi) + By [, B =0 |
Bu fiunosabatning ohirgi hadi nolga teng, golgan ikki hadni
[, 1Hy, Bl = 1y [ ) =
ko'rinishda yozib olis)y mumkin. Olingan tenglamaning yechimi
[H, Bo] =1()E, (Q,rl 0',‘
bo'lishigina mumkip ; mmdeks 1 dan [ gacha 0'zgargani UChﬁ‘nll’}&?z
har bir o uchyp 7 komponentali vektor r{a) ni hosil qllf{{ﬁm. e
vektori" deyiladi. Olingan formulani (109)-bilan soiis Iuiu]]lci'ldiz
yerda o = £ vy 7i(%) = £1. Har bir gruppa uchun mana s
vektorlar sistemasini topish kerak. HoYeoci e
Yarimsoddg algebraning ildizi musbat Fleylg?d‘ t;ﬂ‘ﬂiﬂf}
bo‘lganda r(a) > 0 deb belgilanadi qachonki uning olfflg’ﬁ ot
farqli bo'lgan komponentasi musbat bo'lsa. Iidiz }-}9 ﬁdi:z‘sdrning
dachonki u musbat bo'lip ikkita boshqa mus oillda uléeb s
yig'indisiga, keltirilmasa, Rangi | bo'lgan Ya”_mz Sodda idizlar
! ta sodda chizigli mustagil bo‘lgan ildizlar mayiise % iy ldiz
algebraning ildizlar fazosining bazisigi tashkl qullaitll Y
sodda ildizlarning chizigli kombinatsiyasiga yoyila "ko'tarish? va
Kiritilgan £, generatorlar rostdan h"i_m.] Gt mamkin,
"tushurish" operatorlari ekanligiga ishonch h‘ﬂSL- qbirktasa\'vmlar
Buning uchun generatorlar ta’si qilayotgan ma n:ymhususiy Sy
fazosidagi bir element fi ni olamiz, u H; I_“noh rakat integrali
bo'lsin: F; f, = hifi. h; - saglanuvchi kattalik, hars
Bu holda (210)-dan

H; (Baf,) = (hi+ri(@) (Bafi)
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ekanligi kelib chiqadi. Bu formula (111)-ga o'xshash ma’noga egs.
Ya'ni, E, operator h; ning giymatini 7;(c) ga o‘zgartirdi. Agar A,
ning maksimal qiymatini h* deb belgilasak uning minimal qiymati
—h? bo'ladi, ularga fi* va fi ™ vektorlar mos kelsin. E, operator
har bir ta'sir gilganda h; ning qiymatini ,(e) ga oshirsa, E_,
operator har bir ta’sir qilganda A; ning giymatini 7,(—a) = —r;(a)
ga kamaytiradi. Demak, f;™ vektor E, ning yetarli darajadagi
ta'siridan keyin f™ gacha "ko‘tariladi".

|Ea, Ep) ni topish uchun yana bir marta Jacobi ayniyatidan
foydalanamiz:

[Hz» (B Eﬂ]] + (B, [Es, HIH i [Eﬁ) [Hi) El=0 =
= [H;[Ba, Bgl] = (ri(@) +1:(8)) [Ba, Epl - (211)
Uch xil variant bo'lishi mumkin:
L. (@) +7:(8) # 0 va ildiz bo'lsin, bu holda [Ey, Fg] = NagEo+s;
2. () + 7:i(B) =0, bu holda @ = —f va [E,, E_o] = r*{(a)H;;
3. mi{a) + r;(B) ildiz emas, bu holda [E,, Es] = 0.
Olingan munosabatlarni bir joyga yig‘aylik:
[Hi) Hj] =0 [Hi: Ea] = Tz'(a)Ea;
X (212)
[EmE—a] = Tzﬂa)Hi; [Em Eﬁ] & NaﬂEa+ﬂ-
Ohirgi formulada agar ri(a) +ri(8) ildiz bo‘lsa Nog # 0, aks holda
Naup = 0. Agar r{a) vektor ildiz bo‘lsa 2r(c) ildiz bo‘lmaydi, chunki
[Ea, Eol =0.

Olingan (212)-munosabatlar (197)-kommutatsion munosabat-
larning kamonik ko‘rinishi deyiladi. Lie algebrasining ixtiyoriy
elementi mana shu H;, E, lar bo'yicha yoyilishi mumkin, ular
bazisni tashkil giladi. IKiritilgau bazis Lie algebrasining kanonik
bazisi deyiladi.

(212)-ning to‘rtinthisidan kelib chiqadiki, agar r(c) va r(B)
ildizlar bo'lsa va kr(a(') +1(f), k=1,23,... yana ildiz bo'lsa

: ¥

TELX) [Ea'y [Eaa Eﬁ]” N Eka-}-ﬂ

246




bo‘ladi.  Fyrap dgilaylik, p va ¢ shunday butun musbat sonlar
bo‘lsinki

7(B) + pri(c) = B (H; ning maksimal hususiy giymati)

r(B) — gri(e) = — ht (H ning minimal hususiy qiymati)
bo'lsin. Tkkala formula qo‘shilsa

(o~ @)ri(a) +2r(8) =0
bo'lib chigadi. By munosabatning ikkala tomonini ri(a) ga
ko‘paytirib 5 bo'yicha yig‘indiga o'tilsa

oF(@) 7(B) (213)
“r(a) - r(e)
formula kelib chigadi. Bu formulani keltirib FhiqariSEdaij a:lh gﬁ':&
qaysi tartibda kelishining ahamiyati yo'q edi, a Z fm at p—q
bajarsak huddi shunday formulaning o'zi kelib chigadi, fagat
boshga butun sonlar bo'ladi, Gioh Lorale
Agar () va r,(8) sodda ildizlar bo'lsa g=0 boahi?giz i‘;’:lm
Buning ishot; quyidagicha: r(a) — r(ﬂ? =1(v) aﬁ'j‘w boimaydi,
olmaydi, aks holda a) agar r{y) > 0 bo ls? T:(Q)_S Demak. sodda
b) agar r(7) < 0 bo'lsa 73(8) sodda bo'lmaydi. ’
ildizlar uchup
; r(a) - r(8) g
2——~ "L~ _p <.
r(e) - r(a) -
Shu bilan biz quyidagi teoremani isbot qildik:

L Idiz bo'lsa
Teopema V.4 Agar v(a) hamda r(B) dkkita sodda ildsz bo

() - x(8) r(@)-r(f) _ (214)
211:(a) “r(a) G, r(8) - r(B)

b ikkita sodde
butun sonlar bo ladi. Undan tashqari, m, n <0fi
vektor oresidagi buchak o‘thir bo'a olmaydi).

g ak: r{a) va
Teoremaga. qo‘shimcha qilib quyidagini aytish kerak: r{
v(B) ildizlar bo'lsa
> r(a)-r(f) (p—q)r(a)
(8) = 2r(a) =2 TP) _ gy 4
(=) l(u"r(a-) -r(a)
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ham ildiz bo‘ladi (uni (213)-formulaga qo'yib tekshirib ko‘ring).
Geometrik nuqtai nazardan bu vektor r(8) ni r(a) ga
perpendikular bo‘lgan tekislikka nisbatan akslantirib olinadi.
Masalan, bu operatsiyada r(8) ning o‘rniga r(a) olinsa yuqorida
ta’kidlangan natijani olamiz: —r(c) vektor ham ildiz bo‘lib chiqadi.

r(a) va r(f) vektorlar orasidagi burchakni  deb belgilasak

yuqoridagilardan

-2
r(e) - r(f) 1

ekanligi kelib chiqadi. Demak, butun sonlar m va n larning
ko'paytmasi 4 dan katta bo‘la olmas ekan. (214)-formulalarni

r(e) - x(8) = smr(a) = gr’(6)

formada olsak r{a) va r(8) vektorlerning kvadratlarining nisbati
quyidagiga tengligi kelib chiqadi:

L), O
T8 m

Aniglik uchun r¥(e) > r?(3) deb gabul qilamiz, boshqa so‘z bilan
[n] = |m|. (210)-masalani kiritganda H, va E, operatorlarning
normalarini muhokama gilmaganmiz, normalarni shunday tanlab
olaylikki

ZT‘ a)r;(a) = &, yoki Zr%a):l bo'lsin. (216)
23

§23.2. Ildizlarning to‘liq sistemasini topish

Ildizlar sistemasini to‘liq ravishda aniglash uchun (212)-formulalar
sistemasidagi N,g koeffisientlarni topish kerak. Avvalam bor
oydinki Nog = —Npg,. Undan tashqari, agar (211)-ni (212)-
ning ohirgisi bilan solishtirsak r(a + 8) = r(a) + r(8) ni topamiz.
r{a), v(8) va r(y) lar shunday noldan farqli ildizlar bo‘lsinki ular
uchun r{a) + r(f) + r(y) = 0 bo'lsin. Bu holda

Nog = Ngy = Ny (217;
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bo'ladi. L
4.19-mashq,. {E,,[Eg, E,]] uchun Jacobi ayniyatidan foydalanib (ildizlar
yig'indisining nolga tengligini ishlatgan holda)

N,pr(7) + Ng,r(a) + Nar(8) =0 /
ckanligini ko'rsating. Ildizlarning har birining noldan fagrliligi (217)-ga oli
kelishini ko‘rsating. . ek

Nog larning hamma hossalarini bir joyga Y1 aylik:
8
*N&ﬁ =—Nga = ,Nﬂ__,,._ﬁ = N_a-pa: (21 )

Bularning birinchisi N,g ning ta‘rifidan, ikkinchi va u(cliill:lg;g
(217)-dan kelib chiqadi. Undan tashqati Nog = —/V-a~-8 &
mumkin. g aae bhoflein va
Faraz qilaylik r(a) va r(8) # +1(o) ikkita 1ldg\ ioziil&)f
£(8) ~ ar(a), ., v(8) ~ r(a),r(6)(B) + x(@) - FO L FOK
ildizlar sistemasini tashkil qgilsin. Bundq r(p) - Lg--: jiyatidan
r(8) -+ (p-+1)r(c) lar ildiz bo'lmaydi. Quyidagi Jacob! 2YRYE

(E_a, (B Egl] + [Eas [Es) B-all + [Bp [B-es E]] =0

avval

1=0
Noa|E—y Barp) + No ol o Bs-al +r(e)Es Hl =0
keyin 5
NN asp + Np-alNap-a— r(e) - x(B)
kelib chigadi.
4.20-mashq.
=0
i Nnj-l-u-Iju]
L [I'(a) & (’:(ﬁ) +]r(a)) = N’a,ﬁ+jaN—o,ﬁ+U+l)c‘ + Nog e
=g i »
L e Quyidagilar ker
munosabatdan (213)-formulani gayta keltirib chiqanng: Y

i e EL -q)
boladi: > 1 = 14+p+q, E]=§(1+p+q)(p

= isoblaylik:
Mashc{dagi qatorni bé)sl:qa chegarala.rda hisoblay’

1]
S r(a) - (v(8) + jr(ed) =
b 34 aNn.ﬁi—U—i}ﬂ] -
= NQ‘[«]+JQI\I'_Q}B+0+1)& + .N—.:r.J-n‘
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Z l=1+gva Z j = —1q(1 + q) formulalardan va r(f) —
I==q

(g + Dr(a) ildiz emashgldan Nep~(a+1)a = 0 kelib chigishidan
foydalanib quyidagini topamiz:

; s
Nsﬂ = %p(l +@)r¥(e), yoki, Nag= i\/ip(l + q)r¥a).
(219)
Ishoralarni shunday olish kerakki, (218)-hossalar buzilmasin.
§23.4.-paragrafda bu formulalar yordamida SU(3) gruppasining
struktura doimiylari topilgan.

§23.3. Dynkin sxemalari

Lie gruppalarini to‘liq klassifikatsiya qilish uchun Dynkin sxemalari
ishlatiladi. (215)-formulaga qaytib kelamiz. Quyidagi variantlar
bo'lishi mumkin:

n=0,m=0n=-1m=-Lin=-2m=-ljn=-3, m=—1.

m = n = %2 hol ko'rilmaydi chunki bu holda r(a) va r(3) vektorlar
kollinear bo‘lib chiqadi (ya'ni, ular bitta vektor). n = 0, m = 0
holda ildiz vektorlari uzunliklarining nisbatini aniglab bo‘lmaydi,
ammo ular o'zaro perpendikular: ¢ = 90°. Qolgan hollarda esa

k =1k =2 k=3boladi. Demak, coscp quy1dag1 qiymatlarni
qabul qilishi mumkin: 0, ;\ —%‘ —l— Bu giymatlarga o'z
navbatida 90°, 120°, 135°, 150° burchaklar mos keladi.

Ikkita qodda 1Idlz vektonm olaylik.  Agar har bir ildiz
vektorini bir doiracha qilib ko‘rsatsak va bir doirachadan
qo'shni doiracha(vektor)ga shu ikkala vektorlar orasidagi bur-
chakka bog'liq bo‘lgan va soni k teng bo‘lgan chiziglar
o‘tkazsak (IV.3)-rasmda ko‘rsatilgan uchta sxema paydo bo'ladi.
Bu rasmda ko'rsatilgan sxemalar ikkinchi tartibli 44
Dynkin sxemalari deyiladi. Har bir doirachaning 2 |
ustidagi son quyidagicha anigqlangan:  chap , &
tomondagi doiracha r(a) ildiz vektoriga va o'ng &=——
tomondagi doiracha r(B) vektorga mos keladk, 1v. Soosa; fikdnehi
shu ikkita vektorlar kvadratla.rmmg nisbati g ot Dvkin sxe

malari
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teng’, doiracha ustidagi sonlar mana shu nishatni
belgilaydi. Yani, ikkala doirachaning ustida bir xil
son turgan bo‘lsa ularning uzunliklari teng. Bir
doiracha. ustida 2 soni, ikkinchisi ustida 1 soni
turgan bo‘lsa birinchi doiracha ifodalaydigan ildiz kvadratining
ikkinchi doirachaga mos keluvchi ildizning kvadratiga nisbati ikkiga
teng bo‘ladi. Sonlar 3 va 1 bo'lsa katta ildiz kvadratining kichik
ildiz kvadratiga nisbati uchga teng bo'ladi. Boshga variantiar yo'q.
k = 0 xol ildiz vektorlarining perpendikularligiga to' g'ri keladi, bu
holda mos keluvchi doirachalar orasida chiziq bo'lmaydi. Dynkin
sxemnasida ikkita ortogonal vektorlar yonma-yon tura olmaydi,
ular orasida bog'lanish bo'lmagani uchun bunday sxema ikkifa
bog‘lanmagan sxemalarga parchalangan bo‘ladi.

Quyidagi shartlarga bo‘ysungan
Dynkin sxemalari yo‘ go‘yilgan

sxema  deyiladi  (bu tasdiglarning _ ;.o + o=

ishotlarini [13], X-bob, §10 da topish

mumkin : ol A =
1. n - chi tartibli Dynkin sx i 7

emasida n — 1 ta boglangan juft =

doirachalar bo'lishi mumkin (aks holda < ><’

sodda ildizlerning chizigli mustaqilligl AR Tea el
o'tinli bo'lmaydi); A .

2, Dynkin sxemasi yopiq zamjir lfo‘rul’sh‘da bo'lmaydi
(aks holda bu zanjirga kirgan veldorlarming xech bo'lmaganda
bittasining kvadrati manfiy bo'lib chiqadi); . . .

3. Xech gaysi doirachadan uchdan ortiq chiziq ch1qmayd\; ;

4. n > 3 holda hech ganday ikki nuate uchia Ehmq bilan
bog'lanishi mumkin emas, fagat n = 2 holdagina ;l mumki
((IV.3)-rasmga qarang); Yo'l qo'yilgan Dynkin EX‘?IT?:’_!]Ja ba'zicbiy
doirachalarni (va ulardan chiggan chiziqla{m] (O tashlasal
yana yo'l qo‘yilgan Dynkin sxemasi hosil bo kadti il

(IV 4)-resmda  ko'rsatilgan sxemalar Y0 _q];a_ g r{\_a s
tagiglangan - sxemalardir chunki ulaIdﬂgl,_bab?l' d“' chiziglarm
o'chirsak 3-chi punktga zid holga kelamiz - ba'zi-DIf @ ?“‘:;Chalardan
to'rtta chiziq chiga boshlaydi. [13§-k1l0blllng-’\-£_0 ' 'ﬁm da
(IV.5)-rasmda ko'rsatilgan sxemalardan boshqa UYNSIL SXemplg
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bo'lishi mumkin emasligining isboti keltirilgan. O‘z paytida (XIX-
asrning ohirida) buyuk fransuz matematigi E.Cartan yarimsodda
gruppalarning (algebralarning) klassifikatsiyasini yaratgan. Uning
ko'rsatishi bo‘yicha bu gruppalar A,(n > 1), B,(n 2>
2), Cn(n > 3), Dy (n > 4) cheksiz seriyalarga (n - butun sonlar)
va alohida deyiladigan beshta Eg, Br, Es, FyvaGs gruppalarga
bo'linadi. Dynkin sxemalaridan kelib chigqan va (IV.5)-rasmda
ko'rsatilgan klassifikatsiya mana shu Cartan seriyalari va alohida
gruppapalariga mos keladi. Rasmda bu moslik ko‘rsatilgan.
Olingan har bir

sxemani tahlil qilaylik.

Bu tahlildan oldin 4, 2 2. 2 nz1

810.-paragrafdagi = °

klassifikatsiyani ~ yana = B» 2 -2- 2 1 n=22

bir marta ko‘rib chigqan

yaxshi. cn L% 2 o
237-betda keltirilgan

Ado teoremasi bo‘yicha Pn 2 2 ... 2 2 2 n2d

har bir Lie gruppasi 2l

GL(n,C) matrik En Z2_2...2 22 2 573

gruppaning bir S el Mk el

qismgruppasi  bo'ladi, f o—ao—x——ap °

shunga yarasha har bir . , 5
Lie algebrasi gl(n, &) °
matrik algebraning bir IV.5-resm: Mumkin bo'lgan sxemalar
gismalgebrasi  bo'ladi.

Eslatib ketamiz, GL(n,C) matritsalar aynimagan matritsalardir.
Matritsalar chizigli fazodagi chiziqli almashtirishlarni ifodalaydi.
Gruppalar fizik sistemaning simmetriyasini ifodalaydi, shu
sababdan bu chizigli almashtirishlar shu fazoda berilgan skalar
ko‘paytmani saqlashi kerak. Bu quyidagicha ifodalanadi:

I (96, 99) = (6, %),

bu yerda g € G gruhpa elementi. Generatorlarga o'tish uchun
g = g(t) deb olamiz: !

(g(t)e, g(t))) = (d,1).
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Bu ifodadan t bo'yicha hosila olib t = 0 ga o'tamiz ((200}-ga
qarang):
(X¢,9) + (¢, Xep) = 0. (220)
Olingan munosabatga bo‘ysunivchi X matritsslar Lie algebrasini
tashkil qilishini ko‘rish giyin emas.
4.21-mashq. (220)-formulaga bo‘ysunuvchi X va Y matritsalar uchun

(X, Y], 9) + (9, [X,Y]) = 0
bolishini ko“rsating.
Bu mashqgdan kelib chiqadiki, (220)-formulaga b‘o‘y_sun}lvchi
(aynimagan) matritsalar to‘plami Lie algebrasini tashkil giledi. By
matritsalar quyidagi klassik deyiladigan seriyalarga parchalanad;.

Ay seriya (n > 1)

9}(n,C) to'plamdan izi nolga teng bo'lgan matritsalarni ajratip
olamiz, ular gismto‘plamni tashkil giladi. Ular bilan, odatda,
kvadratik formalar boglanmaydi. A, deyiladigan seriyaga si(n +
1,C) algebra mos keladi, bu algebra izi nolga teng bo'lgan (n 4
1) X (n + 1) o'lcharmli kompleks matritsalardan iborat. SL{n, C)
gruppasi GL(n, C) ning determinanti birga teng qismto plami ed;,
(1.134)-ayniyat bo'yicha bu gruppaning algebrasi izi nolga teng
matritsalardan iborat bo'lishi kerak. :
Masalan, si(2,C) algebra izi nolga teng 2 >f_2rqmatrltsalardan
iborat.  Lorentz gruppasini o‘rganganda 2Li% C) gTuppasi
SO(3,1) gruppasiga gomomorf ekanligini ko'rdik, ularning alge.
bralari izomorf bo'ladi: sl(2,C) =~ s0(3,1)- . ol
siim +  1,0) ning qismalgebraﬂmlml sifatidy
su(n), sl(n, R), su(p,q),p + g = n lamni ko‘psh mu i
sl(n + 1,C) ning o‘lchamligini topaylik. ™ i EX_ \n +
1) matritsaning o‘lchamligi (n + 1)* g8 ten;gv, ull:.\mG mfm“fc’a
nolga tengligi bitta shart, demak, sl{n ”’?f‘ﬁ) ﬂagtemustaqﬂ
komponentalarining soni (n + 1)2 -1 =" T -ngﬁa n«ﬁ% ekay,
Bu - algebradagi bazis elementlarining soni, b.amsr,l,ﬂ,'zi ehamligy
N = rang | + ildizlar soni edi. si(n+1,C) ““.Lg]l.‘;:_fj 8a teng
demak, uning ildizlari soni n2 4 2n —n = nin T4 & G



B, va D, seriyalar.

Kvadratik forma (¢, %) hagiqly va simmetrik bo'lsin: (¢,7) =
> dith;. Qaralyapgan gruppa mana shu formani saglaydi. Agar
fazoning o‘lchamligi 2n+1 bo'lsa hosil bo‘lgan algebra so(2n+1, C)
deb belgilanadi, uning boshqa nomi - B, seriya. Agar fazoning
o'lchamligi juft bo‘lsa so(2n, C) algebra hosil bo‘ladi, u Dy, seriya
deyiladi. Bu algebralar ortogonal algebra deyiladi.

B, ning o‘lchamligi 2n% +n, D, ning o‘lchamligi 2n? —n. Bular
quyidagicha topiladi. , m oflchamli matritsaning komponentalari
soni m? ga teng, ortogonallaik shartlari C2 +m = %m(m - 1)+
m = m(m + 1) ga teng. Demak, bunday matritsaning mustaqil
komponentalari soni m? — im(m + 1) = m(m — 1) ga teng. m =
2n + 1 deyilsa 2n? + n kelib chiqadi, m = 2n holida esa 2n% — n
ni olamiz. B, ning ildizlari soni 2n? ga teng, Dy, ning ildizlari soni
2n% — 9n ga teng.

A, va B, lar qachon izomorf bo‘lishi mumkin? Buning uchun
n%+2n = 2n2+n bo'lishi kerak, bu esa fagat n = 0 van = 1 dagina
mumkin. Demak, A; ~ B). A, va D, lar izomorf bo‘lishi uchun
n* 4 2n = 2 — n, yoki, n = 3 bo'lishi kerak. Demak, Az =~ Ds.
B, va D, lar izomorf bo‘lishi mumkin emas: 2n%+n = 2n% — n
tenglama fagat n = 0 da bajariladi.

C., seriya.

(¢,%) forma egrisimmetrik forma holsin.  Toq o‘lchamlikli
egrisimmetrik formaga aynigan matritsalar mos keladi, shuning
uchun bu yerda fagat juft o‘lchamli formalar ko‘riladi. Masalan,

(¢: 1/)) = ¢I¢n+1 F ¢5¢)ﬂ+2 +-- 4 ¢;L1/’2n — d’;ﬁ-l wl e T ¢é;ﬂ/}n‘

Bunday formalarni saqlaydigan algebralar C,, seriyaga taalluglidir,
odaFda ular sp(2n,C) deb belgilanadi. Bu formani matrik
ko'rinishga keltirish uchun quyidagi ko‘rinishdagi 2n X 2n matritsa

kiritiladi:
L
I (—1 0 )



Bu ln;.Ltrltsadagi

har i birlik matritss I n X n matritsadir.
acflanyyep; formg

n
@9)=3" a1,
7=]
i 7 5 I
o dorids, kel“rﬂg&n ko'rinishga ega. Bu holda Sp(2n, C) gruppalar
shunday D ]

Inatutsalardan iboratki
(Pa, Py) = (#,9)

bO‘ISin. Y’ani: PTJP = J bo'lishi kerak. = 1 dasina
" Ding Olchamligi 9p2 4, An va G, lar n = nefbotls
o b mumbdn 4, &0 % g ko shigad
i. | Ay crl va AI o= Bl dan BI =~ Cl Ekalz‘hgl lkel Ji. Buni
" = 2 bo'lgandg B, ya Cn lar izomorf bo'la ialor sistemasi
JUyidagicp, tushunish mumkin. B, va, ¢, larning ildiz 2 soni B,
ik i Uzunlikdag; idizlardan iborat, kalta vekcorlarn(l)lllﬁar >0
1chhun 2n ga €ng, Cy, uchun ess y 2n”~2 ga teng. Bus
44 teng poe, olmaydj 2
uglzomorﬁzml)e’tmi hisobga olib Aun 21, B, 7Zidza 2{;1;"braga
3 va Dyn > 4 deb yoziladi Dy ga kelsak.ll - IV.7-rasmga
tegishlj emas Dynkin sxemasidan ko‘rinib turibdiki g Li
Qarang) p, o, D 4. ! ish joizdir: Lie
Sh!z yerda, qluyidagi tasdigqa to‘xta'hb _ketl%l ;1'1(2121 sxemasi
algebrag; shunda soddy bo'ladiki qachonki unulg,, }§,95)-
0'zarg bog‘la.nmagan qismlargs parchalanmasa ([ 'J’~i qu'yidagi_cha.;
Massus (alohiga) gruppalarning O‘ICham“lfalmng nazariyasi
G214, By gy gt 8 Br - 133, By - 248, Ular
0'ta Murakkaly.

§23.4. Birinchi va ikkinchj rang gruppalari )

SU(2) yoki SO(3) BTuppalarini  eglaylik, e
ar Izomorf bo'lib  uchtg generatorga

aga. Ji, By Js. By generatorlar sruppasining

Orasidagi kommutatgion munosabatlar  djagramm

(105)-fox‘mulada berilgan: I J) =

1E

Siikdiy 4, 40k = o2 8 Generatorlarning

1
se@ (c0f)
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soni uchta, demak, su(2) algebrasining tartibi

ham uchga teng. (110)-bazisda J3 operator diagonal ko‘rinistiga
ega, demak, algebraning rangi birga teng, J. = J; % iJs
operatorlar esa "ko‘taruvehi" va "pasaytiruvchi® operatorlar rolini
o'ynaydi: |Js, Ju] = £J.. J; bazis unitar bazis deyiladi (
J,-T = J; bo'lgai uchun bu bazisda gruppa elementi g = exp(zJic)
unitar boladi). Quyidagi ko'rinishga ega bo‘lgan kanonik
bazisga o'taylik:

Jitidp
7

Jﬁ-:Hl Ej'.l:

Bu bazisda
[H, E._t]_] = :’CE;H.
Demak, r(+1) = +1,r(~1) = —1. (IV.6)-rasmda bu ildizlar
sistemasi ko'rsatilgan. Algebraning o‘lchamligi uchga teng - ikkita
ildiz + bitta rang. Shu ildizlardan bittasi - {+1) = +1 - sodda
ildiz, ikkinchisi - r(~1) = —1 - sodda emas.
! = 2 holga - ikkinchi rang gruppalariga - o‘taylik. IV.7-

A, o—o SU(3) uuabibtari teng hkira soda itdiz ¢=120"

; SO(5) 1110 soits e, wsnislarining mishmn 2, p=135°
G = $p4)
G e Ikita Sodda ildiz. uznnliklarining aisbati V3 , =150

o IV.7-rasm: Ikkinchi rang gruppalsri
D, 0 yarim-sodda, f)z =4, GBAI

rasmda ikkinchi rang gruppalarining ildiz sistemalari hagida
umumiy ma’lumotlar berilgan, algebralar uchun Dy = A, D 4,
munosabatni gruppalar tiliga o‘tkazsak SO(4) = SU(2) @ SU(2)
bo'ladi. 1V.8-rasmda Dy va Az, Ca va By algebralarining izomorfligi
va ulardan kelih chiqadigan mos keluvchi gruppalarning izomorfligi
ko'rsatilgan.  Ikkinchi rang gruppalari uchun (IV.9)-rasmdagi
diagl‘amnlalarni olamiz. Bu diagrammalarda to'liq ildiziar
sistemasi berilgan, ularning ichida r; va ro deb belgilanganlari
sodda ildizlarga mos keladi. birinchist ¢ = 120° ga, ikkinchisi
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1IV.8-rasm: Bazi-bir izomorf elgebralar va ularga mos keluvehi gruppalar
D=2 s ooo = A, wi  SO6)SUM)

== = = = B, ol Sp(4)~0(5)

e »
=t
-5 o
i
i
el e e

= R KRR T T, TR T 1
¥ T o T b

SU(3) A, So(5) B, G
IV.9-rasm: Ikkinchi rang gruppalerining ildiz diegrammalari

0 = 135° va uchinchisi ¢ = 150° ga to'g'ri keladi. Her bir ildiz
diagrammasi tagida uning qaysi gruppaga mos kelishi ko'rsatilgan,
yonida uning algebrasining belgisi ham keltirilgan.

(IV.9)-rasmning birinchi qgismini olib qaraylik, unda
SU(3) gruppasining ildiz sistemasi ko‘rsatilgan. Ildizlarni
quyidagicha belgilaymiz: (1), (2), ¥(3), r(~1) = —r(1), r(=2) =
—r(2), r(—3) = —r(3). Rasmdagi sodda ildizlarga r; = r(1) va
ra = r(3) mos keladi. ldizlar quyidagicha aniglangan:

1 i 1l alia !
L‘:[‘zl‘r—‘{] N=[—— = IS.—_ — -"),
\\/3 ): l‘[) (2\/312)1 I'{:] (g\rgz
Har bir ildizning kvadrati 1/3 ga teng. r(1)+1(3) ham ildiz, r(1)+
2r(3) va £(1) — r(3) lar esa ildiz emas. Demak, p=1vag=0.Bu
yerdan quyidagi kelib chigadi:
1

Nyz=—Ng = 7

(1V.9)-rasmdan va (218)-formulalardan foydalanib golgan noldan

pi=3
S
=}



farqli Nop larni ham topish mumkin:

1
Nga=Nya=Nog1=Ny3=Np= V3

Gruppadagi parametrlar soni ildiz vektorlari soni + rangga
teng, SU(3) uchun u 6+2=8 ga teng, SO(5) uchun 10+2=12 ga
teng, G uchun esa 8+2=10 ga teng. Boshqga ikkinchi rang gruppa
yo'q.

§23.5. Klassik Lie gruppalari

Lie algebralarining klassifikatsiyasidan Lie gruppalarining klas-
sifikatsiyasiga o'tish lozim.  Gruppa elementi va algebrasi
orasidagi bog'lanish (201)-formula bilan aniglanadi. Agar algebra
izsiz matritsalardan iborat bo‘lsa unga mos keluvchi element
unimodular matritsa bo‘ladi, ya'ni, si{n,C) algebraga SL(n,C)
gruppa mos keladi. Umuman olganda yarimsodda gruppalarning
hammasi unimodular bo'ladi ({15, 3-bob). Fizikada eng ko'p
qo‘llaniladigan gruppalarnigina ko‘rib chiqaylik.

A,_1 algebralarga quyidagi gruppalar mos keladi: SL(n,C) va
uning hususiy hollari: SL(n, R), SU(n), SU(p,q), » + g = n. Bu
gruppalarning ta‘riflari §10.-paragrafda berilgan.

B, algebralarga quyidagi ortogonal va psevdoortogonal
gruppalar mos keladi: SO(2n + 1), SO(p,q),p+g=2n+ 1.

C, algebralarga quyidagi simplektik gruppalar mos keladi:
Sp(n,C), Sp(p,9),p +9 =n.

D, algebralarga quyidasi ortogonal va psevdoortogonal
gruppalar mos keladi: SO(2n), SO(p,q), p+ q = 2n.

Boshga yarimsodda gruppalar ham bor, ammo ular tadbiglarda
kam uchraydi.



Mashglarga ko‘rsatmalar va ularning
yechimlari

Ko‘pgina mashglarda ularning javoblari berilgan, shuning j.lchur} bulyerc!a faqat
qiymchilik tug'dirishi mumkin bo'lgan mashqlarning yechimleri ko'rsatilgan.

1.1-mashq.
Al = a_I:I@_kAEE = §E B, = A'B;.
S T pgar Tt
1.2-mashq. Maxwellning
OB _ 4r, .. 58
r0t13=m+-;_] v rotE=-7g

tenglamalaridan foydalanib
1d
8m ot

ckenligini ko'rsatish mumkin. O'ng tomondagi birinchi had - elektromagnit
maydon encrgiya zichligidan vaqt bo‘yicha hosila, ikkinchi had - maydonninz
bir sekundda zaryadlar ustida bajargan ishi.

1.3-mashq.

(rot [A x B)); = £ijx0,[A x Bl = £18him; (A1) =
= ((5,1(5]'," - Jimle) (B,,,ajA, + AlaJBm) =

=(B-V)A - (A-V)B, + 4,divB - BidivA.
1.4-mashqg.

(I‘Ot rot A)., = Elea; [rot A]k = fijkajfklmalAm = (5,16jm - Jiméﬂ)ajalAm =
=g;divA — AA;.

4 L 2 z
dV[Ex B = ——= (E'+B%) —j-E

1.5-mashgq.
ax(AB) = 6;(141'5]') = BJB,-AJ»+AJ-aiBJ = Bj(c');Aj—ajA,)+Aj(6.BJ—BjB,-)—

+B;0,Ai + A,0,B; = [(B - V)A +(A-V)B +B x rotA + A x rotB}
1.6-mashgq.

[A % B = (g4 4;Bi)" = €4k A; Bi€uim AiBm =
= ((Sjldknl - é‘nnﬁk!)A)Bf;Ame = A-2 BZ = (A ) B)z
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1.7-mashgq.
(AB)], = (AB); = AuBu = A, B, = (BTAT)

i)
AB(AB)™! = (AB)™*AB = I bolishi uchun (4B)~! = B~'4~! bo'lishi
kerak;
((ABY),; = ((ABY),, = A;:Bi; = By.AL, = (B'4AY)
1.11-mashq.

a) Pauli matritsalarining hammasining hususiy qiymatlari A = +1 ga teng.
Mos keluvchi hususiy vektorlar:

oy uchun %(}) :}j(—ll)
oy uchun %(:) %(_1!)‘
i Sl 4 0y

1 IES cosd e'*“’siuﬁ\I
e?sinf —cos6 )

matritsaning hususiy qiymatlari +1 ga tengligini va hususiy vektorlaii
mashqning shartida ko'rsatilganlarga tengligini topish qiyin emas.

1.12-mashq. U'U = I dan |detU|® = 1 ekanligi kelib chiqadi, Demak,
det U = e'®, - hagiqiy son.

1.13-mashq. Unitar matritsa uchun Uz = Az dan 21Ut = z1U-! = 2!
kelib chigadi. Ohirgi tenglikni o‘ng tomondan U ga ko‘paytiramiz: =} = Azl
demak, z'z = |\|%ztz, yoki, A = ™, a— hagiqiy son.

1.14-mashq. Hagiqly antisimmetrik A! = AT = —A matritsa uchun
Az = )Xz dan —ztA = Mzt kelib chiqadi. Birinchi tenglamani chapdan z! ga.
ikkinchini esa o‘ngdan z ga ko'paytirib ikkalasini qo‘shsak ||z])? = (z,z) # 0
uchun A + A* = 0 ekanligini topamiz. Demak, A - mavhum son (yoki
nol). Misol sifatida berilgan matritsaning Lususiy qiymatlari quyidagicha:
M =0, h =02, A= +iv2

1.15-mashgq.

[

b)

\“ n
e 14 2]’
n n—-00 mn

A n . i
= lim (det (1 +—)) = lim (1 o l'I‘rA+O(ljnzlJ = oTA
=400 n n—sng n /

dete? = det lim (1 +
n—o0
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1.16-mashq.
2) AL = 1, Ap = 2, A3 = 0. Ulaxga quyidagi vektorlar mos keladt:

e ) _L(_”l)_
e () 23] a3

b) A =1, A2 = 2, A3 = — 1. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

S NS __1_(—01).
Do) el

¢) &t =0, A = V2, Ay = —v/2. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

1 e _}(_i@),
w-a(1) -1 (3

d) A1 =0, \a = A\; = 2. Hususiy vektorlarni quyidegicha tanlash mumkin:

1 (0 S T
negi( ) a=3(F) »=5(1)

2.1-mashq. Bu tenglama uchun rekurrent munosabat quyidagicha bo‘ladi:

e {(n+ 5y — (n+s)(\+p) +Au} =0.

¢ 76 0 bo'lishi kerak bo‘lgani uchun n = 0 holda s; = A, s = g kelib chiqadi.
n # 0 ho'lganda bu tenglamnnmg birdan-bir yechimi ¢, = 0 bo'lishi kerak.
demak,to‘liq yechim

w(w) = Aw* + B,
bo'lishi kerak, bu yerda A va B - noma’lum o‘zgarmaslar.
2.2-mashq. Bu holda s; = s, = A. Demak, u; = w. Ikkinchi yechim

¢
Wy = 1y /‘—giciexp{—{l —2;\)/ %} = wMlnw.

2.3-mashq. Binomial qator

o {—-G’.}! ("ﬂ)! 2.3
(1-tz) Z{ 1) ij( 2)F=1- m +m._---,

1
= 1+atz+-?:a(a+1)t2zz+~--

dan foydalanish kerak.
2.4-2.7-mashqlar bevosita hisob orqali yechiladi.
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3.1-mashq.

daenln(l-%),

\‘_

/ld'r:(l —a?

f{z) =In(l - %), f'(z) = -2z/(1 - 2) f'(0) =0, f"(0) = —2. Demak,

[dzenln(l—:’} ~ | E

J n
-1

oo

o0
dt 1 at 1
/trz-l;l_t e —/ = +O(1/x o’ z).

T x T

3.2-mashgq.

3.3-mashq.

/’ d [ d(nt) _ Int
tlnlnt J In{lnt) Inlnt
2 2 2

_f dt Inz
!tlnzlnt Inlna’

3.4-mashgq.
Je+ vy~ / 81+ )2dt = (1+t)3/° / (1+ 1)t =
0 0
= g ; 32 if /2 5 2 5/2
—3:{1+:} ¢ (1+z)° t3EE

3.5-mashq. Integralga asosiy hissani ¢ = 0 soha qoshadi:
1

<o
/dte“"‘ sint ~ /dte“"t = i
:E'Z
0

0
3.6-mashq.
fdr ,3*’1/42 VE A et 2
1442 1+2%222  z VZ
1 1
3.7-mashq.
1 z

—xt® _ 3
feot 1 f e’ Ain=1g_ 1 T =1, I(1/n)
14t  nxln / L+ (2/z)m” S g | ¢ P O
0 0
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3.9-mashg. sin”t = e="nt deb helgilaymiz. Integralga asosiy hissani
t = m/2 nugta atrofi qo‘shadi, bu nugta atrofida

. 1 T\ 2
iusmt:—i (E— Z) +

)

Demak,
/2 52 o
[nriare [e4-8 g ) [ oAt = |2
J sintdt = | e~ 4( dt 5 e dt e
o a —00

3.10-mashq. Eksponentadagi f(z) = —2® — 2z funksiya = = 0 nugtada
maksimumga ega (integrallash sohasida). Demak, A — oo da integralga asosiy
hissani « = 0 soha qo‘shadi:

T —A(x 22 7 — 5 1
/e A >{l+z)5/2dzz/e 2= (1+§x)dz~§,
0 0

3.11-mashg.

0 <] 1
/eua\{:ﬂ,m:] 111(1 +:€)d17 o [e'“‘xdx . Zﬁ
(] 0

3.12-mashq. Eksponentadagi funksiyaning maksimumi £ = 0 nuqtaga
to‘g'ri keladi, shuning uchun In(1+z +2?) funksiyani ham z = 0 nuqta atrofida
qatorga yoyamiz va birinchi noldan fargli hadni qoldiramiz:
3 1 1
In(l +z +z¢) :':c+a:2——2-(a:+12)2+~--=z+§z2+~-~ .

Natijada
/ e (1 +z +a)dz ~ 5 / e glds = %,\-m,

—0a S

3.13-mashq. Ikkinchi tenglik belgisidan keyin paydo bo'lgan integralga
x — oo da asosly hissa qo‘shadigan soha ¢t = 1 nuqta atrofi.

iy oe o
/ E.-!c—!"'fn — Pl /d:zrue—m":’ = %ﬂ:n-ﬁ-l /dtt—1+(n+1)/ﬂe—:51 ~
¥ 1 I

o
o %z"“ /di. A+ -1+ (a+1)/8) P G VEN U }i:a+1—dr.—r'“
i

x
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3.14-mashq. z = y + 1 almashtirish bajaramiz:

(=5

—2\pehyt o
f.u —c—* e -*fdys—“v— =
/ v 4322 \/4+Ty+3y-
3.15-mashq.

/G
fdtelh fdp&rr,fﬂ -2 +3fdﬁo"3 1Aatte

A — 0o da ikkinchi integral nolga intiladi, birinchisi esa kerakli natijani beradi:

1 00
_y _ e7°1{1/3)
ixt3 1 /6 —/\p _ anfh “2/3 Pt = W
/dte /dpe =¢ 3’\1;3/dyy 3B
(]

3.16-3.17-mashglar huddi shunday yechiladi.

3. 18~mashq 1. £ = z + 1 almashtirishdan boshlaymiz va hosil bo‘lgan
integralga = ~ 0 soha asosiy hissa qo‘shishini hisobga olamiz:

l (t.
|n
|
[
l:"'--..___.
o
% |
L
o
i
[}

e
[\/!‘2 1 \/7 + 2 ﬁ

=2 | dtet' = e"x/?’—‘.
2z
0
4. Ikkinchi va uchinchi misoliar shu misolning hususiy holidir. Integralga katta
z larda asosiy hissa qo‘shadigan soha - ¢ = I atrofi. Shuning uchun t = y+1
almashtirish bajaramu

et iz u’l; i &
By =2 [ a2 f dy Y2 / £ iy
0 1—¢2 \Jj 2y —y? iT VI

i2v0e T o e
ul 1 \(-L fcm dt= —2-8'["”'[],
i T

5. Asosiy hissani 8 = 0 soha qo‘shadi:

]

I(z) = = /‘e‘“‘”cos{ﬂﬂ)dﬂ L= fc‘“_e /) (1 - %“20.;) df =~
) 2

[}

=



&
~

w

7 g s

o i T R o
[ =
0

4.1-mashq.

5 : Al  wnd
cos% -smg Z3 Ir-lf-'.') ( m‘? Eé smi ) =
sin% cosl T 41z %3 — &G C0S3

= z3cosf —zysinf zcosf+ a;3‘si11,6~— ézz ) ;
— \ Z1¢08B + z;35in B + 32 —z3cosf+ 2150

yoki,
o) = 210088 + wasinf, Th=7Tz 3= —zysinf +z3c08 8.
4.2- va 4.3-mashqlar bevosita hisoblanadi.
4.4-mashq. Umumiy holda
(T} (To) = abidt + BAi-

Bundan boshqa strukturani tuzib bo‘lmaydi. ¢ va j §n48}<slﬁr boyicha yig'indi
olinsa (yoki & va ! indekslar bo'yicha) T, larning izsmhgldan.a = —1p ekanligi
topiladi. Endi j va k bo'yicha soddalashtiramiz, undan keyin ¢ va [ bo'yicha.
Tr(T?) = 1(n® ~ 1) ligidan (a bo'yicha yig'indi bor) foydalanilsa (153)-formula
kelib chiqadi. o

Huddi shu munosabatni quyidagi yo'l bilan bam keltirib chigarish mumkin.
su(n) algebrasining ixtiyoriy elementi A ni T, lar bo'yicha qatorga yoyamiz:

21
A= CoI + Z CaTa-

a=1

A ning izini hisoblaymiz: TrA = con. Demak, o = £TrA. Endi T, A ning izini
hisoblaymiz:

’It(TaA)=%c,l o ¢ =2THTA).

Demak,

2 2.
; 1 -~ n*=1 | . 1 o n'=1 \
Ay = —A4i85+2 S (TAUT) = 80} +2 Z(Ta)‘k(m;) Ak,
as=1 e=1
Bu formulaning chap va o'ng tomonlari teng bo'lishi uchun (153)-formula orinli
bo'lishi kerak. :
4.5-mashgq.

n-1

;1 1\ ;
Z (TaTﬂ)j = E (n m 'I—I\f lsJ; = GZ(R)d;,

a=1
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; e L (e 8 L e
Y ELTY = Y EATHE) = 5T (616;-‘ - -,;ﬂ;é:-) =——(T)i;
L4 4
Y foctfior = =43 (T, T (T, TIH (T, =
cd ¢d
1 h .
==2 ZIT:::TCI;{TMTJ:‘ (‘Si&: - ;5362) & -ZZ[Ta:Tc]}[Tl;: Tc]Z =
4 N o ¢

P [%TTL « Cg(R)TaTb] ¥

3 e = -2 ) [T, BT =
be be

. ‘ 1 i 3 .
= =i 30 (807 = 20507 ) (0 BTN, = 17 T, -
[

= (BT Tl = i (Cz(R) + %) (@)} = 2@

4.6-mashq undan keyingi misolda ko‘rsatilgandek yechiladi.
4.7-mashq.

fw,, | = %EA,,,,A[P*MM, )= %EWP*[MW, P

= %EAW‘;‘PA (P?oy ~ P°60) =0,

Ch""‘klbu ifodadagi ikkala had ham simmetrik va antisitnmetrik indekslarning
NZindisi ba'lib chigdi.

p 1 1 N
oty ] = S e My PRP) = Seags (M, PPIMO 4 Po{My M)

(171)- va (172)-formulalarni qo'llash qoldi.
4.8-mashq,

2 1
Y ZEMF“SU»MPm’Vf)‘aPU\/I’”" = [PVIWAUP"M"\” + PMy PTM+

o) =

TR Ay - 1) P, ([(Myg, P'] + P*My,) M*ualp, (3i8P, + P7My,) M™
1 i ,
+5 P (<8ihP, + PMMy,) M = %PQMQ — P P7 Mop "

4A9-mashq. Bittasini ko‘rsataylik:

1
[Burw?) = 5 P[Py, M?| = P,P°[Py, M M™Y.
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Bu ifodaga quyidagilari qo'yamiz:
(P, My M| = 2R(PY M, + M, P");
BP°(B,, MM = ~2ili P*P* M, — 3K*P,P*.
Natijada
[Pu w?] = ihPY(M,, P*+ P*M,,)+3°P,P? = ik PYM,,, P*]+34%F,P" = 0.

4.10-mashq. Mashqda berilgan ko‘rsatmalarga rioya qiling.
4.11-mashgq.

a0 ) =0=0a"+ (a) +gha’(a !V + -
dan quyidagi kelib chigadi:
(@ == g;kaj(a'l)" 4o =—a +g}kaja" +oee
4.12-mashq. Yuqori tartibli hadlarni yozib o‘tirmayiniz:
©'((ba) ™) = —(ba)' + gy (ba) (ba)* = —a' — ' — giyb/u* + giy(ba) (ba)* =
= —a' — b + gl [Vaf + (ba) (ba)"] = —a’ — b + g (B + 078" +a’d").
Kommutator:
¢’ = ¢*(ab, (ba) ™) = (ab)" + ((ba) ')’ + gy (ab)’ ((ba) )" =
= gj,_.(rr‘b" - a¥) = (g} - ghy)a’tt = c;,__n*'b".

4.13-mashq. g = 1 degani koordinatalar tilida ¢* = 0 deganiga teng, bu
holda ¢ = 0 bo'lishi kerak.

4.14-mashq. (198)-formula ochib chiqilsa u bilan (182)-formula ekvivalent
ekanligi darhol ko'rinadi.

4.15-mashq.

Fhlgr = G maCortts = {ﬁiﬁ;md;"—d;ﬁnkdf}(ﬁ;f‘é,.J;‘—é:"d_wé’r’) = 2Andp-Sp— Ol ).
4.16-mashq.
Gujpr = ol o = [O7(E7 8 — O7'0u) — O (&8 = 67°6)] -
" [Oi(ﬁﬁﬁm, - ﬁfdm] = 6:',‘(5;5;11 i 5,’-‘6;71:)] = (271 x 4)(6Jp5ir - 6xp6jr)-
417-mashg.  Birinchi bobdagi (43)-formulaning ikkinchi gismidan
foydulaning {¢ ni ham hisobga oling). )
4.18-mashq. Hamma indekslarni quyi deb olamiz:

[C, X)) = gulXiX), Xi] = —Chmmtimn (XiXo Xi = XiXp X)) =
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= —ClmnClmn (CkisXaXl + clistXs) - ‘"ckmn(clmncki.t ar Csmnckil)Xle =
= (gutChis + Grstrit) XsX1 = const(cyy + cyi) Xo X1 = 0.
4.19-mashq. Yacobi ayniyatidan birinchi bosqgichda quyidagi kelib chiqadi:
Nﬂy[Enr: Eﬂh] + N‘m[Eﬂ» E'r+u] + Naﬂ[Evy Ea+ﬂ] =
Uchala vektorning yig'indisi nolga tengligini hisobga. olsaylik:
Npyr(c) - H+ Noar(B) - H + Nogr(y) -H = 0.

Uchala vektorning noldan farqhhgl va r(a) + r(8) + r(y) = 0 munosabatnmg
ham bj._ltuu:.:uu m.:ul\‘ugl 1 = Y. = iVupg & ulgiﬁi ildiradi.

4.20-mashq. Ikkita NpTarnmg o' pa}rtmasdlk hadlarning yig'indisi nolga
teng, qolgani: r(e)-r(8)(1+p+q) +Lr’(a)(1 +p+g)(p — g) = 0. Bu yerdan
(213)-formula darhol kelib chigadi.

4.21-mashq. X va Y uchun (220)-bajarilsa va Lie ko'paytmasi {X,Y] =
XY —- Y X ko'rinishga ega bo'lsa

(X.Y]$,¥) = (XY - YX)¢,¥) = (XY'¢,9) - (YX¢,9) =

= (¢, YX) — (¢, XY9) = —(¢,[X, Y]4)
bo'ladi.

268



Adabiyotlar

[1] Benmman P. Beenenue 5 teopuio mazpuit. M., Hayxa (1969).

(2] Yurrekep 9.T., Barcon Dx.H. Kypc coBpeMenHoro auanaza,
TT.1, 2. Mocksa, ®usmarrus (1963)

(3] Mopc @.M., Gembax I, Meroas TeopeTuyeckoil duzuru. M.,
1T (1959)

[4] Coxonnnxos W.C. , Tensopusiit anamus. M., Hayka (1971).

[5] Bettrmen I ., Dpaeitu A. Brrcunie TpaHCUEHAEHTHbE DyHKIMH,
T.1, M., Hayka (1973)

[6] JlaBpenToer M.A., Illa6an B.B. Meronnsr Teopuu dymiuuii
KOMILIEKCHOro nepementoro, M., Hayxa (1973)

7] EDe,zzopxox M.B. AcumnroTuka: Wrrerpaist u paawl, M: Hayka,
1987)

18] ?JIBep ®. Acumnroraka 1 cnelmanbible Qyaxmn, M: Mup
1990)

[9] Haiids A.X. Beegenue B meTozst Bosmymermit, M: Mup ( 1978)
[10] Burzep }0. Teopus rpymn, M., @usmarrus (1961).

[11] Tlerpamens M.H., Tpuconos E.A. [lpuyenenite Teopin rpynm
B KBaHTOBOi Mexanuke. M., Hayka (1967)

{12] MouTpsarun JI.C. Henpeprisusle rpyanst, M., Hayka (1973).

{13] %—Iafmapn M.A. Teopus mpeacrasnern#i rpymm, M., Hayka
1976).

[14] Topuun @. Jlexupuu no Teopun rpyni. C6.crareii "Teopus
rpymnn u snementapabie dactaupt”, M,. Mup (1967).

[15) Bapyr A., Pouuxa P. Teopus npeicTaBnesuii rpynn u ee
npunokenus. M., Mup, 11, 12. (1980)

[16] Jangay JI. ., JTubwuy E.M. Teopus nons, M., Hayka, 1986.
(17] Fayzullayev B.A., Rahmatov A.S. Matematik fizika metodlari.
T, "Universitet", (2014).

269



MUNDARIJA

l VEK’I‘ORLAR VA MATRlTSAIAR USTIDA AMALLAR
§l. Vcktorlammg ta‘rifi
§2. Aktiv va passiv yondoshish .
§3. Tenzorlar .....cvuveenensnennnns
§4. Vektor va tenzortarning umumiy ta'rifi .
§5. Vektor algebrasining analitik formasi .
§6. Helmholtz teoremasi .
§7. Matritsalar .............
§7.1. Matritsalarning turlari
§7.2. Matritsaning izi ........
§8. Vektor-ustun va vektor-satr .......o.oe
§9. Hususiy vektorlar va hususiy giymatiar masalasi ..
§10. Matritsani diagonal ko'rinishga keltirish ..
§10.1. Umumiy muloxazalar
§10.2. Tkkita matritsani bic vaqtda diagenal ko* nnlshga kelnrlsh .35
§10.3. Normal matritsalar .. o
§11. Gram-Schmidt metodx
I DIFFERENSXALTEI\GLAI\‘I.ALARNH\'G ANALITIK NAZAR.IYASI
§1. Differensial tenglamaning to'g'ri va maxsus nuqtalan ..
§2. to'g‘ri nuqta atrofidagi yechim ...
§3. Maxsus nuqtulac klassifikatsiyasi .
§4. Cheksiz uzoq nuqtaning analizi
§5. Aniglovchi tenglama
§6.51-s2=k £=0;1;2;
§7. Aniglovehi birmisol .......ccoccoiniiiininiinn
§8. Irregular maxsus nuqta va aniqlovchi tenglama .
§9. Bitta regular maxsus nuqta ......
§10. Ikkita regular maxsus nuqta ‘
§11. Uchta regular maxsus nugta ..
§12. Gipergeometrik funksiya (Gauss funksiyasi) ...
§12.1. Tenglama va uning yechimlari ...
§12.2. Integral tasavvur ...
§12.3. Hususiy hollar ......
§12.4. Legendre funksiyalari
§13. Irregular maxsus nuqa ............
§14. Aynigan gipergeometrik funksiya ..
§14.1. Tenglama va uning yechimlari .
§14.2. Integral tasavvur ..ovoeveeineneene .
§14.3. Bessel funksiyalari cuuuueeee oo
1 ASIMPTOTIK METODLAR

So‘z boshi . .

§1. Asimptotik qator tushunchasi
§2. O(") va o(") belgilar hagida ..

§3. Bo'laklab integrallash metodl
§4. Laplace metodi ovovoneriiienai ke,
§4.1. 1) mng maksimumi mtcrvalmng chegarasida ..
§4.2. 1) ning maksimumi intervalning ichida: /’(10) 0; f(0)~0; 0 2[a; b] ...
§5. Davon oshish metodi ...
§6. Statsionar faza metodi .

§6.1. /1)~ 0, 7 _[a; 6] hol ..
§6.2. (0} =0; 0 _ [a; b] bo‘lsin ....
§7. Qatorlami yig'ish usullari .....
§7.1. Qatorlarning asimptotikasi ..




§7.2. Euler usuli eraace
§7.3. Borel bo‘yicha yig'indi

§8. Mashglar
IV GRUPPALAR NAZARIYASI

§1. Simmetriya va uning matematik Hodasi ......ooiviieiiii e
;:2‘ Gruppaning M‘ﬁ'ﬁ e -
g3. Gruppalar nazarn

§4. Misollar ...

§5. Gruppalaming tasayvurlari . »

§5.1. Asosiy ta‘riflar - 1

§5.2, Schur lemmalari 8
L1358

§5.3. Misollar .

§6. Tasavvur bazisi
56.1. Tasavvuming bazisga ta'siri
§6.2. Hamiltonianning invariantlig
§7. Ortogonallik munosabatlari .

§8. TFasavvurlaming to‘g'ri ko‘paytmasi .. 15
89, Tanlash qoidalari ..... e
§10. Uzluksiz gruppalar ... 160
§11. Uch o‘lchamli fazodagi aylanishlar gruppasi 163
§12. SU(2)-gruppasi ... 165
§i12.1 Generatorlar . 167
$12.2.50(3) gruppasining generatorlari .. 168
§13. SU(2) (SO(3)) gruppasining tasavvurlari .. 170
§14.2 _ 2 umiar va unimodular matritsaning umumiy ko‘rinishi 175
§15. Spinorlar ... s
§16. Aylanish matritsalan "V
§17. Clebsch-Gordon gator 158
§18 Momentlami qo*shish ... 188
§19. SU(3)-gruppast . T 194
§20. Lorealz gruppas 20
§20.1. Larentz gruppasining ta‘rifi va umumiy hossatan 202
§20.2, Lorentz gruppasining generatorlart .ouuieiieiienn 203
§20.3. Lorentz va SL(2;C) gruppalan orasidagi bog‘lanish . 208
§20.4. Relativistik spinotlar .............. a1
§20.5. Lorentz gruppasining tasavvurlari 214
§21. Poincare gruppasi . 216
§21.1. Poincare gruppasining algebras .. 216
§21.2. Paincare gruppasining tasavvurlari . 219
§22. Lic gruppalarining umumiy hossalari .... 2]
§22.0. @' e 71
§22.2. Struktura konstantaari .. 22
$22.3. Lic gruppasining algebrasi. Generatorlar ... a3
§22.4. Metrika. Killing-Cartan formasi. Casimir operatorfari. . ..238
§23, Tidizlar bo“yicha klassifikatsiya ..

§23.1. Ndizlar sistemasi ooveeerrnens
§23.2. lidizlaming to*liq sistemasini topish
$23.3. Bynkin sxemalari ....oooniiiiiiens

§23.4. Birinchi va ikkinchi rang gruppalari
§23.5. Klassik Lie gruppalari ...
Mashglarga ko'rsatmalar va ulaming yechimlari

TeTpe ¥ g



Fayzullayev Biruniy Amanuliaevich

NAZARIY FIZIKANING
MATEMATIK USULLARI{

Toshkent — «Barkamol fayz media» — 2016

Mubharrir:

Tex. muharrir:

Musavvir:
Musahhih:
Kompyuterda
sahifalovchi:

E-mail: tipografiyacnt@mail.ru Tel: 245-57-63, 245-61-01.
Nashr.lits. AIN2284, 12.08.16. Bosishga ruxsat etildi: 22.12.2016.

A.Eshov
M.Xolmuhamedov
D.Azizov
D.Bohidova

Sh.Mirqosimova

Bichimi 60x84 !/1. «Time Uz» garniturasi.

Ofset bosma usulida bosildi. Shartli bosma tabog‘i 16,73,
Nashriyot bosma tabog‘i 17,0. Tiraji 300. Buyurtms Ne273.

«Fan va texnologiyalar Markazining
bosmaxonasinda chop etildi.
160066, Toshkent sh., Olmazor ko*chasi, 171-uy.



