YU. P. APAKOY, B. 1. JAMALOY,
A. M. TO‘XTABAYEV

OLIY MATEMATIKADAN
MISOL VA MASALALAR




1)

/

/ fl /
_ /// O‘ZBEKISTON RESPUBLAKASI
OLLY VA O‘RTA MAXSUS TA’LIM VAZIRLIGI

NAMANGAN MUHANDISLIK-QURILISH INSTITUTI

YU. P. APAKOV, B. I. JAMALOV, A. M. TO‘XTABAYEV

OLIY MATEMATIKADAN MISOL
VA MASALALAR

Ikki jildlik
2-jild
O ‘zbekiston Respublikasi Oliy va o ‘rta maxsus ta'lim vazirligi

tomonidan muhandis-texnika sohasidagi bakalavriat ta’linm
vo ‘nalishiari talabalari uchun darslik sifatida tavsiya etilgan

0‘'zMU
MATEMATIKA
FAKULTETI
ARM

TOSHKENT — 2022



UO*K: 512/512(075.8)
KBK 22.11ya7
A72
Yu. P. Apakov, B. I. Jamalov, A. M. To‘xtabayev.
Oliy matematikadan misol va masalalar. 2-jild. /Darslik/.
—T.: «Zebo prints», 2022. 360 bet.

ISBN 978-9943-8465-7-9

Darslik muhandis-texnika sohasidagi bakalavriat ta’lim
yo'nalishlari uchun mo‘ljallangan. Kitob ikki jilddan iborat. 1-jild
7 bobni, 2-jild 9 bobni o°z ichiga oladi. Darslikdan kunduzgi, kechki
va sirtqi bo‘lim talabalari foydalanishlari mumkin.

UO*K: 512/512(075.8)
KBK 22.11ya7

Mas’ul muharrir:
A.S. Sharipov — fizika-matematika fanlari doktori, MMFI
Milliy tatgiqotlar yadro universiteti Toshkent filiali.

Taqrizchilar:
V. R. Xodjibayev - fizika-matematika fanlari doktori,

NamMQI professori;
M. M. Raxmatullayev — fizika-matematika fanlari doktori,

NamDU professori.

O ‘zbekiston Respublikasi Oliy va o‘rta maxsus ta’lim
vazirligining 2022 yil 17-martdagi 106-sonli buyrug‘iga asosan
darslik sifatida nashr etishga ruxs at berildi (Ne 106-122).

ISBN 978-9943-8465-7-9

© «ZEBO PRINTS», 2022.



SO‘Z BOSHI

Mamlakatimizda ta’lim tizimini isloh qilishga va uni zamon
talablari bilan uyg‘unlashtirishga katta ahamiyat berilmoqda.

Aynigsa, matematika fanining o‘rni, uning barcha fanlarni
o'zlashtirishga va ularning rivojiga asos ekanligini hisobga olib,
uning rivojiga alohida e’tibor qaratilmogda. Maktabgacha ta’lim
muassasasidan boshlab, o‘rta ta’lim maktablari hamda oliy
ta’limning mavjud dasturi zamon talabiga javob bera olmay qoigani
o‘rinli ravishda tanqid gilindi.

Darslik 16 bobga, ya’ni birinch jild 7 bobga, ikkinchi jild
9 bobga ajratilgan. Har bir mavzuda asosiy tushunchalar va muhim
formulalar keltirilib, mavzuga doir tipik misollar yechib ko‘rsa-
tilgan. Dars jarayonida va mustaqil ishlash uchun masalalar beril-
gan. Masalalar osondan murakkabga prinsipi asosida joylashtirilgan.
Har bir mavzuda murakkab masalalar * va ** belgisi bilan
ajratilgan. Barcha masalalarning javoblari keltirilgan.

Davr talabidan kelib chiqib, darslik amalty mashg‘ulotlarda va
mustaqil o‘rganish magsadida foydalanishga mo‘ljallangan.

Darslikdan amaliy mashg‘ulot jarayonida foydalanishda
mavzuga doir asosiy tushunchalar amaliyot o‘qituvchisi tomonidan
keltirilib, tipik misollar yechib ko‘rsatilgandan so‘ng, misollami
ishlashga malaka hosil bo‘lgach, masala ishlashga Kkirishish
mumkin.
Mavzuni mustaqil o‘zlashtirishga kirishishda, avvalo, digqat
bilan asosiy tushunchalar va formulalarni o°zlashtirib, so*ngra
yechib ko‘rsatilgan masalani tushinib olish va uni mustaqil ravishda
yechib chigish hamda ishlanishi bilan solishtirish kerak. Agar
ishlangan masala yoki misolingiz kitobdagi yechimga mos
kelsagina, berilgan masalalami ishlashga o‘tish magsadga muvofiq.
Aks holda, yana qayta boshdan yoki xatoga yo'l qo’yilgan joydan
qayta ishlab chiqish kerak boladi.
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Birinchi jild amaldagi foydalanilayotgan o*quv adabiyotlarida
ajratilgan soat kamligi uchun kiritilmagan, lekin mutaxassislik
fanlarini o‘rganishda muhim ahamiyaiga ega bo‘lgan quyidagi
mavzular bilan to"ldirilgan:

— Vektorlaming amaliy masalalarni yechishga qo‘llanishi.

— Bir jinsli tenglamalar sistemasini yechish.

— Ikkinchi tartibli egri chiziglarning umumiy tenglamasini
kanonik korinishga keltirish.

— Amaliy masalalamni yechishda funksiyaning eng katta va eng
kichik giymatiarini qo*liash.

— Aniq integralning amaliy masalalarni yechishga tatbiqi.

Ikkinchi jild esa quyidagi mavzular bilan to‘ldirilgan:

— Ikki o*lchovli integralning fizikaga tatbiqlari.

— Rikatti differensial tenglamasi.

— Eyler differensial tenglamasi.

~ Differensial tenglamalar sistemasini birinchi integral yorda-
mida yechish.

— O‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasini integrallash usullari.

~ Chegirmalarni integral hisoblashga qo‘llash.

— Birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarni
yechish.

~ Bir jinsli bo‘lmagan to‘lqin tarqalish va issiglik tarqalish
tenglamalariga doir masalalar yehish.

— Elliptik tipdagi tenglamaga Dirixle masalasini to‘g'ri
tortburchakda va halqada yechish.

~ O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli tenglamalar sistemasini va
integral tenglamani Laplas tasviri yordamida yechish va boshqalar.

Birinchi jildda 1085 ta masala va misollar keltirilgan bo‘lib,
ulardan 153 tasini yechib ko‘rsatilgan. Ikkinchi jildda 1400 ta
masala va misollar keltirilgan bo‘lib, ulardan 386 tasini yechib ko‘r-
satilgan. Masala va misollar foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatida
keltirilgan kitoblardan olingan yoki mualliflar tomonidan tuzilgan.

Darslikning [-jildi B.l.Jamalov va A.M.To‘xtabayev, 2-jildi
Yu.P.Apakov tomonidan yozilgan.
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1 BOB. KO‘P 0‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
1-§. Ko'p o‘zgaruvchili funksiyalar haqida umumiy tushuncha

Tabiatda, fan va texnikaning barcha sohalarida juda ko‘p
masalalar botki, o'zgaruvchi migqdorlar hog'lanishlarida bittasining
sonli giymati boshqa bir nechtasining giymati bilan aniqlanadi.
Masalan, tomonlarining uzunliklari * V& 7 dan iborat bo’lgan
to'g'ri to‘rtburchakning yuzi, uning tomonlarining uzunliklari
o‘zgarishi bilan o‘zgaradi; dehgonning hosili esa ogit berishga,
sug'orishga, dehqonning malakasiga va boshqa juda ko'‘p
faktorlarga bog'liq; sigirdan sog'ib olinayotgan sut miqdori, sigir
zotiga, uning qanday yem-xashak bilan bogilishiga va hokazolarga
bog‘liq- Bunday misollarni istalgancha keltirish mumkin.

Bunday bog‘lanishlami tekshirish uchun ko'p o‘zgaruvchili
(argumentli) funksiyalar tushunchasini kiritamiz. Ko'p o‘zgaruvchili
funksiyalami o‘rganishda, asosan, ikki o‘zggaruvchili funksiyalar
bilan chegaralanamiz, chu;lki ularning xossalari aynan takrorlanadi.

L. Tkki o‘zgaruvehili funksiya, uning aniatamish sohast v
grafigi

&* fazoda D va E to*plamlar berilgan bo'lsin.

1-ta’rif. Agar D to*plamning bir-biriga bug‘l}q bo'_lnjagan x
va ¥ o‘zgaruvchilari har bir (x,) hagigiy sonlan juftligiga biror
qoida asosida £ to‘plamdagi bitta 2 haqigiy son mos go‘yilgan
bo'lsa, D to'plamda ikki x va ¥ O.Zgaruvchilarlung funksiyasi =z
aniglangan deyiladi, ’ d dagict

Ikki o'z o, : . volik tarzda quyt agicha
belgilanadi: ggir}wfl;lh fu-nl;s;y? s{‘tf:nksiya x yoki ¥ bilan

27 om SR lar bilan belgilangan
hda ifodalanishi ham
rkli o‘zgaruvchilar

o'zgaruvchilar mos rayishda ¢ yoki %%
bo'lsa, y=f x/ yoki z=F(x, %) ko'rinis
mumkin va hk.). Bunda x 9 O‘Zgaruvchilal"g“ @

L= g = , .



yoki argumentlar, z ga erksiz o‘zgaruvchi yoki funksiya deb
ataladi.

Uch o‘zgaruvchili funksiya uchun bu ta’rif quyidagicha bayon
etiladi:

2-ta’rif. R’ fazoda biror ¥ to‘plamning bir-biriga bog'liq
bo‘lmagan x ¥ va z o‘zgaruvchilari har bir (x,y,z) hagiqiy sonlari
uchligiga biror qoida asosida £ to‘plamdagi bitta « haqiqiy son mos
qo‘yilgan bo‘lsa, ¥ to‘plamda uch x_ ¥ va z o‘zgaruvchilarning
funksiyasi w aniqlangan deyiladi.

Uch o‘zgaruvchili funksiya simvolik tarzda quyidagicha
belgilanadi: w= /(x,3,2z), @=F(x,y,z).

Aynan shuning uchun ikki o‘zgaruvchili funksiyani o‘rganish

bilan cheklanamiz.
D to‘plamga funksiyaning aniglanish sohasi, £ to‘plamga

o‘zgarish yoki qiymatlar sohasi deyiladi. Har bir juft haqgigiy songa
biror tayin koordinatalar sistemasida bitta 4 nugta va bitta nuqtaga
bir juft haqigiy son mos kelganligi uchun ikki argumentli funksiyani
»m nuqtaning funksiyasi ham deyiladi hamda y=/(x.x,) o'miga
3= /(M) deb yozish mumkin.

1. -=\/4—x* - y* funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

Yechish. Funksiya aniglangan bo‘lishi uchun 4-2-,*>0 yoki

L +y'<a bo‘lishi kerak, bunday nuqtalar to‘plami markazi
koordinatlar boshida, radiusi 2 ga teng bo‘lgan doiradan iborat.
Qiymatlar to‘plami [0,2] bo*ladi.

2. w=—___ funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

Jx ty -9

Yechish. Funksiya x*+;*-9>0, ya’ni markazi koordinatlar
boshida radiusi 3 ga teng bo‘lgan doiradan tashqarida aniqlangan.
Qiymatlar to*plami (0, «).

Ikki argumentli funksiyaning geometrik tasviri fazoda
tenglamasi z= f(x, v) bo*lgan sirtni ifodalaydi.

Masalan: 1)-=2c+3¢-12 ikki argumentli funksiya fazoda
2v+3v-z-12=0 tekislikni tasvirlaydi. 2) ¥ +1? +:* =& stera tenglamasi



bo'lib, z=+JR-v -y ikki argumentli funksiyalar grafiklari sferani
ifodalaydi. B
Uch va undan ko'p o‘zgaruvchili funksiyalarning grafiklarini
yasab bo‘lmaydi, chunki, biz fagat uch o‘lchovli olamnigina
tasavvur gila olamiz xolos.
Ikki argumentli funksiyaning limiti va uzluksizligi
3-ta’rif. == f(x. y) funksiyaning A (x,,y,) nuqtadagi limiti deb,
ixtiyoriy £>0 son uchun shunday &>0 son topilsaki,
J(x-a) +(v-b) <& bo‘lganda |f(x.y)-4|<¢ tengsizlik bajarilsa, 4
nuqta f(x.y) funksiyaning (x -, y =) B(x.y,) nugtadagi limiti
deyiladi va quyidagi ko'rinishda yoziladi.
lim £ (x,y)=4 (1
4-ta’rif. z=f(x,y) fuhksiyaning P(a,b) nuqtada uzluksiz
deyiladi, agarda
lim (x,9)=£(P)=/ (ab)
y-b
tenglik o‘rinli bo‘lsa.
3. lim222 [imitni hisoblang.

=1 x_yp

Yechish. im**t5» _3+51_8_,
= x-y  3-1 2

4. := ﬂ-ﬂ funksiyaning uzilish nugtasini toping.
e

Yechish. Maxraj 0 ga aylansa funksiya ma’nosini yo‘qotadi.
Ya’'ni x-p=20, bundan tekislikning y=x* parabolaga tegishli
nuqtalari funksiyaning uzilish nugtalari to‘plami bo‘ladi.

Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping

5. u=Jx1+yl—l. 6. ,,:._]__.,

1-x -y

7. u=arcsin(x+y). 8. u =,,cos()c2 +yz) 1

9. u=In{-x+y). 10. u=p+x.

1%, u=arcsin[J = ] 12%, H:Hl——xz—]—y"f;‘).




Quyidagi funksiyalarning limitini hisoblang

13. lim(x +y*)sin—. 14. lim——2..
) 9% e e
15. im0 16. fim| .JJ'.
78 = X
17. 1i . JimE =2
e Bl
19%, iim{l-i'J . 20%. Iim(l+£J1.
ey = s et
Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping
21, z=InJ @ +57. 22 fz= U
(x-»)
23. z= I . A =rrml
I-x*—y* %

2-§. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning to‘liq orttirmasi
va xususiy hosilasi

5-ta’rif. z=f(x,y) funksiyada x o‘zgaruvchiga biror Ar
orttirma berib, y ni o‘zgarishsiz qoldirsak, funksiya A - orttirma
olib, bu orttirmaga z funksiyaning x o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
orttirmasi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

Az=f(x+Ax, y)— f(x y).

Xuddi shunday, y o‘zgaruvchiga Ay orttirma berib x
o‘zgarishsiz qolsa, unga z funksiyaning y o‘zgaruvchi bo‘yicha
xususiy orttirmasi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

Ajz=f(x, y+ Ay)—f(x, »)-
6-ta’rif. x va y o‘zgaruvchilar mos ravishda Av va Av

orttirmalar olsa, z= f(x, v) funksiya

A.,_.zf(xi'A\', _V+Ay)_f(x’y)

to*liq orttirma oladi deyiladi.



B _ g Lt 802)= 1 (% 5)

chekli limit mavjud
Ax &0 Av

T-ta’rif. q) lim

e

bo'lsa, unga z=s(x,y) funksiyaning x o‘zgaruvchi bo‘yicha
xususiy hosilasi deyiladi va % yoki = = £7(x, y) bilan belgilanadi.

Ay —Al|"—11| Ay
unga z=f(r,y) funksiyaning y o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
hosilasi deyiladi va C;E yoki 2, = f(x, y) bilan belgilanadi.

b lim chekli limit mavjud bo‘lsa,

z=f(xv) funl;siyadan x bo‘yicha xususty hosila hisob-
langanda y pj o‘zgarmas deb, y bo‘yicha xususiy hosila
hisoblaganda esa «ni o‘zgarmas deb qaraladi.
‘ Istalgan chekl sondagi o‘zgaruvchili funksiyalarning xususiy
hosilalarj ham yugoridagidek aniqlanadi.
- z=x"+2x+3? funksiyaning xususiy hosilalarini toping.
Yechish. Ayval y ni o‘zgarmas deb z! ni topamiz:
Z=(x* 420 +3y2)' =(XI);+(2XJ’), +(3)'2)x =2x+2y.
Endi x nj o*zgarmas deb z, ni topamiz:
Z=(f 42y +37) =(), +(20),+(7") =2xs6y
26. u:z"_‘L}J‘—E funksiyaning xususiy hosilalarini toping.
X~y +2z
_ Yechish. Hogila olish qoidalari va formulalaridan foydalanib
quytdagilam; topamiz:
wo(3sayoa) Greay-z) (2 1 2)Brray-)e -y e 22),
5 ‘_\']1-2:}' 2 (Xz_),3+22)

31" = 8xy 4+ 2oz + 62— 3y’

-y 2] 2e3r e dy=2)

AT e Sl

[.:’—_r‘+2:}: (&'~ +1:)"
A ¥ 42z, (:‘ -y 1_2:}

3x+dy-z o -bx-8y+y’
W=l 22— = 5
Flr-ye2z) (x'—y +2z)




Quyidagi funksiyalarning xususiy hosilalarini toping

27. z=0+y' -3ay. 28. -0
xX+y
s 0. 2= 5

31 .- % . 32. ::ln‘{.t+\/x3+y2)‘

‘/.'f3 1 ’:.r:

33. z=arctg£. 34. z=y".
x
35, z=¢ = 36. z:arcsin\/t: =Y.
X= A=y
37. z=lnsinﬁl_—a. 38. u=(xy)".
vy
39%. u=z%. 40%*, u =e sind.
x

. = 3 Ful o - .
41%. y=x+2"2 bo'lsa, 2+ %+ 2 .| ekanini ko‘rsating.
xX+y o dy oz

3-§. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning to‘la differensiali.
Yugqori tartibli xususiy hosilalar va differensiallar

1. To‘la differensial. Ma’lumki, ~ va y o‘zgaruvchilar mos
ravishda  Axwe Ay orttirmalar  olsa, :z=f(xy) funksiya
Az=f{x+4x, y+Ay)-f(x, ¥) to‘la orttirma oladi. Bu to‘la orttirmaning
Av va Ay larga nisbatan chizigli bo‘lgan bosh gismi funksiyaning
to‘la differensiali deyiladi va 4z bilan belgilanadi. == /(x )
funksiyaning to‘la differensiali

dz=§d\‘+{§,af\/ 2)
formula bilan hisoblanadi, bu yerda ¢ =Ax, dy=Ay to‘la differensial-
dan funksiyaning taqribiy qiymatlarini hisoblashda foydalanish
mumkin yoki

S(% +Av,y,+Ap)= f (x5, Yo )+ 2 + 2y

Bundan )

(%, +Axy,+ A,v)::f(x,,,y‘,)+%(i\‘ +§Lﬁ-. (3)

]



Uch argumentli w=F(x, y.z) funksiyaning to‘la differensiali

:a’u—a—idu-idugi (4)

formula bilan hisoblanadi.
42. z=in(<*+)} funksiyaning to‘la differensialini toping.
Yechish. Xususny hosilalarni topamiz:
& L e ,": ! =
R T T S
Shunday qilib (2) formulaga asosan funksiyaning to‘la
differensialini topamiz:

2xdx | 2ydy 2
d::—.. b= =— _(x dy
4y 2 + x";_p‘“drt\dj}

43. u=x'yz* funksiyaning to‘la differensialini toping.
Yechish. Xususiy hosilalarni topamiz-

E" lx 1—) -,v:’[z’}'r:?_u:’ %—{x 2’ ]’ =_r’:’{_v)r' =z,

2 (), = (), =20

(4) formulaga asosan, du = 2gz%dx + x'zdy+ 2c%vzdz bo‘ladi.
44. z=vsin®x+8¢ funksiyaning xo=%zl,57l, ¥,=0 dagi

giymati yordamida fsin’1,55+8°°° ning taqribly qiymatini

hisoblang-_
Yechish. Ax=1571-1,55=0,021, Ay=0,015-0=0,015. z funksi-

T . . 2 o .
yaning %=7 ¥, =0 dagi giymatini topamiz

% =\]sin1[§]-r-8e" =J148=3.

oz 0z
o tAG Y+ Ay) =~ = —dy=
f(X +AX Y+ y) f( y0)+ dx + dy

in2x-
:3+sm_i\ Ax + 8¢’ Ayz3+8-0,015ﬁ3,01

2ysinx + 8¢’ 6




1. Yuqori tartibli xususiy hosilalar va differensiallar

z= f(x y) funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb,
birinchi tartibli xususiy hosilalardan olingan xususiy hosilalarga
aytiladi. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalar quyidagicha belgilanadi:

i iz oéz) @z
2 E)2e et ) 2E) T2~ ().
deldx, ox avidx) exay )
6(62}_622__,_ . ¢ _ri({_r ?_2 i ;
|,}‘,\ a},) = l:j.a,l = —_f“ (I._i ]' qu (?1’ (/)’ =5 .’rn {"‘.‘ J

S2(x,») va fi(xy) xususiy hosilalar aralash xususiy hosilalar

deyiladi. Aralash xususiy hosilalar funksiyaning uzluksiz bo‘lgan
nugqtalarida ular o‘zaro teng bo‘ladi.

Uchinchi va undan yugqori tartibli xususiy hosilalar ham
yuqoridagidek aniglanadi.

45. z=x'+4x"y'-3xy+5x—6y ikkinchi tartibli xususiy
hosilalarni toping.

Yechish. Birinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

(s

—=(x'+ax’y —3xy+5x—6y) =4x* +8x’ -3y +5,
b =(_x4 +4x%y’ - 3xp +5x-6_v)'v =12x*y’ -3x—6.

Topilgan hosilalardan yana xususiy hosilalar olamiz:

%(%J{:}?(w +80 ~3y+5) =120 +8),
Q[Z) (4’ +807° -3y +5) =247 -3,
a%{%}(lzfyz—3;-6)’x=24xy1-3,
L:(,:"[::—;J 6)/ (ley —3x— 6) =24x"y.

Ikkinchi tartibli to‘la differensial d(dz)=d’z kabi belgilanib,

xususiy hosilalar orqali quyidagicha loplladl
:2 3z 'z
d’z=——dx* +2

o Bxoy (6)
46. ==xy* funksiyaning ikkinchi tarubll to‘la differensialini

toping.
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Yechish. Xususiy hosilalarni topamiz:
:',=(.\"yz)x=3x1y1 z —(\ ¥ ) =2y, g =(3x1y1) ) =6xy7,

By
1l
—
o
=
'~

2_ :) \ =6'\'2}v, ;':‘ =(2,\'3y)'). =2X].
formulaga asosan ikkinchi tartibli to‘la differensial quyidagicha
yoziladi:
d*z =6x°dx® +12x" yelxdy + 2°dy".
Quyidagi funksiyalarning to‘la diferensialini toping

47. z=n( 4y 48. z=tmig(2).
x
49 r-=sin(\'z +y2) 50_ z=x".
51, -—ln(v+Jr +y ) 52. z=¢"(cosy+xsiny).
53. “"(KCOS,V'*—ySmr) 54%. z:arc[gz_(fﬂy_)_
4 —xsiny
55%, u=e".

56. z=Y+y’ funksiyaning x=h % -0 dagi giymati
yordamida = =301,00 +0,05° ning taqribiy qiymatini hisoblang.

57> HF\bf:ln\funl(siyamng %=l ya=2 %=1 dagi qiymati
yordamida 1= VL0474 Inl02 ning tagribiy qiymatini hisoblang.

58. u=4x"+3x7p 430 )2 du_,
ey

i

39. u=x}'+sin(x +y), d'u
Ox

60. u= lntg(x+y) a“__

lay
(}1*' —:a_rc{o_l.i.-l o'z oz
-y &\-Qp =

4-§. Murakkab va oshkormas funksi yalarning xususiy hosilalari

1. z=/(xy) funksiya , va Zaaruvchilar bo‘yicha
dnffcrenSla”a“u"Chl bo‘lsa, - olt), 7= ~u()) funksiyalar ham ¢

o Zgaruvchl bo'yicha differengiafjanuvehi bo'lsa, =7 er{r} wt }l

14



murakkab funksiyaning ro‘zgaruvchi bo‘yicha differensiali
quyidagi formula bilan hisoblanadi:

dz _ 0z dx rrﬂ. 7
4t oxdr ay dt
Agar ¢ o‘zgaruvchi x yoki y o‘zgaruvchilarning biri bilan mos
kelsa,
d o Oudy dz_Gdx G (8)
& ox 6y dr’ dy xdt oy
bo‘ladi.

1 3 Vi .
62. z=¢"'* funksiyada, x=cos:, y=* bo‘lsa % toping.
[

Yechish. (7) formulaga asosan:

Z =(e}nZv)" =387 z; =(ezuz.‘)" =2¢"%
x; =(cost), "= —sinz, v :(’:), =2
= éa_x AT =™ . 3(=sins) + € 2-20 =

o xot oot

= (41 - 3sint) = P (4 —3sin).
z=f(xy) x va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha differensiallanuvchi
bo‘lsa, x=¢(u,v), y=y(u,v) funksiyalar ham u va v o'zgaruvchilar
bo‘yicha differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda u va v bo‘yicha
differensial quyidagi formula bilan hisoblanadi :
de_Zox oy di_odx azay ©

di Bxou 6you dv ovow 6\)
2.Ushbu ko‘rinishdagi funksiyalar oshkormas funksiyalar deb

ataladi.
Flx,y)=0;, F(x,y,z)=0.

Oshkormas funksiyaning xususiy hosilalari quyidagi formula bilan
hisoblanadi.

oF oF oF
Y&, E__ . o __ o 10
x O & O & OoF iy
» oo é=

63. z=xl+xy+y’ x='; y=r: '0—1: ni hisoblang.
Yechish. (7) formulaga asosan;
15



S:‘!- - '_’tfz‘)- ;',:,= e ﬂzj.
S i G (e

de 3 LA -
g T QD24 (e 20) L= (e 1) B (4 ) =4 2 4 2= 4P F35 420

64. 5,20, 2 - 3 0z _, O _

4 Sl funksiya berilgan, = = 2. ay_?.

Yechish, F(x,y‘:’)z_"j+_};’j+_":_1 bo‘lganidan (10) formulaga
a” =@

asosan:

O chz_z. o) 24 =__;_'
Quy 1dag| murakkab funkslyalarnmg xususiy hosilasini toping

65, :ziln_‘ u=tg’x, v=cg’x bo'lsa, Ei" topilsin,

66_____1

.
7= y=3x+1 bo‘lsa, 7 topilsin.

67, 2=, ) cons hotlsa, Z va £ topilsin.
ox dx

68. N »=xcosa bo‘lsa, 2 topilsin.
x+‘/;'3__'?' P dx

69. -
SEXY xogep  y=£-n bo‘lsa, %va—topllsm

T0%, u=yy 2 o =4 bo‘lsa, o va oL topilsin.
(C4y7) x=en . as ' 3y OP

- L &
71%, u:ln'l]. r=y(z-a) +(y-b)" bo‘lsa, 87“ %:0 ekanini

.'?'

ko‘rsating
QUyldag, oshkornas funksiyalarning hosilasini toping
72 24y ~dxi6p=0, T3 x7+yP=a”.
74, xo1s ~yet g, 75. AC +2B9+Cy" +2Dx + 2By + F=0.
Q“Yidagi oshkormas funksiyalarning hosilasini toping
76. . & . _
Y‘+),-+_ e ;_q ;:_')
77. ,
78% o
cos(a.x+by ~cz)=k(ax+by- cz).

16




5-§. Sirtga o‘tkazilgan urinma tekislik va normal tenglamalari.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

Sirtga M,(x,,9,,2,) nugtada o‘tkazilgan urinma tekislik deb,
sirtga bu nuqtasi orqali o‘tgan barcha egri chiziglarga o‘tkazilgan
urinmalar joylashgan tekislikka aytiladi. Bu nuqtadagi urinma
tekislikka perpendikular bo‘lgan to‘g'ri chiziq sirtiga, shu nuqtada
o‘tkazilgan normal deb ataladi.

z=f(xy) funksiya bilan berilgan sirtga M,(x, 5,2, nuqtada

o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi, quyidagi formula bilan
topiladi:

Sy =J(\’('ru‘ J'u){'\_ E 'rnJ +Jr.'("’a-.1"u )(." "_1'(.}- (11)

z=f(xv) tenglama bilan berilgan sirtga M,(x,,v,z,) nuqtada

o‘tkazilgan normal tenglamasi, quyidagi formula bilan topiladi:
SIS R .Y SR it 2 (12)
L'(X(A’YO) /;.’(x”,yu) =
F(x,y,2)=0 tenglama bilan berilgan sirtga Az,(x,,v,z,) nugtada
o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi, quyidagi formula bilan
topiladi:
F %0 Yr 2o J(x =% )+ B (50, 90020 J(7 = %o ) + Fr (s V2o (2 = 20) =0, (13)
F(x,5.z)=0 tenglama bilan berilgan sirtga M, (x,,,z,) nuqtada
o‘tkazilgan normal tenglamasi, quyidagi formula bilan topiladi:

X=X __YTH o ZTEH (14)
E(Xm)’ovzo) F;(Xo,yo,-*a) F,-‘(xmyo':u)
P(x.v,) nuqla :z=-r(xy funksiyaning ekstremum nuqtasi

bo‘lsa, bu nuqtada aF(g"‘%):O va 6/«‘(;:,)},) =0 bo‘ladi yoki ulardan
X

hech bo*lmaganda bittasi mavjud bo‘Imaydi. Bunday nugtalar kritik

nuqtalar deyiladi.
Izoh. :=r(xy funksiya £(x,»,) nuqtada uzluksiz bo‘lib,

differensiallanuvchi bo‘lmaganda ham ekstremumga erishishi

mumkin. Masalan, 0(0;0) nugtada uz = '[ ‘_'"‘ &




nuqtada differensiallanuvchi emas, ammo 0(0;0)- nuqta bu funksiya

uchun minimum nugta bo*ladi.
. 3F &F OF o q .

Yetarli shartlar. =4 5@:8 va 5,,_’_6 orgali belgilaymiz.
A= AC-F >0 bo'lsa ekstremum mavjud bo'lib;

4>0 bo*lsa, minimum nuqta bo"ladi.

4<0 bo'lsa, maksimum nuqta bo‘ladi.

a <o bo'lsa, ekstremum nuqta bo‘lmaydi.

a=-0 bo'lsa, u holda ekstremum bo‘lishi ham, bo‘Imasligi ham
mumkin.

79. z=9-x-y' elliptik paraboloidga M,(1;2;4) nuqtada
o‘tkazilgan urinma tekislik va normalning tenglamasini tuzing.

Yechish. z=9-* -y’ funksiyaning hosilasining s, (1;2;4)
nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

fx’(.\’,_\’) =-2x, f;(l,?_) =-2; f‘:(x’y):-—zy, f:.(l,?-) =—4;
Topilganlari (11) va (12) formulalarga qo‘yib, urinma tekislik va
normal tenglamalarini topamiz:
z—4=_2(x_1)_4(y_2) —2x+4y+z-14=0.
2

80. x+3y°-272-4 giperbolaga M,(-3-12) nuqtada
o‘tkazilgan urinma tekislik va normal tenglamalarni tuzing.
Yechish. F(x,3,2)=x 4+3y? =27 =4=0 deb olsak, quyidagilarn!
hosil qilamiz:
F(xyz)=(x43y2 o021 -a) =2x F/(3-12)=-6,
F_,’ (x,y,:) =(x2 ~ 3y1 922 _4) ! = 6),‘ Fx' (—3,—1.2) =0,

F(x.3.2) =(Jr2 +3y° =20 —4) ‘o4z, F(-3.-12)=-8.

Topilganlami (13) ya (14) formulalarga qo‘yib, urinma tekislik
va normal tenglamalarin; topamiz:

-6(x+3)—6(y+1)_8(2_2)=0 —3x+3y+4z+4=0.



o iz o
Yechish. —=2x-y+9 = t+2y-6
ox oy
&2
o [2rA9=0 _[2x-y=-9 [lc-y= o e
E g |-x+2p=6=0 " |-x42p=6 | 3y=3 A
yll
"_-:2 '_’:_ 2 0
& ay
A=2 B=-1

A=AC-B*=4-1=3>0
a>o demak, ekstremum mavjud. .«>o0 bo‘lgani uchun minimum
nugta.
m (=4, y=1)=16+4+1-36-6+20=—1. Demak =z =-I
82. Berilgan sirtga Mo(xo;yg;zo) nuqtada o‘tkazilgan urinma va
normal tekisliklar tenglamalarini tuzing.
1) z=x2-2y", M, (212), 2)z=3-xy+x+y, M(1;3:4),
3) < +y 2 -14=0, M,(-1;3;-2), 4) P+y +2 +x0z=6, M, (1:2:-1).
Quyidagi funksiyalarning ekstremumlarini toping
83. 1) z=x' =+ +9x-6y+20. 2)z=px —y'-x+6y.
84. 7 =x*+8y’—6xy+l.
85. z=2x~4x-2y.
86. z=¢” (x+y2).

87. z =sinx +siny+sin{x+y), OSx,yﬁg.
88. 7= L1, x+y=2 bo‘lganda.
Xy

11
89% z=x+y, L..+—2-=; bo‘lganda.
> S 4 4



Il BOB. KARRALI VA EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR
6-§. Ikki o‘lchovli integrallar

f(xy) funksiya p yopiq soha bilan chegaralangan xoy
tekislikda aniglangan bo‘lsin. D sohani » ta bo‘lakka ajratamiz va
diametrlari 4,,4,4,.,4, ga teng A9,Ad,-.49, elementar ‘so.halarga
ajratamiz. Har bir elementar sohadan B (&.% ) nugtalar olib integral
yig'indini hosil qilamiz: .

if; (a.:;-i?l )Qé& 7
Quyidagi limit f(x y)h:ian olingan ikki o‘Ichovli integral
S LA G
deyiladi:
lim ifi (‘f{-v’?: }"35& :Hf()(,}f)d.m()’.

o
1. Ikki karrali integralning xossalari.

f{xy) funksiya p sohada berilgan va uzluksiz bo‘lsin.

1°. Agar p=p U p, bo‘lsa u holda quyidagi formula o‘rinli:
) =L UL, ’

11y ey = [ 7o) [/ () oy

2% [[k1(y)eay =[] S )
3 ,; n( y) D sohada uzluksiz bo‘lsa, u holda
3° Agar f(xy) va g(xy

quyidagi formula o‘rinli:))d\‘dv zﬂf(,\;)’}‘i“’)’i{!f[x“l-)a&@'

| [(ES TS
A : - bo'lsa, u holda Hf(-\',_v}cim’y?:(l'
4%. Agar p sohada f(x)2 s

" V> ¢(xy) bo’lsa, u holda quyidagi
>°. Agar p sohada [{x¥)ZE\"
formula o*rinli: o y)dedy
Hf(x.y}ei\‘;'{vzg.i,’(k-)/}d‘dl
t
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2. Ikki karrali integrallarni hisoblash.

1) Agar s(xy) funksiya D={(x,y):a<x<b,p(x)<y<o, (x)}
(bunda ¢,(x) va ¢,(x) egri chiziglar a va 4 vertikal chiziglar bilan
fagat bir nugtada kesishadi) sohada integrailanuvchi bo‘Isa, u holda
ikki karrali integral quyidagicha hisoblanadi:

Hf{“'-.'l’}d\'r."y =f

[enle) '
[ r(xp)dy !.u
u | alx] |

2) Agar f(xy) funksiya D:{(x,y):x//] (y)éxs%(y),cs)vgd}
(bunda y,(x) va y,(x) egri chiziqlar ¢ va 4 gorizontal chiziglar
bilan fagat bir nuqtada kesishadi) sohada integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda ikki karrali integral quyidagicha hisoblanadi:

H f(x,y)dxdy x:i['],-" Sx,p)dx

dy.

n | wiln) |
3) Agar f(xy) funksiya D={(x,y):a<x<b,c<p<d} to'g'ri
to‘rtburchakda berilgan va uzluksiz bo‘lsa, ikki karrali integral

quyidagicha hisoblanadi:

o

de = j[j 7(x y)dx:’nfy.

b

J[ 7 Gey)atsdy =J'“f(x,y)dy-

(il @

90. f(xy)=L D={(xy):-2<x<], x<y<2-2} bo'lsa, ikki
karrali integralni hisoblang.

Yechish. _”f{.t.}'}d\'rfl-'ZJL :]!:I'd_'v

v = -IL(z - ,\'}:lr =

=2(1 ;-2)-£-1;4=6-3+1_5=4,5
3 2

eh o2
=|2r———=2
3 2.0

91. f(xy)=x+2p, D:y=x, y=2x, x=2, x=3 chiziglar bilan
chegaralangan bo‘lsa ikki karrali integralni hisoblang.

Vechish. [[(x-+2y)acy = (x+20)a= [(0) -
D

13

Il x

)

:I(le +a4x* - x’ —xz)dx=4_[x3dr= ;ix’[j = 25%_
1-5*

92. Jl-dx ,rL [{x.y)dv integrallash tartibini o*zgartiring.

1-a
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Yechish. ©=-1, x=1, y =i-4, »n=1-x chiziglar bilan
chegaralangan. Bu yerda p soha ikkita sohaga ajraydi:
Dt x =1 fI=y%, ~15y,50 D,: =% Iy, 0sy,<I,
u holda integral

Lo 0 i L i
j dx i ()= _[ dy | fx.y)dx +J-dy J*f (x,p)dx.

s (= S B

Quyidagi ikki karrali integrallarni hisoblang

P 1 ’ 1 2 y h ; 3 :ﬂ{

93, !@!(_sz)@ 94. {d"j.f.:)rl"' 95. J':dx:.:l':y"z .

96. jdtj- f;dr_ 97, idl’j (x+ 2y)dx. 98. Td(ﬂ ]" rdr.
1 I 3 VFa 0 asing

Yeonp

L
9. [do [ Psntgar  100% fac [ i-T->ay.

Quyidagi ikki karralj integrallarni integrallash tartibini
almashtiring

4 125 1 sx
0L e[ 1(x.y)a, 102. fas| £(x.7)dy.
O Is x
) . e L
B f“‘( [ r(xy)ey. 104**.I¢rri_f(x,):)dy.
9 "1"1)/141 o Tax-r

7-8. Ikki karraj; integralda o‘zgaruvchilarni almashtirib
integrallash, qutb koordinatalar sistemasida ikki karrali

integrallarni hisoblash

Ikki karraj integraini hisoblashda integrallanayotgan sohadafl
tashqari integrallanuvchi funksiya ham mulim o'rin tutadi.
Integr‘alni hisoblashq, Dekart koordinatalar sistemasidan qutb
koordinatalar Sistemasiga o'tib hisoblash x=pcosé,  y=psind
almashiirish Yordamids byjarifad; \ d pd6 1)

4 1 s i
] f(-“}'}d\'civ:Hf(pcos(lﬁ?s‘"gr“{‘ P {

Agar v S.G-_:ﬁ
o‘rinli:

pl6)< D< (6) bo‘lsa U holda ushbu formula
W)z ps o

22



4 mi

IJ S pcos@, psin®)d pdl) = Jdﬂj S (pcosd,psind) pdp, (2)

oA
bu yerda
[:xz, x| [cosO —~psin0] 3)
Y, Yo Ising pcosﬂl

almashtirish yakobiani deyiladi va /#0 bo‘lgandagina almashtirish
mumbkin.

x=x(w,v), y=y(u,v) almashtirish yordamida esa quyidagi
ko‘rinishga keltirib, integral hisoblanadi:

J.J.f(x,y)dxdy:J‘J.f[x(u,v), y(u,v)]ll]dudv. 4
D 128
10S. ”J,\':+yldxdy, D: x*+y*<a* doiraning I-choragi bo‘lsa
b

integralni qutb koordinatalar sistemasiga o‘tib hisoblang.
Yechish. x=pcosd, y=psind almashtirishda 7=p ga teng

bo*lib, |ee[o;ﬂ, p=a'= pe[na]. U holda integral quyidagi

ko‘rinishni oladi:

H\/xl +y* dxedy :”\/p2 cos* 6 + p’sin® G pdpdf =
o

jd&j’p dp=- jp [do=5

2 xa
ida-.-;—

3

106. J (x +J’)](X—,V): dxdy, D:x+y=lx—y=lLx+y=-l,x—y=-1
D
chiziglar bilan chegaralangan kvadrat bo‘lsa integralni hisoblang.
Yechish. x+y=u, x-y=v almashtirish bajarsak, x=%(u+ v),
y=1(u~v) kelib chigadi.
U hoida:

1‘-

*
n

N—= o=

[ ]
It

I
0o —
<
=)
X
E



H(X+ ¥) (x-y) dudy = ;jzl’duj vidv=
ol =l -1

e U o s e W
ZE:[" [;\r J|."’"'§£“ n‘u—En =

Quyidagi ikki karrali integrallarni o‘zgaruvchilarini al-
mashtirish usuli bilan hisoblang

dudy
107. Lf, T

D: y=v1-x* yarim aylana va Ox o‘qi bilan

chcgaralangan.
108. ﬂ(x’ﬂ:’)dmb:, D: x'+y'=2ax aylana bilan chega-
n

ralangan.
1 Z 2 2 9 ,’TJ
109 [[ME2Y ey, D: X4y’ =", X+ =2 chiziglar
.Tg rz+y3 9

bilan chegaralangan.
0. [ +y'dedy, D: x*+y*=a’, x'+y*=42" chiziglar bilan
D

chegaralangan.
11, [acfdy x=u(t-»). y=w almashtiish bajarib hisoblang.
1]

112% J'dedy D: x=l, =2, y=x, y=3x ciziglar bilan
1
chegaralangan.
8-§. Ikki o‘Ichovli integralning geometriyaga tatbiqi

Agar D soha a<x<bh, y,(x)<y<yz(r tengsizliklar bilan aniq-
langan bo- Isa, u holda bu sohaning yuzi quyldaglcha ifodalanadi:

—llmZZA"Ay ez faT . )
a vifx)
Agar D soha cSySd x{y)sxsx(y) tengsizliklar bilan
aniqlangan bo'lsa, u holda v B
8= llmvvﬁ"m .”-‘i‘ -[ ¥ _([)dr. (©)
A0 Y
30
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Agar D soha quib koordinatalarida ¢ <gp<a, p(9)<p<m(p)
tengsizliklar bilan aniglansa, u holda bu sohaning yuzi:

L ()
S= depd(/) J‘d(ppfpdp (7)
a  ale)

Agar D soha, quyidan oxy tekislik bilan, yugoridan s(xy)
funksiya bilan chegaralangan bo‘lsa, jism hajmi quyidagi formula
bilan hisoblanadi:

v =[[1(xy)dedy. (8)

Agar silliq sirt z= f(x,y) formula bilan berilgan bo‘lsa, uning
sirtining yuzi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

= H 1+[‘}] ( ]mg 9)

113. x+y=6 va x=4y-,* chiziglar bilan chegaralangan

figuraning yuzi hisoblansin.
Yechish. x+y=6 va x=4y—)* chiziglari kesishish nuqtasini
topamiz.

x+y=6 . . . :
{Y ’: , sistemani yechib, 4(42) va B(33) nuqtalarni
x=4y- y'

topamiz.
Natijada:
L F r 3 (Sy’ y i
sffaat [ do= s o=y )= -2 -0 -1
D 7 6y 2 2 \ 2 < r 6
114. p=1, p:—%co_wp chiziglar bilan chegaralangan figuraning

yuzini hisoblang.

Yechish. 1= oo deb 4 nugqtani topamiz, 1[1 6] u holda

ﬁw

yuza:

2o Y ficosp

S = Updpdw =2[ dy I pdp= Tp’]:r-ﬁrw dp :'jh[ gcos: o i}d@ =
D ] 1 AL y,

fh 2 | 1 o . Ly
) ![55052;’9-5]:;{“"7@ #‘-‘]{,,r=§(sm_—:-g];E(I‘J’;_:)I
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115. z=3x, y=1+x%, y=5, z=0 sirtlar bilan chegaralangan 1-
oktantaga joylashgan jism hajmini hisoblang.

Yechish. :
V= Hf(&y)ri\‘dy = 3I.xd\ I dy -3-" X- 1'| .dx= j(4x - x’)dx =
D [} e o
- 3(2.\-2 -%.ﬁ )L = 12(kubbir.).
116. Xz'i-y::al‘ x3+22=az

sirtlar bilan chegaralangan jism
hajmini hisoblang.

Yechish. Berilgan jismning hajmi:

¥= H/(‘y Vdxdy = 8”\/a —x dedy = BIJa —x'dx ]- dy =
1Y 62
=8£(“2"X2)ix=8‘\ﬂ’x-3£ ]102

3

117. 2 +y =2« silindr ichiga joylashgan z={x’+y" konus
sirtining yuzini hisoblang.

Yechish. Konus formula - &2
51dan AR —,
vy O \/x' +y
x=pcosd, y= psinH qutb koordinatalar sistemasiga o‘tib:

S o (EY (2 -t~ 40 -

-xj2 1

P s o
=2 I% d9=4ﬁj Cos!ga'g:z\/zj(Hcosw)de:
: [ " ) ’
=22 [9 +%sin20) =27
8. y+2=1 gilindr ichiga Jjoylashgan x=l-)"- z

paraboloid sirtining yuzini hisoblang.

Yechish. Paraboloid formulasidan %=‘2% ==2z,

X=pcosf, y=psing qutb koordinatalar sistemasiga o‘tib:

Rl
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5‘/1_2 'Jufdr)_ ‘C

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuraning yuzini
toping

119. y=3> -2y, x+y=0.

120. y=2-x, ¥’ =4x+4.

121. y* +2p—3x+1=0, 3x-3y-7=0.

122*. y=cosx, y=cos2x+4, y=0, koordinata boshiga yaqin
yuza

123. y=4x—x*, y=2x*-5x.

124. x=4-3", x+2y—4=0.

125. p=2-cos8, p=2, kardiodadan tashqaridagi yuza.

126%. p=2(1-cosf), p=2cosb.

Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini
toping

127. ¥ +y* =8, x=0, y=0, z=0, x+y+z=4.

128 x =2y°, x+2y+:2=4, y=0, =z=0.

129. ¥* +4y’ +z=1, ==0.

§= ]:rfr’fj.ﬁ\/m(fp = f(% - ‘i{l 40" }1 3 ]r ;
0 _J 8 )

x(kv.bir.).

130. z=x*+y*, y=x, y=1, z=0.

131. z=4-x", 2x+y=4, x=0, y=0, z=0.

132. 22 =y, x=0, x=1, y=0, y=4, z=0.

133. z=5x, X*+y° =9, z=0.

134%, x+y+z=06, 3x4+2y=12, 3x+y=6, y=0, z=0.

Quyidagi sirtlar yuzasini toping

135.v=2%+2* sirtning, x*+z°=1 silindr ichida joylashgan 1-
oktantadagi gismi sirti yuzini toping.

136. ¥’ +y’ +z* =4 sferaning %‘”z =1 silindr ichida joylashgan
qgismi sirti yuzini toping.

137. z=x tekislikning »’+z'=4 silindr ichida va ==0
tekislikdan yuqorida joylashgan gismi sirti yuzini toping.
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138. == silindming x+y=v2, x=0, y=0 tekisliklar
orasidagi gismi sirtining yuzini toping. )

139. ¥ +z=4 silindming »* +y* =4 silindr ichida joylashgan
qismi sirti yuzini toping. = .

140. =20 sirtning x=1, y=4 z=0 tekisliklar bilan
kesishishidan hosil bo‘lgan gismi yuzini toping.

9-§. Ikki o‘lchovli integralning fizikaga tatbiqi

a) Massasi tekis tagsimlangan D sohaning statik momentlari:

=H.\'dtdy, ¥, =H_1’d¥d.l’- (10)
1/
b) Jismning massasi, p(x, y)- zlchllkka ega bo‘lganda
m= H X,y)dxdy. an

d) Massasi tekis taqsimlangan D sohaning og’irlik markazi
1 1 ; 2
X = g,_[!xdtdy, = E'['! ydxdy. (I )

€) Massasi tekis tagsimlangan D sohaning inersiya momentlari
L :j ¥'p(x,)dxdy ox 0‘qqa nisbatan,
D

‘!r:ijp{-\',}'}ﬂ'de' oy 0°qgqa nishatan. '”3)

b= H * +Y p(x,y)dudy koordinata boshiga nisbatan

o
formulalar bilan hisoblanadi.
141, y?=dxi4, 2-_9c44, ciziglar bilan chegaralangan
figuraning og‘irlik markazi koordinatasini toping.

Yechish. Hosil bo‘igan figura Ox 0°qqa simmetrik bo‘lgani
uchun y =0.

Berilgan figuraning yuzini topamiz:

y =) S
SZH‘W':zjdy [ d\:aj'[d‘ 2’ _-‘__4_“‘_}‘1},2

o [I _4]!4 o



U holda (12) formuladan

s (7))

” rdtrh!=f-21‘dyl_f m’l J” 4 ) ) —I—Iﬁ(u"—ﬂ’}ﬁ::

13, 3., 3 v Y
(3294 2y dp==|3p=L 422 | =
s![ 2’ "1 J"' z[ ) qu

142. p=a(l+cosf) kardiodaning Ox o‘qqa nisbatan inersiya
momentini toping.

Yechish. Inersiya momentini formulasi (13) ning I-sidan
foydalanamiz.

1, = p*sin*6 pd pd6 = Tsi;ﬁ ademlfmu pldp=
L (] [

=4l] in’fp |"[l =40 =%a4:fsin29(l+cosﬁ)4dt9:
0

Ism 9 1+4cos@ +6¢os’ 8 +4cos’ 8 +cos® 6'):10—
0

1
e

Quyidagi yuzalarning og‘irlik markazini toping

143. y=x', y=2°, x=1, x=2 chiziglar bilan chegaralangan
yuzalamning og‘irlik markazini toping.

144. p=a(l+cosf) kardioida chiziqlari bilan chegaralangan
yuzalaring og‘irlik markazini toping.

145, )’ =ax parabolaning x=a, y=0 (¥>0) chiziglar bilan
kesishishidan hosil bo‘lgan yarimsegmentning og‘irlik markazini

toping.
146. p=asin2@ chizigning bir aylanishi bilan chegaralangan

yuzaning og'irlik markazini toping.

Quyidagi yuzalarning inersiya momentini toping

147. y=2/x, x+y=3, y=0 chiziglar bilan chegaralangan
yuzaning inersiya momentini toping.

148. x+y=2, x=0, y=0 chiziglar bilan chegaralangan

yuzaning qutbdagi inersiya momentini toping.
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149. y=4-x°, y=0 chiziglar va Ox o'q bilan chegaralangan
yuzalaming inersiya momentini toping.
150. £+Z—r=l ellipsning katta o‘giga nisbatan yuzalarning
o

5

inersiya momentini toping.
10-§. Uch o‘Ichovli integrallar

Uch oflchovli integrallar ham ikki o‘lchovli integrallarga

0‘xshash aniglanadi.
Endi fazoning biror o sohasida va shu sohaning & chegarasida

aniglangan uchta o‘zgaruvchining funksiyasi u=f(x,y,z) ni
qaraymiz.

2 (2)A0, =3 f(x,5,2,)Aq,

el 1=1
yig‘indini @ sohada «=f(x,7,2) funksiyalar uchun integral yig‘indi

deb ataymiz. o
Uch o°Ichovli integrallar quyidagi formula bilan aniqlanadi:

Algrgoi.f EBFEA LT =fﬂf (%, .2 )dxdyds .

Uch oflchovli integralni ushbu formula bo‘yicha hisoblanadi:

Bl ey

[If £ vz = [ [ dy [ pe,y.zpae.

& fix) L ESY
Silindrik koordinatalar sistemasida x= pcosg, = psing, z=z
7oy~ [ 0. peoso. zJpapace -
oy
L E] E
[ o] locost. peoso, <l

& alo

151. !:M:;iu{xd: integralni hisoblang, bu yerda » soha:

w

0<xsl2, xSyS2x 082S fl-x'y?

Yechish. -
W2 2x J;‘_‘— V2 T3
/ :J’H:dmfl_.d..- = J‘C&Jc{l' a[ Sz = [d\I :!].'Irl-‘_I dy =

2 ]

¥ o &
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dy =

l 2x l|,|"_' l
LS PRI | IR T i
=2 f Vi )y 2![)} y 3yJ

1 3] ( 10 1}
22 i L — L =
x—2x° 1 xtx |3\)dr I 3 X

_lflzsd i[ISIJ 7
=—l—x == =—| == =
2127 "6 8 616) 192

152. I=mx2yzdrdydz ni hisoblang. Bu yerda T soha quyidagi

x

[\J|.—
e T

T
tekisliklar bilan chegaralangan x=0, y=0, z=0, x+y+z-2=0.

Yechish. T soha yuqoridan z=2—x-y pastdan z=0 bilan che-
garalangan. Jismning proyeksiyasi Oxvtekislikdagi x=0, y=0, y=2-x
to*gri chiziglar bilan chegaralangan uchburchakdan iborat.

H.\yvdxdyd. J’xde‘ ,dyj -__J'lzdxj'yu

1} -y (2-x) z(z-x)*' e el
—E_nl‘a 2 L - g d\—i_‘[,\'(l-,‘r)c&—-—_

153. I=fo2d\:dydz uch o‘lchovli integralni hisoblang, bunda
r

T:x*+y" +z* <R shar.

Yechish. Ushbu
x=pcosd, y=psing, 8 (0<Sp<R 0S@<2m, 0<O<r)

almashtirish yordamida sferik koordinatalar sistemasiga o‘tamiz. U

holda:
/= ijz sin® @cos® pd pdpdB = :‘fsin3 6’:1/8:_'.:0052 (pdgojtp"dp =

=— J-sm 6d5[¢+25m2¢']|l =———J(cos g- l)a’(cosﬁ)— —£.

Quyidagi uch o‘lchovli integrallarni hisoblang
154. M(.\'2+,v2 +2')dsdydz  integralni hisoblang, bu yerda
J

7:0<x<a, 0<y<b 0<:z=<c-
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155.[[[9zdusd:  integraini  hisoblang,  bu  yerda
T
T:x +y +z2=], x=0, y=0, z=0.

“n":"drr{m‘: integralni  hisoblang, bu yerda
T
T: z=xy, y=x, x=l, z=0.

157. J‘H(l¥+3)"2)d’fd_vdz integralni hisoblang, bu yerda
T
T:2=0, z=a, x=0, y=0, x+y=b, (a>0, b>0).
158. mzdm[vdz integralni hisoblang, bu yerda T: 22 =x*+y’,
T
kanonik sirt va z=2 bilan chegaralangan.
159. m.xdxdydz integralni  hisoblang, bu  yerda
T
T: x=0, y=0, z=0, y=3, x+z=2 tekisliklar bilan chegaralangan.
160%. M(x1+y+z’) dvdydz integralni hisoblang, bu yerda
T
T: x*+=* =1, silindr va y=0, y=1 tekisliklar.
161%. m(x+}’+2)zdxdydz integralni hisoblang, bu yerda
T

T: 2 ZL;—Y paraboloid va x* + 2 + 22 <35* shar bilan chegaralangan.
a

11-§. Uch o‘Ichovli integrallarni tatbiglari

f(xy.z)=1 bo‘lganda uch ochovli integral T jism hajmini
ifodalaydi: .
v =|[fdrdvaz
r
Jismning massasi y =y(x,,z) zichlikka ega bo‘lgan jism uchun
quyidagi formula bilan topiladi:
M =HJ 75,3, 2) dedye.

Jismning og'irlik markaz| quyidagi formula bllan topiladi:

= E{.m- yxdvdye, = m yydidydz,  z= = m- yzdvdvdz.
Jismning inersiya markan quyldagl formula bilan topiladi:
k7)



I, =LU()72 + zz)dxa'ydz, I, =‘U’J(11 +22)dxdydz, I, =Iﬂ(xl +y2)dxd_rdz.

162. hz=x*+y?, z=h sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmini toping.

Yechish. Izlanayotgan hajmga ega bo‘lgan jism pastdan
z=(x*+y*)/h paraboloid bilan, yuqoridan z=h tekislik bilan
chegaralanib, Oxp tekislikda x*+)?<h aylana bo‘ylab kesishadi.
Silindrik koordinatalar sistemasiga o‘tib x=pcosd, y=psing, z=z

paraboloid tenglamasi z:f—:ko‘rinishni oladi. U holda:

V= mdxdydz —iju’udgadz = fd(ajpdp _[ dz =

pith
. Td‘”ﬂ;’ 2 L’d'ﬂ_ 'J"'(hp: _!J"] M,_(ﬂ_h} ]T(M_ﬂ
o v B o\ 2 4k, \2 4% 2
163. x=0, z=0, y=1, y=3, x+2z=3 tekisliklar bilan chega-
ralangan prizmatik jism og‘irlik markazining koordinatalarini toping.
Yechish. Jismning hajmini topamiz

(3-x)2

mdmdxjm’m: j :L—Jd:}——d\r J(,-l )ax = (h-%;-"ji":g.
U holda

3 (3-1)f2

y= _mwiwjd.- Id\_[m’v I gE= j’zirj".'(fw— )dv=




Uch o*Ichovli integrallarni tatbiglariga doir misollar

164. z=yx'+y’, z=x'+y" sirtlar bilan chegaralangan jism
hajmini toping.

165. ==0 tekislik, x=% silindrik sirt va x + y* +2* =4 sfera
ichidagi qismining hajmini toping. .

166. 0<x<a, 0<y<a, 0<z<a kubning M(x,y,z) nuqtadagi
zichligi y(x,y,z)=x+y+z bo‘lsa, uning massasini toping.

167. x+p=1, z=x'+, x=0, y=0, z=0 sirtlar bilan chega-
ralangan jism og'irlik markazining koordinatalarini toping. .

168. z*=xy, x=5, y=5, z=0 sirtlar bilan chegaralangan jism
og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

169" 2x+3y-12=0, x=0, y=0, z=0 tekisliklar bilan chegara-
langan jism og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

170" 2x+3y-12=0, x=0, y=0, z=0 tekisliklar bilan chegara-
langan jism og’irlik markazining koordinatalarini toping.

12-§. Egri chizigli integrallar

Anig integral tushunchasini integrallash sohasi tekislikda
yotuvchi qandaydir egri chizigni bir qismi bo‘lgan hol uchun
umumlashtiramiz. !

Bunday turdagi integrallar egri chizigli integrallar deb atalgdl. !

Egri chizigli integrallar ikki turda bo‘ladi: birinchi va ikklf\(‘:hl
tur egri chiziqli integrallar. Tushunishga qulaylik m_g‘d'“Sh
magqsadida ta’rifni tekislikda yotgan egri chizig uchun beramiz.

I - tur egri chizigli integral .

K egri chzigning 48 yoyida uzluksiz f(x.y) funksiya berilgan
bo‘lsin.

if(.'\'fl‘ )ﬁ] (1)
yig‘indini tuzamiz, bu yerda Az 48 yoyning M,.M, b0‘la'gl‘l1.mg
uzunligi, M, esa M, M, yoyning ixtiyoriy nuqtasi- (1) Y18 md;
f(xy) funksiyaning K egri chzigning 4B yoyidagi integra
yig'indisi deyiladi.

34



1-ta’rif. Agar (1) integral yig‘indi A, -0 da limitga ega bo‘lsa,

u holda bu limit 48 egri chiziq bo‘yicha f(x,y) funksiyadan olingan

I-tur egri chizigli integral deb ataladi va quyidagicha belgilanadi
(yoy uzunligi bo‘yicha).

n|.1ll'5rn -JZ’{ J‘f{Y } al (2)

I-tur egri chizigli 1ntegralda AB  egri chiziq Dekart
koordinatalar sistemasida y=¢(x), a<x<b formula bilan berilgan
bo‘lsa (2) integral quyidagicha hisoblanadi:

[ r)at=rleol i [ G T )

lI-tur egri chiziqli integralda AB egri chiziq parametrik
ko‘rinishda x=g(t), w=y(1), 1 <¢<t, formula bilan berilgan bo‘lsa

(2) integral quyidagicha hisoblanadi:
If{.r,_r}rﬁ :_[f[qi(.’), w(.’)]\f[.-p'(!]]‘l +[;.u‘[.r]]!d.'. (4)

1-tur egri chizigli integral aniq integral kabi xossalarga ega
bo‘ladi fagat
If(x,y)dl: _[f(x,y)dl bilan farq giladi.
BA

AR

II - tur egri chiziqli integral

K egri chiziqning 48 yoyida uzluksiz P(x,y) va O(xy)
funksiyalar berilgan bo‘Isin.

i[”(«\'.,y,)Ax, +0(x, 5,8, | (5)

yig'indi P(x.y) va O(x,y) funksiyaning K egri chizigning 48 yoyiga
mos koordinatalar bo*yicha integral yig‘indisi deyiladi.

2-ta’rif. Agar (5) integral yig‘indi Ax—0 da P(x,y) funksiya
limitga ega bo‘lsa, u holda bu limit Ox o°q bo'yicha Pr(x.y)
funksiyadan olingan 2-tur egri chiziqli integral deb ataladi.

Agar (5) integral yig‘indi Av—0 da Q(x,y) funksiya limitga ega
bo‘lsa, u holda bu limit Ov o‘q boyicha @(x,») funksiyadan olingan
2-tur egri chiziqli integral deb ataladi va quyidagicha belgilanadi;

w)
D



Jim ZP[r Ay = [ P(x,)ds,

a8 ©6)
i 350(5,3)8,= [ 0(5.)dy
I P(x,y)dr+Q(,r,y)dy = J. P(X,J’)dx+ IQ(x,y)dy. @

2-tur egri chizigli integral aniq integral kabi xossalarga ega
bo‘ladi, faqat

IP x,y)dx + O(x, p)dy = {IP (x.y)dx+0O(x, y)dy} bilan farq giladi.

2-tur egri chiziqli integralda 4B egri chizig szkart
koordinatalar sistemasida y=9¢(x), asxs<b formula bilan berilgan

bo‘lsa, (7) integral quyidagicha hisoblanadi:
JPxy)aes ()= [Pluo(]+olxo@)]o(Neae - @)

2-tur egri chizigli mtegralda AB egri chiziq parametrik
ko'rinishda x=g(r), y= w(t), 1, <1<t formula bilan berilgan bo‘lsa,
(7) integral quyldaglcha hisoblanadi:

[ )00t 0 )0l O Ot O
171. .[(XZH’:)“” egri chiziqli integralni x=acost, y=asint

0<r<27 parametrik formulalar bilan berilgan K aylana bo‘ yicha
hisoblang.

Yechish. Integralni (4) formula bo‘yicha hisoblaymiz.
x'=-asing, y'—acosw bo‘lganligi uchun

J(Xz +y )dl = I(a cos’f +a’sin I),K—asint)z +(acost)zdt =a’ Ia’l =27a’.
KX
172, J (x-y)dl egri chizigli integralni hisoblang, bu yerda K

togrl chnznqmng A(0;0) nugtadan B(4;3) nugtagacha bo‘lgan
gismi:

Yechish. Avval A(0;0) va B(4;3) nugtalardan o ‘tuvchi to'g'ri
chizig tenglamasml tuzib olamiz.

L 3 3
Yo :)i_°=y_0,3J,=ix,:,:=Z
=X V=) 4-0 3-0 4
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(3) formuladan

4

ok

& [} (]

173. IZ.gzdr—xzdy egri chizigli integralni hisoblang, bu yerda
K

K 0(0,0) va A(2,1) nuqtalarni birlashtiruvchi to‘g'ri chiziq kesmasi.

Yechish. 04 kesmani ko‘ramiz. Integrallash yo‘li tenglamasini
tuzamiz. Buning uchun ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ti chiziq
tenglamasidan

X—_O=y—_9, :b‘.=ll D<x<2 :1':1,
2-0 1-0 2 2
(8) formuladan
e Ll 21 13 ,, 1,2 4
2xydx - Xdy = [ 2x-=xdx - x* ~d =~ [Xdx=—[ =2,
;[J\j xy_([xzxx ,\2 2!)’ 6lj" 3

Quyidagi 1-tur egri chiziqli integrallarni hisoblang
174. J..\jvd/, bunda &: |x+|y|=a, a>0 kvadratdan iborat.
K

dl
,L[xz vy 4
tiruvchi to‘g‘ri chiziqg.
176. Ixydl, bunda k: x—;+:—2=1 ellipsning 1-chorakdagi
X a

175. bunda k: 0(0,0), 4(;2) nuqtalarni tutash-

gismi.
177. [Vdl, bunda K: x=a(t-sins), y=a(t-cost) sikloidaning
K
I-arki.
178*. IJX2+_v1d/, bunda K: x=a(cost+tsint), y=a(sini-rcost),
K

aylananing 0<s<2x dagi bir aylanishi.
179+, j(xz g y’)z dl, bunda K: r=ae™,(m>0) logorifmik

spiralning  4(0,¢) dan O(-w;0) gacha bo‘lgan gismi.
Quyidagi 2-tur egri chiziqli integrallarni hisoblang
180. f{\ —2A}f)dr+(2xy+yz)dv bunda K: y=x parabolaning

A(1;1) nuqtasidan B(2:4) nuqtagacha bo*lgan yoyi.

37



181. j(Za—y)dw.\'dy bunda K: x=a(t-sint), y=a(l-cost)

o . . .
sikloidaning birinchi arki. / parametrni o°sish tartibida olinadi.
182. J(Iz—yz)dwxydy bunda k: A(11), B(3;4) nugtalardan
AB
o‘tuvchi kesma. ‘
183. I(X-)')2¢V+(X+J')2dy bunda K: AOAB  bo'‘yicha,
X
0(0,0), A(2,0), B(42) nuqtalar.
184+, J)’d‘-(f’r}’)dy bunda K: y=2x-x* parabolaning Ox
K
0°qdan quyi qismi.
185*, J)’dHZXdy bunda X: §+§=il, I_Y_41, bo‘lgan
X

rombning tomonlari bo‘yicha, yo‘nalish soat strelkasiga garama-
qarshi.

13-§. Ikkinchi tur egri chizigli integrallarni integralla?h y0‘_liga
bog‘liq emasligi. Funksiyaning aslini to‘la differensiali bo‘yicha
tiklash. Grin formulasi

1. Ikkinchi tur egri chizigli integraliarda D sohada

P _39 (10)
& ox
shart bajarilsa,
li’p(x‘,F)dt+Q{.t‘y)dy=ﬂ. (i1)
C
yopiq € kontur bo‘yicha olingan integral 0 ga teng bo‘ladi.
dU(x,y)= P(x,y)dx + Ox.y)dy- (12)

To‘la differensial formulasidan 0(0,0) dan M(x.y) gacha
integrallasak:

U(x, y)=JEP(A 0)dx + erx y)dy+C, &
U(x,y) =J£P (x y)dx+JQ(x.0)dy+C~
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2. D soha C chiziq bilan chegaralangan bo‘lib, shu sohada

ar ao
P(xy) va Q(x.y), %' axlar bu yopig sohada uzluksiz bo‘lsa,

quyidagi Grin formulasi o‘rinli bo*ladi:

gBPdHom-— H[: ~;;Jﬂ’mﬁ (14)

bunda, C kontur chegara51 bo‘ylab yo‘nalish tanlashda » soha
chapda qoladi.

{2.3)
186. / = I (x+3y)dx+(y +3x)dy hisoblang.
(1)

Yechish. P(x,y)=x+3y, O(x,y)=p+3x, C_’—P=5.Q=3 (10) tenglik
&y &

bajariladi. y=1, dv=0, 1<x<2; x=2, dx=0, 1<y<3; uhoida:

2 3

2 2
+[Z..+6y) =
Il

i

2 1 2
I=J'(x+3)firdx+j(y+6)dy=(%+3xj
=ﬁ+3(2 ])+—+6(3 1)=1,5+3+4+12=20,5.

187. dU—[y+ln x+l ]dx+(x+1—e’)dy, bo‘lsa U(x,y) ni toping.
oP &80

Yechish. P(x,y)=y+In(x+1), O(x,y})=x+1-¢', > g—l

U(x,y)=jln(x+l)dx +j(x+1—ev)a_’v=[xln(x+])—x+ln(x+]):”; +

+(xy+y—e")];=(x+l)ln(x+l)—x+xy+y—e“'+l+C.
188. (4ny3 -3y +8)dx +(3x‘y2—6xy—1)dy=0, differensial tengla-
mani yeching.
Yechish. Bunda P(x,y)=4x>y' -3y +8, O(x,y)=3x"v" -6 -1,
9P _9Q 150, 6y, bundan esa dU=Pdc+QOdv yani U=C

ay
4(0;0), B(x;y) nuqtalarni tanlasak:

U= dex +'I[(3x‘y: ~6xy - l)dy =C, yoki 8x+x'y’ 3w -v=C
n (1]



189. 1 =cf>2(x2 ' )de+ (x+ y)'dv integraini Grin formulasi yorda-

mida hisoblang, bunda C kontur L(L1), M(2:2), N(1;3) uchburchak.

Yechish. Bunda P(x,y)=2 (Yz +Y2)a O(x.y)= (X+Y)
%}:=4_1-. a—Q_:Z(.r+ ), Z—g—%—Zx+7y 4y=2(x-y),
I =¢2(x2 +y2)dx+(x+y)2dy =H2(x—y)dxdy.
C D
LM: y=x, MN: y=-x+4. Karrali integralni hisoblaymiz:

I= jjzx )dxdy = 2jdxj(x y)dy = 2[[ ——y )“
=2]:(x(4—x)——;-(4—x) —sF +I,\1}1x 4[ (4x-x* —4Yix =

i
= 4(2):Z Lo —4x)
3 |

190. I=<f)—2x1d.r+xyzdy integralni Grin formulasi yordamida

Z

C

hisoblang, bunda C kontur x?+)*=R® yo‘nalishi soat strelkasiga
qarama-qarshi.

Yechish.

, P,

Bunda p(x,y)=-xy, Q(xy)=9", %Q = % =x'+yt:

I=¢~25"yatv + pdy = [[(x* + *)dudy = |x = pos6, y=psind, 0<6< 27| =
C D

i [} ir 7
=_[][pzpdpd9 B T[Id&'Ep’d,z:v: ;:f-RJ _‘[ df = T—g-

Funksiyaning aslini to‘la differensiali bo‘yicha tiklashga
doir misollar

191. dU = [ Y +cos(x - v)}iw[e"" —cos(x—y)+2_ldy.
192. dU:(l - +cosx)dx +(u"-‘ +cosx)a’y.

193. dU:(x2 ~2xy +3)dx+(y2 —2x2y+3)a:v.

194, dU=(2x-3x" +2y)dd +(2x =35y +2y)db.

195, dU =(shx +chy)dx +(xshy+1)dy.
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196%*, dU =(arcsinx —xlny)dx—(arcsiny+;;}ldv.
.Il
Differensial tenglamani yeching

197. (2xsiny +ycosx +2x)dx+(x2cosy +sinx—siny 3" Jdy=0.
198. (er‘: + Iny)dx+(e‘: G +e”Jd_y =0.
JI
Grin formulasiga doir misollar
199. (f)(l —x:)ydx +x(1 +y)2a{y, C:x*+y’ =R
c

200. @(xy+x+y)dx+(_xy+x_y)dy’ C: ¥4y =ax.
J

(ﬁ,/xz +yldx +y|:xy + ln(x+ \/xl +y? ):ldy integralni hisob-

lang. Bu yerda C:l<x<4, 0<y<2 1o‘rtburchakning musbat
yo‘nalishi bo‘yicha.

14-§. Sirt integrali
l. f(xy,z)- funksiya, S - sirtda aniqlangan uzluksiz funksiya
bo‘Isin.
][me{\' Va3, )AS, = H; x,y,2)dS. (15)

(15) formula bilan aniglangan ifoda 1-tur sirt integrali deyiladi.
Agar z=¢(xy) funksiya § sirtda aniglangan, uzluksiz

funksiya bo*lsin va 0z o‘qqa parallel o*tuvchi to‘g‘ri chiziq § sirtni
fagat | ta nuqtada kesib o‘tsa, (15) integral quyidagicha hisoblanadi:

N Y
Lff(x.y,Z)d?=[jf[x,)'.w(X-y)]\}l+(§) *[%] dxdy. (16)
Agar  P(x3.z), O(xy,z), R(xy.z) funksiyalar S§°, ya'ni §
sirtning » normal vektorining musbat yo‘nalishiga mos kelsa, u
holda quyidagi integral, 2-tur sirt integrali deyiladi:
ﬂpd)d +Qdeds + Rebeddy = ﬂ Pcosa +Qcos B+ Reosy)dS.  (17)
Agar S sirt d(x,y,z)=0 oshkounas holda berilgan bo'lsa,
yo'naltiruvchi kosinuslar quyidagicha boladi:
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- +0b/ox 3 a=.{(r1,0x).
J(eo/ax) +(c0/ay) +(awjaz)

N +od/ oy ) /3=L(E,Oy),
COSp J(ad)/a\'): (6(1)/6\ ): +(6(1)/az)" .
+50/dz ) y=4(ﬁ,0z)~

J(é’d’/&r (a0/ay) +(0w/z)'
Sirtning inersiya momentlari quyidagi

topiladi:
1= [[(6* +2)as, 1, =[[(x* +2)ds, L =[{{" +*)ds.
5 s S .
Sirtning  og‘irlik markazlari M(%,7,z) ning koordinatalari
quyidagi formulalar bilan topiladi:
= 1 = 1 i l =45
x=§-deS, y:ﬂ\j)us. 7 _Sjsj.a‘é.
Sirtning massasi, statik momentlari quyidagi formulalar bilan

topiladi:
1=[[yds, M, =[zyas, M, =[[xyds, M. = jj yyds.
s s s s

Stoks formulasi:

formulalar bilan

$Pdx +Qdy + Rz =
7

_ilfer a0 P _aR a0 UP)
G- Epmee(F-S)r (250
Ostrogradskiy-Gauss formulasi:
ar BQ aR :
H(Pcosa+Qcosﬂ+Rcosy)dS= m‘[}:—( t—= ay )d xdydz.
202. 1=H(-Vz +y*)s, sirt integralni hisoblang, bunda S sirt z=0

=x*+y’ konus sirtidan iborat.

ds.

va z=1 tekisliklar orasidagi -2
Yechish. Bunda

14._'Y_. _v—d\;h J"{z'.\d!

AooxXT+y




.-'=ﬂ[x2 -!»Jfl}z.{\-: J:’:H(\‘ +J'1Jdrt{u :ID._ Fiye IJ -

2 | —[ JE
=2 | d| pldp=442|-df =—nm.
el ol et o
203. 1=szyzzdrdy sirt_integralni hisoblang, bunda S sirt
&

x*+y* +2° = R sferaning yuqori yarim sirti.

Yechish. Sferadan x*+y* +22 =R?, z=R* —x*-)".
1 =J]chyzzd:caﬁv=szyz‘/Rz —x* - y*dxdy =|x = pcosl, y = psinf| =
5 5

——m 3 R o,
= Hﬂ" cos’ Bsin® R — p*d pd6= 4]::05" gsin’ Ba’ﬁjp" JR - pldp=
(2 o o

:'JRE -p =4, R -p' =0, pdp=—-ul, p' =(R: —-“.):J =

3 §
=J7-l <:os40d0.|-llRJ
0 2 n‘

204. z=yja’ -x’ —y" yarim sferaning 0z 0‘qqa nisbatan inersiya
momentlarini toping.

—tz)zt:dl=i7zR7.
105

Yechish. z=\Ja? -2 2, o ¥ o >y

B Ja!—\"‘—,l"" 67:‘]“3_"-3_}‘3'

&Y adxdy
dS =1+ — dxdy = ——rt—
\/ (5XJ (f-'tJ Jat -2 =y} '

:H \ + )u’\_ﬂ y? —(L—v_zh':pcosﬁ, y=psinf|=
-x' -y

5

o Ll

205. 1=(§>x Vix +dy +zdz integralni  Stoks formulasi bilan
hisoblang. Bu yerda C:x* +3* =2%, z=0.

Yechish. z=0 tekislik uchun normal vektor n=% bo"ladi,
bundan esa cosa =0, cosF=0, cosy=1 kelib chiqadi.
P=x'y’, Q=1 R=: ekanidan:

pdpdb‘ |r +y' <d’ |—4afa’0[ p'u’p ;;ra:.
o °w (l = J



! :(ﬁx!)rldx +d)’+ zdz =

(5 o[£ S (2o

= Hl\'z 'y cos ydS =|cosydS = dxdy| =- 3” X%y dxdy.
(o D

D:x*+ ) =r%, x=pcosd, y=psing almashtirish bajarsak:
2
l=—3ﬂp sin® @cos’ Bdpdf=-12 j sin® @cos® BdHJ pdp=
0
2 (52

=-2rt J sin® §cos’ 0d0——— J sin’ 26d6 = —— J (1 cos40)df =

=—L(€— —-sin46)
4 4 .

206. (ﬂ)(xcosa+ycos/3+zcosy)d$ integralni S jism sirti
S

2
art

bo‘yicha Gaus-Ostrogratskiy formulasi yordamida hisoblang.
Yechish. Gaus-Ostrogratskiy formulasiga asosan:
o a} =5
5 g S = dxdydz = 3|}| dxdydz =3V
(j?(rcosa+ycosﬂ+ cosy ) J.ﬂ[ax 5.'1' ) ddy Iﬂ vdydz =3
Quyidagi 1 - tur sirt integrallarini hisoblang
207. [[9z6s bunda S::z=x’+) sirning z=0 va z=I

s
tekisliklar orasidagi qismi.

208. H(xl +y2)ds bunda S: x* +3? + 27 =&* sfera.

209 Hr y'ds bunda S: z—\f ~x* -y yarim sfera.
210. JJR’—\ —y*ds bunda S: z—\/R'—,\ -y yarim sfera.

5

211%, ”\lll' +y'ds, bunda s: —+)——b——0 (0<=z <b) konusning

s
yon sirti.
Quyidagi 2 - tur sirt integrallarini hisoblang
212. [[yadhds +xzdkds +xycbidy bunda §:x=0, p=0. 220 x+y+==a

tekisliklar bilan chegaralangan tetraedrning tashqi qismi-
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213. H::b'dz bunda s: = al;—= 0, konusning yon sirti.
] a a o

2
214, szdyd.f'+y1¢lrdz+zzduly bunda S: <+ +z22=d’, 250
b

yarim sferaning tashqi sirti.
215. [[xdydz + ydudz + zdxdy bunda
5

S:x=0, y=0, z=0, x=1, y=1, z=1I kubning tashqi qismi.

216. az=x*+)’, 0<z<a parabolik sirtning og‘irlik markazi
koordinatalarini toping.

217. z=yx*+y?, 0<z<h konusning yon sirtini inersiya
momentini toping.

Stoks formulasiga doir misollar
218. (ﬁ(y-—z)dx+(z—x)aj'+(x—y)dz bunda S: x* +)* =1 shar va
C

x +p=1 tekislik.
219. q;(y—z)dx+(z—x)4v+(x—y)i? bunda S: x*+y* =1 ellips va
-

x+z=1 tekislik.

220. (]Sxdx+(y+x)dy+(x+y+z)dz bunda S: x=asint, y=acost,
z=a(sint+cost), 0<1<27 egri chiziq.

Ostrogradskiy-Gauss formulasiga doir misollar

221. [[dyet + y'dcz + Zdvdy bunda

S:0<x<a, 0sy=a, 0<z<a kubning tashqi sirti.
222. H,\dydz+yd\'dz +zdxdy bunda S:x+y+z=a x=0. y=0 -=0
s

tekisliklar bilan chegaralangan piramidaning tashqi sirti.
223. Hx’dvdz+y’dxd:+z’dwb' bunda §: ¥+’ +2z* =4* sferaning

tashqi sirti.
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I BOB. MAYDONLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI

15-§. Skalyar maydon. Yo‘nalish bo‘yicha hosila. Gradiyent.
Yuksaklik chiziglari va sirtlari. Oriyentirlangan sirt

Fizik masalalami hal qilishda asosan ikki xil kattaliklar bilan
ishlashga to‘g'ri keladi. Bu kattaliklar skalyar va vektor kattaliklar.
Statik maydonda u kattalik M nuqtaning fazodagi o‘rni bilan
aniqlanadi.

u=u(M)=u(x,y,z)=u(;), r-M nugtaning radius vektori.

u(x,y,z) funksiyadan 7- vektor yo*nalishidagi hosila quyidagi
formula bilan topiladi:

%=%cosa+%cosﬂ+%ccsy. 40

Bunda a:L(T,Ox), ﬂ=£(i,0y), y:[(i,Oz) hosil gilgan
burchaklari. et

u(x,y,z) funksiyaning gradiyenti va uning uzunligi quyidagi
formula bilan topiladi:

O~ Ou-~ Ou- 2)
‘adu=—i+—j+—k. (
gradu ax’ 6yj w

ox E,t\ W=
(3) formula eng katta o‘zgarish tezligi deyiladi.

u= F(x,y) tenglama biror sohadagi har bir (x.») nuqtasida « ni

aniqlab beradi, bunday aniglangan soha skalyar « ning maydoni
deyiladi.

w4 =F(x,y), u,= F(x,),.. lardagi u,u,..lar o‘zgarmas bo‘lganda
chigiglarning har biri bo‘yicha skalyar « o‘zgarmas bo‘lib, u faqa‘[
(x.») nuqta bir chiziqdan ikkinchi chiziqqa o‘tgandagina o‘zgaradi.
Bu chiziglar yuksaklik chiziglari yoki izochiziglar deyiladi.
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u=F(x,y,z) tenglama uch o‘lchovli fazoning biror gismida
skalyar . ning maydoni deyiladi. U holda izosirtlar yoki
yuksaklik sirtlari tenglamalary = F(x,y,z), u, = F(x,y,).... lardan
iborat bo‘ladi.

(xyz) nuqta x=x +lcosa, y=y,+lcosf, z=z,+Icosy lar

to‘g‘ri chiziq bo‘yicha %:1 tezlik bilan harakat qilsin. U holda

u=F(x,y,z) skalyar
du _du ol or orF
V=—= cosa+—cos f+—cosy=N-I,
di dl o EY o
tezlik bilan o‘zgaradi, bundagi N(‘—3£ ii i) izosirtning normal
\ox oy oz )

vektori bo‘lib, / (cose;cosBicosy) yo'nalishning birlik vektoridan

iborat.

Ta’rif. Maydon skalyari bir xil qiymatlarga erishadigan
maydon nugtalari to‘plamiga shu maydonning sath sirtlari (yoki
ekvipotensial sirtlar) deyiladi.

Agar sirtning tomoni tanlangan bo‘lsa u holda sirt oriyen-
tirlangan deyiladi.

224. u=x'y2*+x—y*+2z funksiyani M(2;-34) nuqtadagi
1(-3;0;4) vektor yo‘nalishi bo‘yicha hosilasini toping.

ou

Yechish. &= ax’yz? 4322, Pzt oy Ponetyzin
2 yz EY Y &= yz

—o1524, M _g6p, N
3

AL

on

=-382.

AL

ox
i(-3;0;4) vektorning yo'naltiruvchi kosinuslarini topamiz:

M

2

a, a, 4
cosa = === =0, cosy=|—:=—

HT‘,: _i.a. cos =7 —.
|a1 Jo+0+16 |ed 5

(1) formulaga asosan:

A __y524.( -3 )+ 262-0-382.2 = 208,
ol s =)

225. z=areig(x+y) skalyar maydonning M,(L;2) nuqtadagi
y=2x" parabolada yotuvchi, shu parabola yo-nalishidagi hosilani

toping.
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Yechish. Parabola M,(1,2) nugtada Ox o'q bilan « burchak
tashkil gilsin.U holda l

TR _ 1 - P b

ga=y'(x,)=4, cosa‘m e I

T i L AR A ' 1 4
= —_— = = — = ] %
L‘O’Sﬂ L‘O!’{ > a] sina \“ COs™ & 17 Jﬁ

1 | 22| _ 1 1

& = == e e S e ]
a?‘_.,,“n(xu_w) 10° ay|‘"2 1+(x +y*) 10
95{ LI S WS S (1
ally, 1017 10417 1017 34~
226. u=x'y'Z-In(z+1) skalyar maydonning M, (-51:2)
nuqtadagi eng katta o‘zgarish tezligini toping.
Yechish. @I =(21jv:zz)l =—§, N 1(2_\--'}.:’]
axly,

et
My v, W

gradu=-8 +8j + l—;li,

’ 1
|gradu| = ’64+64+%= E;FB.

227. u=x*+y' +2y yassi skalyar maydonning sath chiziglarini
toping.

Yechish. Maydonning satr chiziglari x*+)*+2y=C tenglamd
bilan ifodalanadi. Bu tenglamadan ko‘rinadiki, satr chiziglari Ccz-1
bo‘lganda, markazi (0,-1) nuqtada bo‘lgan konsentrik aylanalardan
iborat bo‘ladi.

228. u=¢"" skalyar maydonning sath sirt tenglamasini toping-
Bunda a- o‘zgarmas vektor, ;- nuqtaning radius vektori. |
Yechish. Masala shartidan a=ai+a,j+ak, r=xi+y/+=k g
teng. Ularning skalyar ko®paytmasi esa
a 'I“) =aXx+a.y+a,z.
Demak, sath sirt tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:
d=c, c>o.
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Bundan
(c;ﬁ:):lnC ax+a,y+az=InC
ni olamiz. Bu parallel tekisliklar oilasini beradi.
Funksiyalarning berilgan yo‘nalish bo‘yicha hosilasini toping
229.  lhz=x'+x°, MM, vektor yo‘nalishida. bunda
M,(52), M,(3;0).
Du=xy+yz+xz, MM,
M, (1,2,3), M,(55;15).
3) z=In(3x* +25%), a(3;1)vektor yo*nalishida, bunda A,(~1; 2).

vektor yo‘nalishida, bunda

1

rulh

%. ]vektor yo‘nalishida, bunda

B | —

230 z=x'+)y'+7, r;[

M,(L11).
231. u=x", a(2;2:~1) vektor yo‘nalishida, bunda Mu[mz;%}‘.

232" u:zln(xz+y2—z), x=2cost, y=2sint, z=3, 0<t<27 ayla-
na yo*nalishida, bunda M,(1;-v3:3).
Funksiyalarning A, nuqtadagi eng katta o‘zgarish tezligini

toping
233. u=x’yz - xy’z + 7%, M,(-21;0).

234, u=n(1+x+y>+2"), My(1:L1).
235 y=e>, My(-1;4;-2).
232" u=x‘arcig(3y-z), M,(21;3).

16-§. Vektor maydon. Vektor chiziglar. Vektor maydon
divergensiyasi. Ostrogradskiy-Gauss formulasi

Har bir M nugtasiga biror a vektor mos qo‘yilgan fazo vektor

fazo deyiladi.
Har bir nuqtasida urinmaning yo‘nalishi shu nuqtadagi

vektor yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lgan chiziqqa a(M)vektor

maydonning vektor chizig‘i deyiladi.

a
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a=P(x,3.2)i+0(x,3.2)] +R{x,y,z)k  vektor maydonning vektor
chizig‘i
d___d __di @)
P(x.,y,z) O(x»z) R(xyz)

formula bilan topiladi. ) .

Vaqt birligi ichida butun & sirt bo‘yicha o.qlb'o‘ta‘}fotg_an
suyuglik umumiy miqdorining taqribiy qiymati, quyidagi yig‘indiga
teng bo‘ladi:

M=3(M,)-# Ao, )

=]

(5) yig‘indidan olingan limit, 2-tur sirt integrali b_o‘llb, "’ffktOl'
maydonning o sirt oqimi deb ataladi va quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

:W!LT%ZQ n Ao’ ‘”'d‘ n'-Ao. (6)

Bunda #f sirtga musbat oriyentirlangan blrllk vektor.

T’(cosa'cosﬂ'cosy) -[P(x 72);Q(x,,2);R (x .V,Z)]

lami skalyar ko‘paytmasini e’tiborga olsak (6) formulani
quyidagicha yozish mumkin:

= [ P(x.3:2) b + O(x,y,) s + R(x, y,2) by,
yoki :
0= [[[P(xp.2)cosa +0(x,p,2)cos p+ R(x.pec)eosy Jdon (T)

o sirt yopiq bo‘lganda, (7) formula quyidagicha yoziladi:

I'I=<ﬁ)[z-nﬁda.
diva(M)—f %9 3R ®
a oy o2

&demgdummrdy Hj[w 2 (;R }i\‘d)wt-

(ﬂm-n_ do= J.Hdn'a ¢
a v

(8) a vektor maydon divergensiyasi formulasi. !
(9) Ostragradskiy-Gauss formulasining vektor ko'rinishi.

©
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Vektor maydonda /. yopiq kontur bo‘lsin, -
nuqtadagi radius vektor bo‘lsin. a(#) vektor maydonning £ »opc
kontur bo‘yicha sirkulatsiyasi deb quyidagi formulaga aytiladi:

U =adr. (10)

Ushbu L

U =a,dl = Pdx+QOdy + Re.
L

ko‘rinishi ham bor. '
a=P(x.y,z)i+Q(x,y,z) ] + R(x,y,z)k vektor maydonning uyur-
masi (rotori) quyidagi formula bilan aniglangan vektorga aytiladi:
rota(M)= [.’ﬁ_aﬂ_g}-‘f[ap 5R]}+[F;_Q_‘f_”J£_ (11)
gy oz ¢z odr ac &

Stoks formulasining vektor shakli quyidagi ko’ rinishda
bo‘ladi:

q’: P(x,y,2)dx + O(x,,2)dy + R(x,,2)d= =

(12)
H[gg—a—'p]dd {"R ao]aja’. -{ﬂi’f}m
ox ay ay (i =
(12) formulani quyidagi ko‘rinishga keltirish mumkin:
L= (ﬁa dl = Hn rotado. (13)

237. a=-yi+xj+bk veklor maydonning M (1;0;0) nuqtadan
otuvchi vektor chiziglarini toping.
d = —vdy
Yechish. . g :'.i_f {f\-’ dz .| X vd)
ish. (4) formulaga asosan: == h = yoki e i

X
Birinchi tenglamaning yechimi x*+y’=C, yoki parametrik

holda

x=Ccost, y=Csint
Tkkinchi tenglamadan &C, cost =C, costdz, bt =Cdz, 2 =bt +Cs.

Demak, sistemaning yechimi
'.\' =, cos,

4 p=Csint,
\: =bt+C,.
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M(1,0,0) nugtadan o‘tuvchi vektor chiziglarini topamiz, buning
uchun ¢=0 bo‘lishi kerak, ya’ni

1=C, lx=cost,
10=0, :J(c:"di(') = y=sint,
0=0+C,, ‘ Y l_z:b[_

bu esa izlangan véktor chiziq bo‘ladi. .
238. I tok kuchi o‘tuvchi cheksiz o‘tkazgichli magnit
maydonning vektor chiziglarini toping. .
Yechish. 0: o‘qi yo‘nalishini I tok yo‘nalishi bilan bir xil
qilib tanlaymiz. Bunda magnit maydon kuchlanganligi H =%?’“_'

kabi aniglanadi, bunda tok 7=7-k vektori; r—M(x,y,z) nuqtaning

radius vektori; p o‘tkazgich o‘qidan M nuqtagacha bo‘lgan masofa.
Bundan:

i j ok
Twr - 0 =, 21 5 =
Ixr=lkxr=0 0 Il=-yli+xij,=H="3(-yi+xj)-
x ¥y 2 P
Vektor chiziglarning differensial tenglamalari sistemasint
tuzamiz:

Bundan

(xderyy =0, _[xt4y =G,
dz =0, lz=c,

Demak, cheksiz o‘tkazgichli magnit maydonning vektor
chiziglari markazlari 0z 0‘qida joylashgan aylanalardan iborat ekan.
239. a=2i-(z-1)k vekior maydonning o x* +y* =4, ==0; z=1
sirtdan tashqi tomonga o‘tuvchi ogimini toping. .
Yechish. & vektor maydon o‘gimi Ti=17, +11, + 11, ga teng. Bundan:

I, =(ﬁ)('1 ndo = H(: -l}do =H(0— Ndo =—Udo’ =4r,
fl, =<ﬁ>¢_1- Wdo = —U(z ~1)do = —”(l ~1)de =0,

52



l+cos"(}

l’l,=(ﬁ)z} ndo= _Ux do= _[4005 0d0jrdr 4[

o}

Demak, [1=-47+0+87=4x.
240. a=xz%i+yx*j+zp*k vektor maydonning i+ yf+2% = R?
sferadan tashqi tomonga o‘tuvchi ogimini toping.
Yechish. Oqgimni Ostragradskiy-Gauss (9) formulasidan
topamiz:
IT =ﬂjdivédV=Hj(zz +p? +x2)dxdydz.
14 v

sferik koordinatalarga o‘tamiz
[[[ r* sin Odrdpd0 = [ r*dr [singd0 | dg =
12 o0 [ 0

AR 7

i x " 1l
=|r'dr[sin0gl,"d0=-2x j r*cos O[] dr =4n’—| =
o 0 5 I(\ 5

0
241. a=yi-xj+z°k vektor maydonning x'+y =1, z=0
aylananing musbat yo‘nalishi bo‘yicha sirkulatsiyasini toping.
Yechish. L chizigni parametrik ko‘rinishda yozamiz. U holda:
x=cost, y=sint, z=0, dx=—sintdl, dy=costdt, d==0.

2n 2r
U= SEIydx —xdy + adz = I [sint(—sint) = costcosl}dl = —J- dt=-2x.
A 0 n
242. a=yi —xj+ak, a=const vektor maydonning

sirkulatsiyasini x>+’ =1, z=0 aylananing musbat yo‘nalishi
Yy y 34 g 3

bo‘yicha toping.
Yechish. Masala shartidan: P=y, Q=-x, R=a. (11) formulaga

asosan:
rora()=( 2 Z i (2 2] 2 2o
L - oz X ax dy,
Aylananing musbat yo‘nalishi n=% normal bilan aniglanadi.
Vektor maydonning sirkulatsiyasini (13) formula bilan topamiz:

U= Hn rotada = —7J’J'n fdo = —2Hd\'dv —7j dq;j,d,

[t} o

=-27.

ey
II
‘—.
2
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Vektor maydonlarning vektor chiziglarini toping

243. a=xi+yj+zk.

244. a=2xy1+2y; +3zk.

245. a=2zi-3xk.

Vektor maydonlarning ogimini toping

246. a=xi+pj+zk ning x*+)'+ =R sferadan tashqi
tomonga o‘tuvchi.

247. a=xzi ning x'+y'+z=1 paraboloidning tashqi tomonga
o‘tuvchi.

Vektor maydonlarning oqimini Ostragradskiy-Gauss
formulasi yordamida toping

248. a=4x’i+4y’j-6z'k ning x*+)?=9 silindrning z=0 va
z=2 tekisliklar orasidagi sirtdan tashqi tomonga otuvchi.
249. a=xli+y’j+z°k ning ¥+y*+2 =R sferadan tashqi
tomonga o‘tuvchi.
250. a=xi+yj+zk ning  x+y? =R, (-H<z<H) silindrik
sirtdan tashqi tomonga o‘tuvchi.
251. a=xi+yj+zk ning z=1-\¥+)7, z=0, (0<z<l) yopiq
sirtdan tashqi tomonga o‘tuvchi.
Vektor maydonlarning berilgan nuqtadagi divergensiyasini
toping
252. gradax* + y* +2°, My(2-1;2).
253, axb, a=xi+yj+zk, b=yi+zj+xk, M, (3:5-2).
Vektor maydonlarning oqimini Ostragradskiy-Gauss
formulasi yordamida toping
254. a=(x+z)i+(x—y)]+xk, Z— + %:— =1 ellips bo‘yicha.
255. a=-yi+xj+5k x'+y*=1, z=0 aylana bo‘yicha.
256. a=x'y'i+2j+2%k x'+y +z'=4 sferaning z=0 tekislik
bilan kesishish chizig*i bo‘yicha.
257, a=:zi+2yzj+yk, ¥*+9y*=9-z sirtning koordinata

tekisligi bilan kesishish chizig‘i bo‘yicha.
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Vektor maydon uyurmasining berilgan nuqtadagi
kattaligini toping
258. a=2'i+x"j+ 'k, My(~1;2;2).
259. d:x_)z?+(x +y+z)j"+(xz +y7 +zz)k-, M, (1;2;-3).
17-§. Vektor maydonning asosiy sinflari
Gamilton operatori deb quyidagi I-tartibli differensialga
aytiladi:
gt 7] = a ] 0 " (14)

V-nabla.
Ou- Ou- Oux
Vu=—i+—j+—k = gradu.
u al > %

Va(M) =(i7+§j+§zJ(Pi+Qj+ RE)=

[5;
‘ZD+8Q a—R=a’;\u(M)
& oy
Fu Fu Fu
div(gradu) =V(Vu)=(VW)u=22 4 2L CH_A
iv(gradu)=V(Vu)=(YV)u o e . (15)

(15) Laplas operatori.
Har bir nuqtasida divergensiyasi nolga teng bo‘lgan maydon

solitonli maydon yoki nayli maydon deyiladi.
Yopiq sirt uchun {[a-nfdo = [[a-nldo tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Har bir nugtasida uyurmasi nolga teng bo‘lgan maydonga

potensialli (uyurmasiz, gradiyentli) maydon deyiladi.
a=gradu bo‘lsa u(x,y,z) funksiyani quyidagicha aniqlanadi:

u(x,y,z)= T P(x,y,z)dx +0(x,y,2)dy + R(x,3,2)d= =
(16)

_J.P \yn -o)dx‘*'J‘O(\ ¥, 1.0 d\ +JR X ‘L.’.C

Bir vaqtnmg o‘zida potensmlh va solenOIdll bo*lgan maydon
garmonik maydon (Laplas maydoni) deyiladi. Bu shartni
bajaruvchi u(x,y,z) funksiya garmonik funksiya deyiladi.
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du a.:+fi::=u_ (7
i o &

260. Qanday shartlar bajarilganda a=¢(r)-r maydon solinoidli
bo*ladi? .

Yechish. Solinoidli bo‘lishi uchun diva=0, a vektorning
divergensiyasini topamiz:

diva = div(q)(r) . ;) = div¢7(l')<7'+(p(l')div(r') =3p(r)+¢'(r)r=0,

() + @ (F)r =0, @ (r)r=-3p(r), 22 20) do_ ydr

dr r @ r
Injgf=InC -3Inr, ln[q)]:ln%, o(r )__3

261. a=x+y'j +z*k maydon potensialli ekamm ko‘rsating va
uning potensialini aniqlang.

Yechish. Potensialli bo‘lishi uchun rorz=0, 4 vektorning
rotorini topamiz:

Ai=—z

rota=

RS
S, Qo ~
H, Pl =i

g

@

2

2

Demak, potensialli ekan. M, (%5, 3,2,) va M(x,p.%) nuqtani
ko‘rinishda tanlasak, (16) dan:

x X z
x,y,2) = [ vl 2 z2dz=l TP ]
() =[ra sl fria= Lo vy ey

Maydonlarning solinoidli bo‘lishi yoki bo‘Imasligini

aniqlang
262. a=(6x- .'.);+(6y—-7x:)j_+(6z—7.\y)/€.
263. a=(4x-8)z)i +(-4y —8xz)j + 8xpk.
264. a= (—7x+ v-)t+(—7y+~c_ j+(_’)-+\—y)k

265. a=(5x-6)z)i+(Ty-xz); +(-12z - )k
Vektor maydon potensialini toping
266. ¢‘1=(2,\~z—3_v’)1‘+(222 —6xv)j+(x’ +4)2)IE4
267. a=(z* +6xy)l'+(3x2 —4,\7)j+(_2xz—2y2)k.
268. a=(2z-2x)i-2yj +2xk
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269. a=(2x-)i-(z+x)j - yk.

a, B, yning qanday qiymatlarida maydon

1) solinoidli 2) potensialli 3) garmonik bo‘ladi?
270. a=(ax+By+7)i+(yx+ay)j+(fx+z)k.

271. a=Pxi+(ax+3y-z)j+yyk.

272. a=(ax+yz)i+(2ay+3z)j+(x+fy+:z)k.

273. a=(yx-2pz-2y)i+(ax-y)j+(x-z)k.
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1V BOB. SONLI VA FUNKSIONAL QATORLAR
18-§. Asosiy ta’riflar, qator yaqinlashishining zaruriy sharti

1. Sonli qatorlar haqida asosiy tushunchalar
1-ta’rif. w,u,,u,,..., u,,... sonlar ketma-ketligidan tuzilgan

, + 1, + 11y +...+u,,+...=Zu,, (D
n=l

cheksiz yig‘indiga sonli qator deyiladi. w,u,,um, ... u,... larga
qatorning hadlari, », ga esa n-hadi yoki umumiy hadi deyiladi.

2. Qator yig‘indisi va uning yaqinlashishi. Sonli qator
ta’rifidan ma’lumki, uning hadlari cheksiz ko‘p bo‘lib, yig‘indisini
oddiy yo'l bilan qo‘shib bo‘lmaydi. Shuning uchun qatorning
yig'indisi tushunchasini kiritamiz. (1) qator hadlaridan

=8, Uty =S8y, wtu U, =8, w U, Uy +etu, =S,
qismiy yig‘indilar tuzamiz.

2-ta’rif. limS, =S chekli limit mavjud bo‘lsa, S ga qator
yig‘indisi deyiladi va gator yaqinlashuvchi deb ataladi. Chekli
limit mavjud bo‘lmasa, qatorning yig‘indisi bo‘lmaydi va u
uzoqlashuvchi deyiladi.

3. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti.

1-teorema. u +u, +..+u +.. (2) gator yaqinlashuvchi bo‘lsa,
limu, =0 shart bajariladi. Bu shart qator yaginlashishining zaruriy
sharti hisoblanadi.

Natija. Qator umumiy hadining » > dagi limiti 0 ga teng
bo‘lmasa, u uzoglashuvchi bo‘ladi. Lekin limy,=0 shartdan

"

qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chigmaydi. Bu shart faqat zaruriy
shart bo‘lib, yetarli emas.
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2740 SRR oo = .. qator yaginlashishini

-2 23 3.4 7 n(n+1)
tekshiring.
Yechish. Berilgan qatorning » gismiy yig‘indisi
[ I I 1
S, =—+—+

o = —_—t =
" 1.2 23 34 n(n+1)

(0l D

bo*lib, limSI_=1im|{1——lJ=| Shunday gqilib, berilgan sonli qator
noE riniad RS

Y

yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi $=1 bo‘ladi.
1 1 ) 2 2 na g
275, —+— b+ raqinlashish
14 R, ot +(3n_2)(3”+l)+ gator yaginlashishini
tekshiring.
Yechish. Bu qatorning gismiy yig‘indisini hisoblab, uning
limitini topamiz:

L L O | 2 'J A _'_i]+
14 47 (3n-2)(3n+1) .)[\ 4 7,
l[ I 1 ) I( 1 J
| ——- =-|1-
3\3n-2 3n+l} 3 in+l
]imSuzliml{l———[-]:-l--
n—vo w3\ 3n+]) 3
Demak, berilgan qgator yaqinlashuvchi va uning yig*indisi s:%.

Quyidagi sonli qatorni yaqinlashishga tekshiring. Yagqin-

lashuvchi qatorlarning yig‘indisini toping.
1

28 Z9n +2In+10

2n+1 = 4n

- —.——_- T\ 3 81. 1T ks
) 24:1‘ +45-3 2l = |n 1) y("n—l) (2n+1)

s z‘u(ni 3' Z(Zn+5 2n+7)

=l

,.3 5 & 5
g8 Z 3” l e ;( 5) 284 Z911 £21n+10
[ 4n-1 13
285. Zzu. 286%. ;l“(,mz)' 287, thL +1]

n=l
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19-§. Musbat hadli qatorlar yaqinlashishining taqqoslash
va Dalamber alomatlari

1. Qator yaqinlashishining tagqoslash alomati
U+t o, o, 2)
Y ey, )
qatorlar uchun u <v, u, <v,,..i, <v,,.. tengsizliklar hamma n lar
uchun bajarilib, (3) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, (2) qator ham
yaqinlashuvchi bo‘ladi. (2) qator uzoglashuvchi bo‘lsa, (3) qator
ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.
2. Dalamber alomati. Musbat hadli a +a, tota, a,, +..

qator berilgan bo‘lsin. tim =4 limit mavjud bo‘lib, d<1 bo‘lsa,
oy

qator yaqinlashuvchi, d>1 bo‘lsa, gator uzoqlashuvchi, d=1 bo‘lsa,
qator yaqinlashuvchi ham uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin,

bunday hollarda qatorni boshga alomatdan foydalanib tekshirish
kerak.

2 - L ]_ L l 1 1 ini
88 14 2o gttt qator  yaqinlashishini
tekshiring,

Yechish. Berilgan qatomni 1+%+:—,+i’+,_,+;'.+___ qator bilan
2 2 g

taqqoslaymiz. Ma’lumki, keyingi qator maxraji q=,l; ga teng

bo‘lgan geometrik progressiya bo‘lib, yaqinlaShuvchidir.' Hamma «

lar uchun _ng?l tengsizliklar bajariladi, demak, taqqoslash
ned F

alomatiga asosan, berilgan qatorning ham yaginlashuvchi ekanligi
kelib chiqadi.
ML I % i jl, oo l, +... qator yaginlashishini tekshiring.
. - n
Yechish., d= lim# : L T = ki “m__l’ -0<l. Demak,
e (g4 1) nl wee (n+1) mren+l
berilgan qator Dalamber alomatiga asosan yaginlashuvchi.

el . . . -
290. 1+= il Tn—l +... qator yaqinlashishini tekshiring.
b] &N =

3
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Yechish.
SR n+l n hm(n+l)(2n—l) “mZIzzj‘-n—lzg:L
"-"Zn+l 2)1—! e (2n+1n a2+ 2
Bu holda Dalamber alomati savolga javob bermaydi. Berilgan
gator uchun qator yagqinlashishining zaruriy shartini tekshiraylik.
limu, = lim—— =1 #0.
nox O s dp—] 2
Qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi, demak,
berilgan gator uzoglashuvchi.
Qatorlarni yaqinlashishining taqqosiash alomati bilan
tekshiring
290 1-1+ 1T+ + (=) 4o
292. 2+ (2\ (2\3 PRI
5730s) " al5)
2 3 4 ‘ n+1

293, —+>+—+... o
3 5 7 2n+1

R e
Nt

1
ey ey
0 o o 20

1
"

+

294, i

1
P 5= Poog B

295.
2n

2
i,

1
= 9F =P o
46
2. L1,
2

&
11 1 3 2n+1
| !
2 n(n+1)
3

AP en U Posoo

297. —ﬁ+r/_

w

1
27 2
Fap——
2 3
| 1

+

+
1
"
299, | +—=+—=+ +L+.., .
+

298. 2

=oe 4P = F o

NN
11 1 1
Lt ttat S+
‘g 2 5 F (3n-1)
Qatorlarni yaqinlashishning Dalamber alomati bilan

tekshiring

2 4 6 8
301 345 ot m
2 4 8
302.'%54”*3..
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31
S
23 25 24
I P
gy — + S
2724 2:4:6 24638
1.5 .9 13
R v e

- = 4.5. 6.,.(ﬂ+:
307. Z},, 308. 2:1_—5_”_”(2“3},

o S
309. Y. 310+ Y-
wl €

it L

304.1

305.

306.

L5 Bad

20-§. Musbat hadli qatorlar yaqinlashishining Koshi va integral
alomatlari

1. Koshi alomati. g +a, +..+ g, +.. musbat hadli qator berilgan
bo‘lib, limfa, =klimit mavjud va k<1 bo‘lsa, qator yaginlashuvchi,
k>1 bo‘lsa, qator uzoglashuvchi, k=1 bo‘lsa, qator yaqinlashuvchi

ham, uzoqlashuvchi ham bo‘lishi mumkin, bu holda Koshi alomati
savolga javob bermaydi.

2.Qator yaqginlashishining integral alomati.
G+ +..+a,te, @>a>.>a >.., (a,#0)
musbat hadli qator berilgan bo‘lsin. f(n)=«, natural argumentli
funksiya tuzamiz. f{(n) uzluksiz, musbat va kamayuvchi funksiya

bo‘lIsin. !iEnJ'f(n)dn xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, berilgan
I

qator ham yaginlashuvchi, xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘lsa,
qator ham uzoqlashuvchi bo‘ladi

2Y',(3) Y atorning
311, Z[ 5] =3 (5) +[?] +...+[3”___]J . q

yaqinlashishlm tekshiring.
Yechish. Koshi alomatidan

"
& « n = n |
k=limya, =limy =lim——— =~
L wee\\ 2041 2yl 2
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Shunday qilib, berilgan qator Koshi alomatiga ko‘ra
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

312. l+_j—3+3—l!+...+%+... qatorning yaginlashishini tekshiring.

Yechish. f(n):iZ yoki f(x):—lz funksiyani tuzib, ushbu
]

x
xosmas integralni hisoblaymiz:

T
r;'mL——+-J=1.
- b ]

Demak, xosmas integral yaginlashuvchi, tekshirilayotgan qator
ham yagqinlashuvchidir.
Qatorlarni yaginlashishning Koshi alomati bilan tekshiring

11 1
33 —+——+.. 4+
T m2 W3 (n+)

1 2-“ n Y
314, -+H +( J .
3 5 2n+1

! Ak .ol
315. arcsml+arcsm2:2- +...+arcsin” — +...
n

[E)J (n+1\
316, 24520 \n ),

sl x|

- 21 b, 1\’
[ fxde= [ <= lim [ xdx —hm] — |
1 = Zast]

3 9
317.% :;) (4j+ +[2’:I+'1J+
318. H’] 3 ] ‘. +[
3190, 3 2e2etf

=St 4241

320%, 3+(21) +(201)' ¢+ [ 24 (0.1)" [ ..

s :‘+ 6):*‘(—?‘]:4' +[ o JF+
3215 3% 7) "(10) T Gaet

oo, (B e2o( ] o221 ¢
3227, 4 7 L10 B T

Qatorlarni yaqinlashishning integral alomati bilan
tekshiring

63



1 | |
i 2]n!2+3I:113+m+[n+|)1n](n +1)7
Bt Lo

+ .
2In2 3In3  nilnn

& q 2 2
(302
1+1 1+2° l+n

1 3 11l
326.;:;-@'11—37#‘. 327_I+§+§+5+_,,
1 1 1 Do 2 o34
328.l+ﬁ+:ﬁ-+ﬁ+m 329—?+§+?+?+...
o 1, n+l | 2 3
x )t . 3
4 zuf*_! n-1 Bt et
1 1 1
332*.—"_' Pt s

21-§. Ishorasi navbatlashuvchi qatorlar. Leybnis teoremasi

L. Ishoralari navbatlashuvchi qatorlar. [shoralari tartibsiz
holda almashuvchi qatorlarga o‘zgaruvchan ishorali qatorlar
deyiladi. O‘zgaruvchan ishorali qatorlarning xususiy holi ishoralari
navbatlashuvchi qatorlardir.

Ishoralari navbat bilan almashinuvchi gatorlar yaqinlashishini
Leybnis teoremasi bilan tekshiriladi.

Ishoralari navbat bilan almashinuvchi

q-a+ta+.+(-D)"a, +.. “)
qator berilgan bo‘lsin. Bu yerda q,, a,, a,,...,a,... musbat sonlar.

2. Leybnis teoremasi. Ishoralari navbat bilan almashinuvchi
(4) qator hadlarining absolyut qiymalari bo‘yicha kamayuvchi, ya’ni
a>a,>a,>.. va umumiy hadining » 5o dagi limiti nolga teng,

qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi musbat va birinchi
haddan katta bo‘lmaydi. Bu shartlardan birortasi bajarilmasa gator
uzoqlashuvchi bo‘ladi.

3. O‘zgaruvchi ishorali qatorlarning absolyut va shartli
yaqinlashishi.
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I-ta’rif. O‘zgaruvchi ishorali qator hadlarining absolyut
qiymatidan tuzilgan qator yaginlashuvchi bo‘lsa, o‘zgaruvchi
ishorali qator absolyut yaqinlashuvchi gator deyiladi.

2-ta’rif. O‘zgaruvchi ishorali qator yaqinlashuvchi bo‘lib,
uning hadlarining absolyut giymatidan tuzilgan gator uzoqlashuvchi
bo‘lsa, o‘zgaruvchi ishorali gator shartli yaqginlashuvchi qator
deyiladi.

. il g — .
2) lima, =lim-=0. Demak, Leybnis teoremasining ikkala
LAl St =

sharti ham bajariladi. Shunday qilib, berilgan qator Leybnis

teoremasiga asosan, yaqginlashuvchi.
334. 1,1-1,01+1,001 +... qatorning yaqinlashishini tekshiring.
Yechish. 11>1,01>1,001>... birinchi shart bajariladi. Lekin

a,=1+0,1" bo'lib, lima, =}'{IE(1+1(1)—”)=1¢0, Leybnis teoremasi

ikkinchi sharti bajarilmaydi. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.
33s. l—% +$ —%1'... gatorning yaqinlashishini tekshiring.
Yechish. Berilgan gator hadlarining absolyut qiymatlaridan

q 1 1 1 . 1 a3
gator tuzamiz: l+->+—+—+.. qator maxraji g=- bo‘lgan
3 9 27 3
geometrik progressiya bo‘lib, yaqinlashuvchidir. Demak, berilgan
qgator absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi.
336. 1_%+§_E+_._+.(.‘J.’_"; +.. qatorning yaginlashishini
& n

tekshiring.
Yechish. Qator shartli yaqginlashuvchidir. Chunki, uning
1 |

.. . 2 0 11
hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan I+;+:+Z+'"+—r+"'
Fa 3 !

qator garmonik gator. Garmonik qator esa uzoglashuvchi edi.
Quyidagi ishorasi navbatlashuvchi qatorlarni Leybnis

teoremasi bilan tekshiring.
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W=t "
T
3:38.1-51»3 4+ = i
o U LU AT

=1
YL o ) ..
In2 In3 Ind4 InS In(n-+1)
1

e T A S
N i
..lm.-

343, ‘Zm]“" -lﬁ 344, Z -2
3450, (1) =

=l
Quyidagi gatorlarni shartli yoki absolyut yaqginlashishga
tekshiring.

346.1—31—1+5l1—%+.... 347. ﬁ-%m 41114
348 l—%+%— 349 1—%+%—%+

> B
350. ;(—1) o 351. zl m
352, Zl:(—l)" ln(;:+1)' 353. Z( 1)""[ j
354%, E;'I:;;’ 355%, ZCOS,E"—;;)

22-§. Funksional qatorlar

1. Funksional gatorlar haqida tushuncha.
1-ta’rif. Qator hadlari x ning funksiyalari bo‘lgan quyidagi
qator
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14,() + 1, (X) - 10, (x) + .1, (X) +.. (5)
funksional qator deyiladi. (5) da x=x, biror son bo‘lsa, quyidagi
sonli qatorni hosil gilamiz

14 (%y) +105(X, ) F 20, (X, ) oot 20, (X, ) F o (6)

(6) sonli qator yaqginlashuvchi bo‘lsa, (1) funksional qator
x=x, nuqtada yaqinlashuvchi deyiladi va x = x, nuqtaga yaginlashish
nugtasi deb ataladi.

Funksional qator yaqinlashuvchi bo‘lgan nugqtalar to‘plamiga,
uning yaqinlashish sohasi deyiladi.

(5) funksional qator »-qismiy yig‘indisi

S, (x) =14, (x) +,(x) +26,(x) +... + 20, (x) + (7)
ko‘rinishda bo‘ladi.

lim$, (x)=5(x). (8)
S(x) funksional qatorning yig‘indisi, R (x)=S(x)-S,(x)

qatorning qoldig hadi deyiladi.
X sohada limS,(x)=5(x) bajarilsa, shu sohada lm&g,(x)=0

bo‘ladi.
1 )

Dalamber alomatidan |i_|_n‘—

- p(x). Koshi alomatidan
u,(x)

!,i‘ﬂ'\'/z"v(x)l=9”(x). @(x)<1 tengsizlikni yechib, funksional qatorning
yaginlashish intervali topiladi, chetki nuqtalardagi qiymatlarda

qatorni tekshirib, yaginlashish intervali topiladi.

X, sohada yaqginlashuvchi (5) qator berilgan, uning yig-indisi
S(x), n-qismiy yig‘indisi S, (x), qoldiq esa R (x) bo‘lsin.

2-ta’rif. Ixtiyorly £>0 son uchun shunday ~=nN(s) nomer
topilsa va n>N da Wye[ab|c X, da yaqinlashuvchi (5) gator uchun
|R,(x)]<e tengsizlik bajarilsa, bu qatordafss] kesmada tekis

yaqinlashuvchi qator deyiladi.
Teorema. (Veyershtras alomati). Agar (5) funksional qator

uchun shunday musbat hadli yaginlashuvchi Za sonli gator topilsa
va vrelab] da |4, (x)|sa, n=12,. tengsizlik bajarilsa, u holda (5)
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qator [a,b] kesmada absolyut va tekis yaqinlashadi. er sonli gator

(T8

(5) funksional gator uchun majorant qator deyiladi.

356. 14x+x +..+x"+.. funksional qatorni x:l2 va x=2 nuqtada
yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Funksional qator x=% nuqgtada yaqinlashuvchidir,

chunki
11 1 1
I ===t == 1h
2 202 2
sonli qator yaqinlashuvchi. Berilgan funksional qator x=2 nuqtada
uzoqlashuvchi, chunki
142422422+ 42"+
sonli qator uzoglashuvchi.

357. i%(x—l)’" funksional qatorning yaqinlashish sohasini

toping.
Yechish. Bu gator uchun Dalamber alomatini qo*llaymiz:
ot G
p(x)=lim fua

1
=2 1 —=0.
(n+1)! 2"(Y l)"I (x= )hmn 1 1

Demak, ¢(x)=0<1 bo‘lib, bundan esa (—o03+0) butun son
o‘qida qator yaqinlashuvchi.

el gy (x)

358. 2[1*‘%]{ funksional qatoring yaqinlashish sohasini
toping.
Yechish. Bu gator uchun Koshi alomatini qo‘llaymiz:

n \
o(x)=limyg un(.t)l = Iimi]\(l + -1-] el =g lim( i !—J
e n i
x<0 da ¢ <1 bo'ladi.

x=0 da i[u i—] qator hosil boladi, chunki hm[1+ l)ll =e#0.
n - n

L AS

Demak, berilgan gator (—=;0) intervalda yaqtnlashadi.

359. Eﬂ”'—' funksional qatorni yaqinlashishga tekshiring.
o
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Yechish. Bu gator uchun hadlarini absolyut qiymatlaridan
qator tuzamiz:

i sinn r[ J 12* [ |smn xf
Ak
n=

i (S e
sinn'x

vxeR da = s]—,, Hadlari i bo‘lgan gator yagqinlashuvchi.
n

"

Demak, berilgan qator butun sonlar o‘qida absolyut yaqinlashadi.
360. Z( —— qatom1 tekis yaqinlashish sohasini toping.

n=l

Yechish. Leybms alomatiga ko‘ra, berilgan gator X, =(—s0;+o0)
soha yaqinlashuvchi.
) 1 1

>
U holda qatorning qoldig‘i

—_— =0.
S +l 427 x%+3 x
baholanadi:

2)lim—
x4y

x)| tengsizlik bilan

Yo

el
+n-‘-f n+1

ml

[#,(x)|<

%SE tengsizlikdan /121—1 kelib chigadi. U holda n>~ dan
£

n+

R (x)|<& bo‘ladi, bu yerda =t Demak, berilgan qator
&
X, =(-w;+o0) soha tekis yaginlashadi.

361. ZT—’L gatorning tekis yaqinlashish sohasini toping.
Wl + {I l]
Yechish. Qator hadlari [1;1] kesmada aniqlangan va uzluksiz.
Ixtiyoriy » natural son uchun

1 1

’ cosnx | _ il
" J{1 = .!:}" B "+ J{[— .\’E}F "

Bu yerda Zi qator yaginlashuvchi. Demak, bu qator berilgan

|:r“ (x)]=

u=l
qator uchun majorant qator bo‘ladi. U holda Veyershtras alomatiga
ko‘ra berilgan qator [-1;1] kesmada tekis yaqinlashuvchi.

Funksional gatorlarning yaqinlashish sohasini topino
< < wt |
362. ) — 363. 200" 364. Z g
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365. isin(lu—i}].\r_ 366. iZ"sin%. 367. Z

= (2n-1) Wil 3 = ¥+t

(81 rl)

l 3 2
368. Z e 369. 2" ne". 370, 0.

n=1
371. Zlg"(x—z . 372, Zcosnx :
a=1 =

. « (A1) ;
s 30 ;'{ ) 34—,‘:: +

23-§. Darajali qatorlar

a0+al(x—a)+a,z(x—a)1+...+a“(x—a)"+... ®
funksional gqatorga darajali qator deyiladi. a4, q, a,...a
o‘zgarmas sonlar darajali qatorning koeffitsiyentlari deb ataladi.

Darajali qgator shunday xossaga egaki, u x=p, nuqtada
yaqinlashuvchi bo‘lsa, |x—x,|<{g, x| tengsizlikni qonoatlantiruvchi
hamma x lar uchun ham yaginlashuvchi bo‘ladi. Darajali gator
uchun shunday R son mavjudki, |x—x|<R uchun qator absolyut
yaginlashuvchi, |x-x|>R uchun qator uzoqlashuvchi, ya'ni
x,-R<x<x+R oraligda darajali qator absolyut yaginlashuvchi,
x=x%tR nuqtalarda hosil bo‘lgan qator yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvehi  bo‘lishi  mumkin. Har ikki
yaqinlashishini alohida tekshirish kerak. (x, R, x,+R) intervalga
yaginlashish intervali, R ga darajali qatorning yaqinlashish
radiusi deyiladi. Yaqginlashish radiusi R=0, R=o bo‘lishi mumkin
R=0 bo‘lsa, darajali gator fagat x =x, nugtada, R=+o bo‘lsa, sonlar
o‘qining hamma joyida yaginlashuvchi bo‘ladi.

Yaginlashish intervalini  berilgan qatorning absolyut
qiymatidan tuzilgan gator uchun sonli qgatorlarning yaginlashish
alomatlaridan foydalanib topish mumkin. Darajali gatorning hamma
koeffitsiyentlari O dan farqli bo‘lsa, yaqinlashish radiusini Dalamber

e

nuqtada qator

X ) 5 " . 1
alomatidan R:ll_m_—a-" , yoki Koshi alomatidan R=lim—=

a,, J-‘ll

foydalanib, formulalar yordamida topiladi.
374. x+ .l, © + l ¢’ +... darajali qator yaqinlashishga tekshiring.
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Yechish. a,=-, ””":(_.-'_ii_)’ qatorning yaginlashish radiusini
o

=llim| —:—— | =
A n+1

Demak, -1<x<] tengsizlikni qanoatlantiruvchi hamma x lar
uchur} qator yagqinlashuvchi. Qator yagqinlashishini intervalning
chetki nuqtalarida  tekshiramiz: x=I bo‘lsin. Bu holda

topamiz.

. la
R =lim|—*-

n-sw

I 11 . " . dar
L+- t3r gt garmonik qator hosil bo‘lib, u uzogqlashuvchidir.
x=-1 bo'lsin, bu holda —I+_lr %—-f-‘i—t... sonli gator hosil bolib, u

Leybnis teoremasi shartlarini qanoatlantirgani uchun yaqginlashuvchi
bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan qatorning yaginlashish intervali
-1<x<1 dan iborat.

375,  (x-2)+ %(X—Z)Z + 3lz(x -2) +...+iz(x— 2)"+...  darajali
2 n

qatorni yaqinlashishga tekshiring

Yechish. 4 = iz T = TP bo‘lganligi uchun
n (n+l

‘llm(—— = [nn‘(l*—) ’—'
n
Demak, -1<x—2<l1 yoki l<x<3 intervalda qator yaqin-
lashuvchi. Intervalning chetki nuqtalarida qator yaqinlashishini

1 . ] 1 ) .
tekshiramiz. x=3 bo‘lsin, bunda 1+?+3—1+... sonli gator hosil

bo‘lib, integral alomatidan foydalansak, uning yaginlashuvchiligi
kelib chigadi (bajarib ko‘ring).
x=1 bo‘lsa, —1+% - JTl +... sonli qator hosil bo‘lib, u absolyut

yaqinlashuvchidir. Shunday qilib, berilgan qatoming yaqginlashish

intervali 1<x<3 bo‘ladi.

Darajah qatorlarning yaqmlashlsh intervalini topmo
Zun-

376. Z:,.\ : 377 2o 378. szn—l
b1




..|_,

PG L BT
79, N aian _ 381. Z [ )
2oy 0 Z B
In-1 o
382. ;;- 383'.2.;‘[21“4] X" 334_; v
385%, ‘?_; I+l 386*. ,,z.: e 387*. gn,x

24-§. Teylor va Makloren qatorlari. Darajali qatorni taqribiy
hisoblashga tatbiqi. Darajali qatorni yordamida differensial
tenglamani yechish

I. y=f(x) funksiya x=q nuqtada (n+1) tartibgacha hosilalarga
ega bo‘lsa, u holda quyidagi Teylor formulasi o‘rinlidir:

=@+ LD LD g SO ’(“’(x ay +R,), (10)

bu yerda R"(x)=&:'+?;f—“)](x—a)"“ (©0<g<ly bo‘lib, Lagranj

shaklidagi qoldiq hadi deyiladi.

a=0 da Teylor formulasining xususiy holi — Makloren
formulasi hosil bo‘ladi:

f=f@ LD L0 SO

R(x) = (—+Q1)('1 , (0<Q<).

y=f(x) funksiya « nuqta atrofida istalgan marta differen-

siallanuvchi bo‘lsa va bu nuqtaning biror atrofida limR,(x) =0 bo‘lsa,
Teylor va Makloren formulalaridan

f(x)= f(a)+f() —a)+ f(“)(\ ay +.. +f(:f“)(x—a)"+...,

X"+ R (x),
(n

(12)
fix)= f(0)+f(0) Vil (0) B +f":f°)xn+_"

gatorlar hosil bo‘ladi. Bulaming birinchisi Teylor qatori,
ikkinchisiga Makloren qatori deyiladi.
2. Funksiyalarni darajali qatorlarga yoyish.
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2 =

. X x x
e =ld—+ 3+ (0<x<H0).

120 3T g
3 5 7 2n-1
sinx=x-2 4 X X copm Xy
3 s 7 @r-1)!
2 4 i In-l=1 2ot
cosx=l- 4% _* 4o (= )n|"'_+— '——
2! 4 6! (2n-2)! 2n)!

m m[m—l)x,+ r.-r[.-n—l}{m—i)xj-}_

2 3!

(1+x)" —1+—1— x+

1
X

1 4
ln(1+x)—\‘——2-+?—‘7+ (= 1)"' e (~l<x<1).

11111"

In(N+1)=In N + 2{

3. Darajali gatorni taqribiy hisoblashga tatbiqi.
388. sinl ni £=0,001 aniqlikda hisoblang.
Yechish. sinx funk51ya (14) formulaga asosan:

1 I
P PRLI CINE NSRS, o B .
i I 2l )(Zn—l)!

n=l

+= = =+.. . N>0.
2N+ 3(2N+1) S5(2N+1)

(13)

(14)

(15)

(16)

a7

O'ng tomondagi qator absolyut yaginlashadi.

5=0.008(3)>0,001 va -.=0,0002<0,001ckanligidan sin1

aniqlikda hisoblash uchun uchta hadni olish yetarli:

sinl=1-L .1+ 1 =030
3t s

389. In2 ni £=0,0001 aniqlikda hisoblang.

ni 0,001

Yechish. in(1+x) funksiya (17) formulaning 2-siga asosan,

N=1:
1
|ﬂ_’—|l'll+-r-(l‘.,_]|+ 1‘4 .\r+]-
3 3-8 550 73
|
‘[){4(2;”!]'3-"'
1 1
e e
R'I-}Ca-*}a’ 10000
Demak,
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1 1 1
22| —t——t——+——=+|=0,6931.
In2=2 (3 3 33 5- 35 737 )

390. Vi7 ni £=0,0001 aniglikda hisoblang.

Yechish. Berilgan misolda almashtirish bajarib, (16) formu-
ladan foydalanamiz:

Jﬁ:m:\]”‘[“%}ﬁ{u%ﬁ);

(16) formulada x=%, a=% deb topamiz:

(:.L)u | IS S
16 2:16 216 2°.16* 27-16°

Bu qator ishorasi almashinuvchi. Uning qoldig‘i |R|<la,.
tengsizlik bilan baholanadi:

1
R <laf= o= 66536<0 0001.
Demak,
7 = 4[ : ‘)=4,|230.
216 2°.16°
391. [ln{ ).L\ integralni £=0,0001aniqlikda hisoblang.
Yechlsh
Iﬂ. l+t (14} | i ',u.
flules),, EPEE ‘du?( 1)[ =
8 " ]" L |
n X
= _I T — = '
nzq( ) (u-»i}zL 10 25-100 ' 3000 - 0076

4. Darajali qator yordamida differensial tenglamalarni
tagribiy yechishning noma’lum koeffitsiyentlar usuli.

¥+ p(x)y +q(x)y=1(x). »(0)=». »(0)=» ikkinchi tartibli
differensial tenglamani »=2¢.(x-x)" ko‘rinishdagi qator yorda-

mida yechish mumkin. Buning uchun p(x), g(x) va s(x) funk-

siyalarni darajali qatorlarga yoyib, noma’lum koeffitsiyentlar
topiladi.
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392. y+xy'+yp=xcosx, y(0)=0, y(0)=1 differcnsial tengla-
mani noma’lum koeffitsyentlar usulida yeching.

Yechish. p(x), 4(x) va s(x) funksiyalami darajali qatorlarga
yoyamiz.

3
)=x g(x)=1, xcosx=x[I-2+X - |
p(x)=x, q(x) XCOSX r(l ¥ J

Tenglamaning yechimini quyidagi ko‘rinishda gidiramiz:
Y=t ax+oxt ox +..
U holda
Y =6 +20x+3cx" +4c X +..., 3" =2¢, +2-3c,x0+3-de, X
Boshlang‘ich shartlardan topamiz: ¢, =0, ¢ =1. Topilganlami
tenglamaga qo‘yamiz:
(Zcz +2-3c,x+3-dc,x’ +) +x(1 +2c,x+3c,x* +4c %’ +...)+

2 4
+(x+c,x: +e,x° +...)=.\' -2, L—)
° 2 4

x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlami tenglash-
tiramiz:

SR, [yt TR
G =c,=¢,=..=0, ¢ T [ = c,—?r.
xl xi x7
Demak, izlangan yechim y= X s .=sinx.

Teylor va Makloren qatorlariga doir misollar

393. f(x)=x'-4x-2x+1 funksiyani x,=-1 nuqta atrofida
Teylor qatoriga yoying.

394. f(x)=x"-x'+x-1 funksiyani x,=1 nuqta atrofida Teylor
qatoriga yoying.

Quyidagi funksiyalarni x ning darajalari bo‘yicha
Makloren qatoriga yoying

395. f(x)=3" 396. f(x)=¢

397. f() 05’ X. 398. f{x)=sk'x.

399, f(x)=In(x+a), a>0. 400 f(x)=Vx+a, a>0.

401. f(x)=ch’x. 402%. f(x)=cos’xsin’x.
Darajali qatorlar yordamida 0,0001 aniglikda hisoblang
403. Inl.1. 404. sinl2.
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405, Ve. 406. Y520.

Darajali qatorlar yordamida integralni 0,0001 aniqlikda
hisoblang

/23

| - 2
407. [Hﬂdx. 408. e ax.
0

X

409. J 410. jcos\/;dx.

arcla\dx
RY
Differensial tenglamalarni noma’lum koeffitsiyentlar usuli
bilan yeching
411, y'+n'+y=1, y(0)=0, y'(0)=0
412, y'—y'+y=x, y(0)=0, y'(0)=0.
413. ¥y =xy y(0)=l, y'(0)=1.
414. y" + /=0, y(0)=1, »'(0)=0.

25-§. Furye qatori. Toq va juft, davri 2/ bo‘lgan funksiyalarning
Furye qatorlari

(x)-—+2(a cosix + B, sin x) (18)

yig'indi trigonometrik qator deyiladi, uning yig‘indisi davri
T=27, [-mz] bo‘lgan f(x) funksiyadan iborat. a,, a,, b,
koeffitsiyentlari bo‘lib, quyidagi formulalar bilan topiladi:

a, =:I_;_];f(x)dx’ a, =1;_J’1f(4\’)cosnxdx, b, =£ _]-‘f(x)sinnxd\’. 19
£ (x) funksiya juft bo‘lsa:

T =
ay=={ f(x)dx, a,=={f(x)cosnxdy, b, =0.
Ty o Ty

1]
f(x) funksiya toq bolsa: a,=a,=0, b, = E—]f(x)sin nxcx.
T it
S{(x) funksiya davri 7=2/, [-1;/] davrga ega bo‘lsa:
flx ) i[” CURTr-i h, sin ’;— .rJ, (20)

nel
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i 1
,,=‘|Jf (x) cos—xdx n=0,1,2, b”=§jf(x)sin%xdx, n=12, (21)
- -1

41S. f(x)=x funksiyani [-z;z]kesmada Furye gatoriga yoying.
Yechish. £(x) funksiyatoq bo‘lgani uchun g,=q,=0.

—_[f(x Ysin nxdx = —Ixsnnnxdx——,:—lxcosm[ Icos;mixJ
n

o
_2[ 1 | w12
—;l_—;ncosnn+”~:51nnx|ojl=(—l) =
Demak, f(x)=x funksiyaning Furye qatori quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:
S ZZ( ,.lsmux 2(smx_sm2x+sm3x_ +f_iijS|nnxJ-

1 2 3 ]

416. f(x)=x+1 funksiyani (-1;1] intervalda Furye qatoriga

il

1 1 2!
yoying. Yechish. g, =Jf(x)dx= J.(x+1)d\:=@ =2,
i ]

| 1 1
J(x +1)cos nzxdx = —"(x +1)sinamxl | - | sinnmedy =
i i !

2 cos x| 1
e [cos nt - cos{—mr)} =0,
nr onx |, nmn

I L T oo
= 1)si dx=—| - 1 x|, - dx | =
b, Jl(x+ )sinnzx = (x+1)cosnzx] _J-lcosnzrx ]

. t "
| sin x| 2(-1 il 2
=—| —2cosnmr+———| |[=— () =(-1)"
nw nro |, nw nr
Demak,
V.2 .
2 & (-1) sinmx 2( sinzx sm2/rx el SINATX
x+l=l+—z( ) =1+ LY \
T n b4 1 )

Quyidagi funksiyalarni Furye qatorlga yoying
417. f(x)=x°, T =2z, (—7[;7!].

418. f(x)=x’, T =2z, (—II'I[].

419. f(x)=x+|x|, T=2x, (—7r;7r].

420. f(x)=

x)=m-x, T=2nm, (—lr;zr].
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4, —m<x<0, T=2m.

f
£21. f(x)=4 .
f(t) \4, 0<x<7,

m,—n<x<Q
422. f(x):\” bex < T=2r.

423. f(x)=1-l}. T=6 [33]
424. f(x)=2x, T=1 (0;1)-
3, 0<x<2, T=4.

j25. f(x)={0 2<x<4
0,—3<xSO

426. f(x):{

* T=6.
x, 0<x<3,
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V BOB. ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

26-§. Birinchi tartibli differensial tenglamalar, o‘zgaruvchisi
ajralgan va ajraladigan tenglamalar

1. Differensial tenglamalar hagida umumiy tushunchalar

1-ta’rif. Erkli o‘zgaruvchi x, noma’lum funksiya yhamda
uning hosilalari orasidagi bog‘lanishni ifodalovchi tenglama
differensial tenglama deyiladi.

Noma’lum funksiya fagat bitta o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa,
bunday differensial tenglamaga oddiy differensial tenglama
deyiladi.

Noma'lum funksiya ikki yoki undan ko‘p o‘zgaruvchilarga
bog‘liq bo‘lsa, bunday differensial tenglamalarga xususiy hosilali
differensial tenglamalar deyiladi.

2-ta’rif. Differensial tenglamaga kirgan hosilalarning eng
yuqori tartibiga differensial tenglamaning tartibi deyiladi.

" =3x>, 3™ =cosx tenglamalar mos ravishda ikkinchi va uchin-
chi tartibli tenglamalarga misol bo‘ladi. Umumiy holda 7 -tartibli
differensial tenglama F{x,y,,"....y")=0 ko‘rinishda belgilanadi.

3-ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali
deb tenglamaga qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan har qanday
differensialianuvchi y=g(x) funksiyaga aytiladi.

Differensial tenglama yechimining grafigiga integral chiziq
deyiladi. Masalan, %=2x. y=x berilgan differensial tenglamaning
yechimi bo‘lib, bu holda integral chiziq paraboladan iborat bo*ladi.

2. Birinchi tartibli tenglamalar. Birinchi tartibli tenglama
umumiy holda

F(x.3.))=0 H
ko‘rinishda yoziladi. (1) tenglamani y’ ga nisbatan yechsak
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v=f(sy) yoki = /() S

bo‘ladi. (2) tenglamaning o‘ng tomoni fagat x ning funksiyasi
bo‘lsa, tenglama
¥ =f(x) 3
ko‘rinishida bo‘lib, oxirgi tenglikdan bevosita ko‘rish mumkinki,
bunday tenglamaning yechimini topish  f(x) funksiyaning
boshlang‘ich  funksiyasini topishdan iborat bo‘ladi, ya’ni
y=F(x)+C, [F(x)]' = f(x). Shunday qilib, (3) ko‘rinishdagi birinchi
tartibli differensial tenglamaning yechimi cheksiz ko‘p yechimlar
to‘plamidan iborat bo‘ladi.
4-ta’rif. y=¢(x,C) x ning funksiyasi har bir C ixtiyoriy
o‘zgarmas bo‘lganda (2) tenglamani ganoatiantirsa, uning umumiy
yechimi deyiladi.
S-ta’rif. C ixtiyoriy o‘zgarmasning muayyan qiymatida
umumiy yechimdan olinadigan yechimga xususiy yechim deyiladi.
Umumiy yechimdan xususiy yechimni olish uchun ko‘pincha
qo‘shimcha
¥P)=30 @
shartdan foydalaniladi, bu yerda x, y, lar berilgan sonlar bo‘lib, bu
shartga boshlang‘ich shart deb ataladi.
6-ta’rif. /= r(x,y) differensial tenglamaning (4) boshlang‘ich

shartni qganoatlantiruvchi yechimini topish masalasiga Koshi
masalasi deyiladi.

3. O*zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan birinchi tartibli
tenglamalar.

7-ta’rif. M(x)dc+N(y)dy=0 ko‘rinishdagi tenglamaga o‘zga-
ruvchilari ajralgan differensial tenglama deyiladi.

Bunday differensial tenglamani bevosita, tenglikni integrallab
uning umumiy yechimi topiladi, ya'ni jM(X)ll\’+jN(y)dy:C bo*ladi.

8-ta'rif. = f(x)4(y) yoki % fi(¥)/i(y) ko‘rinishdagi

ax

tenglamaga o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial _tengl‘rlma
deyiladi. Bunday differensial tenglamani f,(y) ga bo‘lib, v g2
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ko‘paytirib f(?‘)=f,(x)dx o‘zgaruvchilari ajralgan differensial
2V
tenglamaga keltirish bilan yechimi topiladi.
427. y'=—>_ differensial tenglama uchun y(O)=3 boshlan-
COS™ X
g'ich shartni ganocatlantiruvchi Koshi masalasini yeching.
Yechish. Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechi-
mini topamiz: _1’=Jr%dx=51gx+C. Endi boshlang‘ich shartdan
X
foydalanib, 5(g0+C=3, bundan C=3 kelib chigadi. Demak, Koshi

masalasining yechimi y=>5tgx+3 bo‘ladi.
428. xdx+ydy=0 differensial tenglamaning umumiy yechimini

toping.
Yechish. Berilgan tenglamani bevosita integrallaymiz:

£ ) -
xdv+ [ydy=C, =2 +2=C. =¥ +y'=C,.
qu IJ{J _:A-2 > ¥ 1
Bunda ¢, =2¢.

429. f?-' =x(1+y*) tenglamaning umumiy yechimini toping.
ax

Yechish. O*zgrauvchilarini ajratib —2— = v« tenglamani hosil

1+y
qilamiz. Bevosita integrallab,
XZ
arctgy = 5 +C
tenglikka ega bo‘lamiz. Oxirgi tenglikdan

2
X -
w=tp| —+ C
: a[) ]

umumiy yechimni hosil gilamiz.
Quyidagi o‘zgaruvchlari ajraladigan differensial tengla-

malarni yeching
430. x( v’ —4)dx + ydy =0. 431. yeosx =, y(0)=1.
Iny

432, v =1gx-1gy. 433, (142" )dy + ke =0, y(1)=1.

434. Incosxdx+ xtgydy =0. 435. %ﬂ" =0. p(1)=0.
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436. L=y, y(2)=1. 437. y+sin(x+y)=sin(x—y).
z

438, x\/l+yzdx+y~/1_$dy=0- 439. y =2, y(-3)=-5.
440. y'=sh(x+)')+5h(-\")’)- 441_x(y5 +1)dx+y2(x4 +1)dy=0,y(0)=1
442, 7 b, 443, & @Y g

C %+l y : x Incosy

ada. JI-ydc+ ]I-2dy=0. 445, (1+*)xde—(1+°)ydy =0.

27-§. Birinchi tartibli bir jinsli va bir jinsliga keltiriladigan
differensial tenglamalar

f(xy) funksiya uchun s(kx,kp)=k"s(x,y) tenglik bajarilsa,
f{xy) funksiyaga « tartibli bir jinsli funksiya deyiladi, bunda «
biror son. Masalan,  f(x,y)=xp-y* funksiya  uchun
f(la‘,Ly):lcx~Ay-(_Ly)Z =k2(xy—y1) bo‘lib, f(x,y)=xv—»* funksiya

a=2 tartibli bir jinsli funksiya bo*ladi. f(x,) = XY 50 tartibli
Xy

bir jinsli funksiyadir ( buni tekshirib ko‘ring).

Ta’rif. 3/=f(xy) differesial tenglamada f(x,y) funksiya
nolinchi tartibli bir jinsli funksiya bo‘lsa, bunday differensial
tenglamaga birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama
deyiladi. Bir jinsli tenglama y=x.; almashtirish bilan o‘zga-
ruvchilari ajraladigan x¢'=f(1,r)~¢ differensial tenglamaga kelti-

riladi. Bu tenglamani o‘zgaruvchilarini ajratib yechiladi.
dy ax+by+c )
dc ax+by+c’
tenglamada ¢ =¢, =0bo‘lsa, (5) bir jinsli tenglamadan iborat.
¢ yoki c lardan biri, yoki har ikkalasi noldan fargli bolsa,
x=x+h v=y +k almashtirish bajaramiz.
U holda
d_dy (6)
dx  dx,
(5) tenglamani ko'rinishi quyidagicha bo‘ladi:
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dy, _ ax+by tah+bk tc 7)
dy, ax +hy +ah+hk+e’

I va k ni shunday tanlab olamizki,

ah+bk+c=0
{a,/]+b|/( +¢,=0 (&)
tenglamalar o‘rinli bo‘Isin, y2’ni # va k larni (8) ni yechimi sifatida
olamiz. Bu holda (7) dan 7N i tenglama esa bir jinsli
dy  ax +hy,

bo‘ladi. Tenglamani yechib x va y o‘zgaruvchiga x, =x—#h, y=y-k
formula yordamida qaytib (5) tenglamaning yechimini hosil qilamiz.
Agar
o 5]
lal b Is
bo‘lsa, ya'ni ab =ab bo‘lganda, ma’lumki (8) sistema yechimga ega
bo‘Imaydi. Ammo bu holda £ :[:_’=/1, ya'ni a = Aa,, b=4h bo‘ladi.

a4 b

0,

Bundan kelib chigadiki, (5) tenglamani
Z_yz (ax+by)+c 9)
x  Alax+by)+e
ko‘rinishga keltirish mumkin ekan. Bu holda z=ax+5y almashtirish
yordamida (9) o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga
keladi, hagigatan

d= dy - dy ldz a
—=a+b—= tenglikdan —=—-—— 10
dx 8 dlx & dx bdx b (10)

munosabatni hosil gilamiz hamda, avvalgi o‘zgaruvchiga qaytib,

I . ldz a z+e . o -8 2
‘zgaruvchilari ajraladigan —= - == — tenglamani hosil qilamiz.
vl : B el b Aeg B q

446. %:M differensial tenglamaning umumiy yechimini
X X
toping.
Yechish. y=x-t almashtirish orqali v =x7+x'=t+x
ekanligini hisobga olsak, berilgan tenglamadan PR L

. N . , B xdt "
bo‘lib, r+xt'=r+r yoki xt'=¢, R bo‘ladi. Tenglamada

X
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. . . dt dx A T . S
o‘zgaruvchilarni  ajratsak, r_’zT‘ bo‘ladi. Oxirgi tenglikni

integrallasak, —%=ln|x|+lnc, bo‘lib, lnlcx[:—ly. t='§ bo*lganligi

uchun Injef=-=, yoki y:—Eﬁ umumiy yechimni hosit gilamiz.
i
447. ‘iy fi’—'— tenglamani yeching.
x x-y-1
Yechish. Tenglamani bir jinsli tenglamaga keltirish uchun
x=x+h,  y=y+k almashtirish bajaramiz. U holda tenglama

by X ERIEZ3 e oerinishni oladi.
dy, xi—p+h-k-1
h+k-3=0
{h—k—1=0
sistemani yechib, ~=2, £=1 ekanligini topamiz. Natijada bir jinsli

Gyl S tenglamani hosil gilamiz . y, =« almashtirish orqali

dsg, 4L—¥
g:H-.vlira r+.r,—({"—:l+—f:; ,rlﬂzlﬂ ‘.l dt=2
d, d, de, 1t dy, 1-t 1+ X

1

| [
arctgt —;In{_l-!—f’):lnt,\}li— Inld = arergr = |I‘I.\L"l’1 1 +!:\,

\/1+ 2 _ anig \/ 2 a __ ﬂm‘“i‘} 2 B umg"—l
cx, 1P =" cfx; +y =e =c(x=2) +(y—-1) =¢ 2.

dy _ 2x+y-1 3 A
448. & _ X7V tenglamaning yech
dx 4x+2y+5 & gy 1ng.

Yechish. Tenglamani x=x +5, v=y +k almashtirish
yordamida yechib bo‘lmaydi, chunki bu holda # va & aniglashga

o g 2 o .z
yordam beradigan sistemaning determinanti 14 =0 bo'ladi.
Shuning uchun bu tenglamani 2x+y=: almashtirish yordamida
yechimi topiladi. y'=2'-2 bo‘lgani uchun tenglama
z-1 , 5249
2= — it O -
2z+5 2z 43

ko‘rinishga keladi. Tenglamani yechib

Ez+1-|r1|52+3l:x+(,'
S 25
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ni hosil qilamiz. Dastlabki o‘zgaruvchiga gaytib, quyidagi yechimni
topamiz:
z=2x+y:>§(2x+y)+%In|10x+5y+9]=x+c,
10y—5x+71n|l0x+5y+9|=C,.
Quyidagi bir jinsli differensial tenglamalarni yeching
449, (2 +2x)dx + xydy =0.

450. y’=§+sin£, y(l):%.

oy ey
451. xy'sin=+x = ysin=.
x x

452. xy+y* =(2x2 +xy)y’.
453. »y =" +2x2,

454. v =Y ycos?.
X X

4585. (xz +y2)dx—).jydy=0.

456. (x+y+2)dx+(2x+2y-1)dy=0.

457. (2x+ y+1)dx +(x+2y—1)dy =0.

458. 2(x+ y)ay+(3x +3y—1)dv=0, y(0)=2.
459. (x—2y+3)dy +(2x+y—1)dx=0.

460. (x-y+4)dy +(x+y-2)dc=0.

28-§. Chiziqli differensial tenglamalar. Bernulli tenglamasi
1.Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar
%+ p(x)y=qg(x) ()
(11) tenglama chiziqli differensial tenglama bo-lib. p(x) va
g(x) lar berilgan integrallanuvchi funksiyalar. Bu tenglamaning
umumiy yechimi quyidagi formula bilan topiladi:
_vze'l"m‘k[(" +Iq(,\')ejﬂm‘ti\’]. (12)

1. Bernulli tenglamasi
M+ p(x)y=g(x)". n=01 (13)
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ko‘rinishda bo‘ladi. n#0,1 o‘zgarmas son. Bernulli tenglamasini "
ga bo‘lib,

:

1 ' o
Lot p(x)=q(x) >—m=z =2 =(1-n)y™"y,
» y y

almashtirish bajarsak,
ﬁ+ p{x)z=g(x) yoki = +(1-n) p(x)z=(1-n)q(x)

birinchi tartibli chizigli differensial tenglama hosil bo‘ladi.

461. y'+xy=x differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. Berilgan tenglama birinchi tartibli chiziqli tenglama
bo'lib p(x)=x, g(x)=x ekanini hisobga olib (12) formulaga asosan,

y=e_jnk[C+J-ermc[r] =e'§{c +j_re‘7~'o.‘r- =e _[C+_[.,a’[z;ﬂ:

=2 s
=e ZlLe2 +C}. >y=1+Ce 2.

umumiy yechim bo‘ladi.
462. )'+xy=x" differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. Berilgan tenglamani ,* ga bo‘lib, ‘—3+Yl =x
VA
tenglamani hosil gilamiz. Lz:z almashtirish orqali 2/ =_2+“" bo‘ladi.
Yy v

’

Bularni tenglamaga qo‘yib, -= +xz=x =z ~2w=-2x chizigli

tenglamaga kelamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimini (12)
formulaga asosan topish mumkin:

== el[ = [C + I(—?_x)e :f “d

=e [C —j.er ‘;dr] =

e [C+je“}d(—x2)]=c“' [C +e""]=Ce‘) +1.

Shunday qilib z=C-¢” +1 bo‘ladi, z ning o*rniga L, ni qo‘yib,
R}

L.=C-e‘;+1 = ¥
¥y

1

T Ceet 4]
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yechimni olamiz. Bu berilgan Bernulli tenglamasining umumiy
yechimi bo‘ladi.
Quyidagi chiziqli va Bernulli tenglamalarini yeching

463. y'cos’x +y=1gx, y(0)=0. 464. y'—y-thx =ch.
465. y'+l?;z =arcsinx +x. 466. x5/ —y = x*cosx.

467. y+2xp=xe™. 468. y'cosx+y=1-sinx.
469. y'+§ =xt*, 470. 4y +3y =1y,
471 y 2L sty 472. y- lzL

473%. (£ lny-x)y' =y. 474, ydx+( 2y* )dy =0.

475*%, v'+x— yl ¥ (x’+l)sinx, »(0)=1.

29-§. To‘la differensialli tenglamalar va integrallovchi
ko‘paytuvchi

1.To‘la differensialli tenglama
M(x,y)dc+N(x,y)dy=0 (14)
ko‘rinishdagi tenglamaning chap qismi biror «(x,y) funksiyaning
to‘liq differensiali, ya’ni du(x,y)=M(x,y)dc+N(x,v)dv bo'lsa,
bunday tenglama to‘la differensialli tenglama deyiladi. (14)
tenglama to‘la differensialli tenglama bo‘lishi uchun quyidagi shart
bajarilishi kerak:
Rl (15)
v ox
To‘la differensialli tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
formula bilan topiladi:

u(x,y)= JM(x,y)dr + I[N(xy)——r:_%f d\‘}i_v +C.

2.Integrallovchi ko‘paytuvchi
(14) tenglamaning chap tomoni biror funksiyaning to°la
differensiali bo*Imasin, ya’ni (15) shart bajarilmasin. Ayrim hollar-
da shunday s(x.y) funksiyani tanlab olish mumkin bo*ladiki,
berilgan tenglamani bu funksiyaga ko'paytirilganda. uning chap
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tomoni biror funksiyaning to‘la differensiali bo‘lishi mumkin.
Bunday (xy) funksiyaga berilgan tenglamaning integrallovchi
ko‘paytuvchisi deyiladi. Integrallovchi ko‘paytuvchini topish uchun,
berilgan tenglamani hozircha noma’lum bo‘lgan 4(x,y) ga
kopaytirib, uM(x,y)dx+uN(x,y)dy=0 tenglamani hosil qilamiz.

Oxirgi tenglama to‘la differensialli bo‘lishi uchun $=M

ox
tenglik orinli bo‘lishi kerak. Bunda yx(x,y) quyidagicha topiladi:

oM _av
b E"N_a-‘=¢(x) bo‘lganda, Inp=[®(x)dx (16)
ko‘rinishida topiladi.

oy o

dx oy .
2 W = =d(y) bo‘lganda, 1n,u=jd3(y)dy a7

ko‘rinishida topiladi.

476. Ushbu %dwi—fdy:O differensial tenglamaning

umumiy yechimini toping.
Yechish. Berilgan tenglamani to‘la differensialli bo‘lish yoki
bo‘lmasligini tekshiramiz:

tenglamada ar == =3

5 o

, N2 bo‘lganligi uchun
.

M __ 6y AN _ 6y

% X7 B¢ x*

bo‘lib, %:aﬁ (15) shart bajariladi, ya’ni berilgan differensial

) ox
tenglama to‘la differensialli tenglamadir. Demak, berilgan tengla-
maning chap tomoni biror x(x.y) funksiyaning toliq differensiali
bo‘ladi. Bundan esa,

o x -3y cu _2y

o N
Endi u(x,v) funksiyani topamiz, 1-tenglikdan:

" ZJ',\.: —3y’ i Gﬂ(\]=[(l ~3y%x “]d\' +o(y)=- i 4 “_I +p(v)s

%
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bo‘lib, bunda ¢(y) hozircha noma’lum funksiyadir. Oxirgi tenglikni

ol 2y
3

y bo‘yicha differensiallab, 5=N= ekanligini hisobga olib,

x
2
.\’]
#(y)=C, bo*ladi. Demak,

, 2 s . I . .
+<a(y)=fa tenglikni hosil qilamiz. Bundan ¢(y)=0 bo‘lib,

3

u(x,y)=—£+%+C.
477. (y+xy2)dx—xdy=0 differensial tenglamaning umumiy
yechimini toping.
Yechish. Berilgan tenglamaning to‘la differensialli yoki to‘la

differensialli  emasligini  tekshiramiz. %:(”xy’) "—1+2y,
aN '
=5 =(-x), =-L.
Demak, ﬂ ='ZN tenglik bajarilmaydi. (16), (17) nisbatlarni
X

tekshiramiz:
oM N N M

g o —1-1- 7 2
a-) 6x=l+21\'+l:._2_z:¢(x)' 2 (2 1-1 2:‘) :_::Kb('v)_
N -x x M y+xy ¥y

Lt ey ] . : .
Demak, p(y)=e ™ =e™¥=¢™" =—, hosil bo‘ladi. Berilgan
7

tenglamani u{v e L funksiyaga ko‘paytirsak, quyidagiga ega bo*lamiz:
g B quy1dagig;

i ol x
[— + x |dx —— dy=0,
v v

bu tenglama uchun a(gM} =¥=—L tenglik bajariladi, ya’ni
4 » v
oxirgi differensial tenglama to‘la differensialli tenglamadir.
Tenglamani yechib,
X

x'.!
—+—+C=0=y= o
y 2 o

umumiy integralni topdik.
Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialga
tekshiring va umumiy yechimlarini toping
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478. (" + y+sin y)dx+(e"x+xcos y)=0.

479, (x+y- )dt+(e’ + t)dyz
480. (xcosy—ysiny)dy +(xsiny+ ycos y)dx =0.
481. 2xydx+(x -y )dy =0

482. (2-9 )xds+(4y* ~6x")ydy =0

483. Jd.t+(y +Inx)dy=0

484. (100~ 8y+l)dx+(5r 8x +3)dy =0.

485. 3x2(1+lny)dx—(2y—':_’]dy -0,

486. 2xcos’ pd.x +(2y - x*sin’ y)dy = 0.

487. (4~i—;}ix+2{4v=o. 488. 3x2e"dt+(x3e" -1)dy=o
489. ¢ de+(1-xe” )dy=0.

Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialga
tekshiring va umumiy yechimlarini toping

490. (x* - y)dx + xdy=0. 491, yids + (3 —1)dy =0

492. (x2 +y +x)dx+ydy = 493. 9" (xy’ +y)=1.
494. (x' +3iny)ydc—xdy=0. 495, ydc~(x +y*)dy=0
496. (¢ —3*)dr + ydy=0. 497. (1+3x*siny)dx - xetydy =0

498%. (smx+e )dHcosxdy:O. 499*, 2xtgy¢r+(xz —2Siny)dy=0

30-§. Hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli
differensial tenglamalar
Ta’rif.
dy

18
F(x ),d\) 0 (18)
ko‘rinishdagi tenglamalar hosilaga nisbatan yechilmagan 1-tartibli

differensial tenglamalar deb ataladi.
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Bunday ko‘rinishdagi tenglamalarni r;/'l ga nisbatan yechib
X
olish magsadga muvofiq bo‘ladi, ya’ni berilgan tenglamani

ij,‘i{:f,(x,y), i=12,..1, (19)

ko‘rinishga keltiriladi. Ammo har doim ham (18) tenglamani (% ga
ax

n}sbatan yechib olish mumkin bo‘lavermaydi, undan tashgari »* ga
nisbatan yechishdan hosil bo‘lgan (19) ko‘rinishdagi tenglamalar
har ‘d.oim ham oson integrallanmaydi. Shunung uchun (19)
kf)‘nmshdagi tenglamani ko‘pincha yangi parametr kiritish yo'li
bilan yechiladi. Shu usullarning biri bilan tanishib chiqamiz.

'Faraz qilaylik (18) tenglamani y yoki x ga nisbatan oson
yechish mumkin bo‘lsin. Masalan, uni v=f(xy") ko‘rinishida yozib

olish mumkin bo‘lsin. %:p parametr kiritib, y=f(x,p) ni hosil

qilamiz. Oxirgi tenglikning ikki tomonidan to‘la differensial olib.
hamda ¢y = pdx ga almashtirib

ﬂ(f_t = ("‘r‘f‘{.\,p)“{‘_ =Y F;‘! { “1”}
ax o

dp,

ya'ni M(x,p)de+N(x,p)dp=0 tenglamani hosil gilamiz. Agar bu
tenglamani yechib x=ad(p,C) yechimni topsak, u holda berilgan
tenglamaning yechimi
{x =@(p.C),
y=7(xp)
parametrik ko‘rinishda bo‘ladi.

Dastlabki (18) tenglama uchun y(x,)=y, Koshi masalasi (x,,,)
nugtadan o‘tuvchi va bu nugtada umumiy urinmaga ega bo‘lgan
(18) tenglamaning ikki integral egri chizig‘i mavjud bo’lma-
gandagina yagona yechimga ega bo‘ladi. Aks holda Koshi masalasi
yechimining yagonaligi buziladi, ya’ni (x,»,) nuqta Koshi masalasi
yechimining yagonaligi buziladigan nuqta bo‘ladi.

(18) tenglama uchun Koshi masalasining yechimining mavjudligi
va yagonaligini yetarlilik shartini quyidagi teorcma aniglab beradi.
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Teorema. y, soni F(x,y,y)=0 tenglamaning yechimlaridan
biri bo'lsin. Faraz qilaylik F(x,y.y) funksiya x ga nisbatan uzluksiz,
y va y bo'yicha uzluksiz differensiallanuvchi hamda uning '
bo‘yicha hosilasi noldan farqli bo‘lsin:

aF(xnvyov)'lu)
/'

U holda F(x.y,5)=0, y(x)=y, Koshi masalasining x, nuqta-
ning yetarlicha kichik atrofida ¢'(x)=», shartni qanoatlantiruvchi
y=o(x) yagona yechim mavjud bo‘ladi.

Hosilaga nisbatan yechilgan tenglama kabi (18) ko‘rinishdagi
tenglamalar ham maxsus yechimlarga ega bo‘lishi mumkin, bu

integral chiziglar faqat yagonalik sharti bajarilmaydigan nuqtalardan
iborat bo‘ladi.

Agar F(x,y,y') funksiya x ga nisbatan uzluksiz hamda y va y'
ga nisbatan uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, (18) tenglamaning
maxsus yechimi, agar u mavjud bo‘lsa,

F(x,,¥)=0,
‘ BF(x,y,y')
G
tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi.

Shuning uchun, (18) tenglamaning maxsus yechimlarini topish
uchun (20) sistemasidan y' ni yo‘qotish kerak bo*ladi.

500. (')’ -2x()')’ + ¥ =2x tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglama

(y'); —2x(y')1 +y —2x=(y- 2)«')(()")2 + 1) =0
bo‘lgani uchun " -2x=0 tenglamaga ekvivalent. Uning yechimlari
y=x* +C ko‘rinishga ega.

#0.

(20)
=0,

501. (y)’ +y(y—x)y ~x =0 tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglama (y’+y2)(y'—x_v)=0 bo‘lgani uchun

Y+y'=0 va »-xy=0 tenglamalar ko'paytmasiga ekvivalent.

Ulardan birinchisining yechimi y=0 va y= T ikkinchisiniki esa

y=Ce?.
92



Demak, berilgan tenglamaning yechimi

[.11_ I .J(},_('[, 2 J ={)
x+C

502. y=(y')’¢” tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglamaga p=y' =% parametr kiritamiz. U

holda
y=pe’, dy =(2pe” +p2e")dp.
Bu yerda p=0 yoki x=2e" +e”(p-1)+C=e"(p+1)+C.
Demak, berilgan tenglama yechimlari:

p=0va x=e"(p+1)+C,
y=pe.
503. Iny’ +siny' —x =0 tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglamaga y'=p, %: p, dy=pdx parametr
X
e 3 . dy dy {'1 ]
kiritamiz. U holda x=Inp+sinp, yoki ==dr = ==l —+cosp ldp.

P P \p J

Bundan y =I(l + pcos p)dp =p +cos p + psin p+C . Demak, yechim:
x=1np+sinp,
{y=p+cosp+psinp+C.

504. (')’ +(x+a)y’ -y =0 tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglamaga p=y parametr kiritamiz. U
holda y=p’+(x+a)p, dy=pdcva dy=2pdp+(x+a)dp+pdx teng-
lamani hosil qilamiz. Bu yerda p=C yoki 2p+x+a=0 tenglamalar
kelib chigadi. Bundan esa berilgan tenglamaning yechimi
quyidagicha bo‘ladi:
y=p +(x+a)p, = ]_\' =p +(x+a)p,
2p+x+a=0, ‘p:—

X+a

y=(x+a)C+C* va {

p ning giymatini tenglamaga olib borib qo‘ysak, y=(x+a)C+C* va

y= _(—‘ii ekani kelib chigadi.
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Quyidagi differensial tenglamalarni yeching

505. (/) =1 - 506. ()" +y*(In* y-1).
507. (/) +x(y) -y=0. 508. x(') - y() +1=0.
509. x(y/) +x'-y=0. 510. y(y')' —29/ +y=0.
511. £ (y') -2y - =0. 512, x* () —n/—y=0.

']

513%.(3x+1)(y/) -3y +2)y'+9=0.  514% lny+2(x/ - y)=0.
31-§. n-darajali 1-tartibli differensial tenglama
Chap tomoni »* ga nisbatan butun ratsional funksiyalardan
iborat bo‘lgan quyidagi

() +R()" +B(Y) " 4ot By + By =0 @1
ko‘rinishga ega bo‘lgan tenglama n-darajali 1-tartibli differensial
tenglama deyiladi. Bu yerda » butun musbat son, 7,2,...p. lar x va
yning funksiyalari.

Bu tenglamani y'ga nisbatan yecha olamiz, deb faraz gilaylik.
Bunda y' uchun, umuman aytganda, » ta har xil ifoda hosil bo‘ladi:

¥=5065), ¥ =A(60)5ny = £,(x3). (22)
Bu holda
F(x,y,5)=0 (23)
tenglamani integrallash 1-tartibli » ta
V'=r{xy) (24)

tenglamani integrallashga keltiriladi. Ularning integrallari mos
ravishda quyidagilar bo‘lsin:

@, (x,3.G)=0, ®,(x,3.C,)=0,....®, (x,»,C,)=0. 25)

Agar (25) tenglamalarni j’ ga nisbatan yechadigan bo‘lsak (23)
tenglamaning yechimini hosil gilamiz.

515. (') -2 =0 tenglamani yeching.
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Yechish. Berilgan tenglamani [}"—iJ(L +‘/—J 0 ko'ri-

a a
nishda yozib olamiz. U holda y'—ﬁ=0 va y'+ﬁ=(). Bu
a a
tenglamalarni yechimlari
xfx
\/;— 3a

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy yechimi ushbu
ko‘rinishda bo‘ladi:

xfx
3a

(Vy-c) 5z =0.
Quyidagi tenglamalarni yeching
516. () -2x(y)' +y =2x. 517. (') +y(y-x)y -0’ =0.
518. () +(sinx-29)y' -0’ =0.  519.(y) =4
520. () +y~1=0. 521. x(y') =.
522. () -y =0. 523. 8(y) =27y
524. (1) -4y = 525. ' (* +1)=1.
526, (V' +1)' = 27(“‘)’) 5275, x(¥) - 239/ +4x=0.

32-§. Argument oshkor holda qatnashmagan va funksiya oshkor
holda qatnashmagan differensial tenglamalar

F(y.y')=0 tenglamadan y ni, F(x,y)=0 tenglamadan x ni
hamda j'=p ni ¢ parametr orqali ifodalash mumkin, deb faraz
gilamiz. U holda tenglamalar yechimlari parametrik shaklda kelib
chigadi. Masalan, F(y,p)=0 tenglamani ko‘raylik. y=p() deb
tenglash yordamida p=y(¢) ni topdik deb faraz qgilaylik. U holda bir
tomondan dy =pdx =y (t)dx ikkinchi tomondan dy=¢(r)de, har ikki
tenglikdan

y(t)de=g'(1)dr :;rir—w(;— x= I E’;dla-C

Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:
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(1
,\'=I%‘I;dl.
y=e(t1).
528. y:aJH(y’)2 tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Tenglamada p=j'=siz deb olamiz, u holda teng-

lamani ko‘rinishi y=av1+sh =acht bo*ladi.

Q:p :>dx=@=as—md1=adt,yanid.\:=adt =x=at—C.
dx p sht

Umumiy yechim parametrik shaklda {X;m_c’ bo*ladi.

y=acht,

t=**C ekanini e’tiborga olsak, umumiy yechim: y=ach®’ S
a a

Quyidagi tenglamalarni yeching

529. x{(»')’ ~1)=2y. 530. y'(x—Iny)=1.

531, x=(y) +y 532. x=J(y')+1.

533. y=(y) +2(y)" 534. y=in(1+(»')’)
535, y=(y'-1)e. 536+, (V +1) =(y -»)"
537+, (¥)' - () =y". 538+, 2y(¥ +1)=x(y')’".

33-§. Lagranj va Klero tenglamalari

1. Lagranj tenglamasi. Ushbu
y=xp(y}+y(¥) (26)
tenglamani Lagranj tenglamasi deyiladi, bu yerda (y), w()")lar ¥’
ning ma’lum funksiyalari. Bunday tenglama ham p parametr kiritish
usuli bilan yechiladi. y'=p(x) deb belgilaymiz. U holda tenglama
ushbu ko‘rinishga keladi:
v=xp(p)+y(p) @7
Bu tenglamani x bo‘yicha differensiallab,

p=¢(p)+[xrﬂ'(p)+w'(p)]% yoki P—fﬂ(P):[W'(P)H/"(IJ)]% (28)
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tenglamani hosil gilamiz. p—g(x)#0 va p-y(x)=0 bo‘lgan hollari
qaraymiz.
a) p-g(x)=0 bo‘lsin. (28) tenglamani —ZL; ga nisbatan quyidagi

ko‘rinishda yozamiz:
de oy sibr it ailole
dp " p-o(p) p-9(p)
Hosil gilingan tenglama x va :,;; ga nisbatan chiziqlidir, demak,
x=0(p,C) 29)
umumiy yechimga ega. (29) ni (27) ga qo‘yib y ni p va C orqali
ifodalaymiz:
y=2(p,C)o(p)+y¥(r)=s(p.C) (30)
(29) va (30) bizga Lagranj tenglamasining umumiy yechimini
parametrik ko‘rinishda beradi:
fx:d)(p,C),
y=f(pC).
Bu sistemadan p parametmi yo*qotib, Lagranj tenglamasining
umumiy yechimini quyidagi ko‘rinishda hosil gilamiz.
F(x,»,C)=0.
Tenglamaning umumiy yechimidan hosil bo‘lmaydigan
maxsus yechimi ham bo‘lishi mimkin.
b) p=e(x)=0 bolsin, ya'ni biror p=p, da ¢(p,)=p, bo’lsin.
Ushbu
{y=xw(p)+«//(p),
P =Py
sistemada p ni p, bilan almashtirib y=x¢(p,)+w(p,) yechimni hosil
gilamiz. Bu esa Lagranj tenglamasining maxsus yechimi bo*ladi.
539. Ushbu y=.\‘+(y')j Lagranj tenglamasining umumiy va
maxsus yechimlarini toping.
Yechish. Tenglamada ;'=p(x) deb olamiz, u holda teng-
lamaning ko‘rinishi
y=x+p @31
hosil bo‘ladi. (31) ni x bo‘yicha differensiallaymiz:
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,dp ,dp
= = —1=3p°—.
p=1+3p dx:>p P &

a) p-120 bo‘lsa, ushbu dx=—3—p_—ldp tenglamani integrallab
p—
quyidagini hosil qilamiz:

x=3[ln|p—1|+p+%—], (32)

x ning hosil gilingan ifodasini (31) ga qo‘yamiz:
y:3[ln|p—ll+p+%)+p’+c.

(31) va (32) lar Lagranj tenglamasining umumiy yechimining
parametrik ko‘rinishini beradi.

b) p-1=0 bo‘lsa, p=1 qiymatni (31) tenglamaga qo‘yib,
y=x+1 maxsus yechimni hosil gilamiz.

2. Klero tenglamasi. Bu tenglama Lagranj tenglamasining
o(y)=y bo‘lgan holiga aytiladi. Klero tenglamasining umumiy
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

y=x'+yp (). (33)
¥ = p(x) deb olsak, (33) tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
y=xp+y(p). (34)
x bo‘yicha differensiallab, quyidagini topamiz:

AL dp ; dp dp A
Y=prxgrv(p) o =[x rv(p)]=0

bu yerda Z—p =0 yoki
X4

x+y'(p)=0. (39)

‘;-":0 tenglamadan p=C kelib chigadi. (34) da p o‘rniga C ni
X

go‘yib, Klero tenglamasining umumiy yechimini hosil qilamiz:
y=Cx+y(C). (36)
Bu geometrik nuqtayi nazardan to‘g‘ri chiziglar oilasini tasvir-

laydi. (35) tenglama (34) bilan birgalikda Klero tenglamasining
parametrik shakidagi yechimini ifodalaydi:

{ x=—y(p).
| y=—py'(p)+w(p)-
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Hagiqatan ham, bu tenglamadan: dx=—y"(p)dp.
dy=[-py"(p)-v'(p)]dp =-pw’(p)dp, bu yerda %w-

Buni Klero tenglamasiga qo‘ysak —py'(p)-w(p)=-pv'(p)-w(p)
ayniyatga olib keladi.

Sistemaning ikkala tenglamasida p parametrni yo‘qotib (33)
tenglamaning integrali &(x,y)=0 ni hosil gilamiz. Bu integralda ¢
ishtirok etmaydi, binobarin, u umumiy integral bo‘la olmaydi. Uni,
shuningdek, umumiy integraldan ¢ ning hech ganday qiymatlarida
hosil qilib bo‘Imaydi, chunki u maxsus integral deyiladi.

540. Ushbu ,v=xy'+y'—(y')3 Klero tenglamasining umumiy va
maxsus yechimlarini toping.

Yechish. Klero tenglamasining umumiy yechimini y ni C
bilan almashtirib topamiz:

y=Cx+C-C.
Bu tenglamani C bo‘yicha differensiallaymiz:
O0=x+1-2C.
Quyidagi
[y=Cx+C-C7,
lo=x+1-2¢,
sistemadan C ni yo‘qotib,
I 2
y= Z(x+ 1)
maxsus yechimni hosil gilamiz. U parabola bilan
y=Cx+C-C*

umumiy yechimlar oilasining o‘ramasini tashkil giladi.
Quyidagi klero tenglamalarining umumiy va maxsus
integrallarini toping

541, y=1/' (¥} 542 e
¥
543, 2y=220 544, y=x( +(')".
VY +4
545, y'+y= x(y’)z. 546", y+u' =4y
a7, y=x(y) -2(y). 548", 29/~ y=hy'

99



, ne
549. 0/ =y =Iny’. 550. y='~(¥') -
‘ , 1
551. y=y'-a 1+(y')2, 552. y=xy +.2—‘;,

553. 2(y) (y-9)=1. 554. y=xy' —¢'.
555. y=xy'—(2+ ). 556. (') =3(n/ -»)-
557*. J(y’)z +l+x9'-y=0 558%, y=x(§+y’}+ ¥y

34-§. Rikkati tenglamasi

Ushbu

%:P(x)yz +0(x)y+ R(x) 37)
ko‘rinishdagi tenglama Rikkatining umumiy tenglamasi deyiladi.
Bu yerda P(x), O(x), R(x)~ biror a<x<b oraliqda o‘zgaruvchi x
ning uzluksiz funksiyalari (—o<a,b<o).

Tenglamada P(x)=0 bo‘lsa, chizigli tenglama; R(x)=0 bo‘lsa
Bernulli tenglamasi hosil bo‘ladi.
O‘zgaruvchlami quyidagicha almashtirish natijasida Rikkati
tenglamasi o°z ko‘rinishini saglaydi:
1) x erkli o‘zgaruvchini ixtiyoriy x=p(x) ko‘rinishda (¢-
differensiallanuvchi funksiya) o‘zgarish natijasida tenglamani ko‘ri-
nishi o°zgarmaydi.

Hagiqatan ham, (37) tenglamada bu almashtirishni bajarib,
yana Rikkati tenglamasini olamiz:
dy y 2 5 oS
b P[m(,\', ﬂrp (x)y +Q[(p(x,)]go (x)y+ R[rp(,\',)]fﬁ (x):

2) y erksiz o‘zgaruvchini kasr chizigli y=2% :,: Ko*rimishda

73" .

{a.p.7,6 qaralayotgan oraliqda a8 - By =0 shartni qanoatlantlm?/?hl

xning ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyalari) almashtirish
natijasida ham tenglama o'z ko‘rinishini saglaydi:

& (aigi-l vyt ﬁ']'("’-"l +6) (; d';"f Yy n"]{a}-, v B)

[

dv (r», +6)2
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(a&—ﬂy)%‘)’c—‘ +(ay~ya)y! +(a's+ By —ad' - By ) v, +(f5-5P)

(2 +6) ‘
Erkli o‘zgaruvchini x yoki erksiz o‘zgaruvchini y ning
bunday shakl almashtirishlarini bajarib, Rikkati tenglamasi
soddaroq ko‘rinishga keltiriladi.

1) Tenglamada j* oldidagi koeffitsiyentni y=w(x)z chizigli
almashtirish bajarib +1 ga tenglashtirish mumkin. Bu yerda w(x)
hozircha noma’lum funksiya. U holda (37) tenglama quyidagi
ko‘rinishni oladi:

w%i» 2w’ = P(x)w'z® + O(x)wz + R(x)

yoki
% = P(x)wz’ + (Q[\) = l—‘]: + —R(‘)

Agar w=i——};(|- ) deb olinsa, tenglama quyidagi holga keladi:
X

dz P
a—*z +(Q( )—F)Zil’(x)w(x).

Bu almashtirish x ning P(x)#0 bo‘lgan o‘zgartirish oralig’i
uchun o‘rinli.

2) Tenglamada qidirilayotgan j funksiya oldidagi koeffitsi-
yentni y=u+a(x) almashtirish bajarsak (37) tenglamani ko‘rinishi,
quyidagicha bo‘ladi:

1
O = P +[0(x) + 2P (x)ar(x)Ju+ R(x) + P(x)a(x).
u oldidagi koefTitsiyentning 0 ga teng bo‘lishi uchun
1 9(z) P
a{x)= 2P (x) ( 0}
ko‘rinishda tanlab olish kifoyadir.
Keltirilgan almashtirishlarni o‘riga qo‘yib, Rikketi tenglamasini
dy 3
= +y* + R(x)
ko‘rinishda yozish mumkin.

fl“' 2 l . . - . -
559. Ushbu d—‘ S Rikkati tenglamasini yeching.
X a5
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2
5 1 _ . . _rfz:_l_,l_(f\
Yechish. 5=% almashtirish orgali tenglamani 7 2\x)

- z
ko‘rinishga keltiramiz. Bu bir jinsli tenglamani yechishda 7=
belgilashdan foydalanamiz.

U holda
du 1 du dx du dx

utx—=-l--u*, =
ax 2

3 =TTy = 3
w+2u+2  2x 14+(u+ly 2x
tenglikni integrallab, yechimni topamiz.

arctg(l+u)=~élnx+C. = u+1=tg[\C—%lnx}, =

::.{_mg(_c-;m”. = y:x_[__mg [lc é'ﬂl

Quyidagi Rikketi tenglamalarni yeching

560. 5x/ —(4x+5)y+y* =-3x. 561. y'+yt=2
X
562. xy +xy+x°y =4 563. 3y + 7 + 2 =0.
=
564. ' ~(2x+1)y+y’ =—x". 565. y'— 2w +)7 =5—x.
566. ¥ +2ye" —)' =¥ +¢". 567. 3"~ (2x +3)y+y" = -

568%, 2/ ~(3x+2)y+y* =24

569%. ' +ay® —axy—1=0.
35-§. Yuqori tartibli differensial tenglamalar.
Tartibi pasayadigan differensial tenglamalar

1. Asosiy tushunchalar. n— tartibli oddiy differensial
tenglama deb

F(x,y,y',y",...v(")) =0 (38)

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.

Bu tenglamaning yechimi deb, » marta differensiallanuvchi va
(38) tenglamaga qo‘yish natijasida uni ayniyatga aylantiruvchi
y =o(x) funksiyaga aytiladi, ya’ni

Flx (s (3). ()07 ()] <0.
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Koshi masalasi. (38) tenglamaning
Y5)=r0 Y(%)=10 ¥(%)= Yoy (x) =5 (39)
boshlang‘ich shartiarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
y=¢(x, H ’C)

funksiya (38) tenglamaning umumiy yechimi bo‘lsin, G.G,..C,,
o‘zgarmas sonlar (39) Koshi shartlari orqali aniqlanib, xususiy
yechim topiladi.

Umumiy yechimdan xususiy yechimni
qaralayotgan oraligning chetki nuqtalarida berilgan chegaraviy

shartlardan ham foydalaniladi.
Koshi shartlari deb ataluvchi boshlang‘ich shartlar soni

tenglamaning tartibi bilan teng bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz.

n-tartibli differensial tenglamani faqat ayrim Xususiy hollar-
dagina bevosita integrallash mumkin. Quyida tartibi pasayadigan
tenglamalarni ko‘rib o‘tyamiz.

2.Tartibi pasayadigan tenglamalar

" = f(x) ko‘rinishdagi differensial tenglamalar.

Bunday ko‘rinishdagi tenglamani » marta ketma-ket integral-

lash natijasida umumiy yechimi topiladi:
= 1), (40)
y("") =If(,\‘)dx+C‘ =f"(x)+C

= [0 6 Jr €= () o

hosil qilishda

g s A1
y=f(x)+ (" I}‘ X +{n—2)!" +, 4G, x+Cs (41)
bu yerda
) =[[-f 1),
G & ¢ lar o‘zgarmas sonlar bo‘lgani uchun (41) ni

(n-1 )!'(11—2 e

quyidagicha yozish mumkin:
y=fi(x)+Cx" +Cx"? 4.+ C, x +C,.

570. Ushbu " =sinx tenglamaning umumiy yechimini toping
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Yechish. y'-.-‘::—" ekanini e'tiborga olib, berilgan tenglamant
X

% =sinxyoki dy"=sinxdx ko‘rinishda yozish mumkin. Tenglamani
: .
har ikkala tomonini ketma-ket integrallab, umumty yeehimal
topamiz:

3 =_[sinxdx+ C=-cosx+C,,

)" = I(—cos_\‘+ C| )dx+ C2 =—sinx+ CIX W+ Cp

y= j'(—sinx+Clx +C,)dx +C, =cosx + % Cx?+Cx+Cy.
Demak, izlangan yechim
y=cosx+Cx* +Cyx+C,, C=_l2.c:.

571. y'=xe* tenglamaning (0)=1, y'(0)=0 boshlang'ich
shartlarni ganoatlantiruvehi yechimini toping. P
Yechish. Berilgan tenglamani ketma-ket integrallash natijasida
umumiy yechimni aniqlaymiz:
b4 =Ixe"dx+ C=-xe"+e* +C,
y=‘|'(—xe"r +e* +Cl)dx+C2 =xe*+e +e + C|X+Cz’
yoki
y=e"(x+2)+C,x+C2. )
Boshlang‘ich shartlardan foydalanib, koeffitsiyentlarni topamiz
1=e(0+2)+C-0+C,, C,=-1,
y(0)=-0-e*—e*+C, 0=-1+C,, C,=1.
Demak, xususiy yechim
_v:e—x(.\'+2)+x—l.
Quyidagi differensial tenglamalarni yeching
572. y" =cos’x, y(0)= 31—7 v(0)=0, y"(0)= %, y"(0)=0
573. y"=xsinx, p{0)=0, »'(0)=0, ' (0)=2.
574. ysin* x=sin2x.
575. y" =2sinxcos’ x—sin’ x.
576. y"=xe”, ¥(0)=0. y'(0)=-2, y"(0)=2.
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w0
577. V"=, ¥(1)=2, y(1)=L y(1)=1.
. ,
578. v == y(4)-ln\/§ v % =1
579*%. y"=4cos2x, y(0)=0, y'(0)=0.

580%, »"=— 581. 7= x

582, " = )l
Y =cosx. 583. v o

584, y"=xe’, p(0)=1 y'(0)=2.

585. y"=sin2x, y(0)=6, ¥'(0)=0

36-§. Noma’lum funksiya oshkor holda qatnashmagan
tenglamalar

F(xy,y")=0  ko‘rinishdagi  differensial  tenglama

f ” f .. -
y=py =;—‘: almashtirish orqali [x'p,d_ J 0 birinchi tartibli
differensial tenglamaga keltiriladi.

586. "= —+ x tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. ¥ = p almashtirish bajarib
PD_P .y,
dx x
birinchi tartibli chiziqli tenglamaga kelamiz. (12) formuladan

foydalanib umumiy yechimni topamiz.
! (L
p= ej‘dx[ff, + I.\'u J rir] = a’"’[C, + fxe""‘dx]: x(C, +j.ve""’dx') =

=x( +Ix‘ldx)=X(C: +x). Dp=y =Cx+x’ :>y=if)—‘C, +%+Cz.
X Z 3

587. y(x—1)-y"=0, ¥(2)=2, y¥(2)=1 »'(2)=1. tenglamaning

Xususiy yechimini toping.
Yechish. y"=p(x) va »"=p almashtirish orqali quyidagi

o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamaning
yechimi:
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Plx=1)=p, :Q:_—m’—_. = In|p|=In|x=1|+InC, $[7=C1(x'" 1).
p (==l
Demak,
¥ =C(x-1). ;
Bu tenglamani ketma-ket integrallab umumiy yechimni topamiz.
1.,
Y =_[C. (x-Ddx= EC.x' -Cx+GC,,
1 .., C, C,
y= J.(ECI\" -Cx+ Cz)dx+ €= €X3 - —i‘-xz +Cx+GC;.
Xususiy yechimni topish uchun chetki shartlardan foyda-

lanamiz.
y"(2)=1, :31=C|(2—1), =C =1,

¥(2)=1, :>1=%~4-—2+C2, =C, =1,

y(2)=2, :2:%—%+2+C,, :>C2=§,
Demak, xususiy yechim
v=lx’—lx2+x+2
T 6 2 3

588. m massali jism samolyotdan boshlang‘ich tezliksiz
tashlandi. Unga o‘z tezligining kvadratiga teng migdorda havo
qarshilik ko‘rsatmoqda. Jismning harakat qonunini toping.

Yechish. Quyidagi belgilashlar kiritamiz: s-jism bosib o’tgan

ds Ze
. p—_-mg &

_ B 3 24 d
masofa; V=—--jismning tezligi; W=d12—tezlanish.

dt

harakat yo‘nalishidagi og'irlik kuchi; F:va:k(%f—) -garama-

garshi yo‘nalishdagi havo qarshiligi.
Nyutonning ikkinchi qonuniga asosan jismning !¢
gonunini ifodalovehi quyidagi differensial tenglamani yozamiZ:

harakal

L, 2 N ds
mw=p—kv :>nz‘;25 = mg—k(éj R Ed% =1

m—lE =mg—k’ = dvie £(E7 —\:“].
dt dr m\_k
tenglama hosil bo*ladi.
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az=% belgilash kiritsak, o‘zgaruvchilari ajraladigan diffe-

rensial tenglama hosil bo‘ladi. O*zgaruvchilami ajratib va integral-
lab, quyidagini hosil gilamiz:
L f(al_vl\, :Z_d"_. | __] |axv _iH—C',,

di m S ar-v om la-v| m
Masalaning shartiga ko‘ra ] ,=0 ckamm e’tiborga olsak,

C, =0 kelib chigadi. Shunday qilib,

all
a+v| 2ak gal £ay e”' —-e m akt
In =—01( =v=ale" —I /|(c " 4] } a—p—— =ath—,
la—v m ) = m
e” +e

hosil bo‘ladi. % - ,ﬂ-@ ik ’E va y=ids ekanini e’tiborga olsak,
m k m m dt

d—j=a1/z /‘{‘ﬁz tenglamani hosil qilamiz va uning yechimi

=\r£alncl7 ’—gm\-C2 =;(—nlnch ’k—gt +Cy, ¥, =0=C,=0.
m m

s .
Demak, jism bosib o‘tgan yo‘l s=%lnch‘/f§—1 formula bilan,

tezligi esa v= ath\/:t formula bilan topiladi. Bu formulada a_‘jmg_
m

[
limv:alimth‘l—gt —a= |2
Pe e\ m k =

P

ekanligidan tushish tezligi cheksiz o‘sa olmaydi hamda tezda ;):\[k

limitik giymatga erishadi.
Quyidagi differensial tenglamalarni yeching
589, Xy +x7y =1 590. 7 + ytgx =sin2x.

591. yxinx=y. 502, 0" -y =e X

594. (1-¥")y" -9’ =2
596. (1 H’)_p" +1+p7 =0
598. v(e"+1)+¥'=0.

593. " +2%7* =0.
595. 207y =y —a’.

597, €'y =y"

599. (1+x7)y" +2y'=x. 600. Vige=y +1.

601*. "=y o i 602%. (l—.\"‘)_v'+_\"1r':
X
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37-§. Argument oshkor holda qatnashmagan tenglamalar

F(y.y',y',....y(")) =0 (42)
tenglamada erkli o‘zgaruvchi x oshkor holda ishtirok etmaydi. Bu
tenglamani

¥=p(y) (43)
almashtirish yordamida tartibi bittaga pasaytirib yechiladi. (43)
almashtirish natijasida:
Y =p()y=ps " =plpp"+p* ).
o‘rniga qo‘yish bajariladi.
603. 1+ 2 =y-y" tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. y' = p(y) va y"= pp' almashtirishni bajaramiz. U holda
2 - pdp _ay 1 T
l+p =y-p-p, 3@-7, Dilnll +p l:lnly\+lncl,
=>l+p'=Cly, > p=+ fC,Zyz =il
hosil bo‘ladi. p ning qiymatini o‘miga qo‘yib, umumiy yechimni
topamiz:

¥ =Gy, :Jc-‘dy = b, :>(_l_|n(c1_,-4 [Ciy—1)=4(x+G),
I it :

.y! . 1
- 1 Hx -G ) €2l 1 .
y_E—L‘,(e +e )=C—_’chCI(x+Cz).

604. M(0;1) nuqtadagi urinmasi Ox o°q bilan a=45 burchak
tashkil qgiluvchi va egrilik radiusi normalning kubiga teng bo‘lgan
chiziq tenglamasini tuzing. !

Yechish. Egri chzigning egrilik radiusi va normal tenglamast
quyidagicha edi:

32
1+ —_
=£+—'v,)-—, N=y 1+ v7.

v . J

Masala shartiga asosan R=N’ ekanligidan quyidag! differen
sial tenglamaga ega bo*lamiz;

(1+7)"

= - y’(l +y,:)3!z i y.y; =1, lyl i /7(_\’), yn - /IP'| =
y
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PPy =1, = pdp =y dy, = [pdp=[ydy, =
1 5 1 2
3]12 S Z+EC|,:>p2=C, -y
Bundan,
yi=C-y*
tenglama hosil bo‘ladi. Masala shartiga asosan
Y(0)=1g45 =1, y(0)=],
tenglamaga qo‘yib 1=C, - 1=C =2.
Shunday qilib, quyidagi tenglamaga kelamiz:
y2=2-y7 :;,y':ﬂ__l __7)’7“'}’_= == .l_vi'g_,i 1 :x+lC2,
¥ J2y -1 2 2

yoki
1 1 2

y=5[(2x+q)2+1], 'M(O;l) =1 =-2-[(2-0+c2) +] ¢ =1.!

Demak, umumiy yechim y=2x*+2x+1.

Quyidagi differensial tenglamalarni yeching

605. "+ =0. 606. ' +2y(y) =0.

607. y'igy=2y". 608. ¥'(2y+3)-2y" =0.

609. y(1-Iny)y" +(1+Iny)y? =0. 610. y'(1+y)=y*+y.

611. )37+ y=y"~ 612. y” +2))"=0.

613. yv'=1 614. 2" =1+".
615. 33" =y +y-Iny. 616. y"= é
Jy
617. 2" =(¥')’. 618%. 1"~y =0, y(0)=1, y'(0)=2.
38-§. Noma’lum funksiya va hosilaga nisbatan bir jinsli
tenglamalar
F(x,_v,y',y",.‘.y("))=0 (44)
tenglama x,3,5.3".") larga nisbatan bir jinsli bo‘lsa,
. (43)

= =p(x)

.1I
almashtirish yordamida (44) ni tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.
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619. 3y =dy-)" +* tenglamani yeching,.

Yechish. Berilgan tenglama y,y,y" larga nisbatan bir jinsli
ekanligidan, tenglamaning har ikki tomonini »* ga bo‘lib,

» 1 L]
3(5—] -42 o
¥y ¥
ko‘rinishga kelamiz. Bu tenglamada:

%: p(x).= plx)=2 J’);_\’ - 5’7_(";} 5 :>y7= p-ph
Bulami e’tiborga olib, quyidagi tenglamani hosil gilamiz.
Uning yechimi:

3pP-4p’-4p'=-1-p' D4p'=-I-p' = 1:;—Fp = =_%dx:>
7

o A - x._ ¥y x dy x
‘["’N"‘Z-”Cl31"’8(0,—2):';:’8(61—Z)—}‘)-=518(C"Z)d’”l“cz

cos[q —E} +1In|C,| = y=C, cos’ [Cl = }—;)

620. y*+y-y"=y-)' tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglama .,y )7 larga nisbatan bir jinsli
v+ =(y') ekanligidan yp'=z=7 =7 =, =Ce*. Bundan

W=Ce 2ydy=Cdx =y’ =2Ce" +C, =y =,f2C,e" +C,.

Quyidagi differensial tenglamalarni yeching

621. 3" -y =0. 622. (y+1)y +(y) =0.

623. 20" Y=y 624. )" = ye', y(o) =0, yr(o) =1.

In|y|=41n

625. 0"+ = . 626. 3" =1 +15x.
627. (1 +,\‘2)(y'2 —W")=XW'. 628. "+ 02 =2
629. ¥ =(y-2) . 630. ;o ¥ Y Y
x x oy
631. Xy +y” =0. 632. xz(y:z _2)7};”):):2.
633. " =y {(y+y). 634. 4x*y?y" =x* -y’

635%, ©y" =(y -9 )y-x'~x).
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39-§. Yugqori tartibli chizigli tenglamalar
W +a, (x)y(""l) +a, (x)y("'z) +ota, (x)y' +a, (x)y=/(x) (46)

ko‘rinishdagi tenglama n-tartibli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan
tenglama deyiladi.

Bu yerda a(x), a(x)....a,(x) va s(x) - ma’lum va biror
oraliqgda uzluksiz bo‘lgan funksiyalar.

Agar f(x)=0 bo‘lsa, bu tenglama chiziqgli bir jinsli tenglama
deyiladi.

Chizigli bir jinsli tenglamaning birorta y, xususiy yechimini
bilgan holda

y LJ’lIZ{.l'}dt 47)

cbiziqli almashtirish yordamida berilgan tenglamaning tartibini
bittaga pasaytirish mumkin. U holda mos bir jinsli bo’lmagan
tenglama ham z(x) ga nisbatan (n-1)-tartibli chiziqli tenglamaga
keladi.

.’ - - - -
636. )"+ =) '+ =x tenglamani v, =Inx xususiy yechimi
X

xInx
bo‘lsa, tartibini pasaytiring.
Yechish. (47) formulaga asosan y=1nxJ-Z(x)dx almashtirish

bajaramiz . y dan 3-tartibli hosila olamiz.
1

'=—| = dx+zlnx,

v _\.I (x)dx+zlnx

1 2=
y”;——sz(x)dx +=+zInx,
B X
Y= ;:—_‘J‘:(\,)dx-;_: +:‘Xi +z"Inx.

Hosilalaring qiymatini berilgan tenglamaga qo’yib z(x) ga
nisbatan quyidagi ikkinchi tartibli tenglamaga ega bo"lamiz:

2 |
z"Inx -+ 3 +ﬂ]:‘ +[—,~ - |I\.t].'f ==
X X X
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sinx

2 . . . .
637. y'+-y'+y=0 tenglamani y = xususiy yechimi
X

bo'lsa, umumiy yechimni toping. _
SIxX

Yechish. (47) formulaga asosan y =sz(x)dx almashtirish
bajaramiz. y dan 2-tartibli hosila olamiz.
yl = .\'COS,;)—SIHX Iz(x)d.‘( 5 %Z,
_Sinx 2(xcosx —sinx) (x: = 2)sinx +2xC08X o
e 3 - : zdz,
X X

X
hosilalarning qiymatini berilgan tenglamaga qo‘yib, quyidagi 1-
tartibli tenglama hosil bo‘ladi. Uning o‘zgaruvchilarni ajratish

usulida yechamiz.
sinx-z'+2cosx-z=0 = d—z=~2c?sxdx = g= _CL .
=z Sinx SIn- Xx

Natijani dastlabki almastirishga qo‘yib, umumiy yechimni

topamiz:

_sinx [ C, sinx

Y= 4 =2"2(C, -Cetex), =y =C sinx
© x Jsin’x x (G ~Cergr). S y=C, x G

COS X
—
638.1'sin’ x=2y tenglamaning y=cigx Xususiy yechimi bo‘lsa,
uning tartibini pasaytiring.

639.y”—y;+—iiz=0 tenglamaning y=x xususily yechimi bo‘lsa,
uning tartibini pasaytirib integrallang.

640.)" +(tgx —2ctgx)y' + 2c1g’x-y =0 tenglamaning y=sinx xusu-
siy yechimi bo‘lsa, uning tartibini pasaytirib integrallang.

COsX

2 4 o
641.)"+=y'+y=0 tenglamaning y= Xususiy yechiml
X X

bo‘lsa, uning tartibini pasaytirib integrallang.
2 . ) .
642.y"-——y=0 tenglamaning y=rgc xususiy yechimi
COs™ X
bo‘lsa, uning tartibini pasaytirib integrallang. )
643.," 2y —3y=0 tenglamaning y=e* Xususiy yechim!
bo‘lsa, uning tartibini pasaytirib integrallang.
644. " +4y=0 tenglamaning y=sin2x Xxususiy yechimi bo‘lsa,
uning tartibini pasaytirib integrallang.
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40-§. Yugqori tartibli chizigli bir jinsli tenglamalar

Wt a () b ()P b ra, (x)y +a, (x)y=0  (48)
ko‘rinishdagi tenglama berilgan. y,y,,..y, funksiyalar (48)
tenglamaning chiziqli erkli xususiy yechimlari bo‘lsa, quyidagi
teorema o‘rinli.

Teorema. Agar (48) tenglamaning xususiy chizigli erkli
yechimlari y,, y,,...,y, funksiyalar bo‘lsa
y=Cy+Cy,+.+Cy, (49)
funksiya (48) tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi, ¢, ¢,,...C, lar
ixtiyoriy o*zgarmas sonlar.
Izoh. ...y, funksiyalar (a;6) oraligda noldan fargli
Q. &,,....a, sonlar uchun
oy + oy, t..+a,y, 20 (50)
bo‘lsa bu funksiyalar chizigli erkli funksiyalar, aks holda chizigli

bog‘liq funksiyalar deyiladi. .
(50) tenglikni ikkita ,,, y, funksiyalar uchun qo‘llasak, quyi-

dagi sodda natijani hosil qilamiz, ya’ni chizigli erkli bo‘ishi uchun:

ay +ay, 20 =2 4 A
e & b4

Masalan. 1.y =x, y,=x* funksiyalar

uchun chizigli erkli.
2.y =e', y,=e* funksiyalar 21=% = #C bo‘lgani uchun
Y, €
chizigli erkli.

. , 2 {13
3.y =2¢", y,=5¢> funksiyalar £L=2"-<
Y2

= bo‘lgani uchun

nim

s
Se

chizigli bog'liqg. K . )
n ta funksiyaning chizigli erkli bo‘lishining yetarli shan}
sifatida W (y,, v,»..,) — Vronskiy determinantining noldan farqli

bo‘lishi xizmat giladi, ya’ni
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y}n—l) ygm) y(n )}

Agar y, y,,..y, funksiyalar (48) tenglamaning xususiy
yechimlari bo‘lsa, Vronskiy determinantining noldan farqli bo‘lishi
bu funksiyalarning chiziqli erkli bo‘lishi uchun zarur va yetarli.

(48) tenglamaning Vronskiy determinanti (51) q(x) koef-
fitsiyenti bilan (a;5) oraligning x, nuqtasida

#0. (51)

~Jteran
W(yl, y,_,...,y,,)= W(y‘, Yarer Yy )Lu,‘ e (52)

Liuvilli-Ostrogradskiy formulasi bilan ifodalanadi.
(48) tenglamani chiziqli erkli yechimlari to‘plami yechim-
larning fundamental sistemasi deyiladi.
Ikkinchi tartibli
Y +a(x)y +a,{x)y=0 (53)
chizigli bir jinsli tenglamaning fundamental sistemasi , (x)va yp(x)
funksiyalardan iborat bo‘lsa, uning umumiy yechimi

y=Cy(x)+Coyy(x) (54
ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar (53) tenglamaning bitta xususiy yechimi j,(x) ma’lum
bo‘lsa, ikkinchi chizigli erkli yechim Liuvilli-Ostrogradskiy for-
mulasi, ya’ni

(55)

NJ
ya(x) =5 (1) S @) -
yordamida aniglanadi. Bu wusul ikkinchi tartibli bir Jinsli
tenglamaning bitta yechimi ma’lum bo‘lganda, uning tartibini
pasaytirmasdan birdaniga (55) formula yordamida y,(x) ni topib,

(54) formula orqali umumiy yechimni yozish imkonini beradi.

o2 ). mnx . . o
645. y”+1y’+y=0 tenglamani y, = phe Xususiy yechimnl
X

bilgan holda uning umumiy yechimni toping.
Yechish. (55) formulaga asosan y,(x) ni topamiz
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H J‘ﬂfr = Jinx 2 2 1
N Slﬂ,\_' (L __Sinx e SIMX X - %
J':(")_ J- -1‘1*—_1‘ g dr= ig Jsin:_t dx =

X NinxJ' x sinx
X x

simxr dx  sinx, y_ CoSx
=—] =—(-crgx)=—.
x Jsin’x  x X

Tenglamaning umumiy yechimi (54) formulara asosan
quyidagicha bo‘ladi:

Ccos
y= C smx_C X
X

646. y=Ce™ +C,e™ funksiya y”-9y=0 tenglamaning umumiy

yechimi ekanini ko‘rsating.

Yechish. y,(x)=¢”, y,(x)=e®™ har biri ham tenglamani

ganoatlantiradi hamda 2 (x) e_;( =¢% # C. Demak, ular chizigli erkli
WX e
funksiyalar shuning ucun:
y:qelr+qe-3r
647. y"-3'=0 tenglamaning y =, y,=e”, y,=chx XUsusiy
yechimlari fundamental sistema tashkil etadimi?
Yechish. Buning uchun Vronskiy determinantini hisoblaymiz:
oy ow| € €T o
W(x)=|y, » yj=le" —e* shx=0,
Vi L Al e et chx
chunki birinchi va uchinchi satrlar bir xil.
funksiyalar chizigli bog‘liq, ular fundamental sistema tashkil
etmaydi. Demak, ulardan umumiy yechim tuzib bo‘Imaydi.
»(x) va y,(x) funksiyalar berilgan tenglamaning funda-
mental yechimlar sistemasini tashkil etishini ko‘rsating va
tenglamaning umumiy yechimini yozing.

) 2x
=X pEx =l Y -— = =0.
6482y, =5 i 7 x'+ly x'+ly

Shuning uchun bu

. 0, 12
649. y}:,v), I :,\", y —;y +.\‘—:y=0.

650. » :ez’, A :xez‘, y"—4y'+4y=0.
651. y, =sinx, y, =cosx, " +y=0.
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652. y, =shx, y,=chx, y"—y=0.
sinx sinx v 1,
i A
Quyidagi berilgan funksiyalar chizigli erkli bo‘ lishi yoki
bo‘lmasligini aniqlang
654. x+1, 2x+1, x+2.
655. 2x7 +1, X' -1, x+2.
656. Vx, Jx+a, Vx+2a.
657. In(2x), In(3x), In(4x).

658. arcsinx, arccosx.

41-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli yuqori tartibli chizigli bir jinsli
differensial tenglamalar

}' () +ay(" -1) +£17)’(“'2) +---+a,,_|}" +a,y -0 (56)

tenglama o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglama
deyiladi, bu yerdagi a,,a,,....a, lar o‘zgarmas haqiqiy sonlar.
(56) tenglamaning yechimini
y=é*
ko‘rinishda qidirib, uni tenglamaga qo‘yish orqali
xarakteristik tenglamasi deb ataluvchi
tenglamani hosil gilamiz:

, (56) ning
quyidagi algebraik

K +ak™ +a k"™ +...+a, k+a,=0. 7

n-1

(56) tenglamaning yechimini (57) xaraktensuk tenglamaning
yechimiga mos ravishda:

1) har bir oddiy hagiqly 4 yechimga C¢* qo'shiluvchi mos
keladi, bu holda umumiy yechim quyidagicha bo*ladi:
y=Cé" +Ce +..+C (58)
2) har bir, karrali yechimga, quyidagi ko‘rinishdagi umumiy
yechim mos keladi:
y=(C +Cox ot Cx)e" (59)
3) har bir 4,=a+if oddiy kompleks yechim bo*lganda,
umumiy yechim quyidagicha bo‘ladi:
y=¢*(C, cos Bx + C,sin Bx); (60)
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4) har bir k,=azif m karrali komplcks yechim bo lpanc
umumiy yechim quyidagicha bo‘ladi:

,l’=e'"[(C, +Cx+..+ C”x”")cos/ix +(q +Cox 4+ C ) Jsin fix | (

659. 7 -7y +6y=0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. 4*-7k+6=0 xarakteristik tenglamani tuzib.
& =1, k,=6 ildizlarga ega bo‘lamiz, (58) formulaga asosan, umumiy
yechim quyidagi ko‘rinishda bo*‘ladi:

y=Ce +Ce".
660. " -13)"+36y=0 tenglamaning umumiy yechimini

61

toping.
Yechish. k*-13k*+36=0 xarakteristik tenglamani tuzib,
ky=23, K, =+2 ildizlarga ega bo‘lamiz. (58) formulaga asosan,
umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
y=Ce* +Ce +Ce” +Ce”.

661. )" ' -2y =0 tenglamaning y(0)=0, y'(0)=3 boshlang’ich
shartlami qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechish. #*-k-2=0 xarakteristik tenglamani yechib.
k =-1, k,=2 ildizlarga ega bo‘lamiz (58) formulaga asosan, umumiy
yechim quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:

y=Ce™* +Ce™.

Boshlang‘ich sartlardan foydalanib, quyidagi sistemaga

kelamiz:
C+C, =0,
{—C, +2C, =3.

Sistemani yechib, ¢, =-1, ¢, =1 ni topamiz. U holda Xususiy

yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
y=—c"+e’.

662. 7 -2y'=0 tenglamaning (0)=0, y(ln2)=3 chegaraviy
shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechish. k*-2k=0  xarakteristik tenglamani
k =0, k,=2 ildizlarga ega bo‘lamiz (58) formulaga asosan, umumiy

yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
y=C +Ce™.

yechib,
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Chegaraviy shartlardan foydalanib, quyidagi sistemaga

kelamiz:
C +C, =0, (Cc +C, =0,
=
{Cl +&™C, =3, |G +4C, =3.

Sistemani yechib, ¢ =-1, C,=1 ni topamiz. U holda xususiy

yechim quyidagi ko‘rinishda bo*jadi:
y=e¥—1.

663. 3" —2)" +,/ =0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. k’-2k>+k=0 xarakteristik tenglamani yechib,
k=0, k,=k =lildizlarga ega bo‘lamiz (58) formulaga asosan,
umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:

y=C +Ce" +C,xe".

664. y*—4y" +13y =0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. &*-4k+13=0 xarakteristik tenglamani yechib,
k=23 ildizlarga ega bo‘lamiz (60) formulaga asosan, umumiy
yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

y=¢"(C cos3x + C,sin3x).

Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimini toping

665. Y -4y +3y =0. 666. "4y +4y=0.

667. 3" -4y +13y=0. 668. 3" -4y =0.

669, ¥y +4y=0. 670. y +4y’ =0.

671. 3"y —2y=0. 672. 37 +25y=0.

673. Y -¥'=0. 674. y"+ 4y +4v=0.
675. y -2y7+y"=0 676. y'+2y" +5y=0.
677. " +5y" +4y=0 678. 3y +2y=0.
679*. ¥ +2ay +a’y=0. 680%. y" +a'y =0

Quyidagi tenglamalarning boshlang‘ich yoki chegaraviy

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping
681. y"+5y +6y=0, y(0)=1. y'(0)=-6.
682. y" 10y +25y=0, y(0)=0, »'(0)=1.
683. y =2y +10v=0, _1-‘[)3]:{1, )"[ir]:c"'
- - 6, 6
684. y+3) =0, ¥(0)=1, ¥(0)=2.
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685. ) +9y=0, y(0)=0, y'(%)ﬂ,

3
687. 9" +y=0, y(3—”)=2, y,(}_;r):o'

686. "+ y =0, »(0)=1, y'(f =0,

2 2
688. ) -0, (0)=2, y(0)=4.
689. y"+2)' +2y=0, y(0)=1, y'(0)=1.

42-§. Yugqori tartibli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial
tenglamalar

Ushbu
Y +a(x)y" v, () ka2 e (x)y=f(x)  (62)
tenglama chizigli bir jinsli bo‘imagan tenglama deyiladi. (62)
tenglamaning umumiy yechimi quyidagi teorema bilan aniglanadi.
Teorema. Agar U=U(x) funksiya (62) tenglamaning birorta
xususiy yechimi bo‘lib, Y1 Vasery, funksiyalar esa mos bir jinsli
tenglamaning fundamental yechimlar sistemasini tashkil etsa, bir
Jinsli bo*lmagan tenglamaning umumiy yechimi
Y=U+Cy, +Cyp +..+C,y,, (63)
ko‘rinishda bo‘ladi. .
Demak, bir jinsli bo‘Imagan tenglamaning umumiy yechfml
uning biror xususiy yechimi bilan unga mos bir jinsli tenglamaning
Umumiy yechimlari yig*indisidan iborat. .
Masalaning muhim jihati shundaki, bir jinsli tenglarpampg
umumiy yechimini xarakteristik tenglama orqali topishni bll?m}z:
ammo bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy yechimini
topish masalasi ancha murakkab. )
Chizigli bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy
yechimini topishning ikki usuli bilan tanishamiz. ~ welild
1. Ozgarmasni variatsiyalash usuli. Bu usul _bxr Jjinsli
bo‘imagan tenglamaning birorta xususiy yechimini topish u.ch.un
go‘llaniladi va koeffitsiyentlar o0‘zgarmas hol uchun ham .yaroqhdlr.
Mos bir jinsli tenglamaning fundamental yechimlari y. yy.....»,

ma’lum bo‘lsa (62) ning birorta xususiy yechimini
19



U =C(x)y+Co(x)y, +--+C,(x)y, (64)
ko‘rinishda gidiramiz. ;
64) ni (62) ga qo'yib C(x),C(x),...C,(x) funksiyalami
aniqlash uchun quyidagi sistemani hosil gilamiz:
C(x)y, + Gy {x)y, +..+Co(x) y, =0,
C(x) 3 +Cy(x) ¥} +-.+ Co(x) ¥, =0,

(65)
C( I+ ()P +r O (x) ) =0,
1Ci{x) 5 e (x) A 4 A C{x) Y = f(x).
Bu sistemadan C,(x),C,(x).....C,(x) lami topib, (64) ga qo‘ysak,
xususiy yechimga ega bo*lamiz.
Yugqoridagi sistema
Y +a(x)y' +a,(x)= f(x)
ikkinchi tartibli tenglama uchun
{Ci(x)3+Ci(x)y, =0,
G+ Gy =1 ()

ko‘rinishni oladi va bu sistemaning yechimi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

(66)

crox_ af(x)ax (%) dx
C{(l)_ !.H/(y _1} ( ] {I‘Ir’ I)‘ ‘h ‘
U holda (64) formulaga asosan xususiy yechim quyidagt
ko‘rinishda bo‘ladi:
_ wa(x)dk e (x)dx 67)
“F [W(J' ) Wy (
Bu formuladagi w(y,y,) ifoda y,,y, yechimlarning Vronskiy
determinantidan iborat.

’ . C - . . . - i :
690. y"+—) +y=c—ng tenglamaning umumiy yechimini toping
x x
4L oo o _ 4 ‘da
Yechish. »" +—2-y'+y=0 bir jinsli tenglama uchun 643 miso

nx COs5X
»= S0Y ekanini bilgan holda y, =-
X

ni aniqlagan edik. Vronskiy

determinantini topamiz:
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sinx cosX

I
IAV{."I 1] ‘3) = g . . o —
XCOSX—-sIinx xSHX+Cosx X

I s x |

2

Demak, y,y, yechimlar chizigli erkli, ya'ni fundamental
sistema tashkil etadi. U holda bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

sinx cosx

v=C, +C,

ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan esa xususiy yechim (67) formulaga
asosan quyidagicha aniqlanadi:

; cosx cigx sinx c1gx
_ sinx ¢ B CoSXf »  x sin.x rcos’x
= x Rl ) X X Jf : Jie—
x x 1 x 7 sinx
2 2
x x*
cos X sinx x | cosx . sinx xl
= jcosxdx =——/ Injrg ={+cosx |- sinx = Injtg -
x | 2 | x x4 2

Natijada (63) formulaga asosan, umumiy yechim quyidagicha
bo‘ladi:
Igfl.
2
Ushbu misoldan ko‘rinadiki, (62) tenglamaga mos bir jinsli
tenglamaning birorta y,(x) xususiy yechimi ma’lum bo‘lsa, uning

umumiy yechimi

sinx cosx  sinx
=G +——In
x x x

y=C|

y=Cy +Cy, +U(x)
ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda

vo=uf :

formula orqali, U(x) esa (67) formula bilan topilar ekan.

- ’-:.{ it
alx

2. Noma’lum koeffitsiyentlar usuli.

Bu usuldan fagat tenglamaning koeffitsiyentlari o‘zgarmas
bo‘lganda foydalaniladi.

Soddalik uchun o‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli bir
jinsli bo‘lmagan tenglamani ko‘ramiz.
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Y+ay +ay=f(x). (68)
Bu tenglama uchun xususiy yechimni gidirish, f(x) funksi-
yaning berilishidan kelib chiqadi. Quyidagi hollarni ko‘rib o‘tamiz.
1. f(x}=P,(x)e™ bo‘lgan holda:
a) a son K +ak+a,=0 xarakteristik tenglamaning ildizlari
bo‘imasa, xususiy yechim

U(x)=0,(x)e™ (69)
ko‘rinishda qidiriladi, bu yerda P (x) hamda Q,(x) lar n-tartibli
ko*phadiardir.

b) @ son k*+ak+a,=0 xarakteristik tenglamaning bir karrali
ildizi bo‘lsa, xususiy yechim

U(x)=xQ, (x)e™ (70)
ko‘rinishda qidiriladi.
d) @ son & +ak+a,=0 xarakteristik tenglamaning ikki karrali
ildizi bo‘lsa, xususiy yechim
U(x)=xQ,(x)e™ )
ko‘rinishda qidiriladi.
2. f(x)=e"[ B,(x)cos Bx+Q,(x)sin fx | bolgan holda:
a) a+if son & +ak+a, =0 Xarakteristik tenglamaning ildizlari
bo‘lmasa, xususiy yechim
U(x)=e=[ B(x)cos Bx+Q (x)sin px) (72)
ko‘rinishda qidiriladi, bu yerda /=max(n,m).
b) a+if son k’+ak+a, =0 xarakteristik tenglamaning ildizi
bo‘lsa, xususiy yechim
U(x)=xe™ [I’, (x)cos fx + 0, (x)sin Bx | (73)
ko‘rinishda qidiriladi, bu yerda /= max(n,m).
691. y" -2y +2y=x* tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Xarakteristik tenglamasi & -2k+2=0 =k, =1L
Demak, bir  jinshi tenglamaning umumiy  yechimi
y=e{C cosx +C,sinx) ko‘rinishda bo‘ladi. f(x)=x"=€"P(x) bo‘lgani
uchun xususiy yechimni
U(x)=ax* +Bx +C
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimniwtenglamaga qo“ysak:
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2A4-4A4x-2B+2Ax" +2Bx+2C=x" =
24x° +(—44+2B)x +(24-28+2C)=1-x*+0-x+0.
Natijada ushbu sistemaga kelamiz:
, 24=1,
1 —4A4+28=0, = A=
2A+2B+2C=0
Demak, izlangan yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

y=e"(C cosx+C25inx)+%(x+l)z.

, B=1. C=

0O | =

692. "+ = xe' + 20 tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama &’ +1=0 =k, =#i. Demak, bir
jinsli tenglamaning umumiy yechimi y=C cosx+C,sinx ko‘rinishda
bo‘ladi.
S(x)=fi(x)+ fi(x)=xe"+2¢ hamda & =1 a=-1 f=p =0
B{x)=x bo‘lgani uchun xususiy yechimni
U(x)=U,(x)+U,(x) =(Ax+B)e" + Ce*
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak,
24¢* +(Ax+ B)e" +Ce ™" +(Ax+ B)e"+Ce " =xe" +2¢7",
(24x+24 +2B)e* +2Ce™ =(1-x+0)e" +2¢7".
Natijada quyidagi sistemaga kelamiz:
24=],
]2A+ZB=O, 3A=%, B:—zl, C=1.
c=1,
Demak, umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
y=Ccosx+C, sinx+%(x—l)/' +e.
693. y"+)"-2y'=x-¢ tenglamaning umumiy yechimini

toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama
i -2k =0 =k =-2, k,=0, k=1
Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
y=C +Ce +Ce™
ko‘rinishda bo*ladi. O‘ng tomondagi funksiya:
F5)= 1)+ fix) = 5=,

123



a,=0, B{x)=x, &=L R(x)=-L A =fB,=0, B(x)=x
bo'ladi bundan xususiy yechimni:
U(x)=U, (x) + Uy (x)=x(4x+ B)e" +Cxe™™
korinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak
ICe" + Cxe* +2A4+2Ce”* +Cxe* —4Ax —2B -2Cxe” =x—¢”,
= —4A4x+(24-2B) +3Ce" =x-e".
Natijada quyidagi sistemaga kelamiz:

-44=1,
24A-2B=0, :>A=B—_—_%’ C:—l,
{3c=-1, ¥

Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi, quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

y=C +Ce' +Ce™ —ix(x +1)F —%xe“.

694. y'—2y -3y=c"" tenglamaning y(In2)=1, y(In4)=1 chega-
raviy shartlarni ganoatlantiruvehi xususiy yechimini toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama &2 —2k—3=0 =k =-1, & =3.

Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y=Ce™+Ce”
ko‘rinishda bo‘ladi. f(x)=1-¢", a=4, B=1 bo‘lgani uchun (69)
formuladan xususiy yechim
U(x)=4de™
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yechimni tenglamaga qo*ysak:
164e* —84¢™ —34e” =e =54=1 = 4= 'g

Bundan, umumiy yechim (63) formulaga asosan, quyidagicha

bo‘ladi:
y=Ce*+C.e” +%e“.

Chegaraviy shartlardan foydalanib, xususiy yechimni topamiz.

2 SR LI 1 . _ 652
Ce™ +Ce™ 4~ =1, llq +8C, + 81, Gt
= 3 12 © .9 = 75
e a Al \ 1 256 x \ . 491
-2in2 62 B2 _ -C 64C, 4+ = 1’ Q==
Ce ™ +Ce™ + e L, gl 1“2 =500

Demak, izlanayotgan xususiy yechim
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652 ., 491 5, 1 4
y=——e"'———p" e
75 600 5
69S. y"+y -2y=cosx-3sinx tenglamaning p(0)=1, y(0)=2
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama A*+4-2=0 =k =-2, & =1.
Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y=GCe™ +Ce*
ko‘rinishda  bo‘ladi. f(x)=e"(cosx~3sinx), «=4, f=1 bo‘lgani
uchun (60) formuladan xususiy yechimni:
U(x)=Acosx + Bsinx,

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak :
~Acosx — Bsinx — Asinx + Bcosx — 2Acosx — 2Bsinx =cosx — 3sinx,

={B~34)cosx— (3B + A)sinx=cosx—3sinx.
Mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga kelamiz:

—-34=
8 l'zA:O, B=1
3B+A4=3

Bundan esa umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

y=Ce™* +Cye" +sinx.

Boshlang‘ich shartlardan foydalanib, quyidagi sistemaga
kelamiz:

fGeice =1 =C =0, C,=1.
l—?_C,eo +Gye’ +cos0=2

Demak, xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

y=e" +sinx.

696. ' -y =ch2x tenglamaning y(0)=y'(0)=0 boshlang ich
shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechish. Xarakteristik tenglama &’ -k=0 =k =0, k, =1
Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y=C +Ce*
korinishda bo‘ladi. f(x)=e"(l-ch2x+0:sh2x), a=0, =2 bo’lgani
uchun (60) formuladan xususiy yechimni:

U(x) = Ach2x + Bsh2x,

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo"ysak:
4Ach2x + 4Bsh2x - 2 Ach2x - 2 Bsh2x = ch2x,

(44-2B)ch2x + (4B - 2A)sh2x = - ch2x +0-sh2x
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Shunday qilib, mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi siste-
maga kelamiz:

24+4B=0 "3 7§
Demak, umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

{4,4—25:1, 1 1

y=CG+Ce + %cl12x+ l6sh2x.

Boshlang‘ich shartlardan foydalanib, quyidagi sistemaga
kelamiz:

C,+Czeo+%clxo+%sh0=0, C=+C:=_l‘
b L

1
. 2 1 = 1 :>C|=0,C1=—§.
Ce +§shO+§chO=0 .Cz+§=o

Demak, xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

1
y= —56' + l}clzz.x + lsth :

697. y"+y=3sinx tenglamaning »0)+y'(0)=0, 1rL ;E) + ' [i_: }= 0
chegaraviy shartlari qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama &* +1=0 =k, =0+i. Demak,
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi ;- C, cosx +C,sinx ko‘ri-
nishda bo‘ladi. f(x)=¢""(3sinx+0cosx), @=0, B=1 bo‘lgani uchun
(73) formuladan xususiy yechimni:
U(x) =x(Acosx+ Bsinx)
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak:
—2Asinx +2Bcosx — Axcosx — Bxsinx + 4xcos x + Bxsin x = 3sinX,
= -2Asinx +2Bcosx =3sinx + Ocosx. ]
Shunday qilib, mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi siste-
maga kelamiz:
24 =

|28 =0,
Demak, umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:

i

w

= A=-—, B=0.

)

o b |
y=C,cosx+C,sinx— 5 Xeosx.

Boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiramiz:



y==Gsinx+G, COSX—%COS,\H— %xsinx,
y(0)=G cosO+CzsinO—%0-c050= C,

, 3
¥'(0)=-C sin0+C, cosO——i—cosO+—;—Osm0=C2 i

7\~ T . 3z X
¥l = |=Ccos—+C,sin=—=—- cos—=0G,,

2 2 - 2 22 2

) e S N Sl B S ey o 37
J’(EJ——C.SHIE +C,cot~5—§cosiv-2-5>m—2-— C, + =

Berilgan chegaraviy shartlammi e’tiborga olsak, quyidagi
sistemaga kelamiz:

3 ' 3
GrG-g=t |6*G=5 . 32 o 3@-m)
W Vel g ot
C,-C+—=0 S e =
4 =

Demak, xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:
y= g[(ﬂ +2)cosx—(7 —Z)Sinx] - %xcosx.

698. ,7+6y +10y=80¢"cosx tenglamaning p(0)=4, y'(0)=10
boshlang*ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechish.

Xarakteristik tenglama &°+6k+10=0 =k, =-3£i Demak, bir
jinsli tenglamaning umumiy yechimi y=e”"(C cosx+C,sinx)
ko‘rinishda bo‘ladi. f(x)=e"(80cosx+0sinx), a=1, #=1 bo’lgani
uchun (60) formuladan xususiy yechimni:

U(x)=¢"(Acosx+ Bsinx)
ko*rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak:
¢ (~24sinx + 2Bcosx) + 6¢* (Acos x + Bsinx — Asinx + Beosx) +
+10e” (Acos x + Bsinx) = 80" cos x =
(164+ 8B)cosx +( -84 +16B)sinx = 80cosx +Osinx.

Mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga kelamiz:
[164+88 =80 ,

< = .A=4, B=12
|-84+168=0
Bundan esa umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda boladi:
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y=e(C cosx +C,sinx) + 2¢*(2cosx +sinx).

Boshlang‘ich shartlardan  foydalanib, ~xususiy yechimni
topamlz
¥ =e*(=3C, cosx = 3C, sinx - ; sinx + C, cosx) +2¢* (3cosx —sinx),

»(0)=C, +4=4, y(0)=-3C,+C, +6=10 =, =0, C,=4.
Demak, xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
y=4esinx + 2e*(2cosx +sinx).

699. ;" +y=rgx tenglamaning y(0) :y(%) -0 boshlangich
shartlami qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechish. Xarakteristik tenglama #*+1=0 =k, =i. Demak, bir
jinsli tenglamaning umumiy yechimi y=C,cosx+C,sinx ko‘rinishda
bo‘ladi. f(x)=tgr bo‘lgani uchun xususiy yechimni noma’lum

koeffitsiyentlar usuli bilan izlab bo‘imaydi. Shuning uchun
o‘zgarmasni variatsiyalash usulidan foydalananiz.

y=G(x)cosx+C,(x)sinx deb olsak ¢, (x) va G,(x) funksiyalami
aniqlash uch’un (65) formulaga asosan, quyidagi sistemaga kelamiz:
(Ci(x)y, +Cy(x)», =0, = [Cl' (x)cosx +C; (x)sinx =0,
lcll () + G (x) 7, = f(x), [—Cl'(x)sinx +C}{x)cosx = lgx-
Bu sistemani yechib,
C(x)=- Isclz % de+ A=sinx— ln\tg(2 4)

ekanini topamiz.
Shunday qilib, berilgan tenglamaning umumiy yechimi

tg{\§+ ZJ\

Chegaraviy shartlardan:
Ig(9 i ]\ =0 -

244 S

=4=0, B=— In3.
l .
Acos—ﬁ- + Bsm—g —coszlnitg.\ﬁ + Z}‘l =
Demak, xususiy yechim quyidagicha bo*ladi:
J_

y=—In3- Sln,\—COS\ln‘lg( +: \\

+ 4, :Cz(x)—:—cosx+3

= Acosx + Bsinx—cosxin

Acos0 + Bsin0—cos0In
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Quyidagi tenglamalarni yeching

700. y" -2y + y=¢*". 701. y" -4y =8x".

702. y" +3)'+ 2y =sin2x+cos2x. 703, V' +y=x+2c".

704. 3" +3y=9x. 705. " +4y'+5y=5x" —32x+5.
706. y"~33' +2y=c¢", 707. " +5y +6y=e"+e".
708. 3" +3" =6x+e". 709, V' +y —2y=6x".

710. 4y"— y=x* —24x. 711. ¥"+y +2,5y=25c0s2x.

T12*. Y +2y' +y=c". 713%. y"—5)"+6y =13sin3x.
714, y" -4y’ +3y=¢*, y(0)=0, y'(0)=9.
715. ¥ =8y +16y=¢€*, y(0)=0, y'(0)=L

716. ¥+ y =cos3x, v[§]=4, _1"[§)=1-
717, 257 -y =1, »(0)=0, y'(0)=1.
718. Y +4y=sin2x+1, y(0)=4l, y'(0)=0.

0.

719. v+ 4y =cos2x, »(0) =y(§)
720. v — y=25hx, y(0)=0, y(0)=1.
721%, ¥ -4y +8y=6lc*sinx, y(0)=0, y'(0)=4.
43-§. Eyler tenglamasi
O‘zgaruvchi koeffitsiyentli chizigli
gy g a0 rayy = f(x) (74)
yoki

(@ +b) " 14
tenglama Eyler tenglamasi deb ataladi, - bu tenglama uchun

(a+b)" " tva, (ax+b)y +ay=[(x) (75)

o‘zgarmas koefTitsiyentlar.
(74) tenglama uchun x=¢'va (75) tenglamani esa ax+b=¢

almashtirish orgali o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli tenglamaga

keltiriladi.
722. x*y"— v/ + y =0 tenglamani yeching.
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dt I irish bajarib,
Yechish. r=¢ = r=Inx, Z:;=e_‘:c almashtiris! )

y=yp(x)=y[x(r)] funksiyaning murakkab funksiya sifatidagi

hosilasini topamiz:

B T
Tdc dtdx
V= %(."'e")% = ()3@_' = e"}'})e" =e(y-7)-

Bu yerda j va y ko‘rinishida ¢ bo‘yicha hosilalar belgilandi.
Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga keladi:
et (j-y)-ee'y+y=0 = 3-2y+y=0.
Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi:
=2k +1=0 = k =k, =1,
umumiy yechimi esa quyidagich bo‘ladi:
y=(G +Cyt)e' =(C +C, Inx)-x.

723. (4x-1)' " —2(4x-1)y’ +8y =0 tenglamani yeching.

3 ‘ 1 dx 1 it ~1
Yechish. 4x-1=¢' = x=—(e'+1 = e 24T
X e X 4(@ ) = at 46 = i
almashtirish bajarib, hosilasini topamiz:
L dd
== o
diax
n_ d s -l dl = e =0 ~1 = —t =21 Y
y —E(4ye );_(4)@ —4e7'p)e =167 (¥ - ¥)-

Bulami e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga
keladi:
6™ (- y)-4-2¢e” 3 +8y=0 = 25-3)+y=0.
Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi
2 -3k+1=0 = k=1, k=1
Natijada umumiy yechimi esa quyidagicha bo‘ladi:
! -
y=Ce +Cie* =C,{4x-1}+C,Jdx 1.
724. y" —x' + y=cos(Inx) tenglamani yeching.
a 1 1

Yechish. x=¢' = 7=Inx, E=;=?=e* almashtit

ish bajarib,

hosilasini topamiz:

2u=T 10



9 Qﬂ—,

e w
Y= %(}"e ')% = (._i?c’ : —e"jz)e" =e¥(§-7).
Bulami e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga keladi:
ete”™ (3-y)-ee'y+y=cost = j-2j+y=cost.
Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi
K =2k+1=0 = k =k, =1,
Umumiy yechimi esa quyidagich bo‘ladi:
y=(G +G)e.
S(x)=(1-cost +0-sint)e” bo‘lgani uchun xususiy yechimni
U(t)= Acost + Bsint
ko‘rinishda qidiramiz. Hosilalarni hisoblab,
U'(t)=—Asint + Beost, U"(t)=—Acost - Bsint
tenglamaga qo‘ysak,
~Acost — Bsint + 2 Asint ~ 2Bcos! + Acos! + Bsint =cost, =
—2Bcost +2Asint =cost.
Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlaymiz:

4=0. 5 1 4-0.
-2B=1 2

>

Demak, U(r)= —%sinl hamda umumiy yechim
y=(C +Cyt)e —%sint ko‘rinishda bo*ladi.
Yechimdagi « o‘zgaruvchini x orqali ifodalasak,
y=(C +C,Inx)x - leinlnx,
Umumiy yechim bo*ladi.
Quyidagi Eyler tenglamalarini yeching
725, x3y"~23=0. 726. Xy +2x —n(n+1)y=0.
727. ¥y +5x +4y =0. 728. X’y +x0/+y=0.
730. x'y" —6y=12Inx.
732, X" =3x) +3y=3In"x.
734. °) — 29/ + 2y =4x.

729, xp"+2y =10x.
731. XY —xy' +2y=0.
733. X*y" -3 +3y=0.
735. )" +3x°y +xp =6lnx.
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737, XY 40/ +y=x. 738%, x*) + ' +y =sin(2In%).
2 ; 1 ;
739. x°y"+3xy 2= y()=1, y'(1)=0.

740. xzy'—3xy'+4y:%x3,y(l):%,y'(4)=0‘

44-§. Differensial tenglamalar sistemasini o‘rniga qo‘yish

usulida yechish

Ushbu

%=f,(t,x,,x2,...,x"), (i:l,_n) (76)
ko‘rinishdagi sistema birinchi tartibli » ta differensial tengla"_la'
larning normal sistemasi yoki X, =x,(¢) noma’lum funksiyaﬂmg.
hosilasiga nisbatan yechilgan differensial tenglamalar sistemast
deyiladi. Bunda tenglamalar soni noma’lum funksiyalar soniga teng,
deb faraz qilinadi.

Agar (76) sistemaning o‘ng tomonidagi f, (izfn) funksiyalar
X,%,.....x, larga nisbatan chiziqli bo‘lsa, u vaqtda (76) sistema
chiziqli differensial tenglamalar sistemasi deyiladi.

(76) sistemaning  (a;0) intervaldagi yechimi deb, (ab)
intervalda uzluksiz differensiallanuvchi va sistemaning barcha
tenglamalarini ganoatlantiradigan n ta % (£),x, (€)%, (¢) funksiyalar
to‘plamiga aytiladi. !

Differensial tenglamalaming normal sistemasi uchun Koshi
masalasi shunday yechimni topishdan iboratki, u ¢=1,da berilgan
quyidagi qiymatlarni gabul qilsin:

xll,ﬂu = %05 -‘}|,_,n = Xagaens X,,|,:,0 =X,-

a7

Bu giymatlar (76) normal sistemaning boshlang‘ich shaﬂlaﬂ
deyiladi. Ularning soni noma’lum funksiyalar soni bilan bir xil. X
(76) sistemaning umumiy yechimi deb, n ta ixtiyoriy C,,C:v--l; i"
o‘zgarmaslarga bog‘liq bo‘lgan ushbu x =g (1,C,.C....C.) fu:ﬂ(sin

i ‘zgarmaslarning M ;
yalar sistemasiga aytiladi. Ixtiyoriy o‘zgan g Susty

bo‘igan barcha giymatlarida hosil bo‘ladigan yechimlar Xt
yechimiar deyiladi.
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n-tartibli bitta differensial tenglamani tenglamalarning normal
sistemasiga keltirish mumkin. Umuman aytganda, buning aksi ham
o‘rinli, ya’ni birinchi tartibli #» ta differensial tenglamaning normal
sistemasi n-tartibli bitta differensial tenglamaga ekvivalentdir. Bu
usulni o‘rniga qo‘yish usuli ham deb aytiladi.

O‘rniga qo‘yish usulini ikkita birinchi tartibli differensial
tenglamalar sistemasini ikkinchi tartibli tenglamaga keltirib, ishonch
hosil gilamiz.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasi berilgan bo‘Isin.

dx ?
!Z =av+by+ [(¢), (78)

dy
— =¢x+d) ).
ldt cx+dy+g(t)

Bu yerda a, 5, ¢, a lar o‘zgarmas koeffitsiyentlar, 7(z), g(t) lar

berilgan funksiyalar, x(z), y(z) lar esa noma’lum funksiyalar.
(78) sistemaning birinchi tenglamasidan y ni topamiz:

1 dx - 9
_..:5[;_m = (;}J. (79)
(79) ni 1 bo‘yich differensiallaymiz:
Qzl[ﬂ_aﬁ_@_ (80)
di b\ di* dt dt)

(79) va (80) ni (78) ga qo‘yamiz. Natijada ushbu x(r) ga
nisbatan ikkinchi tartibli differensial tenglamani hosil gilamiz:
AQ+B£+CX+P(I)=O,
de” dr

bu yerda .1, 8, C lar o‘zgarmas sonlar. ' .
741. Quyidagi tenglamalar sistemasini o‘rniga qo‘yish usuli

(81)

bilan yeching.
,(é =yp+i,
jat
Q:x+l.
|t

; i i & | nit
Yechish. Birinchi tenglamadan y ni topamiz. y=—-—1 Il

- : . L o e 0 .
bo‘yicha differensiallaymiz: ‘{{L::d’—r natijani ikkinchi tenglamaga
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qo'yib, quyidagi ikkinchi tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli
tenglamaga kelamiz:

dx_r 1-0.

dr

Bu tenglamaning yechimi:
x=Ce +Ce” -1.
Topilgan yechimni ¢ bo‘yicha differensiallab, y ga qo‘ysak,
navbatdagi yechim chigadi:
y=Cé -Ce’' —1.
Demak, sistemaning umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:
x=Ce' +Ce’ -1,
{y=C|e' — Gl

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasini o‘rniga
qo‘yish ushuli bilan yeching
[£=—9y, ﬁ =x+5y x(0)=—‘27
742. Z’ 743, B
ly _ dy -
2- s st
(dx x O =
744 lE:'H ’ 745 ‘Fz 1y, x(0)=x(0)=L
o dy B )
lz= — d—};-z—x—:’,y’ y(O):O,
£=3—2y, !£+3x+y=0,
746. | % 747. )
[12=2X—21 lﬁ— +y=0
dt dr
2 ] e g 3
d-}' ‘_i:‘_+x=o, d_*‘;-_x_l—_;, 3% — =tk
748+ dr  dt 749%, dt 2 &=
’§+%= l%—’?y~21—l
; dr’
é:x—z@y, ‘4£—-ﬂ+3x75ml,
750+, { < 751%, { 4
dy ° | dx
_‘7’—=x+v ;l-+y=C05[



45-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli differensial
tenglamalar sistemasini Eyler usulida yechish

Quyidagi bir jinsli chiziqli
%:m+by+cz,
| dy

—=gx+hy+ez,

dt

(82)

dz
7 =a,x+by+c,z,

sistemani qaraymiz va undagi koeffitsiyentlarni o‘zgarmas deb
hisoblaymiz. (82) sistemaning yechimini ko‘rsatkichli funksiyalar
ko‘rinishida izlaymiz:
x=Ae", y=pe”, z=ve", (83)
bu yerda r, A, 4, v o‘zgarmas bo‘lib, ulami (83) ifodalar (82)
tenglamani qanoatlantiradigan qilib aniglash lozim. (82) ga (83) ni
qo‘yib, ¢ ga qisqartirib va 4. 4, v oldidagi koefTitsiyentlarni tanlab,
quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
(a-r)A+bu+cv=0,
aA+(b—r)u+cv=0,
a,A+byp+(c,—r)v=0.
(84) sistema 2, x, v larga nisbatan chizigli bir jinsli tenglamalar

sistemasidir.
Bizga ma’lumki bir jinsli sistema noldan farqli yechimga ega

bo‘lishi uchun sistemaning determinanti nolga teng bo*lishi zarur va
yetarli. Shunday qilib,

(84)

(85)

b-r ¢
a, b, c.-r

tenglik bajarilishi kerak. (85) tenglama !
darajali tenglama bo‘lib, uni (82) sistemaning xarakteristik
tenglamasi deyiladi. Quyidagi hollar bo*lishi mumkin:

r ga nisbatan uchinchi
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a) Xarakteristik tenglamaning r, r, , ildizlari hagiqiy va
har xil bolsin. Bu ildizlarning har biri uchun mos (84) tenglamalar
sistemasini yozamiz va A. g i Ao 2 o A, p. v, koeffitsiyent-
lami aniglaymiz. Agar (85) tenglamaning », r, », ildizlariga mos
(84) sistemaning xususly yechimlarinix, y, z; x,, ¥, 223 X35 Y35 2
orqali belgilasak, (82) differensial tenglamalar sistemasining
umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:

x(1)=Cx, + Cpx, + Cpx,,
y(£)=Cy +C,y, +Cyz,, (86)
2(t)=Cz, +C,z, +Cyz,.

752. Quyidagi tenglamalar sistemasini umumiy yechimini toping

—=3x-y+z,

dr Yile®

dy

I
di ¥ s
£=.\‘—y+32.

dt

Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
3-r -1 i
-1 5-r —1{=0 =, —11r"+36r-36=0 = r, =2, 15=3, ;=6
1 —1 33—
Demak, berilgan sistemaning xususiy yechimlarini
x =Ae", y=me”, z,=ve*,
X, =Ae’, y,=me’, z, =v,e”,
x, =A%, v= e, 2z, —v.e™
ko‘rinishda izlaymiz. 1
=2 da 4, g, v larni aniglash uchun (84) sistema quyidag‘Cha
yoziladi:

]

1(3_2)'11_/’1'“4:0’ A=ty =0,
1=A+(5-2)p =1, =0, = -4 +3y-v, =0, = A =1 4 =0, v =1
l,l,—,ul+(3—2)v,=0, A -+ =0,

r=3 uchun (84) sistema quyidagicha yoziladi:
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—H, +v, =0,
"= r2i,—v, =0, =>4, =1, g, =1, v, =1

%=1 =0,

r=6 uchun (84) sistema quyidagicha yoziladi:
‘—3/11—/L,+V3 =0,
A -v, =0, = A=l =-2, v;=1
A =14 —3v, =0,

Shunday qilib, berilgan sistemaning xususiy yechimlari:
x,=e", y,=0, z,=—€",
x, =€, y,=e", z,=¢",
x,=e%, y,=-2&%, z,=€".
Bu xususiy yechimlar berilgan sistemaning fundamental
yechimlar sistemasidir. Demak, sistemaning umumiy yechimi (86)
formulaga asosan quyidagicha bo‘ladi:
x(1)=Ce¥ +C,e’ +Cie”,
y(£)=Ce® -2Ce*,
2(1)=-Ce + C,e’ +Cye®.
b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar
bo‘lgan holni qaraymiz.
753. Quyidagi tenglamalar sistemasining umumiy yechimini
toping.

dx

= =x-5y,

a7

dy

oy

@~

Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
I-r -5 | 9 .
=0 = r"+9=0 = 1, =131
P —r| )

(84) formulaga asosan quyidagi sistemaga kelamiz:
J(l—r)l—S/z:O,
[2A-(1+r)u=0.
r=3i uchun
(1-3/)}4 +54, =0,
{2,11 —(1+3i) 4, =0,
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U holda, x, =5¢", y, =(1-3)¢", xususiy yechimlarni topamiz.
r=-3i uchun
(1+3i) 4 ~51,=0,
{211 ~(1-3i)g =0,
U holda, x,=5¢™, y, =(1+3i)e™ xususiy yechimlarni topamiz.
Yangi fundamental yechimlar sistemasiga o‘tamiz:

— Nt - x—
=24 o5 X

= A4 =5 m=1+30L

y Xy =R

2 2
;'_yl"'y; ‘T_}"[ -0
A= -,;——2 .

Eyler formulasi ¢*** = cosar +sinar dan foydalanib, quyidagilarni
topamiz:
X, =5cos3t, ; =5sin31, y, =cos3f +3sin3z, ¥, =sin3¢ —3cos3t.
U holda umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
x(£)=5C, cos3t +5C,sin3t,
y(t)=C (cos3t +3sin3t) + C,(sin3¢ —3cos3t).
d) Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali bo‘lgan
holni qaraymiz.
754. Quyidagi tenglamalar sistemasining umumiy yechimini
toping.
’% =2x+y,

[% =-x+4y.

Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
2=r
| -1
U holda sistemaning yechimini

[x=(4 +pt)e",

ly= (A + mt)e”
ko‘rinishda izlash kerak. Yechimni sistemaning birinchi teng-
lamasiga qo‘yib,

3(A + st} + 14 =24 + pr) + (A4, + pit),

1] .
|=0 =7 —-6r+9=0 = n=r=3.
4-r] 2
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tenglikka ega bo‘lamiz. Tenglikning chap va o'ng tomondagi bir xil
darajadagi : ning koeffitsiyentlarini tenglab, quyidagi sistemani
hosil gilamiz:
[34+m = 2h+hs [4 = + 4,
Bu =20+ 1, e =t
4 va g sonlarni ixtiyoriy parametr deb qarab, 2 =C va g4 =G deb
belgilasak, yechim quyidagi ko*rinishda bo‘ladi:
[x=(C +Cyt)e”,
ly=(c +C +Cp)e".

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasini o‘rniga
qo‘yish ust_lli bilan yeching

Ja‘_r de
e -X =X 4V
755. | dt 756. 4 9!
laf\’ dy
—=—=Xx+ y. = =x -3y
dt dt
ax d
’——x+y x(0)=0 X _ax-3y
757. | Z’ 758. 4 ::t
Y A .
=4y (0) = Y o_3x+4
‘.-.{: 4y-2x, y(0)=0 = x+4v.
ﬁ251\’—_)’, I{E;tw‘-ﬁjr. ,t(O]:—l
759. | dt 760. 1 4
D i3y Idlz--.r-3‘-. »(0)=1.
d! dt .
& Y 17x48, x(0)=2,
761%. dr dt
|:‘I£ =53x+ 2y, )1(0) =—
.t
(Ezb\"lz'l'—l', Et
d; 2 dr
762%. {2 —x 3y -z, 763%. { ¥ —x,
ﬂ'." dt
dz dz el |
.—(Z=—4x+12y+3z. = .
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46-§. Differensial tenglamalar sistemasini birinchi integral
usulida yechish

Ushbu

dX —

Ze= o), (i=1n) (87)
differensial tenglamalar sistemasini integrallashning bu usuli
quyidagidan iborat: arifmetik amallar (qo‘shish, ayrish, ko‘paytirish

va bo‘lish) yordamida (87) tenglamalar sistemasini integrallash
uchun qulay

du
r(:,u.?]ﬂ: (88)
tenglamaga keltirilib yechim topiladi, bu yerda U =U(t,x,x,,.-..x,)

764. Quyidagi tenglamalar sistemasining umumiy yechimini
toping

O+
‘d )
dy

—=d4xyt.

. dt =

Yechish. Sistemaning tenglamalarini hadma-had qo*shib,
quyidagi natijaga kelamiz:
d'(.\'+y)_ (x+v)
= il s [0
Sistemaning tenglamalarini hadma-had
natijaga kelamiz:

jzu: = b s
x+y

1-

ayirib, quyidagi

lCant’) ST ale=y) - L pee
7 —..(x y)t = J.("_y) j”tdt = = y+! C,.
Shunday qilib sistemaning ikkita birinchi integralini topdik.
gt e et —c, (89)
x+y x—¥

(89) ni x va y noma’lum funksiyalarga nisbatan yechib, (87)
sistemaning umumiy yechimini topamiz:
GGl GG
2(c -r)c.-2) 2(c,-2)(C, -r)
765. Quyidagi tenglamalar sistemasining umumiy yechimini
toping

x(r)=
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dx _x—y
dt —t

do_r
dt z-t’
d—sz.\'—)-‘-*-l.
dt

Yechish. Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi teng-
lamasini hadma-had ayirib, quyidagi natijaga kelamiz:
¥=0 = x—y=C,. (90)
(90) ni ikkinchi va uchinchi tenglamalarga qo‘yib, quyidagi
sistemaga kelamiz:

& _ G
dt z—t’
Id—:=C,+l.
dt

Sistemaning uchinchi teglamasini integrallab, z=(C +1)t+C,
ni topamiz va buni birinchi tenglamaga qo‘yib, uni integrallab,
y=In(C¢+C,)+C, ni topamiz. Shunday qilib berilgan sistemaning
umumiy yechimi quyidagiga teng;:

x(2)=In|Ct +C,|+ C, + C;,
we)=|Cr+C |+ C,,
z(t)=(C, + 1)t + C,.

766. Quyidagi tenglamalar sistemasining xususiy yechiminin

toping

dx
IE=3x+5)/, x(0)=2,

C{v = — —8y =
\Z— 2x—8y, y(O) 5, I
Yechish. Sistemaning birinchi tenglamasini 2 ga ko‘payu_nb,
ikkinchi tenglamaga hadma-had qo‘shib, quyidagi natijaga kelamiz:

d(2x+y) d(2x +y) K
—~——=7=2(2 ) = |2 L= |2dr = In]2x+y|=2t+InC
dt B (2x+y) ] nf2x A :

[2x £y b .
:ln|7f'l =2 = 2x+y=Ce" = y=Ce" -2x.
C
| i
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Topilgan yechimni sistemaning birinchi tenglamasiga qo ‘yib,

x ga nisbatan chizigli tenglamaga kelamiz. Chizigli tenglamaning
yechimini topamiz.

Lol 7 5Ce" = x(t)=Ce™ + 2Cle”.
dt 9

Shunday qilib,

sistemaning umumiy yechimi quyidagicha
bo‘ladi:

‘,\'(.‘] =C,e"4 %C‘lez"
.
‘y(:) = _qu" —2Ce™

Boshlang®ich shartlarni e’tiborga olsak:

C,+EC,=2,
2+ g%

|—1c|—2c2=5,
9

= (=9, C,=-3.

Demak, sistemaning xususiy yechimi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

4Ix(r) =5e" 3¢,
|p(0)=—€" +6e7™.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
sistemaning birinchi integralini topish usuli bilan toping

P dx =
7(_'\ ¥ dr x-y°
767. . 768.
[ﬂ P dv __x
a7 U x-y
‘ X 5 dx
— =SInXCcosy, _-—COS YCOS V+Slﬂ \COS y.
769. Z‘ 770%, - :;
Y _ Tom YR i =y(0)=
l\dt COS XSin y. pr 3sm2xsm2y, x(0)=y(9)
JE -
771, 14t < z=0"+2xp, z=x-p° funksiyalar sistemaning
4o
. dt x

birinchi integrali bo*la oladimi?
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dx N
— =y’ —cosx,

772. ;1 z=2fcosx—Iny, z=3ycosx~y' funksiyalar
7’:} =-ysinx,

sistemaning birinchi integrali bo‘la oladimi?

47-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasini integrallash usuli

1. O‘zgarmasni variatsiyalash usuli. Ushbu sistema berilgan
bo‘lIsin:
J X+ax+by+cz=fi(t),
Y +ax+by+ez=f(1t), 1)
Ztax+by+ez=fi(1).
Bunda f(s) (i=1,2,3), ¢~ o‘zgaruvchining ma’lum uzluksiz
funksiyasi.
Faraz qgilaylik:
lx=C,x, +Cx, +Coxy,
1Y =Cn + Gy + Gy,
I z=Cz +Cz, +Cyzy,
funksiyalar (91) sistemaga mos bir jinsli sistemaning umumiy
yechimi bo‘Isin. U holda (91) sistemaning yechimini
x=C(1)x +C,(t)x, + C,(t)x;,
= Cl(t)-vl +Cz(’))’2 +C3(’))’1'
| 2=C\(t)z + G, ()2, + G(¢) =,
ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda (1), G, (1), G(r)- noma’lum
funksiyalar.
(93) ifodani (91) sistemaga qo‘ysak, sistemaning birinchi
tenglamasi quyidagi ko‘rinishga keladi: _
C'x, +Cx, +Cx;, +C, (x,' +ax +by, +c,:,} + (08)

92)

(93)

+C2(x; +ax, +by, +cl:l)+C,(x,' +ax, +by, +c|:,) = £(1).
Bunda (93) ga asosan barcha qavslar nolga teng, demak,

Ctlxx +C,'x1 +C/x, = ). (94)
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p

Xuddi shuningdek, (91) sistemaning ikkinchi va uchinchi
tenglamalaridan (94) kabi natija kelib chigadi, ular birgalikda

J Clx +Clx, +Clxy= £i(1),
Cy+Cyn+Clyy = £(1), (95)
‘ C'z+Cz,+ Gz, = f(1),
tenglamalar sistemasini hosil giladi.
G, G/, ¢ larga nisbatan chizigli bo‘lgan (95) sistema

yechimga ega, chunki determinanti Vronskiy determinant bo‘lib, u
noldan farqli, ya’ni

XX X
A=ly; ¥, »|#0.
2 & oz

(95) sistemadan ¢, ¢, ¢/ lami topib, so‘ng integrallab ¢, ¢, ¢,

lamni topamiz, shu bilan birga (91) sistemaning (92) ko‘rinishdagi
yechimi topiladi.

773. Quyidagi tenglamalar sistemasini xususiy yechimini to

ping.
dx
—7+2x+4y=l+4t.
ai
| ! (%)
ey 13
=l

Yechish. (96) sistemani yechish uchun, avvalo, bir jinsli
dx
— +2x+4y=0
| & 2crapo,
dy
—+x-y=0.
\dt Y
sistemaning umumiy yechimini topamiz. Bu sistemani ofrniga

go‘yish usuli bilan yechamiz. Ikkinchi tenglamadan x=y—j—y ni
!
topib, differensiallab, birinchi tenglamaga qo‘ysak, quyidagi teng-
lama kelib chigadi:

d’y dv
—=+-=-06y=0.
dr*  dt X

Bu tenglamaning umumiy yechimi

2 v . 2 - 7
y=Ce" +Ce™ = x :y—{di[ = Ce" +4C.e ™.
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Demak, bir jinsli sistemaning umumiy yechimi
[x=-C&* +4C,e™,
ko‘rinishda bo‘ladi. Bir jinsli bo‘lmagan (96) sistemani yechimini,
quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:
fo=—C, (1)e" +ac,(r)e™, (97)
[y =C (1) +C,(t)e™.
(97) yechimni (96) sistemaga qo‘yib, elementar almashtirish-
lardan so‘ng quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasiga kelamiz:
’——C,'(!)e” +4C, (t)e™ =1+ 4,

|6/ @e v ¢/ (e =20

Bundan

Lo {6 —ar-1)e® 37 +8+2)e”
Cx(’)z 3 : ﬂCz(’)=( 10

ekani kelib chigadi. Bu ifodalarni integrallaymiz.
| 2\ .2 1 2\ %
Cl('):-g(’+3f Je* +C, Cz(t)=ﬁ(21+{ Je* +C,,

bu yerda ¢, ¢, ixtiyoriy o‘zgarmaslar. Topilgan natijani (97) ga
qo‘yib, (96) sistemani yechimini hosil qilamiz:

x(t)=-Ce* +4C,e™ +1+1°,

v(1)=Ce" +Ce™ —%r’.

2. Aniqmas koeffitsiyentlar usuli. Agar o‘zgarmas koeffit-
siyentli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar
sistemasining o‘ng tomonidagi f£(r) funksiya £ (¢) — ko‘phad, " —
ko‘rsatkichli funksiya, sing, cosgt — trigonometrik funksiyalardan
iborat bo‘lsa, sistemaning xususiy yechimini aniqmas koeffitsi-
yentlar usuli bilan topish magsadga muvofiqdir.

774. Quyidagi tenglamalar sistemasining umumiy yechimini
toping.

é}‘- =x+2y,
dt

@ =x —5sins.
L dt
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Yechish. Sistemani yechish uchun, avvalo, bir jinsli

dx
—=x+2y,
ar
dy _
Lh—x,

sistemaning birinchi tenglamasini har ikki tomonini : bo‘yicha dif-
ferensiallab, % ni x bilan almashtirib, quyidagi tenglamani hosil

gilamiz:

Bu tenglamaning yechimi x=Ce™ + Cye® .
Sistemaning ikkinchi tenglamasini e’tiborga olsak, tenglama-
ning ko‘rinishi
‘th -% - 2x=10sin¢
dan iborat bo‘ladi. Bu bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning xususiy
yechimini

S(t)=10sinz =€"10sin¢, a=0, A=1,
x" = Acost + Bsint
ko‘rinishda axtaramiz.
Hosilalarni topib, bir jinsli bo‘lmagan tenglamaga qo‘ysak,
quyidagi tenglik hosil bo‘ladi.
(34+ B)cost +( A+ B)sinz =10sin.
Koeffitsiyentlarni tenglab, sistemani yechamiz.
(34+B=0,
14+ B=10,
Demak, xususiy yechim

= A=-5,B=15.

x" =—5cost +10sint.
Umumiy yechim esa
x=x+x =Ce”’ +C,e” —Scost +10sint.
Umumiy yechimni va uning = hosilasini sistemaning birinchi
di

tenglamasiga qo‘yib,
1
2

S 15 5 .
C,e” +—cost —;sml

y=—Ce '+
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ni topamiz. Demak, berilgan sistemaning umumiy yechimi quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

l x=Ce™ +Ce™ —5cost +10sint,

ly =—Ce™ +—;—Cze” —%cost - gsim_
3. Birinchi integralni topish usuli (Dalamber usuli).
Bizga
dx
Iz=a,x+b,y+fl(1), 98)

|%=a2x+bly+fl(t),

sistema berilgan bo‘lsin. Sistemaning ikkinchi tenglamasini 4 songa
ko*paytirib, birinchi tenglamaga hadma-had qo‘shamiz:

L) (a1 a e+ )y )25 (99)
(99) ni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
@:(q+M2)[x+%z_ij+f,(:)ufz(f). (100)
4 ni shunday tanlaymizki, u
bxdb _ (101)
a, + Aa,

bo‘lsin. U holda (100) tenglama (x+4iy) ga nisbatan chizigli
tenglama ko‘rinishga keladi:
A2V _ (a4 20)(x + A+ £{1) + AS(0):

at
Bu tenglamani integrallab, quyidagini topamiz:

x+,1_v=e‘“""*'-"‘{c+[[,q(r)+/1f2(z)]e*"l”‘""dt}. (102)
Agar (101) tenglama ikkita har xil 4 =1, ildizga ega bolsa. u
holda (102) dan (98) sistemaning ikkita birinchi integrali topiladi.

Demak, yechim to‘la topiigan bo*ladi. I
775. Quyidagi tenglamalar sistemasini Dalamber usuli bilan
yeching.

1E=5x+4y+e',
di

‘£:4x+5y+1.

| dt
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Yechish. Bu sistemada
a,=5 b=4a,=4b=5f()=¢, (=1
A ni topamiz:
4+354

I 1 = 4+52=2(5+4A) = 427 =4, 1 =-1, A, =
S+44 ( ) A » A=l

U holda 4 =1 uchun:
x+y=e'[C‘ +I(e’ﬂ' +e‘9')rﬂ]:C,e“' - 18(." L
4 =-luchun:
x—_v=e'[Cz+j(l—e")dt]=C1e‘ +re' +1.

Shunday qilib, berilgan sistemaning bog‘ligmas ikkita birinchi
integrali, quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

1 1
x+y+§b" +§)g’9’=q, (x—y—te'—l)e"=C:.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
o‘zgarmasni variatsiyalash usuli bilan toping

- -y=—¢" —x+ cost,
776. ‘ 777. du
dy 3x—2 662 y
7*’ x~2y=6e" ;——y—2x+cost+sint.
— — y=Co0s¢, l—+y—cost
778. l 779.
lﬂﬂ—x s
- . E+x—sml.
—¥=2x+y—22—t+2,
& ox—y, dt
780. j' 781 Y,
l—2y—>.-Se’sml. d
dt dz

—=Xx+y-—z-—t+].
dt -

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
anigmas koeffitsiyentlar usuli bilan toping

]i\r =3-2y,

o)
““’ E

= =2x-2t
dt

=—y+sint,

782.

=X + COSs!.

ke
dt
@
dt
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£=4x Sy+adr—1, x(0)=0, {é+ﬂ+_y=e’,
784. . Z’ 785. d:i a’:{
ay x 4a
=x—2y+], 0}=0. 2—+—=+2y=sint
@ T »(0) aa
é=x +y+1, ,r((}):—E ’—:xcosl.
786. . 2 787. )%
{I'y E

o ey (o
Z—x—-Zy-fA. »(0)= I a—[-—(e +e )y.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
anigmas koeffitsiyentlar usuli bilan toping

£—5x+4y,

I-d—=6x+y,
788. 789. k!
‘—“=‘+2J’ l—’v=4x+3y.
dt
Z—':Zx—4y+l, [d =2x+4v+cost,
790. | 4 791%, (%
dz_ -X + 5. d;;—x 2y +sint.
l£—3x+y+e i=v+5y, x(0)=
792. | 4 793. 5 ;’f
& t3yre. Yo 3y-x, y(0)=1

dt dt
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VI BOB. KOMPLEKS O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
48-§. Kompleks sonning algebraik shakli va ular ustida amalar

Fan va amaliyotning rivojlanishi haqigiy sonlar to‘plamining
yetarli emasligini ko‘rsatdi. Masalan, tashqi ko‘rinishi juda sodda
@ +1=0, ¥ -4x+5=0 tenglamalar haqiqiy sonlar to‘plamida
yechimga ega emas. Demak, istalgan algebraik tenglamani yechish
uchun haqiqiy sonlar to‘plami yetarli bo‘lmay qoladi.

Bundan tashqari, elektronikada va fizikaning turli bo‘limlarida
murakkab tabiatli kattaliklar qaraladiki, ularni hagiqiy sonlar
tushunchasi qamray oimaydi. Shu sababli, sonlar tushunchasini
kengaytirish ehtiyoji yuzaga keldi.

Ta’rif. x va y haqiqiy sonlar, ;esa (#=-1) bo‘lgan mavhum
birlik,

zZ=Xx+liy (l)
ifodaga kompleks son (algebraik shakli) deyiladi, kompleks son
uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

1) x+i0=x, O+ly=ip va l-i=i, ~l-i=—i;

2) fagat v =x,, 5 =y, bo‘lgandagina, z = +iy, z,=x, +iy, =7=2
bo‘ladi.

z=x+iy kompleks sonda x-0, y20 bo‘lsa, u mavhum son
deyiladi. / son mavhum birlik deyiladi. Sonning haqiqiy va mavhum
qismlari x=Rez, y=Imz ko‘rinishda belgilanadi. y=0 bo'lsa, z=x
hagiqiy son, agar x=0 bo‘lsa, z=iy sof mavhum son bo‘ladi.
Mavhum qismlarining ishorasi bilangina farq qgiluvchi ==x+iy vVa
z=x—iy kompleks sonlar qo*shma kompleks sonlar deyiladi.

Agar z=x+iy va z,=x,+iy, ikkita kompleks son berilgan
bo‘lsa, ular ustida arifmetik amallar quyidagicha bajariladi:

1. S+ :(xl +‘)’|)+(x: +i)’:)=("’1 +x:)+i(3’| +)'2)’ 2)

2. 5 -5 =(x +in)—(x+in)=(x —x,)+i(y, =) (i)

3.5z =(x i) (5 + i) =(xx, =y )+ilxyn + x5 ) “
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g aon () in) (s ) o o)
LNty (X)) X, by

. Kompleks sonlarni darajaga kotarish ikkihadni darajaga ko' ts

rish kabi bajariladi. ; mavhum birlik uchun quyidagi tengliklar o rinli

(5

3

F==l, =i =1 vahk.
Umuman,
M=l Mg e, (M =y, )
794. z, =2+ va z,=3-2; sonlarning yig‘indisi va ayirmasini
toping.

Y.echish. (2) va (3) formulalardan foydalanib quyidagilarni
topamiz:

Z+zy=(2+0)+(3-2i)=(2+3)+(1-2)i =51,

5 -z =(2+1)=(3-21)=(2-3)+(1+2)i=~1+3i.

795. z,=2-3i, z,=1+2; kompleks sonlar berilgan, quyidagi
amallami bajaring: 1) z,.2, =2, 2) z,.7, =2, )T =7, 4) 7=
z, z
Yechish. (4) va (5) formulalarga asosan ko‘paytirish va bo*lish
amallarini bajaramiz.

D 2,2, =(2-3i)-(1+2i) = (2-(-3)-2) + (4 + (=3)-1)i =(2+ 6) +(4-3)i =8~ L

2) 2,7, =(2-3i)-(2+31) = (2)’ - (3i)’ =4 - (-9) =4 +9=13,

3) 7 _2-3 (2-30)(1-20) 2-3i-4i+6 _4-71_ 4 7.
z, L+2i (1+21)(1-20) 12_(2,-)2 5 5 5°
4 _-i=1+2i=(l+21')(2+3i)_2+3i+41+6i1_—4+7r___4_+_7_’.

5, 2-3i (2-3)(2+3) 22— 13 13 137

Quyidagilarni hisoblang
796. Agar z, =1-1, z, =3 +4i bo‘lsa:

1) z,+z:=‘?, 2z, —z, =7,

3Nz, —z,=7 4)z.—3 =7,
797. Agar z =1-i. z,=3+4; bo'lsa:
Nz-2,=2 2z-7=2% HA=2 a)Z2=2
Z, Z
798. Quyidagi amallarni bajaring: )
1(2+31)-(3-21). 2) (a+bi)-(a-bi), 3)(3-2i).
A3 u a 29
4(t+i). 5 T 6) T




799. Hisoblang:

2-3i a2 1 1430
1) 1+2!_+(l—1) (1+i), 2 =

3 (2+3i) -(2-3),  H(-1+2) -(1+2)".

((=21)+1,

49-§. Kompleks sonning trigonometrik shakli va ular ustida
amallar

Har bir z=x+iy kompleks son geometrik jihatdan Oxy
koordinatalar tekisligining N(xy) nuqta yoki ON vektori bilan
tasvirlanadi. Kompleks son tasvirlanadigan Oxy tekislik kompleks
tekislik deyiladi.

z kompleks soniga mos keluvchi ¥ nugtaning holatini » va ¢
qutb koordinatalari bilan ham aniglash mumkin. Bunda koordina-
talar boshidan ~ nuqtagacha bo‘igan masofaga, z=IO_Nl soni komp-

leks sonning moduli deyiladi va || bilan belgilanadi. ON vektorning
Ox o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan ¢ burchak

kompleks sonning argumenti deyiladi va ¢ =arctg2 kabi belgilanadi.
X

z=x+iy kompleks son uchun quyidagi formula o‘rinlidir:

x=rcose, y=rsing, }':W, tg(p=£, @)
e
bunda @ =argz ning qiymati 0<argz <27 shartni ganoatlantiradi.
Kompleks sonning z=x+iy ko‘rinishdagi ifodasi kompleks
sonning algebraik shakli deyiladi.
Kompleks sonning quyidagi ifodasi uning trigonometrik shakli
deyiladi:
z=x+iy=rcosg+irsing =r(cosp+ising),
z=r(cosg +ising). ®)
Trigonometrik ko‘rinishda berilgan kompleks sonlar ustida
amallar quyidagicha bajariladi:
=, = (cosg +ising), z, =r,(cose, +ising,)
z-2,=h ~rz[cos(tpl +@,) +isin{g, +(/;2)], ©

(10)

o =i[cos((/)l —@,) +isin(g, —(pl):l,
Z51 1
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& = (cosn(/)+zsmn¢) (1)
2 =rc0s 22 5in 2201 (12)

n
bunda £=0,1,2,..,(n-1).
(11) va (12) formulalar Muavr formulalari deyiladi.
Kompleks sonning ko-rsatkichli shakli z =re® korinishda bo"lib,
e’ =cos@ +ising. (13)
(13) formulaga Eyler formulasi deyiladi.

800. z=-\3+i; kompleks sonning moduli va argumentini
toping, trigonometrik shaklga keltiring va Eyler formulasi orqali
ifodalang.

Yechish. x=—3, =i bo‘lganligi uchun

S5r

T 1 T
=Jx’+y? =2, zg¢=—?/,= tenglamadan: e

Shunday qilib, »=2, w_s—.

Demak, trigonometrik shakl quyidagi ko* rinishda bo‘ladi:

523 _,

= 3+i=2(cos——+zsm—
6 i

801. z,=2(005_£+isin£\, z,=3'|(cos—+isin-—\ bo‘lsa, 1=z -=.
(3 g e e
2)i larni toping.

Yechish. 1) (9) formulaga asosan:

f x) L & )
z-z,=2 cos—+lsm— 3 cosZ +isinZ | = 6[ cosZ +isin = | =61
L 3) 6 6 2 5

2)(10) formulaga asosan:

(
2 &
5 kCOS +lSln } 2( 5 J_:‘ i
Z3 = —':kCOS— : - }5"1 T
[+ 3[cos Hsm 7] 3 9 =
6
802. - =1~/ sonni sakklzmchl darajaga ko‘taring.

Yechish. Berilgan sonni trigonometrik shaklda quyidagicha
tasvirlaymiz:

o o T
z=l—-i= ﬁ(cus-}+lsm%)-

Muavr formulasiga ko'ra ushbuni hosil gilamiz:
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= =(1-i)" =|:J_[cos-?—+rs|n ?:H =
=(J5)l[(coss~77”+isin8~zf)]=lﬁ(cosl47t+isinl47r)=16.

803. ¥~16 sonning barcha giymatlarini toping.
Yechish. Berilgan sonni trigonometrik shakida quyidagicha
tasvirlaymiz:
—16=16-(—1)=16(cos 7 +isin ).
(12) Muavr formulasiga asosan:

-16 =23~1 =24fcos 7 +isinz = 2(cos +jlm+isin#), k=0,1,2,3.
k=0 :>2(cos:1-+zsinz) [£+ J—] JZ +42i,

k=l:>2(cos¥+isi ”22”] 2(c0537+15m—] 2 +/2i,

7 . 4
k=2 =2 cos'ﬂ'+4'1r+i5|n”+4 7 ’=2(cos%+:sm——)=—«/”—\/_l

k=3 :>2(cos”+6”+isin7r+6 ) 2( 057—+Ism ] J7 2k
\ 4 4 4

Quyidagilarni hisoblang
804. Berilgan kompleks sonlarni trigonometrik shaklga
keltiring va Eyler formulasidan ifodalang:

) z=-2+23i, 2) z=~f3~1i, 3)z=—§+§i, 4)z=2+1,
SY1—i, 6)=3-2i, 7) z=1-+3i, 8) z=—J2 —J2i.

805. Berilgan kompleks sonlar ustida ko‘paytirish va bo‘lish
amalini bajaring, natijani algebraik shaklda ifodalang:

q
1) :,=4kcos%+isin%)l, = "’[u:,sl—-«: + isin EW
i 2x
2) z =6(coss—”+isin5—”\, % =cos[ 2_']+isin( = ]i
\ 6 6 ) 3 3 )
3) =, =8(cos135' +isinl35’), =, =2(cosdS' +isin45 );

4) =, =8(cos90" +zsin90‘), z, =cos30 +isin30. .
806. Berilgan kompleks sonlarni darajaga ko‘taring, natijant
algebraik shaklida ifodalang:
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JE I n c I
1) JT[CUB.‘{\ FEsin :“) g .J[I .‘J iz

5 7
4) = -(»(cos‘ 2y isin
o o)

807. Berilgan kompleks sonlarning barchi ildizlaring o

DN2-23i, 2) Y=1, Y88, 4l

50-§. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar va ularning
aniqlanish sohasi, limiti va uzluksizligi

Ta’rif: Agar berilgan =<z giymatga biror qonun yor:

asosida bitta yoki bir nechta we W giymat mos qo‘yilgan bolez.

o‘zgaruvchi z o‘zgaruvchining funksiyasi deyiladi va == 7 -

LAz

ko‘rinishida belgilanadi.

Agar w= f(z) funksiyada har bir z ga faqat bitta »» mos xzls=z.
bunday funksiya bir qiymatli, har bir z ga bir nechta w mos keisz.
ko‘p qiymatli funksiya deyiladi.

w=u(x,y)+v(x,»)i funksiyada u(x,y) funksiyaning hagich
qismi, v(x,y) esa mavhum gismi bo‘ladi.

808. w=:z'+z funksiyaning haqiqiy va mavhum gismlarini
toping. 1) z=1+i, 2) z=2-i, 3)z=i, 4)z=—1 larni hisoblang.

Yechish. Funksiyaning haqigiy va mavhum qismlanni
aniglaymiz:

we=zl+z=(x+3i) tx+pi=xt + 200 -y Fx 2=
=(.\'z -y +x)+(2x_v +y)i, Dulx,y)=x"+x—1", v(xy)=2w+an
Funksiyaning giymatlarini hisoblaymiz:
D=z ez=(140) +14i=142i—14147=1+3,

Dw=4z=(2-1) +2~1=4-4i -1 1 2-i=5 5 S ).
Hw=+z=(i) +i=—1+i,
Hw=+z=(=1) —1=1-1=0,
809. w=s(z)=x*+y% berilgan botlsa, b /(e 2 D (> 8
3) £(0), 4) f(~i) larni hisoblang,.
Yechish. Funksiyaning qiymatlarini hisoblavan.
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D f(1+2) =2 +2%=1+4i, 2) f(2-31)=22+(-3) i=4+9i,
3) £(0)=0+0i=0,  4) f(~)=0"+(-1)i=i
Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalarning limiti va uzluk-
sizligi.
1-ta’rif: Kompleks o‘zgaruvchili s(z) funksiya berilgan
bo‘lsin. Agar istalgancha kichik £>0 son uchun shunday &(¢)>0
son topish mumkin bo‘lsaki, |z-z|<s tengsizlikni qanoatlan-
tiradigan barcha = lar uchun |f(z)- 4|<& tengsizlik bajarilsa, 4 son
f(z) funksiyaning z o‘zgaruvchi z, ga intilgandagi limiti deyiladi
va quyidagicha yoziladi.
lim /(z)= 4
2-ta’rif: Agar har qanday kichik £>0 son uchun shunday
5(¢)>0 son topish mumkin bo'lsaki, |z-z|<& tengsizlikni
ganoatlantiradigan barcha z lar uchun
]f(z)—f(z‘,)l<a
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
lim f(z)=£(2,)
bo‘lsa, u holda w= f(z)funksiya z, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Kompleks o‘zgaruvchili elementar funksiyalar uchun quyidagi
formulalar o‘rinli

R 2 D 5
L& =l —t— 2.sinz==——"—+4+—~-..
12t 3 1 315
ot P ¢ : et e n
3.cosz=l—-—+———+... 4. shz=5"°% , chz=—
21 41 6 2 2
5. € =cosz+isinz 6. Inz = lnjz| + (¢ + 2k7)1.

810. w=|7 funksiyaning ixtiyoriy z da uzluksiz ekanini
ko‘rsating. ) .
Yechish. Uchburchak tengsizligiga asosan, quyidagl tengsizli

o'rinli: ||z|~|z|<|z-z,|. 0< <& bo'lsin. |z-z,|<s ekanidan "Z|—|30n£f:
, bundan esa limz=z, o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib w=}| uzluksiz
funksiya.

156



811. yw==z" funksivaning ixtiyory i wrloboy

ko‘rsating.
Yechish. = =2 (= =)0 0,). Appr o o,
lg<M, |z)<as, o rinli botladi. U holda
,Z: -lel:_:n,',: "'zul hi "" ":ll‘("” / {‘{'1” WMz 2

=0

bk sk

£
5<m deb tanlasak, [z —=z,[<& ga asosir:
|52 _ 2l £ 3 e ‘ o !
'z —z(,]<_M5<_:>lz —z(<¢ Bundan csa
2M

uzluksiz ekani kelib chigadi.
812, ln(Ji+i) ni hisoblang.

s

Yechish. Z=\/§+f :>x=\/§, y:]:>r=2' @ =arcty
ln(«/3-+i)=1n2+[J—r:+2k7rJi, keZ

813. cos(%] ni hisoblang.

Yechish. Qatorga yoyilmadan foydalanamiz:
— ’_4 26
cosz=l—=+————..
21 4t 6!
Formulaga asosan
st = e SR RS G 2/
2 2122 4120 612¢

Quyidagi misollarni yeching
814. ww=¢ funksiyaning quyidagi qiymatlarini toping:

1 z=§,, Dz=x(l-i), z=1+|=+2%kz|i.

D F(1+6), 2) /), 3 /(G=2).
816. w=2-' funksiyaning ixtiyoriy :

ko‘rsating.

817. In(1-£) ni hisoblang.
818. sini-chl =icosi-shl ayniyatni isbotlang.
819. cos==2 tenglamani yeching,.

820. arcsin/ ni hisoblang,.
]

= da usluksic okanis



821. sin; ni giymatini 0,0001aniqlikda hisoblang.
822. Sin(%+i\ ning haqiqiy va mavhum gismlari giymatini
v O y
0,001 aniqlikda hisoblang.
823%. f(z)=¢" funksiyaning quyidagi qiymatlarini toping:

Dz=i, 2)z=1+%i
) ) !

51-§. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi quyidagi
formula bilan topiladi:
f'(;')ﬂiﬂl,%:lf'ﬂm%ﬂ- (14)

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lishi
uchun u Koshi-Riman shartlarini bajarishi zarur va yetarli:
Oou ov ou ov
G SOy e O (15)
o oy oy &
f(z) funksiyaning hosilasi, u(x,y) va v(x,y) ning xususiy
hosilalari bilan quyidagicha ifodalanadi:
)= B o B B O (16)
(&4

—_——f—

x & &x & & v &y &

f(z) bir giymatli funksiya bo‘lib, D sohaning har bir nuqtasida

differensiallanuvchi bo‘lsa, bunday f(z) funksiya D soha analitik
funksiya deyiladi.

Elementar funksiyalaming hosilalari quyidagi formulalar bilan
hisoblanadi:

(z")J =nz"", (e’)' =e°, (a:)’ =a’ Ina, (sinz)' =cosz, (cos :)' =-—sinz,
‘ 1 G | v oS _!___
[lgz) .-E__ (Cth) ——;i—z—z, (In..'.) -—':. {IL}!:”_) = 2t
824. Quyidagi funksiya differensiallanuvchimi: f(z)=y+x?
Yechish. uw=y, v=x= ou —0, B 1, &v_, @& _4  Koshi-
[2:9 oy cx )

Riman sharti bajarilmadi, differensiallanuvchi emas.
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825. Quyidagi funksiya differensiallanuvchimi? Agar differen-

siallanuvchi bo‘lsa hosilani toping.
F(z)=x> =y +2xpi.
o du 7 ov
Y e = 2 _ 2 =] _— .{—Ri = — =) 9
echish. u=x'-)?, v=2x == 2x, % 2y, p

X _2x Demak, H_% O__ & gKoshi-Riman sharti bajarildi,
oy & o & &
funksiyanig hosilasi mavjud. (16) formula yordamida hosilani
topamiz:
f( Bu

Bu natijaga boshqa usul bilan ham kelish mumkin:

f(2)=x" 3 +2xi=(x+yi) =2* = f'(z)=

826. Quyidagi funksiya differensiallanuvchimi? Agar differen-

siallanuvchi bo‘lsa hosilani toping.
(=) =e"cosy +ie"siny.

i;—Z,\ +2pi=2{x+ yi)=2z.
Bx

. . ou
Yechish. wu=ecosy, v=e'siny = = e cosy, O __esin 3y

ov ; e

Zee'sing, 2o pcosy. Demak, M-, H_ &
ox o Bx 6\1 oy ox
sharti ba_|arlld1 funksiyaning hosilasi mavjud, hosilani topamiz:

oV
[z )—ﬂ 'i§=e cos y +fe” siny = e”(cos y +isiny) =e*-¢” = ¢

Koshi-Riman

Tt

Bu natijaga boshga usul bilan ham kelish mumkin:
S(z)=€"(cosy+isiny)=e"-&" =e**¥ =¢ :>f'(::)=(e")‘ =e.
827. Funksiyaning haqiqiy qismi u(x,y)=x*—»*-x berilgan,
f{z) ni toping.
Yechish. % =2x~1 Koshi-Riman shartiga asosan, b=

bo‘lgani uchun

;;-—'Mr—l =v(x,y)=2xy -y +9(x), 7 —”y @' (x).
ou ou v , , _ )
A2y, —=—— > -2y=-2y-¢'(x) :>(/)(x):0:>(/)(.\):c.
oy o  Ox



Demak,

f(z)=x"=) —x+i(2w—y+C)=x" —y? +2xvi —(x + yi) + Ci.
f(z)=(x+yi)2 —(x+yi)+Ci:z2 —-z+Ci.

828. Funksiyaning mavhum gismi v(x,y)=x+y berilgan, f(z)
ni toping.

Yechish. 2 =1, Koshi-Riman shartiga asosan, Y bo‘lgani
& ox oy

uchun
5] ou - av du v
= x.y)=x . —= S e
% b UEnr)=rter) o gir) o1 5 %
=¢(y)=-1=20(y)=—y+C =u(x,y)=x-y+C.
Demak,

F(2)=x-y+C+i(x+y)=(1+D)(x+y}+C, = f (=) =(1+ )z +C.

Quyidagi misollarni yeching

829. y(z)=x*+y* —2xyi funksiyani analitiklikka tekshiring,

830. f(z)=(x3 —3xy3) +i(3x2y —yz) funksiyani analitiklikka tek-
shiring, analitik bo‘lsa, hosilasini toping.

831. f(z)=sinxchy+icosxshy funksiyani analitiklikka tekshiring,
analitik bo*lsa, hosilasini toping.

832. f(z)=gp(y)+iy(x) funksiya analitik bo‘ladigan, ¢(y) va
w(x) funksiyalarni aniglang.

833. f(z)=y+Axi funksiya analitik bo‘ladigan A4 ni toping.

834. f(z)=az, (z=x-iv) funksiya analitik bo‘ladigan a ni
toping.

835. Funksiyaning mavhum gismi +v(x,y)=sinxshy berilgan,
/(=) ni toping.

836%. Funksiyaning haqiqiy qismi u(x,y)=2%cos(vIn2) beril-
gan, f(z) ni toping.
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52-§. Konform akslantirish

Z, nugtada burchakning saqlanishi va cho‘zilishni o‘zgar-
masligi xossalariga ega bo‘lgan w=f(z) akslantirishga konform
akslantirish deyiladi.

Agar konform akslantirishda burchak hisobini yo‘nalishi ham
0‘zgarmasa, bunday akslantirishga I tur konform akslantirish deyiladi.

Agar konform akslantirishda burchak hisobini yo‘nalishi
qarama qarshisiga o‘zgarsa, bunday akslantirishga II tur konform

akslantirish deyiladi.
Shunday qilib, agar Z kompleks tekislikning biror z, nugtasida

w=f(z) funksiya analitik va s/(z,)=0 bo‘lsa, u holda bu nuqtada
w= f(z) akslantirish konform bo‘ladi.

G sohaning har bir nuqtasida konform bo‘lgan w=7s(z)
akslantirish G sohada konform akslantirish deyiladi.

Konform akslantirish uchun quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi:
Teorema. Agar w= s(z) funksiya biror z, nuqtasida analitik

va f(z,)#0 bo‘lsa, u holda w=s(z) funksiya z, nuqtada I tur
akslantirishni amalga oshiradi. Bunda arg| f'(z,)] burish bajariladi
|£'(z,)| esa bu akslantirishda cho‘zilish koeffitsiyentini bildaradi.
Ikkinchi tur konform akslantirishni, misol uchun, w==z
(analitik bo‘lmagan) funksiya beradi: u D sohani Ox 0°qqa nisbatan

D sohaga simmetrik bo‘lgan £sohaga akslantiradi.
Agar f(z,)=0 bo‘lsa, umuman olganda z, nuqtada konform

bo‘lmaydi.
Masalan, w=:z> akslantirish koordinatalar boshida nurlar

orasidagi burchakni ikki marta oshiradi.
837. “’:._l. funksiya yordamida quyidagi nuqtalarni Owv
tekislikka akslantiring: 1) (1;1), 2)(0;-2). 3)(2;0).

Yechish. 1) (i)=z=1+imw=d=—1 -1 120 L1 1

= = = 3

x+dy Ui 2 2

o tekislikda quyidagi nuqta hosil bo‘adi: (1/2;-1/2).
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1 1 1 20 1
2) (0:-2)=>z=0-2i = w=—

—— —“_0+-i Ow tekis-
x+iy -2 4 2
likda quyidagi nugta hosil bo‘ladi: (0;1/2).

3) (2;0) —z=2+0/ :>w=l= - — = l+Oi. ouw tekislikda

z x+iy 2

quyidagi nugta hosil bo‘ladi: (1/2;0).

838. w=2 funksiya yordamida Owv tekislikka y=x chizigni
akslantiring.

Yechish.

w=z’ =(x+yi)3 =x' +3x*pi - 3g* —yiiz(x} —Bx)rz)+(3x2y—y’)t.

Shunday qilib:

u =(x’ —3xyz), v=(3x1y —y’). y=x=>u=-2x, v=2x’ u=-v.

Bundan, Oxysistemaning I va III chorak bissektrissalari Ouv
tekislikning IT va I'V chorak bissektrissalariga o‘tar ekan.

839. w=z* parabola z kvadratdan iborat bo‘lib 0<xy<!
oraligda o‘zgarsa w qanday sohadan iborat bo‘ladi?

Yechish. w=2" =(x +yi)2 =X +2xpi-y’ = (x2 —y2)+(2_\'y)i.

Shunday qilib: u =(x* -y*), v=2x.

Kvadratning uchlarini koordinatalarini topamiz:

(0;0)=(0:0), (0;1)=(-50), (1;0)=(1;0), (:1)=(0;2).
Tomonlarni tasvirlarini aniglaymiz:
OB: y=0 :>ll=x2,v=0;

O4: x=0=u=~y’ v=0

AC: y=l=>u=x —1,\'=2x:>z¢=j—1v2—1;

BC: .\':l:>u=1—yz,v=2y:>u:l—-—l—v’.

Demak, Oy tekislikdagi kvadrat owv tekislikning v=0,

u:%vl—l, u=l—£v: chiziglar bilan chegaralangan uchburchakka

akslantirar ekan. )

840. Oxy tekislikda x*+3* =1 formula bilan berilgan aylanani
w=2:+1 formula bilan berilgan funksiya o tekislikda qanday
figuraga o‘tkazadi?
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Yechish.
w=2z+1=2(x+yi)+1=(2x+1)+ 2y >u=2x+l, v=2y=

:>x=%, y=§. = (u=1)’+v* =4 0,(10), 5 =2,

aylanaga o‘tar ekan.
841. w:@ funksiya yordamida bajarilgan akslantirish
Z—1

natijasida z, =-2; nuqtadagi hosil bo‘ladigan burilish burchagini va

qisilish koeffitsiyentini aniqlang.
Yechish. w=r(z) funksiya yordamida bajarilgan akslanti-

rishda burish burchagi o =argw/(z) formula bilan, z, nuqtadagi
qisilish koeffitsiyenti esa & =|w/(z)| formula bilan topiladi:
2z +i)(z=i)=(z+i) A+(z-if

W=

z ==

(z—i)2 . (z—l')"‘ ¥
N 4+(z-i) o 4+(—21—i)2 =l
a'—arg[ (:—:‘}’ _—ag[ (—Zi—i)z J— 5[9) 0,
(=23 9.
S (-2i-i) | 9 b

qisilish hosil bo‘ladi. Demak, burilish hosil bo*lmaydi va gisiladi.

842, -I”Zl‘ funksiya yordamida bajarilgan akslantirish
bajarilganda, burish burchagi «=0 bo‘ladi, qanday nugtalarda
aisilish koeffitsiyenti 4 =1 ga teng bo‘ladi?

Yechish. w= s(z) funksiya yordamida bajarilgan akslantirish
konform akslantirish bo‘ladi, chunki, fagat konform akslantirish-
dagina burish burchagi va qisilish koeffitsiyenti to‘g‘risida fikr
yuritish mumkin. Ularni hisoblaymiz:

(LeziY _i(t-z)«i(lezi) 20 -2

‘( J’ U-=f (=) @+
w(z)=0 bo‘lishi kerak, = # -i da Imw/(z)=0 ni hisoblaymiz:
—4x(y+l)—2i[.\'1—(y+l):]

[xl+(y+l)2]

|-z

-2i

.(z+i)"_

r).‘:argu-‘(:):arg =arg
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o

w(z) son hagiqiy bo‘ladi, agarda Imw/(z)=0 bo‘lsa, musbat
bo‘ladi agar Rew/(z)>0 bo‘lsa,
(_y+1)Z =x* =Imw/(z)=0,
x(p+1)<0 :>Rcw’(z)>0.}
Bundan y=-x-1, x=0 son haqiqiy bo‘ladi, agarda, Imw/(z)=0
bo‘lsa, burish burchagi « =0 bo‘ladi.
Qisilish koeffitsiyenti esa & =1 bo‘ladi, agarda,

!1\"{:}| =1=>

=2

(z+i)

Bu esa markazi z=-i va radiusi 2 teng bo‘lgan aylanadan
iborat.

Quyidagi misollarni yeching

843. w=7 funksiya yordamida oOuv tekislikka x=2, y=1
chiziglarni akslantiring.

844. w=—7 funksiya yordamida owv tekislikka x+y=1
chizigni akslantiring.

845. w=iz+1 funksiya yordamida ouv tekislikka Ox, Oy
o‘qlami akslantiring.

846. Oy tekislikdagi y=x* formula bilan berilgan parabolani
w=z' formula bilan berilgan funksiya o tekislikda qanday
figuraga o‘tkazadi?

w=/(z) funksiya yordamida akslantirish bajarilganda,
burish burchagini va qisilish koeffitsiyentini -, nuqtada toping.

847. w=2", z,=1-i.

848. w:l, 2, =2,

=1 :>|{z+i)!l: 2 =|z+ i|=ﬁ.

149%, w=u+vi bunda i=c’cosx, v=—e"sinx, =, =i.

w=f(z) funksiya yordamida akslantirishda gisilish
koeffitsiyenti | ga teng bo‘ladigan nuqtani toping.

850. w=2z".

851. w=:-" -2z

w= f(z)funksiya yordamida akslantirish bajarilganda,
burish burchagi nolga teng bo‘ladigan nuqtani toping:
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852. w=2z’.
853. w=is%.

53-§. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning integrali

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning integrali quyidagi
formula bilan topiladi:
jf(t)dt = F(z)- F(z,} — Nyuton-Leybnis formulasi,

bunda F(z) funksiya f(z) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi.
Koshi teoremasi. Barcha analitik s(z) funksiyalar bir
bog‘lamli D sohadan olingan yopiq kontur uchun [/(z)d= integral

giymati nolga teng.
1o
854. Integralni hisoblang: [ zd.

() . 2 a2 .

Yechish. fzd::l_zl"‘zﬁ’_ﬁ’”:lﬂ;
1 2z b 2 2 2

855. Hisoblang: Jf(l)dl, bunda f(z)=(y+1)-xi, 48 kesma

AN
z, =1, z, =i larni birlashtiradi.

Yechish. J.f(z)é': j(y+1)dv+zk¢v—ijxdv—(y+l)dy=
AR AR AR

R ST | 2| . 1.
=(p+0)ail =5 E,+§(y+l) L =—l+§1—-51-—l.

856. Hisoblang: '[f(z)a’z, bunda f(z)=x*+y%, 48 kesma
AB

A=1+i, B=2+3i lami birlashtiradi.
Yechish. u=x?, v=) ekanligidan:
J.f(z)dz = szdx—yzdy+ijy2(ix+xz(bi.
AB A AR
Birinchi integral, aniq integral kabi hisoblanadi:
e bt O Yo7 26 19
szc.(r— yody = j.\"d\' —j’)"d)' = -‘1 ' . I—,,' =i ',:‘) =
q 3, 3l 3 3 3

1l !
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Ikkinchi integralni hisoblash uchun, AB to‘gri chizigni

tenglamasini tuzamiz:
b—_—|=}L—_] = y=2x—1=>dy=2dx.
3-1 2-1 °
[ yide+ dy = [[(2x-1) +25* Jac=[ (62 ~ax +1) v =
AN L 1

=(2¢" -2x* +x) =10-1=9.

1
Bundan If(z)dz:—?+9i.
AB

857. Hisoblang: j%d:, bunda y: x=cost, y=sins aylana.

Yechish.z = x -iy, dz=dx+idy ekanligidan:
j.::d: =dex +ydy+ idey — ydx.
r 7 r

Birinchi integral yopiq sohada to‘la differensialdan olingan
integral bo‘lgani uchun u nolga teng.

Ikkinchi integralni hisoblash uchun, quyidagini e’tiborga olsak:
dx=~sintdt, dy=costdl =>xdy— ydx = cos’ tdt +sin’ tdt =dl.
[edz=idi=2mi
r o

natija kelib chigadi.

858. Hisoblang: j% bunda - ellips: x=3cost, y=2sint.

z
r

Yechish. Integrallanuvchi funksiya analitik bo‘igani uchun
yopiq sohada, ya’ni ellipsda hisoblangani uchun Koshi teoremasiga
asosan nolga teng:

dz
e
d.

=

859. Hisoblang: _[ ) bunda y-aylana: |~’~(i+‘)|:'~

Yechish. Aylanani tenglamasini (x—l):+(y—l)z=1 y0k}
x=l+cost, yp=l+sins almashtirish bajarib, z=1+i+c" ni hosil
qilamiz. y aylana bilan chegaralangan yopiq sohada integralT
lanuvchi funksiya analitik emas, chunki bu aylananing markazi
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bo‘lgan z=1+i nuqtada funksiya cheksizga intiladi. Birog dz=i-¢dt
bo‘lganidan quyidagi kelib chigadi:
¢ dz ¥ ic'dt ddr
V(14 J{FDre —(1+) &
Quyidagi integrallarni hisoblang
860. [f(z)dz, bunda  f(z)=y+i, [: 4048  uchlari
r

=271,

2=0, z, =i, z,=—~i
861. _[z’dz, bunda AB kesma z, =1, z, =i larni birlashtiradi.
A8

862. Jfz'°a!z, bunda - ellips: +"_:=1.
9 a a’

863. I? ,bunda y-aylana: (x—4)’ +(y-3)’ =1.
r

864. j'é, bunda y-aylana: z=¢".
e
r
865. J-Re(;:z —z)dz, bunda I: y=2x" parabolaning

z,=0, z, =1+ 2/ nuqtalar orasidagi qismi.
866. IRc(2Z~)dz, bunda T:z =0, z,=5-3 nuqtalar orasidagi
r

to‘g‘ri chiziq.
867. J'zlmza'z, bunda TI:z =1+, z,=2 nuqtalar orasidagi
r
to*g‘ri chiziq.
868. I(zz—Biz)dz, bunda T:z =l z, =/ nuqtalar orasidagi
.

to‘g‘ri chiziq.
869. _[]z[zdz, bunda TI:|z[=1 yopiq yarim ayvlana. soar
r

strelkasiga garama-qarshi yo*nalishda.
870. J'__L—, bunda T: ]z—3+2i|=l yopig yarim aylana.
rz_( _2’)
soat streikasiga garama-garshi yo‘nalishda.
871*. J’(_.-3+z:)d_-, bunda r: y=x" parabolaning z =0, =, =1
.

nugqtalar orasidagi gismi.
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872. J(|+i—22)dz, bunda T:z =0, z, =1+ nuqtalar orasidagi

to*g‘ri cluzlq kesmasi.

873. I 3z? +2‘)dz 874. I(z +1)dz.

875. [sinzd-. 876. [(z-+cosz)ds.
v.3 0

=

54-§. Kompleks o‘zgaruvchili qatorlar.
Teylor va Loran qatorlari

Hadlari ¢,¢,,.--,¢C,,... kompleks sonlardan iborat bo‘lgan

Z{;" =¢ +C, +otC, ten (17)

n=1

qatorga kompleks sohadagi gator deyiladi.
Hadlari ¢, =a,+ib, bo‘lgan (17) gator quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:

icﬂ =i(an +ib,) Za +1Z

=1 a=1 n=1
(17) qatoring n-qismiy yig‘indisi uchun
imS, =S=A+iB <o (18)
shart bajarilsa, (17) qator yaqinlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi
qator deyiladi.
Kompleks hadli gator uchun yaqinlashishning zaruriy sharti:
limc, =0. (19
Taqqoslash alomati: }:c" va ic; qatorlar uchun N nomerdan
boshlab [¢,|<|c!| tengsizlik bajarilsa,

ZL"‘ qator yaginlashsa Zc,,qator ham yagqinlashadi;
n=1 n=l

E':cﬂ qator uzoqlashsa ic:, qator ham uzoqlashadi.
mal

wu)
Dalamber alomati: (17) qator hadlari uchun




d<1 bo‘lsa, gator yaginlashuvchi, #>1 bo‘lsa, gator uzoglashuvchi
bo'ladi.
Koshi alomati: (17) qator hadlari uchun
lim.Je, =/ @)
/<1 bo‘lsa, qator yaginlashuvchi, />1 bo‘lsa, qator uzoglashuvchi
bo‘ladi.
Darajali qator

S Vel 2 n
Zc”_- =c,+tz+c,z ... +c,z" +...
n=0

22)

fe.]

ning yaqinlashish radiusi Dalamber alomati yordamida R=lim--.
]

formula bilan, Koshi alomati yordamida R =lim /I_ formula bilan

topiladi.
f(z) funksiya a nuqta yoki uni atrofida aniqlangan, uzluksiz

va (n+1) marta differensiallanuvchi bo‘lsa, quyidagi Teylor
qatoriga yoyiladi:

£(2) =f(a)+%(ra)(zfa)+ Z"z(_lal(z _ay +%(r")(z—a)’ . (17)

Agar a=0 bo‘lsa (i 7) qator quyfda Makloren-(-]atori hosil bo‘ladi:

£(2)=1(0)+ L Q) f’;(’o)z’ A 18)

Agar f(z) funksiya bir giymatli va r<|z—a4 <R halqada
analitik funksiya bo‘lsa, uni Loran qatori deb ataluvchi quyidagi
qatorga yoyish mumkin:

— A A, Ay
Sf(z)=t + + + (19)

(z—a) (z—a)2 z—a
+A,,+A,(z—a)+A_,(z~a)1+,-f,(z—a)3+...
Loran qatorining koeffitsiyentlari quyidagi formula bilan
hisoblanadi:

LIL)J:. (nez). (20)

n Do 2 (z _a)rnl
(19) qatorning kasrli qismi Loran qatorining bosh qismi.
kasrsiz qismi esa to‘g‘ri gismi deyiladi.
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Agar Loran qatori bosh gismga ega bo‘lsa, @ nuqta uning
vakkalangan maxsus nuqtasi deyiladi.

(20) formula bilan topilgan koeffitsiyentlar f(z) funksiyaning
yakkalangan maxsus nuqtadagi chigirmalari deyiladi.

f(z) funksiya z=a nuqtada analitik funksiya bo‘lib,
chegaralangan bo'‘lsa, ya’ni 1_i_mf(z)<°0, bu nuqtada bartaraf qilish
mumkin bo‘lgan maxsuslikka ega bo‘ladi.

/{(z) funksiya z=a nuqtada analitik funksiya bo‘lib, chega-
ralanmagan bo‘lsa, ya’ni 1_i_mf(z)=oo, bu nuqtada bartaraf qilish
mumkin bo‘lmagan maxsuslikka ega, ya’ni qutb nuqta deyiladi.

Yakkalangan maxsus nuqtani, (19) qator bosh gismga ega
bo‘lmasa, bartaraf qilish mumkin.

877. Quyidagi gatorlarni yaqginlashishga tekshiring:
2—i & (z- 2)’
| 2 \E=)
-s) 235 95
Yechish. 1) Berilgan qatorning haqiqiy va mavhum gismlarini
alohida-alohida qator shaklida yozib olamiz:
o L S Gl bl e
Zumm =L >t ._.+2"+_..‘ L‘B"_I 3+9L_._{3,+....

n=0 =

bu qatorlaming har ikkalasini cheksiz kamayuvchi geometrik
progressiya bo‘lgani uchun yig®indisini topamiz:

U holda berilgan qgator yig‘indisi x=2——32-i ga teng va u yagin-

lashuvchi.
2) Berilgan gator uchun |c,|= | |

Qatorning yaqinlashishini Koshi alomati bilan tekshiramiz:
2-
h'm‘.";i | —hm\uﬂ | II

""“ 3 3
Demak, Z[ j qator yaqinlashuvchi.

2 —f

=
3
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3) Berilgan qator uchun

c,.=i = ! = !lmJ— = |Ill'l(“ I ” =T

7> Canl T
F (n+1) giae [ "
Demak, berilgan qator |z—I|<1 da, ya’ni markazi z,=2 va

radiusi R=1 bo‘lgan doira ichida yaqinlashadi. Chegaradagi
qiymatni tekshiramiz:

=2 1

n n

(z=2)" L

1
n

Z—— qator absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak, berilgan

a=o 1

qatorning yaqinlashish to‘plami |z - 2| <1 doiradan iborat bo*ladi.
878. z(2+2i)" 2" qatorning yaqinlashish radiusini toping.

Yechish. Berilgan qator uchun |c |=|2+2]"=(v8)". U holda

ll11n ] \/2 .
s \} { J— -8 4
879. Quyidagi funksiyalamni berllgan qiymatida Teylor gatoriga

yoying.
1) s(z)=2° funksiyani z—: ning darajalari bo*yicha,

2) f(z)=ch(1—z) funksiyani z_( 1 _gi) ning darajalari bo'yicha.
Yechish. 1) Funksiyaning hosilalarini topamiz:
f(=)==°, f(=)=5z*, f7(z)=20z", f7(z)=60z",

SH(=)=120z, f"(z)=120, f"(z)=0,....

Hosilalaming a =i nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

f(=i, r(z)=s5 r(z)=-20i, [f"(z)=-60,

f"'(:):lzo,, /(z)=120, f'(2)=0,....

Bulami (17) formulaga qo‘ysak, quyidagi qator hosil bo"ladi:

F()=i+5(z=i)-10(z i)’ ~10(=—i)’ +5i(z i)' +(z i)’
Demak, s(z)=z" beshinchi darajali ko‘phad ckan.
2) Funksiyaning hosilalarini topamiz:

f(z)=ch(1-2), f(a)=t'ﬁ[‘—;{]=l:(75'§=().
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(2)=-sh{1-z}, f(a):—:/l(fi{)=—isin§:—i,
S (2)=ch(1-2), f"(a)=0,
fr(z)=-sh(1-2), S(a)=-i.
Bularni (17) formulaga qo‘ysak, quyidagi qator hosil bo*ladi:

;‘(:}:—i{(z—ugi)-‘-%[z—i + ;—r:‘]j +$(z—l+%i)‘ E

880. Quyidagi qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Z 3
el -+ ! =+ L +1+z_]+@+@+...
D(z-1) 22(z-1)° 2(z-1) 5 5t 5

Yechish. Ikkita gatorni ko‘ramiz:

1 1 1

+ + +.. (a)
2(z-1) 2*(z-1) 2°(z-1)
Loz-1 (z=1} (z-1)
TS s e e o

Agar (a) qatorda z-1=L almashtirish bajarsak, quyidagi

darajali qator hosil bo‘ladi:

k)

AL H S s, | a
2 22 2 ( )
Dalamber formulasi yordamida yaginlashish radiusini topamiz:
S Thass
R=lim——=2

Bundan (a) qatorni |5|<2 qiymatida yaqunlashuvchi bo‘ladi.

Natijada, (a) gatorni }%{ <2 bajariladigan qiymatlarda yaqinla-

1 .
shuvchi bo‘ladi. U holda |z-1[>2", demak, (a) qator R=7 radiusli

z =1 aylanadan tashqarida yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Dalamber formulasi yordamida (b) qatorning yaqinlashish
radiusini topamiz:
e
S
Bundan ko‘rinadiki, (b) qatorning yaqinlashish radiusi f=—1f<5.
Demak, qatorning yaqinlashish oralig*i:

w
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1
—<|z—1|<85.
2<] |<

881. Quyidagi qatorni yaqinlashishga tekshiring
A3 5 2 i |

(3+41) I (3+4l) (3+41) 1+E+"-_"—=+”:—]-r__.
I ! i

Yechish. [kklta qatorm ko‘ramiz:
3+4i (3+41) (3+4¢) (a)

(b)

3+4i

(a) va (b) qatorlar mos ravishda va = bo‘lgan geometrik
1

progressiyadan iborat. Fﬂ <1 va ll-_"<l bo‘lganda qatorlar yagin-
b4 z

lashuvchi bo‘ladi. 3 +4{=v9+16 =5 ekanidan |z|<1, B l<l = |>5.

Bu tengsizliklar birgalikda bo‘lmagani uchun berilgan gator

tekislikning hech bir nugtasida yaqinlashmaydi.
- 882. Quyidagi funksiyalami =z ning darajalari boyicha
berilgan nuqtada Loran qatoriga yoying:

1) f(z)=
2) f(z)=§:_'__s, == nuqtada.

=0 nuqtada,

1
57_. ko‘rinishda yozib

Yechish. 1) Funksiyani f(z)z;l____
2z-5 | _

! 5

olamiz. - =0 nuqta atrofida |22/ <1, shunung uchun bu funksiyani bi-
rinchi hadi a=—§ va maxraji qzzsE bo‘lgan, cheksiz kamayuvchi

geometrik progressiyaning yig‘indisi sifatida qarash mumkin.

Bundan esa

I(Z]:'é_z_j_%‘}-"%:l_ yoki /(=) >—.'{1;}
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Ushbu yoyilma faqgat to‘g‘ri hadlardan iborat bo‘ldi ~_-

2z
=<1
5
tengsizlikdan, lz]<% da qator yaqinlashuvchi bo*ladi
1

2) Funksiyani f(z) B

= =—2z_ ko‘rinishda yozib olamiz
1=
2z
© nuqta atrofida |.2_!<1, shunung uchun bu funksiyani birinchi
z
hadi a=_’L va maxraji

q=% bo‘lgan cheksiz kamayuvchi
geometrik progressiyaning yig'indisi sifatida qgarash mumbkin
Shunday qilib,

stz)= ] s 2 T yoki f(5)=3
T Aen A 2

Bu qatorda to‘g'ri hadlar qismi qatnashmas ekan. Qator |2|>=
ya’ni aylanadan tashqarida yaqinlashuvchi bo‘ladi

883. f(Z):m funksiyani : ning darajalari bo‘yicha
1<|z]<3 halgada Loran qatoriga yoying

Yechish. Funksiyani sodda kasrlarga yoyamiz
| A B
ENED)

3= 1= A(z=3)+B(z-l)=> A=——, B=
U holda,

l\)l'—'

1 1 1
e o e e
&= oty =3

1<|z]<3 ekanini e’tiborga olib, funksiyani quyidagicha yozib
olamiz:

f(z)= I ! 1/3

Natijada Loran qatori quyldagl ko‘rinishda bo‘ladi
= l ""“ I :'I '
f(:}=—:;‘2_:[?* 3 ]
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884. f(z)=(_32)2 funksiyani z-2 ning darajalari bo‘yicha
Loran qatoriga yoying.

Yechish. -2 =z almashtirish bajaramiz. U holda

)= 2 ] :(Zl +32)" :;" +8z) +24:‘l2 +32z +16 :l_{) 32 1244 8z, + 22,

(z-2) = = Sl =)

16 3F Lo
(__-2): S 24+ 8(=—2)+(=z-2) .
885. Quyidagi gatorni yaqinlashishoa tekshiring:
i 2 CDSJ;'FI-Sin\/;_ 5 3 & 1 |

)g " ) ; n ) ;(n+z)\/;'

(93]
N

zo'zgaruvchiga qaytsak. f(z)=

- c/z—

4 ycomim, 5) 3ot %) Z[,, )

886. Quyidagi gatorni absolyut va shartli yaqmlashlshga
tekshiring:

x o

DIE g g gy SlinnS oy, (1) sinin

Pl = o n-sh'n P

1+1) sinin

22 cosin

887. Quyidagi qatorni yaginlashish radiusini toping:
DIZ S HFTr 4 T
n=l P £ &
5) Scosiu. 6) Seren. ) zsm(ﬁ.} )Zsm (|+m) :

888. Quyidagi gatomi yaginlashish doirasini toping:

1) Z(nztl . 2) ie“"z". 3) in"’(z—l)". 4) icosin(z——l)".
n=l n=1 i

n=1

5y S 6 > ( gy o i
)Z,f ] .z::ln'fiu} & Z [—i) ) hzl"”” i
889. Quyidagi qatomi yaginlashishga tckshiring:

1 11 2 4y iz
et —=+—=+— 41+ - l |
= vz Z 2 \z) 2/
890. Quyidagi qd[orm vaginlashishga tekahiring:
...—,4 B L2y (22) v (22)
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#(=) funksiyalarni z, nuqtada Teylor qatoriga yoying
| AL

891. j(ﬁ)_E:-:, z,=0. 892. 1(z) e

893. f(z)=—-, z=l. 894 f(z)=——, z,=0.

3

= 3 4
5-3z (1- z)
/(=) funksiyalarni z, nuqtada Loran qatoriga yoying

895. f(z)==23 | =2 896. f(z)=——, z,=0.

. z,=0.

' -3z+2’ z(3-2)’
1 1
897*. f@Fm- 7,=0. 898*, f(z)=zz_z_6, 7, =0.

55-§. Funksiyaning chegirmasi. Koshi teoremasi

Koshi teoremasi. G sohada analitik bo‘lgan f(z) funksiyaning

shu sohada yotuvchi va maxsus nuqtalarni o‘z ichiga olmagan yopiq
L kontur bo‘yicha integrali nolga teng.

Agar f(z) funksiyaning yopiq . konturning ichida o maxsus
nuqtasi bo‘lsa, bu nuqtadagi integrali a qutbga nisbatan ,-tartibli
chegirmasi quyidagicha hisoblanadi:

1 ]imd""[(: —a)"f{:”

r?f(z):(n—l)'.:-ﬂ ] » 2
Agar a qutb 1-tartibli bo‘lsa, chegirma quyidagicha bo*ladi:
res f(2)=tim(z-a) f (2). (22)
Agar ¢(z) va w(z) funksiyalar z, nuqtada analitik funksiyalar
bo‘lsa, f(:):% ning chegirmasi, quyidagi formula yordamida
topiladi:
e () k).
rfsf(z)—w,(u}. (23)

899. f(z)= (z——Th funksiyaning chegirmasini hisoblang.

Yechish. ==1 va -=3 nuqtalar funksiya uchun oddiy qutblar
bo‘lgani uchun shu nuqtalardagi chegirmalarni (22) formula
yordamida hisoblaymiz:
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L e

Sy =m0
(—1)(z 3) =z-1 2

funksiyamng chegirmasini hisoblang.

1
22 +4 (z 2i)(z +2i)
funksiya uchun oddiy qutblar bo‘lgani uchun shu nugqtalardagi

chegirmalarni (22) formula yordamida hisoblaymiz:
i | 1 1 i
resfl{z)=1 z—2§) o e e
&5 f{z) = limg( Y2z v2) m o "a @
1 1 1 i

l:%rf(Z)=:m(z+2i)W =:1_1$ o == =7
901. /(z)=- _;_ 5

Yechish. 7(- )—

lesf(z)— hm(z 3)————

900. £(2)=

=z=2{ va z=-2i nuqtalar

Yechish. f(z) =

funksiyaning chegirmasini hisoblang.
1
-2:+5 (z—l—2f)(z—1+2i):>
2 =1-2i va z,=1+2i nuqtalar funksiya uchun oddiy qutblar bo‘lgani

uchun shu nugtalardagi chegirmalarni (22) formula yordamida
hisoblaymiz:

=D —

(z=1-2i) o i
W /(=)= llfp?'(‘—l LA (z-1+20) :]1{‘-13: —1+2i 4
(z-1+2i) - |
lre’.ff( =)= Bl ~A(-_1_2,)(7_1+2,) .-l_inn-qz,-,-_l_g,'_{
902. f(z)= 2) funksiyaning chegirmasini hisoblang.

Yechish. ==2 nuqta funksiya uchun uchinchi tartibli qutb
bo‘lgani uchun shu nuqtalardagi chegirmalarni (21) formula
yordamida hisoblaymiz:

& [(-—z) f]

1
d-* e g2t 21

uuf{ )——llm
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funksiyaning chegirmasini z=0 qutbga

903. f(z)= 1_:

nisbatan hisoblang.
Yechish. -=0 nugta funksiya uchun birinchi tartibli qutb
bo*ladi. Hagiqatan ham,
. . 2z 1 2
lim =lim——— =hm
= ]—cosz ¥sinz :39cosz
chekli son. Shuning uchun bu nugqtalardagi chegirmalarni (21)
formula yordamida topamiz:

7oA S,
res (= )“'_szL = ]=Iimiz{l cosz)-z'sinz _

=2,

—cosz (1-cosz)’
2 Sz 2 7 5
i [E‘?ﬁ )[r;*J =
=i = =lim——12 o0
ERY] f -2 ) A 00 ) .
sl Zeze gl
21 4! J (21 4! * )

Quyidagi funksiyalarning z, nuqtadagi chegirmalarini
toping
)

904. f(z)= ,’gz , z,=0. 905. f(z):i

~ 6z E=0
906. f(z):zfl:]frzz, Zy =1 907. f(2)= m, =
908. f(z)=—E 2 =2 909. f(z)=2t2 =L
f(z) N f(z)== 3
910. f(z)=zzcosﬁ—l? Z =1 911%. f(z)=lnzsin71_—1, z =1

56-§. Chegirmalarni integral hisoblashga qo‘llash

Agar qutb nuqtalar kontur ichida bo‘lsa, yopiq kontur bo‘yicha
integralni quyidagi teoremadan foydalanib hisoblanadi:
Teorema. Agar f(z) funksiya L kontur bilan chegaralangan G

yopiq sohada chekli sondagi z,z,,..,z, nugtalardan boshga barcha
nuqtalarda analitik bo‘lsa, u holda f(z) funksiyaning yopiq kontur
bo‘ylab olingan integrali uchun
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¢‘/ (z)dz:Zﬂinesf(:/) (24)
3 4=
formula o‘rinli bo‘ladi.
Vil [l iz e -’
f(s—l)[:—z]{:—.ﬂdz integralni y:z=1,2=2, z=3 nugtalamni
ichiga olgan yopiq kontur bo‘yicha hisoblang.
Yechish. Berilgan nuqtalardagi chegirmalarni (2Z; faemee
bilan hisoblaymiz:

z+1

s e T

=Ij-T(_—~,‘Z_ &3
es f(z)=lim(z- = 0l
res f(z)=lim(z )(.—I}[z -2)(z-3) 3 (1)
z+1 == =2

"?f(z)zl-im(z_”( “)(-2)(z-3) ==

Integralni teoremaga asosan (24) formuladan fopczlz==
hisoblaymiz:
z+1
— - =27i) resf 27i(1-3+2)=0.
e e e L T e
913. [ 2 5% integralni y:|z|=3 aylanada hisoblang.

Yechish. f(z)= (_—)(—) funksiya uchun i, - 2 nugalar -

konturning ichiga joylashgani uchun, har bir nuqtadagi chegis-
malami (22) formula bilan hisoblaymiz:

res f(x)=lim(z~ '-’(: _,-](:;,}(_-_1) = I_-iT(;+.-' (=-2) 2i(2-49)
=) =lim(=+i 2 = lir =1
m-jf(-) Jm( ](:—i](: +i)(z-2) -!'"-(:—a' (=—2) 2i(2+i)

es f(z)=lm{z-2 Ea =lim = =i.
e~ P TP ey L P e

tovdalanib

Integralni teoremaga asosan (24) formuladan
hisoblaymiz:

 E =2 ; resf(z)=2xi L SR
I(zul)(z—z) ,Z,«/f() ’ [21'(2—1) 2(2+4) 3
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= 1 ! § = [E'+Ef):1m'_
_:r(i-_—f_—zﬂ_i-sij—n’_se 5

dz _ integraini hisoblang.
(z' +4

Yechish. 7(z)=

914

i
-

funksiya yuqori yarim tekislikning

!
(z!+4)2
=2/ nugtadan tashqari barcha nuqtalarida analitik funksiya.
Bundan tashqari,

-

lim="s(z)= H-m(zzllt)z -

funksiyaning ikkinchi tartibli 2;

chekli sondan iborat. f(z)= - 5
(z +4
qutbidagi chigirmasini topamiz:
2 i

dl=2y| . af 1+ . =2 2
L )_hm_ | (=+4) } i-hE[(z+2i)2__Illl:g(z+2i))_67i—_§'

3l e

Buni e tlborga olib, quyidagi natijani hosil gilamiz:
T dz [ i ] x
I——;:Zm — ==
(=" +4) 32) 16

integralni  — aylanada:

dz
kg !z(z+2)(z+4)

D|z|=1, 2)[z|=3, 3)|z|=5 bo‘lgan hollar uchun hisoblang.
Yechish. /(z)=———»

z(z+2)(z+4)
uchun, har bir nuqtadagi chegirmalarmi (22) formula bilan
hisoblaymiz:

rﬁsf( )-—Ilm_

funksiyani 0, -2, —4 nugqtalar

1 1 _!
) e R e eI
es z)=lmiz+ : = lim I :—l
I-Zf() =1-'-1( 2) (—+2)(:+4) se2z(z44) 4

i L1
e G

1) |z}=1 aylana ichida, fagat - =0 qutb yotadi, shuning uchun:

resf( )= hm( +4)
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[7(2)e=2mi

2) |f|=3 aylana ichida. faqat -=

uchun;
il N i
[ £(2)==2xi t: -2 )=-%
3) |f=5aylana ichida ==0,z=-2,z=—4 qutblar
shuning uchun:
ik i
.[f( Vdz =2 [\ = h1:11_
Quyidagi integrallarm hisoblang
916.] Z_dz,bunda ¥ — aylana |z|=R>|a|-
" zZ-a

2 qutblar yotadi. shuning

yotadi,

Z& "
917 [— 2% < =R, . R>|pl,a=b.
Jieaioog) bunda 7 —aylana [f=r. R>jd, &>|H.a

o18. [ % __
2

32 ~2z+
oluvchi aylanada

919_[ —1)( ok

[ &

bunda } —aylana |z]=2.
920.

921.

S(1+az2)
922. j i

5 3+cosz

923. Jf sin’ =d:

?5+4cosz '
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VII BOB. MATEMATIK - FIZIKA TENGLAMALARI
57-§. Birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar

I-ta’rif. z(x,y) funksiya va uning birinchi tartibli xususiy
hosilalarini o‘z ichiga oluvchi

A adz éz
!'[.\.y,:,a,a]-—{] (1)
ko‘rinishdagi tenglama birinchi tartibli xususiy hosilali diffe-
rensial tenglama deyiladi.
2-ta’rif. (1) tenglamaning umumiy yechimi deb, tenglamaga
qo‘yganda uni ayniyatga aylantiruvchi o‘zi va birinch tartibli
hosilalari berilgan sohada uzluksiz bo‘lgan z(x,y) funksiyaga
aytiladi.
Quyidagi differensial tenglamani qaraymiz
xEvE g, @
&  dy
bunda X,Y,Z -funksiyalar x,y,z ning funksiyalari. Bu tenglamaga

mos, oddiy differensial tenglamalar sistemasi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

o o 3)
X Y Z
(3) sistema o‘z navbatida:

& oy o Y
Y Z dy Y’ & 7z & Z

oddiy differensial tenglamalarga teng kuchli.
Differensial tenglamalar sistemasining yechimi

dc X dx X )
e e e e T

@ (53:2)=Co @(5,0,) =G, o
ko‘rinishda bo‘lsin. U holda (2) tenglamaning umumiy yechimt
<[1[ru.{.\',,1'.:}. ru:{.\',y,:)_—|={]. )

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda @[« w,] ixtiyoriy uzluksiz, differen-
siallanuvchi funksiya.
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Umuman olganda, xususiy hosilali (2) differensial tengla-
maning yechimi (3) ko‘rinisdagi oddiy differensial tenglamalar
sistemasini yechishga keltiriladi va (3) sistemani (2) tenglamaga
mos sistema deyiladi.

Koshi masalasi. (2) tenglamani shunday

i,y =@(xsXn %)
boshlang‘ich shartni gqanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

924. %:1 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. %:1:62:(3,\':>J'02=Jar+y/(y)=>2=-\’+l//()’)- Bu

Al
yerda y(y) ixtiyoriy funksiya.

925. yg— —x% —0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
X )

Yechish. Mos oddiy differensial tenglamalar sisternastni
tuzamiz:
ay 1 =Vl
& & = xdv = ydy :J[xabc= —fya)w»;c —xt+yi=C.
y X - 2

Tenglamaning umumiy yechimi: z=y/(x*+y?).
926. J’g _xg)_:z =0 tenglamani 2| , =¢p(x) shartni qanoatlan-
X )

tiruvehi yechimini toping. 1 3
Yechish. 925-misolda berilgan tenglamaning umumiy ye-
chimini
2 :W(xz +yz)
ko‘rinishda hosil gilgan edik. Bu holda _
P(xy) =2 457 = p(x,0) =¥, £ =p=x=\P-
Demak, izlanayotgan yechim

2= o{p)- o7 7).

927, X{E—:'-fyf‘z -z tenglamaning umumiy yechimini toping.
ox oy

Yechish, & _ & _& sistemaning yechimini topamiz.
X ¥ =z
d _dy - [ _ fQJrlnC —inx=Iny+InC =
x oy Jx dy
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d: z
=x=)C :>——C,, i Mag,
X V4 X

U holda (5) ko‘rinishdagi umumiy yechim quyidagi ko‘ri-
nishda bo‘ladi:
mfl.i]ﬂ),

X x

928. » i+x CAn +x = _o tenglamaning umumiy yechi-
"oy, oy ax,
mini toping.

Yechish. Mos oddiy differensial tenglamalar sistemasini
tuzamiz:

B
X X A X,
Bu sistemaning yechimi 927- misoldagi kabi
~—C,,—=C,, w2 =C 0
= 7 Conr ('xu # )

ko‘rinishda bo‘ladi. Berilgan tenglamaning umumiy yechimi
quyidagicha bo‘ladi:
N

ool 20)

5 X, X,

n

929. yz%+xz%=—2xy tenglamani qanoatlantiruvchi va

x*+3* =16 z=3 aylanadan o‘tuvchi yechimni toping.
Yechish. Tenglamaga mos oddiy differensial tenglamalar

sistemasini tuzamiz.

23 (07 e = xdx = ydy, 2xdv=-zdz.
2xy

vz Xz

Har ikki tenglamani integrallab, quyidagini hosil gilamiz:

¥ -y =C,x +_? =C,.
Tenglamaning umumiy yechimi:
x:+:—_;-=y/(x3—_v:). (6)
(6) sirt tenglamasidan x?+2=16, z=3 aylana orqali o'ta-
diganini ajratamiz. Buning uchun (6) ga x*=16-)*, z=3 tenglikni
olib borib qo‘yamiz. U holda
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16—y2+2=!//(16—2y2) 2>16—2y2 = :>y2=8——[-
2 2’

25 2 s 2y
20 =’+T :>1//(x' —y'):i—);ﬁA
Bundan foydalanib, (6) tenglamani quyidagi ko‘rinishda
yozamiz:
\’z+z_"___x:—y"+25
) 2
Demak radiusi 5 ga teng bo‘lgan sfera ekan.

930. (1+,/z x— y)+—_2 tenglamaning umumiy yechimini

=x’ +y’+2° =25

toping.
Yechish. Mos oddiy differensial tenglamalar sistemasini tuzamiz:
e U, et Yl S
l+fz-x-y 1 2 Y=k
G Sy+2fz-x-y=G,.

I —fr-x-y

Umumiy yechim quyidagi ko*rinishda bo‘ladi:
(I)(z—2y y+2Jz— \:—y)=0‘
Quyldagl tenglamalarning umumiy mtegralml toping

931. ,%Z, %_o 932. %, ;%
Yoo ¥ ﬂ(?x +yzay x.
933. », Gl ﬂ + R0 _o 934, sinxg+siny5 =sinz.
o On 28y 224 7
935. yeZ 1 E - 936. xZ 1y Z -0
¥ a\’i tzay Xy ,\a +v6y L
DR 204 0 5 o
yz 6X + Xz @} 4 xy az 4
938. (v —al)gx\—: +(x, —uz)%h.ﬁ-(\' -a, )——+(zl a)— =0.
939. l¥+l'— =4 tenglamani ganoatlantiruvchi va y*=z, x=0
xdx yov
parabola orqah o tuvchi sirtni toping.
940%. Jx= J_ +\/.-:—';i-=0 tenglamani qanoatlantiruvchi va
(84

f=y-z x=1 orqall 0 luvchi sirtni toping.
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58-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli xususiy hosilali
tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltirish

Quyidagi ikkinchi tartibli xususiy hosilali tenglamani qaraymiz:
d'u &u du du o
azs+ 2:;?6‘14 ;—41{ X, ¥, —E,E]:O, @)
bu yerda a,b,c¢ 0‘zgarmas son yoki x, y ning funksiyalari.

Agar biror D sohada 5’ —ac>0 bo‘lsa, (7) tenglama giperbolik
tipga tegishli bo‘lib, u to‘lgin tarqalish yoki tor tebranish
jarayonlarini ifodalaydi va quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:

;xgy “{_ Z: g;) yoki a” —a %:ﬂ. (8)
Agar biror D sohada b* -ac=0 bo‘lsa, (7) tenglama parabolik
tipga tegishli bo‘lib, u issiglik tarqalish jarayonlarini ifodalaydi va
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
ou 0
5}; —-a pYhe 0. 3)
Agar biror D sohada & -ac<0 bo‘lsa, (7) tenglama elliptik
tipga tegishli bo‘lib, u statsionar issiqlik holati jarayonlarini
ifodalaydi va quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:
i Sl (10)
ay ox

(7) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deb, quyidagi
ko‘rinishdagi oddiy differensial tenglamaga aytiladi:

a(dy)’ ~2hdxdy +¢(dx) =0. (D

Giperbolik tipdagi tenglama uchun (11) xarakteristik tenglama
ikkita p(x,y)=C,, w(x,v)=C, integralga ega bo‘ladi, u ¢=gp(xy),
n=w{x») almashtirishlar yordamida kanonik ko‘rinishga keitiriladi.
Parabolik tipdagi tenglama uchun (11) xarakteristik tenglama
integrallari ikki karrali bo‘ladi va ¢(xy)=C, kelib chigadi, u
&=gp(x,¥) almashtirish yordamida kanonik ko‘rinishga keltiriladi,

bunda y(x.y) funksiyani i“' ; #0 shartni ganoatlantiruvchi
.
ixtiyoriy funksiya sifatida tanlanadi.
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Elliptik tipdagi tenglama uchun (11) xarakteristik tenglama
ikkita g(x,y)+iw(x,y)=C, integralga ega bo'ladi, v £=p(xy),
n=u(x,y) almashtirish yordamida kanonik ko‘rinishga keltiriladi.

(12)

E=p(x,y), n=y(xy)
(12) almashtirish orqali xususiy hosilalarni hisoblaymiz:
u, =u s tun, u, =ul tu,,
(13)

u, =
Uy =ugl &, +uy, (0, + £, )+ 1,000, + Uy + U

_ 2 2
w =l 5+ 2“!15'7 v§y T uié))' Uy,

u
(13) ni (7) ga qo‘ysak, quyidagi tenglamaga kelamiz:
au,, + 21711'5” +cu, +F(§,r],u,u£,u”)=0

uy &+ 20,08, g 7 i S
(14)

bu yerda
a= azjl +2668, + €Sy
b =aty, +2b(&n, +&Em,)+ &,

¢ =anl +2bn.n, +cn’.
(14) tenglama a,5,c koeffitsiyentlardan bittasi yoki ikkitasining
nolga aylanishiga qarab turlarga ajraladi.
941. »’ :?‘" —y? Z})I: =0 tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish. Tenglamada a=x%, 6=0, c=—)* =5’ —ac=x"y">0.
Demak, berilgan tenglama giperbolik tipga tegishli ekan.

Xapakteristik tenglamani tuzamiz:
32 (dy): o )’2 (d/\)z -0 > (XCILV _),d\-)(xa:v +y¢\‘) =0,

xdy+ yde =0 :>i’t“+£=lnCI >w=C =>f{=x,
y x

¥ “J: ; y

d r:lnC3:>'l=C: >p=2.

X X

xdy - vdx =0 =
y X

Xususiy hosilalarni hisoblaymiz:
=y £=x 6,20, 4,=1.¢, =0
y 1 2y 1
== M == s =
X X

Hosilalarni (13) ga qo‘ysak:
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2 2
P [ 2
5,\_’_“”)] -2u,, .+uw 7 +2u, -~ x’ a} =g+ X +2u,, +u, - x_
Natijalarni berilgan tenglamaga qo‘yib, quyidagini hosil
qilamiz:

2 3 »y ‘ e X2 L 5
X ("’,’,y —211;,,?“1,” = —+2e, e -y’ X 4—211‘5q+u’m-}7 =0,

y 1 i 1

—dug -yt +2u, o =0=u, - 2t e 0=>u, — Euq =0.
.. Ou . S L, Pu

942. S x— n "— =0 tenglamani 1

P oy Y o glamani  kanonik

ko‘rinishga keltiring.

Yechish. Tenglamada a=sin’x, b=-ysinx, c=)* diskrimi-
nantni hisoblaymiz: 5*—ac=)’sin’x~y’sin’x=0. Demak, berilgan
tenglama parabolik tipga tegisli ekan.

Xapakteristik tenglamani tuzamiz:

sin® x(a’v)2 +2ysinxdedy + y° (dx)2 =0 = (sinxdy + yd)c)2 =0.

fy  dx
sinxdy + ydx = 0:>2+;r-1-;—-0:>lny+lnlg— lnC:>ytg§:C

O¢‘zgaruvchilarni aimashtiramiz: §=ytg%, 7=y. Xususiy hosi-

lalarni topib,

x
g
y x d 2 1
Lo b =g, §u=§ L, b=, £, =0,
2cos® = 2cos* = 2cos’ =
2 2 2
7.=0, n,=L 7. =0, 1, =0, n, =0,
u ..} sec‘v+1vu sec’ 12‘ < TR Sl P s
==,y = ¢ clg =y = =g =+ 2u, 18—
73 272 2 r,;u- 68 37 M85 Ty
6'11 l[ 1 i X
1, rq—ur ysec - + -1, Sec” —,
oy 2 5.3 2

ularni tenglamaga qo‘yamiz:

! *sec' Zsin? +1 arsect Ssin ¥ —| wotg s +u ) ?sec? T
UV fal =y, =) =l wotel +u, Xsinx—
du‘,‘,_\ scc _)sm x 1)“, = tlg Sty sinx

X
~i.y sec” ;sm x+y(u. Ig = + 2u,,1g S u,,)=0.

Soddalashtiramiz
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1 2 X XL 2 0
E)’"{ Scc Etgism X+ ) “’I'I ySCC ESln I=u= Vl'fr“ —Il; S]nX

endi quyidagi almashtirishni bajaramiz:

gX =8 Cging=_8(/2)__ 20
2 7 1+tg° (X/Z) E vt
U holda tenglama quyidagx ko‘rinishda bo‘[adi:
tyy =23 Zo1 1, =0,
+i'j‘

Bu tenglama berilgan tenglamamng kanonik ko‘rinishi bo‘ladi.

2 - !
943. —-2——+2--=0 tenglamani kanonik ko‘rinishga
& &y o
keltiring.
Yechish. Tenglamada a=1, b=-1, c=2 =4*—ac=1-2=~1<0.
Demak, berilgan tenglama elliptik tipga tegisli ekan.
Xapakteristik tenglamani tuzamiz:
() +2dxddy + 2(dx) =0 () +2)/ +2=0 =) =-1%i =
y+x-ix=C, y+x+ix=C,=>&=x+y, =x.
Xususiy hosilalarni hisoblaymiz:
E=l &=, £, =0, £ =0, £, =0,
7. =1, n,=0, n,=0, 7,=0, 7, EQ
2] =ty + 20, U, ﬂ—n‘, +ilys cj—"-;-ﬂi“-
ox® (=7, o
Natijalarni (13) ga qo‘yib, quyidagi tenglamani hosil gilamiz:
Uge + 2, 1, =2 —2u +2u, =0 S tU, =0.
Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga kel(iring
944, 2 01 9, T, 20
o oxdy oy°
ou &u  Su _éu ou
945, — = 4&@—5?_25 65411
1 8% 1 au
cod Vo
Fu_yPu du_du du_,
o ey & & &
Fu 50U 4192 g,
o ey o

=0.

946.

947.

948.
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949. (1+x1)‘;"j (% )%_0
X

B;T_G_al+9?il:-@+2%

ac Ay 9 & QV

951.5" Fu  Ou Ou B

mama;mw

2 2 P
952. 6u+ o'u __26u_36u_150u= 1
. x

950. =0.

g5 GiLe, Ou 3ﬂ—3@ o _g
ol oy o T x oy

15’ Ou Ou
* (1+ 1+x*)=—=0.
954 (1+x) 5 A
ou . Ju du du
w ZX osinx22 +{2-cos? x) 22 =0,
955%. 32 axdy ( )5}’ &y

59-§. To‘lqin tarqalish tenglamasiga Koshi masalasi,
Dalamber formulasi

D ={(x,y):0<x<+n,0< y<l}, 1>0 sohada

u 6 u

o~ =0 (15)
bir jinsli to‘lqin targalish tenglamasi berilgan bo‘lisin.

Koshi masalasi. (15) tenglamani va quyidagi boshlangich
shartlami

cul x,0
u(x.0)=p(x), 20—y () (16)
qanoatlantiruvchi yechimi topllsm.

Koshi masalasining yechimi quyidagi Dalamber formulasi
orqali topiladi:

@lx+av)+elx—ay ey
() =22V P e an
Ushbu
du L Bu_
> o sy (18)
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bir jinsli bo‘imagan ta*lqin tarqalish tenglatsis berilpan tz,
Bir jinsli bo‘Imagan (18) tenglama uchun Koubi sz

yechimi quyidagi formula orqali topiladi:
Ay " !
I ;{(4',///// oz 7
/

[
J () ) ;—!rr',[, iy 1y

' (

n(r I,Jzﬁo(-“'ﬂ'.")*fﬂ(-\'—m'] .

190 o
G gt

l
Yy

2
7

:J' .
=0 tenglamaning «f , - x

2%

qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish. Tenglamada a=1, p(x)=x’, w(x)~0 (17) forean

_£x| yjl-fr ¥

asosan
u(x,y)= plrtar)vp(x—av) 1'¢ i
X, y) = . o= Iq{(-)rz-- 2
f‘.l’[
=0 2 =

& .
Y=o tenglamaning ],

3

957. G4 _4
ov”

qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish. Tenglamada a=2, p(x)=0, w(x)=x (17) formulzez
2B (x+ 2_;’): ={x=2»)

- le-2y 8
¥ =1 shardemi

asosan:

=ty

Yechish. Tenglamada @ =a, ¢(x)=sinx, y(x)=1 (17) forma

reay
r ;
Idz =sin xcosay +—
TS

asosan:
sin{x +ay) +sin{x—av) 1
"2 ]

Y-on

4(x3)=
: 2
J 2w 2

si = e sinxcos/a
=sInxcosay+ vy = uj Xx,— | = g L —
- L 2(1} 2a
B'u i . . Sul : s
959. ﬁ=a_’f+x tenglamaning uj,_ =cosx. — =sinv S02
lami qanoatlantiruvchi yechimini toping.
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Yechish. Tenglamada a=1, (x)=cosx, y(x)=sinx, g(x,y)=x
(19) formulaga asosan:
e )1 pufeen Y
u(x, )= cos{x+y)+cos(x—y) o % j‘ S ['( j ZdZ\FT —

J
2 2"\*-041

P Eryer
=

15

o < lyoper

1 r+y
=cosxcosy —=cosz|. | +

dr =cosxcosy —sinxsin y +

3| —

r=y

+J(xy—xr)dr =cos(x+y)+(xyr—%xrz]
L}

To‘lqin tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasini yeching
du Bu_

T .
=cos(x+ y)+=-xy°.
r=0 ( -1} 2)‘)’

ou .
960. — - Fe ul > " =-x shartlarni
qanoatlantiruvchi yechimini toping‘
Z}:l 16 L a—ull _0=cosx shartlarni
qanoatlantiruvchi yechimini toping. -
962. a % g—\” =0 tenglamaning uf _, =sinx, ?l —cosx shart-

=0

larni qanoatlantiruvchi yechimini y=» momentdagi qiymatini
toping.

du_u . . B .
963. —=9— tenglamaning x| _=sinx, —| =1 shartlarni
Fr i l .
qanoatlantiruvchi yechimini toping.
du ou . . ) 6u| .
964. —=4-— tenglamanin =x' =x shartlarni
£ 3 g g u ,=x 6) \ x
ganoatlantiruvchi yechimini toping.
2 2 L
965. H = (?—i,[ tenglamaning uf  =>2% ul =0 shartlarni
o o T ayl
qanoatlantiruvchi yechimini toping.
& u o u X ou| | .
966. u = =sinx shartlarni
Oy' 6.\" I’-ﬂ ayl} =

ganoatlantiruvchi yechimini toping.
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GOSN

967. —=4—+2x tenglamaning | , -’

shartlami ganoatlantiruvchi yechimini toping.

968, 2!

o

&u

. : i ANt
+2y tenglamaning o , =sinx, = ' 2 shartlarni
)

ganoatlantiruvchi yechimini toping.

969. —_aj—':r=96_',‘+2x tenglamaning «  =x, Ul _ginx shartlarni

a' e (7. d
ganoatlantiruvchi yechimini toping.
ou ' . &

970. $=16$+2y tenglamaning 4|  =x, > =cosx shart-

="

lami ganoatlantiruvchi yechimini toping.

60-§. Tor tebranish tenglamasiga qo‘yilgan masalani
Furye usulida yechish

D={(x,): 0<x<l, 0<y<p}, p,/>0 sohada
. (20)

ayz - a
bir jinsli tor tebranish tenglamasi berilgan bo‘Isin.
1. Birinchi chegaraviy masala. (20) tenglamani hamda
quyidagi boshlang‘ich
5 ou(x,0)
u(x0)=o(x), 2450 (y) @n

o

va chegaraviy
(22)

1(0,y)=0, u(l,y)=0
shartlamni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Masalada chegaraviy shartlarning qiymatlarini nol deb olinishi
torning ikki chetlarini mahkamlanganligini anglatadi.
Yechish. Qo‘yilgan masalaning yechimini noldan fargli bo*lgan
u(x,y)=X(x)¥(y) (23)
ko‘paytma shaklida gidiramiz. Bu usulni birinchi bo*lib qo*llagan
olim nomi bilan Furye usuli deb ham ataladi.
(23) ning hosilalarini hisoblab, (20) ga qo*ysak:
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v ey o Y0 _X()
X(x)Y"(y)=a"X"(x)Y(y) = ar(y) X(x)
tenglik hosil bo‘ladi. Tenglikning chap tomoni fagat y o‘zgaruv-
chiga, o‘ng tomoni esa fagat x o‘zgaruvchiga bog‘liq. Ulaming har
ikkisi faqat bitta o‘zgarmas songa teng bo‘lgandagina tenglik
bajariladi. Bu o‘zgarmas son -, (1>0) bo‘lsin, u holda quyidagi
oddiy differensial tenglamalarni hosil gilamiz:
Yi(y) _X(x) _ , "
)T =-2, = X"(x)+4X (x)=0, Y"(x)+ A¥(x) =
X(x) ga nisbatan tenglamaning yechimi bilan shug‘ullanamiz.
(22) chegaraviy shartlarni e’tiborga olib
fX"(x) +AX(x)=0,
i (24)
[X(0)=x()=0,
masalani hosil qilamiz. Bu masalani Shturm-Liuvilli masalasi deb
nomlanadi. Xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
K +A=0 =k, =i
U holda umumiy yechim quyldag| ko‘rinishda bo‘ladi:
X(x)= Acos2x + BsinAx,
bunda 4, B - ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Chegaraviy shartlardan
X(0)=A4=0, X({)=BsinJAU =0 = B=0, =sinJA/ =0=

JAl =nm, % ~E = X(x)= Bsin#x.

A ning bu qiymati (24) masalamng X0s qiymati,
71'

X(x)= Bsin’ [

esa xos funksiyasi deb ataladi.
¥{y)ning yechimini topish uchun 2 ning qiymatini e’tiborga
olib, quyidagi umumiy yechimni hosil gilamiz:
Y(y):Ccos#y*—Dsin%zy,
bunda C, D ixtiyorly o‘zgarmas sonlar. Natijalarni (23) ga qo‘ysak,
quyidagi umumiy yechim hosil bo‘ladi:
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. ann o
v sin / ot / T [

(20) tenglama chizigli va bir jinali Lo Lani e
yechimlari yig*indisi ham yechim botladi, bundian vy

H,NV)= f\ Ceos ‘"; .

o )

~ . QT v e
ll(.\'._\‘)=‘L“Lch«\s 7 v £ sin / v/!:h -
ko‘rinishda bo'ladi.
(25) funksiva (20) tenglamani va (22) sharing gasce =
Agar (25) qatorning .. 0, kocllitsiyentlari shunda, =

qatorning o°zi va uning ikkinchi tartibli hesilzize e
qatorlar yaginlashuvchi bo-lsa, (25) qator maszlzs =
bo‘ladi. (25) funksiva (21) boshlang*ich shartlarni gzanez
u(.\J)):z(‘"sin»(";n—.\' wlx).

L

Agar ¢(x) funksiva Furve qatoriga (0,/) oraliciz ¥
yoyilsa, quyidagi formula o rinli bo*ladi:
€ = —]'-I(/J(.\')sin%.nb’.

au(x,0) S anz 74 2 ¢
T = li; D sin ain_ x=y(x), D, = = b
Shunday qilib, birinchi masalaning yechimi
C,, D, koeffitsiyentlar esa (26) va (27) formulalar ==
Izoh: agar o‘zgarmas sonni
ri) X,
av(y) X(x)

deb tanlansa, hosil gilingan yechim (22) chegarsviz stse=s —=
lantirmaydi.
D sohada

& L0

=& —

oy° ox”

bir jinsli bo*lmagan tor tebranish tenglamasi berilgan &0 s

2. Birinchi chegaraviy masala. (28) tenglama
quyidagi boshlang‘ich:

u(x.0) = p(x),

+g(xy)

('.'ru[.\'.(l}
r‘{l’

!_-[\)

va chegaraviy:
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u(0,y) =0, u(l,y)=0 30)
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
(28) tenglama tomi tashqi kuch ta’siridagi majburiy tebranishini,
(30) shart esa torning ikki cheti mahkamlanganligini ifodalaydi.
Bu masalaning yechimi quyidagi formula yordamida topiladi:

w f

'l -'x‘-
u(x.p)= ZLC" cosf';—”y+ D, sin%y)sin %x + :)_:gn (y)sin%x, (€39)]

n=l

bu yerda

g.(r)= Li@'(m’)sin L2y ~7)dr. (32)

anr 1

973. Ikki cheti x=0 va x=! da mahkamlangan, hamda dast-

labki holatda u r= tf x(!-x) tenglik bilan aniglanuvchi boshlang‘ich
tezlikka ega bo‘lmagan toming harakat tenglamasini toping.
Yechish. Bu masala

i .8
S2 Pl y>0,0<x<!

A o ]

& @

R’

tenglamani
duf x,0
u(x,O):go(x)z%f—x(l -x), %ﬁly,) =p(x)=0, 0<x</

boshlang‘ich shartda va u(0.y)=0, u(/,y)=0, y=0
shartlarda yechishga keladi.
Masalani yechimini Furye usulida
u(x,y)=X(x)-Y(y)

chegaraviy

ko‘rinishda qidiramiz.
(25) formulaga asosan gidirilgan yechim
u(x.y)= i((,‘, cosg;—ﬂy +D, sin%y}sin AT
ko‘rinishda bo*ladi. (26), (27) formula yordamida
8h | nrx nrx

’ L o\ A _i’. .
[‘/’(-‘)S‘“T*d‘—[_s (lx X )sm ; dx; D"_nzra;[osm . dx =0,

0 [

o2
{

C, koeffitsiyentni topish uchun ikki marta bo‘laklab integrallaymiz:
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8/
C, :-——Ijr(/\— X )ﬁm———«.l\ = e | A
r I i vy = sin dy, W Cos
: { N !
8. nax| 8kt . 1A
= 1}(\—.\' ‘)—Tco:. +””_JU 2v)coscos ; oy
f—2x o BTN
8h nax i }
i l'(] 2:x)cos “dv= nax 1 "IN
nal* ) dv, = cos dv, v, stn
! nr /
8 ! : P i
=3 1 1 (1-2x)sin nwrx l~6h‘ {ain "X o ll(‘h‘»c& T
el o il ) nr Y
16 ]0. agar » juft bo'lsa,
1 16/ 324

{i-co]-

=—1—I,(cosnﬂ—1)_—_ h '
s T ———=—, agar 1 toq bo'lsa.
(2n+1) 7

Natijani €’tiborga olsak, yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

20 1 (2n+Vray . (2n+1)max
LY =— D g
u(x,y) 7 Gy cos P sin 7

974. Tkki cheti x=0 va x=/ da mahkamlangan hamda dastlabki
siljishi «(x,0)=0 ga teng, boshlang‘ich tezligi

!
th(x,O) ~ J vn, I\ 2: vu = COI‘IS[,
¥ |o, femlle b
" 2072

ga teng bo‘lgan torning ixtiyoriy vaqtdagi holatini aniglang.
Yechish. Bu masala
6 u , 0%

=a
o o
u(x,0)=p(x)=0,
au(x,0) I-h [+h Iz“.’—h_hi:"
._(Q‘I__:W(x)zvmxe( 3 - 5 ) (//() 0. .\‘._[-2—‘ 3

boshiang‘ich shartlarda va
u(0,y) =0, u(l,y) =0, y20

chegaraviy shartlarda yechishga keladi.

,¥>0, 0<x</

tenglamani
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Masalaning yechimini Furye usulida yechib, (25) qatorni hosil
gilamiz. Qator koeffitsiyentlarini topamiz. ¢, =0 chunki g(x)=0.

Q82 (Len}f2
27 o L2 v, 1 = nzx| o
nEA (S { nra nmw U lemys
2\’ i n7r(1—11) Im’(1+h) vl . nm . nrh
= cos —cos = ———sin—sin .
~ iinta 21 2/ n‘ra 2 2
Natijani e’tiborga olsak, yechim quyidagi ko*rinishda bo*ladi:
4 -
u(x,y)— vl Z— E in_n;r[h sin mr[ay sin 27X
=l 1

975. Ikki cheti x=0 va x=/ da mahkamlangan hamda dastlabki
holatda u u(x,0)=0 shakliga ega. Boshlang‘ich tezligi aL(flo—)
q}

bo‘lgan

=0

ﬂ a'u
&' a’

majburiy tebranuvchi torning ixtiyoriy vaqtdagi holatini aniqlang.
Yechish. Bu masalaning yechimini Furye usulida izlab

yechimni (31) ko‘rinishda topamiz. u(x,0)=0 va & ‘E_;so)

+ysink, y>0, O<x<m

=0 bo‘lgani
uchun C, =0, b, =0 bo‘ladi. U holda berilgan masalahing yechimi:
u(x,y)= Z (v) SIn-—A
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda
¥ (y)= ,:—”:[gn(y)sin%{y—r)dr

va
g.(y)= %;[g(éy)sin"_;.T EdE
Bundan masala shartiga ko‘ra:
g, ()= %Iysimfsin nédé =|n=1= % Isinz EdE =

_2y'|'-1—0052§ el e e
o e o L Y
Demak, berilgan masalaning yechimi:
u(x,y)=(y—siny)sinx.
198



To‘lgin tarqalish tenglamasiga qo‘yilgan quyidagi misa
larni Furye usulida yeching

976. Ikki cheti v=0 va x=/ da mabhkamlangan himda
dastlabki holatda u u:lL\-(_\~‘—2.\-‘+.\~) tenglik bilan aniglanuvchi va
boshlang‘ich tezlikka ega bo*lmagan torning harakat tenglamasin
toping.

977. Ikki cheti x=0 va x=/ da mahkamlangan hamda dastlabki
siljishi «(x,0)=0 ga teng. Boshlang‘ich tezligi

C'_,1'1'[_\'--1-3} |y
au(x0) |“°T 2|~ 2
¥ /
2 ‘0, I_r—i ;,?:‘
ga teng bo‘lgan torning ixtiyoriy vaqtdagi holatini aniqlang.
&
978. 5‘4%, >0, 0<x<l, 1(0,y)=0, u{{,y)=0,
2rx
— 0<x<—, =
u(x 0)=_ ! 2 an(x,0) o
., ?
979. gv" ?}xl:’ y>0, 0<x<z, #{0,)=0, u(l,y)=0,
u(x,O)zo’ M—_—Sinzx_
oy !
980. %I; % »>0, 0<x<l, 1(0,y)=0, u(L,y)=0,
. du(x,0) .
0)= ‘. ———— =sinx.
u(x,0)=sinx, ey
o'u_d'u
981-6):2&— >0, 0<x </, u(0,y)=0, u(/,y)=0,
ne( x,0
u(x,0)=sin STHx, % =0.
982. g =% >0, 0<x</, u(0,y)=0, u(l,y)=»
(7 - o
du(x,0)
2 =i{) e, T £ 70 )
u(x,0)=0, &
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du u

. =53 y>0, 0<x<l/, u(0,v}=0, u([,y)=C=consl,
on(x,0
u(x,0)=0, ﬂ%;—) =0.
o Ou
984. Y —4a——,y>0 0<x<3, u(0,»)=0, u(3,y)=0,
u(x,o)=i‘£x(3—x),h>o, #:Q
98s5. %=9Z::, y>0, 0<x<l, u(0,y)=0, u(l,y)=0,
u(x,0)=0, M=sin5—”x.
. 5 1
986. %—%{%, >0, 0<x<z, u(0,y)=0, u(x,y)=0,
u(x,0)=sin7x, M =
oy

987. %: 62;:, y>0, 0<x<l, u(0,y)=0, u(l,y)=0

u(x,0)=0, # =sin277r_\'.

&
988. .g)_"_ ;v" +bshx, y>0, 0<x </, u(0,)=0, u(l,y)=0,
u(x,0)=0, M =Q.
oy

& & &u

5 = g+bx(x—1), >0, 0<x<l, u(0,y)=0, u(l,y)=0,

-
ou(x,0)
ety | At

u(x,0) &
990, %}:%Jrsinﬂx, >0, 0<x </, u{0,y)=0, u(l,y)=0,

u(x,0)=0, M =0.

ov

99 g" (é\” +(4y ~8)sin2x, ¥>0, 0<x<m, u(0,y)=0, u(7,y)=0,
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| )

u(x0) =0, ]

on du

992 %=, a:;=?+.r[r !:}}". pel, 0 vl ulth )

f u"f__

cu(x,0)

oy

u(x,0)=0, {]

61-§. Issiqlik tarqalish tenglamasiga qo‘yilgan masalang
Furye usulida yechish

1. Sl =a : O y>0, —o<y<+wo, uf{x,0)=/f(x) cheparalarenz
o e
gan sterjenda issiglik targalishi yoki Koshi masalagining yechise
quyidagi formula bilan topiladi

i(x,v)= 7:1\/;

2. E‘—"=(zla‘". »>0, x>0, u(x,0)=f(x), u(0,y)=p(y) bir

.'ll'
j/(‘.)e Y E, (3%)

tomondan chegaralanmagan sterjenda issiqglik tarqalishi yoki Koshi
masalasining yechimi quyidagi formula bilan topiladi:

1 (x ‘_:-'. (x._n’ « to(n)e a’(p ) 2
w(x,y)= £ Ty el el - dn. (34)
() 20‘[71)) { ° 2a\/774, (»- _,”_3
3. %=az g, »>0, O<x<l, u(x,0)=/(x), w(0.y)=u(ly)=0.

har ikki tomondan chegaralangan sterjenda birinchi chegaraviy
masalaning yechimi quyidagi formula bilan topiladi:

u(x,_v):Zb,,é i ’sinﬂ I/ (x)sin w"./ 1. (33)



Eﬂ ou 10)= e ), {0 y) a“(" ]'):{)
» o %
har ikki tomondan chegaralangan sterjenda lkkmchi chegaraviy
masalaning yechimi quyidagi formula bilan topiladi:

) =Sae (T cos e o 36
u(x,y) ;a,,e cos==+a, 4,= jf( )eos X (36)

5. %:az g;’:+g(x,y), y>0, O<x<l, u(x,0)=f(x),

(0, y)=u(l,»)=0 har ikki tomondan teploizolatsiyalangan sterjenda

bir jinsli bo‘lmagan tenglamaga birinchi chegaraviy masalaning
yechimi quyidagi formula bilan topiladi'

fn-n

u{x,y)= Z Z ») sm— (37)

n=l u=1

bu yerda
s "5‘ i 21 nrx
Y.(v)= jg (r)e { =?If(x)sm

993. a“ : Z—Z >0, —o<x<+o chegaralanmagan sterjenda
oy )d

issiglikning dastlabki tarqalish qonuni quyidagicha bo®lsa,
u(x,0)=f(x )—

masalaning yechimini toping.

Yechish. Sterjenning uzunligi cheksiz bo‘lgani uchun bu
masalaning yechimi (31) ko‘rinishda topiladi. [x,x,] oraliqda «,
ekanini e’tiborga olsak:

1y, xe(x.x,),

X E("l"‘.‘}

£y
u(x,y)= WI £(&)e “* de.
Natijani Laplas funksiyasi — ehtimollik integrali
(2 )'ﬁf dp

orqali ifodalaymiz. Buning uchun
x—=&

= E:JJ} . dé= —Za\[)_)dy,
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almashtirish bajarsak, quyidagi tenglikni olamiz:

( } ” (xa)/2nfy 5 (e )22y r (enpfaafs
u(x,p)=-—-L T i P |
‘/’?(:»,.)'!‘zuf‘ = J}; _! edu ! e du

Laplas funksiyasi orqali ifodalab, quyidagi yechimni hosil

qilamiz:
| 25 o 4|
ofsafo=2)

994. Z: gxl,’, y>0, 0<x<+o0, u(x,0)=u, u(0,y)=0 bir

tomondan chegaralanmagan sterjenda issiglik tarqalishi masalasini
yechimni toping.

Yechish. Sterjenning uzunligi cheksiz bo‘lgani uchun yechim
bir tomondan chegaralanmagan sterjenda issiglik tarqalishi (34)
formula bilan topiladi:

u, 7 (= (e
u(x,y):i_f!-lrT e U _p B
Ny d

(xy)——

(==¢) . (resf

J:e EC dé - I YodE .

o

|/

dé=—1

N

ﬂ=';—_3-. df=-2.[ydu almashtirish bajarsak, birinchi integral
y

quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
: = ol '
o 4. o 0, x
== db= du= [+®] — ||
2\/“.‘ e .[ = J‘[ 4 {2\/_]
J_ dé =2.fydy almashtirish bajarsak, ikkinchi integral
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
B (n:)’ pos ]
!.-n ; T e
YdE=—L erd I=
* jJ' A Jx (’\[_”
Shunday qlhb, yechim quyidagi ko* tinishni oladi:

u(x.y):uoll)[z\';)_,}
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X, O<x<

ll—-x,

va u(0,y)=u(l,y)=0 har ikki tomonidan mahkamlangan sterjenda
issiglik tarqgalishi masalasini yechimini toping.

Yechish. Sterjen har ikki tomonidan mahkamlangan bo‘lgani
uchun yechim (35) formula bilan topiladi:

!t
du @u 2

995. Folres y>0, 0<x</, u{x,0)=f(x)=

<x<l,

R

T

u(x, )=ib"e-{—] é 'n%.

1 - I
b, = -?—J-f(x)sin ?{L\'z% j xsmﬂdv+ j(l— x) sm—dx I +1,.
L] 0

I/2

1 =X, du, = dx 12
2" nwx 2 |
L== j rsm—dr . onrx 1 nrx|=——Xxcos—I
dv, =sin—adx, v =——cos—| nx lo
! nw /i
g 21 nmx 21 nw
== I cos—— ST = = aEes
nwy l nr Iy nma
i u=l-x, duy = —dx
L= ?“J-(.*—t)sm—dx } =
[ dv, —sin”—m-d\ -.=1:—~cos”£_
! n !
i I ! I
i 7 2 x
oz ——[f \'(.osif—x- —-—-Icusﬁd\' :~—jcos£\-dx:
Il nx Il nm gy i ni g, !
2[5 x| U " { nw
=———sin—| =—=sin— =/ +/,=——sin—.
: { |y R 2 2
U holda izlangan yechim
. mr I T "r .. ITX
ufx, )= A ' sin——,
) T ;“n |
yoki
e .[“ )’ ! {_”‘_ . 1)'{\'
(xr)=— Z{ )_~ iS2 Sm%.

996. -z % y>0, —o<x<+o chegaralanmagan sterjenda
»y

issiqlik dastlabki tarqalish qonuni quyidagicha bo"lsa,
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u(x,0)= f(x)=1

masalaning yechimini toping.

Yechish. Sterjenning uzunligi chek51z bo‘lgani uchun yechim
(&-s) S o

| a i L Bl
ny)=—p=|[1+=Z|e * d& -2l v d
u(x,y) 2‘/5'_[(1-!}& dé+ —7-:[( Je “
/1—;—:/_'. dé=-2.[ydy almashtirish bajarsak, yechim quyidagi
W

ko‘rinishni oladi;

ers el -G
'

997. :; = — +2sinysinx, y>0, O<x<z, u(x0)=0, u(0y)=r,
G

u(m,y)=2z, chegaralangan sterjenda, bir jinsli bo‘lmagan tenglama
uchun birinchi chegaraviy masalaning yechimini toping.

Yechish. Bu masalada chegaraviy shartlar bir jinsli bo‘imagani
uchun Furye usulini birdaniga qo‘llab bo‘lmaydi, shuning uchun
chegaralangan sterjenda bo‘lgani uchun quyidagi almashtirish bilan
masalani bir jinsli shartli masalaga keltiramiz:

w(x,p)=u(0,y)+ [zz(n v) —u(0, y)]—_lf+(7ﬂ‘ lr) =T +x,

w(0,y} =7, w(z,y)=2
Berilgan masalaning yechimini
u(x,y)=v(x,y)+w(x.y), (38)
ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda v(x,y) noma’lum funksiya. Bu

funksiyani topish uchun
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% = % +2sin ysinx, y>0,0<x <7, v(x,0)=0, (39)
W(0.9)=0, v(m.y)=
masalaga kelamiz.

(39) masalaning yechimi, f(x)=0 bo‘lgani uchun quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

u(x,y) = ZY (y)sm ghsd
bu yerda
_ ¥ {‘#‘J[,. ) 5 )7t§
Y, (»)=[g.(x)e dr, g,(y)= Ig(i y)sin=2d¢.

U holda berilgan masala uchun

27 I = 2
g, (y) = ;J’Zsin ysin&sinnédE=|n=1]= 2—S¥ !21 cosds dé =2sin y.
a 0

Bundan
Y,(y)=siny—cosy+e™.

Demak, masalaning yechimi, (38) formulaga asosan, quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

u(x,y):(siny—cosy +e")sinx+x+7t.

Issiqlik tarqalish tenglamasiga qo‘yilgan quyidagi masalani
Furye usulida yeching

At 0, x<0,
5 :
998, L=a* X, y>0,—w<x<tm, u(x0)=f(x)=du, O<x<i,
cx°
0, I<x

va u(0,y)=0 bir tomonidan teploizolyatsiyalangan sterjenda issiglik
tarqalish masalasining yechimini toping.

999 %_ ’2\111, y>0,0<x</, u(x,O):f(x):[lzcx(l—x)

va u(0,y)=u(ly)=0 har ikki tomonidan teploizolyatsiyalangan
sterjenda issiqglik tarqalish masalasini yeching.

1000. %:aa\f: 3>0, -0 < X <40, u(x,O):f(x):ek:‘J, k = const > 0.

1001. ﬂ= % ¥>0,-o<x<+uo, u(x,0)=7(x)=¢*.
CJ) n
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Issiqlik o‘tkazuvchanlik masalalarini yechin

q y 4

1002. g 72’:, y20,0<x<i, u(x,0)=u, =const, u{0,y)=0, u(l,y)=0
) I3

1003. %=a2%, y20,0<x <z, u(x,0)=sinx, u(0,y)=0, u(7,y)=0.

Nk
1004. g: ;7” y20,0<x</, u(x,0)=2sin3x, u(0,)=0, «(l,y)=0.

1005.g=02% y20,0<x<l, u(x,0)=x(I-x), u(0,y)=0, u(l,y)=0.

20

g i . 2
1006. B _ :a‘:’ y>0,0<x<r, u(x,0)=35in£x-55m—'rrx,
dy ox* ! !

u(O,y) =0, u(IZ’,y)=0.
o 6“11 . .
1007. 5= = y20,0<x<6, u{x,0)=3sin3zx—5sindzx,
zz(O,y) =0, u((),y) =0.
1008.%=%+ysinx, y20,0<x <z, u(x,0)=0, u(0,y)=0, u(m,y)=e.
1009. Eﬂ:?—ﬁwtsm—x y20,0<x<2, u(x,0)=0, «(0,y)=0, u(2,y)=
y & 4
1ma%=;‘ , u(x,0)=0,

u(0,y)=0, u(7,y)=0.

1011. %;:ég\2+ysm3x y20,0<x <7, u(x,0)=2sin2x,
1(0,y)=0, u(z,y)=0.

. fu 1S . . den . W
1012+*, azza?ﬂ()smysmx, y20,0<x<m, u(x,0)=2sin4x,
u(0,y) =0, u(z,y)=0.
1013~. @:4(‘;, +sin2x, p20,0<x<z, u(x0)=sin3x,

oy g

e,

u{0,y)=¢*, u(m,y)=
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62-§. Elliptik tenglamaga qo‘yilgan Dirixle masalasini doirada

yechish

Su  du Tu
Au=—s+—+—=0 40
Ty e “0)

(40) tenglama fazoda Laplas tenglamasi deb ataladi, uning yechimi
esa

1 7 1 2
H(_l‘ll..;):lu;-_‘ r'=J{x "-rn) +(y ',“'n) +[_:_En}~' 1
&u  u
=+t —=0
=it 53 (42)

(42) tenglama tekislikda Laplas tenglamasi deb ataladi, uning
yechimi esa

w(x)=tnl, r=flrmm) v 3)
ko‘rinishda bo‘ladi.
(41) va (43) funksiyalar garmonik funksiyalar deyiladi.
(42) tenglamada x=rcosp, y=rsing almashtirish bajarsak u
quyidagi ko‘rinishga keladi:
r @ + :‘% ﬂ

=0 (44)
or or o
Dirixle masalasi. (Doira uchun) (44) tenglamani
u(r.e)l. =/ () (45)

shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Bu masala doirada Dirixle masalasi deb ataladi. Bunda o-doira
chegarasi.
Yechish. Masalaning yechimini Furye usuli bilan
u(r.0) = R(r)-O() 46)
ko‘rinishda gidiramiz. (46) ni (44) ga qo‘ysak, quyidagi tenglama
hosil bo‘ladi:
FPRO+rRQO+ RO =0.
O‘zgaruvchilarni ajratib,
o R+ rR

0 R



tenglikni hosil qilamiz. Tenglikning har ikki tomonini -4* (1>0) ga
tenglab, quyidagi oddiy differensial tenglamani hosil gilamiz:
O +1*0=0, r’R+rR-A*R=0.
Bu tenglamalarni A=0 bo‘lgandagi yechimi:
O(p)=A+Bp, 47)
R(r)=A+Blnr. (48)
A>0 bo‘lgandagi birinchi tenglamaning umumiy yechimi
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
O(p) = Acosg + Bsing, O(p)=A4+Bp. (48)
A>0 bo‘lgandagi ikkinchi tenglamaning yechimini R(r)=r"
ko‘rinishida qidiramiz:
rm(m - D" 4 rmr™ ™ = 22" =0 = " (mz - /12) =0 = m,=%4
Bundan ikkinchi tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:
R(r)zCr*+Dr"l. (30)
(50) yechimda r=0 nuqtada funksiya uzulishga ega bo‘ladi, bgn—
dan esa funksiya doirada bu nugtada garmonik bo‘la olmaydi. Shuning
uchun (50) da /) =0 deb olamiz. U holda (46) ga asosan yechim
1, (r,(p) =42, u,(r,p)=(Acosnp+Bsinnp)r", n=1,2,3,...
umumiy yechim esa quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
u(".¢)=%+2(ACOsmp+ Bsin np)r". 1)

(51) yechimdan 4,,4,,8, koeffitsiyentlarni aniglash uchun (45)

chegaraviy shartni bajarsak:
/() =% + 2(Acosm/;+ Bsinnp)R".
Bu yerda
. ; LE o
A= % J‘!_ﬂ{r}ﬂ"r. A, 2;;? J:f,(r)cos;rrdr, B = FJ, fi(x)sinmrdr.
Bulami (51) go‘ysak,
ulr,p) = lr -I:,( {r]}% + %‘[;—?J cosar —fp}Jrr’r.



=

Hosil bo‘lgan yechimni soddalashtiramiz, buning uchun
’E=p. r-g=1 almashtirish bajarsak, katta qavs ichidagi ifoda quyda-
gi ko'rinishga keladi:

12 + gp" cosnt =§p” cosnf — %

Quyidagi gatorni ko‘rib chiqamiz:

Z(pe" )" = z P cosnt + iip" sinnt.
n=0

Bu gqator p<! da yaginlashuvchi va uning yig‘indisi
quyidagiga teng:

1 1 _l—pcost +ipsint
1-pe" 1—pcost—ipsint 1-2pcost+p*
Bundan
= _ 2 2
Zp"cnsm—l=l pcost+xpsn;1!_l: 1-p -
=0 2  1-2pcost+p 2 2(1—2pcost+p')

Buni e’tiborga olsak, umumiy yechim quyidagi ko‘rinishga
keladi:

= 8. .7
u(r.e)= 1—'1_rr -[, 7(z) R - 2Rr1f:os(,t -p)+ r2.‘;‘r.
Shunday qilib, aylana uchun Dirixle masalasining yechimini
hosil qildik, o‘ng tomondagi integral Puasson integrali deb ataladi.
Laplas tenglamasining doiraning ichki qismida berilgan
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvehi u(r,¢) yechimini toping
1015. u(3,9)=3+5cosg, r<3.
1016. u(2,p)=2+3sing, r<2.
1017. u(3,¢)=sin’ ¢, r<3.
1018. u(2,p)=cos’ g, r<2.

63-§. Elliptik tenglamaga Dirixle masalasini to‘g*ri
to‘rtburchakda va halqada yechish

D ={(_r,,v);0 <x<a,— %’ <y< g} sohada quyidagi tenglama beril-
gan bo‘lsin:
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:6211 6211_,\' (52)
1019. p sohada (52) tenglamani va quyidagi chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping:
b b
u(0,y)=y (y), u(a,y)=y,(y), ~5<r<s3
2 2 (53)
l/{_v—fj]:ﬂ(r} |;(r é]:;a (y), D<x<a.
) Ak ) sl

Yechish. Masalani yechish uchun, avval, y,(y)=v(»)=0
bo‘lgan 1-xususiy holni ko‘rib chiqamiz:

ou  J'u b b
Au="—+7—=0; u(0,)=0, u(a,y)=0, ——<y< —.l
ac &7 2= 2 (54)
u(x, —;—j) =o(y), u(x,gj =¢,(y), 0<x<a
(54) masalani Furye usulida yechamiz. Nol bo‘lmagan yéchimni
(55)

u(x,y)=x(x)r(»)
ko‘rinishda izlaymiz. (55) ni (52) ga qo‘yib, o‘zgaruvchilarni ajratsak,
X __ Y. a5,

X(x) ¥
kelib chigadi, bundan esa quyidagi oddiy differensial tenglamalami
hosil gilamiz:

X'(x)+AX(x) =0, (56)

y(y)—AY(y)=0. G7)
(56) tenglamani x(0) = X(a)=0 shart bitan yechamiz:
X,(x)=Csindx, 4= = X,(x)=Csin"x, n=12. (38)
a
(57) tenglamaning A= 4, shart bo‘yicha yechimi:
(59

= A an n
Y(y)=D,e* ‘4 Dye " = D,c/17y+ Dzsh?y

ko‘rinishda bo‘ladi, bunda D, D,-ixtiyoriy o‘zgarmasiar. )

(58) va (59) larni (55) ga qo‘ysak hamda (52) tenglamani
chizigli va bir jinsli bo‘lganligidan, quyidagi qator ham (54) r.nasala-
ning birinchi ikkita shartini qanoatlantiruvchi yechimi bo*ladi:

- b/ ] TN Lan
u(x,y)= Z{ Ach == B sh 7 I'I]\"l =
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w(x.y) funksiyani (54) masalaning qolgan ikki shartiga bo‘ysundirib
4., 8, larni aniglaymiz, ya’ni:

u(x,—%j:Z[A chﬂ B sh ﬂ;—lb)sinﬁx=¢l(x),
a a
n=l ) (61)

!}
ld(:.é—’) EI[A !% + B, hﬂb smﬂx @, (x).

@ (x), ¢, (x) funksiyani (0,q) orahqda sinuslar bo‘yicha qatorga
yoyib ushbuga ega bo‘lamiz:

=iaﬂ sinﬂx, rpz(. = c, (62)
n=i &
bu yerda
a, =§_£qo,(x)sin—?xdx, b, =%J£(pz(x)sin?xdx. (63)
(61) va (62) qatorlar koeffitsiyentlarini tenglab,
A"hlmb B hﬂ—nb:a,,, A, 117L1b+B /71[7 b,
lamni hosil qllamlz. Bundan
_a,+b _a,-=b
o TET T g mnb
" 2a 2a

A, va B qiymatlarni (60) ga qo‘yib, (54) masalaning
yechimini hosil qilamiz:

S| a,+b zn a,—b, .7
u(x,y)=3| ~2—=ch—y+— vh—y sin— (64)
=1\ 2ch 22 o a T s ”7””

Masalani yechish uchun, ¢(x)=¢,(x)=0 bo‘lgan 2-xususiy
holni ko‘rib chigamiz.

b b
u(0.3)=u, (). u(ay)=v,(»), ~2<y<2,
u & i b ) ) (63)
Au = l,l+—l;=0; u(x,—-—}\=0,u(x,—\|=0, O<x<a.
ooy "2 )

(65) masalani yechishda (54) masalaning yechimidan foyda-
lanish uchun yangi o‘zgaruvchi kiritamiz:

b a
X =v+=, y=x——.
T2
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U holda (63) masalaning chepnyvey shithon 04,

chegaraviy shartlariga keladi, o var 4 sonlarning o
(64) yechimda ¢, ¢, tunksivalar o'mmipi w,, w, funke
Agar x, y o'zgaruvchilarga qaytilsa (69 ) macalatiy g
- a, +f‘ an ) / il 7] 7
u(xy)=Y| “a 4 op =0 ¢ ”]l BT gy ' =
v Tha h 2 nne ') 72 7

wit| 2¢h ™ 2) 2
26 2 /

ko‘rinishda bo*ladi, bu yerda

92 : 9 M3 z 5
C':E ;[:WI(_\‘}SIII"I%[.I‘ " gJ({p. (" J 78 \J in r)ﬂ ¥ 7 g

Dirixle masalasining to‘g‘ri to‘rtburchak uchusm oo
yechimi, ya’ni 1019-misolning yechimi (64) va (£, jzi= =<
yig‘indisidan iborat bo‘ladi.

1020. D={(x,y):0<x<2, ~1<y<1} sohaning ichki giem=ize 22
tenglamaning quyidagi chegaraviy shartlarni gancziz===" -
yechimini toping:

u(0,9)=0, u(2,y)=0, ~1<y<I, u(x,~1)=0, u(x.1)=

Yechish. Masalaning yechimi (64) formula 5izz ==zi==

Koeffitsiyentlami (63) formula yordamida topamiz:

@ (x)=0.=a, =—J-'V’- \..tu—l.\-a\

5 S
b == Ir;), (x }sm TN el = —I\ﬂl xsin—— nd
as, a 2 2 .

17 1 1.
E —I[I ~cosx )dx = —| X sin ey
2 2 mr J

Bundan



B

an
sin—x=

rr(.t._u):i —ﬂb_ iﬂ pop P ?r’IT'l'

mrb
=l :}'chﬂ a Ish——
a 2a

Halga uchun Dirixle masalasi
Qutb koordinatalar sistemasida

'1;( %)1—%?-0 R <r<R, —m<p<+xn (68)
Laplas tenglamasining
u(r,p+27)=u(r,p) (69)
davriylik shartini va
u(R.p)=/i(2), w(R,0)=1{p) (70)
chegaraviy shartlamni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Avval (68)-(70) masalaning xususiy holini, ya’ni doiraviy
simmetriyaga ega bo‘lgan yechimini topamiz. Bunda yechim , ga

bog‘liq bo‘lmaydi va
1o( du
0.
r or ( or ) Ly
Tenglamaning

u(R) =2, u(R)=u, (u,1, =const) (72)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi
kelib chigadi.

(71) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:
u=Clnr+GC,. (73)
C, va C, o‘zgarmaslarni (72) shart yordamida topamiz:
u,=C/lnR +C,, u,=C/InR, +C,.
Bundan
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R —

. oy wlnll, u bt
L8N o Kt
(RN T litt
O'zgarmaslarnt (73) puv qo'yunk (68) (0, 1
ga boglig bo*lmagan holdagi yechmini ez
-, TN T Ty
u(r)=- Uy !
ln A, Ink I &, I/t
1021. Laplas tenglamasining 1 0 hadegaging o0z
u(1}=4, u(2)=6 chegaraviy shactlarni qamoat bt
mini toping.
Yechish. Masala doiraviy sinumelriyagpa cps. ¢
masalaning yechimi (74) lormuladan topiladi:
6—4 4In2-6Inl 2
rf[:) L 1 i ~lnr+ 4
In2-Inl In2-Inl  InZ
Endi (68)-(70) masalani yechamiz.
Furye usuliga asosan noldan farqli yechimni
u(rp)=R(r)O(¢)
ko‘rinishda qidiramiz.
(75) ni (68) ga qo‘yamiz:
o) _rR()+R(r)__, 5.0
2() R(r)
Bundan ikkita oddiy differensial tenglamani hosil s7==—=
(@) +A0(p)=0,
PR (r)+ 1R (r) = AR(r)=
u(l q7+27t) u(r,(p)
shart bajarilishi uchun, (76) tenglamada A=»' deb olimzZ
(76) teglamaning umumiy yechimi
O(p) = Acosngp + Bsinng
kelib chiqadi.
(77) tenglama r =0 bo‘lganda quyidagi ko rinishazz
ega bo‘ladi:

R

R(r)=dA,Inr+ 5,
n>0 bo‘lganda (77) tenglamaning ycchimini () S
izlaymiz. U holda

2 - 3 )
T (o ) T A T A VS Al (VAN Jeh =

Demak, (77) tenglamaning ycchimi
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R(r)=Cr +,£’ (80)

(78)-(80) tengliklami e’tiborga olib, umumiy yechimni
quyidagicha yozamiz:

u(r,p)= 2[(/1"; +—)cosngo+(Cl +—D—)51nlzw]+A Inr+ B, @n
nt

Noma’lum koeffitsiyentlarni topish uchun f£ ()
funksiyalarni Furye gatoriga yoyamiz:

va /i)

fi(e)= i:- + i[a"cuan}+ b, simnp),

-~ =1

o | 32)
file)= -2—0 + Z[r_'n cosnp+d, sinng),

Bu yerda
2z 2r 2z
a, =ln_j;f,(r)dr, a, :%J;f,(r)cosnrdr, b,,:i_([fl(r)sinnrdr,
Co:%:[fz(r)a’r, c,;%i[fz(r)cosnrdr, d,;%lfl(r)sinnrdt.

(33)

(72) shartlardan foydalanib va (81) formuladagi sinuslar va kosi-
nuslar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagilarni topamiz:

a,= AR + ﬁ::, b= 4R +—D:, % 4R + B,
B . (84)

= AR -2k, neZe Qo yR 4B,

R,E‘ Rll 2 /10 ©

Bundan noma’lum koeffitsiyentlarni aniglab, ulami (81) ga
qo‘yib, (68)-(70) masalani yechimini topamiz:
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% PO [T ORI [T 4
u(r.g) = Iney "
"(IH .~'\ Inf\'} Hink, Ink)
(R —a R }, (cuhe k)RR

+z : T H,'" }r" O Ny

+(c,,R;—.z,,R;'),--" (R a kRIS
(R K"}

SAn Hg (75

1022. Laplas tenglamasining 1<,-<2 halqaning ichki gitmizz
‘,R,:FI—COS@, x:l,,,:2=1—si112¢ chegaraviy shartlarni qanoatlantirus<z

yechimini toping:

Yechish. Masalaning yechimini (85) formuladan topiizci
shuning uchun koeffitsiyentlarni topamiz:

L Ly | N 722
a =;:I[f.(r)dr:;!(l —cos¢)a’r=;(r—smr)..0 =2

17 13
4= jf,(r)cosnrdr = J' (1-cosz)cosnrdr =[n=1|=

! (smr T
I

6,=0, ¢ —0: <, —0,

I(l +cosZr)d1J

"

2z 2z iz
q, =%J‘fz(z’)sinnra’r :i_gsin 2rsinnzdr =|n = 2]=% \! (I—cossr)s

U holda, topilganlarni (85) ga qo‘ysak:

( ] 0-2 e 2In2 -0l
wlr.p)=——= _Inr + i
7 2(1112—111]) 2( n2 Inl)

M2 ): s (0oL l2) Ly, o

{2" IJ;
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(1-2’+0-I)r“—{1-1—0-?_’]-l‘2

(24 —l)r2

Inr r’—4 4r' —4
0s 3
In2 3r 15r

+

sin2¢ =

sin2¢@.

Laplas tenglamasining to‘g‘ri to‘rtburchakning ichki
qismida berilgan chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,y)

yechimini toping

1023. u(0,y) =0, u(m,y)=0, -1<y<0, u(x,-1)=0,
u(x,1)=sin3x, 0<x<x

1024. u(O,y):O, u(2,y)=sin4y, —r<y<um, u(x,—7t)=0,

u(x,r)=0, 0<x<2

1025. u(0,y)=siny, u(z,y)=0, —-rw<y<m, u(x,—z)=0,
u(x,1)=sin2x, Osx<=

1026*. u(0,)=0, u(x,y)=sin2y, -w<y<n, u(x,—7)=sin3x,
11(x,7t)=0, O<x <.

Laplas tenglamasining halganing ichki qismida berilgan
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi () yechimini toping

1027. u(2)=4, u(3)=8, 2srs3.
1028. «(3)=7, u(5)=10, 3<r<s.

Laplas tenglamasining halganing ichki qismida berilgan
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi «(r,¢) yechimini toping

1029. «(1,p)=sing, u(3.p)=cosgp, 1<p<3.

1030. «(2,p)=cos2p, u(5.¢)=sin3p, 2<p=<3.

1031. »(L.p)=4 u(3,@)=sing, |Sp=3.

1032%. u(2.¢)=sinp, u(3,¢)=sin2¢p, 2<p=3.
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VIII BOB. OPERATSION HISOB ELEMENTLARI
64-8. Laplas tasviri. Funksiyaning tasvirini topish

/(t) funksiya . haqiqiy o‘zgaruvchining barcha /e(-o00)
giymatlarida aniqlangan haqgiqiy funksiya bo‘lsin.

Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi s(¢) funksiya original
(asli) deyiladi:

1) t<0da r(:)=o0;

2) f(¢) bo‘lakli uzluksiz;

3) shunday as>0 va s,>0 sonlar topiladiki, barcha : larda
|£(t)|s Me* tengsizlik bajariladi.

Ta’rif. f(;) originalning tasviri deb p=s+ic kompleks
0‘zgaruvchining

F(p):j_,‘(r}(' "t D

integral bilan aniqlangan #(p) funksiyaga aytiladi.

Ba’zi adabiyotlarda (1) integral Laplas integrali va kompleks
o‘zgaruvchiga bog‘liq /(p) funksiya esa Laplas tasvir deyiladi.
Simvolik tarzda (1) formulani

F(p)=L[ f(1)] yoki F(p)—>f(z) ko‘rinishda belgilanadi.

Laplas tasviri quyidagi xossalarga ega:

I Chiziqlilik xossasi: £ (p)——f(¢) va F(p)—>f{r) bolsa,
{afi(p)+ BE(p)}—>{asfi () + AL ()}

2. Of‘zgarmas sonni chiqarish:  F(p)——> /(1)
c-F(p)—c-£(t)-

3. O‘xshashlik xossasi: F(p)—— /(1) bo*lsa, ."; l r ] > fr )

W

botisa.

4. Kechikish xossasi:
F(p)——>f{1) bo'lsu, ¢ “tpy >/t )
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Asosiy elementar funksiyalarning tasvirlari jadvali

Ne Original| Tasvir No Original Tasvir
AU F(p) | /@) £(p)
1 - 6 | c”cospt — g
: p (p-a) +5°
t" l al s #
2 i F 7 | e singt (p —a)z B
o —_ L ok
3 |e = 8\ (r-a)"
P pP-F
4 £ . . -
cos it Y 9 | t-cos gt E -I-ﬂ")'
. B b 2pf
5 — 0 p N
sin Bt Fy 10 | t-sin g (p‘+ﬂ')

= fu[lkslyanl ta IlI to
SVlll
agar t<0 plng

1033. f(z)={0
Yechish. (1) formulaga asosan:

F(p)=Jr0emafrera-mfera-pml Lor|
p

A
. P

Demak, l—— ekan.
P

1034. 7(:)=e¢" funksiyani tasvirini toping.
Yechish. (1) formulaga asosan:

F(p) =]f(r}e"'a’r =:[ e dt = hmj ooy gy - —hm(
L] ']

{1 “'?‘\ 1

.t

= lim| Re(p-a)>0,

0-ﬂkpa pa)pa’

ekan.

Demak, ¢ «—
p—a
1035. 7(+)=4' funksiyani tasvirini toping.

Yechish. f(f)=d ="’ =™ (3) formulaga asosan:
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F(p)=elln.: . _[,,4, a> ()‘

s
p—Ina

Demak, o «— ekan.
p—-Ina
1036. f(s)=cos'r funksiyaning tasvirini toping.

A
Yechish. Eyler formulasiga asosan: cost=" _'1‘, . U holda

1
Ll “h
3, _| e +e 1 3 7 -t .
cosl—[ )_g(e +3¢" +3¢ " + ¢ )

2
_lefte® 3?1 o 3
4 _'2 2 B = ZCOS '4—L05 o
(4) formulaga asosan,
F(p) 1 p 3 p p{p' + ?)

=Zp2+9+2p1+1=(p3+1)(p: +9)'
1037. f(r)=2sin2t +3sh2: funksiyaning tasvirini toping.
Yechish. Berilgan funksiyani Eyler formulasiga ko‘ra
f(f)=2Siu2!+%(ez’ ~e™) ko‘rinishda yozib olamiz. 1-xossa va (3),

(5) formulalarga asosan

4 3 1 | 1 4 6
F = A N e 1= -
() p+4 z[p—:{ p+2) = s

ekanini topamiz.
1038. f(¢)=shbt funksiyaning tasvirini toping.
Yechish. Giperbolik sinus uchun Eyler formulasiga asosan:

bt :
shbt=:—=l b —%e"". U holda 2 xossani e’tiborga olib olsak,

o 1 B 1 _ b
2(p-b) 2(p+b) p>-8&*

F(p)

ni topamiz.
1039. £(s)=shatsinbr funksiyaning tasvirini toping.
Yechish. Giperbolik sinus uchun Eyler formulasiga asosan:
(=i N N (SO o Lo s
shat = B 57 - I(f)—'éf, smbt—?. sinbt.
U holda (7) formulaga asosan:
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b b = 2pab
’_’((p—a)z +bz) B 2((p+a)2 +b3) [(p—a)Z +b2][(p+a)2 +bl]'
1040. s (:)=:-chtr funksiyani tasvirini toping.
Yechish. Giperbolik kosinus uchun Eyler formulasiga asosan:

F(p)=

’;,M ’-M - ' l ; -I ;
chbt = J’z“ =l 4-%5", F(e)=t-d +ore™.
U holda (8) formulaga asosan:
e 1 1 ? 4+ b?
F(p =L

28y Aoy (p-v)
Quyidagi funksiyalarning tasvirlarini toping.
1041. 7(2)=sin’t. 1042. f(¢)=¢e'cos’t. 1043, S{(t)=chbt.
1044. f(r)=¢-shbe. 1045, f(r)=sint—cost. 1046. r(r)=3+2t.
1047. 7(:)=cos’t. 1048. f(t):(t—l)z_ 1049. f(r)=cos*(¢~1).
1050. f(r)=e"-cos2t. 1051. f(r)=e"-£. 1052. S(t) =sin’t.
1053. f(1)=t-coswt. 1054. f(1)=e'-2. 1055, r(r)=¢-cost.

1056*. f(t) =shat -cosbt. 1057*. f (¢) = chat -sinbt.
1058*,f(t) =chat - cosbt.

65-§. Funksiyaning tasviridan originalni topish

Operatsion hisobning asosiy masalalaridan biri F(p) tasvirga
mos f(r) originalga o‘tishdan iborat. Buning uchun:

1. Agar tasvir sodda kasr ko‘rinishga ega bo‘lsa, birdaniga
tasvir jadvali yordamida asli topiladi.

2. Tasvirni sodda kasrga yoyib, so‘ng tasvir jadvali yordamida
asli topiladi.

3. Tasvir kasr ratsional ko‘rinishda bo‘lsa,

F(p)= LL((':;

v(p“) =([7—[)|)kl(17—[72) '...(p—p,)k', k+k,+..+k =n,
bo‘lsa, tasvir Aj"_/(p— p,)""" ko‘rinishdagi sodda kasrga ajraydi,
bunda j E('i?)‘ se(i,k,) . U holda

ya'ni

m<n va maxraj

222



(p)=3> e @)

A p= p/)
yoyilmaning barcha koeffitsiyentlarini quyidagi formula bilan

aniqlanadi: )
4,,= (,],).,',{ L H{(=2,)' "'"(P)J}- ©)

Agar maxrajning barcha ildizlari hagiqiy va butun sonlardan
iborat bo‘lsa, ya’ni
vp')=(p-p)p-p)-(P-P.)
bo‘lsa (3) yoyilma, quyidagi sodda ko‘rinishda bo*ladi:
“u(n)
F(p A . C))
o= %‘p 5" " V(p)
Har ikki holda ham, ya’ni (2) yoki (4) formuladan foyda-
lanilganda ham, original quyidagi formula bilan topiladi:
a) mahraj v(p) karrali ildizga ega bo‘lganda:

7(1) #}j( }cf'»'; )

b) maxraj v(p) barcha ildizlari hagiqiy va butun sonlar

¢ g
bo‘lganda:

-5 ©

Agar funksiyaning tasviri 1/p ning darajalari ko‘rinishidagi
qator bo‘lsa, ya’ni

(M)

ah

F(p)=
U holda original quyidagi formula bilan topiladi:

2
! r
f(l):au 4(JI-F+a:.E!.+__.+a_'-Pm!

=it

(8

Bu darajali qator : ning barcha qiymatlari uchun yaqinla-
shuvchi bo‘ladi.

1059. F(p)_ o tasvirning originalini toping.
popt3

Yechish. Taswuadvahga moslab olamiz:
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5 1 3 2! 1
F(J,)=i+—32—+—=4-—+—-—;+5
p p pt3 p 2p

Tasvir jadvaliga asosan har birining aslini topamiz:

T3
F( )—>4-l+§-t2+5-e"' = f(r)=4+3i+52’"
P 2 2 :

1060. F(p)= tasvirning originalini toping.

1

(p + 1)([): 4F 4)
Yechish. Tasvimi sodda kasrlarga yoyamiz:

F ()= 1 __ A4 Bp+C
(p+1)(p1+4) p+l p 44’

Noma’lum koeffitsiyentlarni
A(pz +4)+(Bp+C)(p +1)=1,

ayniyatdan o‘zgaruvchilarning bir xil darajalari oldidagi koeffit-
siyentlarini tenglab, topamiz:

A+B=0, B+C=0, 44+C=1 :>A=-;—, B=—é, c-1
5
Demak,
I 1 p 1 2
F(p)== = —
{p] 5[{:+| p:+21+2 p"+2:)

Tasvir jadvaliga asosan har birining aslini topamiz:

f([) = é[e_" —cosZt-f—%sin?_t).

1061. F(p):ﬁ tasviming originalini toping.
Yechish. Tasvirni soddalashtirib, jadvalga moslaymiz:
p B p=-1+1 _ p-l N 1
P =2p+5 (p-1y+4 (p-1¥+4 (p-1y+4
(6) va (7) jadvalga asosan:

——p—_.l————w' -cos2t, L = L 2. —)le’ -sin2¢.
(p-1) +4 (p=1)+4 2(p-1) +4 2
Demak, _
.—';’—_ be’[co::EH }—’sin I:)
P —ip +3 I 2
1062. F(p)= ! tasvirning originalini toping.

3
p -8
Yechish. Tasvimi soddalashtirib, sodda kasrlarga ajratamiz:
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1 " 1 :‘L*_ Bp+C
P -8 (p—2)(p2+2p+4) p-2 p+2p+d
Noma’lum koeffitsiyentlarni
A(pz+2p+4)+(B/J+C)(p—2)=],
ayniyatdan o‘zgaruvchilarning bir xil darajalari oldidagi koeffitsi-
yentlarini tenglab, topamiz:

A+B=0, 24-2B+C=0, 44-2C=] :>A:—[ B=——I- C=—l.

12’ 12 3
Demak,
I 1 1 1 p+d _1 I I(l”“'(‘ﬁ)

-8 12p-2 12p°+2p+4 12p-2 p+l (Jg)

11 p+1 BB Ji

F{p}— __________

Bundan (3), (6) va (7)Jadvalga asosan quyldagml topamiz:
1(r)= Le” - Iije" [ccs\[j.r +\/3;Sin\/§l)‘

12

1063. F(p)= tasviming originalini toping.

= pEE
(p=1)'(p+2)

Yechish. Tasvimi (2) formula bo‘yicha sodda kasrlarga yoyamiz:

F(;J): l/’ i|| 4, S An,x - AZ.I . +£2—.
(-0 (pe2) (o) (p-1) p=1 (p+2) P*2
(3) formula yordamida koeffitsiyentlarni topamiz:

= Liim(p-1) F(p)]=tim—L =3,

7 (p+2)
! dl_pr |
A= [{’" ) #(p)]- 'J"?F[m
Clim 4 ! 2p (_t
“eap| (pe2) (pea) | 2
= ! imd—Z d =
A —Elll'” [ :I I,,_,, dpz .(I)+2).'
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m ———4—+ op =“L
2:‘-‘1_ {p+2}! {ﬂ+2)3 27"

Ly = g2
Ay, ‘”._-,'!,I.L“_':[{P P)] lim, -1y 20
| d '
A:g:ﬁ}tm_‘d—[(ﬂ-i-i) F(p)]=tim F;;Lpfs)’ =
= lim | = 3p _ Z"L_
==y (p-1) ] 27
Shunday qilib,

: 1| 3 1 1 2 i
Al + —— .
2 27{(,7-1)’ (p-1) p-1 (p+2)3+p+2}'
Bundan (3) va (8) jadvalga asosan quyidagini topamiz:

2 g
Flx }——[ e+ —¢ +2te'2'+e‘3':\=3t+;lze'+2t+le-ﬂl
54 27

_ p+l P 1
1064. F(p)_—p(p—l)(p—Z)(p—B) tasvirning originalini toping.

Yechish. Tasvir maxrajining ildizlari haqiqiy va butun
bo‘lgani uchun (6) formuladan foydalanish qulay.
w(p)=p+l, v(p)=p(p-1)(p-2)(p-3)=p'-6p’+11p"-6p,
v(p): p =0, p,=1, p,=2, p,=3; V(p)=4p’-18p°+22p—6.

u(p) 1 _ 1 "(m:z: “p) 3 _ 3 ulp) 4 _2
vip) 6 6 v(p) 2 V'(Px) 2 2" V(p) 63
culp,) ,, R
f()=lzv—”““j £ =——+e—5:. +3:. .
1

1065. F(p)=——— tasvirning originalini toping.
(p) p(l + p-l) g g ping
Yechish. Tasvirni I/p ning darajalari ko‘rinishidagi qatorga
keltirish mumkin bo‘lgani uchun unt (7) formulaga keltiramiz:
- 1 1 1 1 1 i
F = e |
kp) ]J(l'*'[f’) ps ]+L4 ps p pl}
P
Bu qator |p|>1 da yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun funksiyaning
originalini (8) formula yordamida topamiz:
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Quyidagi tasvirlari berilgan funksiyalarning originalini
toping.

' 1067. F(p)=— !

1066. FUPW' (r-0(7-4)
1068. F@):Wf’_’%;). 1069. F(F)*W'
1070. £ (p)- ip_f 1071. F(n)=;¢§m-
1072. p(p)zm_ 1073. F(p)=— —+1)
1074. p(,;):%. 1075. F“'):W'

1076. p(p)=( 1077 F(;J):;,‘P:I

4
P -4)(p*+1)

20+ pt+2p-—1 i
1078. p(py-L 32 *2P— 1079. F(p)=L £ —
p -1 p-p
. ' —2p -1 2p' +p  +2p 42
1080, FA(p)=—L L * Fp)=£ 1L ==
(») p'=3p" +3p-1 1081*.£(2) pt+2pt +2p

66-§. Originalni differensiallash va integrallash

Ta’rif. f(r) va g(¢) funksiyalarning o‘ramasi deb, quyidagi
integralga aytiladi:

(7 +8)(0)= | r()e(e-7)dr. ©)
Teorema. Agar F(p)—>f(¢) va F(p)—>£,(t) bo'lsa,
E(p)E(p)—1 /() (10)
bo‘ladi.
Teorema. Agar F(p)R(p)—>/*/(t) va £(t) original
bo‘Isa,

PE( ) E-p)— [ f0) il = T)dr + £(0)£:(0) (1
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bo-ladi. (11) Dyuamel formulasi deb nomlangan.
1082. F(p) =

tasviming originalini o‘rama formulasi

yordamida toping.
Yechish. Tasvirni ko‘paytma shakliga keltiramiz:

=Vl DA £ 1 =2 ht l int
F(p)= T -l pral 7= i, P sini.
Bundan funksiyaning originalini (9) formula yordamida
topamiz:

;,JP_ 1 —)_‘.ch(l - r)sinrd‘r S —lz[sh(t - r)sint + ch(t - r)cosr:“’” -
o

= %(cht —cost).

1083. F(p)= L - tasviming originalini o‘rama formulasi
(p*+a’)
yordamida toping.
Yechish. Tasvirni ko‘paytma shakliga keltiramiz:
. 1 1 1 1
#(p)= s :

2 2 2 3 2 =
(p:+a:) pta pra p+a

Bundan funksiyaning originalini (9) formula yordamida

topamiz:

—-—I——>I[—l-sinatlsina(t—r)dt = L]‘[cosa‘r —cosal(2t - r)]dr =

(P2 +az) ‘a a 2a’ r

i
F——b= sinat.

= L[ Y sinar +lsma(7l —r)1ll’ = —sm at(1~cosar).
2a° La J]n a

1084. F(p):( %‘" } tasvirning originalini Dyuamel formulasi
=41

yordamida toping.
Yechish Tasvirni ko paytma shakliga keltiramiz:

F(p)= =2p—}— B NN 1 — sint, £ scost.
( _+1) p o+l oplel p+l p o+l

(11) formulaga asosan:




F(p):va—I—- 2 —>2J'cosrcos(l—r)dr+0=
n

P+l prel
! T

= Icostdr +Icos(2r —t)dr =cost- r]:) + %sin (2r —I)[; ={cost +sint.
0 1]

Quyidagi tasvirning originalini o‘rama formulasi yorda-
mida toping.

1085. F(p):ﬁ, 1086. ,«—(,;)7,{;—_1]-.

1087. F(p)=(71T)l(;2+—9). 1088. p(p)=m”z+—l).

1089. p(p)=“jii’;—(*;iﬂ_ 1090. F(p)=_—5:f,’;(%’ff,-,3—m-
1091. ;r(,,;;;,_{]. 1092%, F(p)= ”’*2P;j{‘1§’_— J)Op’+24_

Quyidagi tasvirning originalini Dyuamel formulasi yorda-

mida toping.
P

1093. F(")z(piu)’ 1094. Fp)= osiamay
1095. f:( ’Jj_ﬁﬁw]() 1096. ( p):mg)%jﬁs),

. i i _ P
1097. "'“’}:W_-T)' 1098* £(P) =i 2pea)

67-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli differensial tenglamani
operatsion hisob yordamida yechish

Originalning differensiali uchun quyidagi formulalar orinli:
Agar r(p)-—-sf(s) bo‘lsa:

pF(p)-1(0)—>1"(t).

PE(p)- o (0)- 1 (0)——/"(1), (12)

pF(p) =P F(0) == £1(0)— £ ().
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i

Ozgarmas  koefTitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamani
Y ey N ray=f(1) (13)
20)=50 ¥(0)= Yo" (0)= A" (14)
boshlang*ich shartlarni qanoatlantiruvehi yechimini topish talab
qilinsin.
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
y()e—Y{(p)=Y va f(t}«—F(p)=F.

Laplas almashtirishining originalni differensiallash va
chiziglilik xossalaridan foydalanib, (13) tenglamani har ikki
tomonini tasvirini topamiz:

(PY =2y = P ) 4 (B = 1y = P o N+
wta(pY-y)+aY=F.
Bu tenglamaga operator tenglama deyiladi. Uni ¥ ga nisbatan
yechib,
Y(p” -p"'a —..- pa,, +a0)= F+

+yo(p"“ +p'a, +...+a"_,) +y(’,(p"'2 +pa o+ a,,,z) oy

yoki

Y(p)-Q.(P)=F(p)+R.(p),
ni topamiz, bu yerda Q,(p), R_(p) mos ravishda p ning » va n-1
darajali ko‘phadlari.

Oxirgi tenglikdan y(p) ni topamiz:

(= E(P)+R,.\(P) =
Y(p)= o) (15)

Bu tenglikni (13) differensial tenglamaning operator yechimi
deyiladi. Bu tenglamadan y(p) ga mos y(¢) ni topsak, yechim hosil
bo‘ladi. Agar (14) boshlang‘ich shartlar bir jinsli, ya’ni 0 bo‘lsa,
R,_.{p)=0 boladi.

1099. -2y ~3y=¢" tenglamani y(0)=0, y'(0)=0 boshlan-
giich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini Laplas tasviri yorda-
mida toping.

Yechish. Tenglamani har ikki tomonini tasvirini topamiz:
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P —py(0)- V(0)- 2[;}}’ —,;-[U}.] ~3Y = = =S p¥-2pY-3¥= 0.3
p-3 p-3
|
= Y(p) ——
(p+1)(p=3)
Tasvirdan originalga o‘tish uchun, sodda kasrlarga yoyamiz:
1 A B €

(r+1)(p=3) (=3 23 P+l
1=A(p+1)+B(p-3)(p+1)+C(p-3)".

p=-1bo‘lsa, 1=16C 3C=%, »=3 bo'lsa, 1=44 DA:%,

p* oldidagi koeffitsiyentlarni tenglab, 0=8+C el

16
U holda
e
4(p-3) 16(p-3) 16(p+1)
Originalga o‘tib, quyidagi yechimni hosil gilamiz:
1 3t 1 3t 1 =6
(L)=—te" ——e +—e".
)=t 15" 1
1100. 47+ -2y=¢" tenglamani »(0)=0, ¥'(0)=1 boshlang’ich
shartlarni  ganoatlantiruvehi yechimini Laplas tasviri yordamida
tOping~
Yechish. Tenglamaning har ikki tomonini tasvirini topamiz:
2 1 2 1
Y~ py(0)-y'(0 Y- p(0)]-2V=—— = p¥ -1+ p¥ -2¥=——
py(0)-y(0)+[pY ~y(0)]-2r =25 = p¥ =140 v

¥(p)=

oY p+2 _ p+2 _ _I_ =
DR 7Ty v ey ey P it
1101- misol. ,"+2y' +y=re" tenglamani y(0)=1, y(0)=2
boshlang‘ich shartlami qanoatlantiruvchi yechimini Laplas tasviri
yordamida toping.
Yechish. Tenglamani (15) formula yordamida yechamiz:

Qz(l’):P2 tap+a, Dp:+2p+l=(p+l)z‘

|
(p+1)"

R(p)=y(0)(p+a)+¥,=p+2+2=p+4, F(p)=
U holda (15) formulaga asosan:
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=+(p+4)

y( }zf’{ﬂ}ﬂ‘ﬂn.l(p):(fﬂll‘ 1, pa
i 9,(p) (p+1) (p+1) (p+1)
Bundan
Y(P}= 1 +,f;+l+=3= 1 3 1

(e () p*L (pal) (pe1)

Demak,
y(t)=e" +3te" +%r‘e" :

1102-misol. j"-2y'+2y=2¢ cos¢ tenglamani y(0)=0, ;/(0)=0
boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimini Laplas tasviri
yordamida toping.
Yechish. Tenglamani (15) formula yordamida yechamiz:
O,(p)=p’ +apta, = p -2p+2=(p-1) +1,
' -1
R(p)=y(0)(p+a)+¥, =0, F(p)=2—L——
(p-1) +1
U holda (15) formulaga asosan
p-1
(p-1Y+1_ 2(p-1)
(=1 +1 [(p-1y 1]
Bundan, jadvalga va siljish xossasiga asosan:
y(t) =re'sint.
Quyidagi Kosh masalasini Laplas tasviri yordamida yeching
1103. ' -2y =0, (0)=1.

1104. '+ y=¢', y(0)=0.

1105. " -9y=0, y(0)=y'(0)=0.

1106. y" + v -2y =€, »(0)=-1, ¥(0)=0.
1107, "+ y —2y=1, »(0)=0, »(0)=2.
1108. 37— v —6y=4, ¥(0)=1, y'(0)=0.
1109. 7+ y' —2y=e", y(0)=0, ¥'(0)=1.
1110. y" -2y +y=¢, ¥(0)=0, »'(0)=1.
111, )7+ p=cost, y(0)=-1 »(0)=1.
1112, 7+ )* + y=sint, p(0)=0. y'(0)=~1.

Y{p)=
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1113. V' —y=2sNt, _v(()):(), ,VI(O)‘—'L

1114. 37+ y' =clu, »(0)=0, y'(0)=0.

115, )7y =e, y(0)=1, y(0)=1, y°(0)=0.

1116%. y"-3y"+3y'-y=0, y(0)=1, ¥(0)=0, y"(0)=0.
1117%. ¥7=6y"+11y/ -6y =0, »(0)=0, y(0)=1 »(0)=0.

68-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli differensial tenglamalar
sistemasini va integral tenglamani operatsion hisob yordamida
yechish

Agar F(p)——> f(r) bo'lsa, originalni integrali uchun quyidagi
formula o*rinli:
Lil 0. SN 16
dr. (16)
5 !f (=)

O*‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli differensial tengla-
malar sistemasi
Jx'=a,x +hy,  x(0)=x, a7
|V =ax+byy, »(0)=y,,
uchun Koshi masalasini yechimini topish talab etilsin.
Hosilani tasviri formulasiga asosan:
x(1)e——X(P), y{t)}«——r(P) bo'lsa,
X p-X-x(0), x"p*-X-p-x(0)-x(0), (18)
Ye—p¥=¥(0) y'«—p-¥-p-y(0)-y(0):
Yugoridagi kabi tasvirdan foydalanib, quyidagini topamiz:
JfX -x,=aX+hY,
Y-y =a,X +5,Y.
Sistemani yechib, ( )
p—b,)x, +by, v (p-a)ntat
(p(_al)(lz_b.‘.)_albl & (p—”x)(/"b:)_albl. (D
Natijani originalini topib, sistemani yechimini hosil gilamiz.

X(p)=

1118. y=jydt+l integral tenglamani Laplas tasviri yordamida

yeching,
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Yechish. Tenglamani har ikki tomonidan tasvir olamiz, (16)
formuladan foydalanib integralni tasvirini topamiz:
¥ 1 1
Y=—+— ¥ (p-1)=1 =YV =——.
p P ( ) p-1
Demak,
y(()=e'.

1119. [y(r)sin(t-7)dr=1-cost integral tenglamani Laplas
a

tasviri yordamida yeching.
Yechish. Tenglamani har ikki tomonidan tasvir olamiz, chap
tomonda y(z) va sins funksiyalarning o‘ramasi ishtirok etmogqda.
(10) formuladan foydalanamiz. O‘ng tomonni tasvirini topsak,
quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:
1 1 P 1 1
= = Y-

——=—= — = oY=

p’+l p pi+l P+l (pz+1)p

X
p
»(£)=1.
1120. jy(r)e"’dr:y(t)—e' integral tenglamani Laplas tasviri
o
yordamida yeching.
Yechish. Tenglamani har ikki tomonidan tasvir olamiz, chap

tomonda y(¢) va ¢ funksiyalarning o‘ramasi ishtirok etmogqda. (10)

formuladan foydalanamiz. O‘ng tomonni tasvirini topsak, quyidagi
ifoda hosil bo‘ladi:

- 1
)’L-Y__l_.:&y 1_L 24 yh=‘_ Y=——
p-1 p-1 p-1) p-1 p-1 p-1 p-2
Demak,
y(z)=e"

d=x+ 2y, ' e
1121. ", e tenglamalar sistemasini x(0)=0, y(0)=5

y=2x+ p+l,

boshlang‘ich shartlami qanoatlantiruvchi yechimini Laplas tasviri
yordamida toping. ;

Yechish. Sistemaning har ikki tenglamasini tasvirini topamiz,
buning uchun (18) formuladan foydalanamiz:
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(p- X-0=X+2Y,
pY—5=2X+V+r.

- 3 p

Sistemani (19) ko‘rinishdagi x(p) va ¥(p) yechimi quyidagi

ko‘rinishda bo‘ladi:
o 10p+2 5p°—4p-1
)= T s p)zl)(ﬂ+l)(l’—3)'
X(p) ning tasviridagi maxrajning ildizlari butun bo‘lgani
uchun, originalni topishda (6) formuladan foydalanish qulay.
u(p)=10p+2, v(p):p(p+l)(p—3)=])3 —-2p*-3p
v(p): p=0, p.=-1, p,=3% v'(p)=3pz~4p—3-
2 u(p) uCh)_, ) 40) s
37 Vp,) V(-1) © v(p) V() 3
i, 8

. "{P,) i 2 ]
o P ) P
3

xli)= —
) ;l"(;JJ)L 3
¥(p) ning tasviridagi maxrajning ildizlari butun bo‘lgani

() _u(0)
via) v(0)

1
e”.

uchun (6) formuladan foydalanamiz:
w(p)=5p"~4p-1, v(p)=p(p+1)(p-3)=p"-2p"-3p
v(p): p =0, p.=~L p,=3 v(p)=3p'-4p-3.
ﬂLp_) 5 1(3) _32_8
3

u(ps) _w(=1)_8_,
4 7 V(p) V(@) !

u(p) _u(0)_1
vip) v(0) 3" v(p) vi(-1)
w(r) —2————~T',((£'Jc“ = % +2e's Ee 10

Demak, sistemaning yechimi:
2 8

x(f)=-=-2e"+=¢”,
3

a

|8

‘ 1 8
t)==+2e"+-e".
ly (=3 3
[y =y = . =
tenglamalar sistemasini x(0)=0, x'(0)=2.

1122. i My
X —y" =2cost,
»{0)=2, y(0)=0 boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi-

ni Laplas tasviri yordamida yeching.
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Yechish. Sistemaning har ikki tenglamasini tasvirini topamiz,
buning uchun (18) formuladan va tasvir jadvalidan foydalanamiz:
Me—p-X-x(0)=p-X, x—p X - p-x(0)-x'(0)=p* - X -2,
Ve—p-Y-Y(0)=p-Y-2, ye—p*-Y—p-y(0)-y(0)=p-Y-2p.
Topilganlami sistemaga X(p) va Y(p) ga nisbatan chiziqli
operator tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

isz—Z—pY+2=0, pX-Y=0,
— 2
]pX—p:Y+2p=2 L lX—pY:—Z e
| p+l | p+1
Bu algebraik tenglamalar sistemasini yechib:
2p° 1 1
X(p)= =—
(p) Ha
3
V(p)= PP
p =1 p'-1 p*+i
ekanini topdik. Endi tasvirlar jadvaliga asosan:
x(t)=sht+sint,  y(t)=cht +cost.
x'=y-z x(0)=1,
1123. {3 = x+ y, tenglamalar sistemasini { y(0) =2, boshlang‘ich
‘_2’=X+ z, z(0)=3,

shartlarni ganoatlantiruvehi yechimini Laplas tasviri yordamida
toping.

Yechish. Sistemaning har ikki tenglamasini tasvirini topamiz,
buning uchun (18) formuladan va tasvirlari jadvalidan foyda-
lanamiz:

Xe—p-X-x(0)=p-X-1,
Ye—p-Y-p(0)=p-Y-2,
_=+——p~Z—.‘:(0)=p~Z—3,

Topilganlarni sistemaga Xx(p) va Y(p), Z(p) larga nisbatan
chizigli operator tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

pX -1=Y-2Z, le~Y—Z=l,
pY-2=X+Y,=> 1X-(p-1)y=-2,
pZ-3=X+2Z l/\’+(l—p)Z:—3.

Bu algebraik tenglamalar sistemasini yechib:
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-2 2 1 2p'-p-2 2 4 1
X{p Sl = —— Y"p':——-———,—-:——%--————r
plp-1) p p-U" T ppmly 2 -l (p-)
Z(p)=3p'—2/1—2__£ 5 [

plp=1)  p p=l (p-1)”
ekanini topdik. Endi tasvirlar jadvaliga ko‘ra:
x(f)=2-¢, y(t)=-2+4 —te', z(t)=-2+5¢ ~te".
Quyidagi integral tenglamani Laplas tasviri yordamida
yeching

1124 y= [y +8.
0
1125. [p(z)(z-7) dz=t'.
0
1126. _[y(r)e’"’dr =p(t)+e”.
0
1127. j)r(r)cos(3t—r)dr =l -cos3t.
. , 1,
1128. [y(c)(t-7) dr =51

1129. J‘y(r)cos(l -7 )dr =] —cost.
0

Quyidagi sistema uchun Koshi masalasini Laplas tasviri
yordamida yeching

'x'=2y, x{0)=2,

1130. J (©) 2

(' =2x y(0)=2.

[x'=3x+4p, x(0)=],
L ] ‘=4x-3y, y(0)=L

[x' =3x-4y=0, x(0)=1
L |y -avesy=0, y(0)=1.

[¥-y+x=0, x(0)=1,
”33']y'+3_v+x=0 o
X +y=2" x(0)=1,
M4 o y(0)=1
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X +x-y=¢€, x(0)=1
y+y—x=, y(0)=1
I‘ -y=¢, x(0)=x'(0)=0,

[¥+y =y=0, y(0)=y(0)=0.
2x"+x-) =-3sint, x(0)=0, x'(0)=1,
x+y' =—sint, y(0)=0.

1135. {
1136.

1137. {

xX=y+z, x(0)=-

1138. (¥ =x+z, y(0)=1

Z=x+y, z(0)=0.
Z+y=t, x(0)=1,
1139%. (¥ +z=0+1, y(0)=0,
z(0) =

0)=0.

Z'+x=2t+1,
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IX BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKA ELEMENTLARI

69-§. Kombinatorika elementlari. Nyuton binomi

Kombinatorika-matematikaning berilgan obyektlardan u yoki
bu shartlarni ganoatlantiruvchi kombinatsiyalar tuzish mumbkinligini
o‘rganuvchi bo‘limidir.

. Ita’rif. To‘plamlar va ularning qism to*plamlarini tuzish usulla-
rini hamda miqdorlarini o‘rganuvchi fan kombinatorika deyiladi.

2-ta’rif. Butun manfiy bo‘lmagan sonlar uchun aniglangan n!
funksiyaga faktorial deyiladi. Har qanday natural # soni uchun n!
funksiya 1 dan » gacha bo‘lgan ketma-ket natural sonlar ko‘payt-
masiga teng, ya'ni

n'=1-2-3-...-n.
Qulaylik uchun ta’rifga ko‘ra 0'=1, 1'=1 deb olinadi. Faktorial,
qatorlar va kombinatorika masalalarida ko*p uchraydi.

1 ortishi bilan n! funksiya juda tez o‘sadi. Masalan, 1'=1,
21=2, 31=6, 41=24, 5!=120 va hokazo.

Agar to‘plamda tartib munosabati Kkiritilgan bo‘lsa, ya'ni
to*plamning qaysi elementi qaysi elementdan keyin kelishi yoki
qaysinisidan oldin kelishi aniqlangan bo‘lsa, bunday to’plam
tartiblangan  to‘plam  deyiladi. Agar tartiblangan to*plamda
61‘3mentlaming joylashish tartibi o‘zgartirilsa, dastlabki to‘plamdan
fargli yangi to‘plam hosil bo‘ladi.

O‘rinlashtirish. # ta elementdan iborat to‘plamning tartib-
langan & elementidan iborat tartiblangan qism to‘plamlarga, 71 ta
elementdan & tadan tuzilgan o‘rinlashtirish deb aytiladi va quyidagi

formula bilan hisoblanadi:
: o f e M
4, =n-(n—l)-(;1—2)~...-[l7—(k—l)] yoki A4, —(”_k)!
O¢rin almashtirish. # ta elementdan tuzilgan o‘rin almash-

tirish deb, shu elementlarning fagat joylashish tartibi bilan farq
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giluvehi birlashmalarga aytiladi va quyidagi formula yordamida
hisoblanadi:
P =n'=1.2-3-n. @n

Gruppalash. » ta elementdan & tadan tuzilgan gruppalashlar
deb, hech bo‘lmaganda bitta elementi bilan farqlanuvchi gism
to‘plamlarga aytiladi (bu yerda k<n bo‘ladi). Gruppalashlar
quyidagi formula bilan hisoblanadi:

f nt
C = =)y @2)

Gruppalashlarda bizni fagat to‘plamning elementiari
qiziqgtiradi, ularning tartibi esa gizigtirmaydi.

Quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi:

1L.C=C,
2.G1=C"+C, k<m),
B !
A (k)Y
4. (a+b)' =Cla" +Cia"'b +...+ Cia"*b* +.. .+ C'b" (23)
(23) formula bilan berilgan ifoda Nyuton binomi deyiladi.
n ning katta giymatlarida, ushbu tagribiy formula
m=~2xn-n" e (24)
Stirling formulasidan foydalanilanish mumkin.

1140. Guruhdagi 22 talabadan sardor, uning muovini va
devoriy gazeta muharririni saylash kerak. Shu uchta talabani necha
usul bilan saylash mumkin.

Yechish. (20) formuladaga asosan:

A,’_,=%§—:=20-21-22=9240

1141. 2,3,4,5,7,9 ragamlari ishtirokida nechta turli raqamli
6 xonali son hosil qilish mumkin.

Yechish. (21) formuladaga asosan:

P,=6!=1-2-3-4-5-6=720.

1142. Aylananing ixtiyoriy 13 ta nugtasidan, uchlari sh

nugtalarda bo‘lgan nechta uchburchak yasash mumkin.

Yechish. (22) formuladaga asosan:
o 130 1112413

10831 123

=22-13=286.
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Demak, 286 ta uchburchak yasaladi.

Quyidagi masalalarni yeching

1143. Guruhdagi 20 ta talabadan iborat ro‘yxatni necha usulda
tuzish mumkin.

1144.10 ta shafyorni 10 mashinaga necha usulda o‘tqazish
mumkin?

1145, 1,3,5,7,9 raqamlardan necha usulda turli besh xonali son
tuzish mumkin?

1146. Aylanada 9 ta turli nuqtalar olingan, bu nuqtalarni
tutashtirib, nechta:

1)vatar, 2) uchburchak, 3) to‘rtburchak, 4) beshburchak yasash
mumkin?

1147. 25 ta talabadan iborat guruhdan 25 kunlik navbatchilik
ro‘yxatini nech usulda tuzish mumkin?

1148. Kartochkaga A, B, C, D harflari yozilgan. Shu
harflardan necha usulda 4 ta harfdan iborat “so*‘z” tuzish mumkin?

1149. 25 ta talabadan iborat guruhga 25 ta imtihon bileti
tzilgan. Har bir talabaga | tadan berib nech usulda tarqatish
mumkin?

1150. 23 ta talabadan iborat guruhdan guruh sardori, yoshlar
yetakchisi va devoriy gazeta muharririni necha usulda saylash
mumkin?

1151. Futbol birinchiligida ishtirok etayotgan 17 komanda
oltin, kumush va bronza medallarini necha usulda bo‘lib oladi?

1152. Shahmat taxtasida 4 ta ruxni o‘zaro olmaydigan qilib
necha usulda joylashtirish mumkin?

1153. Uchta guruhda mos ravishda 20, 10, S ta talaba bor.
Qurilish otryadiga 1-guruhdan komandir, ikkinchi guruhdan
komissar va uchinchi guruhdan brigadirni necha usulda belgitash
mumkin?

1154. » ta nol va & (k<n+1) ta birni ikkita bir raqami yonma-
yon turmaydigan gilib necha usulda joylashtivish mumkin®?
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70-§. Ehtimollikning ta’riflari

Hodisa tushunchasi ehtimollar nazariyasining asosiy tushun-
chasi hisoblanadi.

Hodisa deganda, muayyan sharoitda yuz berishi yoki yuz
bermasligi mumkin bo‘lgan har ganday vogeani tushunamiz.
Hodisalarni 4, B, C,... harflari bilan belgilanadi.

Albatta yuz beradigan hodisa muqarrar hodisa deyiladi.

Mutlago yuz bermaydigan hodisani mumkin bo‘lmagan hodisa
deyiladi.

4 hodisaga qarama-qarshi hodisani 4 ko‘rinishida belgilanadi.

Agar bir necha hodisalardan hech qaysi ikkitasini bir vaqtning
o‘zida ro‘y berishi mumkin bo‘imasa, bunday hodisalarni birgalikda
bo‘imagan hodisalar deyiladi.

Agar har bir sinovda 4, B, C, ..hodisalardan kamida bittasini
ro'y berishi mugarrar bo‘lsa, bu hodisalarning to‘liq gruppasini
tashkil etadi deyiladi.

1-ta’rif: 4 hodisaning sodir bo‘lishining ehtimolligi deb, unga
qulaylik tug‘diruvchi hodisalar sonining, to‘liq gruppa tashkil
etuvchi barcha hodisalarning soniga nisbatiga aytiladi. U quyidagi
formula bilan hisoblanadi:

P(A)= % ; 25)

Bu ta’rif ehtimollikning klassik ta’rifi deyiladi.

Ta’rifdan bevosita har qanday 4 hodisa uchun

0sP(A)<i
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Klassik ta’rifdan foydalanish uchun, hodisalarni teng
imkoniyatli va chekli bo‘lishi zarur. Biroq amalda bu prinsiplarni
har doim ham qo‘llab bo‘lavermaydi.

Bunday holda quyidagi statistik ta’rifdan foydalaniladi.

2-ta’rif. Hodisaning nisbiy chastotasi deb, hodisa ro‘y bergan
sinashlar sonining jami sinashlar soniga nisbatiga aytiladi. U
quyidagi formula bilan hisoblanadi:

m

w(a)== (26)

n
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Nisbiy chastota va ehtimollik o‘zaro bog'liq tushunchalardir. »
sonning yetarlicha katta qiymatlarida nisbiy chastotani ehtimollik
sifatida gabul qilish mumkin, ya’ni

lim# (4) = P(4).

3-ta’rif. Tashlangan nugtaning D, c D bo‘lgan har ganday D,
sohaga tushish ehtimoli deb, p, soha o‘lchamini D, soha o*Ichoviga
nisbatiga aytiladi.

Bunday aniglangan ehtimollikni geometrik ehtimollik
deyiladi va u quyidagi formula bilan tolzila)di:

mera( D,
(,4]: mem(D) - =
mera(D)- D sohaning o‘Ichovi ma’nosini anglatadi.

1155. Bir dona kubik tashlangan. 1) 4 raqami tushish 2) juft
ragam tushishi hodisasining ehtimollarini toping.

Yechish.1) 4-hodisa 4 raqami tushish hodisasi bo‘lsin. Kubik
tashlanganda 6 ta teng imkoniyatli hodisalar mavjud: 1,2,3,4,5.6.
Demak, #=6, m=1, chunki 4 raqami 1 ta, bundan (25) formulaga

asosan:
m_1
P(4)===-.

2) B - hodisa juft raqamlar tushish hodisasi bo‘lsin. Bu holda
n=6 m=3

Chunki: 2,4,6 raqamlari juft ragamlar, bundan (25) formulaga
asosan:

; 31
=i 3 ,

1156. Ikkita tanga tashlandi. Har ikki tangani gerb tushish
ehtimolini toping. ) ,

Yechish. Ikkita tanga tashlanganda quyidagi hodisalar ro’y
berishi mumkin:

GG, GR, RG, RR. Demak, n=4, m=1, chunki jami hodisalar
soni 4 ga, imkoniyatlar soni esa 1 ga teng, bundan (25) formulaga
asosan:

m 1

P(A)=— 7

i

243




o

1157. Yashikda 12 ta oq va 8 ta qora shar bor. Tavakkaliga 2 ta
shar olindi. Olingan sarlarni 1) 2 ta 0g, 2) 2 ta qora 3) | ta oq va lta
qora chiqgish hodisasining ehtimolini toping.

Yechish. 1) 2 ta oq shar chiqishi uchun: w=cj, m =C3,
demak, (25) formulaga asosan

| B SV
P(4)=ﬂ=£li=72!'(12_2) _ 12 _66_33
Yoo G 20! 19:20 90 95

20(20-2)1 1.2
2) 2 ta qora shar chiqishi uchun: n,=C3, m, =C; | demak, (25)
formulaga asosan

8! T
pla)="e=Cf 2HE-2) _1p 1
n, C3 200 1920 95
26(20-2)! 12

3) 1taoq va | ta qora shar chiqishi uchun: n,=C%, m =C!.c,
demak, (25) formulaga asosan

8! 12!
p(A)zﬂ,uzq-c,'g _E-nrnQ2-1)! 812 96 48
’ O] szn L 19'2(_) - 1;6_%.
21(20-2)! 1-2

Ta’kidlash lozimki, 2 ta shar olinganga yuqoridagi 3 ta hodisa
to‘liq gruppa tashkil etadi. Shuning uchun:
33 14 48
P(A)+P(A,)+P(4,)= o "GElos
1158. Yilning 135 kunida yog‘ingarchilik bo‘lgan bo‘lsa,
yog‘ingarchilikning nisbiy chastotasini toping.
Yechish. (26) formulaga asosan:
G, 1350.29
W\A) = E = ﬁ
1159. R radiusli doiraga kvadrat ichki chizilgan. Tashlangan
zarrani kvadratga tushish ehtimolini toping.
Yechish. §, =R, S, =a*=2R". (27) formulaga asosan:

P(A )_mela( ) &:212_1__%
mela(D) S, R T
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Quyidagi masalalarni yeching

1160. Yashikda | dan 20 gacha nomerlangan 20 ta shar bor. .l
ta shar olindi. 1) olingan sharning ragami 23. 2) juft ragam chiqishi.
3) 4 ga karrali ragam chiqishi ehtimolini toping. .

1161. Tanga 2 marta tashlandi. 2 ta tangada ham gerb tushish
ehtimolini toping. )

1162. 1000 ta lotareya bileti chigarilgan bo‘lib, undan 500 t.aS|
yutugli. 2 ta bilet olindi. 1) 1 tasi yutugli. 2) 2 ta yutugli bo‘lish
ehtimolini toping,

1163. Guruhda 30 o‘quvchi bo‘lib, yozma ishdan 9 tasi 5 baho,
12 tasi 4 baho,

6 tasi 3 baho, 3 tasi esa 2 baho oldi. Doskaga chiqz%rilgan. 2
o‘quvchining | tasi 5 baho, 1 tasi 2 baho olgan o‘quvchi bo‘lish
ehtimolini toping.

1164. “TARVUZ” so‘zidan tavakkaliga | ta harf tanlangan. ¥3u
harfning: 1) “M” harfi bo‘lish ehtimolini toping. 2) unli harf bo‘lish
ehtimolini toping. )

1165. Qutida 3 ta qizil, 7 ta ko'k, 5 ta oq shar bor.. .Qutldarll
tavakkaliga olingan sharning : 1) oq rangli bolishi, 2) (!lZ'll ra.ngll
bo‘lishi, 3) yashil rangli bo‘lishi, 4) rangli bo‘lish ehtimolfm toplr}g..

1166. 2020-yilning fevral oyining 14 kunida yog‘mgarchl.lllf
bo‘ldi. Yog‘ingarchilikli kunlar hodisasini nisbiy chastotasini
toping. ) .
1167. 2019-yilning fevral oyining I3 kunida yog.‘lflgarf:hlhk
bo‘ldi. Yog'ingarchilikli kunlar hodisasini nisbiy chastotaSIm.topm.g..

1168. Mashinaga yuklashda 400 ta tarvuzdan 2.5 tasi yorildi.
Tarvuzlar yorilishi hodisasining nisbiy chastotasini toping. -

1169. Magazinga keltirilgan 6000 ta chinni idishdan 16 tz}s!
singan chiqdi. Siniq idish chigish hodisasining nisbiy chastotasiai
toping.
1170. R radiusli doiraga: 1) muntazam uchburchak, 2) kvadra_l.
3) muntazam oltiburchak ichki chizilgan. Tashlangan zarrani:

uchburchakka, kvadratga, oltiburchakka tushish chtimolint toping.
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1171. R radiusli sharga, kub ichki chizilgan. Tashlangan
zarrani kubga tushish ehtimolini toping.

71-§. Ehtimollarni qo‘shish, ko‘paytirish teoremalari.
Shartli ehtimollik

4 hodisaning ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligi, B hodisaning
ro‘y berish yoki ro‘y bermasligiga bog‘liq bo‘lmasa bu ikki hodisa
o‘zaro bog‘liq bo‘lmagan-erkli hodisalar deyiladi.

O‘zaro erkli hodisalar, yig‘indisining ehtimoli uchun quyidagi
formula o°rinli:

P(A4+B)=P(A)+P(B). (28)

Juft-jufti bilan erkli hodisalarning yig‘indisini ehtimoli uchun
quyidagi formula o‘rinli:

P{EA,]=Z:P(A. ): 29)

O'zaro bog'liq hodisalar, yig‘indisining ehtimoli
quyidagi formula o‘rinli:

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A-B). (30)

O‘zaro erkli hodisalar, ko‘paytmasining ehtimoli uchun

quyidagi formula o‘rinli:

P(4-B)=P(A)- P(B). 31)

Juft-jufti bilan erkli hodisalarning ko‘paytmasini ehtimoli

uchun quyidagi formula o‘rinli:

A(3a)-Fr(a) (32)

Juft-jufti bilan erkli hodisalarning hech bo*‘lmasa, bittasini ro‘y
berish ehtimoli uchun quyidagi formula o‘rinli:

P(A)=1_P(A|‘Az ---'An) (33)

O'zaro bog‘liq hodisalar, ko paytmasining ehtimoli uchun

quyidagi formula o‘rinli, bunday ehtimollikni shartli ehtimollik deb
ataladi:

uchun

P(4-B) = P(A4)- P,(B)= P(B)- F,(A)- (34)
Juft-jufti bilan bog‘liq hodisalarning ko*paytmasini ehtimoli
uchun quyidagi formula o°rinli:
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I’(AI~A2-...-4)=P(ﬁA,J=P(A')-PAI(AZ)-P (A)-t Py o (4) (35)

1172. Yashikda 10 ta oq, 15 ta qora 20 ta yashil sharlar bor.
1 dona shar olindi. Shu shami 1) oq bo‘lishi, 2) qora bo‘ishi, 3)

yashil bo‘ishi, 4) oq yoki qora bo‘ishi, 5) qora yoki yashil bo‘lishi,
6) 0q, qora yoki yashil bo‘lishi ehtimollarini toping.

: 10 2 15 1 20 4
Yechish. 1) P(0)=—=== 2= 3 p(Y)="=-,
ish. 1) 2(0) =5 2) P(0) =3 3)P(Y) g
(28) formulaga asosan:
10+15 25 5 15420 35_7
4) P(O = s B -] IS = =]
1P(0+0) 5 45 9 S P(@+Y) =545
20 45
6)”(Q+Y)=1—P(O)=l—%=g, 7)P(0+Q+Y)=10—+]5—+—=——=l.

45 45
1173. Birinchi yashikda 2 ta oqg, 10 ta qora, ikkinchi yashikda 8

ta 0q 4 ta qora sharlar bor. Har bir yashikdan 1 tadan shar olindi.
Olingan sharlarni ikkalasi ham oq bo‘lish ehtimollarini toping.
Yechish. A-birinchi yashikdan oq shar chigish hodisasi

bo‘lsin, &-ikkinchi yashikdan oq shar chigish hodisasi bo'lsin, 4 va

B hodisalar o‘zaro erkli hodisalar,
P(A)=35 =5 P(B)=
12 6

8
12
(31) formulaga asosan:

W | 3

63 9
1174. Avvalgi masalani shartlaridan, olingan sharlarni bittasi

0q, ikkinchisi qora bo‘lishi ehtimollarini toping.

Yechish. c-birinchi yashikdan oq shar chiqish hodisasi bo‘lsin,

D-ikkinchi yashikdan oq shar chigish hodisasi bo‘lIsin,

C-birinchi yashikdan qora shar chiqish hodisasi bo‘lsin,

D-ikkinchi yashikdan qora shar chiqish hodisasi bo‘lsin.

U holda

P(4-B)=P(A)-P(B)=1-2 =1

2]
L5 p(p)-1-2-1

= — 2
P(C)=},' P(p)=2, P(€)=1-+=2, P(D)
3 3
Faraz qilaylik, birinchi yashikdan oq va ikkinchi yashikdan
qora shar chigsin:

P(cD)=P(c)-P(D)= l} = %
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Faraz qilaylik, birinchi yashikdan qora va ikkinchi yashikdan
oq shar chigsin:

- — 25 3
P(CD)—P(C)-P(D)—§~6—6.
Olingan sharlarni biri oq va biri qora bo‘lishi esa bu ikki
ehtimollikning yig‘nidisiga teng bo‘ladi
5 11
P=P(CD)+ P(CD) ot
1175. 1173-masala shartida olingan sharlarni har ikkisi ham
qora bo‘lish ehtimolini toping.
Yechish. Bu masala 1173-1174-masalalar
to‘ldiruvchisidan iborat bo‘lgani uchun, uning ehtimoli:
poy (L 1Y, 13_5
k9 18) 18 18
1176. Yashikda 6 ta oq, 8 ta qora sharlar bor. Ikkita shar olindi.
Har ikki sharlarni oq bo‘lish ehtimollarini toping.
Yechish. 4-birinchi olingan sharni oq chigish hodisasi bo‘lsin,
B-ikkinchi olingan sharni oq chigish hodisasi bo‘lsin. 4 va B
hodisalar o‘zaro bog liq hodisalar bo‘lgani uchun:

()_m"ﬁ 3 n(B)= 14_1=15ﬂ, P(4-B)=P(4)-P,(B)=2.2 13

shartlarining

13 91

\’Iu]

1177. Uch mergan o‘zaro erkli holda nishonlarga o‘qg
uzmogda. 1-merganning nishonga tekkizish ehtimoli 0,75 ga teng,
2-merganning nishonga tekkizish ehtimoli 0,8 ga teng, 3- mer-
ganning nishonga tekkizish ehtimoli 0,9 ga teng. Har uch mergan-
ning nishonga urish ehtimolini toping.

Yechish. 4-birinchi merganni, B-ikkinchi merganni, c-
uchinchi merganni nishonga urish hodisasi bo‘lsin. U holda, (31)
formuladan

P(A4)=0,75, P(B)=038, P(C)=0,9.
P(A-B-C)=P(4)-P(B)-P(C)=0,75-0,8-0,9=0,54.

1178. 1177-masalani shartlaridan, aqalli
nishonga urish ehtimolini toping.

Yechish.

P(4)=1-0,75=0,25, P( )=1-08=02, P(C)=1-09=0,1.
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Har uch merganning nishonga bir vaqtda tekkiza olmaslik
ehtimoli:
P(4-B-C)=P(4)-P(B)P(C)=0,25-0,2-0,1=0,005.
U holda, hech bo‘lmasa bittasini nishonga urish (33)

formuladan:
P=1—P(71-1§-E)=1—0,005=0,995

ga teng.

Quyidagi masalalarni yeching

1179. Yashikda 10 ta og, 8 ta qora, 6 ta yashil shar bor. [ ta
shar olindi. Olingan sharni: 1) og, 2) qora, 3) yashil, 4) oq yoki qora,
5) oq yoki yashil, 6) qora yoki yashil chigishi ehtimolini toping.

1180. Birinchi yashikda 12 ta og, 8 ta qora; ikkinchi yashikda 6
ta oq va 4 ta qora shar bor. Har ikki yashikdan | tadan sharlarni
olindi. Olingan sharni har ikkitasi qora bo'lish ehtimolini toping.

1181. Ikki mergan o‘zaro erkli holda nishonga o’q uzmogqda. 1-
merganning nishonga urish ehtimoli 0,7 ga teng, 2- merganning
nishonga urish ehtimoli 0,8 ga teng. Merganlar bir paytda nishonga
0°q uzishdi. Merganlardan birini nishonga urish ehtimolini toping.

1182. Birinchi yashikda 1 ta oq, 2 ta qizil va 3 ta ko‘k; ikkinchi
yashikda 2 ta oq va 6 ta qgizil va 4 ta ko'k shar bor. Har ikki
yashikdan 1 tadan shar olindi. Olingan sharni ichida: 1) ko'k shar,
2) qizil shar, 3) oq shar bo*lmasilik ehtimolini toping.

1183. Kun davomida stanokning buzilish ehtimoli 0,03 ga
teng. 4 kun davomida stanokni buzilmay ishlash ehtimolini toping.

1184. Guruhda 12 ta yigitlar va 18 ta gizlar oqishadi. Ikki
kishidan iborat vakil saylash kerak. Saylanganlarni: 1) 2 ta yigitlar,
2) 2 ta qizlar, 3) | ta yigit va | ta giz bo‘lish ehtimolini toping.

1185. Yashikda 9 ta oq, | ta gora shar bor. 3 ta shar olindi. 1) 3
ta0q2) 2 ta oq | ta gora shar chigish ehtimolini toping.

1186*. Bitta nishonga 3 ta o'q uzildi. O‘qni nishonga tegish
ehtimoli 0,5 bo‘lsa, fagat 1 ta o‘gni nishonga tegish ehtimoli
topilsin,
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72-§. To‘la ehtimollik formulasi. Beyes formulasi

Agar 4 hodisa, to‘liq gruppa tashkil etuvchi o‘zaro juft-jufti
bilan erkliB,, By B, hodisalarning bittasi bilan birgalikda ro‘y
berishi mumkin bo‘lsa, quyidagi to‘la ehtimollik formulasi o‘rinli
bo‘ladi:

P(A)=P(B,) Py (A) ...+ P(8,)-F, (4)= ZP B)F, (4). (36)

4 hodisa ro‘y berdi degan shart ostlda B, hodisaning ro‘y
berish shartli ehtimoli, quyidagi Beyes formulasi bilan topiladi:
ay. P(4:8) P(B)P, (4)
7(8)-—5rs 37
ZP )R (4)

1187. Birinchi qutida 2 ta oq va 6 ta qora, ikkinchi qutida 4 ta
0q va 2 ta gora shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga 2 ta shar
olinib, ikkinchi qutiga solindi. Ikkinchi qutidan olingan shami oq
bo‘lish ehtimolini toping.

Yechish. 4 - ikkinchi qutidan olingan sharni oq bo‘lishi
hodisasi bo‘lsin. B, -birinchi qutidan olinib, ikkinchi qutiga
solingan sharlarning ikkalasi ham oq, B, —birinchi qutidan olinib,
ikkinchi qutiga solingan sharlarning 1 tasi oq va 1 tasi qora, 8~
birinchi qutidan olinib, ikkinchi qutiga solingan sharlarning ikkalasi
ham qora. U holda

2
P(B)=G =55 P(5)=

Pyl 1}—— P, (+ )—g‘ P, (4)=

Demak, (36) formulaga asosan:
2
P{ 4} 1 6 12 5 il 15 ﬂ‘i 9.

L

|4
o

2887288 288 16

1188. Magazinga ikkita korxonadan lampalar Kkeltirildi.
Lampalarning 30% birinchi firmada ishlab chiqarilgan bo*lib, ularni
yaroqliligi 0,8 ga teng, ikkinchi firmada ishlab chiqarilgan 70%
mahsulotni esa yaroqliligi 0,6 ga teng. Tanlangan lampani
tekshirilganda u yaroqli chiqdi. Uni birinchi korxonada ishlab
chiqarilganligi ehtimolini toping.
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Yechish. 4 - sinab ko‘rilgan lampani yarogli chigish haodisasi.
B,~lampa birinchi korxonaga tegishli bolishi hodisasi, #, — lampa
ikkinchi korhonaga tegishli bolishi hodisasi. Masala shartiga ko‘ra,

P(B)=03 P(B,)=07 F(A)=08 £, (A)=0.6.

Sinab ko‘rilgan lampa yaroqli chiqqan, ya'ni 4 hodisa ro’y

bergan. U holda Beyes formulasi (37) ga asosan, birinchi korxonada

ishlab chiqarilgan bo*lish ehtimoli
(2 0,3:0,8

- R 0,364,
2(5) 0,3-0,8+0,7-0,6

Quyidagi masalalarni yeching

1189. Birinchi qutida 1 ta og va 2 ta qora, ikkinchi qutida 100
ta oq va 100 ta qora shar bor. Ikkinchi qutidan tavakkaliga 1 ta shar
olinib, birinchi qutiga solindi. Shundan so‘ng birinchi qutidan ! ta
shar olindi, u oq shar bo‘lsa, uni ikkinchi qutidan olingan shar
bo‘lish ehtimolini toping.

1190. Qutida 5 ta standart va 2 ta nostandart detal bor. Qutidan
ketma-ket ikki marta detal olindi. Ikkinchi olingan detalni standart
bO‘!ish; 1) agar 1-detal qutiga gaytarilgan bo‘lsa, 2) agar 1-detal
qutiga qaytarilmagan bo‘lsa, ehtimolini toping.

1191. Oquv zalida ehtimollar nazariyasidan 8 ta darslik bo'lib.
ularning 3 tasi lotin alifbosida yozilgan. Talaba tavakkaliga ketma-
ket . ikkita darslik oldi. Olingan ikki darslikni lotin alifbosida
yozilgan bo‘lish ehtimolini toping.

1192. 1kki zambarakdan bir vaqtda o‘q uzilganda nishonga
0'qni tegish ehtimoli 0,95 ga teng. Agar ikkinchi zambarakdan bitta
0'q uzilganda o‘qni nishonga tegish ehtimoli 0,8 ga teng bo*lsa. bu
ehtimollikni birinchi zambarak uchun toping.

1193, Ikkita to‘quv dastgohining bir soat davomida to*Xtovsiz
ishfashi ehtimoli mos ravishda 0,6 va 0,85 ga teng. Bir soat davomida
faqat bitta to‘quv dastgohining to‘xtovsiz ishlashini ehtimolini toping.

1194. 6 ta oq va 2 ta rangli shar solingan yashikdan tavak-
kaliga 4 ta shar olindi. Olingan sharlarni ichida hech bo*lmaganda
1 ta rangli shar bo‘lish ehtimolini toping. -

1195. 100 ta lotereya biletidan 8 tasi yutugli. Hech bo'i-
maganda bitta biletda yutuq bo‘lish ehtimolini toping: 1) agar Dta
bilet olingan bo‘lsa; 2) agar 4 ta bilet olingan bo-lsa.
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1196. Ikkita qutidan birinchisida 4 ta oq va 8 ta gora shar bor
va ikkinchisida 6 ta oq va 3 ta qora shar bor. Har bir qutidan
tavakkaliga bittadan shar olindi. Olingan sharlardan hech bo‘lma-
ganda bittasi oq bo‘lish ehtimolini toping.

1197. Talaba o‘quv dasturidagi 25 ta savoldan 20 tasini biladi.
Talaba o‘gituvchi tomonidan berilgan 3 ta savolni bilish ehtimolini
toping.

1198. Qutida 8 ta oq, 6 ta qizil va 4 ta yashil shar bor. Qutidan
tavakkaliga ketma-ket 3 ta shar olindi va qutiga qaytarilmadi.
Olingan sharlarni birinchisi oq, ikkinchisi qizil va uchinchisini
yashil bo‘lish ehtimolini toping.

1199. Talabaning 3 ta test savolidan o‘tish ehtimoli mos
ravishda 0,9, 0,8 va 0,9 ga teng. Talabaning: 1) fagat uchinchi
sinovdan o‘tish; 2) fagat bitta sinovdan o‘tishi; 3) har uchala
sinovdan o‘tishi; 4) hech bo‘lmaganda ikkita sinovdan o‘tishi;
5) hech bo‘Imaganda bitta sinovdan o‘tishi ehtimolini toping.

1200. Uchta mergan nishonga garata bittadan o‘q uzishdi.
Merganlarni o‘qini nishonga tegish ehtimoli mos ravishda 0,7, 0,8
va 0,6 ga teng bo‘lsa, quyidagi hodisalaming ehtimolini toping: 1)
faqat uchinchi merganni nishonga tekkizishi; 2) fagat bitta merganni
nishonga tekkizishi; 3) har uchala merganni nishonga tekkizishi; 4)
hech bo‘lmaganda ikkita merganni nishonga tekkizishi; 5) hech
bo‘lmaganda bitta merganni nishonga tekkizishi.

1201. Uchta erkli sinashda hodisaning hech bo‘imaganda bir
marta ro‘y berish ehtimoli 0,9919 ga teng. Hodisaning ehtimoli
barcha sinashlarda o‘zgarmas bo‘lsa, hodisani bitta sinashda ro‘y
berish ehtimolini toping.

1202. Basketbolchining bir tashlashda koptokni savatga
tushirish ehtimoli 0,6 ga teng. 0,784 dan kam bo‘lmagan ehtimol
bilan hech bo‘lmaganda bir marta savatga tushirish uchun
basketbolchi koptokni savatga kamida necha marta tashlashi kerak?

1203. Qimmatli qog‘ozlar bozorida har bir aksiya paketi aksi-
yadorlarga 0,5 ehtimollik bilan foyda keltiradi. Hech bo‘lmaganda
bitta aksiya paketida 0,96875 e¢htimol bilan foyda ko‘rishi uchun
kamida nechta har xil firmalarning aksiyasi sotib olinishi kerak?



1204. Qutida 2 ta oq, 6 ta qora shar bor. Ikkita talaba qutidan
navbati bilan | tadan shar oldi va qutiga qaytaradi. Birinchi bo‘lib
0q shar olgan talaba yutuqqa ega bo‘ladi. Birinchi talabaning
yutuqqa ega bo‘lish ehtimolini toping.

1205. Birinchi qutida 5 ta oq va 3 ta qora, ikkinchi qutida 3 ta
oq va 9 ta qora shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga bittadan shar
olindi va ikkinchi qutiga solindi. Keyin ikkinchi qutidan bitta shar
olindi. Bu sharni gora bo‘lish ehtimolini toping.

1206. Yig‘uv sexiga birinchi sexdan 40%, ikkinchi sexdan
60% detal keltirilgan. Birinchi sexda 90%, ikkinchi sexda 95%
standart detallar tayyorlanadi. Tavakkaliga olingan detalni standart
bo‘lish ehtimolini toping.

1207. Do‘konga uchta firmadan mos ravishda: 20%, 46% va
34% miqdordagi mahsulot keltirilgan. Firmalarning mahsulotlarini
yarogsiz bo‘lish ehtimoli mos ravishda: 0,03, 0,02 va 0,01 ga teng.
Do‘kondan tavakkaliga olingan mahsulot yarogsiz chigdi. Uni
birinchi firma mahsuloti bo‘lish ehtimolini toping.

1208*. Musobaqada 3 ta sport ustasi, 4 ta sport ustaligiga
nomzod va 5 ta birinchi razryadli sportchi qatnashmoqda. Ulami
o‘qni nishonga tekkizish ehtimoli : mos ravishda: 0,9 ga, 0,85 ga,
0,75 ga teng. Otilgan o‘q nishonga tegdi. Nishonga tekkizgan
Qatnashchini sport ustasi bo*lishi ehtimolini toping.

1209%. Dokonga uchta korxonadan 5:8:7 nisbatda mahsulot
keltirildi. Korxonalarning mahsulotlarini yaroqli bo‘lish ehtimoli
mos ravishda: 0,9, 0,85 va 0,75 ga teng. Quyidagi ehtimollikni
toping: 1) sotilgan mahsulotni yaroqsiz bo‘lishi; 2) sotilgan
mahsulotni yarogli bo‘lishi; 3) sotilgan mahsulot yareqli chiqdi va
uni uchinchi korxonada ishlab chiqarilganligi.

73-§. Erkli sinovlar ketma-ketligi. Bernulli formulasi.
Muavr-Laplasning lokal va integral formulalari

n ta erkli sinovlarning har birida 4 hodisaning ro’y berish
ehtimoli bir xil bo‘lib p ga teng va ro‘y bermasligi esa g=1-p g3
teng bolsa, uni » ta sinovda » marta o'y berish ehtimoli

[?‘(In) - C;Inpnqn " (_1‘8)
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tormula bilan topiladi. (38) Bernulli formulasi deyiladi.
4- hodisaning kamida bir marta ro‘y berish ehtimoli quyidagi
formula bilan topiladi:

P(x?}—t]:!—f’[.t:%):l——q", 39)

- hodisaning kamida %4 marta ro‘y berish ehtimeli quyidagi
formula bilan topiladi:

k)_< e s KY g & e
2] x2=|= L B L 3 P A. P 2 == 'I . ('lm L 40
f(\ > ") > Crp"y yoki Lx "} > Crip"g (40)

ek mral)

4- hodisaning ko‘pi bilan % marta ro‘y berish ehtimoli
quyidagi formula bilan lopiladi

Px<t)-Terre @n

4- hodisaning ehtimolligi plehlk va n katta giymatni qabul

qilganda, (38) formulaning o‘rniga Muavr-Laplasning lokal
formulasidan foydalaniladi'

m—np

P(nl)~JT o(x), Oy epaa x=—= m (42)

A
Bu yerda o(x)= /i—T e? ko‘rinishda bo‘lib, funksiyaning
qiymatlari 1-jadval yordamida topiladi. Bunda ¢(-x)=g(x).

4- hodisaning kamida m» marta va ko‘pi bilan », marta ro‘y
berish ehtimoli quyidagi Muavr-Laplasning integral formulasidan
foydalaniladi:

Rl(ml_m_.)td)(.r'}—(l)(x']. (43)
bu yerda

"y = n, n "L —np
=T g 3

N g
Ui
D(x)= J’I_:r!;e 2dz
Laplas integrali deb ataluvchi tenglik bilan aniglanadi va uni
giymatlari jadval yordamida topiladi. Bunda ®(-x)=-(x).
n ta erkli sinovlar seriyasida 4 hodisaning ro‘y berishini eng
ehtimolli soni m, quyidagi formula bilan topiladi:
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(44)

np-gSmy<np+p.
4 hodisa ehtimoli p bilan Z nisbiy chastota orasidagi fargni &
n

dan kichik bo‘lmaslik ehtimolini, quyidagi formula yordamida

topiladi:
g] . 3¢[c \/:J @5)
Py

4- hodisaning ehtimolligi p -0 kichik va n—w katta qiymatni
qabul gilganda, (38) formulaning ofrniga quyidagi Puasson
formulasidan foydalaniladi:

P[ﬂ—p

n

fj(m_}x%-e". (46)

1210. Olingan mahsulotni standart bo‘lish ehtimoli 0,8 bo‘lsin.
Quyidagi:

1) olingan 5 ta mahsulotdan 3 tasini standart bo‘lishi;

2) kamida 1 tasini standart bo‘lishi;

3) kamida 3 tasini standart bo*lishi; )

4) hech bo‘lmasa 2 tasini standart bo‘lishi, ehtimolliklarini
toping.

Yechish. Masala shartiga asosan, p=0,8, g=0,2
1) (38) formuladan:

1 10
P(3)=C 0.8 .02 =—>

- 0,512-0,04="—:0,02048 =0,068.
3(s-3) 3
2) (39) formuladan:
P[ > 1]: 1 -J»[x=9)=1—0,2’ =1-0,00032 =0,999.
2

\ n
3) (40) formuladan:
.-”[ ..-zgjzcg .0,8-0,22 +C} -0,8"-0,2' + C}-0,8°-0,2° = 0,804.

4) (41) formuladan:
P[XS-Z—J=Cf‘ -0,2° +C!-0,8'-0,2" +C; -0,82-0,2’ = 0,576.
5

1211. Merganning bir marta o‘q uzishda nishonga tegish

ehtimolj p=0,2 ga teng. 100 ta o‘qdan 20 tasini nishonga tegish

chtimolini toping.




Yechish. Aytilgan ehtimollikni (42) formula yordamida topa-
miz. Bunda p=0,2; ¢=0,8; m=20 bo‘lganidan \ﬁﬁ =.100-0,2-0,8 =4
a y=monp 207100002 oy funksiyaning qiymatini jadval-
va x T 2 @(x) Y g qiy J
dan topamiz: (0)=0,40. Shuning uchun £, (20)=0,40-0,25=0,1.

1212. Tasodifan tanlangan mahsulotni yarogsiz chiqish
ehtimoli p=0,2 ga teng. Tekshirish uchun olingan 400 ta mahsulot
ichida 70 tadan 100 tagacha yarogsiz bo‘lish ehtimolini toping.

Yechish. Masalaning yechimini (43) formuladan foydalanib
topamiz. Masala shartidan: p=0,2, 4=0,8, n=400, m, =70, m, =100,

bo‘lgani uchun fnpg=./400-0,2-0,8=8 va x'=m—_agu'ﬂ
x2=100_4fo'0’2=2,5
Py (70,100) = (2,5) - D(-1,25) =0(2,5) + d(1,25) =
=0,4938 +0,3944 = 0,8882.
1213. Zavodda ishlab chigarilgan mahsulotiar ichida oliy
navlisi 31% ni tashkil etadi. Konveerdan hozirgina chqgan mahsu-

lotlardan 75 tasi ixtiyoriy ravishda tanlab olindi. Shu mahsulot

ichida ko‘pi bilan nechta oliy navli mahsulot bo‘lishi mumkinligini
aniqlang.

=-1,25,

Yechish. Masala shartiga asosan, n=75, p=0,31, g=1-0,31=0,69.
(44) formulaga asosan:
75-0,31-0,69<m,<75-0,31+0,31 = 22,56<m, <23,56.

Bu tengsizlikdan m, =23 deb olish mumkin.

1214. Hodisaning 600 ta erkli sinovlarning har birida ro‘y
berish ehtimoli 0,7 ga teng. Hodisa ro‘y berishi nisbiy chastotasi-
ning oldindan ma’lum bo‘lgan ehtimolidan chetlanishi absolyut
kattalik bo*yicha 0,03 dan ortiq bo*Imasligi ehtimolini toping.

Yechish.

Masalaning shartiga ko‘ra, »2=600, p=0,7, ¢g=1-0,7=03,
&=0,03 bo‘lgani uchun (45) formulaga asosan:

< 0.03} = 2(‘[)1(0.03 . \J!O?’O?) 3

\

-0,7

e
\

\
- |=2(1,60) =2-0,445 = 0,89.
600 7

t9
o
(=l



Demak, ehtimollik 0,89 ga teng ekan.

1215. Do‘konga fabrikadan 500 dona sifatli tort jo‘natildi.
Tortning yo‘lda buzilish ehtimoli bir donasi uchun 0,002 ga teng.
Do‘konga 3 ta sifatsiz tort yetib kelish ehtimolini toping.

Yechish. Masalaning shartidan

n=500, p=0,002, m=3 = A=500-0,002=1.
Puasson formulasi (46) ga asosan:

Pm(3)=%-e" ~0,06.

Quyidagi masalalarni yeching )

1216. Tanga 8 marta tashlandi. 6 marta gerb tomon tushish
ehtimolini toping. 7

1217. Tanga 6 marta tashlandi. 3 martagacha gerb tushish
chtimolini toping. : .

1218. Guruh 20 ta o‘g‘il va 10 gizdan iborat. O‘qituvchi
tomonidan berilgan 3 ta savolga javob berganlarni 2 tasi o°gil, 1 tasi
qiz bo‘lish ehtimolini toping.

1219. 4 ta yashikning har birida 5 ta og va 15 ta qora shar bor.
Ketma-ket 14 ta shar olinib ularni ro‘yxatdan o‘tkazib, yashikka
qayta tashlanadi. Har bir yashikdan 1 donadan shar olir}dl. Olingan
sharlarning 2 tasi oq va 2 tasi qora bo*lish ehtimolini toping.

1220. 20 ta yashikda bir xil detallar bor. Tavakkaliga tanlangan
1 ta yashikdan standart detal chigish ehtimoli 0,75 ga teng. BaFCha
detallari standart bo‘ladigan yashiklar eng ehtimolli sonini toping.

1221. Birinchi ishchi smena davomida 120 ta, t.)updan'O,94
ehtimolik bilan oliy sifatli detal tayyorlaydi. Ikkinchi {shcbl esa
smena davomida [40 ta, bundan 0,8 ehtimolik bilan oliy S'fa[.h detal
tayyorlaydi. Har bir ishchi uchun oliy navli detal tayyorlashning eng
ehtimolli sonini toping. . .

1222. Oq va qora sharlari bo‘lgan 100 ta yashik bor. Har bir
yashikdan oq shar chiqish ehtimoli 0,6 ga teng. Barcha glineay
sharlari oq bo‘lgan yashiklarning eng ehtimolli sonini toping.

1223. Agar 49 ta erkli sinashda hodisa ro‘y t{e“Shm'"g i
ehtimolli soni 30 ga teng bo‘lsa, har bir sinashda hodisa roy berishi
ehtimolini toping.



1224. Tavakkaliga tanlangan detalning nostandart bo‘lish
chtimoli 0,1 ga teng. Standart detalni eng ehtimolli soni 50 ga teng
bo‘lishi uchun nechta detal olinishi kerak.

1225. Auksionda o‘rtacha 20% aksiya boshlang‘ich giymatda
sotiladi. 5 aksiyalar paketidan boshlang‘ich gqiymatida sotilish
ehtimollarini toping: 1) rossa 4 1asi;

2) 2 tadan 4 tagacha bo‘lgani; 3) 2 tadan kam bo‘lgani; 4) 2
tadan ko‘p bo‘lmagani; 5) hech bo‘lmaganda 2 tasi; 6) eng ehtimolli
soni.

1226. Yashikda 10 ta oq va 5 ta qora shar bor. Yashikdan
tavakkaliga 6 ta shar olindi. Bunda olingan har bir shar yashikka
qaytarilib, ular aralashtiriladi. Olingan sharlardan oq shar chiqish
ehtimolini toping: 1) rossa 3 ta; 2) 3 tadan 5 tagacha; 3) 3 tadan kam
bo‘lmagan; 4) 3 tadan ko‘p bo‘lmagan; 5) hech bo‘lmaganda 3 tasi;
6) eng ehtimolli soni.

1227. Oliy matematikadan hisob grafik ishini 50% talaba
bajara oldi. Hisob grafik ishini 400 talabadan bajarish ehtimolini
toping: 1) 180 talaba;2) 180 tadan kam bo‘imagan talaba.

1228. Korxonada ishiab chiqarilgan yarogsiz chigish ehtimoli
0,2 ga teng. 400 ta mahsulotdan yaroqgsiz chiqish ehtimolini toping:
1) 100 tasi; 2) 70 tadan 130 tagacha.

1229. Zavod ishlab chigargan telefon apparatdan 50% birinchi
navli bo‘lishi ma’lum. Zavod ishiab chiqargan 1000 ta telefon
apparatdan, birinchi nav bo‘lish ehtimolini toping: 1) 120 tasi; 2)
eng ehtimolli soni; 3) 120 tadan kam bo‘lmagan; 4) kamida 120 ta
va ko‘pi bilan 520 tasi.

1230. Har bir o‘q uzishda o‘qni nishonga tegish ehtimoli
0,0001 ga teng. 5000 ta o‘q uzishda 2 tadan kam bo‘lmagan o‘qni
nishonga tegish ehtimolini toping.

1231*. Merganning bitta o‘q uzishda nishonga tekkizish
ehtimoli 0,8 ga teng. 400 ta o°q uzganda, o‘qni nishonga tekkizish
ehtimolini toping: 1) 300 ta; 2) kamida 300 ta va ko‘pi bilan 360 ta;
3) kamida 280 ta va ko‘pi bilan 360 ta; 4) eng ehtimolli soni.



74-§. Diskret tasodifiy migdor.
Diskret tasodifiy migdorning sonli xarakteristikalari

Tasodifiy miqdor tushunchasi ehtimollar nazariyasining asosiy
tushunchalaridan biridir.

Tasodifiy miqdor deganda, tasodifga bog‘liq ravishda u yoki
bu qiymatlami qabul giladigan migdorni tushuniladi.

Mumkin bo‘lgan qiymatlari chekli yoki sanogli bo‘lgan
tasodifiy miqdorlar diskret tasodifiy miqdorlar deb aytiladi.

Faraz qilaylik, X tasodifiy miqdor x,x,..... %, giymatlarnt mos
ravishda p,.p,... p.,.. ehtimolliklar bilan qabul qilsin. Bunday
bog‘lanishni ifodalovchi S(x)=r moslik tagsimot qonuni deyiladi

vau
X X , R ' T Xt aee
P l 123 ' ans P

P

kabi tasvirlanadi. g idagi
X tasodifiy miqdorning matematik kutilmast, quyidagi

formula bilan topiladi:
M(x)=x,p, + X0, +o-tX,Dys “7)
bunda p+..+p =1.
Matematik kutilma quyidagi xossalarga ega:
I'M(c)=c, ¢=const.
Z. M(C-\‘)=CM(x).
3 M(x+y)=M(x)+M(y).
4. M(x)=np. (Binomial qonunga
miqdor uchun).
’\,)n‘m.:xl‘pl+x:'pz+-"+x&'pk=M(x)' - (48)
X diskret tasodifiy miqdorning dispersiyasi quyidagi formula
bilan topiladi:
D(x):M[(x—mJi':M(,\‘z)—Mz(x). 49)

Dispersiya quyidagi xossalarga ega:

bo‘ysunuvchi tasodifty
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I°. D(¢)=0, c=const.

2. D{ex)=¢*D(x).

3. D(x+y)=D(x)+D(y)-

4. D(x)=npg. (Binomial qonunga bo‘ysunuvchi  tasodifiy
miqdor uchun).

X diskret tasodifty migdorning o‘rta kvadratik chetlanishi
quyidagi formula bilan topiladi:

o(x)=yD(x). (50)
1232. Tagsimot gonuni

X, 2 3 llTl

l
7 105104101

ko‘rinishda berilgan diskret tasodifiy miqdorning: matematik
kutilmasi, dispersiyasi, o‘rta kvadratik chetlanishini toping.

Yechish. Matematik kutilmasi (47) formulaga asosan:

M(x)=x-p+x:p,+x-p,=2-0,5+3-0,4+4.0,1=2,6.

Dispersiya (49) formulaga asosan:

D(x)=M(x*) - M*(x)=22-0,5+32-0,4 +4% 0,1 -2,6* =
=243,6+1,6-6,76 =0,44.

O‘rta kvadratik chetlanish (50) formulaga asosan:

o (X)=[D(X) = J0,44 ~0,66.

1233. x tasodifiy miqdor ikkita mumkin bo‘lgan qiymatga
ega, uning tagsimot qonunini toping, bunda (x,>x):
p=0,6, M(x)=14 D(x)=0,24.

Yechish. Masalaning shartiga asosan:

p,=1-p =1-0,6=0,4.

X x

P 10604

M(x)=x-p +X,-p, =06 x+0,4-x,=14,
D(x)=x7p, + X" py—m} =0,6-x7 +0,4-x,7 - 1.47=0,24.
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=

0,6x, +0,4x, =1.4 (g rdm =14 |
065 +04 =22  lox +dxi-22 .

o Tt A9-45
Ty Sy

-

J|||1-

x =k oy, =L8 2w, 04

Demak, (1;2), (1.8:0,8). Bundan: (x, >v) shartni  bajaruveh
Javob: (1;2).

Quyidagi masalalarni yeching

1234. Tanga 3 marta tashlandi. Raqamli tomon tushizh
hodisasining tagsimot qonunini toping.

1235. Tasodifiy miqdorning tagsimot gonuni  berilgan:

-1 v 1 2
(0’2 0.10,3 0,4)' Uning matematik kutilmasi, dispersiyasi va
o‘rta kvadratik chetlanishini toping.

1236. Tasodifiy migdorning tagsimot gonuni berilgan:

(-1 0 1 2253
o1 010203 0.2 0,1)

Uning matematik kutilmasi, dispersiyasi va o‘rta kvadratix
chetlanishini toping.

1237. Haydovchi manzilgacha beshta svetaforga duch keladi.
Uning har svetofordan to‘xtamasdan o‘tish ehtimoli 1/3 ga 1eng.
Haydovchini birinchi to‘xtashigacha yoki manzilga yetgunchz
o‘tadigan svetoforlar sonidan iborat tasodifiy migdorning tagsimat
qonunini, matematik kutilmasini va dispersiyasini toping.

_ 1238. Merganning o°q uzishda nishonga tekkazishlari sonidan
iborat tasodifiy miqdoming tagsimot qonuni berilgan:
{0 I 2 3 4
¥ 0,10 0,25 0,20 0,20 0,25

Matematik kutilma va dispersiyani hisoblang.

1239. Qutidan oq shar chigishi sonidan iborat tasodifiy
miqdorning tagsimot qonuni berilgan:

(o 1 2 3 4)
'Lo,zo 0,15 0,20 0,20 o,sz

Matematik kutilma va dispersiyani hisoblang.
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1240. X tasodifiy miqdorning tagsimot qatori ikkita mumkin
bo'lgan qiymatdan iborat, (x, > ). Tasodifiy miqdorning bu giymat-
lardan  birini gabul gilish ehtimoli 0,8 ga teng. Agar
M(x)=32, D(x)=016 bo‘lsa, tasodifiy miqdorning tagsimot
qonunini toping.

1241. X tasodifiy miqdorning tagsimot qatori ikkita mumkin
bo‘lgan qiymatdan iborat, (x,>x). Tasodifiy migdorning bu
qiymatlaridan birini qabul qilish ehtimoli 0,6 ga teng. Agar
M(x)=14, D(x)=0,24 bo‘lsa, tasodifiy miqdoming tagsimot
qonunini toping.

1242. X tasodifty miqdor ikkita mumkin bo‘lgan qiymatga ega,
uninig tagsimot gonunini toping, bunda (x, > x,):

1) p, =09 M(x)=31; D(x)=0,09.
2) p,=0,3; M(x)=3,7; D(x)=0,21.
3) p, =05 M(x)=3,5 D(x)=0,25.
4) p,=0,7; M(x)=3,3, D{(x)=0,21.

1243%. Qutida 6 ta og, 4 ta qora shar bor. Qutidan tavakkaliga
ketma-ket 5 ta shar olindi. Olingan shar qutiga qayta tashlanib
aralashtiriladi. Olingan sharlar oq chigishidan iborat X tasodifiy

miqdorning taqsimot qonunini, matematik kutilmasi va dispersi-
yasini toping.

75-§. Uzluksiz tasodifiy miqdor. Uzluksiz tasodifiy miqdorning
sonli xarakteristikalari

X tasodifiy migdorning qabul giladigan qiymatlari chekli yoki
cheksiz oraligni butunlay to‘ldirsa, uni uzluksiz tasodifiy miqdor
deyiladi.

Taqgsimotning integral funksiyasi deb, har bir x qiymat
uchun X tasodifiy migdorning x dan kichik giymat qabul qilish
ehtimolini aniglovchi £(x) funksiyaga aytiladi.

F(x)=P(X <x). (51

Integral funksiya quyidagi xossalarga ega:

I 0<F(x)<1.

262



2. F(x) kamaymaydigan funksiya, x, >y = F(x)2F(x).
3. Agar xe[a;b] bo‘lsa x<a = F(x)=0; x2b = F(x)=1

bo‘ladi.
Tagsimotning  f(x) differensial funksiyasi yoki zichlik

funksiya deb, integral funksiyadan olingan hosilaga aytiladi:

S(x)=F(x). (52)
Pla<X <b)= [ /(x)ie = [ F'(x)dc= F(b) - F(a) (53)
F(x)= | £(x)dx. (54)
Differensial funksiya quy_i.cliagi xossalarga ega:
I. f(x)>0.
2 | r(x)d=t.

[a:b] kesmada X uzluksiz tasodifiy miqdorning matematik
kutilmasi, quyidagi formula bilan hisoblanadi:

M(x)—fx~f(x)dx (55)
Uning dlsper51ya51 quyldaol formula bllan hisoblanadi:
D(X)= f[x M ()] - f(x)ax= J'x Sx)ax-m?2  (56)

O‘rta kvadratik chetlanishi esa, quyidagi formula bilan

hisoblanadi:
a(X)=D(X) (57)
1244. Uzluksiz tasodifiy miqdorning integral funksiyasi

quyidagi ko‘rinishda berilgan:
0 agar x<0,

F(x)=9x" agar 0<x<l,
[l agar  x>1.
f(x) — zichlik funksiyani, m(x) — matematik kutilmani, o(x) -
dispersiyani, o(X) — o'rta kvadratik chetlanishni va [0,5;1,5]oraliqqa
tushish ehtimolini toping.

Yechish. s(x)=F'(x) (52) formulaga asosan:
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0 agar x<0,
f(x)={2x agar O<x<l
‘0 agar x>1.

Matematik kutilma (55) formulaga asosan:

4 ‘ ' 2 2
M(X)=J-x~f(x)dr=jx-2xd\'=Zj'x!dx= = ==

Dispersiya, (56) formula bilan hisoblanadi:
i CMA(X) =[x 2 0 ol S Dn
D(X)_T[x S (x)dx - M2 (X) “[x 2xdx [3j =2 2l, 5718
Ocrta kvadratik chetlanishi esa, (57) formula bilan hisoblanadi:

a(x)=JD(x) =J% %Jz :1?

[0,51,5] oraligga tushish ehtimolini (53) formula yordamida
topamiz:
P(0,5<x<1,5)=F(1,5)- F(0,5)=1-(0,5)" =1-0,25=0,75.
Quyidagi masalalarni yeching
Quyidagi tagsimot funksiyasi bilan berilgan X tasodifiy

migdorning matematik kutilmasi, dispersiyasi va o‘rta kvadratik
chetlanishini toping:

J 0, agar x<0,

1245. F cx’, agar 0<x<l,
\ I, agar x>1.
0, agar x<2,
1246. F(x)=: c(.\'3 —8), agar 2<x<3,
1, agar x>3.
0, agar x<a,
1247. F(x)=40,25x", agar a<x<b,
1, agar  x>b.
0, agar x<0,
1248. F(x)=q’, agar 0<x<2,

I, agar x>2.

Quyidagi zichlik funksiyasi bilan berilgan X tasodifiy
migdorning matematik kutilmasi va dispersiyasini toping:
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0, agar x<l|,
1249. f(x)=12x-2, agar 1<x<2,
10, agar 2>1.

0, agar x<0,
1250. f(x)=- %Sinx. agar 0<x<r,

0, agar x> 7.
1251. f(x)={3'ln3, agar x50,

0, agar x>0.
1252. )= JO, agar x<0,

lcxe , agar x20.

1 2x agar xE(O a)
1253. f(x)={a’ "k
0, agar xg(0;a).
Jx, agar XE}O\/ZJ

g IO agar \’6[0\/—]

agar ]xl <a,

1255. 7(x)- {JT_—T bo*lsa,
0

Na=7, "}P( u)-’

1256%. \/(x)=x_:+‘7. bo‘lsa, P(m+0)=?

agar |x|za,

76-§. Tekis, ko‘rsatkichli va normal tagsimot qonunlari

Tagsimot zichligi

—l—, agar xe[a;b], (58)
f{x)=3b-a
0, agar x&[a;b],
ko‘rinishda  berilgan uzluksiz tasodifiy migdorning  tagsimot
qonuniga [4;6] kesmada tekis tagsimot deyiladi.
Tekis tagsimot qonuniga bo*ysunuvchi tasodifiy miqdorlarning
sonli xarakteristikalari quyidagicha topiladi:
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"

A-r(\-}=“—11;b. D(x)= (b 1_:}" a(.v):bz:g

. P(asxs{}]:ﬂ_a. (59)

bh—a

Tagsimot zichligi
0
=4 60
S =l (60)

ko‘rinishda berilgan uzluksiz tasodifiy miqdorning taqsimot

qonuniga ko‘rsatkichli tagsimot deyiladi, bundai>0- o‘zgarmas
parametr.

Ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi

agar x<0,

agar x=0,

tasodifiy
migdorlarning sonli xarakieristikalari quyidagicha topiladi:
1 1 1
M(x)=—, D(x)=—, )=~
(@=L D=t olx)=1 a
Pla<X<pB)=e™ -,
F(t)=P(T<t)=1-c"* (62)
(62) formula bilan, ¢ vaqt davomida uskunaning to‘xtab qolish
ehtimoli
R(t)=P(T>1)=c* (63)
(63) formula bilan, to‘xtovsiz ishlash ehtimoli yoki mustahkamlik
funksiyasi.
Tagsimot zichligi
i
-l 4
f(x)=—gsme (64)

ko‘rinishda berilgan wuzluksiz tasodifiy miqdorning taqsimot
qonuniga normal tagsimot deyiladi, bunda ae R, o>0 parametr.
Normal tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifly miqdor-
laming sonli xarakteristikalari quyidagiga teng:
M(x)=a, D(x)=0’, o(x)=o. (65)
Normal tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy miqdorlar-
ning {a;5) oraliqga tegishli qiymatni qabul qilish ehtimolligi
quyidagi formula bilan topiladi:

Pla<X <pf)= m[ ‘i:‘g] -d)[:\}’z’ ] (66)
Bunda &(r)-Laplas funksiyasi deyiladi va uning qiymatlari 2-
jadvaldan topiladi, ®(—)=-®(z).
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Normal tagsimot qonuniga bo*ysunuvchi X tasodifiy migdorni
m nuqtaga nisbatan simmetrik masofaga tushish ehtimoli:

P(lx —m|<€)=¢(;£—ﬁ), 67)

1257. Bir soat ichida bekatga faqat bitta avtobus kelib to‘xtadi.
t=0 vaqida bekatga kelgan yo‘lovchining avtobusni 10 daqiqadan
ortiq kutmasligi ehtimolini toping.

Yechish. ;=0 vaqtda bekatga kelgan yo‘lovchining avtobusni
kutish vaqti [0;1] oraligda tekis tagsimlangan X tasodifiy miqdor
bo‘ladi. Shu sababli

0 agar x<0,
f(x)=41 agar 0O<x=],
‘ﬂ agar x>l
Bundan 6=1, a=0, a=0, ﬂ=10min=—é.v. U holda
|’(05x<1)=ﬁ;":(l/6)'°=_‘.
j 6) b-a 1-0 6
) 1258. Tekis tagsimot gonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy miqdor-
ning tagsimot zichligi
f'{.\.!={h' agar 5 <[22, bo'lsa,
0, agar x£[28],
=2, M(x)=? D(x)=2 o(x)=2
P(2,5<X <7,5)=".

Yechish.
T ' 1 2+8
[rxa=1= [rtc=1 s bt =t > 6h=t A=, M(x)====5.
1 2
3-2)" 3 ~25 5
D(.\')=(b _} —l’é:}, c'(x):ﬁ, P(2,5SX<7,5)=7’56 2 —_—g.

2 12
1259. xtasodifiy migdor ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga

bo‘ysunadi va uning tagsimot zichligi:
[O, agar x <0,

e
'””_.[4e4’, agar x20.
X tasodifiy migdorning (0,2;0,5) oraligqa tushish ehtimolint
toping.
Yechish. (61) formuladan foydalanamiz:
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P(0.2< X <0,5)=e " —e*** =¢** —€ =0,4493-0,1353=0,314.
1260. ; vaqt temir yo‘l vokzalida poyezd sostavini tashkil qilish
vaqti bo'lib, u ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo‘ysunsin. 1 soat
davomida 1=5, ta poyezd sostavini tashkil gilish mumkin bo‘lsin. 1)
30 dagiqadan kam vagqtda; 2) 6 dagigadan ko‘p va 24 dagiqadan

kam vaqt davomida, poyezd sostavini tuzish ehtimolini toping.

Yechish. 1) (62) formuladan foydalanamiz: 30 min=0,5 s.
ekanidan:

F(1)=P(T <30min)=P(T <0,5)=1-¢7%* =1 —¢* =1-0,082=0,918.

2) 6 min=0,1 s. 24 min=0,4 s. ekanidan (61) formuladan
foydalanamiz:
P(01< X <0,4) =" —¢°% = —e™ =0,6065-0,1353=0,4712.
1261. X tasodifiy miqdor moslamaning to*xtovsiz ishlash vaqti
bo‘lib, u ko*rsatkichli tagsimot qonuniga bo‘ysunadi:
oy 10, agar x<0,
Sx)= L0,02e"'”2‘, agar x20.
Moslamaning 50 soat davomida uzluksiz ishlash ehtimofini
toping.

Yechish. (63) ko‘rsatkichli tagsimot formulasidan foyda-
lanamiz:

R(50) == =1 _ ¢ 3679,
e

1262. Normal tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi X tasodifiy
miqdorning matematik kutilmasi a=40, dispersiyasi o> =200 ga
teng. X tasodifiy miqdorning (30;80) intervalga tushish ehtimolini
toping.

Yechish. (66) normal tagsimot formulasidan foydalanamiz:
a=30, f=80, a=40, o=-200 =102, va 2-jadvalga asosan:

( 80—40 ‘_m[ 30—40 ]
104242 104242 )

=0,5[ ®(2) +®(0,5) | =0,5[0,995 +0,521] = 0,758.

1263. Tayyorlanayotgan detal uzunligining standartdan chetla-
nishi tasodifiy migdor bo‘lib, u normal tagsimot qonuniga
bo‘ysunadi. Agar standart uzunlik z=40sm, dispersiyasi o=0,4 sm

P30 < X <80)=0,5

<D
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ga teng bo‘lsa, 0,8 ehtimollik bilan qanday aniqlikda uzunlikni

ta’minlash mumkin? .
Yechish. Masalaning shartiga asosan P(|X —40]<¢)=0,8 shartni

ganoatlantiruvchi >0 sonni topish talab etilmoqda. (67) formuladan:

P(1x -40|< g):(p( 0.:\/5}4)(1,775).

Bundan,
<D(l,77£)>0,8 = 1,77¢>0,91 = £=0,52.
Quyidagi masalalarni yeching
1264. Tekis tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy
miqdorning tagsimot zichligi
- ; - ) =7 =
f(x):{”l’ agar xe[1;4], S5 h=7, M(x)=?, D(x)=?, o(x)=2,
{0, agar xg[1;4], P(L,5< X <3,5)="2.
1265. Tekis taqsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifly mig-
dorning tagsimot zichligi
Syl cmer xelas] o b=t M(x)= D)=, o)<
& 0. agar x2[2;3], T P(2,5<X<4,5)=0.
1266. Tekis tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifty miq-
dorning tagsimot zichligi
: [h, agar .\'E[!:?i. i h=?, M(I)=?, D(X)=?> ”(X)=?‘
flx)y=4 bo*lsa,
l(), agar xg[l;7], P(l,5<X<6,5)=7.
1267. Tekis taqsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy
migdorning tagsimot zichligi
f(x)—{h’ agar x&[3;10], bo'l h=9, M(x)=?, D(x)=2 o(x)=2
o, agar xe[3:10], " P(3.5<X <9,5)=2
1268*. Shahar avtobusi bekatga har 5 dagiqada kelib ketadi.
Bekatga kelgan yo‘lovchini avtobus ketgach 1 dagiqadan so'ng va
keyingisidan 2 daqiqa avval kelishi ehtimolini toping. \
1269. Ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo*ysunuvchi tasodifiy
migdorning tagsimot zichligi:
£(x)=0.02¢""* x>0, bo'lsa M(x), D(x), P(0<x<50)=2. .
1270. Televizoming to‘xtovsiz ishlash vagti ko‘rsat!(ichl}
tagsimot qonuniga bo‘ysunadi va f(r)=0,002¢"", 1 >0. Televizori
1000 soat davomida to*xtovsiz ishlash ehtimolligini toping.
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1271. Korsatkichli tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy

migdorning tagsimot zichligi:
F(x)=2,5¢", x>0. M(x)=?, D(x)=?, ofx)=2

1272. Ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy

miqdorning tagsimot zichligi:
S(x)=7¢7, x>0 bo‘lsa, M(x), D(x), P(0,15<x<0,6)=2.

1273. ¢ vaqt temir yo‘l vokzalida poyezd tarkibini tashkil
qilish vaqti bo‘lib, u ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo‘ysunsin. |
soat davomida A=5, ta poyezd sostavini tashkil qilish mumkin
bo‘lsin. Poyezd tarkibini 0,3 coatdan kam bo‘lmagan vaqt davomida
tuzish ehtimolini toping.

1274. Elementning to°xtovsiz ishlash vaqti ko‘rsatkichli tagsi-
mot gonuniga bo‘ysunadi. Agar F(:)=P(T <t)=1-¢%, >0 bo‘lsa,

24 soat davomida 1) to‘xtab qolish, 2) to‘xtab qolmaslik
ehtimoligini toping.

1275*. Ko‘rsatkichli taqsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy
miqdorning tagsimot zichligi:

S(x)=3e, x>0bo lsa,M(x), D(x), P(0,13<x<0,7)=7.

1276. Onugqtaga o‘rnatilgan pushkadan Ox o‘q yo‘nalishida
otish bajarilmoqda. Snaryadning o‘rtacha uchish uzogligi m
Snaryadning o‘rtacha uchish uzogligini x normal tagsimot gonuniga
bo‘ysinsin va o‘rta kvadratik chetlanishi c=80 m bo‘lsa otilgan
snaryadlardan necha foizi 120 m dan 160 m masofaga yetib boradi.

1277. Tasodifity migdor x normal tagsimot qonuniga bo‘ysun-
sa va matematik kutilmasi m, o‘rta kvadratik chetlanishi o ga teng
bo‘lsa. x tasodifiy migdorning 0,01 aniqlik bilan

: (ln,m + o’), (m+o,m+ 20'), (m +20,m +30’)
intervallarga tushish ehtimolini toping.

1278. Vagonning massasi normal tagsimot qonuniga bo‘ysu-
nib, matematik kutilmasi 65 ¢, o‘rta kvadratik chetlanishi c=0,9+¢ ga
teng bo‘lsin. Navbatdagi vagonning massasi (60;70) oraliqda bo"lish
ehtimolini toping.

1279. Ustaxonada tayyorlangan sterjenning uzunligi / normal
tagsimot qonuniga bo‘ysunib, matematik kutilmasi 25sm, o'rla
kvadratik chetlanishi o=0,lsm ga teng bo'lsin. Navbatdagi
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tayyorlangan sterjenning uzunligi uning matematik kutilmasidan
0,25smdan ortiq xatolik bermaslik ehtimolini toping.

1280. Poyezd 100 vagondan tashkil topgan. Har bir vagon
massasining matematik kutilmasi 65 tonna va o‘rta kvadratik chetla-
nishi ¢=0,% tonnaga teng bolsin. Lokomativ 6600 tonna massali
sostavni tortishi mumkin, aks holda ikkinchi lokomativni qo*shishga
to‘g‘ri keladi. Ikkinchi lokomativ kerak bo‘Imaslik ehtimolini toping.

1281*%. Avtomat sharchalar tayyorlaydi. x -sharchaning
diametri bo‘lsin. Bu diametrni loyihadagi o‘lchamdan chetlanishi
absolyut qiymat bo‘yicha 0,7 mm dan kichik bo‘lsa, sharcha yaroqli
hisoblanadi. x tasodifiy migdor o =0,40'rtacha kvadratik chetlanish
bilan normal tagsimlangan bo‘lsa, tayyorlangan 100 ta sharchadan
nechtasi yarogli bo‘ladi.

77-§. Chebishev tengsizligi. Katta sonlar gonuni.
Markaziy limit teorema

Lemma. (Chebishev tengsizligi) x -ixtiyoriy tasodifiy miqdor,
M(x), D(x) mos ravishda uning matematik kutilmasi va dispersiyast,
e-istalgan musbat son bo‘lsin. U holda
D(x) (68)

€7
tengsizlik bajariladi, bu yerda P(|X—M(x)]<£)— x tasodifiy migdor-
ning matematik kutilmasidan chetlanishining ¢ dan kichik bo‘lish
ehtimoli.

Teorema (Chebishev teoremasi). X,, X;,... X, juft-jufti bilan
bog‘ligmas bir xil tagsimotga ega tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi,
Yani M(X)=a,D(X,)=0" (1 =fn) bo‘lsin. U holda istalgan >0

son uchun
Iim(
it
bo‘ladi.

Teorema (Bernulli teoremasi). k& Bernulli sxemasid:a n ta
Stnashdagi 4 hodisaning ro‘y berishlar soni, p=/(4) bitta sinashda

ro‘y berish ehtimoli bo*Isin. U holda quyidagi tenglik orinli boladi:
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P(lx -M(x)<e)21-

X+ X, ...+ X,
L i T ey

]. (69)

n




\

i_pqu:l. (70)

n |

lim(

27\

Teorema (Markaziy limit teorema). Agar X, X,..,X, -

bog'liqmas tasodifty miqdorlar bo‘lib, chekli A(X,)=¢ matematik

kutilish va D(X)=c dispersiyaga ega bo‘lgan bir xil tagsimot
qonuniga ega bo‘isa, u holda n cheksiz ortganda

e = 71
T (71)
ning tagsimot qonuni matematik kutilishi 0 va dispersiyasi 1 bo‘lgan
normal tagsimotga yaqinlashadi.

Izohlar. 1. AgarZX, miqdor uchun markaziy limit
=]

teoremasining shartlari bajarilsa, u holda bu miqdor asimptotik

normal tagsimotga ega deyiladi.

2. Avval ko‘rib chigilgan Muavr-Laplas teoremalari markaziy
limit teoremaning variantlari bo‘ladi.

1282. x tasodifiy migdorning o‘z matematik kutilishidan
chetlanishi o‘rtacha kvadratik chetlanishining uch baravaridan
kichik bo‘lish ehtimolini baholang.

Yechish. (68) formulada £=3c deb, ehtimollikni quyidagicha
hisoblaymiz:

P(X -M(x)<30)21- - o1-L 8 o 8850

5

(3o) 9 9
1283. Dengizning chuqurligi sistematik xatoliklarga ega
bo‘lmagan uskuna bilan oflchanadi. O°‘lchovlarning o‘rtacha
kvadratik chetlanishi 15 m dan oshmaydi. 0,9 dan kam bo‘lmagan
ehtimol bilan o‘lchashlarning o‘rta arifmetigi (dengiz chuqurligi) a
dan modul bo‘yicha 5 m dan kam farq qiladi deb tasdiglash uchun
nechta bogligmas o*lchashlar otkazilishi kerak?

Yechish. Dengiz chuqurligining n ta bog‘ligmas oflchashlar
natijalarini x bilan belgilaymiz. Masalaning shartiga ko‘ra: e=s,
D(x)=c" =225. Chebishev tengsizligini qanoatlantiruvchi » ni
topamiz:
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Pl x —a <5l21—“—zo,94
ln‘,?" ! J 251

Bundan 0,129/n = n290.

Demak, 90 dan kam bo‘Imagan o‘Ichashlar o*tkazilishi kerak.

1284. Texnologik uskuna tayyorlanayotgan detal uzunligining
o‘rtacha kvadratik chetlanishi bu uzunlikning matematik kutili-
shidan 0,05 sm dan ko‘p bo‘lmasligini ta’minlaydi. 50 ta detal
o‘lchangan. Bu o‘Ichashlarning ofrta arifmetigi hagiqgiy matematik
kutilishdan 0,02 dan ortig bo‘lmagan chetlanishining ehtimolini
toping.

Yechish. Masalaning shartiga asosan £=0,02, D(x)=0,5", #=50.
U holda Chebishev tengsizligiga asosan:

225

P{fS—I()gX' —ai <0,02}2] - 300—3’507 =0,875.

1285. Qoflyozmaning bitta betida xato bo‘lishi ehtimoli 0,2 ga
teng. 400 betdan iborat qo‘lyozmada xato bo'lishining nisbiy
chastotasi mos ehtimoldan modul bo*yicha 0,05 dan kam farq gilishi
ehtimolini toping.

Yechish. Masala shartiga asosan:
»=0,2, ¢=0,8, n=400, £=0,05.
Bernulli teoremasiga asosan:
' G 02508 e
P{ <n‘uos}z(1—%}—|-m_o.u |

1286. Har biri [0;4] kesmada tekis tagsimlangan 75 ta bog“hf]—
mas tasodifiy miqdorlar yig‘indisining zichligi uchun tfianfl)f
ifodani toping va bu yig‘indi 120 dan 160 gacha bo‘lishi ehtimolini
toping.

Yechish. x = ix, , bunda X, -[0;4] kesmada tekis tagsim-

1
=—02
n

langan tasodifiy migdorlar bo‘lsin.

4-0)° 4
q iM(x,)=‘1jL0=z, z::{A’,}:LFL=§-

bo‘ladi. Demak, markaziy Hlimit teoremasining shartlari bajariladi.
Bundan
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", = (z,\') Z (X,)=75-2=150, o} = [Z)(J ——100.

U holda .
fem)

1} 1 lmq
= = I
/(2= a, J"n’ 10+/27

Yig‘indi 120 dan 160 gacha bo‘lish ehtimolini topamiz:
- 160 — 150 120 -150
P(120< X Slﬁnj_tb[ - ]—q{ - ]_
=®(1) + D(3)=0,3413+0,4987 = 0,84

Quyidagi masalalarni yeching

1287. Qurilish firmasining bir kunlik sement sarfi | tonna. Bu
tasodifiy miqdoming o‘rtacha kvadratik chetlanishi 200 kg dan
oshmaydi. Ixtiyorly tanlangan kunda firmaning sement satfi
2 tonnadan oshmasligi ehtimolini toping.

1288. Har bir sinovda hodisaning ro‘y berish ehtimoli 0,25 ga
teng. Agar 800 ta sinash o‘tkazilishi kerak bo‘lsa, A hodisaning ro‘y
berishlar soni 150 dan 250 gacha bo*lish ehtimolini toping.

1289. Avtomatdan standart detalning chigish ehtimoli 0,96 ga
teng. Chebishev tengsizligidan foydalanib, 2000 detal orasida
nostandart detallar sonini 60 tadan 100 tagacha bo'lishini baholang.

1290. Depozitga qo‘yilgan aksiyalaming talab qilinishi
ehtimoli 0,08 ga teng. 1000 ta mijozdan kamida 70 tasi va ko‘pi
bilan 90 tasi aksiyalarni talab qgilish ehtimolini toping.

1291. 900 ta sinashning har birida hodisaning ro‘y berish
ehtimoli 0,7 ga teng. Bernulli teoremasidan foydalanib, hodisaning
ro‘y berishlar soni 600 tadan 660 tagacha bo‘lish ehtimolini toping.

1292. O‘g‘il va qiz bolalar tug‘ilish ehtimollari bir xil bo‘isa,
1000 ta tug‘ilgan bola orasida qiz bolalar soni 465 bilan 535 orasida
bo‘lish ehtimolini Bernulli teoremasi yordamida toping.

1293. x tasodifiy miqgdorning tagsimot qonuni berilgan:

[ 03 0.6 |x ~m(x)<0,2 bo‘lish ehtimolini toping.
p,:0,2 0,8 )

1294 x tasodifiy miqdorning tagsimot gonuni berilgan:

[Y 0.6 0. 1‘ | X = a(X)| <13 bolish ehtimolini toping.
Pn:
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1295, [0;0,25] kesmada tasodifiy ravishda 162 ta son olingan.
Ularning yig‘indisi 22 bilan 26 orasida bo‘lish ehtimolini toping.

1296*. ¥ bog'liqmas tasodifiy migdorlar [0;1] kesmada tekis
tagsimlangan. Y=§X, tasodifiy miqdoming taqsimot gonuni va

P(55<Y <70) ni toping.

78-§. Ikki o‘Ichovli tasodifiy migdorlar va ularning sonli
xarakteristikalari
Ikki o‘lchovli tasodifiy miqdorlar sistemasining korrelatsiya
momenti va korrelatsiya koeffitsiyenti

Diskret ikki o*lchovli tasodifiy migdorlarni (x;) ko‘rinishda
belgilanadi. Diskret ikki o‘lchovli tasodifiy miqdorlami taqsimot
qonuni quyidagi

Xy Xz

N M| Pu
Ya Pu Pr

) =3
Y | Am | Pom

jadval ko‘rinishida beriladi va (X=x;Y=x) ["“r”:j:m] hodi-

salar to‘liq gruppa tashkil qilgani uchun, jadvalning barcha

kataklarining ehtimollari yig'indisi 1 ga teng.
> (72)

x va y tasodifiy migdorlar (x,y) diskret t
tashkil etuvchilari deyiladi. Tashkil etuvchilar uchun quyid
formulalar o*rinli:

px=)-58,  P(r=2)=30

asodifiy miqdorlarning

agi

(73)
(x:r) ning tagsimot qonunini bilgan holda & ning va r ning

tagsimot qonunini chigarish mumkin.
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Ikki o‘lchovli diskret tasodifiy migdorlaming tashkil etu‘vch.i-
larining matematik kutilmalari quyidagi formulalar yordamida topiladi:

M(X)=xlzp|] T x!z-ﬂ:f +"'+xnzpn/v
7=l 1= 2=t (74)
M(Y)= 32 Pa+ 912 Pt et Vo2 P
=1 =1 7=

Ulaming dispersiyasi quyidagi formulalar yordamida topiladi:
D(X)=xD.py, + %" 2 pay+ ot x> p - M (X),
771 /1 7=l (75)

D(Y)=y2) Py + ¥ D Pt et Vul D P — M (Y)

=l =1 i=)

Ofrtacha  kvadratik  chetlanishlar
yordamida topiladi:

o(x)=D(X), o(r)=D(7). (76)
Ikki ofichovli (x:¥) uzluksiz tasodifiy
qiymati x<X<x+Ax, y<Y<y+Ay ni

quyidagi  formulalar

miqdoming

qanoatlantirish ehtimoli
P(x<X <x+Ax,y<Y <y+Ay) ko‘rinishda belgilanadi.

1-ta’rif. Agar Ap=,(Ax) +(4y) ga nisbatan yuqori tartibli
cheksiz kichik migdorgacha aniqlikda
P(x< X <x+Ax, y<Y<y+Av)= f(x,y)Axty an
tenglik bajarilsa, f(x,y) funksiya ikki o‘lchovli (x;Y)tasodifiy
miqdorning tagsimot zichligi deyiladi. (77) ni qisqacha quyidagi
ko‘rinishda ham yozish mumkin
P[(X,Y) € D] = f(x,y)0xhy . (78)
Teorema. Tagsimot zichligi f(x.y) bo‘lgan ikki o‘lchovli
(X;Y) tasodifiy miqdorni p sohada yotish chtimoli, f(x,y) funksi-
yadan olingan ikki o‘lchovli integral bilan ifodalanadi, ya’ni

P[(X,Y)eD]=~ H £ (x,y)dxdy. (79)

D
Teoremadan quyidagi natijalar bevosita kelib chiqadi:
190 Agar D soha a<x<f.y<y<d to‘gri chiziglar bilan
chegaralangan to*g ri to‘rtburchak bo‘lsa, u holda

n
Pla<x<f, y<y<d) =j_[f(x,y)d\:dw..
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2% j:j'{,r.y}dxdvzi.

— ey

2-ta’rif. Ushbu F(x,y)= [ | /(uv)dudv funksiya ikki o‘lchovli
(X%Y) tasodifiy miqdor ehtimo(la?i tagsimotining integral funksiyasi
deb ataladi.
2-ta’rifdan ko‘rinadiki f(x,y):% munosabat o‘rinli.
Zichlik funksiyaning tashkil etuvchilari
A= [ )y, () =] £(xr)ds (80)

formula bilan topiladi. ) o a
Tashkil etuvchilarning differensial funksnyalax:xm bllg.an f.t'o a
matematik kutilish va dispersiya quyidagi formula bilan topiladi:

M(x):_[.xfl(x)dx, M ()'}:fyfz(y)dy. (81)
D(x)= i[x—M(x)]z F(R)ee= [ (<) e M), -
D(y)= T[y—M(y)]zfz(y)aﬁ'= _[y’f2 (v)ay-M*(»)-

Tashkil ctuvchilar topilmagan bo‘lsa, u h<?lda matematik
kutilish va disperstya quyidagi formula bilan topiladi:
M(x)=[[xf (x.y)dsdy, M(y)=[[2f (x.y)ddy. (83)
D D

D)= [[[x~ 1 ()T (el = | (e, )ty =3 (X),

D(y)= ”[y_M(y)]2 S (x,y)dydx = ]-:-ylf(x,y)dxdy -M*(Y).(84)

Bunda integrallarning chegaralari (x;v)tasodifiy miqdorlar

sistemasining qabul qgilishi mumkin bo‘lgan soha bo‘}/icha'olmadfi.
Korrelatsiya momenti va korrelatsiya koefﬁts:yenu. tasodifiy
miqdorlar sistemasining sonli xarakteristikalari hisoblanadi.
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3-ta’rif. X va ¥ tasodifiy miqdorlaming & _ korrelatsion

momenti deb, bu miqdorlar chetlanishlari kopaytmasining
matematik kutilmasiga aytiladi:
K, =M[(x -M(X))(Y-M(1))]. (85)
Bu ifodani diskret tasodifiy migdorlar uchun quyidagi
Ko=2 2 (5 =M (X)) (v, -M()) p(x.7,) (86)
il y=l
ko‘rinishda, uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun quyidagi

K.= j j(x—M(X))(y—M(y))f(x,_v)d\'dy 87)
ko‘rinishda yozish mumkin.
4-ta’rif: X va Y tasodifiy miqdorlarning korrelatsion

koeffitsiyenti deb, korrelatsiya momentining bu miqdorlar o‘rtacha
kvadratik chetlanishlari ko‘paytmasi nisbatiga aytiladi:

= (88)

Jl‘{J'y

Agar X va Y tasodifiy miqdorlarning korrelatsion momenti
yoki korrelatsiya koeffitsiyenti noldan fargli bo‘lsa, ular
korrelatsiyalangan deyiladi, agar korrelatsiya momenti nolga teng
bo‘lsa, ular korrelatsiyalanmagan deyiladi.

1297. Ushbu tagsimot qonuniga ega bo‘lgan ikki o‘lchovli
tasodifiy miqdorlaming tashkil etuvchilarga ajrating.

DX X Xy X
y \ 1 Ry 3
N 0,10 1 0,30 | 0,20
Y2 0,06 10.181 0,16

Yechish.
P(x)=0,10+0,06=0,16,
P(x,)=0,30+0,18=0,48,
P(x,)=0,20+0,16=0.36.
P(»)=0,10+0.30+0.20 = 0,60,
P(3,)=0.06+0,18+0,16 =0,40.
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Bundan [ & % 5 [.vﬂ: » » J
p,: 016 0,48 036 ) | p,:0,60 040
1298. Tagsimot qonuni

w|23
Yi

2 0,1 10,2 |0,
4 0,3 0.1 102

ko‘rinishda berilgan (x;y) tasodifiy miqdoming tashkil etuvchila-

rining matematik kutilmalari, dispersiyalari va o‘rta kvadratik
chetlanishlarini toping.
Yechish. Matematik kutilmalari (74) formulaga asosan
M(X)=1-(0,1+0,3)+2-(0,2+0,1)+3-(0,1+0,2) =19,

M(¥)=2-(0,1+0,2+,01)+4-(0,3+0,1+0,2)=3,2.
Dispersiyalari (75) formulalarga asosan
D(X)=13-(0,1+0,3)+22-(0,2 +0,1) +37-(0,1+0,2) ~1.9* = 0,69,

D(r)=2%-(0,1+0,2+0,1)+47-(0,3 +0,1+0,2) -3,2* =0,96.
O'rta kvadratik chetlanishlarini (76) formulalarga asosan
X)=0,69=0,83, o(¥)=0,96=098.
{ a(x+y), (x.y)e[0:3],
(xy)2[0:3],
bilan berilgan uzluksiz tasodifiy migdor uchun
a, M(X), M(Y), D(X), D(), o(X), o(¥)-kattaliklarni aniglang.

1299.  f(xy)= differensial funksiya

33
Yechish. a_”(x + y)dxdy =1 ekanligidan
o0

aj‘j(x +y) dxdy = ujd\‘j-(.\' +y)dy = aj-[w " é‘v: ]" 'd\‘ =
00 3 0 0 = Jly-o

i

M{«\]—Lj-J- (x+ y)dxdy = —Jd\j X4 w)dt =
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| 3
B s e (3* L E]dx-@=
_27:[[.\' VX 2]]1“:,(11: 16 275 x +2-’f T

’_ﬁ_i[&ﬂ] 49 _15_49 11
16 27\ 4 2

o
e
B

o
| W

16 4 16 16

. ~_ [it il
o X ]=,’D(A] =J% =
M(Y), D(Y) va o(¥) lar ham shu usulda topiladi.

1300. X va Y tasodifiy miqdorlar chizigli y=ax+b, a=0,

bog‘lanishga ega. Korrelyatsiya koeffisiyentini va korrelatsiya
momentini toping.

Yechish. Korrelyatsiya koeffisiyentini topamiz, (83) for-
muladan:

K., = M[(X ~M(X))(¥ ~M())] - M(XY) - ()M (1) -
=M(ax® +bx)— M(X)M (ax+b)=aM (x*)+bM (X)-
—aM*(X) —bM(X)=a[M(x3)—M2 (.\')]: ac?’.
Tasodifly miqgdorning dispersiyasini hisoblaymiz:
D(y)=D(ax +b)=a’D(x)=d’c;.
Bundan &, =|a|o,. U holda
R lalo

= =N
™ ldlo?

Natija, a >0 bo'lsa 1, =1, a<0 bo‘lsa r, =-1.

Quyidagi masalalarni yeching
1301. (.x:¥) tasodifiy miqdorlar sistemasining tagsimot gonuni
berilgan.
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X,
}' Xi | X2 | X5

Y, | 0,10] 030 | 020
Y> ] 0,06 0,18 [ 0,16

Tashkil etuvchilarning tagsimot gonunlarini toping.
1302. (X;Y) tasodifiy miqdorlar sistemasining tagsimot
qonuni berilgan.

Y
X -1 0 ] 2
1 0,10 | 0,25 | 0,30 | 0,15
2 0,10 | 0,05 | 0,00 | 0,05

Quyidagilarni toping:

1) tashkil etuvchlarning tagsimot qonunlarini;

2) y=2 da X tasodifiy miqdorning tagsimot qonunini:

3)x=1 da Y tasodifiy miqdorning tagsimot qonunini;

4) P(Y <X).

1303. Ikki o‘Ichovli (x;¥) tasodifly miqdorning tagsimot zichlizi

: c
f(.L_\]—(I r.r’)(l +},:) .

formula bilan berilgan. Quyidagilamni toping: 1) C ni; 2) F{x.3): 3
P(x<1, ¥ <1) ni; 4) £;(x) va £;(») ni.

1304. Ikki o‘lchovli (X;Y) tasodifiy miqdorning tagsimat
zichligj
o V):__[cc Hex20 0
> [0, x<0, y<0,
formula bilan berilgan. Quyidagilarni toping: 1) C ni: 2} (=
3) F(x) va £(y) ni; 4) fi(x) va f£(y) ni;S) x>0, r<) ol

1305. Bitta 0*q otishda nishonga tekkazish ehtimoli 1~
uchun 0,4 ga, 2-mergan uchun 0,6 ga teng. Bir-birig
bo‘Imagan holda har ikki mergan ikkitadan o°q otgan. Qu
toping: 1) x va ¥ tasodifiy miqdorlarning tagsimot qonuas. -
(x.v) tasodifiy miqdorlar sistemasining tagsimot gonunt.
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1306. (x;¥) tasodifiy miqdorlar sistemasining tagsimot qonuni
berilgan.

Y

3 1 2 3 4
1 [0,007]0004] 0,11 [0.11]
2 {0,08]011 | 006 {008]
3 [009]013 [ 010 {0,02]

K_ —korrelatsiya koeffisiyentini toping.

1307. Ikki o‘ichovli (X;Y) tasodifiy miqdorning tagsimot

zichligi
x+y, (x,y)eD.
X =
(%) {0, (x,3) e D,
formula bilan berilgan. X tasodifiy miqdorning matematik kutilishi
va dispersiyasini toping.
1308. 1kki oflchovli (X;¥) tasodifiy migdorning tagsimot
zichligi
f(x,y)=-] %sinxsiny, S=(0<x,ysn7),

0, (x.¥)es,

formula bilan berilgan. X va Y tashkil etuvchilarning bog‘ligmas
ekanini ko‘rsating.

79-§. Matematik statistikaning asosiy tushunchalari.
Poligon va gistogramma

Statistika tabiatda va jamiyatda kechadigan ommaviy hodisa-
larni o‘rganadi.

Matematik statistikaning vazifasi statistik ma’lumotlarni

to‘plash, ularni tahlil qilish va shu asosda ba’zi bir xulosalar
chigarishdan iborat.

Tanlanma to‘plam yoki tanlanma deb tasodifiy ravishda
ajratib olingan obycktlar to*plamiga aytiladi.
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Bosh to‘plam deb, tanlanma ajratilgan obycktlar to plamigz
aytiladi.

Bosh yoki tanlanma to‘plamning hajmi deganda, bu to plzes
dagi obyektlar soni tushuniladi.

Agar tanlanma to‘plam bosh to‘plamning deyarli bzrehz
xususiyatlarini o‘zida saqlasa, u holda bunday tanlanma vakolatli
tanlanma deyiladi.

Faraz gilaylik, bosh to‘plamdan tanlanma olinib, buncz =

giymat 5 marta x, qiymat s, marta va hokazo x giymal n mzsiz
kuzatilgan bo‘lsin.

f

Xigrany X 5K 5om05Xg 5ees Xigeey X 5uney Xpgeees Xy
—_— — —_— e
ny marta Ny marta n, marta ny, marta

M +Hy +. oy =0 ta sinoy
Shu vaziyatda kuzatilgan x, qiymatlar variantalar deyiladi.
x, lami o'sish tartibida x,x,,...,x, ko‘rinishda yozib chigsak. fzsil
bo‘lgan qator variatsion qator deyiladi.
n, songa x, qiymatning chastotasi deyiladi.

W,:i {89

n
(89) formula x, giymatning nisbiy chastotasi deyiladi.
Bu yerda x,,x,,..,x, lami X tasodifiy miqdoming gabul giiz==

qiymatlari sifatida qarash mumkin.
Ushbu

X X, = Xy

wo| W=

7 n !

jadvalga X ning empirik yoki statistik taqsimoti deviladi.

X Y e X

n n T L

x

jadvalni ham nazarda tutiladi. . .S
X tasodifiy migdor uzluksiz bo*lganda uning SRIUSIN Tassas
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L ] &e) [E8) [ . | (Ewnd) |
14 4 ", W]

jadval yordamida beriladi. Bunda, ¥, - X ning (£_:&) intervaldagi
giymatlarni gabul gilish chastotasi.

Tagsimotning empirik funksiyasi (tanlanmaning tagsimot
funksiyasi) deb, har bir x giymat uchun X <x hodisaning nisbiy
chastotasini aniglaydigan F’(x) funksiyaga aytiladi:

F(x) =”7 (90)
bu yerda, n — tanlanmaning hajmi, s, - x dan kichik variantalar
soni.

Empirik funksiyaning asosiy xossalari:

I OSF'(x)ﬁl.

2°. F'(x) — kamaymaydigan funksiyadir.

3. Agar x, eng kichik varianta, x, eng katta variant bo‘lsa, u
holda x < x, bo‘lganda F*{x)=0, x> x, bo‘lganda

F(x)=1.

Chastotalar poligoni deb, kesmalari (x,1,),....(x,,»,) nuqgtalar-

ni tutashtiradigan siniq chiziqdan iborat figuraga aytiladi. (1 -shakl).

1 =

e lo___ . .
T

P R
s

1-shakl.
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Chastotalar gistogrammasi (nisbiy chastotalar gisto-
grammasi) deb, asoslari /1 uzunlikdagi intervallardan va balandligi
n,!n,(u-;h-r) sonlardan iborat bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakdan

tuzilgan pog‘onasimon figuraga aytiladi (2-shakl).

2-shakL

h=—me % interval uzunligini aniglash uchun Sterdjess
143,2211gn
formulasi.
m=1+3,3221lgn — tntervallar soni.
X, = x,,. —h/2 — birinchi intervalning boshini aniglash formulasi.
Agar hajmi n ga teng bo‘lgan tanlanmaning son giymatlari
X,,X,,....,x,bo‘lib, ular har xil bo‘lsalar, u holda tanlanma o‘rta
qiymat quyidagicha topiladi:
— XX tetX
e e o on
n 5 .
Agar hajmi n ga teng bo‘lgan tanlanmaning son qiymatlari
X.%,,...,X, M0S ravishda s, n,...,n, chastotalar bilan olingan bo*lsa.
L
Sxn,
—

o NI X X,

.T yoki x, =

- "
tenglik yordamida aniglanadi. Bunda: n, +m, +...+#n, =11

Agar hajmi » ga teng bo'lgan tanlanmaning son giymatlari
X)-X5.... X, MOS ravishda #,,n,.....n1, chastotalar bilan olingan bo'lsa.
u holda tanlanma dispersiya sifatida, quyidagi kattalik olinadi:
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Dy= 21 a1 —_zg,r( ) =x*-(X). ©92)

n

Tanlanmaning o‘rtacha kvadratlk chetlanishi quyidagi formula
bilan topiladi:

o=D. (93)
Tanlanmaning kengligi quyidagi formula bilan topiladi:
R= L

M, — tanlanma moda deb, eng katta chastotaga ega bo‘lgan
variantaga aytiladi.
Tanlanmaning medianasi quyidagi formula bilan topiladi:

% i K om,
M = 2 2

.= 94)
],\,,i—k—;l k=2m+1.

1309. 10 ta talabadan iborat guruhda oliy matematikadan
o‘tkazilgan oraliq nazoratda quyidagi ballar to‘plangan:
2,5,4,0,2,5,0,4,2,1. Tanlanmaning chastotalar va nisbiy chastotalar
statistik taqsimotlarini toping, empirik tagsimot funksiyasini tuzing.

Yechish. Tanlanmaning variatsion qator ko‘rinishda yozib
olamiz:
0,0,1,2,2,2,4,4,5,5 chastota va nisbiy chastotalarni (w, =, /#)
topamiz.

Bu yerda

5 5
> =2+143+2+42=10, > w,=0,2+0,1+0,3+0,2+0,2=1.
1=] =l
Chastota va nisbiy chastotalar qatorini tuzamiz:

X 0 1 2 4 35
n 2 1 3
wii 0.2 0,1 0.3 0.2 0,2

Bu qatorlar asosida empirik taqsimot funksiyasini tuzamiz:
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. x =0,engkichik varianta.
Demak, x<0 da F"(x}=0;

2. x<l,da x;=0 va w; =0,2.
Demak, 0<x<1da F'(x)=0,2;

3. l<x<2da F'(x)=0,2+0,1=0,3
4. 2<x<4da F'(x)=0,3+0,3=0,6;
5. 4<x<5da F'(x)=0,6+0,2=0,8;

6. x=5 eng katta varianta bo‘lgani uchun
*¥>5da F'(x)=1.

F*(x)
e &
1
o—
L} 1
08l o — "
r I ()
- R
et
— v
i I
i o
) 1 a5 v
3-shakl
Demak, W
0, x <0,

0,2, 0<x<],
10,3, 1<x<2,

B ()=t
(x) 0,6, 2<x<4,

0,8, 4<x<5,

_l’ x>l 4-shakl
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1310. Tavakkaliga tanlangan 20 ta talabaning bo‘yi (sm.

anigligida) o‘lchangan va quyidagi natijalar olingan: 171, 160, 163,
162, 156, 159, 176, 172, 164, 158, 162, 166, 162, 167, 171, 157,
167, 158, 169, 174.

Intervalli statistik qatorni tuzing.

Yechish. Olingan natijalamni o‘sish tartibida joylashtiramiz:
156, 157, 158, 158, 159, 160, 162, 162, 162, 163,

164, 166, 167, 167, 169, 171, 171, 172, 174, 176.

Bundan

x,. =156, x_ =176.

176-156
1+3,3221g20
U holda Xo =X —Iz/2=156—%=154.

Berilganlarni m=1+3,3221g20 = 6 ta intervalga ajratamiz:
Har bir intervalga tushuvchi talabalar sonini (chastotalami),

Sterdjess formulasiga asosan £ =

nisbiy chastotalarni aniqlaymiz va intervalli statistik gatorni tuzamiz

x, | [154;158) | [158;162) | [162:166) | [166;170) | [170;174) | [174;178)

n

) 2 4 5 4 3 2

W 0,1 02 0,25 0,2 0.15 0,1

w/h| 0,025 0,05 0,0625 0,05 0,0375 | 0,025

00625 - - —-— - - - -

0,0500)~ - ~ -~

0,02'%

5-shakL
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1311. Texnomart magazinida kompyuterni 10 kunlik sotishdan
quyidagi natijalar olindi: 1, 2, 4, 0, 2, 5, 0, 4, 2, 5. Tanlanmaning
sonli xarakteristikalarini toping.

Yechish. Olingan natijalarni o°sish tartibida joylashtirib
variatsion qator tuzamiz : 0,0, 1,2,2,2,4,4,5,5

n| 2 1 3 2 2

x| 0 ] 2 4 5 J

(91)-(93) formulalar yordamida sonli xarakteristikalarni topamiz:

_=%(042+1-1+2.3+4-2+5~2)=2,5;

5:%(0-2+1»1+22-3+42-2+52.2)—z,52=3,25;

o=\325~18 R=5-0=5 M,=2; M. =2

Quyidagi masalalarni yeching

1312. Supermarketda sovitgichlarni 10 kunlik sotishdan
quyidagi natijalar olindi: 2, 3,2, 1, 0,2, 4, 3, 0, . Tanlanmaning: 1)
nisbiy chastotalar statistik taqsimotini toping; 2) empirik tagsimot
funksiyasini tuzing va grafigini chizing; 3) nisbiy chastotalar
poligonini chizing. ’

1313. Supermarketda televizorlami 10 kunlik sotishdan quyi-
dagi natijalar olindi: 1, 1, 2, 2, 3, 5,2, 5, L, 0. Tanlanmaning: 1)
nisbiy chastotalar statistik tagsimotini toping; 2) empirik tagsimot
funksiyasini tuzing va grafigini chizing; 3) nisbiy chastotalar
poligonini chizing.

1314. Yuk tashish bilan shug‘ullanadigan korxonaning haﬁﬂlik
tashilgan yuklar hajmi (tonna) kuzatilganda quyidagi natijalar
olingan: 157, 160, 170, 183, 159, 153, 182, 186, 171, 155, 178, 179.
175, 165, 154, 156, 166, 179, 155, 158, 173, 171, 167, 175. 167.
173, 163, 164, 169, 172. L

Tanlanmaning intervalli statistik qatorini tuzing va nisbiy
chastotalar gistogrammasini chizing. .

1315. Fermer xo‘jaligi a’zolarining bir kunlik tergan paxtasi
kuzatilganda quyidagi natijalar (kilogramm) olingan: 183. 166. 179,
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155, 169, 172, 178, 157, 179, 163, 171, 164, 160, 175, 165,155, 159,
158. 154, 170, 165, 186, 167, 173, 153, 182, 171, 173,167, 175.

Tanlanmaning intervalli statistik qatorini tuzing va nisbiy
chastotalar gistogrammasini chizing.

1316. 10 ta abituriyentdan iborat guruhda matematikadan test
nazorati o‘tkazilgan. Bunda har bir abituriyent 5 balldan to‘plashi
mumkin. Nazoratda quyidagi natijalar olindi: 1) 1-guruh uchun; 4,
4,5,3,3,1,5,5,2,5;

2) 2-guruh uchun: 3, 4, 5, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 4. Har bir guruh
uchun tanlanmaning sonli xarakteristikalarini toping.

1317. Ulgurji savdoni tashkil qgilishda erkaklar payabzalining
o‘rtacha o‘lchamini bilish magsadida tajriba o‘tkazilgan. Bunda
do‘kondan ma’lum vaqtda xaridorlar tomonidan sotib olingan
erkaklar payabzalining o‘lchami kuzatilgan va natijada quyidagi
tanlanma olingan:

39,43,42,40,44,39,42,41,41,40,42,41,42,45,43,44,40,43 41 42,

41,43,38,41,42,40,43,40,44,41,43,41,39,45,43,46,42 .43 42 40,

43,42,41,43,39,44,40,43,41,42,41,43,42 45,44 42 41 42,40 44.

Tanlanma o‘rta qiymat va tanlanma dispersiyani toping.

1318. Elektr zanjiridagi kuchlanish tasodifiy xarakterga ega
bo‘lgan kuchlanishning ulanishiga bog‘liq. Zanjirdagi kuchlanish-
ning tebranishini o‘rganish uchun ma’lum vaqt oralig‘ida voltning
o‘ndan bir bo‘lagi anigligida 30 ta o‘lchash o‘tkaziigan va quyidagi
variatsiya qatori olingan:

215.0, 215.5, 215.9, 216.4, 216.8, 217.3, 217.5, 218.1, 218.6,
218.9,219.2,2194, 219.7, 219.8, 220.0, 220.2, 220.3, 220.5, 220.7,
220.9, 221.3,221.6, 221.9, 2223, 222.6, 222.9, 223 4, 224.0, 224 5,
225.0.

Tanlanma o‘rta giymat va tanlanma dispersiyani toping.

1319. Hajmi 20 ga teng tanlanmaning statistik tagsimoti
berilgan:

~ 12560 2600 | 2620 | 2650 | 2700 |
w | 2 3 | 10 4 1
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Tanlanma o°rta giymat va tanianma disp‘crsiyani‘to.pkm%. o
1320. Hajmi 100 ga teng tanlanmaning statistik faq
berilgan:

180
[51156 [ 160 | 164 | 168 B ‘

Twl 10 | 14 | 26 [ 28 | 12 | 8 | 2 |

. O
Tanlanma ofrta qiymat va tanlanma dispersiyani toping
ini isti holari
80-§. Tagsimot noma’lum parametrlarining statistik ba

e i jymatini 0°Z
Izlanayotgan ¢ parametming taqribiy, ta.soil.ﬁ):,s 1);mquyidagi
ichiga olgan bahoni 6 statistik baho deyiladi
ko‘rinishda belgilanadi: : (95)
0=0(X, X1-sX,) N
a
Agar M(e)ze bo‘lsa, 6 bahoga @ parametr uchun siljimag
baho deyiladi. uchun
Agzr limM(9)=9 bo‘lsa, ¢ bahoga & parametr
asimptotik siljimagan baho deyiladi. siljigan
Agar A_',(”):;,’ bo‘lsa, & bahoga ¢ parametr uchun silj
baho deyiladi. arametr uchun
Agar timp(j9—6|<e)=1 bo'lsa, 6 bahoga & param
asosli baho deyiladi. . ing mumkin
10 apa(;anc:,z:rao siljimagan bahost _bu pz_zram:t;n;;lgho_lsu, 5
bo‘lgan baholari orasida eng kichik d‘Sper-Slly:igva ; ko‘rinishda
bahoga & parametr uchun samarali baho deyila &
belgilanadi. -
Bahoning samaradorligi
D(g:) (96)
6925(9,,)

. li baho.
kattalik bilan baholanadi, bu erda ; samara
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Agar limef=1 bo‘lsa, ¢ bahoga 6 parametr uchun asimptotik

samarali baho deyiladi.

X tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi M(X)=a va
dispersiyasi D(X) bo‘lsin. X,,X,,..,X,, lar uchun tanlamaning o‘rta
giymati X, M(X) ning siljimagan bahosi bo‘ladi. U holda

imP([X - M(X)|<2)=1 = mP(p-¢l<e)=1.

e

D(X)dispersiya uchun, tuzatilgan tanlama dispersiya,

siljimagan va asosli baho bo‘ladi:
e, 97)

n
Matematik kutilishi « ga dispersiyasi o® ga teng bo‘lgan

normal tagsimot qonuniga bo*ysunuvchi tasodifiy migdor uchun

P(a¢X<ﬁ]:ql(@%]—d)[ gc_?_) = P(i)_(—al<g):2m[£—gn—].

(98)
X,%,,.-,%, tanlama asosida tuzilgan
L(X%: %50 %0 0) = [ (x,0) £(%,,0)-...- f(x,,6)
yoki
L{x,%,,....x,,0) = ﬁf(x,ﬁ) 99)
1=1

ishonchlilik funksiyasi.
Agar P(0,<8<0,)=y tenglik bajarilsa (g;6,) intervalga &

parametrning ishonchlilik intervali deyiladi

(98) formulada ;= £Z almashtirish bajarsak:

o=
= ; o
P[\X_al<ﬁ):2¢(') = P(X_j;<a<x+ﬁ) 20(1)=y.
o)=L (100)

X—— <a<X+— I ishonchlilik intervali.
Jn w;

=— - kattalik bahoning aniqligi deb ataladi.
-\rH



Eng kichik kvadratlar usulida, bahoning minimallashgan
qiymati quyidagi formula orqali topiladi:
F(0)=3(x,-0) - (101)

=l =
Styudent tagsimotli 7tasodifiy miqdorning T=~/5£-S:5
formulaga asosan

Pl (i s
Sunday qilib,

=y =P E—£<a{§+1’—s]=}ﬁ
Jn Jn

1

= £S5 — 1§
S S e vt 102
[)c' ‘A+\/n) ( )

(102) ¢ parametr uchun 7 - ishonchlilik intervali. ¢= —,.S. bahoning

<h

aniqligi.
1321. Hajmi 50 ga teng bo‘lgan tanlamaning statistik tagsimoti
berilgan:

A 3 5 8 11
wl 14 10 12 14

Bosh o‘rtacha qiymatmng siljimagan bahosini toping.
Yechish. Bosh o‘rta qiymatning siljimagan bahosi tanlanma
0°rta giymat bo*ladi. Uni hisoblaymiz:

X=%(3-14+5-10+8-12+11-14)=6,84.

1322. Hajmi 51 ga teng bo‘lgan tanlanma bo‘yicha dispersi-
Yaning siljigan bahosi topilgan: D=7. Bosh to‘plam dispersiyasining
siljimagan bahosini toping. )

Yechish. Bosh to‘plam dispersiyasining siljimagan bahosi
luzatilgan dispersiya bo*ladi:

Ry R
n-1 50 .
1323. Shaftoli sharbati 200 ml hajmli qog oz karton qutiga
quyiladi. Quyuvchi avtomat shunday sozlanganki, uni to’ Idirish
Xatoligi o+10m/ ga teng. Avtomatni 205ml quyadigan qilib
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sozlandi. Idishlar karton qutilarga 25 tadan qadoglanadi. Tasodifan
tanlangan qadoglangan qutining og‘irlikka tekshiruvdan o‘tmasligi
ehtimolini toping.

Yechish. Idishlarga o‘rtacha to‘ldirilish 205 ml., o‘rtacha
kvadratik og‘ish 10 ml. Tasodifiy tanlanma sharbat bilan to*ldirilgan
25 ta idishlardan iborat. p=25 hajmli mumkin bo‘lgan barcha
tanlanmalar uchun o‘rtacha og‘irlikning tagsimoti normal tagsi-
motga bo‘ysunadi. Bunda idishning ortigcha to‘ldirilishi 205 ml. ga,
o‘rtacha kvadratik og‘ish

= 19 =2ml
Jn 25
ga teng bo‘ladi.

Agar qadoglangan qutidagi idishlarning o‘rtacha to‘ldirilgan-
ligi 200 ml dan kam bo‘lsa, quti sifat nazoratidan o‘tmaydi. (xaridor
talabiga javob bermaydi).

Demak,

P(X <200)=P(0<X <200):@(200_205]-¢(°‘2°5j=

2 2
=®(-2,5) - ®(-102,5) = -0,4938 —(~0,5) = 0,0062.
1324. Ko‘rsatkichli tagsimotga ega X tasodifiy miqdor «
parametrni bahosini maksimal ishonchlilik usuli bilan toping.
Yechish. Ko‘rsatkichli tagsimotga ega X tasodifiy miqdor
f(x,a) =ae™, x>0

Uning ishonchlilik funksiyasini tuzamiz:

L(x,0)= 1:[004" =0"

Bu funksiyani logarifmlaymiz:

.rr‘i.r

o) X, n
[ L(x.8)]=Ing"e = =nin6-63 X,
]

Ishonchlilik tenglamasini tuzamiz:

din[L(x.8)] ( Z‘f]| -0

de
Bundan



bo‘lgani uchun 6 = X _ baho &=a parametrning bahosi bo‘ladi.

1325. Puasson tagsimotiga ega X tasodifiy miqdorning 2
parametri bahosini eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.

Yechish. (101) formuladan F(o):i(xj—a)’ funksiyani mini-

mumga tekshiramiz:

F(8)= [Z(v a)y ]L Z -8)(

=}
=

Bundan

z/\'. —-n6=0 ::(-):—]-i.‘f', = X.
i nia

8) =[~?.Z€J =-2>(-1)=2n>0, bo‘lgani uchun ¢=Xx baho
=l i=l
&=4 parametrning bahosi bo‘ladi.

1326. Tanlama o =20 parametr bilan normal tagsimlangan. X
tasodifiy miqdor ustida 5 ta kuzatish o‘tkazilgan va x =-25, x, =34,
% =-20, x, =10, x, =21 natijaga erishilgan. y =0,95 ishonchlilik bilan
a parametr uchun ishonchlilik intervalini toping.

Yechish. X ni topamiz:

=%(—25+34—20+10+21)=4.

(100) formuladan ®(r) =§ = % =0,475 ifoda wuchun 2-

jadvaldan topamiz: 1=1,96. U holda
_to  1.96-20
oo 5
a parametr uchun ishonchlilik intervalini aniqlaymiz:
(4-17.5, 4+17,5) yoki (~13,5; 21,5).
1327. Biror kattalik bitta asbob yordamida sistematik xatolar-
siz | chiqgan. Asbob anigligini 0,95 ishonchlilik bilan toping.

=17,5.
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Yechish. [lovadagi jadvaldan n=10 va »=0,95 ga mos g ning
qiymatini topamiz:
q=q(10;0,95)=0,65.
U holda
0,6(1-0,65) <o <0,6(1+0,65) =0,21< & <0,99.
Quyidagi masalalarni yeching

1328. Hajmi 70 ga teng bo‘lgan tanlanmaning statistik
tagsimoti berilgan:

plfilalo 20 2)g 2[6110]18
w 16[20(22]12 lw 2211523110

Bosh o‘rtacha giymatni siljimagan bahosini toping,.

1329. Hajmi 60 ga teng bo‘lgan tanlanma bo‘yicha disper-
siyaning siljigan bahosi topilgan; 1) 1)D=826; 2) D=7,67. Bosh
to‘plam dispersiyasining siljimagan bahosini toping.

1330. Bosh to‘plamning o‘rtachasi X =1,03 ga va o‘rtacha
kvadratik chetlanishi o =400 ga teng. Bosh to‘plamdan hajmi 100 ga
teng bo‘lgan tanlanma olingan. Tanlamaning o‘rtachasi X uchun
kutilayotgan qiymatni va o‘rtacha kvadratik chetlanishni toping.

1331. Bosh to‘plamning o‘rtachasi X =22,5 ga va ofrtacha
kvadratik chetlanishi =16 ga teng. Bosh to‘plamdan hajmi 200 ga
teng bo‘lgan tanlama olingan, Tanlamaning o‘rtachasi X uchun
kutilayotgan qiymatni va o‘rtacha kvadratik chetlanishni toping.

1332. Supermarketga kirgan xaridoming magazinda bo‘lish
vaqti o‘rta hisobda 14 daqiqaga, uning ofrtacha kvadratik
chetlanishi 4 daqiqaga teng. Tavakkaliga tanlangan 6 ta xaridorning
kamida 12 daqiqa magazinda bo‘lish ehtimolini toping.

1333. Do‘konda bir kunda o‘rtacha 1000 ta kitob sotiladi. Bir
kunlik o‘rtacha savdo hajmining o‘rtacha kvadratik chetlanishi 100
ga teng bo‘lsa, to‘rt kunlik savdoni o‘rtacha 900 va 1100 dona kitob
orasida bo‘lishi ehtimolini toping.

1334. Bernulli sxemasidagi noma’lum natija ehtimolini
momentlar usuli bilan toping.

1335. Tekis tagsimotga ega X -tasodilly miqdor a va & para-
metrlarning bahosini momentlar usuli bilan toping.
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1336. Puasson taqsimotiga ega X -tasodifiy migdor A para-
metrlarning bahosini maksimal ishonchlilik usuli bilan toping.

1337. Tanga 10 marta tashlanganda 6 marta gerb tomon tushdi.
Gerb tomon tushishi ehtimolini maksimum ishonchlilik usuli bilan
baholang.

1338. Bosh to‘plamning normal tagsimlangan X -tasodifiy
migdor noma’lum matematik kutilishi @ ni 0,99 ishonchlilik bilan
baholash uchun berilgan: o, X, n ma’lum bo‘lsa, ishonchlilik
intervalini toping.

No=5 X=163, n=25 2)o=4, X=12,4, n=16;
Ho=3, X=10, n=9 4)o=6 X=145 n=36

1339. Audit tekshiruvchi tavakkaliga 50 ta to‘lov hisoblarini
tahlil qilib, ulaming o‘rtacha miqdori 1100 so‘mga va o‘rtacha
kyadratik chetlanishi 287 so‘mga tengligini anigladi. O‘rtacha to‘lov
hisoblari uchun 90% li ishonchlilik intervalini toping.

1340. Normal tagsimlangan bosh to‘plamning o‘rtacha
kyadratik chetlanishi o =3 ga teng. Bosh to‘plamning tanlama o°rta
qlymat bo‘yicha matematik kutilmasi bahosining anigligi £=0,2
bojlsa, tanlamaning minimal hajmini 0,95 ishonchlilik bilan
aniglang.

1341. Normal tagsimlangan bosh to‘plamning o‘rtacha
kvadratik chetlanishi o =5 ga teng. Bosh to‘plamning tanlanma
o‘tta giymat bo‘yicha matematik kutilmasi bahosining anigligi
F=0,4 dan katta bo‘lmasa, tanlanmaning minimal hajmini 0,9

ishonchlilik bilan aniglang.

1342. Bosh to‘plamdan n=16 hajmli tanlama olingan:

”L.; 212 4 e 2) x -1 |1 |3 S

5 |4 |4 |3 wl6 [2 |2 6

Bosh to‘plamning normal tagsimlangan X -tasodifiy miqdor
noma’lum matematik  kutilmasini  o‘rtacha qiymatni 0,95
ishonchlilik bilan ishonchli interval yordamida baholang.

1343. Biror fizik kattalikni bir xil aniglikda 16 marta o"lchash
natijalarini o'rtacha arifimetik giymati X =42,8 va tuzatilgan o'rtacha
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kvadratik chetlanishi s=8 topilgan. O‘lchanayotgan kattalikning
haqiqiy giymatini 0,999 ishonchlilik bilan baholang.

1344. Bir xil aniglikdagi 15 ta o‘lchash bo‘yicha o‘rtacha
kvadratik chetlanishi aniqlangan:

1)§=012 2)5=0,16; 3)5=0,241)5=0,19. O‘lchash aniqligini
0,99 ishonchlilik bilan toping.

1345". Biror fizik kattalikni bitta asbob bilan (sistematik
xatolarsiz) 8 marta o‘lchangan. Bunda o‘lchash tasodifiy xato-
ligining o‘rtacha kvadratik chetlanishi 5=0,25 bo‘lib chiqdi.
Asbobning aniqligini 0,99 ishonchlilik bilan aniglang.

81-§. Statistik gipoteza va ularni tekshirish. Styudent tagsimoti

No‘malum tagsimot gonunining ko‘rinishi yoki parametri
haqidagi har qanday taxminga statistik gipoteza deyiladi.

Gipotezalar ikki turli bo‘ladi: Birinchi turli gipotezalar para-
metrik gipotezalar. Ikkinchi turdagi gipotezalar noparametrik
gipotezalar deyiladi.

Kuzatish tagsimotini bir qiymatli belgilovchi gipotezaga oddiy
gipoteza, aks holda murakkab gipoteza deyiladi.

Tekshirilayotgan gipoteza nolinchi (asosli) gipoteza deb
ataladi va H, bilan belgilanadi. Unga zid bolgan gipotezaga
raqobatli-muqobil (konkurent — alternative) gipoteza deyiladi va
H, bilan belgilanadi.

Agar k ta o‘zaro bog‘liq normallangan X tasodifiy migdorlar
normal tagsimotga ega bo‘lsa, u holda ularning kvadratlari
yig‘indisining

s i\ (103)
tagsimotiga erkinlik darajasi k bo‘lgan »* tagsimot deyiladi. Bu
tagsimotning zichligi
IO, x<0,

T (104)
= ORIy
\_ 22 (4/2)

P (x)=
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ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda 1°(x) =jr"'e"d1 gamma funksiya.

[}
¥* tagsimot uchun
My*=k, Dy*=2k. (105)
2’ tagsimot uchun k<30 qiymati jadvaldan topiladi. £>30
bogandagi qiymatlari esa normal tagsimot bilan almashtiriladi.
¥
T (106)
k erkinlik darajali Styudent tagsimoti. Bu yerda X—norma}
tagsimlangan tasodifiy miqdor, ¥-erkinlik darajasi k bo‘lgan z°
tagsimotga ega tasodifiy migdor. Bu tagsimotning zichligi quyidagi
ko‘rinishda bo*ladi:

g_(x)f[k_ﬁ[.ﬁf (107)

! — tagsimotning MT =0, DT=L. (108)
X,
F= A‘ (109)

&.k, erkinlik darajali Fisher taqsimoti. Bu yerda X, Y - bog‘ligmas
tasodifly miqdor, erkinlik darajasi k.k bo‘lgan »* tagsimotga ega
tasodifiy miqdor. Bu tagsimotning zichligi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

‘.0, x<0, ["‘ +’\]k k 2
. 2
PA,.A_.(.\'} . C X“' -2)2 x>0, (_,“ = TT*_.J (l IO)
S 1058
F - tagsimotning ‘
2k th-2) (K, >4). (111)

k _
MF:Aé(k el S ko (K, - 2) (k, ~4)

Xtasodifty miqdorlar normal tagsimotga ega bo'lib, o
Parametr ma’lum boIsin. U holda statistik mezon sifatida
P " (112)
[ea
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bu yerda #, gipoteza uchun

M(®)=a, D(X)=Z. (113)
Kritik nuqgta

1-2
@,(Z, ) =—==

(114)
formula bilan aniqlanadi va uning qiymati Laplas funksiyasi
jadvalidan topiladi, a qiymatllik darajasi.

X -tasodifiy miqgdorlar normal tagsimotga ega bo‘lib, o
parametr noma’lum bo‘lsin. U holda statistik mezon Styudent
tagsimoti yordamida quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

r=dn1 i (115)
bu yerda, X tanlanmaning o‘rta qiymati, S?—tuzatilgan tanlama
dispersiya.

X tasodifiy miqdorlar normal tagsimotga ega bo‘lib, o=0,
parametr bo‘lsin. U holda statistik mezon ko‘rinishda bo*ladi:

P L (116)
0-0
bu yerda, $* —tanlanmaning tuzatilgan dispersiyasi.
H,: 0" =2 bolsin,

1) H,: 0% >02 bo'lsa, a - qiymatillik darajasi
az=PHﬂ(}(2eSl)zPHu(ggz >lfT)

tenglama asosida berilgan k=n-1 va a—1 bo‘yicha »* tagsimotning
kritik nugtalari jadvalidan topiladi.

2) H,:c'<c? bo‘lsa, a - qiymatillik darajasi quyidagicha
topiladi:

a=h, (2"' ES:) =Py, (}52 <ZZZ)=1* P,,ﬂ(xz >zf,),yoki P,,"(;;Z <z )=1-a
tenglama asosida berilgan £ =n—1 va o -1 bo‘yicha z* tagsimotning
kritik nuqtalari 6-jadvaldan topiladi.

3) H:o'#c) bo'lsa, « - qiymatlilik darajasi quyidagicha
topiladi:

@ 1 (2 €)= (2 <)

yoki



P”u(l €S ) ".,(Z <lw)=>Pu,,(Zz <z.1,,)=l—%.
Bosh to‘plam hagidagi statistik gipotezalarni tekshirish.

Muvofiglik kriteriysi deb tagsimot funksiyasining umumiy
ko'rinishi haqidagi gipotezani qabul qilish yoki rad etishga imkon
beradigan kriteriyga aytiladi.

Pirson Kriteriysi. Xtasodifiy miqdor ustida » ta o‘zaro
bog‘liq bo‘Imagan kuzatishlar natijasi, quyidagicha bo‘Isin:

| ] ars X

n,; " n, e in,

Bu yerda », empirik kuzatishlar chastotasi.
1) Tagsimot diskret bo‘lganda: p,=pP(X=x) - ehtimollik va
n, =np, - nisbiy chastota, n= Z" - tanlama hajmi.
=1

2) Tagsimot uzluksiz bo‘lganda: p, =¥, (t <X<V,-|)

ehtimollik va ' =np, - nisbiy chastota, n=» n, - tanlama hajmi.
=
U holda statistik mezon sifatida

. e (1, .-:
)f'—‘?_r( " ) (117)
Yig‘indi olinadi. « - qiymatlilik darajasi quyidagicha topiladi:
oz=1’,,“(,z'2 eSz)=PHn(;(2 >,{;’,)

Kolmogorov kriteriysi. X tasodifiy miqdor ustida » ta o"zar(?
bog‘lig bo‘lmagan x,,x,,..,x,, F; (x)-emperik tagsimot funksiyasi
berilgan bo*lsin.

Statistik mezon sifatida, quyidagi ifodani olamiz:

D, =max’F(x)-E:(x)’. (118)

Teorema (Kolmogorov teoremasi). Istalgan uzluksiz F(x)-
funksiya uchun

!Iirl:}f’[D_, < 7}]: K(A)
bo‘ladi, bunda
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R(2)=1] (=1)e>*. (119)
Agar

A
D >—=
" Jn

bo‘lsa, i1, gepoteza rad etiladi.

1346. o'=4, n=36, X=064, H,:a=6 gipotezani H,:a>6
gipotezada 0,05 giymatlilik darajasida tekshiring.

Yechish. «=0,05 dan @z, )= : _220 = % =0,45, Laplas
funksiyasining 2-jadvalidan z, =1,65 va S, =(1,65; +).

Statistik mezonni kuzatilgan qiymatini hisoblaymiz:

X - — 6,4
Z,,=\/;—ﬂ=\/36’T6=1,2 =27, =1,2<1,65=7,,.
(o2

Demak, #, gipoteza a=0,05 giymatlilik darajasi bilan gabul
qilinadi.

1347. 6" =9, n=400, X =4,8, H,:a=5 gipotezani H,:a<5
gipotezada 0,01 qiymatlilik darajasida tekshiring.

=) —0,2
Yechish. «=0,01 dan <1>(,(ZA,)=l j.a__l _?"’:0,49, Laplas

funksiyasining 2-jadvalidan: z, =2,33 va §, =(—o0; —2,33).

Statistik mezonni kuzatilgan qiymatini hisoblaymiz:

z, =JnX=% _ Jat0 4‘82_ S__133 >2,--133>-233=2,.

g

Demak, r1, gipoteza a=0,01 giymatlilik darajasi bilan gabul
gilinadi. =

1348. o0°=9, n=81, X=08, H,:a=0 gipotezani H, :a=0
gipotezada 0,1 giymatlilik darajasida tekshiring.

I- 1-0,1 -

Yechish. a=01 dan ®@,(Z,)= Ta =—>==045  Laplas
funksiyasining 2-jadvalidan: z, =1,65 va S, =(—0,-1,65)\(1,65; +e0).

Statistik mezonni kuzatilgan qiymatini hisoblaymiz:

z, =X =J§T°’83_0 =24 =27,=24>165=2,.
(o2

Demak, #, gipoteza a =01 giymatlilik darajasi bilan rad
etiladi.
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1349. Elektr chiroqlari ishlab chiqaruvchi firmaning ma’lum
turdagi chiroglar uchun me’yoriy xizmat muddati 1500 soat gilib
belgilangan. Yangi ishlab chiqarilgan chiroglar partiyasini tckshirish
uchun n=10 dona chiroq tanlandi. Bu tanlama uchun o‘rtacha xizmat
muddati X =1410 soatni va o‘rtacha tuzatilgan kvadratik chetlanish
$=90 soatni tashkil qilgan. Olingan ma’lumotlar ishlab chigari-
layotgan chiroglarning xizmat muddati me’yoriy xizmat muddatidan
farglanadi, degan xulosa chigarishga asos bo*ladimi (= 0,1 da) ?

Yechish. Gipotezalarni kiritamiz: #,:a=1500, yani tanlama
o‘rtacha 1500 soatga teng bo‘lgan bosh to‘plamdan olingan;
H,:a#1500 ya’'ni tanlama o‘rtacha 1500 soatga teng bo‘lgan bosh
to‘plamdan olinmagan.

Styudent tagsimotining kritik nugqtalari 7-jadvalidan

T, =t(a;n—1)=1(0,1;9)=1,83.
Statistik mezonni kuzatilgan qiymatini hisoblaymiz:
Tk=m%=mﬂ%:~3 —T, =-3<-185=2,.

Bundan, #, gipoteza a=0,1 giymatlilik darajasi bilan qabul
qilinadi.

Demak, chiroglarning o‘rtacha xizmat muddati o‘zgargan va u
me’yoriy xizmat muddatini ganoatlantiradi degan xulosa chiqarish
mumkin.

1350. =21, §?=14,3, a=0,02, H,:0*=6,7, H,:0" =6.7, bo’lsa
#, gipotezani tekshiring,

Yechish. 6-jadvaldan k=»n-1=21-1=20 va /2=0.01 para-
metrlar bo‘yicha o‘ng kritik nuqta 42, =37,6 va k=n-1=21-1=20
Val-g/2=0,99

Parametrlar bo‘yicha chap kritik nuqta z =826ekanini
topamiz.

Statistik mezonni kuzatilgan qiymatini hisoblaymiz:

»_(n-1)S* _20-143

: 5 =427 =¥} =427>376=1;-
oy 6,7
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Demak, #, gipoteza a=0,02 giymatlilik darajasi bitan rad

etiladi.
1351. Bosh to‘plam normal tagsimotga bo‘ysunishi haqidagi
H, gipotezani tekshirish uchun tanlanma asosida empirik n, va

nazariy n’ chastotalar topilgan.

n, | 8 116 [35]72] 60 [ 53736
w |5 [ 12]39]81]65]49]29
a=0,05 qiymatlilik darajasida #, gipotezani tekshiring.
Yechish. Chastotalarning hajmini hisoblaymiz:

7
>, =8+16+35+72+60 +53 +36 = 280,

4=l
‘e
Do =5+12+39+81+65+49 + 29 = 280.
7=l
z* kriteriyaning »? giymatlar jadvalini keltiramiz:

j n, n n,—n (n/ ~-n )2 HL'(”" —u;}:

1 8 5 3 9 1,80

2 16 12 4 i6 1,33

3 35 39 -4 16 0,41

4 72 81 -9 81 1,00

5] 60 65 -5 25 0,38

6 53 49 4 16 0,33

7 36 29 7 49 1,69
> 280 | 280 6,94

Jadvalga muvofiq: x; =6,94, m=7, r=2, chunki tagsimot
normal. U holda

k=7-2-1=4.

k=4, a=0,05 parametrlarda 6-jadvaldan topamiz
7 =9.5. 1 =6.94<9,5= 7.
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Demak, #, gipoteza qabul gilinadi.
1352. Tanga 4040 marta tashlanadi. » =2048 marta gerb tomon

tushishi va », =1992 marta ragam tomoni tushishi kuzatildi. Bu
natijalar tanganing simmetrikligi haqidagi #, gipotezaga mos

kelishini Kolmogorov kriteriysi bilan tekshiring (o =0,05).
Yechish. x tasodifiy migdor ikkita qiymat qgabul qiladi: x =-1

(ragam) x, =1 (gerb). Bunda H,: P(X =~1)=P(X =1)=~.
£x)  va F'(x) lami topamiz:
x | -1]1
7 105(0,5
dan
0, agar x<-—1,
F(x)=< 0,5, agar -1<x<1,
Il, agar x>1;
5 |-l 1
n, 1992 12048
P 10,493 (0,507
dan
0, agar x<-1,
F'(x)=40,493, agar —1<x<],
1, agar x>1.
Bundan
D, =max|F(x)— F; (x)|=|0,5-0,493 = 0,007.
Kolmogorov tagsimoti jadvaliga asosan &(4,)=1-0,05=0,95 da
4 =1,358.
U holda
= L3:8 ~0,021 = D, = 0,007 <1,358 = D,.

° 4040
Demak, #, gipoteza gabul gilinadi.

Quyidagi masalalarni yeching



—

1353. o> =4, n=36, X=6,2, da H, gipotezani H, gipotezada «
qulaylik darajasi bilan tekshiring: 1)H,:a=6, H;: a>6, =0
2)Hy:a=S5, H:a#5 =005 3)H,:a=T7, H :a<7, a=0,0]

1354. Atirgul ko‘chatlarining bo‘yi o‘rtacha 4=43 sm va
dispersiyasi ¢ =9 ga teng bo‘lgan normal tagsimotga ega. 15 dona
ko‘chat o‘tqazish kerak bo‘lgan maydonga o‘g‘itlar normadan 2
baravar ko‘p solingan. Bunda ko‘chatlarning o‘rtacha bo‘yi 46 sm
ga yetgan. Normadan ortigcha solingan o‘gitlar foyda bermadi
degan xulosa chigarishga asos bormi?

1355. s=12, n=16, X =12,4, da A, gipotezani A, gipotezada «
qulaylik darajasi bilan tekshiring: 1) /,:a=118, H,: a#11,8, «=0,02;
D Hya=12, H: a>12, @=0,05;3) H,:a=13, H: a<13, a=0,];

1356. Kofe 100 gr li idishga avtomat uskunada gadogqlanadi.
Qadogqlanayotgan idishning og‘irligi aniq og‘irlikdan farq qilsa
uskuna sozlanadi. Ma’lum vaqtda qadoglanayotgan idishlar ajratib
olinib, ularning o‘rtacha og‘irligi tekshiriladi va og‘irlikdan
chetlanish hisoblanadi. 30 dona qadoqlangan idishlar og‘irliklari
tahlili natijasida ularning o‘rtacha og'irligi X =102,4 va tuzatilgan
o‘rtacha kvadratik chetlanish §=18,54 ekani aniglangan. Uskunani
sozlash zarurati bormi? (Qiymatlilik darajasi a =0,05)

1357. s?=16,2, n=21, da H, gipotezani H, gipotezada «a
qulaylik darajasi bilan tekshiring: 1) #,:6" =15, #,: 6% >15, a=0,01;
2) H,-0? =17, H,: 6> <17, a=0,05, 3} H,:0> =16, H,: 6" #16, a=0,02.

1358. 52=0,24, n=17, da H, gipotezani H, gipotezada «
qulaylik darajasi bilan tekshiring:

) H,:00 =0,18, H,: a” >0,18, a =0,05;

2) H,:02=0,20, H,: ¢* <0,20, & =0,01;

3) H,: 02 =0,16, H,: o #0,16, @ =0,02.

82-§. Korrelatsion tahlil
X tasodifiy miqdorning mumkin bo‘lgan har bir giymatiga ¥
tasodifiy migdorning mumkin bo‘lgan bitta qiymati mos qo’yilgan

bog‘lanishga funksional bog‘lanish deyiladi.
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X tasodifiy miqdorning mumkin bo*lgan har bir giymatiga 7
tasodifiy miqdorning biror qonuni mos qo‘yilgan bog‘lanishga
statistik bog‘lanish deyiladi.

Statistik bog‘langan X va ¥ tasodifiy migdorlar uchun ¥ning
belgilangan x larda hisoblangan matematik kutilishiga (o'rta
qiymatiga) shartli o ria giymat deyiladi va xy bilan belgilanadi.

Ta’rif. y, va x lar orasidagi funksional bog‘lanishga X va ¥
tasodifiy miqdorlar orasidagi korrelatsion bog‘lanish deyiladi
¥.=o(x) ko‘rinishda yoziladi.

,;,=ga(x) tenglamaga Y tasodifiy miqdorning X tasodifiy
miqdor bo‘yicha regressiya tenglamasi deyiladi va bu funksiyaning
grafigi regressiya chizig‘i deyiladi.

X va Y tasodifiy miqdorlar orasidagi korrelatsion bog*lanishi
odatda korrelatsiya jadvali yordamida beriladi:

\ Y
X Y Tl a [N S
=1
o
X, n, ", N | 2o,
7=l
=
X3 1y 1y, T ,, Z”zz
4=
X, 1y ", ., Ny, Zl"k/
y=
% m @
2 57 i
2 myl 2. n Z",,., n
7 2=l =l 7=t

Bunda x,x,....x; ¥,¥a.ny,- X va ¥ tasodifiy miqdorlarning

kuzatilgan qgiymatlari (diskret tasodifiy miqdorlar uchun) yoki
Intervallarning ofrtalari (uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun), # -
(x.3,) juftlik uchraydigan chastota

n=Y">n, (120)

[ RVE]
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e

Korrelatsiya jadvalini funksional bog‘lanish bilan almashtirish
uchun jadvaldagi har bir x qiymatning y, shartli qiymatlarini
hisoblaymiz: )

V=D, (121)

vl

bu yerda n = va.
jal

X va Y tasodifty miqdorlar orasidagi korrelatsion bo‘g‘la-
nishning koordinata tekisligi nuqtalari bilan berilgan geometrik
tasviriga korrelatsiya maydoni deyiladi.

Korrelatsiya maydonining (r}] nuqtalarini tutashtiruvchi
siniq chizig‘iga X ning Y bo‘yicha empirik regressiya chizig‘i
deyiladi.

Agar empirik regressiya chizig‘iga yaqgin bo‘lgan biror sillig
chiziq bilan almashtirilsa, bu chiziqqa nazariy regressiya chizig'i
deyiladi.

Nazariy regressiya chizig‘i to‘g‘ri chizigdan iborat bo*ladi:

y.=b,+hx. (122)

Bunda p,va 5 noma’lum parametrlamni bir nechta usul bilan
topish mumkin.

Parametrlarni topishning eng kichik kvadratlar usulida b, va 5,
noma’lum parametrlar shunday topiladiki, bunda (121) formula
bilan topilgan y, gqiymatning (120) formula bilan hisoblangan y,
empirik shartli o‘rta gqiymatdan chetlanishi kvadratining yig‘indisi
eng kichik bo‘lishi, ya’ni

S= i()" —j', ):n’ i .Z(b“ + bhyx, —)_',)Jnl (122)
il il
funksiya minimumga erishishi ta’minlaydi.

Ekstremum mavjud bo‘lishining zaruriy shartini topamiz:
%:22(1;0 b -3, =0,

STiz 2.‘2.(’)" +b,x, —;',)-X,n, =0
Sistemada almashtirishlar bajaramiz:
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.!)n i !']I i ; I !ﬂ
_Z”a + —ZAJH’ =t -L_}J‘n“
na L S L]

B h < 1«

0 1 2

<> xn+—)xn =--ZA’ o

J:,Z.:“ ri;" 7 bl gttt

(121) tenglik asosida topamiz:

Som =323, =35 m =503 -5m

L] ENE

n_

it xn, =ZJL [" Zy/n,/l'l ;Zﬂ:.\"y‘nu‘

Bu almashtirishni sistemaga qo yamiz va

B L 1 &

a5 Zul -2 Z"]”. = _Z_vrn‘ 5
n <

i: [

: 1
—,Z_AJL‘”‘-‘_—;-;A‘X"" ——ZZ\_V,H}.

e 1=l AT
yoki
[%+q;=£
65467 =7
ko*rinishga keltiramiz, bu yerda

lq -l - 1&,
;;x,)L:x, ;;)11'112')}’ ;;x,'n, =x, -—ZZJ: i, =x.  (124)

=l =l
Sistemaning birinchi tenglamasidan ushbuni topamiz:
by=y—bx.
5,ni (122) tenglamaga qo‘yamiz:
Ve ‘; =bl(x_';)'
(125) tenglamadagi 5 regressiya koeffitsiyenti deyiladi va
b = p_ almashtirish bajarib, quyidagi tenglikni hosil qgilamiz:
o 3=a(x-3)
Bu tenglama Y ning X bo‘yicha regressiya tenglamasi deyiladi.
Tenglamani yechamiz:

(125)

(126)

y-Xy xy-%Xy _p o)
oyl =E =T gy
: X' -X o, a,
Bu yerda
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&3:_2—E’=lz_rfn,—.‘f:, (128)

= x1 ¥T=‘Z*".JZ".‘YT- (129)

Bunda p kattalikka tanlanma korrelatsiya momenti yoki
tanlanma korrelatsiya deyiladi.

X ning Y bo‘yicha regressiya tenglamasi ham shu tartibda
topiladi

x,=x=p,(y-7). (130)
Bu yerda iy LN
e X Y Y L
Pay y1_y1 S (131)
Fr=y - Zy,n ~y? (132)

X va Y tasodifiy mlqdorlar uchun chizigli bo‘lmagan
korrelatsiyada regressiya tenglamasi chiziqli korrelatsiyadagi kabi
eng kichik kvadratlar usuli bilan topiladi.

Y, =b, +bx +b,X",

bunda s, 4, b, larni

S= Z(yx, I ;‘.’. )2”: :Z(bu +hx, +bz-",2 _;': )2"1
i=f i1
funksiyaning minimumga erishish shartidan keltirib chiqarilgan

L3 i 3 &
, =
b‘,Zn, +b,2x,n‘ +bzz.\" ” =Zy,n,,
+=) =l =1 =1
k k & k
o3 3 —
b(,Zx,n, +b,z.\, n +blz>., n = Zx,y,u,,
t=1 =l 1=l el
& X & £ .
b3 e b3 4,3 0 = 3 T,
il sl 1=l T

sistemadan topiladi.

b .

Yo==, yo=ha'. y =he’, y =hx
X

Bu ko‘rinishdagi chiziqli bo*lmagan korrelatsiyalarda tenglik-
larni har ikki tomonini logarifinlash va belgilashlar kiritish orqali
ular chiziqli korrelatsiyaga keltiriladi. Korrelatsion bog‘lanishning
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zichligini bahosi sifatida ofrtacha kvadratik chetlashishlarning
o‘zgarishiga asoslangan kattalik, korrelatsiya koeffitsiyenti

e T T (133)
a, 0.0,
olinadi.
Chizigli bo‘lmagan korrelatsiyada ¥ va Y tasodifiy migdorlar
orasidagi korrelatsion bog‘lanish zichligi tanlanma korrelatsion

nisbat deb ataluvchi quyidagi ifoda bilan aniglanadi:
o (134)

1359. y =ba" chiziqli korrelatsiyaga keltiring.
Yechish. Tengliklarni har ikki tomonini logarifmlash va
belgilashlar kiritish orqali ular chizigli korrelatsiyaga keltiriladi.
Iny, =Inba* =Inb+xlna =y=Iny, b, =Inb, b =lna =>y=5,+hx
1360. Bir tipdagi 50 ta korxonaning sutkalik mahsulot ishlab
chiqarishi Y(t) va asosiy ishlab chigarish fondlari X (min.so‘m)
berilgan,

]9 | 1317|2125 |2m
225 2 e e O
275 3 | 6 | 4 | - | - | 13
325 - | 3 |11 ] 7] - |21
375 | - 1 2 {6 | 2 [11
425 - - -1 1 | 2
4

Z.”" s |17 |14 3|50

1) ¥ ning X bo'yicha regressiya tenglamasini tuzing. 2)
Asosiy ishlab chigarish fondlari X va korxonaning sutkalik ishlab
chigarishi v orasidagi bog*lanish zichligini hisoblang.

Yechish. 1) Korrelatsiyon jadvalga muvofig har bir x, uchun
(121) formula yordamida shartli o‘rta qiymatni topamiz:

¥ :%(9-2“3 1}=10,3; =%(9-3+l3-6+17-4)=13,3;

311



_,73:%(13-3“7-11+21-7)=17,8;

— — 1
yJ=1—Il(l3‘l+17-2+21~6+25~2)=20,3; ¥ =5 (211+25-1)=
Yig‘indilarni hisoblaymiz:
3
Zx,n,=22,5-3+27,5-13+32,5-21+37,5-11+42,5-2=1605;
Z,\,u =22,5"-3+27,5%-13432,5%-21+37,5" - 11+ 42,57 - 2=52612,5;

|

>oyn, =9-5+11-13+17-17+21-14 + 25-3 = 846;

¥=l

DD yny =22,5-9-2422,5-1-13+...+42,5-1.21+42,5-1-25 = 27875.

=l =t
(124)-(130) formulalar bilan regressiya tenglamasining tanlan-

ma xarakteristikalari va parametrlarini aniglaymiz:
= 1605 — 846 s 52612,5

=—==321, =—=16,92; -32,1" = .

X &5 y= =0 ey 32,1" =21,84;

H= 27&—"2 1-16,92 =557,9-543,132=14,768;, p_ = L 0 =0,6762.
50 Y 21,84

Demak, regressiya tenglamasi
v, —16,92=0,6762(x —32,1) = y, =0,6762x~4,79.
Regressiya tenglamasidan ko‘rinadiki, asosiy ishlab chiqarish
fondlari 1mln so‘m.
2) &, ni topish uchun quyidagi yig‘indini topamiz:
i_vlln, =9.5+13% 114177 17 + 21 - 14 +25% -3 =15226.

(132) formulaga asosan
a; 19226, 6i6m3_ 182336,
(133) formulaga asosan:

r=0,6762- \I

21,84
18,2336
Demak, Xva Y lar orasidagi boglanish to'g'ri chizigli va
yetarlicha zich.
Quyidagi masalalarni yeching

=0,6762-1,0944 =0,74.



1361. x va Y tasodifiy miqgdorlar orasidagi korrel?‘tsior?
bo‘g‘lanish o‘rganilganda mos qiymatlarini o‘lchash natijalari
quyidagi jadvalda berilgan:

x, [03]04]05 [05]06 [0,7 [0,8 [09 [09]10]11]1.4]
(2 ]02]os 12 JiL,i]1,8 [2,5 [3,1 [3.4 [3.8]4,1]44[59
Y ning ¥ bo‘yicha y_ =4, +kx regressiya tenglamasini tuzing va

ular orasida bog‘lanish zichligini baholang.

Y

x [03T0,4]0,5 [0,5]0,6 [0,7 [0,8 [0.9 [09]1,0]1.1]1,4]
v [o2fo8 [tz [i1]1,8 [25 |31 [34 [3,8[4.1]44][5.9]

2)

Y ning X bo‘yicha y =# +bx+5x" regressiya tenglamasini
tuzing va ular orasidi bog*‘lanish zichligini baholang.
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EHTIMOLLIK FUNKSIYALARINING JADVALLARI

1-jadval
1

et funksiya qiymatlari

3
-~
=
f
%l
S

0,0 | 0.3989 | 3989 | 3989 | 3988 | 3986 | 3984 | 3982 | 3980 | 3977 | 3973
0,1 3970 3965 | 3961 | 3956 | 3951 | 3945 | 3939 | 3932 | 3925 | 3918
0.2 3910 3902 | 3894 | 3885 | 3876 | -3867 | 3857 | 3847 | 3836 | 3825
0.3 3814 3802 | 3790 | 3778 | 3765 | 3752 | 3739 | 3726 | 3712 | 3697
0.4 3683 3668 | 3652 | 3637 | 3621 | 3605 | 3589 [ 3572 | 3555 | 3538
0.5 3521 3503 | 3485 | 3467 | 3448 | 3429 | 3410 | 3391 | 3372 | 3352
0.6 3332 3312 | 3292 | 327t | 3251 | 3230 | 3209 [ 3187 | 3166 | 3144
0,7 3123 3101 | 3079 | 3056 | 3034 | 3011 | 2989 [ 2966 | 2943 | 2920
0.8 2897 2874 | 2850 § 2827 | 2803 | 2780 | 2756 | 2732 | 2709 | 2685
0.9 2661 2637 | 2613 | 2589 | 2565 | 2541 | 2516 | 2492 | 2468 | 2444
10 | 02420 | 2396 | 2371 | 2347 | 2323 | 2299 | 2275 | 2251 2227 | 2203
1,1 2179 2155 | 2131 | 2107 | 2083 | 2059 | 2036 | 2012 | 1989 | 1965
1.2 1942 1919 | 1895 | 1872 | 1849 | 1826 | 1804 | 1781 1758 | 1736
1.3 1714 1691 1669 | 1647 | 1626 | 1604 | 1582 | 1516 | 1539 | 1518
14 1497 1476 | 1456 | 1435 1415 1394 | 1374 | 1354 [ 1334 | 1315
1.5 1295 1276 | 1257 | 1238 | 1219 | 1200 | 1182 | 1163 1145 | 1127
1,6 1109 1092 | 1074 | 1057 | 1040 | 1023 | 1006 | 0989 | 0973 | 0957
1.7 0940 0925 | 0909 | 0893 | 0878 | 0863 | 0848 [ 0833 | 0818 | 0804
1.8 0790 0775 | 0761 | 0748 | 0734 | 0721 | 0707 | 0694 | 0681 | 0669
1,9 0636 0644 | 0632 | 0620 | 0608 | 0596 | 0584 | 0573 | 0562 | 0551
2,0 | 00540 | 0529 | 0519 | 0508 | 0496 | 0488 | 0478 | 0468 | 0459 0449
2,1 0440 0431 | 0422 | 0413 | 0404 | 0396 | 0387 | 0379 | 0371 | 0363
2,2 0355 0347 | 0339 | 0332 | 0325 | 0317 | 0310 | 0303 | 0297 | 0290
2,3 0283 0277 | 0270 | 0264 | 0258 | 0252 | 0246 | 0241 | 0235 | 0229
24 0224 0219 | 0213 | 0208 | 0203 | 0198 | 0194 | 0189 | 0184 | 0180
2,5 0L7s 0171 0167 | 0163 | 0158 | 0154 | 0151 | 0147 | 0143 | 0139
2,0 0136 0132 | 0129 | 0126 | 0122 | 0119 [ 0116 | 0113 [ 0110 | 0107
2,7 0104 0101 0099 | 0096 | 0093 | 0091 | 0088 | 0086 | 0084 | 008!
2.8 0079 0077 | 0075 | 0073 | 0071 | 0069 | 0067 | 0065 | 0063 | 0061
2,9 0060 0058 | 0056 [ 0055 | 0053 | 0051 | 0050 | 0048 | 0047 | 0046

3.0 | 00044 | 0043 | 0042 | 0040 | 0039 | 0038 | 0037 | 0036 | 0035 | 0034

3.1 0033 0032 | 0031 | 0030 | 0029 | 0028 | 0027 | 0026 | 0025 | 0025

3.2 0024 0023 | 0022 | 0022 | 0021 0020 | 0020 { 0019 | o018 | 0018

3.3 0017 0017 | 0016 | 0016 | 0015 | 0015 | 0014 | 0014 | 0013 | 0013

3.4 0012 0012 | 0012 | 0011 | oOl1 0010 | OULO | 0010 | 0009 | 0009

35 0009 0008 | 0008 | 0008 | 0008 | 0007 | 0007 | 0007 | 0007 | 0006

3.6 0006 0006 | 0006 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0004

3.7 0004 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0003 | 0003 | 0603 | 0003

3.8 0003 0003 | 0003 | 0003 | 0003 [ 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002

3.9 0002 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 ; 000! | 0001




2-jadval

. 2

fh(x):-—l—fe 2 4- funksiya qiymatlari

Sy

x (D) x [ D{x)]| x |P(x)| x x | @(x)| x | D(x)
0,00 10,0000 | 0.43 | 0.1664 [ 0.86 | 03051 | 1.29 1.72 | 0,4573 [ 2,30 | 04893
0,01 ] 0,0040 | 0,04 | 0,1700 [ 0,87 | 0,3078 | 1,30 1,73 | 04582 | 2.32 | 0.4898
0,02 10,0080 [ 0,05 [0.1736 | 0.88 | 0.3106 | 1.31 1,74 | 0.4591 | 2,34 | 0.4904 |
0,03 10,0120 | 0,06 | 0.1772 [ 0,89 | 0,3133 [ 1,32 1,75 | 0,4599 0.4909
0,04 | 0,0160 [ 0,07 [0.1808 | 0,90 { 0.3159 | 1.33 1,76_| 0.4608 0,4913
0,05 [ 0.0199 | 0,08 | 0.1844 | 091 [ 0,3186 [ 1.34 1,77 | 04616
0,06 | 0.0239 | 0.09 | 0.1879 [ 0,92 | 0,3212 [ 1.35 1,78 | 04625
10,07 { 0.0279 | 0,10 | 0.1915 [ 0,93 | 0,3228 [ 1.36 1,79 | 0.4633 [ 2. !
0,08 10,0319 [ 0,11 [0.1950 | 0.94 | 0,3264 | 1,37 1,80 [ 0.4641 [ 2,46 | 0.4931
10,09 | 0,0359 | 0,12 [0,1985 [ 0,95 [ 0,3289 | 1.38 1.81 | 0,4649 | 2,48 | 0.4934
10,10 | 0,0398 | 0,13 [ 0.2019 | 0,96 [ 0.3315 | 1,39 1,82 | 0,4656 | 2.50 [ 0.4938
|.0.11 [0.0438 [ 0,14 | 0.2054 | 0,97 [ 0.3340 | 1.40 1.83 | 04664 | 2.52 | 0.4941 |
10,12 10,0478 | 0,15 [ 0.2088 | 098 [ 0,3365 | 1.41 1.84 | 0,4671 | 2.54 | 0.4945
0,13 [ 0.0517 [ 0.16 | 0,2123 | 0.99 [ 0.3389 | 1,42 1,85 | 0,4678 | 2,56 [ 0.4948 |
014 [0.0557 [ 0,17 | 02157 | 1,00 | 0.3413 | 1,33 1,86 | 0,4686 | 2,58 | 0.4951
0,15 | 0,0596 | 0,18 0.2190 | 1,01 [ 0.3438 [ 1.44 1,87 | 0,4693 | 2.60 ' 0.4933
10.16 [ 0.0636 | 0,19 | 0,2224 [ 1,02 [ 0,3461 | 1,45 1.88 | 0,699 | 2.62 | 04956
10.17 10,0675 [ 0,20 {0.2257 [ 1,03 { 0.3485 | 1,46 1,89 | 04706 [ 2,64 04939
10,18 | 0.0714 [ 0,21 [ 0.2291 | 1,04 | 0.3508 | 1,47 1.90 | 04713 [ 2,66 04961
10.19 [ 0.0755 { 8,22 | 0,2324 | 1,05 |{ 0.3531 | 1,48 1,91 ] 0.4719 | 2.68 | 04963
0,20 10.0793 [ .23 | 0.2357 | 1,06 [ 0.3554 | 1,49 1,92 [ 04726 | 2.70 | 04963
0,21 | 0,0832 [ 0,24 | 0.2389 | 1,07 [ 03577 0.4732 | 272 | 04567 |
10,22 | 0,0871 | 0,25 | 0.2422 [ 1.08 | 03599 04738 [ 2.74 | 04669 |
10,23 | 0.0910 | 0,26 | 0.2454 | 1,09 | 03621 04744 | 2.76 | 04971
10.24 | 0.0948 [ 0,77 | 0.2486 | 1,10 | 0.3643 0,750 7
10.25 | 0.0987 [ 0,28 | 0,2517 | 1,11 | 0,3665 0.4756
10.26 | 0,1026 | 0.29 | 0.2549 | 1,12 | 03686 04761
10,77 | 0.1064 0,30 | 0,2580 | 1.13 | 0.3708 04767 [ 2.84
10.28 1 0.1103 { 0,31 {02611 | 1,14 [ 0.3729 04772 2.86
829 | 0.1141 [ 0,32 | 0.2642 [ 1,15 0.3749 04783 | 2.88
10.30 10,1179 | 0,33 | 0.2673 | 1.16 | 03770 0.4793 | 2.90 ¢
10.31 | 0.1217 | 0,34 | 0.2703 | 1,17 | 0.3790 04803 12,92 04
0.32 | 0.1255 [ 035 | 0.2734 [ 1,18 | 0.3810 04812 . 2.94 °
10.33 | 0.1293 [ 0,36 | 0.2764 | 1,19 { 0.3830 04821 | 28
10,341 0.1331 [ 037 [0.2794 | 1,20 | 0.3839 [ 04830 | 298 ==8s
1035 [ 0.1368 [ 0,38 | 0.2823 | 1.21 | 0.3869 04838 3 04383
10,36 | 0.1406 [ 039 | 0.2852 | 1.22 | 0,3883 04840 2.
0,37 [0,1443 [ 0.30 | 0.2881 | 1,23 | 0.3907 | 1,66 | 04834 340 >
0,38 | 0.1480 [ 0,41 | 0.2910 | 1,24 | 0.3925 DASel | Job 0
0,39 101517 [0.42 | 02939 | 1.25 | 0.3944 [0.t808 | 380 L4
0.40 | 0.1554 ] 0.83 [ 0.2967 | 1,26 | 03962 || UEET AN ERUE A en
041 10,1591 | 0.84 [ 0.2995 | 1.27 | 0.3980 I QASST | 4,50 [ RS
L0.42 [0,1628 | 0.85 | 0.3023 | 1.28 | 0.3397 [ 04504 | 0ASNT | R0 e




m

3-jadval

P(m)="=c" funksiya giymatlari
m:
X 0,1 02 | 03 | o4 | 05 | 06 | 07 08 0,9 1,0
0 {09048 | 0.8187]0.7408 | 0,6703 | 0.6065 | 0.5488 | 0.4966 | 0.4493 | 0.4066 | 0.3690
1 [0.0905 [0.1637 02223 | 0.2681 | 0.3033 | 0,3293 | 0.3476 | 0.3595 | 0.3659 | 0.3679
2 [0.0045 [0,0164 00333 | 0.0536 | 0.0758 | 0,0988 [ 0.1216 | 0,1433 | 0.1647 | 0.1839
3 10,0002 J0.0011 [0,0033 [0.0072 | 0.0126 [ 0.0198 | 0.0284 | 00383 | 0,0494 [ 0.0613
4 [0,0000 [0.0001 [0.0003 |0.0007 | 0.0016 [ 0.0030 | 0.0050 | 0,0077 | 0.0111 [ 0.0153
5 10,0000 [0,0000]0,0000 | 0,0001 | 0.0002 [ 0,0003 [ 0,0007 ['0,0012 | 0.0020 | 0.0031
6 _[0.0000 | 0.00000.0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0800 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0003
7 10,0000 [0,000010.0000 [ 0.000070,6000 | 0.0000 [ 0,0000 | 0.0000 [ 0.0000 | 8.6001
N 2,0 3,0 4,0 5.0 6,0 70 8,0 9,0 10,0
0 0,1353 | 0.0498 10,0183 | 0,0067 | 0,0025 [ 0.0009 | 0.0003 [ 0.4493 [ 0,0001
1 0.2707 | 0,1494 | 0,0733 | 0.0337 [ 00149 { 0,0064 | 0.0027 | 0.3595 | 0.0005
2 02707 | 0,2240 | 0,1465 | 0.0842 [ 0.0446 | 0,0223 | 0.0107 | 0.0001 | 0.0023
3 0.1805 [ 0.2240 1 0.1964 [ 0,1404 [ 0.0892 | 0,0521 [ 0.0286 | 0.0011 | 0.0076
1 00902 | 01681 | 0.1954 ] 0,1755 | 0.1339 | 0,0912 [ 0,0572 | 0.0050 | 0.0189
5 0.0361 | 0,1008 | 0,1563 [ 0,1755 | 0,1606 | 0,1277 | 0,0916 | 0.0150 | 0,0378
6 0,0120 | 0.1504 [ 0,1042 [ 0,1462 | 0.1606 | 0,1490 | 0.1221 | 0.0337 | 0.0631
7 0.0034 | 0,0216 10,0595 | 0.1045 [ 0.1377 | 0.1490 | 0,1396 | 0.1171 [ 0,090)
8 0,0009 [ 0,0081 [0.0298 | 0.0653 [0.1033 {0.1304 [ 0.1396 | 0.1318 | 0.1126
9 00002 | 0,0027 [ 0.0132 | 0,0363 | 00689 [ 0,1014 | 0.1241 | 0.1318 | 0.1251
10 0,0000 | 0,0008 | 0,0053 | 0.01817]0.0413 [ 0.0710 | 0,0993 | 0.1186 | 0.1251
11 0,0000 {0.0002 [ 0.0019 [ 0.0082 | 0,0225 | 0.0452 | 0,0722 | 0.0970 | 0.1137
12 0.0000 | 0.0001 | 0,0006 | 00034 | 0,0113 | 0.0264 | 00481 | 0.0728 | 0.0948
13 0.0000 [ 0.0000 | 0.0002 | 0.0013 | 0,0052 | 0.0142 | 0.0296 | 0.0504 | 0.0729
14 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0,0005 | 0.0022 [ 0.0071 | 0.0169 | 0.0324 | 0.0521
15 0.0000_{ 0,0000 | 0.0000 | 0.0002 | 0,0009 | 00033 | 0.0090 | 0.0194 | 0.0347
16 0.0000 { 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0.0015 | 0.0045 | 0.0109 | 0.0217
17 0,0000 | 0.0000 | 60,0000 | 0,0000 | 0.0001 | 0.0006 | 0.0021 | 0.0058 | 0.0128
18 0.0000 | 0.0000 | 00000 { 0.0000 | 0.0000 | 0,0002 | 00009 | 0.0029 | 0.0071
19 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0.0004 | 0.0014 | 0.0037
20 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0006 | 0.0019
21 0,0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0009
22 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 00000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0.0001 | 0.0004
23 0,0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 [ 0.0000 | 0.0000 | 0,0002
24 0.0000 | 0.0000 { 0.0000 | 00000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0,0001
25 0,0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 [ 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000




t,=1(7.n) funksiya qiymatlari

4-jadval

N2 \d F'
m~] 095 | 099 | 0999 |m>] 095 | 0,99 | 0999
5 | 278 | 460 | 861 | 20 | 2,093 | 2,861 | 3.8%3
6 | 257 | 403 | 6,86 | 25 | 2,064 | 2,797 | 3.745
7 [ 245 | 3.1 | 5.96 | 30 | 2,045 | 2,756 | 3.659
8 [ 237 | 350 | 541 | 35 | 2,032 | 2,720 | 3,600
9 [ 231 | 336 | 5,04 | 40 | 2,023 | 2,708 | 3.558
10 | 226 | 325 | 478 | 45 | 2,016 | 2,692 | 3.527
11 | 223 | 3.7 | 459 | 50 | 2,009 | 2.679 | 3.502
12 | 220 | 3.1 | 444 | 60 | 2,001 | 2,662 | 3.464
13 [ 208 | 3.06 | 432 | 70 | 1.996 | 2.649 | 3.439
14 | 206 | 301 | 422 | 80 | 1,991 | 2,640 | 3,418
15 | 215 | 298 | 4.14 | 90 | 1,987 | 2,633 | 3.403
16 | 213 | 295 | 407 | 100 | 1.984 | 2,627 | 3.392
17 | 202 | 292 | 202 |120 | 1,980 | 2,617 | 3,374
18 | 211 | 290 | 3.97 | o | 1.960 | 2,576 | 3.291
19 | 2.0 | 2.88 | 392
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g=4(y,n) funksiya qiymatlari

5-jadval

318

A A

m 095 | 099 |0.999 [m™\| 095 | 0,99 | 0,999
S [ 137 ] 267 [ 564 20 | 037 | 0,58 | 08 |
6_| 1,09 T 201 17388 [ 25 [ 032 | 049 | 0.73
7 1092 | 162 | 298 {30 | 028 | 043 | 063
8 | 080 [ 138 242 135 026 | 038 | 036
9 1 071 | 1,20 [7206 |40 | 024 [ 035 | 045
10 | 065 | 1,08 [ 180 |45 | 022 | 032 | o04dg
11 | 059 | 098 [ 1.60 |50 | 021 | 030 | 043

12 [ 055 | 0,9 [ 145 | 60 [ 0,188 | 0,260 | 038
13 1 052 | 083 [ 133 [ 70 | 0,074 [ 0.245 [ 034
14 | 048 | 078 | 1.23 [ 80 |0.061 | 0226 03i
15 | 046 | 073 | LI5 |90 | 0,151 | 0211 | 029
16 | 044 | 0,70 | 1,07 [100] 0143 | 0,198 [ 027 |
17 1 042 | 066 | 1,01 [150 [ 0,115 | 0.160 | 0511
18 | 040 | 063 [ 096 [ 200 0.099 | 0.136 | 0.185
19 | 039 | 060 | 092 250 { 0.089 [ 0.120 | 0.162




2° tagsimotning kritik nuqtalari

G-jadvis

& ozodlik a qiymatdorlik darajasi
darajalari 3
soni 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 01,99
I 6.6 5.0 3.8 00039 | 000098 | 000016
z 9.2 74 6.0 0,103 | 0051 | 0020
3 i3 94 7.8 0.352 0216 | 0115
4 133 11.1 9.5 0,711 0,4% | 0297
5 15,1 12.3 11,1 115 0,831 0.554
6 16.8 14.4 12,6 1.64 124 | 0572
7 8.5 16,0 14.1 2.17 1.69 1.24
8 20,1 17,5 15,5 2.73 2,18 1.65
9 21.7 19.0 6.9 3,33 2.70 2.09
10 23, 20,5 183 3.94 325 256
11 24.7 21,9 19,7 4,57 3,82 3.05
12 26,2 233 21,0 523 440 i 3.57
13 27.7 24,7 22,4 5,89 5010 | 411
14 29,1 26,1 23.7 6,57 563 | 468
15 30,6 27.5 25,0 725 6.26 5.23
16 32,0 28.8 263 7.96 6.91 5.81
17 334 30,2 27.6 8.67 7.56 641
18 34,8 3L5 28,9 9,39 8.23 7.01
19 36.2 329 30.1 10,1 8.91 7.63
20 37.6 34,2 314 109 9.59 8.26
21 38.9 35.5 32,7 1.6 10.3 8.90
22 403 36.8 33,9 123 11.0 9.5
23 41,6 38.1 352 13.1 1.7 102
24 43.0 394 36.4 13.8 124 10.9
25 443 40,6 37.7 14.6 13.1 115
26 45.6 419 389 154 13.8 22
27 47.0 432 40,1 16,2 14.6 12.9
28 483 44.5 413 16.9 15.3 13.6
29 49.6 457 42,6 17.7 16,0 14.3
L 30 50.9 47,0 43.8 18.5 16.8 15.0
319



Styudent taqsimotining kritik nuqtalari

7-jadval

k ozodlik a_giymatdorlik darajasi (ikki tomonli kritik soha)

d"":ol:i""' 0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 | 0,001
1 6,31 12,7 31,82 63,7 318,3 | 637,0

2 2,92 430 6,97 9,92 2233 | 316

3 2.35 3,18 4,54 5,84 10,22 12,9

4 2,13 2.78 3,75 4,60 7.17 8,61

5 2,01 2.57 3.37 4.03 5.89 6,86

3 1.94 2,45 3,14 371 | 521 | 596

7 1.39 2,36 3,00 3,50 4,79 5,40

8 1.80 231 2.90 3.36 4,50 5,04

. , , 17 1,14 4,59

11 1,80 2.20 2,72 3.11 4.03 4,44

12 1,78 2.18 2.68 3.05 3,93 432
13 1,77 2,16 2.65 3,01 3.85 422
14 1,76 2.14 2,62 2,98 3,79 4,14
15 1,75 2,13 2.60 2,95 3.73 4,07
16 1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 4,01
17 1.74 2,11 2.57 2.90 3.65 3.96
18 1.73 2.10 2.55 2.88 3.61 392
19 1,73 2.09 254 2.86 3.58 3.88
20 1.73 2.09 2.53 2.85 3.55 3.85
21 1,72 2.08 2.52 283 | 333 3,82
22 1,72 2.07 2,51 2.82 3,51 3,79
23 1,71 2,07 2.50 2.81 3.49 3.77
24 171 2.06 2.49 2.80 3.47 3.74
25 1.71 2.06 2.49 2.79 3.45 3.72
26 1.71 2.06 2.48 2.78 3.44 3.71
27 1,71 2.05 2.47 297 | 342 3.69
28 1,70 2.05 246 | 276 3.40 3.66
29 1,70 2.05 2.46 2.76 3.40 3,66
3,6630 1.70 2.04 2.46 2.75 3.39 3.65
403,65 1.68 2.02 2.42 2.70 3.31 3,55
603,65 1.67 2.00 2.39 2.66 3.23 3.46
1203.46 1.66 1.98 2.36 2.62 3.17 337
. 1.64 1.96 233 2.58 3.09 3.29
0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 | 0,0005

a gqiymatdorlik darajasi (bir tomonli kritik soha)
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JAVOBLAR
1 BOB.

5. 2 +y*>1 radiusi | teng bo*lgan aylana va uning tashqarisi.
6. 2 + )2 <1 radiusi 1 teng bo‘lgan aylana ichki gismi.

7. x+y<l va x+y>-1 parallel to*g‘ri chiziglar orasi.

8. 0<x7 4+ S%’ 3—2’5 <xt+yis ﬁ—f ,.....konsentrik aylanalar.

9. y=x bissektrissadan yuqorida yotuvchi y>x yarim tekislik.
10. x>0 yarim tekislik.

11. Fazoning »* +? —z? =0 konusdan tashqaridagi gismi.

12. ¥ +* + 2% <1 sharning, (0;0) dan tashqari ichki gismi.

13.0. 140. 152

T

18. Limit mavjud emas. 19, ¢*. 20, €. 21. Uzulish nugs
(0;0)

22. Uzulish nuqta x =y nuqtalar to‘plami.

23. Uzulish nuqta x* +3? =1 aylanaga tegishli nuqtalar.
24. Uzulish nugtalar ox va Oy o‘qglar.

27. §= (xz—ay_";. Ei 3(y2—ax). 28. &

\

v
29.&__y &t 30, i ool W
& X9y x T x F—y & \v‘x‘ -
Gl & _ o
RV | A Gy 3
T AN
Sl | & y .
O x4yt O J.\':—.1"‘(.\'+J,\"'—_|r")
33.§=_ ¥ é: X 34. é.—w Y }Z:i\'l"'-\-
& X+y dy Xty &x &
35. E:—;‘Li-c“n"'cosx, & LT
Xii x X X

(5% )
36 _ 2% —2y3_ & . —piy2x? - 2y°
ax

&z
& Pl -»7) A= - ")
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Z % +a x+a
37. ?_:_: 1 mgx+a’ gz_=_ x dpita
ar Ly \/; ay  2yyy y
e =1 Ou =t Ou 2
—=yzl), —=xz(xy In{ x
38. S=rlw)”, T=x(o)", F=(n)lnln)
ou ou . Ou -
39, —=yz"1 — =xz"Inz, —=xz"
Y ox
40, Yo yremrgind — Lo cosj'r % = xze®gin? 4 L ome oo )
ox x x oy XX x
2( xdx+ —
@—we “sin 2. 47. dz= —( ydy) 48, d== Z(Id‘ -‘d"-')l
z x X4y x* -;m(gw’ ]

49. dz=2(xdx +ydy)(:os(x2 +y )

rdy |
Jx +y x+ Jx" +
52. dz=e |: xcos y—sin y)dy +(siny+cos y +xsiny)dv]A
53. dz=¢' "'{[(x +1)cos y+ y(sinx + cosx)]d.x +

50. dz=x* ('—d‘.r +In xa‘y).
x

< du=

(dx+
"\

+[x(cosy—siny)+(y+ l)sinx]dy} .
53. dz=¢"" {[(x +1)cos y + y(sinx + cos x)]dx +
+[.\'(cosy —siny)+(y+ l)sinx]dy} .

2dx | 2cos ydy < =
S4. dz=-2"_ ., 5S8. du=e*™ X+ Z
d x2+4+sin2y+4 it=e (yzd.x+\7dy+xyd._).
56. 1,013. 57.1,05. S8.6(x+y). 59. -sin{x+y).
2y
60, Zoos(2x+2y) gy 2 66, 2x(3x+2)
sin® (2x +2y) sin2x (xz +3r+l)=
67. £ =2xcosx, E=,\-(Zcos.\*—.\‘sin.\'). 68. 0.
Ox dx
i
69. = 6" =4, ——47;
g0, 2 au_2Ar-) 72, 2 _2=x 73 [V,
e & an r](174+1)' x 3+y Vx
74 Zyeh—ez" 75 _2A.\'+ZBy+2D 76 [5-4 _.S_X E=_)_’

2Bx +2Cy +2E



76:)'62_\' 786:1:2_“:!:

x 22 % 2z & ¢ ¢
x-2 1
82.1) dx-4y-z-2=0, T ; 2)4x—z=0,
x=1_y-3_z2-4 x+1_ y-3 z+2
4~0—_1,3)x3y+2 14O,|—_3-—2.
x-1 _y- _z+l
4) x+11y+5z-18=0, = _—
) o 1 11 5
83.1)z, =12, x=p=4;, )z, =-1, x=—4, y=1

84.z,. =0, x=1, y=—%. 85. Ekstremumga ega emas.

86. zmm=—z, x=-2, y=0. 87. z_,. :&. x=y=2.
e 2 3
88. 2z, =2 x=y=I. 89. 2z, =4, x—y=%l, z , =-1 x=-y=4%I
IT BOB.
93.42 o4 12 95. £ 96.2  97. 504
3 24 12 4
na’ w g
98. = 99.2.4. 100. . 101. jdy [ f(xy)ax
o w2
1 2 1L
102. Id\ I x, 1) dx + _[rﬁ J (x y)dx.
0 w3 2 3
a2 P o=
103. o | six y)dwjay I f(xy)as
wl")_inn ¢/
104, Idv J' f\fydx+_[dy I f(\ydr+[dyff(r,)'
¥ /da asfat-p7 ¥ Ma
107. 0,571n2.  108. 3”2" . 109. 32 110. “‘_;fi’. 111 o.5.

112 0,51n3. Ko‘rsatma: x =(u/v)"*, y=(uv)"*almashtirish bajaring.

119. ]g(kv.bir.). 120. —t;i(kv.bir.). 121. %(kv.bir.), 122. 1 (kv bir)

123. %(kv.bir.). 124. %(kv.bir.). 125. (8—)(kv.bir.). 126. Sm(kv.bir.).
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A

127. Szr—SZTZ(kub.bir.).

130. %(kub.bir.). 131.

128. %F-(kub.bir.). 129. %(kub.bir.).

1‘39(kub.bir,). 132. %(kub.bir.).
[20ub.bir.).  135. (5V5 - 1) z(kv.bir.).

227 (kv bir.). 138.% +gln(3 + Zﬁ)(kv.bir.}_

32(kv.bir.). 143. c[ £.279
(kov-bir.) (28’70 :
=2, =_3 = _—_128
=22 p=2. 146, x=y=-2°
R *=r 1052
§ 149, 409
3 105
b 2 b! 2
abel@+b1+c’) o1
3 48
2
i M. 158. 4.
12
B_H i s - 97
- 161. 37 (18\/3—?)_
165. W(mw.). 166. 31)
= -~ .- 45 g
168. x=y=3, z="2.169. (E.L 8)
TRy 5'5°s)
0 175. in Ji‘* =
ﬁ 3 : 32
= 178 T[(M”) l]
19 5
40—, 181. -27a’.
30
136

. 184. 4.

U=e"* +sin(x—y)+2y+C.

| 2 A 1 - > 3 5,
U=§,\"—.\'zy' +3x+=) +3y+C. 194, U=.\"+y'—£.\"_v'+2.\:v+C.
2

133 90(kv.bir.). 134.
136. %’i(kv.bir.). 137.
139. n(kv.bir.). 140.
144, E:%a, =0 145,
147. 2.4. 148.
1]
150. 7oL 154.
4
1 =
156. —.

56 T 157
159. 4. 160
164. %(Imbbu )

- =2 =7
T =52 2=

TVES 2Ty
170. 2;" 174. 0.
176 ab(azab +bz) 177

1 3(a+h) ’ i’
I N )
179, &1en’ 180.
Sm

182. % 183.
185. 12. 191.
192, U =x-¢*" +sinx+siny +C.
193.
195. U=clx+xchv +y +C.
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3 > | -
196. U =x-arcsinx — y-arcsin y + 1 —x* —f1 - p° - 2.\" Iny +C.

197. »*siny+ ysinx+x* +cosy— 3’ =C. 198. y¢* +xlny+e’ =C.
199. Lf- 200. % 201. 8.
207, 12551 208. 2 rat, 209. 4.

420 3 a’+bh
210. % 21y, 2EaNa +b “3‘“’” 212. 0.
213, %nabc. 214. ”;’4. 215. 3.
26, BBl gpy V21 218. 0.

10(5\6-1) 2
219. 47, 220. —na>. 221. 3a*.
22. 2. 223,12,
2 5
1T BOB.
2291y v3. 910 3 8 939 5.5 231.2¢
95 13 3

232. 0. 233. 6. 234. Z
235, 33 236. 4+/10. 243. x=Cy, y=C,z.
244, x=Ce', y=C,z¥’. 245. 3x* +22° =C,, y=C,. 246. x=4zR’.
7. % 248. 1087, 249. %er’.
250. 678°H. 251. = 252. %
253. 2. 254. abr. 255. 27
256. 37 257. 18. 258. 6.
259. s, 262. yo'q. 263. ha.
264. yo'q. 265. ha. 266. u=xz+2yz - 3xy"+C.
267. u=3x2y+xz'-22y*+C. 268. u=—x>-3y*+2=+C.

269, u=x'-xp—yz+C.
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270.
271.
272.

273.

276.
279.

282.
285.

291

300

303.
306.
309.
314.
317.
320.
323.
326.
329.
332.
339.
342.
345.
347.
349.
351.

1
l)a=—%, 2 p=r=1, Na=—2, f=r=1.
) B=-3, Da=0, y=1, 3)f=-3, a=0, y=1.
1
1) a=—%, 2) =3, =1, 3)0!=—3, B=3, y=L

) a=2, 2)ﬂ=l, y=2, 3)a=2,ﬂ=l, y=2.

2 2

IV BOB.

Iy 277. L 278. L
18 14 15
L 280. 1. 281. L.
3 2
Uzoglashuvchi. 283. Uzoqglashuvchi. 284, 2.
8. 286. Uzoglashuvchi. 287. Uzoqlashuvchn

. Uzoglashuvchi.292. Yaqginlashuvchi. 293. Uzoglashuvchi.
294.

297.

Uzoqlashuvchi. 29S. Uzoqlashuvchi.295. Uzoglashuvchi.
Uzoqlashuvchi. 298. Uzoglashuvchi.299. Uzoglashuvchi.
. Yaqginlashuvchi.  301. Yaqinlashuvchi. 302. Yagqinlashuvchi.

Y aginlashuvchi. 304. Uzoqlashuvchi. 305. Uzoglashuvchi.
Yaginlashuvchi. 307. Yagqinlashuvchi.  308. Yaginlashuvchi.
Uzoglashuvchi.310. Uzoqlashuvchi.313. Yaginlashuvchi.

Yaginlashuvchi. 315. Yaginlashuvchi  316. Yaqinlashuvchi.
Yaginlashuvchi. 318. Yaginlashuvchi.  319. Yaqginlashuvchi.
Uzoglashuvchi.321. Uzoglashuvchi. 322. Yaqinlashuvchi.

Yaqinlashuvchi. 324. Uzoqlashuvchi. 325. Yaginlashuvchi.
Yaginlashuvchi. 327. Uzoqlashuvchi.328. Uzoglashuvchi.
Yaginlashuvchi. 330. Yaqginlashuvchi.  331. Uzoglashuvchi.
Yaginlashuvchi. 337. Yaqinlashuvchi.  338. Yaqinlashuvchi.

Yaginlashuvchi. 340. Yaqginlashuvchi.  341. Yaginlashuvchi.
Yagqinlashuvchi. 343. Yaqinlashuvchi.  344. Yaqginlashuvchi.
Yaginlashuvchi,a>o0. 346. Absolyut yaqinlashuvchi.
Shartli yaginlashuvchi. 348. Shartli yaginlashuvchi.
Absolyut yaginiashuvchi. 350. Absolyut yaginlashuvchi.
Shartli yaginlashuvchi. 352. Shartli yaqintashuvchi.
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353. Uzogfashuvchi. 354. Absolyut yaginlashuvehs.

355. Absolyut yaginlashuvchi.

362. x>1 absolyut yaqinlashuvchi, x<I uzoglashadi.

363. x>1 absolyut yaqin., 0<x<1 shartli yagin., x =0 uzogl.
364. x>e absolyut yaqin., 1<x<e shartli yaqin., x =1 uzogl.
365. -0 < x < +o0 absolyut yaginlashuvchi.

366. —0 < x <+0 absolyut yaginlashuvchi.

367. (~o<x<+o0)  368. (—ooi—1) (L), 369. (—0).

370. [~§ 5]_ 371. (_0 12) 372.x > 0absol.yaq. =6
uzoq.

373. [-2;2). 376. -1<x<l. 377. 2=x<2,

378. -1<x<l. 379. - \[2<1<$ 380. - l<x<I1.

381, 2<x<2. 382. - < x < +o0. 383. 4<x<4.

384, —%<x<%. 385, ~l1<x<l. 386. e<x<e

387, ~l<x<l. 393.

S(x)=8-18(x +1) +18(x +1)° ~8(x +1)’ +(x+1)’
394, f(x)=3(x-1)+7(x 1)’ +9(x~1)" +5(x ~1)' +(x~1)’

i 27 3 3
395, 1+ xin3+% ln|| X l: 2 i

L (=o< ch{r),

QOpNIS =t 4 B (o izo)

ETIETRT
2 2 ] 25 .
397.1—;\ -14] — e (—m<x<wm).
2 P ha o7
398. ;"\ +$t +ﬁ"—“+ﬁ"" +o. (~m<x <)
399, Ina -F;—%i- ‘;‘ - ;:;J; Aoare {—Il‘-'\-'.,\"\-\-\.{.i}.
‘ ' 3.2 1-3.5.x°
41]['_.&;_ fuarese = x‘ } b3ox” =2 ( a<x<a)
2a {1(1)'2! (24) (“u) 4!
2! b 27
401. 1+ %x’+ 1‘;; x4 ;—I x4 ;-‘ X (~m<x<=)
A H ' 5 L4
. ooy ined
402. Y (-1) 'S =, (-=iw)
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403.
406.

409.
412.
413.

414.
417. 1

418.
419. 7(
420.

421.

422.

O
=1

-f()—

0,0953. 404. 0,2094.
8,0411. 407. 0,2398.

0,1991. 410, 0,7635.

- il 2401
22 (2n-1)x e
o= 2n+l

] X< i
y—1+ EWCa

1 3-4 4_5 3478

% 42 1]:\1 cosnx

a=l

x)= (1) E—E\sinnx
7= Sy (B -2 Jioms

= sinnx
Xx)= 2 .
Sf(x)=m+ '?“‘ "

& sinf{2n—1)x
s 2n-1

()=

i g

4 § ;"[_ ;r{"u ]

= cos
e (211 1)

sin 7mr\'
Z

,7n l

(211—1)7rx‘

3

(2n—l)zz
X

.f(A) §Z( 2 ~cos
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405.
408.

411. Y

Eos(lr:-—l Y+ (= I)

1,6487.
0,2449.

%) =§+g[#((_1y - l)cosnx+’31(—l)"'lsinnx).

+1 sinnx

o)

(=073

n+] '{'

1%0).



V BOB.

430. V-4=Ce™. 431. %an_\'lnlg[% +€J O, 432, sinyunz !

433. y:ezumxr 434. v=arccose™. 435, J¢ '{y 4 l) e
436. Z(X‘2)=ln2)" 437. 2sinx+1n lg")i =C 4}8_\/1 ol \/l f // £
439. 2 -2 =3—2;‘- 440. y=Ilnrg(chx+C). 441 . arctyd + 2arctyy //
442. )’=C(1+X2)€\‘- 443. y=arccose®™. 444.\/"}12 arcsing ~ L
445, 2o 449, Ifx+ v+ —S_=C.  450. y=2xarcigr.

1+y x+y

cost &y ~

451. Cr=e . 452. y* = Cre © 453. y° =4x7InCo.
454, 21— = 3

- 455, 1+sinL = Creos 2. 456. 37 =x" InCx_
32 x X
457, x+2y +5in|x+ y-3|=C. 458. ¥ +y rxy+x—y=C -1
459, 3x+2y—4+21n‘x+y—1l=0 460. <° +xy—y2 -x+3y=C

463, v=rgx—1+e™ 464. y=chx(shx+C).
465, y= l—,r"‘[:‘-) arcsin® x —J1-2" + f]
Hat = x{x+C)
466. y=x(sinx+C). 467. y=¢" [% + (] 468. » =%
1 ok - I3,
469.y=——  470.y"=xX'(e'+C). 471,y =Cxi-2x"
.':;"3|n —
x
472, = (x-1)(C-x SN 'L ¥ S -
y=(x=1)(C~x). 473. Iny+1-Cy ¥ Hr+C)
475, y:ﬁi. 478. ¢ +xy+xsiny+e’ =C.
x*+1 )
479_¢' +111 +x-x-1=C. 480. e‘(.\'siny+.\‘cos v -siny) =L
2
481. 3y - ' =C. 482. x* -3¢ vt =0
483, 4y Inx+y'=C. 484. 5Py -8t x iy =0
485, X’ +x'iny -3’ =C. 486. xPcos’ vy =
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487. 4+ =Cx. 488. X' —y=C.
1 '
489, y+xe* =C. 490. =?, X+'—lx-=c
4010 =2 5y =0 492. 2x+In(x’ +y*)=C.
)7
493. 2x°v* -3x*=C. 494, x> +lny =C¥*, x=0.
495. .u.:L,, x=y(C+y). 496. py=e™, y2=(C—2x)e2r
.
497. p:L _—A—+x =C. 498. u=e’, evcosx=C+x.
siny’ siny
499 p=cosy, xzsiny+lcos2y:C. 505. y=;_, =0, y=1.
2 cos’ x+~C
2
Sinjxrs: l
506. y=¢"" y=e, y=-.
i
507. Xx=—s-p+ 2,y=—p~ 7, ¥=0, y=x+1.
2 (p-) 2 ( 1)
508. ,\'=C\'+é, 4y =274
509. x=Cp’e”, y=C(p+1)e’, y=0.
510. 3Cy=3C"x+(C-3), y'+4y=12x.
511. 2Cv+ X =C°. 512. w=Cx+C, 4x’y=-1.
513. 32 =2Cx-C?, y=+%x. 514. )’=C\'+llnC, 2y+1+1In|-2x|=0.
516. y=x"+C. 517. [J ——](,v—(‘c-';""')zu_
x+1
518. (y—cosx—C)(_ve“l—C)=O. 519. y=(Czxx).
520. y=sin(Cx*x). 521. (y—.\')z=2C(x+-v)~C:‘ y=0.
522, y=c, 523, ' =(x+C)".
524. y(x+C)2=l, y=0. 525. (_\‘+C)Z+y2=l, y==%l
526. _v+x=(x+C)], y==x. 527, y=Cx° +E_l:
529. x= 3’) ,y=—??-'”— -1r!|p"—l|+C.
p -1 P =1
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530.

532.
533.

534.
53s.

536.

537.

538.

541.

543.
544,
545,
546.

547,

548.
$49.

$50.
S§51.
$52.

$53.
S5s.

X=lnp+-|—, y=p-Inp+C. 531.x=p'+p, 4p=3p*+2p’+C.
P

x=p\/?+_l, 3y:(2p2-1)\/ﬁ+0
x=3p*+2p+C, y=2p’+p’, y=0.
x=2arcigp+C, y=1n(l+pz), y=0.
x=e"+C, y=(p-1e’, y=-1

hY
x=i(2\/p2—l+arcsinlJ+C, _v=ip\/pz~l, y=0.

{ |l
x=ln|p|+§lnw +Yp+1+C, y=p(1+p)", y=£L
T2 | JpHlal " :
]x:C(p+l), (x-C)
(IR Ry = » ¥=0
\y=;Cp‘ 2¢

}’=(C+\/m)', maxsus integral ¥ =0

2

- x=Cr-2¢, y=2Ct -3¢, bunda rzl.
14

G=(x~C)', maxsus integral ¥ =0, y=-4x.
(Jp+x+i) =c, y=0.
x:p—ln_ru{"_

(p-1)
xfp=lnp+C, y=Jp(4-Inp-C), y=0.
x=C(p-1)-2+2p+l, p=Cp’(p-1)-2+p’, y=0, y=x-2.
p=p+C, y=2+2Cp—1-Inp.
y=Cx-InC, y=lnx+1.

. x*
y=Cx —C?, maxsus integral y=-—.

4
e

y=Cx—a™, maxsus integral x* +y” =a.
1 ; )
y=Cx + . maxsus integral y =1,5x7".
’ 2C?
y=Al-¥. 554, y=Cx—c. ‘
y=Cx-C. 556, (' =3(Cv-3). 9 - b
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564.

566.

568.

572.
574.

576.
578.
580.

581.
582.

584.
589.
591.
593.

595.

= —+X, y=x.
2Ce 5 +1
_2, 4 .2
T Cx’—x' Y=

X
Y —
3Ce ? +1
1

y=—u" i = +lc052x
48" 8 32 i

y=In[sinx}+ Cx*+C,x+C,.

+X, y=X

y=—(x+3)e” +§xl+ 3.
y=—In|cosx].
y=C|x+xarctgx—1r1\/1+x2 +C,.
y=)c(]—ln|x|)+12C,x2 +Cyx+C,.
y=cosx+ lC,x‘+ lC‘. X +Cx+C,.
6 2
y=e(x-2)+Cx+C,.
y=l+C}Inx+CZ.
x

y=C x(Inx—1)+C..

y=C, + —1_=_arctg R

e e

y=% l54Cl (C‘x+ a}); +Cx +C,

(o}
[}

¥

3

558, y=Ce+C'+1, y=1-2.

2Ce +1 2

561. Y—m, =
563.)’:1*’ ; : y:l_
Cx? +x x

565.y=x+2+c—i'—l; y=x+2
o

X

567 y=3c1>

+x, y=x

569, y=x4+— =~
c+aj._e'-"4x

y=x

573.

¥y =xcosx ~3sinx +x? +2x.

575.

y= -_;—sin3 x+Cx+C,.

577. y=3Inx+2x>—6x+6.
579, y=1-cos2x.

583. y=-Infsing+Cx+C,.

58S. y=—-i—sin2x+l_\‘+6_

4 2
59(). )'=Clsinx—-x—%si|12.\‘+C1.
592. y=e'(x-1)+Cx’+C,.

594. y=(arcsinx)’ +C, arcsinx +C,.

596. y=(1-C)nfi+Cx|- % +C,.
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597.

599.
601.
605.
607,

609.

611.
613.
615.

617.
622,
623. y=

625,
627.

629,
631. |y
633.

634,
638,

640.
642,

y=é—%1n]l+€,x|+cz.

x
=—_2
) 4+Carctgx+C

y=(x +C,“)arctg%+C‘x+C:.
y=Cx+C,. I
cgy~Cx=C,.
8 exp( +C,)

x+ G
C.zy+l=ich(Clx+ G,).
Gy =(Cx+C,).
l=Ge' +Coe™.

y=(Ce+C). 618.

598. y=C(x-¢)+C,

600. y=C,—C cosx-x.

602.y=x +S(x\/l -3 +arcsinx)+C2.
2

606. ¥’ +Cy+C, =3x

608. %1n|2y+3|=Clx+C2.

610. n[C,(y+1)-1]=C(x+C,).

612. y3=C,(x+C2)2, y=C.
614. 4(Cy-1)=(Cx+G,).
616. x+\/;—%c,1n(2 y+G)+C,-

y=e 621- y=C,eC".

YWy +C +C;ln|y+\/y“ +Cf[=i(—y2 +2C7x +3G,).

4 52
Cyx+C, il_SE(Clx+az) .

y=C,e5%
)'=C(x+m)

)’—Cxe “.

el

Z—77‘+C| j 43

In|y|=1n

4Gy’

y=C,+(C - Gyx)ctgx.

=4x+x(C, lnsz) .

y=Csinx+C,sin’x.

y=(C, -C,x)ctex+C,.
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624. y:—lnll—x|.

626. InC, y=4x">+Cx, y=0.
628. ' =CxX’ +C,.

i'.-l 1}
630. y=C,Jx "
632. y=Cux{InGx)".

x—1) +C, -1

635. y=—xIn(C,InCx).
639. y=lxln2x+C,xlnx—C,x.
2 2

cos X sinx
+C,——.

641. y=C,

x
643. y=Ce " +Cze".



644. y=Csin2x+C,cos2x. 648. y=Cr+ G, (¥ -1).
649. y=Cx* +Cpx*. 650. y=Ce™ +C,xe™.
651. y=Csinx+C,cosx. 652. y=Cshx+C,chx.
653. y=C S_il‘;"+c2 S 654. Cizigli erkli emas.

S Jx Jx
655. Ciziqgli erkli. 656. Ciziqli erkli.
657. Ciziqli erkli emas. 658. Ciziqgli erkli.
665. y=Ce +Ce”. 666. y=(C, +Cx)e™.
667. y=¢"(C cos3x+C,sin3x). 668. y=Ce” +C,e™ = Ach2x.
669. y=C cos2x+C,sin2x. 670. y=C +C,e™.
671. y=Ce™ +Ce™. 672. y=C cos5x+C,sin5x.
673. y=C +Ce". 674. y=(C +Cpx)e™.
675. y=C +Cx+C,e"+C,xe". 676. y=¢"(Csin2x+C,cos2x).
677. y=(C+C,x)e™. 678, y=Ce™ +Ce™.
679. y=C cosx+C,sinx+C,cos2x+ Csin2x.

adi L 2 adZe i >y

680. y:[Cle 2 +Ce 2 ]cosaz‘h +(C,e 2 +Cpe * }sina _,2".

a A ]
681. y=4e*-3e%. 682. y=xe*.
683. y=§e‘cos3x. 684. y=§(5—26"‘).
685. y=/2sin3x. 686. y=sinx+%cosx.

2

687. y=2sin3. 688. y=3 —c™.
689. y=e"(cosx+2sinx). 700. y=(C +G,x)e" +c™.
701. y=Ce&* +Cie™ —2x°-3x.
702. y=Ce"+Cpe >+ O,ZSﬁcos[% = Zx}
703. y=C cosx+C,sinx+x+e". 704. y=C, +C,e™ +%,\': -X.
705. y=e*(C cosx +C,sinx) +x*-8x +7.
706. y=Ce'*+(C,-x)e". 707. y=%e“ +xe +Ce+Ce
708. ¥=C,+Cx+(C; +x)e “+x'-3x%,
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799, Y=Ge' +C, e'z‘—3(xZ +x+1,5).

71()_y=C,e'z+Cze_z -

711. y=e_2(C,cos§£+Czsin3—x\—6c052x+85in2x,
\ 2 2)

712. y=(Cx+GC,)e” +:—Ie‘.

) |
713. y=Ce* +C,e**+ g(SCOSBx —sin3x).

714. Y=%(e5‘+22e"+e‘). 715. y=%x(_\-+2)e’

716. y=—%cosx+4sinx——éc053x4 717. y:4e£ —x-4.

718. y=%sin2x-—%(xc052x—l). 719. y= 16(4x 7)sin 2x.

720. y=xchx. 721.y=e**(5c052x —sin 2x + 6sin .y~ 5cos.x).
725, )’=%+C2 x*. 726. y=Cx" + Cox ",

727. y=x*{C +C, Inx). 728. y=C,cos(Inx) +Cssin(Inx).
729. Y=§x2 +Cx” —Inx+ % 730. y=Cx’ +Cx 7 - [nx+§.

731, )’=x(Clcos(lnx)+Czsin(lnx)).

732, y=Cx+Cpx* + l(9|n x+241Inx+26).

733. y=Cx+Cpx' +C,x*. 734. y=Cx+C.x’ —4xInx.
735. y=%(q +C,Inx +In’x). 736. y=x' (; P +Cx+C, J

737.y =%x+ C,cos(Inx)+C,sin(inx).

738. y=C, cos(Inx) +C,sin(Inx) — %sin(Zln,\')A
2

Vs 1 e
739. y= (In \'+2|nx+7) 740. Y Inx.
x= 3( cos3f —3C,sin3t, J,\':(sint—Zcosl)c il
742. 743. 4 ,
=C,cos31+C sin3t. ly.—_c cos!.



J'\' =Ce' -Cye" +1t-1,

-3 ly=Ce' +Cpe —t+1
i 747.
{y:e'z'(l+2l).

Jx=l+Clc052t+Czsm21
[ =1+C;sin2/ —C,cos2t.
x=0+1+Ce" +Cye",

746
x=C +Ct+C,t,
749.
i (C+2C)t—— -C,—+C {y—t+l+2Cle.
x= £+1 e [1-2) B
750. | 2 2 751 d[:c:C,e +Ce™,
. ,.=%cﬁ1 __if_c—.ﬁr_ ) b’=clei'+3cze’3‘+cost
x= qulv —4C26_”, - 0
i y=Ce* +Cpe™. =0.
[ "(C,cos3t + C,sin3t),
l —eJ'( ~C,son3t + C,cos3t).

e’ smt —SCost)

757. {x s
)’ zell
x=e"(Ct+C, x=
759. J 4,( ),
ly=e"(Ce+C,-C), = o
l 2Ce +7C,e" +3C,e”,
="+
761, {*¢ 1€ 762. {y=Ce +3Ce" +C,
v=6¢" —783'. o o 5
|z=-2Ce' -8C,e” —3Ce
x=Ce' +C,cost+ Csint, ~1—+t—C,,
X+ y
763. 1y =Ce' +C,sint+ C;cost, 767. i)
z C(cost+smt)+C}(smt cost) ?_—V+I=C.
xX+yv
4 .a g Ce's
x=x" -y =C,, 2
768.1° " T T 769.
e |22t
572
8, . 2
\\‘:—u“'+2C.e +C.e”,
g(x+y)=t 3 ! 2
770. 776. 1 2
g(x~y)=t \)‘ e +3Ce +Coe
J
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x={l-t)cost —sint,
771. ( )

| v=(r—2)cost+ tsint.

=Ce'+C,e’+sint,
779. g
y=-Ce'+Ce".

x=Ce' +C,sint + C, cost,

778.;

780.

S
x = cost Cpsintr contd I,

, ; .
y=-C, sint 4 C, cost ZSIIJ?

PrE—

[x=Ce +C "+ (2cost sint ).

iy =G - C,c"+c! (3eost +sine).

x=Ccos2t+C,sin2t+t,
781. 1 y=-Ce +C,cost - C,sint +1, 782 - 'C. §
. T ly=Csin2t—Ccos2t+1,
z=C,sint + C,cost +1.
783. _[x:—C,sinH(Cz—l)cost, 484 =1,
=C, cost +C,sint. y=0.
785.]x=Clt,+Cl—2e'2'—cost—sint, ‘
l =C, —2e" +cost. ]\,:_l__
(x= Ce™, x=4Ce" +C,e'
787. 1 788. -
y= Cc _]J:(_.l(_’ +(_:e.
5
,, x=4Ce +C,e"—=
789, [ =Cel'+4C, ", ! 6
y=—4Ce" +4C,e \‘1.-:(:‘,::'—(.‘.{:”‘-- dy
= 6
791, {\ =C,(1+21)—2C, —2cost —3sint,
Y =-Ct+C, +2sins.
x=Ce" +C,e” - ¢, x=(sint —2cost)e”,
792. { = 793. (
Ly=C,e —Ce' +c'. y=e" cost.
VI BOB.
796. 1) 4+3i, 2) —2-5i, 3) 2+5i, 4) 2+3i.
37 +9i
797. 1) —35+15i, 2)145, 3) -3,7-0,9, 4) ’14; -
798. 1) 1245/, 2)a’ +b%, 3)5-12i, 4)-2+2i, 5)i, G)1+i.
799. 52 7 2y 2 20 3y24i 4)asi
6 5 5 S
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804. 1) -2+23i=4 (cos%ﬂsm—zs—) 4c ;

2)f-i=2 ‘:cos( )+lsm( j] 2%,

J_ \/— —VGLCOSF’ +15m—)—xf <

4)2 + 21'=2\/i(cos%+isin%)=2~/fe;‘,

51— I—JZ[COS(—E)Hsm(——]] Jaes,

= arcigZ-x )
6)—3—2i=JlB{cos(arclg%—n}ﬂ'sin(arctg%—r(]]zJIJc( *3 f‘
y) \ :
\ X
=i =2| cos| ~ & |+ isi (—E) =2e 7
M =f3i [COSK 3IJ+zsm‘\ 3|72

8)—ﬁ—ﬁi=2[cos[-3%)+isin(—%)] 2e =

805. 1) 2, -z, =—4 +43i, ——\/3—, 2) z,-2, =33 +3i, 2L = —6i;
2,
3) 2,2, =—16, L =4i; 4) z,-z,=—4+4J§i, N T

2 2

806. 1) 16(1+4), 2) -1, 3) 2°(1-4), 4) -32(1+3i)

807. 1) i(Ji—i); 2) i, —g—%: —%—lzr, 3) t(ﬁn), t(l—ﬁi);
it I S rr i ;r + ‘i,{;—r
4 ‘E(L 0 }
814. 1) w=i, 2)w==<", 3)ei.
815. 1) 'ﬂ, 2)4, 3) :‘l";’ i
817. —lnz+(2k7r—£]i. 819. z=iiln(2+J§).
2 4
820. iln(ltJi). 821. 1,1752i.
822. 0,772+1,018i. 823. 1) ¢ -[ cos(sin1) +isin(sin1) |
829. Analitik emas. 830. r(z)=3z". 831. /() =cosz.

832. p(3)=ay+C,, w(x)=—ax+C,, f(z)=Az+C, A=—ai. C=C +C,
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833. A =-1, f(z) =—ijz. 834. a=0.

835. f(z)=—cosz+C. 836. r(z)=2"+C.
b 4 2 2
843,y ¥ oY 844. =221
16 4
5 23 /"\4/3
845. y=1, v=0. 846. ,,=[‘_j (%)
2 W
847. a=% ;- 848.0=0, k=-_L.
2 4
849. 0=0, k=e 850. [z|=%_
BSL. fo-if=1. 852. Rez=0.
853, argz=-Z. 860. 1+i. 861. - =L
862. 0. 863. 0. 864. 271,
865. =% 866. 5(5-3i). 867. 2.
868. _':3_3" 869. i 870. 277,
871. 3_;_1‘ 872. 2(i-1). 873. 3+15%
874. 2‘% 875. chl. 876. —%ﬂm.

885. 1) yaqinlashuvchi 2) uzoglashuvchi, 3) yaqinlashuvchi,
4) uzoglashuvchi, 5) yaqinlashuvchi, 6)uzoqlashuvchi.

886. 1) shartli yaginlashuvchi, 2) absolyut yaqginlashuvchi, 3) shartli
Yaqginlashuvchi, 4) absolyut yaqinlashuvchi.

887. hR=co, 2)R=0,3)R=1, 4)R =oo, 5)R=l, 6)R=1, 7)R=1, 8)R=cx.
e e

888. 1|7 <2, 2) |4 <1, 3)|=-2<1 4) |z—-l|<%, 5)|z| <1, 6) Markazi (0:0)

bo*lgan har ganday doira 4) absolyut yagqinlashuvchi.
<2, 8)|d<l.

889. 1<||<2.

890. Qator tekislikning barch nugtalarida uzoqlashuvchi.
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=" " 2, 3 )
891. > = 892. Z( 1)z 893. > o(z-1)"

<, oo, WS =22
894. X(n+1)". 895 ()= 896. 2.
2 1 - X _ E 1 " o i ] o :_}'L_--'!
897. ;(1—2"“)2, <t =dm=Dam 1<l<2 X id>2

s nr2

Laf 1 = S - "'2“'
898. ——Z(F+(—l) an) =<2 Z. L 24y
—Z(a +(-1)" 2) —, |2>3.

904, resf(0)=0. 905. resf(0)=0. 906. resf(z)=0.
907. resf(4)=2. 908. resf(2)=22. 909, resf (1)=4.
) esr(o (0T
910. resf (1)=-1.  911. "'sf(')‘,,z.:zn(znu)r
916. 27a’. 917. 2. 918. 0.
EAR] b z
919. 3= 920. 921. -
a2 T
922. = 923. 7T
VII BOB.

s 2

X, Xy X,

g Xl 822 o o
934. ¢ [H] -'e[ ] W [:g w’z] 935,z =x +y/(_\ X )
936. x0y tekislikka parallel va 0z o*qni kesib o‘tuvchi sirt.
937. u=<b(z2 - X —_vz).

938. ([{.\'I — X =y X, u,,) ~0.

u—-a u-—-o N—=t ,

931. ®(x'-y%,2)=0. 932. d{ L ";)—o. 933. a{x'."' ") 0.

939. z=x"+ %, Aylanuvchi parabola.
940, f=y—-=z+ 2(\/x = l)(«/_: = \/v)

=0, .f:X, n=y
x




du o

=, £=x+y 3x+ .
945. E0n BF E=x+y, n=3x

du 611 1o | du) S TR
6 58 Vo +2(‘65+775'7)_ = 2

947, u,, +u, =0. 948. w..+u, =0.
949, u,+u, —2tgru, ~2tgsu, =0.

950. u,,~u,—u,=0. 95], u.+u  +u, =0. 952. u,,—~2u,+u, 0
953, 2u,,~3u.=0. 954, u.+u, =0. 955. u,.+u,, =0
960. u=x(1-y). 961. u=—]—cos.\'sinu)'. 962. u=—sin.x.
a

963, u=y +sinxcos3y. 964. u=x>+v+4y’.

) iy P | vf 14 x* —y°
965, u= xsmxcos;: yeosxsiny 966. U= ( ] )

X -7

(\ + 7 +l) —4x?y?
2 2 | . 2 - 2 4
967. u=x"+4y +§cosxsm2y+.w‘. 968. u=smxc052y+§y

9 . 2
969, u=§smxsm3y+.\'(l+_\r )

970. u=%cosxsin4y+.r+§y3.

976. u(x,y)= %hi (7’11 1)‘ cos{2n+1)ay-sin{2n + 1} rx.

. onm nrh
977. u(x. ,)-4”’2 z‘:—i-sin@-sin nray
) w1 wh / !
l) 2(2'1+1)7ry ' (2n+1);r,\‘
978. u(xy __ ( -sin !
(x2) ;(ZHJA) { /
1 3ry . ax
979. U(x,y) e smT sm—[—

980. u(x,y) =(siny + cos y)sinx.

981. U(X,y)zcosélﬁ“—l-sin ST—Y
982 u(\' y)—ﬂ 2 Z( 1) )’ "IH,I”X

983, u(x,y Cx 2CZ( l) l sin”:"



1
(a3l 32/1 1 S2(2n+1)71'y in(2n+ Y7x

u (o] s
- = 1(2n+1) 3 3
985, u(x, )’)——smg’;—y sm?.
986. u(x,y)=cos7y-sin7x.
987. u(xy)= %smg—l—y» sm@
988. u(x,y)=i,(ism_shx) 2 z( ‘) ST T
a’\! ” 7 I
_2bmshl $ (_1) n cos TN o T
a S+ !
” X Cos(2n+1)”y.S‘m{\2”+1)7”
SN DX 52 3 - i i
989. u(x,y)= xR+
( ) !2( ) ”S; (211+l)s
990, u(x,y)= )- sm_’[’_"

i
991, u(x,y)=(2c052y—ism2y+y—-Z)sian.

. (2n+1)7x . (2n+1)zx
) 8I4y Z‘:S‘"—[‘ 16/ = Sin ;
u{x,y)=— — L L& 4] B
P w3 (2n+1) & (2n+1)
. (2n+lrl)7rx_cos(2n+1)/rv

_l()!;s - SiN ;
! e {2;1_'.}}?
998. u(x,y)="la| Z*L |- o L)
] - 2 . 2a Za\fv
I - o e e

’ — e It o )
999, U(\' ‘) %(7"‘}'1 m—-[
1000. u(x.p)= e " 1001, u(ry)= e

\]l +4i'y

(2meipmr | 5 |
1002. u(x.y)= "“VLJ T g 2 )

T ol "m +1

JU+9y

1002. u(,\',y) =e" sinx. 1004. u('\.’_‘,) — 27 Lsin3x.
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ES ﬂ'ﬂ {2m+1)mx
1005. v(xy)=— & St
y = Z:|(2m + 1) {

1006. u(x,y
1007. u(x,y
1008, u(x.y

1009. u(x,y) =1—62(l—e%y]-sin%x.

=3¢ sin3zx —Se ™™ 7 -sin4mx.

—_— N e

=5 _ .48 24
_(y+e‘ 1) smx+”e’.

b3

1010. u{x,y)= %-(cosy+ siny——e'-”) -sin6x.

1011, u(x,p) =(y+ e -1)‘sin3x+ e_iysian.

1012, u{x,y)= —T—g[siny— 4cosy+ 4e @ ] sinx +2e™" sin4x.

1013. u(:,_}r):i{l —e"’)-si|12.\-+c“" sin3x + -E(c:' — e )

1015, u(!'.{i})=3+§~r~008¢, 1016. ulr,p)= 2+§-r-e¢m:p.
s L
1017, ¥(rg) =55+ -cos2p. 1018. u(np)=5 +g-r* -cos2e.

1023, u(x,v =(r:h3_v sfl.iv\']' in3x.
3:1(%7) 2ch3 2 2sh3 Ry
hd(x-1) sha(x-1)) .
1 ) =| S I |
924, 5i5) [ 2chh | 2shd J S

.Cr‘![ \'—JT] vi:[ X — ”]\
1025. U(x,y)=(ﬂ+ﬂ)-sin2x+ 2 E

2ch27r  2sh2m T T B
2ch*® 2sh
2 2
| lerlft 'T] 1’:7;7[\ L J
ch 5= sh2m| x
h3 shiy 1 . \ 2 2 .
1 (xy)=( MBy _ sh3y \oos : —
026. u(xy) (20/137! 25/7371'}5"1 * 2chm 2shm R
3 37105 —101n 3
1027, u()= S 1028, u(r)="—"

In3 - 4 In5--mn3
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1029.
1030.

1031.

1032.

1041.

1043.

1045.

1047.

1049.

1051.

1053.

1055.

1057.

1058.

1066.

u{r,p)= EI‘_--[(Br2 - 3)0054)- (r2 - 9)sin (o].
u(r,w):iz (9 r) 4 (1"’-—16)sin2(p.
u(r,¢)= ( lnr] 2 r —1)sm(p

4

In2
u(r,p)= (81 r )cosng— 2; (

—64)sin3¢.
657 ) P.

VIII BOB.

P(Pz+2p+3)
2pb
F(p):#p
(pl-bz)

1046. F( p)=3l’%l,

1042. F{p)=

1044.

e F 2e '.
A7 +4) 1048. F(p)= >

p+l

F =—
1050. F(p)= 2.

F(,;):%. 1052. F(p)=m'

== _ _ 2 _
(o 1054. F(p) G

u(p: —al—hl)

1056.F(p)=

pl[(p—a)z+b’J|L(p+a)1+b-‘J'
h(p +a:—b2)
(p- a) +b* j”:(p+0)2+;]‘
plp'-a -#')
(p—a)3+b"][(p+a)z+h’]
b I

L
1067. /(1) =3¢ +5¢" + e

F(n)—[

F(P):[

I 1 1
{t})=— - =cost+ —cos2t.
A 12
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&l

1068, f(t)=1-2¢'+¢". 1069. f(t):&—%chwl—lz—chzt,
1070, f{8)=3ch2e=sh2t. 1071. f(r)=¢"(cost —sinz).
1072. S(t)=1-¢"(1+1). 1073. /(s)=t~sint.
1074, /(1)= é(B 3™ cost+4e ™ sint ).

1675. f(t)=e+ Y 1076. (t):—;-(cth-—cost).
1077. f()=- + e2 (cosJ_H J3ch‘§}

1078. f()=e e’ +s:nt 1079. f(t)=t+che.

1080, /(1)=¢(1-7). 1081. f(t)——z n A
1085, f(t)= %(cht cost). 1086. /(1)=¢ -%f’-’—L
1087, f(r)= %(35"11 sin3f).  1088. f(t)=%t2+cost—l.
1089, f(7)=3sint + 5sin2z. 1090. f(z)=7 —sin5t.

1091. /(¢)=cht +cost. 1092, f(t)=€e*~t+t+ 1.
1093, f(l)=cost—%t-sint. 1094. ()= %(cost—cos2t).

1095, f(l):cos3t—%[-sin3l. 1096. /(7) =cos5r—cos3r.

1097. f(’)=%(sinl —cost+e'). 1098, f(t)=e"(sint+cost—1).

1103, »(t)=¢". 1104. y(/)=sht.
1105, ¥()=0. 1106. ()= 3t - L' - 2.
1107, )(1)=—5+e —%e 1108. Iv(1)=—§+§e +e ™.
1109, »(r)=sh. 1110. _,,(,,q,.t[;_,ﬂ)
1111, y(1)=—tsmt cos/+sint.  1112. v(!)=l(e“’—re"—c051)
1113, ¥(t)=ccl. 1114. x() =—»/u—1u '.
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l 2 r
1115, y(t)=3+1+(1-2)e. 1116.YU)“D_’+5f]¢,
3, ,
1117. y(f)=“52“" et~ 1124, ¥(1)=8¢.
1 St 4 St
1125. y(r)=4. 1126. y(t)=§° -3¢
1127, y(1) =9 1128. ¥(1)=1.

1129. v(r)=t.

1130' x(t)zgey_%e-h, y(t)=%ell _%e>21.
o _§ 5:_1 =51 =é St g -5¢

1131. A(l)—se Se 0] Se +5e :

Pl 3 6.2 &
1132, x(’)=§es 5 )’(’)=ge5 +§e’.

1133, x()=c™(1+21), y(r)=e™(1-2).
1134, x(t)=y(1)=¢.
1135, x(£)=y(1)=¢"

1, 1 .
1136, x() =51+ 0, ,\'(f}:|+f+]£.f‘_e"
1137. x(¢)=tcost, y(t)=-tsine.
1138. x(t)=—-¢", y(t)=e", z=0.
1139. x(1)=1, y(t)=t, z=r~

IX BOB.
1143. 20! 1144. 100. 1145. 5.
1146. 1)36,2) 84,3)126, 4)126. 1147. 251,
1148. 24. 1149. 626. 1150. 10626.
1151. 4080. 1152. 40320. 1153. 1000.
- 1 1 1
4 1 . 2) —. —. a ==
1154. ¢, 1160. 1) 0 )2 3)4 1161 y
500 499 9 I
L) = 2) —. 1163. —. . .2)—.
1162. 1) =3 )‘998 a5 1164. n o \2
1165. ) L. 2L 30, 92 1166. 2 < 0,483,
37775 3 2
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1167.%~0 464,  1168. 0,625. 1169. 0,0025.

1170. 1) *ﬁ e f 1171. 28,
V4 7T
5 1 1 3 2 5
1179.1) 2. 2) -, 3) = EA Sy Ee)
)20 3 ) M3 )15
14 1 . | 1 25
1180. . 3 D=2, 3 =
= 1181 1182. 13,233 ¢
1183. ~0,88. 1184, n 2. 2L 3 2
145 145 145
1185. 10,7, 2)0,3. 1186. 0,375. 1189. ;
119, 13 23 voki 2. S
) o 2)6501'-1 : 1191 >
1192, 0,75, 1193. 0,45. 1194. 1‘—)"
1195. 1)0,098, 2)0,188. 1196. 3
1197, 37 2
e 1198. —.
1199. 1o,ig, 2) 0,44, 3)0,648, 4)0,954, 5)0,998.
1200. 1)0,096, 2) 0,188, 3) 0,336, 4)0,788, 5) 0,976.
1201. 0,7, 1202. 2. 1203. s.
1204. % 1205. 3. 1206. 0,93.
1207. 3—[:. 1208. 0,274.
1209. 1) 0,1725, 2) 0,8275, 3) 0,3172.
1216, 21 [ 3
= 1217. 2. 1218. ¢
1219, 12773 1220. 15. 1221. [ —114, [/ —112.
1222, 54, 1223. 0,6<p<0,62 1224.55.

1225, 1) 0,0064, 2)0,2624, 3) 0,73728. 4)0,9776, 5)0,26272,6) 0,4096.

1226. 1y 0,219, 2)0.811, 3) 0,104, 4)0,692, 50,911, 6) 0.329.
1227. 1) 0,0054, 2) 0,09272.
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1228.
1229.
1230.

4
1284, 10,125 0,375 0,375 0,125 »

1235.
1236.

1237.

1238.
1239.

1240.

1242.

1243.

1245.

1246.
1247.
1248.

1249.
1251.
1253.
1255.
1264.

1265.

1266.

1) 0,002, 2)0,8944.
1) 0,0113, 2)0,0252, 3)0,8962,4)0,7924.

0,0902. 1231. 1) 0,0022; 2)0,9938; 3)1; 4)0,0499.

f o

1 2 3

M(x)=0,9; D(x)=1,29; o(x)=1,14.

M(x)=1,5 D(x)=14; o(x)=118.

] 01 2 3 4 5

l32 80 80 40 10 1 M(x)=L67 D(x)=LlL

243 243 243 243 243 243
M(x)=2,25; D(x)=1,7875.

M(x)=2,15; D(x)=2,1275.

{xk: 3
P -

o

|

LO 01024 0,0768 0,2304 0,3456 0,2595 0,07778> D(x)=1

4 L2
0,8 0,2 1241{ : 0,6 0,4

3 4 x: 3 4 x: 3 4 it
2}{‘ DR R
: 0,9 0,1 pi: 0,307 pi: 0.5 0.5 3

0 1 2 3 4 5  M(x

M(x)=0,667; D(x)=0,056; o(x)=0,236.
M(x)=2,57; D(x)=0,6; o(x)=0,77.
M(x)=1,33; D(x)=0,22; o(x)=0,47.

)

3 4
: 0,7 0,3

1
()'

M(x)=15; D(x)=0,15; o(x)=0,39.

M(x)=§; D(x)=L. 1250. M(;:):%; D(x)=§-2.
M(x):—— D(x )-L3 1252, M(x)=2; D(x)=2.
M(r)—— D(x)= Hz 1254. M(A)—i D(x)=
1)a—;lr— P[‘—;<X<aj=_l:). 1256. P(”<X<+°°):%~
h=%, M(x =%, D(.\)—;)—z, o(x)= »23 1)(1,5;3.5):%.

h=1, M(x)=3.5 D(x)= . cr(.\')=g, P(1,5:3.5)=3.

h=1€, M(x)=4: D(x)=3. a(x)=x/§‘ P(L5;6.5)=%.
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1267. h-— M(x)= 123,D(x) 2, o(x)= 7_{, p(3595)~_

1268. 3- 1269. M(x)=50; D(x)=2500, P(0< X <50)=0,3679.
1270. R(1000)=¢2 =0,1359.  1271. M(x)=0,4; D(x)=0,16, o(x)=0,4.
1272. M(x)=;‘]—; D(x)=4lg, P(0,15<x <0,6)=0,3349.

1273, P(03<1<0)=c"=0,2231. 1274. F(24)=0,3812; R(24)=0,6188.
1275. M(x)=%; D(x)=%, P(0,13<x<0,7)=0,53.

1276. 4.4%, natija m ning giymatiga bog'liq emas.

1277. 0.34; 0.14. 0.02. 1278. 0.424. 1279. 0,9876.
1280. 0,733. 1281. 92. 1287. P>0,96.
1288. P>0,94. 1289. P>0,808. 1290. £>0,264.
1291. P>0,79. 1292. P>0,796. 1293. P>0,64.
1294, p>0,432. 1295. P=0,0281.
3(3-50)
1296. f(Y)=——¢ % . P=0,04
f(¥) Sl ) s

1301.

[xIx [ x| X v T AIRE

| p l0,16]048]0,36 p | 0,6 | 0,4
1302.

X H Y [-1 Jo [t [2
lp [0.8 {02 p 102 (03 (0,3 |02

Dy=2[XT 1 [ 2 I3)x=1{Y] -1 0 1 2
da [pl0,75[025| da {p [0,125]0,3125|0,375]0,1875

4) P(Y <X)=0,5.

349



| —

1304, yeot 2) F(x’y)={gl—e'r)(1—e'v), x20,y20,

A y<0,x<0,
1-e™, x20, 1-¢, y20
3) F(x)= £y)= ;
) A () {o, c<o,  20) {0, y<0,
e’*, x>0, e”, y=0
4 = =1 ’
)f'(x) {O, x<0, f,(}) {0, y<0.
1305.
0 xol1]2 Y] [ 1]
p10,3610,480,16] [p]0,16]0,4810.36
Nrl o 1 2
X\
2) [0 100070004 011 |
1 | 008 011 | 0,06 |
2 10091 0,13 1| o010 ]
1306. r,, =-0,2145.
1307. M(x)=L, D(X)=—L.
12 144
1308. K, =0,r, =0.
1312. 1313.
x 1o [t J2 3 1a] I[xloli1]2{3]5
7 2 12 13 ]2 [ 1} m | V13 (3]1]2
w, 102102103 102 0.1 [, 0.1 |03 ]030.1]{02]
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D=0, 0,2, 0<x<I
<xXs
0.2, 0<x<l, N o
q . el ety
F(x)= 0,4, 1<x<2, F()=1 5 "{3
0,7, 2<x<3, So & {";4’
09, 3<x<4, - ”"4‘
L x>4 ’ S
1314,
x| [150;156) [[156;162) [162;168)| [168;174) [174,180) | [180;186)
1 4 5 6 7 5 3
W, 2. i | g L iy
15 6 5 30 6 10
wih) L i 5y 7 L 1
45 36 30 180 36 60
1315,
X | [150;156) | [156:162) [162;168)| [168:174) [174;180) | [180;186)
", 4 4 7 7 5 3
g = 2 = L. 1k =
I N 15 30 30 6 10
w/hl L L Z B L L
45 5 180 180 36 60

1316, )X =37, D=18l, o=135. 2)X =31, D=2,49, c=1,58.

1317. X — 41,88, D=2.92. 1318. X =220, D=7,93.

1319. X —2621. D=919. 1320. X =166, D =33,44.

1328. )X =7,63. 2)X =6,51. 1329. 1) S =8,4. 2)S*=7,8.
1330. 1,03; 1600. 1331. 22,5, 1,28. 1332. 0,8883.

1333. 0,9544. 1334. X. 1335. X-\3D; X+3D.

1336. x. 1337. 0.6.
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1338. 1) (13,72; 18,88); 2) (9,82;14,98), 3)(7,52;12,68); 4)(11,92;17,08)
1339. (1033,2;1166,8). 1340. g64. 1341. 423.

1342. 1)(0,53;3,47), 2)(0,71; 3,29). 1343. (34,66;50,94).
1344. 1)(0,0324,0,2076), 2) (0,0432;0,2768), 4) (0,0513;0,3287).

1345. (0;0,595).

1361.1)y, =5,34x—1,36,2) y, =—0,4x> +12,16x —10,57.
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