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С У З  Б О Ш И

Китобхон эътиборига хавола килинаётган мазкур «Олий 
математика» дарслигинмнг иккннчн жилдига цаторлар, Фурье 
алмаштиришлари, каррали интеграллар, эгри чизикли ва сирт 
интегргаллари, векторлар аиализи, математик физика тенглама- 
лари, эх.тнмоллик иазарияси ва математик статистика, асосий 
сонли усуллар киритилган.

Муста кил ечиш учун тавсия этилган машцларнинг тартиб 
ра^ам ларн  9— 12-бобларда Г. Н. Берманнинг «Сборник задач 
по курсу математического анализа», М., Паука, 1985 китоби- 
дан, 14-бобда эса .«Сборник задач по математике для втузов. 
Теория вероятностей и математическая статистика» (под ред. 
А. В. Ефимова), М., 1990 китобидан курсатилган.

Д арсликнинг иккннчи жилдини ёзишда хам олий укув юрт* 
ларининг му.\андис-техник ва кишлоц хужалик мутахассислик- 
лари учун математик фанларнинг амалдаги «Дастур» нда тав- 
сия кнлпнган асосий ва цушимча адабиётлардан хамда узбек 
тилида чоп этилган дарслик ва укув цулланмаларидан кенг 
фойдаланилди.

М азкур дарслнкни «Олий математика мисол ва масалалар- 
да» учннчи жилди ва олий математика фанпнинг кенгайтирил- 
ган маълум кнсмларн (чизикли алгебра элементлари, хакикнй 
узгарувчннинг вектор ва комплекс функциялари, дифференциал 
тенгламалар назарияси элементлари, Фурье каторлари, пара* 
метрга богл1щ булган интеграллар, Фурье алмаштиришлари, 
майдон назарияси, комплекс узгарувчили функция назарияси, 
операцнои хнсоб, математик физика тенгламалари, асосий хи- 
еоблаш усуллари, э.\тимоллик назарияси, математик статистика 
элементлари, дискрет математика асослари, оптнмаллаштириш 
усуллари, оиерацнялар та^лили)ни уз ичига олган «Олий мате- 
матнкадан махсус маърузалар» хамда «Му^андислик масала- 
рипи математик моделлаш ва ЭХ>Мда .^исоблаш усуллари» 
кисмларидаи нбарат туртинчи ва бешинчи жилдлари билан тул- 
днриш кузда тутилган.

М уаллиф дарсликнинг ушбу жилдини тузишда ва унга ки-
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ритилган айрим кисмларини ёзишда бсрган масла^атларн ва 
ёрдамлари учун Тошкент меъморчилик-^урилиш инстнтути 
«Олий ва амалий математика» кафедраси уцитувчиларига, 
алохида доцент Э. Л. Айрапетовага, холисона тацриз, тан^ид, 
уни ёзишда йул цуйилган камчилИкларни курсатганлари учун 
Ургенч д авл ат  университетн профессорп, физика-математика 
фанлари доктори L1I. Норимовга, Тошкент цишло^ хужалигини 
ирригациялаш ва механизациялаш му.\андислари институти 
«Олий математика» кафедраси мудири, профессор Э. Ф. Фай- 
зибоевга, Тошкент кимё-техпология институти «Олий матема­
тика» кафедраси укитувчиларига ва уиинг мудири, доцент
Н. С. Ра.^имовага, тах.рир .^айъатинннг аъзолари доцентлар 
А. Омонов, М. Ж ураев, Е. М. \усан б оев ,  А. А. ,\ам дамовларга 
уз миннатдорчилнгини билдиради.

Айни^са, дарсликнннг «Эхтимоллнк назарияси ва математик 
статистика» бобини ёзишда доцентлар Е. М. ^усанбоев ва 
А. Омоновларнинг беминиат ёрдамларини муаллиф эътироф 
этишни узининг бурчи деб билади.

Д арслнк енфати ва мазмунини янада такомиллаштиришга 
каратилган танкидий фикр ва муло.\азалар билдирган урто^лар- 
га муаллиф олдиндан уз ташаккурини билдиради.
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КАТОРЛАР. Ф У РЬЕ А Л М А Ш Т И РИ Ш Л А РИ

1-§. Сонли каторлар. Каторнинг якинлашиши ва йигиндиси

Чексиз ^аторлар математик анализнинг му.уш цисмлари- 
даи бирндир. Улардан функциялар цийматларини такрибий 
^исоблашлар, интеграллар кнйматларннн хнсоблашлар билан 
богли!^ булган хар хил амалий масалаларни ечншда кенг фой- 
даланилади.

Чексиз ^аторлар билан боглиц асосий тушунчаларни ка- 
рашга кирншамиз.

Элементлари сонлар (хакикий ёкн комплекс) ёки функция­
лар  булган

^|1 3̂» • • •» • • •
чексиз кетма-кетликни цараймиз.

1 -т а ъ р и ф .  Ушбу
и 1 +  и2 +  и3 +  . .  . т « „  +  . . .  ( 1. 1)

ифода чексиз катор ёкн тутридан-турри цатор дейилади. ( 1. 1) 
цаторни белгилаш учун бундай ёзувдан фойдаланиладн:

00

V  илш п
п—\

и,, и2, ы3, . . ., ип, . . . кетма- кетликнинг элементлари каторнинг 
Хадлари дейилади.

Агар каторнинг хадларн сонлардан (функциялардан) нбо- 
рат булса, цатор сонли цатор (ф ункционал цатор) дейилади; ка- 
торнинг п- хадн ни унннг ум ум ий  %ади дейилади.

1- м и с о л. Ушбу — - г — - f . . .  ^атор сонли ка- 
1 2  3 п

тордир, унннг умумий хади — га тенг; бу каторни кискача бундай
П

эо
\ ч 1

«=1



1-2 ' 2-3 ; 3-4 ' * ’ * ‘ я (п-Н) ’
. „ sin/Uf тор функционал катордир, унииг умумии хадн ип = ---------  га тенг,М. . V .  . . п л (я + 1 )

- - .. - Х ’Ч sirm.vбу каторни киска бундай езиш мумкин: Л ----------
^штЫ П (П- f  I)
/1=1

-\озирча сонли каторлар ни цараш билан чекланамнз, функционал 
каторларни эса 13-§ дан бошлаб ^аран.мнз.

Хар бир катор учун куииладиган асосий савол бу унннг 
якинлашиши масаласидир.

2 - т а ъ р и ф. ( 1. 1) цатор дастлабки п та хадининг йигин- 
диси

5 л =  И| +  «2 +  «3 +  . . . + и п

шу каторнинг п- хусусий йигиндиси дейилади. LUv хусусий 
йигнндиларни караймиз:

5 i =  w,,
S., =  u l -r  и,.

S n =  и { +  и2 +  . .  . +  ип.

Равшанки, хусусий йигиндилар S ;, S ., . . ., S r. . . . чексиз сснли 
кетма-кетлнкни хосил килади.

3 - т а ъ р н ф .  Агар ( 1. 1) каторнинг хусусий йигиндиларидан иборат 
кетма- кетлик 5 „  S 2, . . . , S n, . . . чекли лимитга эга булса, бу катер 
якинлашувчи катор дейилади. 13у лимитнинг киймати 5  =  lim S n

Н—*ос
(1.1) каторнинг йигиндиси дейилади. Бу халда бундай езнлади:

ОС

•S =  и х — и* +  и3 +  . .  . ~г иа + . .  . =  ^  ип.
П= I

4- т а ъ  р и ф. Агар (1.1) каторнинг хусусий йнгиндилари 
кетма-кетлиги чекли лимитга эга булмаса, бу катор узоцлаш ув- 
чи катор дейилади.

Сонли катоРл а Р назарнясининг мазмуни каторнинг якин­
лашувчи ёки узоклашувчи эканлигини аннклаш ва якинлаш ув­
чи каторлар йнгиндисини ^нсоблашдан иборат.

Энг содда мисол сифатида геометрик прогрессияни ка Ра й* 
миз.

2 -§ . Геометрик прогрессия

Чексиз геометрик прогрессия
а +  aq +  aq'1 - f  . . . -Ь aqn~ l 

энг содда, энг куп учрайдиган кэторлардан биридир. Бунда а —



келиб чи^авермайди, катор узоклашувчи булиши хам мумкин. Маса- 
лан, гармоник катор деб аталувчи

Катор учун Iim ип =  Iim — =  0 булншига царамай у якинлашувчи
П— ^

эмаслигини исботлаймиз. Гармоник каторнинг дастлабки бир неча ха- 
дини куйидагидек гурухлаб ёзамиз:

Хар кайси кавс ичидаги кушилувчиларни уларнннг кичиги билан ал- 
маштирамиз. Матижада

га эга буламиз.
Хар цайси кавс ичидаги кушилувчнлар йигиндиси кнчик- 

лашди ва 1/2 га тенг булди. Охирги катор чексиз куп кавслар- 
га эга булганлиги сабабли уларнннг йигиндиси чексизликка 
интиладн. Д емак, гармоник каторнинг йигиндиси албатта чек­
сизликка ннтилади. Шундай килиб, биз гармоник каторнинг 
узоклашувчи эканлигнии исботладик.

4-§. ^ато р лар  устида содда ам аллар  бажариш: сонга 
купайтириш, кушиш ва айириш

Каторлар устида ам аллар  бажаришнинг баъзи коидалари 
билан танишамиз.

1- т е о р е м  а (каторни сонга купайтириш хакнда). Агар

«I +  «2 4 " •  (4.1)
цатор якинлаш увчи  булиб, унинг йигиндиси S  га тенг булса, 
у \о лд а

X Mj +  Я и2 •+■ • • • +  Я, ип -f* . . . (4.2)

^ато/7 .\ам якинлаш увчи  булади ва унинг йигиндиси У.-S га тенг 
булади, бунда  /. — тайин сон.

И с б о т и .  (4.1) ва (4.2) каторларнинг п- хусусий йигиндиларини 
мос раришда S n ва ап билан белгилаймнз. У холда куйидагига эга
буламиз:

a/i=  ^ ui "г* • • • +  к и п =  Я («j +  иг +  . .  . +  ип) =
бундан:
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Iim стл =  lim(X-5/i) =  X l im S n  = ). S .
П-+00 fZ~*QQ П —♦ gr

Шундай килиб, (4.2) катор якинлашувчи, унинг йигиндиси га 
теиг. Теорема исботлаиди.

2 - т е о р е м а  (каторларни кушиш хакнда). Агар

«1 -г w2 -f- • • • +  ип "Ь • • •» (4-3)

у, +  v2+  . .  - +  у „ +  . . .  (4.4)

цаторлар якинлашувчи ва уларнинг йигинди.юри мос равишда s 
ва S  га тенг булса, у  .\олда

(«1 +  v,) +  («2 +  +  • • • +  К  “  vn) +  . . . (4.5)
катор хам якинлашувчи ва унинг йигиндиси s +  5  га тенг була­
ди.

И с б о т и .  (4.3), (4.4) ва (4 5) каторларнинг л-хусусий йигинди- 
ларнни мос равишда sn, S n ва ап деб белгилаймиз. У холда

°П =  (“ | +  у |) +  (“ 2 -Г  У ,) -Г  . . .  +  (и„ -г  vn) =  s„ +  5 Я.

Бундан:
Нш ол =  lim (s;l +  S„) == lim stl 4- lim --= s +  5.
H —*30  /!-■* oo / ! - ♦  со Я —

Шундай килиб, (4.5) катор якинлашувчи ва унинг йигиндиси s - f  S 
га тенг.

3 -т е о р е м а  (каторларни айириш хакида). Лга/з

“ i +  и2 +  ыз +  • • • +  мл +  • • •» '

l'l V2 V3 "Ь • * * ■+" Vn * * * (4*7)
цаторлар якинлашувчи ва уларнинг йигиндиси мос равишда s ва S  
га тенг булса, у .\олда

(«! — »i) +  («г — »*) (4.8)
цатор \ам  якинлашувчи ва унинг йигиндиси s — S  га тенг була­
ди.

И с б о т и .  (4.7) каторникг хар бир ха д и ни — 1 га кулайтирамиз 
( 1-теоремага кура бу катор якинлашувчи ва унинг йигиндиси — 5  га 
тенг булади). У ни (4.6) катор хадларн билан к.ушамиз ва (4.8) каторга 
эга буламиз:

(ul —  v t) +  (и2 —  v2) -г  . . .  4- (ип —  vn) +  . . .,

бу катор 2-теоремага кура якинлашувчи ва уникг йигиндиси & — 5  
га тенг. Теорема исботлаиди.

Юкоридаги теоремалардан куйидаги натижа келиб чикади.
Arapj

и, +  и2 +  •

v l +  v2 +  . . .  +  vn + . . .
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каторлар якинлашувчи ва уларнинг йигиндилари мос равишда s ва S 
га тенг булса, у холда

(л u t +  И u j  +  (* и, +  ц у,,) +  . .  . +  (X ип +  ц vn) +  . . .

Катор V м якинлашувчи ва унинг йигиндиси X,s - f  u S  га тенг, бун­
да X, i-i— тайин сонлар.

Шундай цилиб, якинлашувчи кат0РлаРнн хадлаб цфшиш, 
айириш ва узгармас сонга купайтириш мумкин экан.

Яна битта мухим теоремани исботлаймнз.
4- т е  о р е м  а. А гар цатор якинлаш увчи  булса, у  холда бе~ 

рилган каторга чекли сондаги хадларни  цуш иш  ёки унда чек­
ли  сондаги хадларни  ташлаб ю бориш дан \о с и л  булган катор 
Хам якинлаш увчи  булади.

И с б о т и .  Ушбу
и х +  и2 + . .  . +  ип +  • • .  (4.6)

Катор якинлашувчи, унинг йигиндиси 5  га тенг булсин. (4.6) катор 
дастлабкк п та хадинннг йигиндисини S n билан белгилаймиз, k (k < n ) 
та ташлаб юборилгаи хадлар йигиндисини S k билан, колган п — k та 
хадлар йигиндисини an_ k билан белгилаймиз. Демак, S^ — S k -{- an_ k, 
бунда — п га боглик булмаган чекли сон, шу сабабли:

lim S n =  lim (S k +  on_ k) =  lim S k +  lim стп_*.
n—*09 П —► 3C . I I —• »  n —n О

Бундан:
lim S„ =  S t  +  lim a„_t .
n —* x  n  - ¥ o o

Шундай килиб, агар lim S n мавжуд булса (яъни берилган катор
П-* 00

якинлашувчи булса), у холда lim an_ k хам мавжуд булади (яъни хар
П—*ос

Канча чекли сондаги хадларни ташлаб юборишдан хосил кИЛИ!1Ган 
Катор .\ам якинлашади). Чекли сондаги хадларни куш^шдаи хосил 
булган каторнинг якинлашувчи булиши юкоридагидек курсатилади. 
Теорема исботлаиди.

5- §. Мусбат хадли каторлар

^ам м а  хадлари бир хил ишорали булган каторлар узгармас 
ишорали каторлар дейилади. Аниклик учун биз мусбат хадли 
Каторларни караймиз.

Шуни кайд киламнзки, мусбат ишорали каторда барча п >  1 лар 
У4}™ $ г.+\ >  $п тенгсизлик уринли, яъни хусусий йигиндилар усувчи 
кетма- кетлик хосил килади. Бундай .\олда п -*■ оо да иккита имкони- 
ят мавжуд булади: ё хусусий йигиндилар Sn-» -J -o o  ва бу .^олда 
Катор узоклашади, ёки хусусий йигиндилар кетма-кетлиги чегграланган 
ва бу .\олда лимит мавжуд булади, демак катор якинлашувчи. 

Шундай килиб, мусбат ишорали каторларнинг якинлашишини ис-
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ботлашда S n хусусий йигиндилар кетма-кетлигининг чегараланган 
эканини аншуташкннг узи етарлидир. Мусбат ишорали каторлар якшг 
лашувчи булишининг хар хил аломатларини, яъни S n учун формула 
чнкарман ва S n нинг лимитинн хисобламай туриб каторнинг якинла­
шувчи ёки узоклашувчи эканини аниклаш имконинн бераднган усул- 
ларни ургаиамиз.

6-§. Таккослаш теоремалари

Мусбат ишорали иккита
« I +  м2 + . . . - г  мл +  - • . , (6.1)

-г  у2 “Ь • • • “Ь vn • • • (6 -2)
каторга эга булайлик. Булар учун куйидаги теоргмалар уринли.

1 - т е о р е м а  (якинлашувчанликнинг етарли шарти). А гар
(6 . 1) аторнинг цадлари  (6.2) цаторнинг мос 'хадларидан катта 
булмаса, яъни

( л =  1, 2, 3, . .  .) (6.3)

булса  ва (6.2 ) цатор якинлаш увчи  булса, у  \о л д а  (6. 1) цатор 
хам якинлаш увчи  булади.

И с б о т и .  (6 .1) ва (6 .2) каторлар п- хусусий йигиндиларшп мос 
равпшда S n ва ап билан белгилаймиз. (6.3) тенгсизликлардан S n <  оп 
эканлиги келиб чикади. (6 .2) катор якинлашувчи эканлиги туфайли 
lim otl= o  мавжуд. Бунда каторниннг хадлари мусбат ишорали булга-
П—» со
ни учун ст„<о тенгсизлик уринли, демак, S n< o . Шундай килиб, (6.1) 
мусбат ,\адли катор хусусий йигиндиларн кетма-кетлиги чегаралан- 
ган ва демак, бу катоР якинлашувчи. Шу билан бирга бу катор 
йигиндиси (6.2) катоР йигиндисидан катта булмайди.

2 - т е о р е м а  (узоклашувчанликнинг етарли шарти). А гар
(6 .2 ) цаторнинг .\адлари  (6 . 1). чаторнинг мос хадларидан ки ­
чик булмаса, яъни

un <  vn (n =  1, 2, 3, . . .) (6.3)

булса ва (6 . 1) h^amop узоклашувчи булса , у  холда (6 .2) кратер .\ам 
узоцлаш увчидир.

И с б о т и .  (6 . 1) ва (6 .2) каторларнинг л-хусусий йигиндиларини 
мос равишда S n ва оп билан белгилаймиз. (6.3) тенгсизликлардан
о.( >  S n эканн келиб чикади. (6 . 1) катор узоклашувчи ва унинг хусу­
сий йигиндиларн ортиб боргани сабабли lim S tl =  оо. Бу холда lim сти=

«-►оо " П-»ао
=  оо. Демак, (6.2) катор узоклашувчи. Теорема исботланди

Иккала теорема (6.3) тенгсизликлар барча п лар учун 
эмас, балки бирор n = N  дан бошлаб бажарилса .\ам уринли 
булаверадн. Бу шу бобнинг 4 -§  ндаги 4- теоремадан куриниб 
турибди.



И ккала теореманн ^исцача бундай ифодалаш мумкин: кн- 
чик булмаган .хадли цаторнинг яцннлашувчанлнгидан катта 
булмаган хадли каторнинг якинлашувчанлигн келиб чикади. 
катта булмаган хадли каторнинг узо^лашувчанлигидаи кичик 
булмаган хадли каторнинг узоклашувчанлигн келиб чикади.

1- м и с о л. Ушбу

±  +  i , ! f  +  i ( i | 3+ . . .  +  i  ( 1 ) ’  +  . . .
3 2 \ 3 /  3 \  3 /  /I \  3 /

цатор якинлашувчи, чунки бу каторнинг хадлари

каторнннг мос хадларидан катта эмас. Охирги катор яцинла- 
шувчп, чунки бу каторнинг хадлари ма.\ражи ц =  2/3 га тенг, 
йигинднси эса 2 га тенг геометрик прогрессияни т а1нкил этадн. 
Демак, берилгаи катор ^ам якинлашувчи булади, шу билан 
бирга унинг йигинднси 2 дан катта булмайди.

2- м и с о л. Ушбу

1 2 v 3 i /i
^атор узоклашувчи, чунки унинг хадлари, иккинчи хадидан 
бошлаб,

2 3 п

гармоник каторнинг мос хадларидан катта, гармоник катор эса, 
м а ъ л у м к и, у зоцл а шу вч и д и р .

Амалда таккослаш аломатидан куйидаги курииишда фой- 
даланиш энг цулайдир;

3- т е о р е м а  (тацкослашнинг лимит аломатн). Агар —  нисбат-
va

нинг лимита мавжуд булса ва у  нолга тенг булмаса, яъни  
l i m —L =  / l > 0  булса, у  %олда (6 . 1) ва ( 6 .2) каторларнинг икка-
П—ЧО V/I
ласи ё якинлашади, еки узоклашади.

3 -м н с о л .  Ушбу

tg I +  tg +  . . .  +  tg — - f  . . .
2 п

цаторни

1 + 4 + - .2 п

гармоник катор билан таккослаймиз. •— нисбатни тузамиз ва унинг
t’/i

лимитини топамиз:

13



1
tg —

lim —  — lim — — =  1 >  0 ,
n  -»oo ^

П

4 1 1чунки n —► оо да tg — c c —.
n n

Шундай цилиб, берилган катор узоклашувчн, чунки гармо­
ник катор узоклашувчн.

4-м и с о л. Ушбу
• 1 t • 1 , I • 1sin — Ь s i n -------  . . . - f  s i n ------ Ь . . .

2 22 2п
каторнн

-  +  —  +  .2 22 2а

катор билан таккослаймиз, охиргн катор якинлашувчи, чунки 
унинг хадлари махражи q =  1/2 булган геометрик прогрессия 
ташкил килади.

—- нисбатнн тузамиз ва vim iir лимитинн топамиз: п —► оо да
'■ 'п

• 1 1 «. Uh .. sin2 п • n I,* wsin — х  — булгани учун: lim —  =  l i m ----------=  1 > 0 .  Шундан ци-оп ол J #■ О—я •»  ̂ п-»х п-»эо —
либ, берилган катор якинлашувчи.

Уз - у з и  ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Сонли цатор деб нимага айтилади? К,аторнинг умумий кади ннма?
2. Каторнинг якинлашувчи ва узоклашувчн булиши таърифларинн айтинг. 

Цаторнинг йнринднсн деб нимага айтилади?
3. Геометрнк прогрессия ^адларидан тузилган каторнинг якинлашувчан- 

лнгини текшнрннг.
4. 1\атор якинлашувчи булншннинг зарурин шарти ннмадан иборат? Бу 

шарт етарлн шарт булмаслигинн курсатувчн мисол келтнринг.
5. Катор узоклашувчн булишинннг энг содда етарлн шартини курсатинг.
6. Якинлашувчи каторларни кушиш хакидаги теоремани исботланг.
7. Якинлашувчи катор \адларини узгармас сонга купайтириш как.идагн 

теоремани исботланг.
8. Каторга чекли соидаги ^адларни цушнш ёкн унда чекли сондаги хад- 

ларни ташлаб юборишдан каторнинг якннлашншн узгармаслнги какидагн 
теоремани исботланг.

9. Мусбат \адли иккита каторнн таккослаш какидагн теоремани нфода- 
ланг ва уни исботланг.

10. 2727-2759- масалаларни ечинг.

7-§ . Д алам бер  ва Коши аломатлари

Мусбат хадли цаторларнинг якинлашиш ва узоцлашиш ало- 
матларнни урганишни давом эттирамиз.

1. Д алам бер  аломати
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Т е о р е м а .  Агар

“ i +  « 2 +  из +  • • • +  • • • (7 *1)
мусбат каторда {п -{- \)-хаднинг п-хадга нисбати н - ^  оо да чекли 
I лимитга эга булса, яъни

lim ^ - 1  =  / (7.2)
/1-»О0 и П

булса, у .\олда: а) / <  I да катор якинлашади, 6) / >  1 да катор 
узоцлашади.

И с б о т и .  Лимитнинг таърифидаи ва (7.2) муносабатдан ихтиёрий 
е >  О сон учун п нинг бирор N  иомердан бошлаб барча кийматлари 
учун, бошкача айтганда п >  N  учун

Un-\-1 . _ . ЫЯ-4-1 / . /—---------- / < е  еки — е < ------------/ <  е ( t .3)
W/J ип

тенгсизлик уринли булиши келиб чикади.
/ <  I ва / >  1 булгандаги иккала холни кара им из.

а) / <  I булсин, у холда (7.3) тенгсизликдан 1 — / <  е ёки
«л

1 < / - { - £  экани келиб чикади. Тенгсизлик барча п >  А' лар учун
«л

бажарилади. / - f e  =  </ деб белгилаймиз. е ни шундай кичик килиб 
танлаймизки, ^ нинг киймати / <  1 да 1 дан кичик бу кин, яъни
О <  £? <  1 тенгсизлил бажарилснн ( 1-шакл), демак,

«„о-! _ v
—  <  Я- (7.4)

«л
(7.4) тенгсизликни унга тенг кучли булган

ип+ 1 <  Я-ип

тенгсизлик билан алмаштирамиз. Охирги тенгсизликни п нинг 
/V дан бошлаб турли ^ийматларн учун, яъни n ^ N  лар  учун 
ёзнб, куйидагиларга эга буламиз:

илч1 <  Яи»

Ч у+2 <  9 и ы + \ <  Ч2“ к> ( ' -5 )

“ лч-з <  ? “ лч -2 <  4 * u n >

Иккита катор и и цараймиз. ип„

“ ! + « .  +  • •  * +  UN +  UN+\

1- шакл.
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(7.6) каторнинг хадлари q < \  
— ■ мусбат м а^раж ли геометрии прог­

рессия ташкнл цилади. Демак,О Г С4---- ' I  с \'  £ (7.6) катор якинлашади.
(7.5) тенгсизликлардан (7.]) ка‘

2- шакл. торнинг хадлари и у+1 дан бошлаб
(7.6) каторнннг мос хадларидан кичик. 

6-§ даги 1-тсоремага асосан ва 4-§ даги 4-теоремага асосан берил- 
ган катор (7.1) якинлашувчи.

б) / > 1  булсин. У холда (7.3) тенгсизликлардан бирор но­
мер N  дан бошлаб

“ я+1 » - ип+\ ,— !------/ >  — е еки ------- >  I — е
«я «л

эканлиги келиб чикади. /— е = (j деб белгилаймнз, f ни шундан 
кичик килиб таилаймизкн, натижада / >  1 да q нинг катталиги 
1 дан катта булнб ко н в ер си и ,  яъни /— z = q > \  (2 - шакл) ва, 
демак,

ия—1 >  q, n > N .  (7.7)

(7.7) теигсизлнкни унга тенг кучли

n > N

тенгсизлик билан алмаштирамиз. Бу кзторнинг ^адларн (Лт+ 1) 
иомердан бошлаб усишинн билднради, шу сабабли каторнинг 
умумии ^ади нолга интилмайди. Катор якннлашншининг зару- 
рий шарти бажарилмайди, шу сабабли (7.1) кат0Р узоцлашади.

ип ' I1- э с л а т м а .  Агар lim —:— =  с» булса, у холда катер узокла-
Я—»оо
ип+\
lift * /|—>30

рнй шарт бажарилманди).

2- э с л а т м а .  Агар lim —— ̂ мавжуд ва бирга тенг булса ёки
Л-»оо

мавжуд булмаса, у холда Даламбер аломатн кат°рнинг якинлашувчи 
ёки узоклашувчи эканнни аниклаш имконнни бермайди. Бу масалани 
хал килиш учун бошка аломатдан фойдаланнш керак.

1-м н с о л .  Куйидаги каторни якинлашувчанлнкка текширинг:

±  +  »  +  * + .
12 22 З3 Л3

2 я

шадн, чунки бу холда > 1  вл н/1+, >  ип, яъни lim ип ф  О (ззру-

Е ч и ш .  Бундан ип =  — , ип„2 ’ *+» (л + 1)2’

lim =  lim 2" ' -—B =  21im \ =  2 >  1,
П-*х> U n  n~*oo ( * Н " 0 2 *“  Л~*0О \Я  “b  1 ,
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демак, fyiTop узоклашувчн.
2- м и с о л .  куйидаги ^аторни я^инлашувчаиликка текширннг:

_J___L * ° Л_ 2п ~~ 1 -L-
г  2 (, 2)2 (, 2)3 ............(, 2 )л ’ ' "

„  г  2а -  1 2/1+1Е ч и ш .  Бунда ип =  — и„+1 =  ^ у Г н .

« л + 1 ,. (2 п + \ ) (у '2 )п 1 2п-Ь! I
l im ------ =  lim -------— j--------- ----------  l i m ------=  — - <  1.
л - ж “n «-** ( / 2 ) (2n—l) , 2 «-*» 2.1— 1 , 2

демак, катор якинлашувчи.
3- м и с о л .  куйидаги каторнн якинлашувчанликка текширинг:

1 +  ~з~- "Ь t ~z  +  • • • +  j z z  - г  • • •
V 2 | 3  > я

Е ч и ш. Бунда н„ =  34 г ,  wrt+1 =  1

“ы -ilim
n-*iо

—  =  lim 5- 1 rt -  =  lim I ——  =  1( / = 1).
ЦЯ Л-** j R-f-l «-*50“ ? я 4-1

1\аторнинг якинлашиши хасида Д алам бер  аломати асоси- 
да хулоса чикариш мумкин эмас. Таккослаш аломатинн кул- 
лаймиз. Узоклашувчн

, . 1 , I , , 1 ,! +  -  +  ?  +  . . . - г — . . .

гармоник цаторнннг хадлари, иккинчи хадидан бошлаб, берил­
ган каторншЧг мос хадларидан кичик, демак, 6- §  нинг 1-теоре- 
маснга биноан берилган катор узоклашувчн.

2. Коши аломати

Т е о р е м  а. А гар мусбат .\адли

ui +  и2 +  и3 . . . +  ип +  . . . (7.8)

цатор учун \  ип микдор п ->  оо да чекли лимитга эга булса, яъни

lim V  u„ =  I (7.9)
n-*ys

булса, у  .\o.ida
а) / <  1 да катор якинлашади,
б) / >  1 да катор узок.гаилади.
И с б о т и. Лимитнинг таърифндан ва (7.9) муносабатдан би­

рор N  номердаи бошлаб п нинг барча кийматлари учун, яънн 
дан бошлаб

2—2640 Научная библиотека I 17
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У ип — / 1 <  е ёки — е < )  ип — / <  е (7.10)

тенгсизлик уринли булади. бунда е > 0  олдиндан танланган ки­
чнк сон. п ----

а) / <  1 булсин. У .\олда (7.10) тенгсизликдан > ип — / < е
tt *----

ёки I ы <  / — г эканлиги келиб чикади. Тенгсизлик бирор А' дан 
бошлаб, яъни бнрча п >  N  лар учун бажариладн. I - г г  — q деб бел- 
гнлаймиз, е ни шундай кичик цилиб танлаймизки, / <  1 д:л q микдор 
I дан кичик булиб колаверсин, яъни 0 <  / -Ь е <7 <  1, ва демак, 
барча N  лар учун

П '
У ип <  q ёки ип <  qn. (7.11)

Иккита ^аторни караймиз:

и х +  и ,  +  . . . +  « л. +  u N + l - f  «jv+ 2 +  • • •» (7 -8 )

? v+ V 'v+' + ? V+2 +  . . .  (7-12)
(7.12) катор якинлашувчи, чунки унннг хадлари махражи q <  I 

булган геометрик прогрессия хосил килади.
(7.8) каторнинг хадлари иы дан бошлаб, (7.11) тенгсизликка би- 

ногн, (7.12) каторнинг хадларидан кичик. Демак, (7.8) катоР 6-§  да­
ги 1-теорема ва 4-§ даги 1 -теорема асосида якинлашувчи.

П
б) / >  1 булсин. (7.10) тенгсизликдан У ип — / > — е ёки

ft /

У и >  / — е эканлиги келиб чикади. Тенгсизлик бирор N  дан бош­
лаб бажариладн, яъни барча л >  N лар учун .уринли. / — г =  q деб 
белгилаймиз. к ни шундай кичик ^илиб танлаб оламизки, / >  1 да <у 
микдор 1 дан катталигича колаверади, яъни / — е — q >  1 ва демак, 
бирор А' дан бошлаб

п ---  П
|  ип >  q >  1 ёки \  ип >  1.

Дммо каралаётган каторнинг барча .\ади, их  дан бошлаб, I дан кат­
та булса, у холда катор узоклашади, чунки унинг у мумий ,\ади нол­
га интилмайди.

Э с л а т м а .  Д алам бер  аломатидаги каби, / = 1  булган хол- 
да Коши аломати кушимча текшнришни талаб  килади.

4-м  и с о  л. Куйидаги катоРни якиилаш увчанликка текши- 
ринг:

Е ч и ш.  Бунда
/  п \« !}/" . .  п I , ип =  -------  , l im |  и„ =  l i m ------- =  — <  1.

Я ' 2 /1+  | /  * л -о . " л-»* 2/1 -f- I 2
Катор якинлашади.
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5* ми с о л .  Куйидаги каторпи икинлашувчаплнкка текширинг:

Е ч и ш.  Бунда

Катор узоклашувчи.
8-§. Ка10Р я^инлашишининг интеграл аломати

Т е о р е м а .  Агар

и \ +  « 2 +  . (8 .1 ) 

цаторнинг .уадлари мусбат ва усмайдиган Gy.ica, яъни  

и\ >  и , >  . . .  >  ип >  . . .
булса ва f  (л) функция учун  /  ( 1) =  и х, /  (2) =  и .......... f  (п) ^ и _____
тенгликлар уринли булса, у холда:

Ж
1) ас ар j /  (л) d.\ хосмас интеграл ЩИНламса, кат^р якинла­

шувчи,
9 »

2) агар j /  (.v) dx хосмас интеграл уЩ лаш увчи булса, щ т ор

узоклашувчи булади.
И с б о т и .  Юкоридан у  =  /  (*) эгри чизик билан чегараланган, ассс- 

лари х — 1 дан а .-= п 1ача булган, бунда п ихтиёрий бутуи мус­
бат сон, эгри чизикли трапецняни карай миз (3- Шакл). Бу трапеция га 
асосларн (1, 12, 3], . . ., [л — 1, кесмалардаи иборат ички ва таш- 
КИ зинапояснмон туртбурчаклар чизамиз, бунда функциянииг



U* =  /  (2), U3 =  f  (3)..........Un =  f  ( n)

кийматлари ички чизилган туртбурчакларга,

u i — f  (I), "a =  f  (2)..........=  /  (я — 1)
кийматлари эса ташки чизилган туртбурчакларга баландлик булиб хиз- 
мат килади.

Куйидаги белгилашларни киритамиз: S n — каторнинг л-хусусий 
йигиндиси, S rl — эгри чизикли трапециянинг юзи, S H ч, S T 4 — мос ра­
вишда ички па таш^и чизилган зинаиояеимон шаклларнисг юзлари.__ П

=  и { 4- и.у 4 - . . .  4* U',, S r =  \ f  (a) dx  экани равшан. Шаклдан
I

5  < S  < S  (8.2)I I  .4  П Г .Ч  V - '"* ’/

эканлиги келиб чикади, бунда

5 „ ., = . И2 +  “ з + • • •  +  «„ =  —  И„

s ,.4  =  « , + % + . . .  +  = s n — а„.

Шундай килиб, (8 .2) тенгсизликни бундай ёзиш мумкин:

S„ — и, <  S n <  S n — ип \ п п п
ёки

S n —  W1 <  f f  (*) d x  <  S n —
1

Бундан иккита тенгсизликка эга буламиз:

$ , < * ,  + Г f ( x ) d x .  (8.3)
I

s n >  +  I I (x) dx- (8-4)
i

n
I (x) функция мусбат, шу сабабли п нинг ортишч билан /  (х) dx

i
интеграл хам катталашиб боради. Икки .\сл булиши мумкин:

QO
1) 1 /  (.v) dx  хосмас интеграл якинлашувчи, яъни 

i

*  /  (л) dx  =  lim f /  (a) .d x  =  /
I "-»* i

n
интеграл чекли сонга тенг булсин. У холда (’ /  (х) dx <  I  ва (8.3)

I
теигсизликдан хар кандай п да S n <  и, 4- /  эканлиги келиб чикади. 
Шундай цилиб, бу холда S n хусусий йигиндилар кетма-кетлиги че- 
гараланган ва, демак, (8 . 1) цатор якинлашади.
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2) I j  (л) dx  хосмас интеграл узоклашувчи булсин, яъни

) /  (л) dx  =  lim |' /  (л) dx — -г- оо
| П-»» |

булсин. (8.4) тенгсизликдан S tl хусусий йигиндилар кетма- кетлиги че- 
гараланмагаплиги келиб чикади ва, демак, (8 . 1) катор узоклашади. 

М и с о л .  Умумлашган гармоник ь^атор деб аталувчи

1 .-Г  — -Г.  . . ■
2 Р з  Р пР

к^аторшшг узоклашувчи ёки якинлашувчи эканини аниклаиг.
Е ч и ш .  /(л) функциянииг —  дан иборатлиги равшан, бунда р —

хр
тайинланган сон. Ушбу

Г dx V-P+I * 1 I" 1
------- = —  lim x ' - r  =  —  lim (n l~" — I), р Ф  1

J Xp - p - r  1 I 1 — Pn-’JO 'l 1 — Рп-*ъ
I
хосмас интегрални хисоблаймиз. Агар р  >  1 булса, у холда lim п 1~р=

О ва I —  =  — --------якинлашувчи; агар р  <  1 булса, у холда
J  хр р —  1

dx 1

1
со

lim п 1~р =  оо ва I —  dx  — узоклашувчи; агар р  =  1 булса, у хол-
П —* ее J  Х р  *  * ’  '  1

I
OS

i dx Iда J - j -  =  ln.v I =  оо — узоклашувчи. Шу сабабли умумлашган гар- 
1

моник катор р >  1 да якинлашувчи па р  <  1 да узоклашувчи.

9-§. Катор колдигини интеграл аломат ёрдамида ба^олаш

Якинлашувчи

и\ +  и2 +  • • • +  ип +  • • . (9.1)
катор:|и караймиз.

Т а ъ р и ф .  Каторнинг йигиндиси S билан унинг п - хусусиЛ йигин- 
диси S n орасидаги айирма аторнинг п-колдиги дейилади ва R, би­
ла н белгиланади:

R = S  —  S n.п п

1\аторнинг ]\Олдиги хам ^атор булиб, у берилгаи (9. 1) ка- 
тордан дастлабки п  та .\адии таш лаш  иатижасида хосил бу- 
лади:

R  =  и  I т  • • • 4* u  1 т  . . ./I н -- I • п 4-т 4



Бу к а ю р  4 -§  даги 4 - теоремага кура яцинлашувчи, шу теоремага 
кура аксинчасини хам тасднцлаш мумкин: агар цаторнинг кол- 
дип: якинлашувчи булса, у катор яцинлашувчи булади.

Катор цолдигининг таърифига кура
lim Rn =  О
П - +  ос

булиши равшан.
. \ацнцатан .хам,

lim Rn — lim (S  — S n) =  S  — lim S n =  S — S =  0.
n-*ca n—• qc n-*»

Шу сабабли етарлича катта п лар учун
5 * 5 „

такрибий тенгликка эга буламиз, п катталашгани сари бу тенглнк- 
нинг аниклигн орта боради. 1\атор йиншдмси S ни унинг хусусий йи- 
гиндиси S n билан алмаштирилгандаги абсолют хато, рзвшанки, цатор 
колдигининг модулига тенг:

Д =  | 5 - 5 „ |  =  | ^ | .
Шундай цилиб, агар катор йигиндисини е >  0 гача аннкликда то- 

ниш талаб цилинса, у холда шундай п сондаги дастлабки хадлар йи- 
риндисини олиш керакки, | Rn | <  г тенгсизлик бажарилсин. Шунга ца- 
рамай кун холларда биз р г1 колдицнн аник топа олмаймиз. Шу са­
бабли крлднцнинг модули берилган е сондан кат га булмайдиган цол- 
дикнинг п номерини цандай топиш кераклигини аниклашимиз керак.

Л\усбат ишоралн цатор цолдипжн интеграл аломат ёрдами­
да бахолаш хацидаги ушбу теорема айтилган саволга жавоб 
беради.

Т е о р е м а .  А гар му соат .\адли
U\ - f  и2 +  . . .  +  ип . .  .
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кат ор интеграл аломатнинг талабларига жавоб берса, у  .\c.ida 
унинг цолдиги /?., куйидаги тенгсизликларни каноатлантиради:

f [ /  (v) dx  <  Rn <  f /  (л) d.v.
л+ l  n

И с б о т и .  8- § даги (интеграл аломатдаги) шаклни кайта чп- 
замиз ( 4 - шакл) .  Бирор п номерни тайннлаймиз. Юкоридан 
y  = f ( x )  функция графиги билан чегараланган, асоси х — п 
дан х  = п + т  гача булган эгри чизицли трапецияни цараймиз.
8- § дагига ухшаш

л 4-т

5 к.ч <  I i  W  dx  <  S ,  ч

ёки ип+, +  ■■■ Un+m < f / (х) dx<.ua -f . . .  + тенгсизликлар-
Л

ни тузиш мумкин. Равшанки, охирги тенгсизликни S n, S n ,m, S n 
хусусий йигиндилар оркали ифодалаш мумкин:

П~гГП

^п+т S n <  \ /  (л) dx <  •Srt+m_,
П

Бундан куйидаги иккита тенгсизликка эга буламиз:
Л+Л1 п+т

( /  (х) d.v <  5„+m_ , — S„_, ва J / ( x ) d x > S n+„ - S r,  (9.2)
п • n

Якинлашувчи каторлар учун т -+ о о  да (9.2) тенгсизликларда лн- 
митга у там из.

л+m ж
lim \ /  (х) dx  =  I /  (a) dx  якинлашувчи, *

л л

lim 5„+ т_ ,  =  S, lim 5 n+„  =  S,
Ш qq Ш—

(бунда S  — катор йигиидиси) эканини \исобга олиб (9.2) ни бундай 
ёзиш мумкин:

i /  (.v) S - ~ S n_ ]f
П

Г  f  (х) dx  > S  —  S n

еки

j f { x ) d x < R n_ lt
(9.3)

Г /  М dx  >  /?„.
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(9.3) нинг биринчи тенгсизлнгида п пи п +  I билан алмаштириб,
ушбу

\ f  (х) dx <  Rn ва | / (л ) dx  >  Rn
п+I h

тенгсиз; икларга эга буламиз. Бу тенгсизликларни куш тенгсизлик 
шаклида бирлаштириб,

Г  I  W  dx  <  <  f  f  M  dx
п-M n

кфодага эга буламиз. Шуни исботлаш талаб килипган эди.
М и с о л .  Ушбу

S =  I И----- - -f*. . . Н-------- h • • •23 «з
!^атор йигинднсини 0,1 гача (яъни е =  0, 1) аниклнкда топинг.

Е ч и ш .  Якинлашувчи (умумлашган гармоник, /? =  3 > 1 )  
каторга эгамиз. 1\аторнинг хадлари монотон камаювчи

Ж  =  - 7  
х

функциянииг мос кийматларидан иборат. Шу сабабли цатор- 
нинг п- ЦОЛДИП1

п  __ * 
п (л + 1)а 1 (Л-Ь2)3 ‘

учун ушбу бахога эгамиз:
00

dxR  <  I —  =  ——
п J х» 2 и*

/?, <  е ёки —  <  —
п 2л2 10

тенгсизликни ечиб, 2п - >  10 ёки п >  i 5 ^ 2 , 2 4  теигсизликка эга бу­
ламиз. /1 =  3 деб кабул киламиз. Шундай цилиб,

5 3 =  1 +  — +  — «  1,16.
з ' 2а 3*

Бу кийматни яхлитлаб катор йнгнидисининг такрибии кийматини то­
памиз: 5  « 1,2 .

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Даламбер аломатн ннмадан иборат? Уни нсботланг. Мисоллар келти- 

ринг.
2. Коши аломатн ннмадан иборат? Уни нсботланг. Мисоллар келтирннг.
3. Интеграл аломат ннмадан иборат? Уни нсботланг.
4. Ушбу



цаторнинг р>1  да я^инлашувчи ва p c i  да узоклашувчи эканини аницланг.
5. Мусбат ^адли ^аторнннг ^олдиги интеграл аломат билан ка,|Да|"* ба- 

^оланади?
6. 2754-2770- масалаларни ечинг.

10-§. Ишоралари навбатлашувчи каторлар

Хадларинннг ишоралари хар хил булган каторларнн урга- 
пишга утамиз. Энг аввал иш оралари навбатлашувчи цаторлар 
деб аталувчи каторларга тухталамнз. Бундай каторларда ,\ар бир 
мусбат хаддан кейии манфий хад ва хар бир манфий хаддан 
кейнн мусбат хад келади. Иш оралари навбатлашувчи каторни 
бундай ёзиш мумкин:

u L —  и2 +  «з — . . . +  (— 1Г • 1 ип - f  . . .  =  V  (— 1)* и  ип,
n=i

бунда и х, и,, . . . ,  ип, . . . — мусбат сонлар.
1. Ишоралари навбатлаи1увчи каторлар я^инлашншининг 

етарли шартнни уз ичига олган куйидаги теоремани исботлай- 
мнз.

1 - т е о р е м а ( Л е й б н и ц  т е о р е м а с н ) .  А гар ишорала­
ри нсвбатлашувчи

иг —  и, т а ,  — . . .  — (— 1)-+I ип +  . .  . (10. 1)

ка то/да катор хадларининг абсолют кийматлари камаювчи, яъни 
uv >  и.2 >  ы3 >  . . .  >  ип >  . .  . (10.2)

булса, ш у билан бирга иг1 умумий хад нолга интилса:

lim ип =  0, (10.3)
п - ,х

у холда ( 10. 1) катор якинлашувчи булади, шу билан бирга унинг 
йшиндиси биринчи хадидан катта булмайди ва мусбат булади:
0 <  5  <  uv

И с б о т  и. Олдин жуфт нндексли S ,m хусусий йигиндилар кетма- 
кетлнгнни караймиз, уларпн ушбу куринишда ёзамиз:

S  >nx =  (и{ — и.2) +  («з — и х) -I- . . . 4- (и2т_ { — и2т).

Демак, S 2„, >  0 ва S 2m хусусий йигиндилар кетма-кетлиги усувчи.
( 10.2) шартдан хар бир кавс ичидаги ифоданинг мусбат экани келиб 
чикади.

Э;гди S 2m хусусий йигинднни бундай кучириб ёзамиз:

^1 (^2 «а) • • • (^ 2я:—2 ^ 2w«— l) ^ 2т•
( 10. 1) шартдан хар бир кавс ичидаги ифоданинг мусбат экани келиб 
чикади. Шу сабабли бу кавсларни и, дан айириш натижасида биз их 
дан кичик сонга эга буламиз, яъни

*̂ 2 т ^  и 1-



Шундай килиб, S 2,„ хусусий йигиндилар кетма-кетлиги т билан 
биргаликда усувчи ва юкоридан чегараланган. Демак, у лимитга эга, 
яъни

lim S.lm =  5,
о

шу билан бирга 0 <  S  <  uv
Энди ток индексли S 2.n- r хусусий йигиндилар хам S лимитга ин- 

тилишини исботлаймиз. .\а к и катай хам,

1 =  ”Ь w2m+l
булга ни учун /и-*- оо да

lim =  lim S 2nt +  lim « 2т+1 =  lim S im = S
m —t o o  m —» a o  ■ m —

га эга буламиз, бунда (10.3) шаргга кура lim : 0. Шу билан

биз жуфт п  ларда хам, ток п ларда хам lim S tl =  S  эканиин исбот-
п -+ос

ладнк. Демак, (10.1) катор якинлашувчи, шу билан бирга унинг йи- 
гиндиси мусбат ва каторнинг бирннчи хадидан катта булмайди, яъни

0 <  S  <  и х.
2. Катор колдигини бахолаш. Лейбниц теоремаси ишорала- 

ри навбатлашувчи катор колдигини бахолаш имконинн беради.
2- т е о р е м а. А гар  иш оралари навбат лаш увчи

ui — и2+  и3—  . . . +  (— 1)"!1 ип -г  • • • (Ю.1)

цатор Л ейбниц теоремаси шартини цаноатлантирса, у  \о л д а  
унинг п- колОиги R n абсолют циймати буйича т аш лаб'ю борил- 
ган хадларнинг биринчисининг м одулидан катта булмайди.

И с б о т и .  Иш оралари навбатлашувчи (10.1) цатор Лейбниц 
теоремаси шартларнни каноатлантирганн учун у якинлашувчи. 
У холда каторнинг п- цолдиги

нинг узи шнораларп навбатлашувчи цаторнинг йнгинднси бу­
лади. Лейбниц тсоремасига кура бу йигинди абсолют кинмат 
буйича катор бирннчи хади модулидан катта булмаслиги керак, 
яъни

\ R t l \ <  ип+1 ( * 0 .4 )

булиши керак.
Демак, каторнинг S йигиндисинн S n хусусий йигинди билан 

алмаштириш да йул цуйиладнган хато абсолют киймати буйича 
таш лаб юборилган хадларнинг бирннчисидан катта булмайди. 
Охирги тенгсизликдаи цолдикнинг модули берилган аннцлик е 
дан катта булмайдиган п номерни тонишда фойдаланнладн.

1- м и  с о л .  Ушбу

+  ■ • +  ( - ! ) " '  ’ 1 '22 з* 42 (л+1)2
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каторнннг икпнлашишини текширинг.
Е: ч п ш. Каторнннг хадлари абсолют цинмати бунича ка- 

майиб борадн:
! I I

22 32 (Я-Ь1)3
ва

lim ип =  lim — -—  =  0 .
«--»* /I-»» (П-}-1)2

Шу сабабли цатор якинлашувчи.
2- м и  с о л .  1- мнсолдаги ь^атор йигиндисинн е =  0.01 гача 

акшутикда топинг. Каторнннг я-  ^олдиги

R„ =  ±  (— ------------ —
п \ ( я +  2)2 (п-}-3)2 

учун ушбу ба.ула эгамиз:

ю  «

Ушбу

теигсизликни ечиб

(/I 4- 2)2

, г »  I -  I  1/?,' <  е еки ----------< ------
1 (* +  2)= 100

(я +  2)8 >  100 ёки я  > 8  
га эга буламиз. я =  9 деб оламиз.

Шундан ^илиб,

S 0 =  ~ -----—  — . . .  +  —  « 0 ,1 8 2 .
j 22 32 42 102

Бу кийматни юздан бнрларгача яхлитлаб. 1\атор йигиндисининг 
такрибий кийматига эга буламиз:

S «  0,18.

11 - §. Узгарувчан ишорали каторлар

Агар каторнннг хадлари орасида мусбатлари хам, манфий- 
лари хам булса, у холда бундай 1̂ атор узгарувчан ишорали ка ­
тор дейилади:

«! +  « , +  . . .  +  иа +  

бунда и„ м2, . . . , ип, . . . сонлар мусбат хам, манфий хам булиши 
мумкин (10-§ дагидан фар^ти). Олдчиги гираграфда куриб утилган 
ишоралари иавбатлашувчн каторлар узгарувчан ишорали каторларнинг 
хусусий холидир.

1. Абсолют ва шартли якинлашувчи каторлар. Узгарувчан
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ишорали каторнинг абсолют ва шартли якинлашувн кабл му- 
Хим тушунчаларни кнритамиз.

1- т а ъ р и ф .  Узгарувчан ишорали
U i  +  и ,  - г  . . . - г  и п т  . . - (11.1)

^атор хадлари абсолют цийматларидан тузнлган

l« i l  +  |«21 - г  . . .  4- 'М п \ т  • • . (И -2 )

катор якинлашувчи булса, ( 11. 1) абсолют якинлаш увчи  ^атор 
дейилади.

2- т а ъ  р и ф. Агар узгарувчан ишорали (11.1) катор я^инла- 
шувчи булиб, бу каторнинг хадлари абсолют кийматларидан 
тузнлган ( 11.2 ) катор узоклашувчи булса, у холда берилган 
узгарувчан ишорали ( 11. 1) катор шартли ёки ноабсомот я^ин -  
лаш увчи  /уатор дейилади.

1 - м и с о л .  Иш оралари навбатлашувчи

1 — — +  — — . .  . - r ( - l f H — +  . .  .2 3 '  '  п

катор шартли якинлашувчи катордир, чунки у якинлашувчи 
(Лейбниц аломати буйича), унинг хадлари абсолют кийматла- 
ридан тузилган

1 , - т  . . .
катор эса узоклашувчидир (гармоник катор).

2- м и с о л. Ишопалари навбатлашувчи

I — - + —— . . .  +  + . . .2» 32 „2
катор абсолют якинлашувчи катордир, чунки у якинлаш \вчн- 
дир (буни Лейбниц аломати буйича текшириш осон), унинг 
Хадлари абсолют кийматларидан тузнлган

j л .  J L  _i_ J _  +  - ±  .
22 _Г 32 пг

катор хам якинлашувчи (курсаткичи р =  2 > 1  булган умумлаш- 
ган гармоник катор).

2. Абсолют якинлашувчи каторнинг якинлашиши хакида 
теорема. Узгарувчан ишорали цагор якинлашувчаилнгннинг 
мухим етарли шартинн келтирамиз.

Т е о р е м а .  А гар  узгарувчан иш орали
«1 +  и2 +  . .  . +  ип +  . . . ( 11. 1)

катор хадлари абсолют кийматларидан тузилган
Ы  +  N  +  . . .  +  \ип\ -г . . . ( 11.2)

катор я^инлаш са, у  .уолда берилган узгарувчан  иш орали  ( 11.2 ) 
цатор .\ам якинлаш ади.
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И с б о т и .  S n вн а,, мос равишда (11.1) ва (11.2) каторларнинг п — 
хусусий йигинднлари булсин. S"' билан барча мусбат, S ~  билан эса 
S n хусусий йигиндидаги барча манфий ишорали хадлар абсолют кий- 
матлари йипшдисипи белгилаймнз. У холда

s „ = s + - s „ -  o„ =  s„+ + s „ -

Шартга кура (11.2) катер якинлашувчи, шу сабабли пг йигинди о 
лим!ггга эга. S ~  ва S ~  лар эса мусбат ва усувчи, шу билан бир­
га 5  <  сг,, <  о ва S ~  <  ст.. <  о (чегараланган), демак, улар хам лн- 
митга эга:

lim 5,7 =  S ~ ,  lim S ~  =
П - * о о  4 —»oo

S n — 5,7 — S ~  муносабатдан S r хам лимита эга эканлиги келиб чи- 
цади:

lim S n =  lim S'r — lim S ~  =  — S “ .
t l —t o o  l l ~ * o o  H —»oo

Демак, узгарувчан ишорали цатор яцинлашади.
Абсолют якинлашиш тушуичаси ёрдамнда бу теорема ку- 

пинча бундай нфодаланади: хар цандай абсолют якинлашувчи 
цатор якинлашувчи катордир.

3- м и с о л. Узгарувчан ишорали

sin а , sin2а . . sin па /i i
Г • • . ---------------- • • . (1 1.-J)12 22 П2

цаторнинг якинлашншнни текширинг, бунда ct- ихтиёрий ха^и 
1\ИЙ сон.

Е ч и ш .  Бсрилган цатор бнлан бирга

12 4"
sin 2 а

22 4~
sin П Г1

П2

цаторни караймнз. Бу ь^аторни якинлашувчи

1 +  4— — 4* • я . (11 .S)
22 П 2

гармоник катор билан т а ^ о с л а й м и з .
(11.4) цаторнинг хадлари (11.5) цаторнинг мос х;адларидан 

катта эмас, шу сабабли так^ослаш  аломатига кура (11.4) i^a- 
тор якинлашувчи. Аммо у холда, исботланган тсоремага асо­
сан, (11.3) катор хам якинлашувчи.

Абсолют ва шартли якинлашувчи каторларнинг куйидаги 
хоссаларнни кайд ь^нламиз:

а) агар катор абсолют якинлашувчи булса, у холда бу ^а- 
тор хадларининг урнн хар ь^анча алмаш тирнлганда хам у абсо­
лют якинлашувчи булиб ь^олаверади; бунда каторнннг йигиндисн
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унинг хадлари тартибига боглиц булмайди (бу хосса шартли 
якинлашувчи каторлар учун сацлан м анди );

б) агар катор шартли якинлашувчи булса, у холда бу ца- 
тор хадларининг уринларини шундай алмаштириб куйиш мум- 
кинкн, натиж ада унинг йишндиси узгаради; бунииг устнга 
алмаштирншдан кейин хосил булган катор узоклашувчи катор 
булиб колиши мумкин.

Мисол учун шартли якинлашувчи

1 ------  +  -  — -  +  -  — -  +  - -----. . •
2 3 4 5 6 7 8

каторнн оламиз. Унинг йигиндисиии S билан белгилаймиз. Ка­
тор хадларини хар бир мусбат хаддан кейин иккита манфий 
хад турадиган цилиб алмаштнрамиз:

1 1 1 . 1  > 1 -1 ------------------4---------------------------—  . . . .
2 4 3 6 8

, \ар  бир мусбат хадни ундан кейин келаднган манфий хад би­
лан кушам из:

_ l_____j_ J _____ 1_

2 4 6 '  8

Натиж ада хадлари берилган цатор хадларини 1/2 га купайти- 
ршидан х°снл булган каторга эга буламиз. Аммо 4 -§  даги
1- теоремага кура бу цатор якинлашувчи ва унннг йигнндиси

- - S  га тенг. Шундай цилиб, катор хадларининг жойлашиш
тартибнии узгартириш билангнна унинг йигиндисиии икки мар­
та камайтирдик.

12-§. Комплекс хадли каторлар

Каторлар назариясииннг купгина масалалари деярли ,\еч 
кандай узгаришларсиз хадлари комплекс сонлардан иборат 
булган каторларга утказилади. Д астлаб

*i, г2------- -- *п-------

комплекс сонлар кетма-кетлигининг лнмити таърифини кири- 
тамиз, бунда:

*„ =  *„ +  iyn, л = 1, 2 , 3, . . .

1-т а ъ р и ф .  Агар хар кандай е > 0  учун шундай N  натурал сон- 
ни танлаш мумкин булсаки, барча п >  ,V лар учун

1гп — го’ <  &

тенгсизлик бажарилса, у холда г0 =  а 4- ib комплекс сон zn =  х г 4-
4- iyn комплекс сонлар кетма-кетлигининг лимити  дейилади.

2Л — г0 =  (хп —  а )  4~ i  (Уп —  Ь) булгани учун \гп — г0| =
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=*V(xr—a)2+(yn—b)-. Шусабабли litn zn = z0 лимитнинг мавжудлиги
п -»■»

хакикий сонлар кетма- кетлигининг иккита лимите мавжудлигига тенг 
кучлидир:

Iim.vn =  a lim yn — b. ( 12.1)
П—rOO П—*00

Бу таъриф цатор якинлашишининг таърифнни комплекс 
Хадли каторга .\еч бир узгаришсиз утказиш имконини беради. 
Комплекс соилардан нборат.

w l +  w.2 Jr  . . .  +  w n +  . .  . (12.2)

каторни тузамиз, бунда
wn — и +  iv  , п =  1, 2 , 3, . . .п п ' ft’ i f f

Бу каторнинг дастлабки п  та хади йигиндисини караймиз, уни 
S tl билан белгилаймиз:

s„ = а>, + щ  4- . . .  +  К’„.
S r — комплекс сон:

S n =  (f/t +  и2 4- . . .  4- ип) 4 - i  ( i \  4- v., 4- . . .  4- vn). (12.3)

2 - т а ъ р и ф .  Агар (12.3) каторнинг S n хусусий йипшдилари кет­
ма- кетлигининг лимити

lim S n =  5  =  A - f  iB
п—юо

мавжуд булса, у холда (12.3) комплекс хадли катор яцинла- 
ш увчи /\атор, S  эса унинг йипш д иси  дейиладн.

( 12. 1) га асосан ( 12.2 ) каторнинг якинлашувчи эканндан ^а- 
кнкий коэффицентли иккита

А  =  u t - f  и> 4- . . .  4 -и п +  . . .  ,

В = vv 4  Vo 4- . . .  4- vn 4- . . .

каторнинг якинлашувчи экани келиб чикади.
3- т а ъ р и ф .  Агар lim S n мавжуд булмаса, у холда комплекс

П~ъоо
хадли ( 12.2) кагор узоклашувчи ^atnop дейиладн.

( 12.2 ) каторнинг якинлашишнни текширишда ушбу теорема 
жуда мухимднр.

Т е о р е м а .  А гар

l^ il +  1^г! +  . . .  +  |® J  +  . . • ,

бунда |суя| =  ) и 2 4- vzn ш п о р  якинлашувчи бу.гса, у  %олда ( 12.2) 
t\amop .\ам якинлашувчи булади.

И с б о т  и. Мусбат ^адли

Н (  + W  4- . V.. + К 1  + • • •



каторнннг якинлашувчанлигн ва

К \  <  V  +  К  =  K J .  I°J <  V  К  +  вп =  W
шартлардан, мусбат хадли каторларни таккослаш аломатн асосида 
(6- §. 1 - теорема)

l«il “  |и*1 -г  • • •  — \ип\ +  . . .  , П9
Ш + |®tl + • • • +  lpJ  + • • •

каторларнинг якинлашувчанлигн келиб чикади. (12.4) катор­
ларнинг я^инлашишидан 11 -§ даги теорема асосида

«1 + и» 4- .. • + ип 4- . . • ,
У1 ~Ь V 2 ~г • • • 4- vn 4“ . . .

каторларнинг якинлашиши, вз демак,
Wx+ щ Л -  • • • 4* £0Я 4- • . •

каторнннг хам якинлашиши келиб чикади, шуин исботлаш та ­
лаб  килинган эди.

Исботлаигаи теорема комплекс хадли каторларнинг я^ин- 
лашншини текшириш учун мусбат хадли каторлар якинлашиши- 
нинг барча етарлилик аломатларини ^уллаииш имконини бе­
ради.

4 - т а ъ р и  ф. Агар комплекс ^адли каторнннг хадлари мо- 
дулларидан тузилган цатор якинлашувчи булса, бу комплекс 
хадли катор абсолют якинлаш увчи  цатор дейилади.

Комплекс хадли абсолют якинлашувчи каторлар хаки^ий 
хадли абсолют якинлашувчи каторларнинг хамма хоссаларига 
эга.

, -  cos I-Ь  £ sin 1 I со> 2 4-»sin 2 , ,1-ми со л. Ушбу --------- 1-------------Ь . . . 4-J 12 22
. c o s n + f s i n n  .--------------------------- Ь • . . катор абсолют якшглашади, чунки унинг

я2
хадлари модулларидан тузилган

—  4- —  + • •• 4-—  + . . .12 22 Л2

^атор якинлашувчидир.

У з - у з и н и  т е к  ш и р и ш у ч у и с а в о л л а р

1. Ишоралари навбатлашувчи катор деб кандай кат0Рга айтиладн? Узгарув- 
чан ишорали катор деб* чи?

2. Ишоралари навбатлашувчи катор учун Лейбниц аломатн ннмадан нСорат?
I Гсботланг.

3. Ишоралари навбатлашувчи катор колднги кандай ба^оланади? Мисол­
лар келтнринг.

4. Узгарувчан ишорали катор учун яцинлашишиииг етарлилик шарти нима? 
Исботланг.

5. Абсолют якинлашувчи ва шартли якинлашувчи каторларнинг таърнфини 
беринг. Мисоллар келтнринг.
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G. Абсолют якинлашувчи ^аторлариинг хоссасини ифодаланг.
7. Абсолют якинлашувчи ^аторнинг якннлашиши хакндаги теоремами исбот- 

ланг.
8. Комплекс сонлар кетма- кетлнгинннг лнмнти таърифини ва комплекс \ад- 

ли якнилашувчи цатор таърифини беринг.
9. Комплекс .^адли каторларнинг якинлашиии кандай текшнрнладн?
10. 2790 — 2801-масалаларни ечннг.

13-§. Функционал каторлар. Якинлашиш сохаси

Хадлари функциялардан иборат булган каторларни караш- 
га утамиз:

«1 (*) +  м2 (х) -г  . . . + и п (х) +  . . .  (13.1)

Бундан каторлар ф ункционал цаторлар дейилади. U\(x), и2(х ) ,  
. . .  функцняларнинг хаммасн бирор чекли ёки чексиз интервал- 
да аннцланган ва узлуксиз.

Функционал цаторнинг .\ади, хусусан, узгармас булиши хам 
мумкин. Бундай холда функционал катор сонли каторга анла- 
надн. Шундай цилиб, сонли катор функционал каторнинг хусу­
сий холи экан.

(13.1) ифодада х узгарувчига баъзи х0, х ь . . .  цниматларни 
бериб, у ёки бу сонли цаторга эга буламиз:

м1(х0) -г м2(х0) +  . . . +  ип (х0) +  . . . ,
«1 (*i) +  «2 (Xj) +  . . . +  ип (х,) +  . . .  '

ва х. к.
х узгарувчининг оладиган кийматига караб (13.2) катор 

якинлашувчи ёки узоклашувчи булади.
х узгарувчининг (13.2) сонли катор яцинлашувчи буладиган 

киймати (13.1) ф ункционал аторнинг якинлаш иш  нуцтаси де- 
йилади. х узгарувчининг (13.2) сонли цатор узоцлашувчи бу- 
ладиган циймати (13.1) ф ункционал цаторнинг узоцлаш иш  нуч- 
таси дейилади.

Т а ъ р и ф .  х узгарувчининг (13.2) цатор яцинлашувчн бу* 
ладиган хамма цийматларн туплами (13.1) функционал катор­
нинг яцинлаш ииг сохаси  дейилади.

Агар х узгарувчининг х0 киймати (13.1) функционал катор­
нинг якинлашиш сохасига тегишли булса, у холда бу катор­
нинг х =  х0 нуцтадаги йигинднеи хацида гапириш мумкин:

•S (л'о) =  ui (л'о) +  м2 (л'о) +  . . . + и я (х0) +  . . .
Шундай килиб, функционал катор йигиндисининг киймати х 

узгарувчининг кийматига боглик. Шу сабабли функционал ка ­
торнинг йипшдиси унинг якинлашиш со.\асида х нинг бирор 
функцияси булади ва 5  (х )  билан белгиланади.

1- м и с о л. Ушбу

1 +  X "Г .V2 — . . .  +  хп -f- . . .
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функционал ^аторнинг хадлари махрэжи q =  х  га тенг булган гео­
метрик прогрессия ташкнл кнлади. Демак, унинг якинлашиши учун 
|.v| <  1 булиши керак ва (— 1. 1) интервалда цаторнинг йнгиндиси
—1— га тенг. Шундай килиб, (— 1, 1) интервалда берилган цатор
1 — X

5  (•'•) = 1— х

функцияни аниклайди, бу эса каторнннг йигиндисидир, яъни

1 =  I +  х  +  х '  +  . . .  +  х* 4- . .  . !
I —  А'

2 - м и с о л .  Ушб\

2 4 -  sin А" 3 4~ sin а* п 1 -f- sin х

функционал катор х  нинг хар цандай кийматнда узоклашувчи. 
Хакикатан, барча д* лар  у ч у н — l ^ s i n x ^ l ,  шунингдек, цатор- 
иииг хадлари барча А' лар  учун мусбат. Шу сабабли мусбат 
хадли каторларнинг таь^ослаш  аломатинг цуллаймиз, берил­
ган цаторни

i + ± + i + i + . . . + ± + . . .

гармоник цатор билан тацкослаймиз. Берилгаи каторнннг >^ад- 
ларн гармоник каторнннг мос ^адларидаи  (учинчи ^адидан 
бошлаб) кичик эмас, гармоник 1̂ атор эса, маълумки, узоцла- 
шувчи. Д емак, берилгаи цатор х  нинг ,\ар кандай кийматнда 
узоклашувчи, шуни исботлаш талаб  цилинган эди.

(13.1) каторнннг дастлабки п та .\ади йигиндисини S n (а) 
билан белгилаймнз. Агар бу цатор х  нинг бирор ^ийматида 
якинлашса, у ^олда

S(x) = Snix) +  ra{x) 
булади, бунда 5  (а*)— каторнннг йигиндисн,

rn (*) =  ип+1 (Д) +  ип+2 W  +  • • •

г.. (а) микдор (13.1) капюрнинг црлдиги дейилади. х  нинг барча 
цнйматлари учун каторнннг якинлашиш сохасида

lim S rl(а) =  S(.v)
Г;-+ ОО

м ун осабат  ури нли , ш у  сабабли  lim  (S  (а*) —  S r (а)) =  0  ёки  П т г Д л )  =
П—гОО П-* ОО

=  0 ,  яън и  яки н лаш увч и  каторн н н г к о л д и ги  п  оо д а  н олга  и н ти л а­
ди.
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13-§ да биз якинлашиш сохасида lim гп (л) =  0 эканини аникла-
П—юо

дик. Бу ихтиёрий кичик е >  О сон учун е ва х  га боглик шундай 
N  (и, х) сон топилиб, барча п >  .V (е, а) ларда |гп (х)| <  е тенгсизлик 
бажарилншини билдиради.

Функционал каторларнинг шундай синфи мавжудки, бу каторлар 
учун юкоридаги тенгсизлик каторнинг якинлашиш сохасига тегишли 
барча х  лар учун п >  N  булиши биланоц бажарилади, бу холда N  
фацат е нинг узига боглик, яъни А' =  N  (е). Бу каторлар текис якин­
лашувчи каторлар деб аталади.

Т а ъ р и ф .  Агар ихтиёрий исталганча кичнк е > 0  сон учун 
ф ацат е га боглиц, шундай N  (г) сон топилиб, барча п ^ Х  да 
курсатилган сохага тегишли дглар учун

К  WI <  е
тенгсизлик бажарилса,

иг (*) + и, (дг) +  . . .  + и п (дг) + . . .
функционал катор курсатилган со.\ада текис якинлаш увчи  ^а- 
тор дейилади.

К,атор текис якинлашпшининг ам алда цулай булган етарли- 
лик аломатини исботлаймиз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .  А гар
ut (.v) - f  и,(х)  +  . . . +  ип (х) -ь . . . (14.1)

ф ункционал каторнинг хадлари  бирор [a, b J сохада абсолют 
циймати буйича бирор якинлаш увчи  мусбат иш орали

с , 4 - с 2 4- • • • + с п 4- . . . (14.2)

цаторнинг мос %адларидан катта булмаса, яъни
|Н/»(*)|<С'» (14.3)

булса (бунда п =  1, 2 , . . . ) ,  у холда  берилган ф ункционал катор 
курсатилган \а, b ] сохада текис якинлашади.

И с б о т и .  (14.2) катор йигиндисини о билан белгилаймиз:
о — сх 4- с2 4- • . . 4- сп 4- . . . ,

у холда о =  ст, 4* бунда оп — л-хусусий йигинди, гп эса бу 
каторнинг п- цолдиш, яъни

еп =  Сп + 1 + Сп+2 +  ■■■ О4-4)
(14.2) катор якинлашувчи булгани учун lim оп =  о ва, демак,

П-* 00
lim еп =  0 .
/7—*оо

(14.1) функционал катор йигиндисини
5  (.v) =  S n (д) 4- гп (а)

куринишда ёзлмиз, бунда

14-§. Текис якинлашиш. Веиерштрасс аломати
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5„(лг) =  н , ( д ) +  . .  • 

r„ W  =  «,1+| (■'•) +  “ ,,+2 (•' ) +  • • •
(14.3) шартдан

!Wrt+I (Л): ^  Cn+1* Iwn-f2('^ ^  CnJf2» * • •
экани келиб чикади ва шу сабабли (14.4) дан ^аралаётган  
соханинг барча л* лари учун

К  (Д )1 <  Сп
тенгснзлнк баж арилади. Бу эса (14.1) катор [а, Ь\ да текис 
яцинлашишини курсатади. Шуни исботлаш талаб  кнлинган 
эди.

1-м и с о л .  Ушбу
sin Is х  , s i n 2 2 x  , , sin п- х

функционал катор x  нинг барча хакикий кийматлари учун те­
кис якинлашади, чунки барча х  ва п ларда

Isin п2х

л- П*
vui6v

—  +  —  +  . . .  - f —  +  . . .12 22 л2
Катор эса, маълумкн, якинлашувчи, чунки бу курсаткичи 
р =  2 > 1  булган умумлашган гармоник катордир.

Текис якинлашувчи функционал каторлар учун функция­
лар  чекли й и р и н д и с и  хоссаларинн татбик к.нлиш мумкин.

1- т е о р е м а. А гар
их{х) +  и2 (л) -г  . .  . +  Ur (л) - f  . . .

ф ункционал цаторнинг \а р  Сир \а д и  [а, Ь\ кесмада узлукси з  
булио , бу ф ункционал цатор [а, Ь\ да текис якинлаш увчи  б у л ­
са, у  %олда цаторнинг йигиндиси S ( x )  %ам ш у кесмада у з л у к ­
сиз булади .

2- т е о р е м а  (каторларни ^адлаб  ннтеграллаш хасида) .  
А гар

и \ (А) +  и г (х ) +  . . .  +  ип (а) - г  • • • 
ф ункционал ъаторнинг \а р  бир \а д и  [о, Ь\ кесмада узлукси з  
булиб, бу ф ункционал цатор [а, Ь] да текис якинлаш увчи  б у л ­
са, у  холда

f иу ( a ) dx  +  j и2( a ) d x +  . . .  ип ( a ) dx  +  . . .
а а с Ь

цатор %ам якинлашувчи булади ва унинг йигиндиси f S (x )d x  га
а

тенг булади.
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Ю^оридаги теоремаларнинг исботинп келтирманмиз.
2- м и с о л. Ушбу

1 ** 4  t  /  1 |1 — X* - f  X —  . . . — (—  1) .V +  . . .

функционал катор |.r| <  1 да текис якинлашувчи ва унинг йнпшдиои 
(караластган катор хадлари геометрик прогрессия ташкил килади)
iS (х) =  - 1- г эканнни куриш осон. Берилгаи каторни 0 дан бнрор

л: <  1 гача хадлаб иптеграллаймиз, ьатижада
л» х5 _ t2n+i

* — —  + — - • • •  - г ( — I) 2Т Г + Т + - - -

каторга эга буламиз, бу катор |.v] <  1 да тскис якинлашади ва унинг 
йигиндиси цуйидагига тенг:

X X

I 5  (.v) dx =  | =  arc tg * о =  arc tg .v. 
с о

Шундай килиб, \х\ <  1 да текис якинлашувчи
Л3 ДГ* у2я+1

arctg.i =  х  3- +  —  — • • ■ + ( — 1) " 2Т + Т  +  • • •

каторга эга булдик.
3 - т е о р е м а  (каторларни хадлаб днфференциаллаш хасида). Агар

и1 (.v) - f  и2(х) +  . . .  +  ип {х) +  . . .

ф ункционал катор бирор \а, 6 ] сохада якинлаш увчи  ва S ( x )  
йи п ш д и га  эга булса, ш у билан бирга унинг хадлари шу сохада 
узл у к с и з  осилаларга  эга булса .\амда

и\ (а) 4 - и2 (а) +  . . .  4 - ип (х) +  . . .

катор [л, 6] да текис якинлашувчи булиб , о (л) йипшдига эга бул­
са, у  %олда берилган капюр текис якинлашувчи булади ва S ' (.г) =  
=  o(.v) булади.

Бу теореманннг исботини хам келтнрмаймиз:
3 -м  и с о л .  Шу параграфдаги 2 - мисолни караймиз:

arc tg .v =  х ----- 1) ?

Бундан
3 2 л -j- 1

X4 _ v2«+2
д-a rc  tg.v =  .vs ----- -  + . . . + ( _ I f  2̂ 1- T +  . . .  <14-5)

эканн келиб чикади. Бунда унг томонда бирор катор турибди. 
Шу ^аторни хадлаб  дифференцналлаб, куйидагини топамиз:



Бу каторга Д алам бер  аломатини ^уллаимиз:

/1—»оо М,
=  lim

П-*Ж

2 п  + 2 2п+!
2 п +  I

2ri — I

Шундан килиб, катор абсолют якинлашувчи ва барча |аг| < 1  
лар учун эса текис якинлашувчи булади.

Демак, хосилаларнинг ёзилган катори (14.5) кат0Р йигин- 
дисидан олинган .хосилага якинлашади:

a r e t« v 4 - — _____9 v - —  J -  ■ , Пп <2 » +  2>х»"+1art tg.\ , i + ̂  _ .v 3 ( 1) 2л + 1 + • • •
Бу якинлашиш барча fjcJ <  1 да текисдир.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Каида и цатор функционал цатор дейиладн?
2. Функционал каторнинг якинлашиш со\асн деб к им а га айтилади?
3. ^андай функционал цатор текис якинлашувчи цатор дейилади?
4. Функционал ^аторнинг текис я^инлашишининг Вейерштрасс аломати 

нима?
5. Текис якинлашувчи каторларнинг хоссаларинн санаб чицннг. Мисолл»" 

келтнринг.
6. 2802-2820- масалаларни ечинг.

15-§. Даражали каторлар

Т а ъ р и ф .  Дараж али катор деб

а0 +  a t (х —  х0) - f  a , ( x — xQ)- - f  . . .  +  ап (х —  x j n - f  . . . (15.1)

куринншдаги функционал каторга айтилади, бунда а0, a lt . . . , ап, . . . 
узгармас сонлар даражали цатэрнинг кеэффициентлари дейилади.

Хусусий холДа. а г а Р *о =  0 булса, у холда биз хадлари х  
нинг д ар аж ал ар и  буйича ж ойлашган

а0 +  aiX +  а2х2 +  • • • +  ап х  -f- . . . (15.2)

д араж али  каторга эга буламиз.
Биз бундан кейин ( 15.2) куринншдаги д ар аж ал и  каторлар- 

ни урганамиз, чунки бундай катор х ' = х —а*0 алмаштириш билан
(15.1) куринншдаги каторга келтирилади.

Кулайлик учун апхп хадни, унинг (п +  1)- уринда туришига ка- 
рамай, кат°рнинг п - хади дейилади. Каторнинг озод хади а0 катор- 
нинг нолипчи .\ади дейилади.

Д ар аж ал и  каторнинг якинлашиш сохаси хар доим бирор нн- 
тервалдан иборат, бу интервал, хусусий холда нуктага а й л а ­
ниб колиши мумкин. Буига ншонч х °сил Килиш учун д а р а ж а ­
ли каторлар назарияси учун мухим булган куйидаги теорема- 
ни исботлаймнз.
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I 1. А б е л ь  т е о р е м а с и .  Лгар

а0 4 - йуХ -Ь а2х2 ■+■ . . .  +  ап х г (15.2)

даражали катор х0 ф  О нуктада якинлашса, у  холда бу катор х  
нинг |*1 <  |х0| тенгсизликни цаноатлантирадиган барча кийлштла- 
рида абсолют якинлаиюди, яъни  (— |х0|, |х0) интервалда якинла- 
шувчидир.

И с б о т и. Теореманинг шартига кура

а о  “Ь a i x o  “Ь о 2.\’5 - г  . . .  о - г  . . .

сонли цатор яцнилашувчи, шу сабабли унинг умумий .\ади нол­
га интиладн:

lim апх J =  О,
п—*оо

шунга кура бу цаторнинг хамма хади чегараланган, яъни шун­
дай М > 0  узгармас мавжудки, барча п  ларда

К А 1 <  м
тенгсизлик уринлн булади.

(15.2) цаторни куйидагича куринишда ёзамиз:

п /  х \п
\ х0 1

Шундан кейин бу цатор хадларинииг абсолют кийматларидан 

!«ol +  \Qixo\ ' |—
1 X

+ a,xl . X о
" _1_ _l  1 . . .  ~

1*0 *0
\ а хпл01 - Г + . . .

(15.3)

(15.4)

(15.5)

цаторни туза.чиз ва шунингдек, хадлари 'махражи q =  j—j ва бирнн­

чи ^ д и  М  га тенг булган геометрик прогрессиянинг хадларидан 
иборат каторни караймиз:

М  -г М
X

+ м
X о X

— — - j -  . . .  ~ r  М —
•Vo *0 *0

(15.6)

Агар q =  — ! <  1 ёки |х| <  |д'0| булса, у холда (15.6) катор якинла-
хо1 "

шадн. Шу сабабли абсолют кийматлардан иборат (15.5) катор хам 
якинлашувчи, чунки унинг хадлари (15.3) тенгсизликлар туфайли
(15.6) якинлашувчи каторнинг мос хадларидан кичик. У холда (15.4) 
ёки (15.2) каторнинг узи хам абсолют якинлашади.

Шундай килиб, агар берилган катор х  =  х0ф О  да якинлашувчи 
булса, бу катор |д*| <  |х0| учун абсолют якинлашувчи булади. Шуни 
исботлаш талаб килинган эди.

Н а т и ж а .  Агар (15.2) даражали катор х  =  х0 да узоклашувчи 
булса, у холда бу каюр х  нинг |х| >  |х0| тенгсизликни каноатлан- 
тирувчи хар кандай кийматида узоклашувчи булади.

И с б о т и .  Катор бирор |х,| >  |х0| да якинлашувчи деб фараз ки- 
лайлик, у холда Абель теоремасига биноан у |х| <  |х,| тенгсизликни
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цакоатлантирувчи х  ларда, хусусан х  =  х0 да, абсолют якинлашувчи, 
бу эса шартга зид. Демак, фаразимиз нотугри, бу эса натижанинг 
тасдири тугрилигини билдиради.

1 - э с л а т м а. Комплекс узгарувчининг

- а0 +  atz  -г  сuz2 -г  . • • z -Ь . . .  (15.7)

даражали катори учун Абель теоремаси тугрилигича крлади, бунда 
а0, c t, . . .  , аг, . . . комплекс сонлар — каторнннг коэффицнентлари. 
Абель теоремасига кура (15.7) каторнннг бирор г„ нуцтада яцинла- 
шувчанлигидаи унинг

\г\ < |2в|
тенгсизликларни каноатлантирувчи барча г ларда абсолют яцинлаши- 
ши келиб чикади.

2 . ^а^икий ^адли ^аторлар учун якинлашиш доираси, ннтерва- 
ли ва радиуси. Даражали каторнннг якинлашиш сохасини ани^лашга 
киришамиз. Абель теоремаси даражали каторнинг якинлашиш ва узок- 
лашиш нукталарининг жойлашишларн хацида мулохаза юритиш им ко­
ники берадк. >^акикатан, агар х0 якинлашиш ну^таси булса, у холда 
(— kol, W )  интервалнинг хаммаси абсолют якинлашиш нукталари 
билан тулдирилган. Агар л*! нукта узоклашиш нуктаси булса, у хол­
да (jcJ дан унгдаги чексиз ярим т\три чизикнинг ва— |дсж| дан чапдаги 
чексиз ярим турри чизикнинг хаммаси узоклашиш Тнуктасидан иборат 
булади (5- шакл). Бундан шундай R  сон мавжуд эканлиги ва |xj <  R  
да абсолют яцинлашиш, (л'| >  R  да эса узоклашиш нукталарига эга 
булишимиз келиб чикади. Шу1гдай ^илиб, даражали каторнинг якин­
лашиш сохаси маркази координаталар бошида булган интервалдан 
иборат.

2 - т а ъ  р и ф. а0 + а , х + а 2х 2-\- . .  . + ап хп -Ь . . . дараж али /уа- 
торнинг якинлаш иш  со \аси  деб шундай (— R, R) ннтервалга 
айтиладики, бу интервалнинг нчидаги хар цандай л' ну^тада 
цатор якинлаш ади  ва шу бнлан бирга абсолют якинлашади, 
ундан тапщ арида ётувчи х  нукталарда 1\атор узоклашади. R 
сони д ар аж ал и  каторнннг якинлашиш радиуси дейилади (6- 
ш акл).

Интервалнинг четки ну^таларида, яъни x —R  ва х = —R нук­
таларда  берилган каторнинг якинлашиши ёки узоцлашишн 
масаласи цатор учун алохида хал килинади.

Баъзн каторлар учун яцинлашиш интервали нуктага айла-
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К а т о р  а д с о п ю т  

якинлашади

6- шакл.

ниб колади, у холда R = 0 булади; баъзилари учун эса бутун 
Ох укини цамраб олади, яънн R =  оо буладн.

Д ар аж ал и  катор якинлашиш радиусини аниклаш учун фор­
мула чикарамиз. Яна

ао 4  o tx  4  а2хг т  . . .  4  япхп 4  • • .  (15.2)

цатор ни караймнз. Унинг хадлари нинг абсолют кийматларидан 
Катор тузамиз:

Ы  +  М  4  M 2j +  • • • 4 - 1апхп\ 4  . . . (15.8)

мусбат хадли каторга эга буламиз. (15.8) каторнинг я^инла- 
шншини аниклаш учун Д алам бер  аломатини куллаймиз.

Игл
II—юо

ип+1 =  lim 
/1 -*00

®„+!*'"Н | _ ц т дп+1
“п ап хп | ап

\х\ =  I • \х\

лимит мавжуд булсин. У холда Даламбер аломатига кура 
( 1 5 .8 )  катор, агар I  • |х |  с  1, яъни |а*| <  у  булса, якинлашувчи, агар

/ |а| >  1, яъни |а| >  у  булса, узоклашувчи булади.

Демак, ( 1 5 .2 )  катор |л*| <  д а  абсолют якинлашади ва |*| >  —

да узоклашади.
Юкоридагнлардан ( — у ,  ~ j  интервал (15.2) каторнинг якинла-1 1

шиш интервали экани келиб чикади, яънн
IR =  — =  lim 
/ /!-»*> °П+1

(15.9)

Якинлашиш интервалини аннклаш учун шунингдек Коши 
аломатидан хам фойдаланиш мумкин, у холда

R = \ .  « ’ • (15.10)
lim \ап \

п -»оо

2 - э с л а т м а .  (15.9) ва (15.10) ф орм улалардан катор хад­
лари тула, яъни катор коэффнциентлари нолга айланмайдиган 
Холларда якинлашиш радиусларини топнш учун фойдаланиш
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мумкин.  Агар цатор ф акат  ж уфт д араж аларн и  еки ф акат тоц 
дараж аларн н  уз ичига олса ёки д ар аж ал ар и  каррали бул­
са ва х. к., у холда якинлашиш интервалини топиш учун бево- 
сита Д алам бер  ёки Коши аломатидан, (15.9) ёки (15.10) фор- 
мулаларнн чикаришда килинганндек фоидаланиш керак.

3- э с л а т м а. Ушбу

куринишдаги д араж али  каторлар учун юкорнда айтилганлар- 
нинг хаммаси уз кучнда колади, бунда фарц шундай нборат- 
кн, энди яцинлашнш маркази х  = 0 нуктада эмас, балки х  = х 0 
иуцтада ётади. Д ем ак, яцинлашиш интервали (.r0— R, x0-rR )  
интервалдан иборат булади, бунда R  (15.9) ёки (15.10) фор­
мулалар буйича аницланади, шу билан бирга 2- эслатма бу 
каторлар учун уз кучида колади.

4 - э с л а т м а .  Юкорида айтилганларнинг хаммаси комплекс 
узгарувчили

дараж али  цатор учун хам уз кучини сацлайди. Бу каторнинг 
аникланиш сохаси z  комплекс узгарувчи текислигидаги марка- 
зн координаталар бошида булган доирадан иборат. Бу дойра 
якинлашиш доираси дейилади. Якинлашиш доираси ичида ёт- 
ган нуцталарда (15.11) цатор абсолют якинлашади. Якинла­
шиш доирасининг радиуси д араж али  каторнинг якинлашиш р а­
диуси дейилади. Д емак, яцинлашнш сохаси радиуси R бул­
ган доирадан иборат булади: \z \ < R ,  бунда (15.11) катор аб ­
солют якинлашади (7- ш акл).

1-м и с о  л. Д а р а ж а л и  каторнинг якинлашиш интервалини 
топинг:

(15.11)

/- шакл. 8- шакл.

2 х  <2х)2 . (2 х)3 
1 2 * 3 ( - 1)’|Л-И (2 х)п I

п
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■
Е ч и ш .  Буш а

п-fi 2"
"п+1 =  ( - 1)'

Н-2 2"+!

Шу сабабли

R  =  lim
П—*аО

=  П га^ ± 1 = 2 И т " +
an+ 1 | 

1 >
2 л-

Демак, | — — , — j интервал якинлашиш интервали булади.
\  2 2 ,

х  =  ~  да 1 — ■“  +  •:: — • • •  Цаторга эга буламиз, бу катор Лейб*

1 , 1 ! ниц аломатн буннча якинлашувчи. х  — ------да — 1 -------------------- . . .
2 2 3

Каторга эга буламиз, бу катор гармоник катор сифатида узоклашувчи. 
2 - ми с о л .  Каторнинг якинлашиш интервалини аникланг:

•У—  » , ( X —  I )3 j _  ( х  —  I ) 3 _ 1 _ ( Х —  \)П

1.2 2-22 3-23 п-2п
Н- • • •

{ Е ч и ш .  Бунда ап = а..,, = 1
л-2'1 ’ "+1 (п - f  1) 2л+|

, шу сабабли

R  — lim
П-+ эо

(пч-о-г"-1-'=  lim 1— — --------—
п-2п

=  2 lim
Эо

=  2 .

w> Якинлашиш интервалининг маркази л* =  1 нукта да, шу сабабли 
(— 1, 3) интервал каторнинг якинлашиш интервали булади. х — — 1
да — 1 Ч- ------ — +  . . . каторга эга буламиз, бу катор Лейбниц

2

аломатига кура якинлашувчи, а* =  3 да I +  — +  . каторга
2 3

эга буламиз, бу катор гармоник катор сифатида узоклашувчи.

3-м и с о л .  Каторнинг якинлашиш доирасини топинг:

: [ \ + [z +  z'- +  + z\+ Й ' И

ЦТ] Е ч и ш .  Бунда ап =  1, яп+1 = 1 ,  R =  lim
°п+ 1

=  1. Демак, ра­

диуси R  =  I , маркази координаталар бошида булган дойра якинла- 
шиш доираси булади, яъни \z\ <  1 дойра якинлашиш доираси булади. 
Бу дои рада катор абсолют якинлашади (8- шакл).

4 - м и с о л .  Каторнинг якинлашиш доирасини топинг:

1
г — 1 , (z— 1)2

*4“
( г - 1 / 1

I ! 2 !

Е ч и ш .  Бунда а =  — , ап ,, = --------- , шу сабабли
п л! " т 1 ( п + 1 ) !
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R  *  lim
Jt-n©

—a,± \  =  lim f =  lim (л - f -1) =  oo.
J я-*ео n! n-+x

Демак, якинлашиш доираси бутун комплекс текисликдан иборат 
булади.

16-§. Д ар аж ал и  каторнинг текис яцинлашиши хакида 
теорема. Д а р а ж а л и  каторларнинг хоссалари

Якинлашиш радиуси R га тенг булган
5  (дг) =  а0 +  a vx  +  а2х2 +  . . .  +  апкп +  . . . (16.1)

цаторни цараймиз. Бу каторга нисбатан 11-§ даги натижаларни 
кулланиш учун цуйидаги теоремани исботлаймиз.

Т е о р е м а .  Д араж али цатор якинлаш иш . интервали ичида  
ётган \а р  цандай  [— Ь, Ь\ орали^да  текис яцинлаш увчидир.

И с б о т и .  х 0 нуцтани b < x 9< R  тенгсизлик уринли булади- 
ган килиб танлаймиз ( 9 - ш акл).  Бу нуцта якинлашиш интер­
вали ичида ётади, шу сабабли Абель теоремасига биноан

а0 +  аух0 +  а2х~0 апхnQ — . .  .

сонли катор абсолют якинлашувчи булади. Ихтиёрий .v£[— b, Ь] 
нукта учун |.v| <  |.v0l тенгсизлик уринли, шунга кура

КА < \аА I.
яъни ихтиёрий а  £ [— Ь, Ь] нуцта учун

\аА  <  К  А !
тенгсизлик уринли, бошцача айтганда, (16.1) каторнинг хадлари якнн- 
лашувчи мусбат каторнинг хадларидан кичик. Демак, Вейерштрасс 
теоремасига кура (!4-§) барча ,v£[— Ь, Ь\ лар учун (16.1) катор 
якинлашувчи. Шу теоремага асосан, шунингдек, текис якинлашувчи 
каторларнинг хоссаларига биноан даражали каторларнинг куйидаги 
хоссалари уринли.

1. Йигиндининг узлуксизлиги. Д а р а ж а л и  каторнинг йигин- 
диси шу каторнинг якинлашиш ннтервалида узлуксиз.

2 . Д ар аж ал и  каторларни интеграллаш. Д ар аж ал и  цаторни 
узининг якинлашиш интервалида хадлаб  интеграллаш мум­
кин.

X X X  X
)■ 5  (х) dx =  f а0 dx  -{- Г a xxdx -г . . .  -г  f апхп ах  +  . . . =
О О О  о

=  а0х  +  -у ,v2 -г  . . .  -г  ^  1 +  . . .  , * €  (— R, #)•

3. Д ар аж ал и  каторларни диф-
___________ ______ _ ференциаллаш. Д ар аж ал и  цатор-

* ни узининг якинлашиш интер­
валида ихтиёрий сон марта хаД*

9- шакл. лаб дифференнналлаш мумкин:
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* € ( - / ? ,  /?)
ва х. к.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Каидай ^атор даражали катор дейиладн?
2. Абель теоремасинн ифодаланг ва исботланг.
3. Даражали цаторнинг якинлашиш радиуси ва ннтервалиин аницланг.
4. Даражали ^аторнннг якинлашиш раднуснин ^исоблаш формуласини 

чикаринг.
5. Комплекс узгарувчн даражали цаторининг якинлашиш радиуси ва до- 

ирасн цандай аницланадн?
6. Даражали цаторнинг текис я^инлашиши \а^ндаги теоремани исбот­

ланг.
7. Даражали цаторнинг хоссаларинн айтинг.
8. 2878-2889- масалаларни ечинг.

3-бобнинг 21-§ ида (Олий математика, 1-жилд. 2 1 - § . ) л + 1 -  
тартиблигача хамма хосилаларига эга булган /(л) функция учун 
х  =  а ну^та атрофида

Тейлор формуласи уринлн экани курсатилган эди, бунда цоддиц хад 
деб аталувчн R n(x) хад

формула буйича хисобланади, бу ерда а < \ <  х  ёки х < \ <  а 
( 10- шакл).

Агар f (x)  функция х  — а нукта атрофида хамма тартибли хоси- 
лаларга эга булса, у холда Тейлор формуласида п  сонини исталганча 
катта килиб олиш мумкин. К^аралаётган атрофда

деб фараз килайлик.
У холда (17.1) формулада л -v  оо да лимитга утиб, унгда чек 

сиз каторга эга буламиз.
Т а ъ р и ф .  f (x)  функциянинг

17-§. Тейлор катори

(17.2)

lim Rn (x) =  0

куринншдаги ифодаси бу функция' 
нинг Тейлор щ т ори  дейилади. я

Охирги тенглнк п - *  оо да 
R,. ДО -* 0 булсагина уринли. Бу 
•\олда унг томондаги катор якинла­
шувчи ва унинг йигиндиси берилган 10- шакл.

/
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/  (л) функцияга тенг. Шунн курсатамиз. ^акн^атан хам, /  (а) =
=  Рп (х) -Ь R n (х), бунда

Р„ (V) -  /  (а) +  ^  Г  (а) +  • . .  +  Г  (а).

Аммо шартга кура, lim Рп (л) =  0, у ходда /(а)  =  Пгп Рп (а). Бирон;
П-* ОО /1-*-о

R n (а) (17.3) каторнннг п- хусуснй нигиндиси, унинг лимита ,г(17.3) 
нинг йигиндисига тенг. Демак, бу (17.3) тенглик уринли.*

Шундай килиб, lim Rr (а) =  0 булгандагина Тейлор катори берил-
Л—

ган функция ни ифодалайди.
1. Д ар аж ал и  катор ёйилмасининг ягоналиги хакидаги тео­

рема. >^ар ^апдай функция хам Тейлор каторига ёйила бермай- 
ди. Аммо функциями бирор д араж али  каторга ёйиш мумкин 
булса, бу ёйилма Тейлор катори буйича ёйилма булади.

1- т е о р е м а .  Агар

/ ( а) =  а0 +  а ^ х  —  а) +  • • . + а п (х —  а)п +  . . .  (17.4)

булса , унгда гпурган катор х  £ [а — R, а +  /?] -tap учун  /  (а) ф унк­
цияга якинлашади, шу сабабли бу капюр Тейлор цатори булади , 
яъни

а П\ ’

бунда п =  0, 1 , 2 ...........
И с б о т и .  (17.4) тенгликка д ар аж ал и  к атоРл а Р,,и п марта 

хадлаб  дифференциаллаш хоссасинн к^ллаймиз. Н атиж ада ку- 
йидагиларга эга буламиз:

j '  {х) =  а1 +  2 а 1(х —  а ) ~  . . .  -\-пап(х —  а )"-1 +  . . .

/"<*) =  |-2а2 +  3 - 2 а , ( х  — а ) +  . . .  + п ( п ~ | ) а „ ( х - а ) " - г +  . . .

Г \ х )  =  п \ а а +  . .  .

Агар бу тенгликларда х = а деб олинса, у .уэлда бириичиси- 
дан бошка хамма цушилувчилар нолга айланади ва биз

Г  (а) =  11 а „  I " (а) =  2 ! аг........... Г ( а ;  =  л! а„, . . .

тенгликларга эга буламиз, бундан п =  0 , 1, 2, . . .  булганда

4 . =  - ^  (17 5)

тенгликка эга буламиз.
Бу теоремадан / ( а ) функциянииг битта соханинг узида иккита

/ (а ) =  а0 -\~а1 (а  — а) +  . . . +  ап (х —  а)' +  . . .
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f (x)  =  b o + b i i x — a) 4- . . .  4- b j x  —  a) 4* . .  .

каторга ёйилмаси булса, у холда бу иккала катор битта Тейлор ка* 
торипииг узи булиши ва шу сабабли улар бир хил булиши, яъии

ао =  о̂* a i — blt . . .  , ап =  Ьп, . . .

экани келиб чикади.
2. Функциянинг Тейлор каторига ёйилишининг етарлилик 

шартлари. Функциянинг Тейлор каторига ёйилишининг куйида­
ги аломати амалий куллашпнлар учун кУл а йДиР*

2 - т е о р е м а .  А гар f ( x )  ф ункция х  = а ну^танинг бирор ат­
рофида абсолют циймати буйича айнан бир соннинг узи билан  
чегараланган исталганча ю цори тартибли %осилаларга эга б у л ­
са, у  \о л д а  бу ф ункция курсатилган х  — а ну/^та атрофида Тейлор 
каторига ёйилииш  мумкин.

И с б о т  и. Биз х  =  а атрофнинг хамма нукта лари учун п оо да 
R r колдик хаднинг нолга интилишини исботлашимиз керак. Теорема- 
нинг шартига кура шундай мусбат узгармас сон М  >  о мавжудки, 
курсатилган атрофдаги барча х  лар учун

|/" '+ V ) l  <  м
тенгсизлик бажарилади. У холда (17.2) шарт буйича f (x)  функция­
нинг Тейлор ёйилмасидаги Rn (х) кол д иг и учун ушбуга эга буламиз:

( | 7 ' 6 )

Бундан, х  =  а атрофнинг барча нукталари учун lim |/?п(а)| =  0 ,
/I—►̂с

К-_____________________а |П-Ь1
чунки /И lim -— —— =  0, ( l im --------—  =  0 якинлашувчи каторнинг

п-*х. (/14  I)- я—»х> (я 4  I)*
умумий хади сифатида, 15-§ дагн 4-мисолга ка ранг). Теорема исбот- 
ланди.

18-§. е , sin дг, cos х , In (14*^), функции ларни янинг дара­
жалари буйича ёйиш. Купинча функциялариинг х  нинг даражалари 
буйича ёйилмаларидан фойдаланилади. Бу холда (17.3) формулада 
а =  0 деб олиб, ушбу каторга эга булинади:

1(х) = 1(0) +  ^ Г ( 0) +  . . .  + %тГ(0)+  ••• (18.1)
Бу катор Тейлор каторишшг хусусий холидир, у Маклорен катори 
деб аталади.

Элементар функцняларни Маклорен каторига ёйишни куришга ута­
миз.

1. ех функциянинг х  нинг даражалари буйича ёйилмаси. /  (х) =
— е' функцияни (18.1) Маклорен кат°рига ёям и з. / '  (л) =  /" (х) =  
=  . . . =  f {rl> (х) != ех булгани учун х  =  0 иуктада

ва
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х  =  0 да

/<0)=1, /’ (0) = а, Г (0 ) = а (а - 1 ) .........Г ’(0) =
=  п  (а  — 1) . . .  (а — л -{- 1) 

ларга эга буламиз. Хосилаларнинг топилган кийматларини (18.1) фор­
мулага куямиз, натижада (1 -г  х)а функциянинг Маклореи каторига
эга бч ламнз:

а . а (а — 1) „ .
“ТТ X -------- —----X' +  • • •2 !

а (а — 1) . . .  (а
(18.4)

Бу катор биномиал катор дейилади. Шу катор,шнг якинлашиш ин­
тервал иии топамиз:

R  =  lim
П—*Х

о” =  lim
п-*х

а (а — I) . . . (а — п +  1) (п -f  1)!

*л+| п'. а  (а — I) . . .  (а — п -+■ I) (ос — п)

=  lim п - -1
л—v |а —

Куриб турибмизки, биномиал катор (— 1, 1) интервалда абсолют 
якинлашар экан.

Крлдик >̂ адни бахолашга киришамиз, бунда 0 <  х  <  1 хол билан
чекланамиз. Бу интервалда (1 x f  ‘ =  ------- <  * (барча

(* *1“ х) "
п >  а  — 1 лар учун) ва шу сабабли

|/<"+ ' , (х)| =  |а(а -  I) . .  . (а —  п)(| +  <  | а ( а -

—  1) . . .  (ое — п)].

Бу ерда функцияни Тейлор цаторига ёйишнниг етарли шар- 
тн хацидаги теоремадан (17-§, 2 - теорема) фойдалана олмай- 
миз, чунки хосила учун топилган чегара п га боглиц. Шу са­
бабли (17.6) тенгсизликни цуллаймиз:

\Rn(x)\ < а (а — 1) . . .  (а — ^-H|
<n-f 1)!

Тенгсизликнинг унг кисми \х\ <  1 да якинлашувчи (18.4) даражали 
катор (п +  1)- хадининг абсолют кийматидан иборатдир, айтилган ца- 
торнипг якинлашишшш гхозиргина юкорида исботладик. Демак,

lim R r (x) =  0.

Шундай килиб, (18.4) биномиал катор (— 1, 1) да (1 -f.v) функ­
цияни ифодалайди:

(I +  х)° -  I +  — х +  . . . +  а ( - — • < « - ? ± V  +  ■ ■ ■ ,
1! п!
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* € ( — 1. 1).
а  н и н г  турли кийматлари учун биномиал каторларнинг бир 

нечта хусусий куринишларини хосил киламиз:
а) Агар а  =  ~  булса, у холда биномиал катор бундай ёзилади:

1 1 ——  , 1  1 , , *41 ЬЗ-  . . . •  (2 я -3 ) ,I i +JC= i + ** + ... + (- i) ,:4г, , ; л ~ 
+ ------ * € 1— 1 ; '1).

б) Агар а  =  — ~  булса, у холда биномиал катор бундай ёзила­

ди:

—  = 1 ------ х  - f  —  х* — . . . + ( — !) •  ^ — - х п
у  I 4 -V 2 2-4 2-4- . . .  • 2п

х € (— 1 ; 1].

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. f[x)  функциянинг Тейлор каторн деб нимага айтилади? Тейлор катори- 
нннг колднк кади деб нимага айтилади?

2. Функцнянннг даражали ^аторга ёйнлмасининг ягоналнги хакидаги те- 
оремани исботланг.

3. Функциянинг Тейлор цаторига ёйнлмасининг етарлилнк шартн ^а^ида* 
гн теореманн исботланг.

4. е г функцияни даражали каторга ёйинг ва колдик хаД ёрдамида хосил 
булган ^аторнннг берилган функцняга яцинлашншини исботланг.

5. cos .v функцияни даражали каторга ёйинг ва хосил булган катоРН11НГ 
берилган функцняга яцинлашишини цолдиц хад ёрдамида исботланг.

6. s in*  функцияни даражали катоРга ёйинг ва .\осил булган катоРН11НГ 
берилган функцняга якинлашишини колдвд ХаД ёрдамида исботланг.

7. In (1+.х) функцияни даражали каторларни интеграллаш хакидаги 
теоремадан фойдаланиб кзторга ёйинг.

8. (1+*)а  функцияни даражали кзторга ёйинг ва хосил булган каторнинг 
якинлашиш интервалини топннг.

9. 2841—2868- масалаларни ечинг.

19-§. Дифференциал тенгламаларни ечишга дараж али 
каторларни татбик килиш

Функцияларни д ар аж ал и  каторларга ёйиш ёрдамида хар 
хил дифференциал тенгламаларни такрибан ннтеграллаш мум­
кин. М ураккаб назарий тасаввурларга берилмасдан, хусусий 
ечимни топишнннг иккита усулини караймнз.

Биринчи усул. Дифференциал тенглама ва хусусий ечимни 
ани^ловчи бошлангич ш артлар берилган булсин. Тенгламанннг 
ечимини бошлангич ш артлар берилган л:0 нукта атрофида 
(х—х0)нинг д ар аж ал ар и  буйича жойлашган каторга ёйиш мум­
кин:

у  =  а0 4- Oj (х — х0) +  a-i (х — -Vo)- 4- . . . 4- ап {х —  хй)п +  . . .  

Хозирча номаълум коэффицнентли бу каторни тенгламанннг
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тартиби кандай булса, шунча марта дифференциаллаймиз. 
Шундай кейин тенгламада номаълум функция ва унинг $осн- 
лалари  урнига тегишли каторларни куйиб, айниятга эга була- 
миз, ундан каторнинг номаълум коэффициентларнни аник- 
лаймиз. Бунда каторнинг дастлабки коэффициентлари (улар ­
нинг сони тенглама тартибига тенг) бошлангич ш артлардан 
аникланади. Айннкса чизикли тенгламаларни бундай усул би­
лан ечиш кулай.

1-м и с о л .  Иккинчи тартибли чизикли у "  =  ху  дифференциал 
тенгламани у  |*=0 =  1, У 1Х̂ 0 =  0 бошлангич шартларда ечинг.

Е ч и ш .  л*,, =  0 булганн учун ечимни х  нинг даражалари буйича 
тузилган катор куринишида излаймиз:

Бошлангич шартлардан фойдаланиб, а  =  0 кийматни ( 19. 1) ва
( 19.2 ) каторларга куйиб, дастлабки коэффициентларни топа- 
миз:

Шундан кейин берилган тенгламадаги у  ва у "  лар урнига 
уларнинг ( 19. 1) ва ( 19.3 ) ёйилмалариии цуйиб

айниятга эга буламиз. х  нинг бир хил дар аж ал ар и  олдидаги 
коэффициентларни тенглаб, топамиз:

Бундан ап — 1, ах =  0 эканини хисобга олиб, куйидагиларни куриш

у  =  я 0 - f  я, х  4- а., а 2 4- . . .  +  ап хп 4 - 

Бу каторнн икки марта дифференциаллаймиз:

у ’ =  а ! 4" 2a 2.v +  . . . +  n a ixn~~l 4- . . . 

у "  =  1 • 2а 2 4- . . .  4- п (п —  1) ап хп~ 2 4- . . .

(19.1)

(19.2)

(19.3)

« 0 =  1. а 1 =  0.

1 • 2а„ 4- 2 • ЗауК 4" . . .  4” я  (п — 1) atlxn 2 4" • • • 

=  Яо*4- . . .  -г  ап хп+1 4- . . .

1 • 2 а 2 =  0,
2 -З а3 =  Go,
3 - 4 а 4 =  a v

( п —  \ )пап =  ап_ г.

о сон:

а4 — а7 — а ю — . . .  — йз„+ 1 — 0 ,

Бошкача айтганда (19.1) кат орда
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1-4-7- . . . .  (Зп — 2) 
(Зл)!

бу каторнинг колган коэффициентлари эса нолга айланади.
Шундай килиб, биз тенгламанинг катор курннишидаги ечи- 

мнга эга буламиз:

Бу катор х  нинг хар кандай кийматнда якинлашувчи эканнни 
Д алам б ер  аломатн ёрдамнда курсатиш мумкин. Шуни канд ки- 
ламизки, тенгламанинг тартиби уни катор ёрдамнда ечиш усу­
лига хеч бир таъсир этмайдн.

Иккинчи усул. Агар тенглама чизикли булмаса, у холда у  
урннга унинг каторга ёйилмаси

ни куйиш номаълум коэффициентларни аниклаш учун мурак- 
каб тенгламаларга олиб келади. Бундай холларда куйидагича 
иш куриш фойдалн. Тенгламада у  ни х нинг функцияси деб ка- 
раб, уни бир неча марта дифференциалланади. Тенгламанинг 
узида ва унинг хосил ал арида х =  х0 (х0 учун бошлангнч ш арт­
лар  берилгаи) деб олиб ва бошлангнч шартларни инобатга 
олгап холда (19.1) катор коэффициентлари кетма-кет топилади.

2- м и с о л .  у "  =  х2 +  у г тенглама ечнмининг даражали каторга 
ёйилмасининг бир неча хадини у  | =  1, у ' 1Х=, =  0 бошлангнч 
шартларда топинг.

Е ч и ш .  Ечимни

катор куринишида излаймиз. М аълумки, бу каторнинг коэф- 
фициентлари Тейлор коэффпцнентларидир, улар у  функция- 
иннг х  — 1 нуктадагп хоснлалари оркали куйидаги формулалар 
билан ифодаланади:

Бунда ушбу белгилашлар киритилган: у(\)  =  у \ х=и у ’ (!) -- у' |.Тж=!,
. . . , у (п) (1) -  y (!l) I х=;, . . . Берилган тенгламани бир неча марта диф- 
ференп.иаллаймнз вп хоснлаларнииг х =  1 нуктадагп кийматларини 
хиссблаймиз. Шундай килиб:

у =  а0 4- я ,(х  — х0)4* . . . -\-а п (х —  х0)п +  . . . (19.1)

У =  а0 +  а \ (х —  О - г  . . .  T A j x - i r T  . .

У0,)( 1) (19.4)

у "  = х 2 +  у 2, 
у " '=  2x 4 -2  у- у ' ,

У(  1 )=  1, 
{/'(!) =  О, 
у "  ( 1) =  2,
У " (  1) =  2, 
У1У( 0  =  6, 
i/v (D =  4
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ва х. к.
Хоснлаларнинг топилган кийматларини катор коэффнциент- 

ларинннг (19.4) формулаларига цуямиз. Куйидаги кийматлар 
хосил буладн:

1 л 2 , 2 1 6 1я0 — 1, Oi — 0, а2 — 2; — 1, а3 — з; — з , а г — ^   ̂ ,

4 I аь =  — =  . . .
3 5! 30

Шундай цилиб, тенгламанинг 

</ =  I + ( * -  I)2 +  ~ ( Х - D1 +  J  ( X - I)4 +  ~  ( X - I)5 +  . . .

Катор куринишидаги ечимига эга буламиз. Ечишнинг бу усулини 
хар цандай тартибли тенгламага куллай оламиз.

20-§ . Такрибий хисоблашлар

Такрибий хисоблашларда хам д ар аж ал и  каторлардан фой- 
даланилади. f ( x )  функция цнйматини Jt =  .v0 да берилган аник* 
ликда хисоблаш талаб  килинсин, дейлнк. Функцияни (а —R,  
a + R ) интервалда Тейлор каторнга ёйиш мумкин ва х  = хп нук* 
та берилган интервалга тегишли деб ф араз  киламиз. У холда 
f ( x )  функциянинг бу нуктадаги аник киймати Тейлор к атоРи 
буйича, такрибий киймати эса шу каторнинг хусусий йигинди- 
сн буйича хисобланиши мумкин, бошкача айтганда:

/  (х0) ~  Sn (.vQ).

п  нинг катталашншн билан бу тенгликнинг аниклиги орта 
борадн. Бу такрибий тенгликнинг абсолют хатоен кзтор цолди- 
гининг

I /  (А'о) — sn (х0) 1 =  ] Гл (х0) I

модулига тенг.
Агар / (л'о) функция кийматини е > 0  аниклнккача хисоблаш 

талаб  килинса, у холда биз шундай дастлабки .\адлар йигин- 
дисинн олншнмнз керакки,

l / W — S n(Xo)\ssa\rn W I  < е
тенгсизлик уринли булсин.

Катор колдиги мусбат ншоралн катоРлаРга тааллукли
(19.2) интеграл аломат буйича ёки ишоралари навбатлашувчи 
каторларга тааллукли ( 10.4 ) Лейбниц аломати буйича бахола- 
нади.

Пайдо булган хатони Тейлор каторининг колдик хад и билан ба- 
холаш мумкин. Бу холда абсолют хато, яъни j [ (л'0) — S n (*0) [ Тей­
лор каторининг колдик хади модулига тенг:
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I /  (лг0) -  S n (x0) I =  I R n (,v0) | =  I (x„ _  a)»+' |,

6yn,ia 1 киймат а билан x  орасида ётади.
Крлднцни бахолаш усули ани^ холга караб  цулланади.
1- м и с о л .  е сонини 0,001 гача аиикликда хисобланг. 
Е ч и ш .  М аълумки, е‘ нинг х  д ар аж ал ар и  буйича каторга

ёйилмаси куйидагича куринишга эга:

^  _  j v • £ ! ■ , дг"1 ,
“  А ‘ 2! ‘ ’ * ’ я ! ............

бу хар кандай .х учун урннли. дг =  1 да 

с =  1 т  1 4 - “ - + . .
2! л!

булади.
Дастлабки (п -j- 1) та хадни олсак,

0 , 1 ,  , 1  е & 2 - { -------b . . .  Н—
2! л!

такрибий тенглнкка эга буламиз. Якинлашиш хатосини Маклорен ка­
торн колднк хади ёрдамида бахолаймиз. f {n+l)(x) =  ex булгани учун 
цолдик хад

R„ (х) =  х"+'
(П-г1)!

га тенг булади, бунда 0 <  с <  х. х  = 1  да /? ( 1) =  —— , бунда 0 <  
J п  (п+1)!

< ё <  I .
е1 <  е <  3 эканини хисобга олиб,

тенгсизликка эга буламиз. Талаб килинаётган аникликка эрншмск 
учун г2 =  6 деб олиш етарли эканини текшириш осой, яъни Я0( 1) <  
< 0 ,001.

Шундай килиб, 0,001 аникликдаги

е х  2 -------------- г  . . . ------
2! 3! 6!

такрибий тенглнкка эга буламиз. Биз йул куй га н хатога куши- 
лувчиларни яхлнтлашда яна хато кушилмаслиги учун хар кай- 
сн кушнлувчини биттадан эхтнёт ракам билан ёзамиз:

е ж  1,0000 4- 1,0000 4- 0,5000 +  0,1667 +  0,0417 -г 0,0083 +
+  0,0014 =  2,7181.

Демак, е 0,001 гача аиикликда 2,718 га тенг, яъни 2,718.
2- м и с о л .  sin 18° ни 0,0001 гача аиикликда хисобланг.
Е ч и ш .  sin.v учун х  нинг хар кандай кнймати да тугри булган

дг нинг даражалари буйича ушбу ёйнлмага эгамиз:
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13’ тс радианларда ифэдалаймиз: а* =  Демак, 

sin 185 =  s in -?  =  £
10 10 103»3!

Хадлари абсолют киймати буйича камаювчи ва умумий хади нолга 
интилувчи ишоралари навбатлашувчи цаторга зга булдик. Шу сабаб­
ли, каторнннг колдигн (10.4) нинг ташлаб юборилган биринчи хадн-
дан катта бул май ди. — — > 0 ,0 0 0 1 ,— — < 0,0001  булгани са- 

: 10».3! 10:,«5!
бабли  0 ,0 0 0 1  гача ан и к л н к д а

s in  18: «  - ------ —
10 103-3!

такрибий кийматга эга буламиз. ^исоблашларнинг хаммасини битта 
ортик ракам билан бажарамнз:

л « 3 ,1 4 1 5 9 ; л 3 =  31,00620,

sin 18э «  — :jl-00 '20- «  0,31416 — 0,00517 «  0,30899.
10 6000

Ш ундай килиб, 0.0001 гача аниклнкда sin 18э«  0,3090. 
Б аъзан  д араж али  каторлар ёрдам ида аник, интегралларни 

хисоблаш мумкин, бу интеграллар юкори чегаранинг ф унк­
цияси сифатида охнр-окибатда элементар функцнялар билан 
нфодаланмайди. Бир нечта мнсол караймиз.

а
3 -м н е  о л. Ушбу \ е~х* dx  ингегрални хисобланг.

о
Е ч и ш .  е~хг нинг оэшлэнрич функцияси элементар функция эмас. 

Бу интегрални хисоблаш учун интеграл остидаги е~х> функциями 
К аторга ёямиз, е* нинг (18.2) ёйнлмасида х  ни (— а2) билан алмаш- 
тирамиз:

v2 V1 1 ?п
e~xi =  1 — — -Ь -------. . . + ( — 1)п —  4- . . .

М 2! л!

Бу тенгликнинг иккала кисмини 0 дан а гача чегарада интеграллаб, 
куйидагини топамиз:

' у  уЗ уЬ Г~п +■ *
I е~х d x =  I — ----- —  -г  --------- . . . 4- (— 1)а ------- :----------4-

,» \ I 1!-3 2!-5 л! (2л +  1)
0

4- • • • I I! - 3 2.’.5 4 л! (2л -f- 1)

Бу тенглик ёрдамида хар кандай а да берилган интегрални исталган



1/3
даражада аннкликда хисоблаш мумкин. Масалан, \ е~х' dx  интеграл-

о
ни 0,001 гача аннкликда хисоблаш керак. Изланаётган интегргл 
ишоралари навбатлашувчи катор йигиндисига тенг:

1/3
I 1 , 1  е~ х dx — --------------г  -г
3 \'.3-У  215-35 

о

<  0,001, -——у >  0,001 булгани учун ишоралари навбат- 
2:0*3 3*1*3

лашувчи холида хатоликни бахолаш цоидаси асосида 0,001 гача 
аннкликда куйидагига эга буламиз:

1/3
\ е dx  «  -  — - U ; «  0,3333 — 0,0123 =а 0,3210.J  3 з-з3

о
Ш у н д ай  к ^л и б ,

f e - x'd x &  0,321.
о

и

4 -ми с о л .  ( - ^ —- d x  ни хисобланг.
J  х
о

Е ч и ш.  Интеграл остидаги - функцияни каторга ёямиз.
X

sin X — — — — +  . . .  +  (— ;— f  • • •
11 3! V (2л— 1)!

тенгликдан барча х  ларда якинлашувчи

.Sin * — j __- 4 -  — (— П”^ 1 * П ~ 4-
х 3! V '  (2 л—1)! ’

Каторга эга буламиз. Х^адлаб интеграллаб, куйидагига эга буламиз: 
а „ ,
Г sin х , а3 . , , •\я 1 1 а' ,------ ах =  а ----------- г  . . .  -г  (— 1) + -------------------------г  • • •

.! Л- 3!3 К '  (2л— 1)! (2л— 1)
о

Катор йигиндиси х;ар кандай а да исталган аннкликда осон 
Хисобланади.

Г з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дифференциал тенгламаларни даражали каторлар ёрдамида интеграл- 
лаш усули нимадан иборат? Мисоллар келтиринг.

2. Функциялар ^ийматларини каторлар ёрдамида такрибий ^нсоблаш усу- 
линк баён килинг. Мисол келтирннг.

3. Интеграллар кийматларини каторлар ёрдамида такрибий ^исоблаш 
усулинн баён дилинг. Мисол келтирннг.
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4. Каторлар ёрдамида функцияларин ннтеграллаш усулини баён дилинг. 
Мисол келтнринг. *

5. 2894—2914, 2920—2938, 4109—4116, 4246—4250-масалаларни ечннг.

21-§. Фурье хат0Ри- Фурье коэффициентлари

Энди амалнп фанларнинг ва математиканинг турлн масала- 
лари  келтириладиган ь^аторлар сннфинн ташкил этувчн Фурье 
каторларини урганишга киришамиз.

Ушбу
4- (flj cos х  - f  b, sin д) +  . . .  4- [ап cos nx  4- bn sin nx) 4~ • • • =

=  ~  4- Л Г  (an cos nx  4- bn sin nx) (21.1)
=1

курннишдлги катор тригонометрии катор деб аталади, бунда а0, аъ
b]f . . . , ап, Ьп, . . . — узгармас сонлар, булар каторнинг коэффи­
циентлари дейилади.

Трпгонометрнк каторлар иккинчи мухнм функционал к а ­
торлар синфнни ташкил килади (дараж али  каторлар синфи би­
ринчи сннф хисобланади).

(21.1) катор .V га каррали аргументларнинг синуслар ва кс- 
синусларини уз ичига олганлиги учун улар 2л га тенг умумий 
даврга эга булади. Агар бу катор якинлашувчи катор деб ф а ­
раз ^илинса, у холда унинг йигиндиси хам даври 2л га тенг 
булган даврий функция буладн.

Ушбу масалани куямиз: даври 2л га тенг булган берилган 
/ (л)  функция учун шу функцняга якинлашувчи тригонометрии 
цатор тузннг.

Олдиндан бир неча ёрдамчи формулаларни аниклаб оламиз. 
Хар кандай п ф 0 да ^уйидагнларга эгамиз:

я
, sm nx I ~ cos nxdx  = -------  =  О

л

— л
* яcos лх

(21.2)

J sin nxdx
—л

=  0,
—л 

л
1

\ cos2 nxdx = — | (1 т  cos 2 nx) dx =  л,
2 t

—л —л
Л  Л

1
(21.3)

sin2 n x dx = — | (1 — cos 2 nx) dx =  л.
—л —я

Трагонометриянинг маълум ушбу

cos сс cos Р =  (cos (а 4- Р) 4- cos (а— р)),
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sin a  sin (5-=-^ (cos (a — (5)— cos ( a -{-(5)),

sin a  cos P =  -77 (sin (a +  (5) -f- sin (a — (5))

формулаларига бнноан, шунингдек (21.2) ва (21.3) формула- 
ларга  биноан, ихтиёрий мусбат п ва т  лар  учун куйидагилар 
Гринли булади:

, Г 0 , агар т Ф п  булса, 
j  cos пх  cos т х dx  — |  агар п =  т  булса,
я

? . . , ГО, агар т ф п  булса, 
\ sin пх  sin m x d x — агар rn= sn  булса,

—я
я

(214)

ISisin пх  cos m x d x  — 0 .

Ь^уйилган масалага сайтам из.
Д аври 2л га тенг булган f (х) даврнй функция узига (— я, 

л) интервалда якинлашувчи тригонометрик катор бнлан тасвир- 
ланадиган булсин, дейлик, яъни шу тригонометрик катор йи- 
гнндисидан иборат булсин, дейлик:

оо

/  (*) =  ТГ +  (a a C0S п х  +  Ьп Sin пх)• (2I -5 )2 jam I
n=l

Бу катор x £ [— л, л! лар учун якинлашувчи ва уни хадлаб инте­
граллаш мумкин деб фараз килайлик. Бундан а0 коэффициент и хи­
соблаш учун фэйдаланамиз. (21.5) тенгликнннг иккала кисмини — я  
дан я  гача интеграллаймиз:

Я Я  „  Я Я

j /  (x)dx  =  ^  \ а0 dx +  V 1 [ап \ cos n x d x  +  bn j sin nxdx).
« 2 J  J i

— Я  — Я /1 =  1 —я  —я

5я? (21.2) формулаларга биноан йигиндч белгиси остидаги шгтеграл- 
лариинг хаммаси нолга тенг. Демак,

я
\ f ( x ) d x =  я а0,

—я

бундан
я

а,  =  1  \ f ( x ) d x .  (21.6)
— Я

к =£ 0 нинг бирор аник кийматнда ак коэффициент ни топиш учун
(21.5) тенглики.шг иккала кисмини cos kx  га купайтирамиз ва х;осил 
булган ифодани — я  дан л  гача хадлаб интеграллаймиз:

59



Я Я ос я

| /  (л) cos kx dx  =  ~  ( cos kx dx  +  (a„ j cos nx  cos kx dx  - f
rl=l —я

4 * bn | sin nx  cos kx dx).
—Я

(21.2) ьа (21.4) формулаларни эътнборга олсак, унг томондаги ак 
коэффициентли ннтегралдан бошка хамма интегралларнинг нолга тенг 
эканини курамиз.

Демак,
я я
[ f (х) cos kx dx  =  ak \ cos2 kx dx  =  akл,

—я  —я

бундан
я

ak=  — \ /  (л) cos d.v. (21.7)
л J 

—я

bt. козффшшептни топнш учун (21.5) тенгликшшг иккала кисми- 
ни sin kx  га купайтирамиз ва хосил булган тенглнкни — л дан л 
гача ип теграллаймиз:

я я

\ f  (л) sin kx  dx =  ^  ( s i n  kx  dx  +
—я —я

Я Я

4- (ап | cos пх  sin kx dx  - f  bn | sin nx  sin kx dx).
—я —я

(21.2) ва (21.4) формулаларни хисобга олсак, унг томондгпГ £* 
коэффициентли ннтегралдан бошка хамма интегралларнинг нолга текг 
эканини курамиз.

Шундай килиб,
я я
* /  (х) sin kx dx — Ьк j sin2 kx dx =  b. л,

—Я —Л
бундан

я

bk=  J f (x)  sin kx  dx. (21.8)
—я

(21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар буйича аннкланган хо- 
эффиииентлар f (х) функциянинг Ф урье коэффициентлари дейи- 
лади. Шундай коэффициентли (21.1) тригонометрик катор зса 
f ( x )  функциянинг Ф урье %атори дейилади.

Хосил кнлингаи тригонометрик катор берилган f (х)  функ-
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цняга яцинлашиши масаласи хали ани^ланмагаии учун биз 
бу Фурье катори f  (х)  функции ёрдамида вужудга келтирилгаи 
дея оламиз, холос. f ( x)  функция билан у хосил кил гаи Фурье 
цатори орасидаги богланиш бундай белгиланадн:

_сг
f  (х) ~  ~  +  V 1 (ак cos kx  -г  bk sin kx),

*=l
буида а0, ak, Ьк лар (21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар буйича хи­
собланади.

Бундай ёзув /  (х) функцняга унг томонда ёзилгаи Фурье ка­
тори мос келишинигина бнлдиради. Биз каторнинг якннлаши- 
шини ва унинг йигиндиси f (х)  га тенглигини исботлаганимиз- 
дан кейингина ~  белгинн =  белги билан алмаштириш мум­
кин.

Бу масалани хал килишдан олдин «уртача якинлашиш» ту­
шунчаси билан танишамиз.

22-§ . Уртача якинлаш иш. Фурье коэффициентларининг 
минималлик хоссаси

Лгар бирор функция чексиз катор шаклида тасвнрланса, у 
Холда каторни п- хадида узиш натижасида хосил булган чек­
ли  йигинди  ёйилаётган функциянинг такрибий ифодаси  дейи­
лади. п нинг етарлича катта кийматини танлаш йули билан 
уни исталганча аиикликда хосил цилиш мумкин.

Даври 2 л  га тенг f(x)  даврий функцияни
п

тп (х) =  | °  +  (ctk cos kx  +  sin kx) 
k—\

n- тартибли тригонометрик купхад  билан такрибий тасвирлаш- 
да хато улчови учун

я
% =  j ( f ( x ) - T n (x)Ydx  (22-1)

—Я
тенглнк билан аникланувчи, урта квадратик четлашиш деб аталувчи 
6* олинади. f ( х) функциянинг Т п (х) тригонометрнк купхад билан 

бундай якинлашиши уртача (ёки урта маънода) якинлашиш дейилади, 
бунда хато улчови учун 6;2 уртача квадратик четлашиш олинади. Баъзи 
Т г (л) тригонометрик купхадлар учуй жуда катта буладн ва 
бу холда Т п (х) купхад /(дг) функцияни такрибий тасвирлашга яра- 
майди, баъзи Т п (х) лар учун у жуда кичик булади. Энди 6  ̂
хато энг кичик буладиган Т п (х) тригонометрик купхадни излаш ма­
саласи куйилади, яъни шу купхаднинг a d, а , ,  fy, . . .  , а п, $п
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коэффициентларини тспиш талаб килинади. Масала 2 л  +  1 та а 0, а , .  
Pi, . . . , а„, узгарувчига боглик булган функция минимуми- 
ни топишга келтирилади.

Бу экстремал масаланинг ечилиш натнжаси куйидаги теоремадан 
иборат булади.

Т е о р е м а ,  п-тартибли тригонометрик купхадлар ичида 
(—л, л) интервалда /'(л) узлуксиз функцияга энг яхши уртача 
якинлашиш берадигани

П
s n (л) =  ̂  -f V  (ak cos kx + bk sin kx) (22.2)

k=l

тригонометрик купхаддир, бунда aQ, ak, bk — Фурье коэффициент­
лари.

Равшанки, бу купхад Фурье каторининг п- хусуснй йигиндисидир. 
Айни шу S n(х) купхад /(л) функциядан энг кичик уртача квадратик 
четлашишга эга булади; бу четлашишнинг катталиги куйидагига тенг 
эканнни исботлаш мумкин;

Я  2 н

+  ' £ ( а1 +  Ч ) }  (22-3)
— Я

п катталашгани сари нинг мицдори камая боради, чунки yimnr
(22.3) ифодасида янги манфий кушилувчилар кушила боради. Шу 
сабабли п катталашгани сари (22.2) S n купхад ^аралаётган f (х) 
функцияга шунча «уртача» я^ин боради (бу (22. 1) дан келиб чикади).

(22.3) тенгликдан мухим натижа келиб чикади. 6* >  О булгани 
учун хар кандай п да:

2  п я

у  +  +  6i> <  j  j  I" W  dx. (22.4)
f c = l  — Я

Бу теигсизликнннг унг кисми п га' боглик эмас,т демак, каторнинг

Т  +
;

хусусий йигиндилари n-voo да чегараланганлигича коладн. Бу 
катор мусбат ишорали булгани учун у якинлашувчи булади. 
Шундай килиб, узлуксиз функция Фурье цаторн коэффициент­
лари квадратлари хар доим якинлашувчи катор хосил килади. 
Хусусан, бундан /г-*-оо да узлуксиз функция учун доим куйи- 
дагнга эгамиз:

lim а„ =  0 , lim bn =  ОП 9 П
П -*  оо П —► оо

Энди (22.4) тенгсизликни бундай ёзиш мумкин:
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OO JX

у  +  V K  +  l’i x j  j /* W < iv .
—я

(22.5)

Бу муносабат Бессель тенгсизлиги дейилади.

23-§ . Фурье тригонометрик каторларининг уртача 
якннлашиши ва нуктада якннлашиши хасида теорема

Энди /(л )  функциянинг Фурье цатори якинлашувчи булиши 
ва бу каторнинг йигиндиси айнан шу функцияга тенг булиши 
учун /(.V ) функция кандай хоссаларга эга булиши керак экан- 
лиги хакндаги масаланн караймиз.

Бу хоссалар келтирнлган теореманинг нфодасини баён кн- 
лишдан олдин баъзи таърифларни киритамиз.

1- т а ъ р и ф .  Агар дг0 нуктада f(x)  функциянинг чап ва 'унг 
лимитлари м авж уд булса-ю, (чекли сонлар) аммо узаро тенг 
булмаса, яъни

/  (*0 — 0) Ф /  (л0 +  0), бунда /  (л0 0) =  lim /(*),
x-*xt
Х < Х а

/(А'О 0) =  lim /(х)
х-*х,
Х>хa

II - шакл.

булса, у .\олда х0 нуцта f(x)  функция учун бирннчи тур узилиш 
нуцтаси дейилади ( 11- ш акл).

2 -т  а ъ  р и ф. Агар f(x)  функция [а, Ь\ кесмада факат чекли 
сонда бирннчи тур узилиш иуцталарнга эга булса, у холда f(x )  
функция шу кесмада булакли узлуксиз функция дейилади.

12- шаклда тасвирланган функция графиги иккита бирннчи 
тур узилиш ну^тасига эга.

3 - т а ъ  р и ф. Агар f(x)  функция \а,Ь j кесмада бириичи хо- 
силасн билан биргаликда узлуксиз булса, у холда бу функция 
шу кесмада силли$ функция дейилади.

Геометрик нуктаи назардан  бу урннманинг эгри чнзик буй* 
л аб  силжншида урннманинг йуналнши сакраш ларсиз узлуксиз
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Силлик.
(рУННЦиЯ

т г

С илли ^м асфункция

13- шакл.

узгаришини бнлдиради. Силлиц функция графиги бурчак нуц- 
талари булмаган текис эгри чизицдан иборат (1 3 -ш акл).

4- т а ъ  р и ф. Агар (а, Ь) интервални чекли соидаги кисм- 
иитервалларга булиш мумкин булиб, бу кием интервалларнинг 
хар бирида функция силлиц функция булса, у холда бу функ­
ция шу интервалда булакли силлиц функция дейилади.

Булакли силлнк функциянинг графиги чекли соидаги силлнц 
ёйлардан иборат ва у чекли соидаги биринчи тур узилиш нуз\- 
таларига эга булиши мумкин (1 4 -шакл).

Функцияни Фурье каторига ёйишнинг мумкиилигн хакида­
ги теоремаии ифодалаймиз.

У р т а ч а  я к и н л а ш и ш  х а к и д а г и  т е о р е м а .  (—л ,л )  
интервалда булакли узлуксиз f (x )  функциянинг Фурье ца- 
тори уни вужудга келтирган f (x )  функцияга уртача якинлаша­
ди, яъни Фурье каторининг

Sn (х) =  ~ +  V  (ak cos kx +  bk sin kx)

хусусий йигиндилари n-*~ оо да  / ( x) функцияга уртача квадра­
тик четлашиш маъносида интилади, бунда

2 СО Л

f -  + +  dx 
*=l ’ —л
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формула уринли , бу формула Л я ­
пунов— Парсевиль тснглиги дейи­
лади (бу ерда а0, ak, bk— f(x) функ­
циянинг Фурье коэффшшентлари).

Н у к т а д а  я к и н л а ш и ш  
Х а к и д а  т е о р е м а .  (—л, л) 
интервалда булакли си ллщ  f (x )  
функциянинг Фурье катори шу 
интервалнинг хар бир нуг\тасида 
якинлашувчи. Шу билан бирга, 
f ( x )  функция учун Фурье цато- 
рининг йигиндиси S (x )  булса, у  1 5 -шакл.
холда бу  функция узлуксиз бу-
ладиган нукталарнинг хаммасида S ( x )  = f ( x ) ,  I тур узилшига 
эга булган нукталарнинг хаммасида эса

S (x)  =  i ( / ( . v - 0) +  / ( . t  +  0)).

Бундан пгашкари

S (я) =  S (— л) =  \  </ (я -  0) +  /  ( -  л +  0)).
Бу теорема Дирихле теоремаси дейилади. Бу теореманинг 
шарти — функция булакли узлуксиз булиши кераклиги ушбу 
иккита шартга тенг кучли: функция чегараланган ва булакли 
монотон булиши керак.

Охирги шарт функция к а Р а л а ё т г а н  интервалин чекли сон­
даги интервалларга булиш ва бу интервалларнинг хар бири- 
да функция монотон булиши кераклигини билдиради.

Шундай килиб, агар / ( х) функция (—л, я )  интервалда бу­
лакли монотон булса, у холда бу функция учун нуктада якин- 
лашнш теоремаси уринли. Бу ш артлар Дирихле шартлари де- 
йилади.

М асалан, у =  х функция (—л, л) интервалда Дирихле шарт- 
лариии каноатлантиради, чунки у чегараланган ва монотон 
(усувчи) (1 5 -шакл).

24-§ . Ортонормалланган система, системаиинг тулалиги 
тушунчалари, тула система буйича ёйиш

ь
1 - т а ъ р и ф .  Агар | ф„ (х) фт  (v) d.v — 0 (бунда п Ф  т) булса,

а
функцняларнинг ф0 (дг), ф, (.v), . . . , фп (л ) , . . .  чексиз системаси [а, Ь] 
кесмада ортогонал система дейилади.

Биз тригонометрик функцняларнинг
1, ros.v, sin .v, . . . , cos nx, sin//*, . . .

системаси билан иш курган вин к, бу система I— л, л) кесмада ортс- 
гонал эди, чунки

7> X
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агар т ф  п булса. \ sin пх sin тх dx =  О,
—Я

Л

агар т Ф  п булса, \ cos пх cos тх dx =  О,
—*я

я
хар кандай т ва п учун \ sin пх cos тх dx =  0 .

—я

Бу (21.4) дан келиб чикади. Бошка тригонометрик функцияларнинг 
^ам ортогоналлигшш исботлаш мумкин:

1, cos х, cos 2.v, . . . , cos пх, . . .  {0 , л] кесмада,
sin х, sin 2х, . . . , sin пх, . . .  (0 , л! кесмада.

, лх . тех тшх . япх , . . .1, cos —, sin у ,  . . . , cos ——, sin -у - ,  . . .  [— /, /] кесмада.

2- т а ъ р и ф .  Агар

J  Ц>2п (х) dx =  I
а

булса, функцияларнинг

% ( * ) •  Ф | (х ) ........... Ф„ (*).
чексиз системаси [а, Ь] кесмада нормалланган система дейилади. 
Функцияларнинг хар кандай ортогонал системасини нормаллаш мум­
кин. Бунинг маъноси цуйидагидек: хар доим и0, ц,, . . . , ц а, . . . 
узгармас сонларии

1У Р о ( * ) . И1Ф1 ( Д  • • • . И „Ф „(*). • • •
функциялар системаси аввалгидек ортогонал, шу билан бирга,
энди нормалланган буладиган цилиб танлаш  мумкин. 

ь
Хаки^атан, агар 1 ф" (х) dx =  l.?t (бунда кп Ф 0) булса, у хрлда

а

[.I =  — . Шундан кейии
'л

Ь

f К  ф I (*)dx =  J2 1 %  (*) dx =  -ц К  =

тенгликка эга буламиз. \ п мнкдорни фп (л) функциянииг нормаси деб 
атаймиз ва II I! курииишда белгилаймнз. Шундай килиб,

II Ф J! =  ]  /фл(л) dx-
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Агар система нормалланган булса, у холда равшанкн, || ф =  1 
булади.

3-т а  ъ р и ф. Агар функцияларнинг

Ф0 (*). Ф| (*).......... Ф„ (х), • • •
чексиз системаси ортогонал ва нормалланган булса, бошкача айтган- 
да, агар

с , V , ч . 1 о, агар т Ф п булса, 
j Фл (л) ffm (x )d.\ — [ j f агар n — rti булса
a

булса, у холда система [а, Ь] кесмада ортонормалланган система 
дейилади. Масалан, функцияларнинг 1, c o s a ,  sin дс, . . . ,  cos nx, 
sin nx, . . . системаси [— л, л] кесмада ортогонал, аммо нормалланган 
эмас, чунки

я я
| cos2 nx dx =  л, \ sin2 nx dx =  л,

—-я —я

бу хар кандай п Ф 0 да (21.3) дан келиб чикади. Бу системани нор- 
маллаш учун ундаги функцияларнинг хар бирини У  л  га булиш ке- 
рак. Функциялар системасинииг [— л, л] кесмада ортонормалланган

1 1  1 . 1 1——, —■=. COS X, -^= sm  -V, . . . , -7=  cos nx, —-  sin nx, . . .
Г Л x n  V л V я  V Я

системасига эга буламиз.
Ихтиёрий [а, /;] кесмага кайтамиз. Бу кесмада функцияларнинг 

бирор
Фо (х \  ф, (дг)............ ф л (а) ,  . . . (24.1)

ортогонал системаси берилган булсин дейлик. Мацсадимнз \а, Ь] кес­
мада аникланган /'(л) функцияни (24.1) система функциялари ^буйича

/  (v) =  с0% (х)  +  с,ф, (л) +  Л  . +  спфЛ (а) - f  . . . (24.2)

куринншдаги каторларга [ёйишдан 'иборат. Бу ёйилманинг коэффи- 
циентларини аниклаш учун биз хусусий холда (21-§  да) килгани- 
миздек ёйилманинг иккала кисмини <рк(х) га купайтириб, уни хадлаб 
интеграл лаймиз:

\ /  (х) ф* (х) dx =  V  сп \ фп ( а )  %  (a )  dx.
а п= 0 а

(24.1) система ортогонал булганлиги сабабли, унгдаги интеграл- 
ларнинг биттасидан бош ка хаммаси нолга тенг булади ва

ь

ск =  -у—— ------- \ /  ( а )  ф* ( a )  dx (24.3)
| сЦ ,(а) d x  а
а

экани осонгина топилади.
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Коэффициеитларн (24.3) формулалар буйича тузилган
(24.2) катор берилгаи f{x )  функциянииг умумлашган Фурье 
цатори, коэффициентларнннг узн эса функцияларнинг

Ф0 (*)» Ф| (*)...........Фя (*)• • • •
системасига ннсбатан умумлашган Фурье коэффициентлари дейила­
ди.

(21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар (24.3) формулаларнинг хусу­
сий холларн хисобланади. Ортонормалланган система холнда (24.3)

ь
формулалар айникса содда булади: ( ср£ (a*) dx =  1 булганда, ck =

а
Ь

=  j f (a) (pk (х) dx  булади.
а
2 1 -§  даги мулохазаларни такрорлаб, умумлашган Фурье 

^атори учун уртача квадратик четлашиш куйидаги куринишга 
эга эканнни курсатнш мумкин:

6„2 =  f  Г- «  dx -  v  d  li <р* II*. (24.4)
а к =  )

Бу ифода, п катталашгани сари 6;, микдор мусбатлигича цолиб, 
факат камайиши мумкин эканнни, яъни п нинг ортиши билан Фурье 
^аторининг хусусий йигиндилари / ( а ) функциянииг аницроц та^ри- 
бий тасвнрини беришинн курсатади. 6  ̂ >  О булгани учун (24.4) дан

V  f P ( x ) d x
k=*0 а

п
эканн келиб чикади. Бунда V  с\ || <fk 112 йнгинди п -*■ оо да чекли

*=о ь
лнмитга эга, чунки у унгдан п га богли^ булмаган \ / 2 (a) dx ми^-

а
дор билан чегараланган. Шунинг учун

У\  Ф  я % «2 
к= 0

цатор якинлашувчи ва Бессель тенгсизлигига эга буламиз:

2  cl  II Ф*И2 <  f / 2 (х) dx-
k=0 а

Биз бу тенгсизликнинг хусусий холи булган (22.5) тенгсизликни 
.уэсил килган эдик.

4- т а ъ  р и ф. Агар квадра'ти билан интегралланувчи ихтиёрий 
f (х) функция учун Бессель тенгсизлиги урннга
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тенглик урчи*'111 булса, [а, Ь] кесмада ортогона л булган

Ф0(*)> fPi (*)............Ф„ (v), . • . (24.6)

функциялар системаси тула система дейилади. Бунда ск — / ( а ) 
функциянинг Фурье коэффнциентлари ((24.3) формула).

(24.5) тенглик (24.6) системаиинг тулалик ишрти деб а т а ­
лади. Бу шартни унга тенг кучлн булган

тенглик билан алмаштирамиз. Агар (24.4) формула хисобга олинса, 
охирги тенгликни lim62 =  0 куринишда ёзиш мумкин.

Шундай килиб, (24.6) функциялар системаси [a, b1 да тула 
булса, у холда Фурье катори f(x )  га уртача якинлашади де­
йилади.

Шуни цайд килиш керакки, (24.6) функциялар системаси 
тула булишига карамай, Фурье ^аторининг узини вужудга кел- 
тирган функцияга оддий нуктавий якннлашиши .\ар доим урнн- 
ли булавермайди. Шунга карамай, тула системалар учун ур­
тача якинлашиш хар доим уринли. Бизнинг таъкндимиз уртача 
якинлашиш тушунчасннинг ишончли эканини яна бир марта 
курсатади.

1. Цандай катор тригонометрик катор дейилади?
2. Даври 2 д  га тенг даврий функциянинг Фурье коэффнциентлари учун 

формула чикаринг.
3. Уртача якинлашиш ннма? Уртача квадратик четлашнш ннма?
4. Тригонометрик куп.\адлардан кансинисн функцияга энг яхши я^инла- 

шишни беради?
5. Тригонометрик каторларнинг якннлашиши (уртача ва нуктада якинла­

шиш) хакндаги теореманн ифодаланг.
6. Функцняларнинг кандай системаси ортогонал система дейилади? Функ- 

циялариннг канДай системаси иормаллаигаи, кандай системаси ортонормал- 
лаиган система дейилади?

7. Функцияни ортогонал система буйича каторга ёйиш масаласи нимадан 
иборат? Ейилма коэффнциентлари кандай нзланади?

8. Функцняларнинг кандай системаси тула система дейилади? Функцияни 
ту л а система буннча каторга ёйишнинг хусусиятн нимадан иборат?

9. Снстемаларнннг ортогоналлигинн исботланг:
1, cosjc. cos 2л:...............со$лдг, . . . нинг 10. гт 1 кесмада,
sin .г, sin 2х, . . .  , sin пх, . . .  нинг |0 , л] кесмада.

Ш у системаларни ортонормалланг.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р



25- §. (—л, л) интервалда берилган жуфт ва то^ функцияларни 
Фурье тригонометрик цаторларига ёйиш

1. Ж уфт ва тох функциялар. f(x)  функция сонлар укининг 
хамма ернда ёки координаталар бошнга нисбатан симметрик  
булган бирор интервалда аникланган булсин. Тоц ва жуфт 
функциялар таърифларини эслатиб утамиз.

Агар каралаётгап .\амма х  лар учун / ( — x ) = f ( x )  тенглнк 
уринли булса, у холда f ( x)  функция жуфт функция  дейилади.

Ж уф т функциянинг графиги ордннаталар укига нисбатан 
симметрик ( 1 6 - шакл).

16- шакл. 17- шакл.

Агар каралаётган цийматларнинг .\аммасида / ( —х)  = — f (х)  
тенглик урннлн булса, f ( x)  функция то/у функция  дейилади.

Тоц функциянинг графиги координаталар бошнга нисбатан 
симметрик ( 1 7 - шакл).

Иккита ж уфт функциянинг ёкн иккита тоц функциянинг ку- 
пайтмаси жуфт функция, жуфт ва тоц функцияларнинг купайт­
маси ток функция.

Агар f  (x)  функция [— a, oj кесмада иитегралланувчи булса,  
у холда

\ / (a )dx— f f (x )d x +  f f(x)dx. (95. j)
—a —a 0

A mmo x  ни — д* билан алмаштирншда унг циемдаги биринчи 
интеграл бундай ёзилади:

\ Да) d x =  f f(— x) d( — x) =  —  \ / (— a ) dx =  f( — a) dx.
—a a a С

Бунинг кийматини (25.1) га ^уйсак,

X K x ) d x = \ l K x )  +  K - x ) ] d x .
—а Ь

бундан



\ fix) dx— 0 — ток функциялар учуй,
—а

с а
| f(x)dx — 2 \ f (x )dx — жуфт функциялар учуй.

—а О

Бу натижадан Фурье коэффициентларини хисоблашда фой- 
даланамиз.

2. Жуфг ва то^ функциялар учун Фурье катори. / ( х) функ­
ция даври 2л, [— я ,  л) кесмада Дирихле шартларини каноат- 
лантирадиган ж уф т функция булсин. Унннг Фурье катори ко- 
эффициентлари учун куйидаги формулаларни топамиз:

л л
~  j /(*) d x =  j1 fix) dx,

—я о
я я

я* =  —  f(x) cos kx dx =  —  | f(x) cos kx dx,
~Я 0

я
bk=  —  j fix) sin kx dx =  0 .

—я
Шундай к.нлиб, ж уф т функциянинг Фурье к.аторнда сннусли 

хадлар  катнашмайди, жуфт функциянинг Фурье катори ф акат 
косинусларни уз ичига олади ва бундай куринишда буладн:

оо
/(* )=  ~  +  \ ^ а к cos kx, (25.2)

*=i
бунда

я9 /»
о9 =  /(*) dxt _

о
я2 г*

ak=  —  I fix) cos kx dx.
о

Энди fix) даври 2л, [ — л, я] кесмада Дирихле шартларини ка- 
ноатлантирадиган ток функция булсин. Унинг Фурье катори коэф­
фнциентлари учун куйидаги формулаларни топамиз:



я я

bk =  —  |j f(x) slnkx dx =  —  | /(.v) sin &.v dx.
—Я 0

Шундай кнлнб, ток функциянииг Фурье каторида озод ^ аД ва 
косннуслн хадлар катнашмайди. Ток функциянииг Фурье к а ­
тори ф акат  синусли хадларнн уз ичига олади ва бундай кури- 
нишда булади:

(25.3)
к=[

бунда

bk=  —  ( f(x) sin kx d x ,

Чикарилган формулалар, аслида ^ар цандай даврий ф унк­
ция хам жуфт ёки тоц функция булавермаслиги равшан бул- 
са-да, ж уф т ва toi  ̂ функцияларнинг Фурье коэффициентлари- 
ни хисоблашнн соддалаштириш имконнни беради.

1- м и с о л. Д аври  2л булган

х 6 (0, л)

фуккцияни Фурье каторига ёйинг.
х =  л п (бунда п £ Z) нукталарда f(x) =  0 булади, деб фараз ки­

ламиз (18-шакл).
Функция тоц, Дирихле шартларини цаноатлантнрадя, шунга кура

(25.3) тенглик асосида куйидагнга эга буламиз:
Л  ZI

bb =  —  \ —  sin kx dx =  —  \ sin kx dx =  
к л  J  4 2 .1

cos kx я 

02k

cos 0 —cos
2k

лк_ =  J _ . j  =  f arap  k  Т0Ц б>*л с а ’

2к I о, агар k жуфт булса.

Демак,

У

y*f(x)
Г t

0 37* 1 ?л х

18- шакл.

bi — 1, Ьг — 0 , Ь3 — ,

ьх =  о, . . .
Изланаётган ёйилма

Дх) =  sin х 4- —  sin 3.v 4* . . .  4*
3

+  — Ц  sin (2п — 1)х-Ь . . .
2 п— I
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я  __ , I

~  ~  1 ~~ 3
1

дан иборат. Бундан х =  —  да

2 -м и с о л .  Даври 2л га тенг

f(v\ _  , v.I _  /  — *• агаР х £ ( —  я ,  0) булса,
' ' 1 [ х, агар л*£[0, л) булса

функцияни Фурье каторига ёйинг (19-шакл).
Равшанки, f(x) функция жуфт, Дирихле шартларини ^аноатлаи- 

тиради, шу сабаблн (25.2) муносабатга асосан

2 Г , 2 хг
ао =  —  xd x = ----- —

я  ,) я  2
о«5

х dx =  —  I

=  л ,

ak ~ ~  \ х cos kx d.\
х  sin kx cos kx

k*

=  —  4 ( c o s  ЛЙ - c o s  0) — —  -^-(( — l)fe — J) =
Я  к -  XI A>2

! — агар k ток булса,
I 0 , агар k жуфт булса.

Демак, ax = ----- - ,  a2 =  0, a3 =  ax =  0, . . .
Я  9 л

Изланаетган ёйилма куйидагидан иборат:
4

/ (* )=  ------------(cos х  Н-------cos 3* +  •2 л \  32
Н-------------- cos (2п — l)x - f  . . .  )•

( 2 п —  IJ2 )

Бундан, хусусий холла л'= 0  булганда куйидаги тенглик келиб чикади:
10 =  - ------- - !  1 4- —

2 я 32

—  =  I 4 -— 4- . . .8 32

бундан

Бу катор йигиндисини билган холда

s =  I +  —  +  —  +  .
22 32 

ни топиш осой. Х^икатан,

S =  | l -Ь —  +  . . .  Л---------—
3« (2п — 1)2

(2п — I)* 

1

)■

(2 л — 1)2

—- +  Л2

73



+  . . .  +  —  - f  — fl  +  -  +  . . .  -4- — +(2nj* j  8 2* \ 2» n* J

Демак,

=  —  +  —  S.
8 4

S =  — - ь — 5.
8 4

Л 1 = У  ' , + _ L +  . . .  +  ± +  . . .
6 j Z J  n* 2» n*

n= l

26-§ .  [—It l] кесмада берилган функцняларни Фурье 
^аторига ёйиш

Энди ихтиёрий 2/ даврли, Дирихле шартларини каноатлантирувчи 
f(x) даврий функцияни караймиз. х =  — t урнига куйиш бизни 2л

Я
даврли f [~ —t j функцияга олиб келади, бу функцияни Фурье цата* 

рига ёямиз:
оо

/ 11 —  / | -f- (ак cos kt - f  bh sin kt),
л—1

П
бунда a9 =  | /I ^ - t  j dt,

—я
Л

ak =  —  j / |  —  t j cos k td t ,
—я 
я

Ь^аторда ва Фурье коэффнциентлари формулаларида янги t узгарувчидан 
эскн х узгарувчига кайтнб ва t  =  — х, dt — ~ dx эканини ^исобга 

олиб, куйидагига эга буламиз:

/(* )=  - J  +  akc o s +  bk sin “ • j. (26.1)
**= 1

бунда

74



Коэффициентлари (26.2) формулалар билан ани^ланадиган
(26.1) к;атор ихтиёрий 2 /  даврли f(x )  функция учун Фурье ца- 
тори дейилади.

21 даврли жуфт функция учун ^амма Ък — 0 булади, демак, 
Фурье катори факат косинусларни уз ичига олади:

f ( x ) = Y  +  V '  “„COS— , (26.3)

бунда
i i 

а0 =  —  | /(a) dx, ак =  f  f(x) cos ̂  dx.
о о

2 / даврли тоь̂  функция учун эса хамма ак =  0 ва а0 =  0 була­
ди, демак, Фурье катори факат сннусларни уз ичига олади:

00

Л1  1 . пкх
. . .  • (26.4)

л-:
бунда

1
&*= у - 1 /W sin '^y -rfx .

о

Купинча [0,/] кесмада берилган / (х )  функцияни сннуслар 
буйича ёки косинуслар буйича каторга ёйиш масаласи талаб 
этилади.

f(x )  функцияни косинуслар буйича каторга ёйиш учун функ­
ция жуфтлнгича [0, /1 кесмадан (— I, 0] кесмага давом этти- 
рилади (2 0 -ш акл). У ^олда «давом эттирилган» жуфт функ­
ция учун Фурье катори ф акат  косинусларни уз ичига олади. 
Агар / (х )  функцияни каторга синуслар буйича ёйишни истасак, 
у холда функцияни токлнгича [0, /] кесмадан [—/, 0] кесмага 
давом зттирамиз, бунда / ( 0 ) = 0  деб олишимиз керак (21- 
ш акл).

«Давом эттирилган» тоц функция учун Фурье ^атори фа- 
^ат синусларнн уз ичига олади. Аслида кесмадан кесмага



У

П
\

у - f(X>y |

- L О f А

20- шакл. 21- шакл.

давом эттиришнн ам алга оширмаса хам булади, чунки Фурье 
коэффициентларини хисоблаш формулаларида жуфт ёки тоц 
функция холида f ( x ) функциянинг [0, /] кес.мадаги кийматлари 
^атнашади.

1- м  и с о л .  f ( x ) = x 2 функцияни [0, / ]  кесмада сннуслар бу- 
йича ^аторга ёйинг.

22- шакл.

f (х) функцияни f—/, 0 | кесмага ток давом эттириш ва ун- 
дан кейинги даврий давом эттириш графиги 22- шаклда кур­
сатилган.

Функция тоц ва у Дирихле шартларини каноатлантнради. 
Шу сабабли куйидагига эгамиз:

i
2 Г « .  я  kx . 2 /  I 2 л * г 11 Iх sin —  dx =  --- ----------A cos —  +

I I \  л  k I | о
0

I, 2/2 . nkx
-}-------X  s in -----

(nkyi I

l . 2 /3 nkxH------ cos —
О (л£)3 /

2 /  /3 и =  — ------- cos л я - f
l l л*

Изланаетган ёйилма куйидаги куринишга эга: 
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Я * ) -  2 . У ( ( - !)*+■ D* - 1)) .

2- м и с о л .  /(д:) =  sinjc функциями j О, ~  кесмада косинуслар

буйича каторга ёйинг.
Жуфт давом эттириш ва ундаи кейинги даврий давом эттириш 

буйича графикпи ясаймиз (23- шакл). Функция жуфт функция, Ди­
рихле шартларини цаноатлаитиради. Бунда / =  — • Шу сабабли, (26.3) 

га биноан куйидагига эгамиз:

23- шакл.

я/2
2 С 4а0 =  2 —  \ sin лdx =  — ( — cos х)
Я .! л

Я/2

я/2 я/2
4 С 4 Г 1ak =  —  | s in x c o s 2 k x d x = —  | —  (sin(2 k \)х  —

о о
I

-cos (2k -f- l)*4-f

2k -1- 1 2k

2k - f  1

—  I я

— sin(2k — \)x )dx  =  • - ! (

4-------—  cos (2k — 1) x ) Л " =  ~  I
2k — 1 / j  n  V

Демак,

f(x)=  — ----- - - cos 2x -f- -^-cos Ax - f  —  cos 6a - f  . . .  V
я  я  \  3 15 35 /

x =  0 да куйидагига эгамиз:

o = J L _ J L Y J U

Бундан

1

я  я  ^ 4 * 2 —1 *=1

Л - Уо /  14*2-1
k=\

_1_ , _1
15 35
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У з-£ з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Функциянииг бирор координаталар бошига нисбатан симметрик ин- 
тервалдаги жуфтлик ёки то^лик хоссаси ннмадан иборат?

2. [— л, л) кесмада ж уфт функциянииг Фурье коэффициентлари учун фор­
мулалар чицаринг.

3. [— л, л ] кесмада ток функциянииг Фурье коэффициентлари учун фор­
мулалар чнцаринг.

4. 4372, 4376, 4378- масалаларнн ечннг.

27-§ .  Фурье интеграли

f(x) функция х £ ( — оо, оо) да ^аникланган ва шу интервалда аб­
солют интегралланувчи булсин, яъни

оо

\ \ f ( x ) \d x = Q  (27.1)
— оо

хосмас интеграл мавжуд булсин. Кдалаётган функция шундан бул- 
синки, у ихтиёрий ( — /, /) ораликда Фурье каторига ёйилсин:

/(*)”  У  +  V J I  a*cos -у-' +  ь„ s' n у - (27. 2) 
* - 1

ак =  у  j / ( 0 cos srLdt, bk =  - j  |  fSt) sin у  dt (27.3)

(агар а* нинг формуласида k =  О деб олинса, а0 коэффициент хосил 
булади). Коэффициентларнинг (27.3) ифодаларини (27.2) каторга 
куйиб, куйидагини топамиз:

их)  = ~  j  т  л + т  S  ( I  /(0cos ' г dt) “ 5 ' г  +
—I *«i —I

+  ~  V (  | > O s i n y < « ) s i n y  == -JJ- $ f W  +
TZ1 —/ —i

00 I
I 1 f t / л /  kflX - . knt knx\...4------Л  \ f(t) cos —  c o s -------b sin —  sin —  vat

l JmA J  [ I I I l Г

*->1
бунда

*=i - i
еки

t(x )=  ^  ( 7 ( 0 < t t + - f  V  j K O c o s ^ j - ^ Л .  (27.4) 
~'i *=I -V

Энди / ни чексиз катталаш тирамиз ва бунда (27.4) форму­
ла нимага утишини тайинланган х да ^араймиз. Шу максадда 
бундай ^илиб оламиз:
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i  ̂ *0 | i ' * ' * k,  ̂ 9 ^к 1 ^

Энди бизни кизиктираётган (27.4) йигинди цуйидаги куринишни 
олади:

I оо I
/ ( * ) -  { т +  \ fit)COSak(t — x)dt)Acck. (27.5)

—/ ft=i —
Бу ифоданинг унг ь^исмидаги биринчи хад I -*■ оо да нолга иитилади. 
Хаки^атан,

21 '
- 1 - I

бунда f(x)  функциянинг абсолют интегралланувчи булишининг
(27.1) шартидан фойдаланилган.

(27.5) ифоданинг унг ^исмидаги иккинчи хад ос га борлиц 
/

—  1 / (0  cos a {t —х) dt. 
л  J 

- /

функциянинг [0, о о) ораликда тузнлган интеграл йнгиндисини 
эслатади. Шунинг учун / -► оо  да (27.5) икки каррали интегралга 
утишини кутиш табиий:

оо оо

/ (* )=  ~  j drL \ f ( l ) c o s a ( t  — x)dt. (27.6)
—»

Бу формуланинг унг кисмида турган ифода f(x)  функция учун 
Фурье интеграли дейилади. Бу тенглик / (* )  функция узлуксиз 
булган нукталарнинг хаммасида уринли. Узилиш ну^таларида 
эса

~  \ d a  \ / ( 0 cosя(/ — x ) d t = -, { x ^  ■} / ( * ~ 0) 
я ,/ J 2

0 — оо

тенглнк бажарилади, яънн унинг чап ва унг лимитишшг урта ариф­
метик цийматига тенг булади.

Агар айирманинг косинуси формуласи

cos a  (t — х) =  cos а t cos а  х -{-sin а  t sin а  х
дан фойдаланилса, у холда Фурьенинг интеграл формуласи (27.6) 
куйидаги куринишни олади:



и

еки

бунда

оо оо

+  —  \ ( j* f (0 sin а  tdt} sin а х  d a  (27.7)
О — оо 

оо

/(д-)= \ (a(a)cosax +  Ь (а) sin а  х) da,  (27.8)
о

ОО 00
а(а) =  —  \ f{L) cos a  td t ,  b(а) = | f ( t ) s \n a td t .

Фурье цатори билан ухшашликни пайкаш осон: йигинди 
белгиси интеграл белгиси билан алмашди, бутун сонли k п ара­
метр урнига узлуксиз узгарувчи а  параметр келади, а (а)  ва 
Ь(а)  "функциялар Фурье коэффнциентларини эслатадн.

f (х) функция ж уфт ёки ток булган ^олларда  (27.7) Фурье 
интеграл формуласининг хусусий холларини караймиз. / (х) 
ж уф т функция булсин, у холда / ( / ) c o s a /  хам жуфт функция 
буладн, / ( / ) sinoc/ эса ток функция, биз куйидагига эга була­
миз:

00

( f (0 sin a t dt =  О,
J

СО 00
( /  (/) cos a  tdt =  2 | /  (/) cos a  tdt.

—оо О

(27.7) формула жуфт функция учун бундай куринишни олади:
00 00

/  (а) =  — | ( | /  (0 cos a t  dt] cos a  x d a .  (27.9)
о 0

Энди /  (л)— ток функция булсин. Бу холда /  (/) cos a t  — ток 
функция, /  (/) sin a  t эса жуфт функция булади, биз куйидагига зга 
буламиз:

\ /  (/) cos a  t dt =  0 , \ f (t) sin a t dt =  2 | /  (/) sin a  f dt.
—со — ос 0

Ток функция учун (27.1) формула бундай куринишни олади:
оо ос

/  (а*) — — | | | /  (/) sin a t  dt ] sin a A d a.  (27.10) 
о o

28-§. Фурье интегралининг комплекс шакли
Фурье интегралнни комплекс шаклда ифодалаймиз. (27.8) 

формулага кура:
оо

/  (а) =  | (a (a) cos а х -f- b (a) sin a  a ) d a ,  (28.1)
ё
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бунда
•с

а (я) =  — \ /  (/) cos я t dt,
я J

X
Ь (я) =  — | /' (/) sin а  / d/.

— X
Эйлернннг тригонометрик функцняларни курсаткичлн функ­

ция билан богловчи машхур формуласидан фойдаланамнз:

е1 9 =  cos ф +  i sin ф, i2 =  — 1.
Бу ажшятдан осонлик билан

cos а  = ------ ! , sin ф= -------- :------
2 21

тенгликларни хосил килиш мумкин. Шу сабабли [бундай ёзиш мум­
кин:

(28.2)

cos я х = 2
t a x  —i а хе------— е

sin а х  =
21

Буларни (28.1) формулага куйиш куйидагини беради:

J a x i . — i a x  J а х  — i а х
f ( x ) = \  I а ( я ) --------------------- h b (a )  -------- —------- j d a  =

-  о
ОО

=  ~  Г (а (а) - ib (я)) е‘ ах +  (а (а) +  ib (а)) е~‘ ах) d a .  (28.3)
О

Бундай белгилаймиз:
с (а) =  л  (а (а) — ib (а)).

(28.2) формулалар буйича а (а), b (я) лар учун

с (а) =  (’ /  (0 (cosа  /  — t sin а  0  dt =  \ f ( t ) e ~ l a i dt (28.4)
—го —оо

ни топамиз. Шундан кейин с (я) кушма комплекс сонни топамиз: 

с (а) =  л  (а (а) - f  ib (а)) =  Г /  (/) е а ‘ dt.

Arap с (а) =  с (— я) деб белгиланса, у холда (28.4) формула барча 
я  ларда, яъни мусбат я  ларда хам, манфий я  ларда хам с (я) ни 
аниклайдн. с (я) функцияни (28.3) Фурье интегралига куйиб, куиида* 
гини топамиз:
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/ ( * ) -  TZ ' (с (ъ) ё аж+  с(— ъ) е \ с (а) ё  “ 'd a  +
о о

+  2̂ '  =  e(a)e'a r d a +
О * о

+  J - 1  C ( a ) e te x  d ( - a )  =  J - | c ( a ) * ‘ * x d a  +
» я j  л ,у‘

0 о
 ̂ 1 *

+  — I с (а) ё  а r d а  =  —  | с ( а ) е ‘ 1Х d a .
2 n j  2 л J

— 39 —»
Шундай ^илиб,

«О
/  (*) =  ~  j с (а) в' а ж d а, (28.5)

— ЭО
бунда

с (a) =  f f (О e~l а ' dt.
— jo

Охирида Фурье ннтегралн бундай куринишни олади:

1 W  =  2^ f  ( j  Г ‘ “ <,-Х> 1 W Л ) d“ - (28 б)
— э» —30

(28.5) ва (28.6) формулаларнннг унг кисмлари комплекс шаклдаги 
Фурье интеграллари дейилади.

29-§. Фурье ^аЮрининг комплекс шакли

Фурье ^аторларини комплекс шаклда тасвирлаш хам Фурье ин- 
тегралларини тасвирлагандек амалга ошириладн. f (х) функциянииг 
Фурье каторига эга булайлик:

оо
f(x) =  — -г  V  (ak cos kx +  Ьк smkx), (29.1)

2 ляш4
A -I

бунда
л

1а — ~  \ f (х) COS kx dx,
— я 
я

Ьк=  — j f (х) sin kx dx.

(29.2)я
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Эйлернинг
eikx +  e-ikx t

COS kx =  ------ ---------, Sin/fA' = ------- —------
2 21

формулалари буйича алмаштнришларни бажарамиз. Бу холда (29.1) 
ни бундай ёзамиз:

д J k x . г—1кх p lk x_a ~ ikx
/  w  -  f + 2  к  '— i —  +  ft, =

=  +  j  \ ]  (ei4'  (a, -  ib„) +  e~ 'M (a, +  ib„)). (29.3)
* -I

ck =  ah — ibk белгилашни [киритамиз. У [холда (29.2) формулаларга 
к\ра

я  я

ск =̂ ~  \ f  (х) (cos kx — i sin kx) dx =  ~  \ f (x) e~:kx dx. (29.4)
— я —я

Агар (29.4) формулада k ни — k билан алмаштирилса, ундан

ск =  ак +  ibk
комплекс сон келиб чикади. Шу сабабли буидай белгилаш мумкин:

п
~ск =  f  (х) е'к' dx. (29.5)

— П
Я

а0 =  у  J /  (х) dx булгани учун^уни k =  0 да ак нинг (29.2) форму-
— я

ласидан топиш мумкин. Шу сабабли а0 =  с0 деб ёзиш мумкин. Ки- 
ритилган алмаштиришларни хисобга олиб (29.3) цаторни ушбу

/ м = 5 ъ + . {
А  Г  *-| '  »"1

ёки ^исцаро^

/ ( * ) = | l S >  с , <>"'

Я
куринишда ёзиш мумкин, бунда ск = ’— f  7  (*) e” /*jr dx. Шунинг узи

П w
— Л

Фурье каторннинг комплекс шаклидир.
Топилган натнжани комплекс шаклдаги Фурье интегрзли билан 

таэдослаймиз. Унда ск сонлар
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С (сс) =  \ f (0 е dt
— X

функция билан алмашинади, бу функция а  билан биргалнкда \’зга- 
ради,

, — Ж
иигинди эса куйидаги,

 ̂ с (а) е %к d ol
— X

интеграл билан алмашинади.
Комплекс шаклдаги интеграл

/ W - j  [ j ^ f  f(0 e _ i a ' * ]  « '<”
— х — X

ёки ^ис^а

/  (*) =  J c ( c c ) e a x d * ,

бунда с (a) =  —  \ f (t) e ~ al dt, каби ёэилади. а  тулкин сон дейи-
2 я  J

— X
лади, у  — оо дан ~г оо гача \амма цийматларни кабул келади. 
с (а) функция спектрал зичлик ёки спектрал функция деб аталади.

30- §. Фурье алмаштириши

/ ( / )  функция берилган булсин.
00

F ( a ) = ^ j r  \ 1 ( 1 ) е - ы ' d t  (30.1)
У 2 п J

X
функция f ( l )  функциянинг Фурье алмаштириши дейилади. Лгар 
f (x)  функция учун комплекс ш аклда олинган Фурьенинг интег­
рал формуласи уринли булса, у холда (28.6)га биноан:

оо

/  м  =  - 4 =  I’ F (a) е ' а '  d  а .  (30.2)
/ 2 л J

•“30
Бу функция F ( а )  функция учун Фурьенинг тескари алмашти­
риши булади. F(a)  функцияни (30.2) интеграл тенгламанинг 
ечими сифатида к а Ра ш мумкин ( f (х) функция берилган, F ( сс) 
функция изланади).
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1. Фурьенинг синус ва косинус-алмаштиришлари.
___ОО

Ф (а) — у '  1  | /  (0 sin а  t dt (30.3)

о
функцияни /  (/) функция учун Фурьенинг синус- алмаштириш.три 
дейишга келишиб оламиз. (27.10) (формуладан

оо

/ (х) =  | /  z .  | Ф (a) sinaxdcx, (30.4)

о
яъни / (х) функция уз навбатида Ф (а )  функция учун синус- 
алмаштириш булади. Бошкача айтганда f ва Ф функциялар 
узаро синус-алмаштиришлардир.

. Шунга ухшаш,
—

F (a) =  1 — \ /  (/) c o s a / dt (30.5)
г Я

О
функцияни / ( / )  функция учун Фурьенинг косниус-алмаштириш- 
лари деймиз. Агар f(x)  функция учун Фурьенинг интеграл 
формуласи уринли булса, у .уэлда (27.9) формуладан:

. оо

f (х) =  | /  — | F (cc) cosccxda,  (30.6)
о

яъни /(.*) функция уз навбатида F (а )  учун косинус-алмашти- 
риш  булади. Бош кача айтганда f ва F функциялар узаро коси- 
нус-алмаштиришлардир. (30.3) функцияни (30.4) интеграл тенг­
ламанинг ечими сифатида цараш мумкин ( / ( х ) — берилгаи, 
Ф ( а ) — изланади), (30.5) функцияни эса (30,6) интеграл тенгла­
манинг ечими деб ^араш  мумкин ( f ( x ) — берилгаи, F( a )  — 
изланади).

2. Фурье алмаштиришларининг хоссалари. Фурье алмашти- 
ришларинииг бир нечта хоссасинн таъкидлаб  утамиз.

а) Агар /(.*) функция (— оо,оо) орали^да абсолют ннте- 
гралланувчи булса, у .^олда F (х) функция барча х лар учун 
узлуксиз ва [х |—►оо да нолга интилади.

б) Агар x ? f ( x ) ( n ^ N )  функция (— оо, оо) оралицда абсо­
лют интегралланувчи булса, у ^олда F( х)  нинг п марта хоси- 
ласн мавжуд, шу билан бирга

вс
Г*к) (х) =  — 4"  I /  (0 t*e~itxdt, k =  1, п 

, 2 л  J
“ оо

ва бу хосилаларнинг хаммаси |.* |-*-эо да нолга и:ггилади.
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в) Агар /  (х) функция (— оо, оо) ораликда абсолют интегралла-
X

нувчи булиб, | х I —̂ оо да \ f  (t) dt -*■ О булса, у холДа
в

г) Агар / ( х) функция узлуксиз ва |х |-> о о  да нолга ин- 
тилса, / ' (х) эса (— ос,оо) ораликда абсолют интегралланувчи 
булса, у холда

30

— l—  I [  (t)e~u- dt = ----- -- F (х).
У 2 л J  I

— »

Охирги икки формуладан куйидаги хулосани чикариш мум­
кин:

f (x)  функцияни ‘ дифференциаллашга унинг алмаштирил-
ган F (х) ф ункциясинннг— j -  га купайтирилгани жавоб беради,
интеграллашга эса унинг шу мн^дорга булингани жавоб бе­
ради.

Мисол сифатида Фурье алмаштириш ларини баъзи ннтеграл- 
ларни хисоблашга ^уллаймиз.

1-м и с о  л. /  (х) =  е~1,х (а >  0, х > 0 )  функция берилган булсин. 
Бу функция барча х >  О лар учун интегралланувчи ва хамма жойда 
хосилага эга. Булаклаб интеграллаш ёрдамида Фурьенинг синус 
ва косинус-алмаштиришларини топамиз:

_ эо

f ( ') =  l  j  C0S ,U =  а Т Ь ’
О
— со __

ф(<) = V i  j е~°“ sin ludu = V « гЬ-
о

У холда (30.6) ва (30.4) формулалар ^уйидагиларни беради:

е - « х =  г а . Г  ш . х > 0 ;
л ,] о> +  <>

о

е- ' = Д Т  ^ - d t ,  х >  0 .
я.) «1 +  1<



2- м и с о л.
1, 0 <  х <  а учун, 

/ ( * ) = .  у ,  х =  а учун,

О, х >  а учун

булсин. Фурьенинг косинус- алмаштириши куйидаги куринишга эга 
экани равшан:

1. Фурье интегралн деб нимага айтилади?
2. Функцияни Фурье интеграли билан тасвирлаш шартини курсатинг.
3. Ж уфт ва тоц функциялар учун Фурье интеграли ^андай ёзилади?
4. Фурье ннтегралининг комплекс шаклини ёзинг.
5. Комплекс шаклдаги Фурье цаторнни ёзинг.
6. Фурье алмаштиришларинннг таърифини беринг.
7. Фурьенинг синус- ва косинус-алмаштиришлари ннма?
8. Фурье алмаштиришларинннг хоссаларинн айтинг.

а

0
бундан (30.6) га биноан

Оо
2 [* sin at соях/ 
гт )  t

о

’ 1, 0 <  х <  а учун, 

d t — у ,  х =  а учун,

О, х  >  а учун.
Хусусан, х =  а да

сс

dt.
о

. о

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р



1 0 - 6  о б

К А Р РА Л И  И Н Т Е ГРА Л Л А Р

1-§. Икки улчовли интеграл ва унинг хоссалари

Бир узгарувчининг функцияси дифференциал хисоби тушун- 
чалари ва усуллари 7- бобда исталган сондаги узгарувчининг 
функцияси учун жорнй килинган эди. Интеграл ^исобнинг асо­
сий гояларини .\ам куп узгарувчили функцияларга кучнриш 
мумкин, бу фикр энг аввал интегралиинг ани1\  турдаги йипш - 
дининг лимити эканлиги хакидаги гояга тегишлидир.

Оху  текисликда L чизик билан (ёки бир неча чизи^ билан) 
чегараланган ёпи^ D  соханн цараймиз. Шу со.\ада узлуксиз

функция берилгаи булсин. 1\уйидаги ам алларни  бажарамнз:
1) D со.\ани хар ^андай чнзиклар билан (хусусий ^олда бу 

чизиклар Ох ва Оу  координата уцларига параллел тугрн чи- 
знцлар булиши мумкин) п ихтнёрий киемга буламиз:

бу кисмларнн элементар юзчалар  деб атаймиз ва шу символ- 
ларнинг узи билан тегншли юзчаларнинг юзларини белгилай- 
миз.

2) Бу А S- юзчаларнинг .\ар бирида биггадан Pi (х{, y t) нуцта ола­
миз, бу нукта юзчага тегншли булиши шарт. п та нуктага эга була­
миз (24- шакл):

z ^ f ( P )  ёки z =  /(a t, у)

Л  (*i, Р., (я>, у 2), • •• ч (Xjt У[)> • • •» Р п (,хп, у п).

3) Танлаб олинган ну^таларда
2 =  f(P)  =  f (х, У) функция кий- 
матларини хисоблаб, ушбуга эга бу­
ламиз:

24- шакл.
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4) Ушбу куринишдаги купайтмани тузамиз: f  (Р() Л S £ =  /  (xit y j  • A S t .
П п

5) Бу купайтмаларни йигамнз: V  f (р.) Д 5 . =  V  f ( X[, у-) • A S t .

Бу йириидини 2 — f (Р) =  f (х, у ) функция учун D сохада интеграл 
uuFundu деб атаймиз. Бу интеграл йигинди бир хил п да D со- 
хани AS:- ларга  булиш усулнга ва хар бир цисм ичида Р, нук-
тани таилаш га боглшу

Шундай ^илиб, тайинланган п да интеграл йигиндилар кет­
ма -кетлигига эга буламиз. п-*~ос да ASZ- юзчалар диаметрла- 
рикинг энг каттасн нолга интилади деб ф араз ь^иламиз (юзча- 
нинг чегарасидаги нукталар орасидаги масофалардан энг кат- 
таси шу юзчанинг диаметри деб аталади).  куйидаги  тасди^ 
Гринли.

Т е о р е м а .  Агар чегараланган ёпиц D сохада z = f ( P )  =  
—f(x, у) функция узлуксиз булса, у  холда бу  сохани цисмларга  
булиш сонини ДS; юзчалар диаметрларининг энг каттаси нолга 
интиладиган /\илиб катталаштирилганда (п-+-ос)

куринишдаги интеграл йипшдиларнинг лимити мавжуд булади.
Бу теоремани исботсиз ^абул циламиз.
Бу лимит D  сохани A S t- цисмларга булиш усулига хам, хар ^ай- 

си н;исм ичида Р- нуктани танлаш усулига хам бор лик; булмайди,
2 =  / (P )  =  /(x, у) функциядан D со.\а буйича олинган икки улчовли 
интеграл дейилади вз бундай белгиланади:

Шундай килиб, таъриф ва белгилашларга биноан ушбуга эгамиз:

П п

V /(/>,.) Д 5 , . =  V /(*,-, у,) А 5 ,

D D

п
И ' f (P )d S  =  lim V f ( p . ) A S t.
v j  maxdiam Д 5 ;  -*0maxdiam Д S(  -*0

еки
f j  f(x,  y ) d S  =
D nn

Бунда D  интеграллаш сохаси, 
f  ( P ) — f  (x, у) интеграл остидаги 
функция, /  (P) aS =  f (x, y) dS  ин­
теграл остидаги ифода, x, у  инте­
граллаш узгарувчилари, dS  юз эле­
м е н т  дейилади. 25- шакл.

X
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Икки улчовли интеграл D сохани кисмларга булиш усулига бог­
лик булмаганлиги учун уни координаталар уцларига параллел тутри 
чнзиклар билан томонлари A xit A га тенг булган тутри туртбур- 
чакларга булиш мумкин (25- шакл), бунда

AS,  =  \ X i  Ayt.
Икки Улчовли интегралиинг таърифига биноан:

П

\ \ f (*, У) dS  =  lim V  /  (*., y t) A*. A yL.
J m*xdiam Д Si  -*QО * 1 i=l

Шунинг учун икки улчовли ннтегрални

\ \ /  (*, у) dx dy
и

каби белгнлаш мумкин.
Шундай килиб,

П

\ f }(х, у) dxdy =  lim V  f (*., у {) A x i A y L.
«--J m axd iam A S/ -*0 ■f- ,D  ‘ i =  l

dxdy  нфода юзнннг декарт коордннаталаридаги элементи дейи­
лади.

Икки улчовли интегралиинг геометрик маъносини аниклаш 
учун куйидаги тушунчани киритамиз.

Т а ъ р н ф .  D соха, тенгламаси z = f ( x , y )  дан нборат о сирт, 
нуналтирувчисн z  .\амда ясовчилари Oz укка параллел булган 
цилиндрик сирт билан чегараланган жнем цилиндрик жисм деб 
аталади.

Агар D сохада f(x,  у ) ^ 0 булса, у холда хар бир
/(Я,) А $ , =  /(*,., tJi) A Si

кушилувчини асоси A S- дан, баландлнги эса f { P{ ) =  /(*,-, y t) дан 
иборат кнчкина цилиндрик жиемнинг хаж.ми сифатида геометрик тге- 
вирлаш мумкин (26-шакл). Бу холда

V / (p . ) A S , . =  V  f(xit y ^ S i
1 /-I

интеграл ниринди курсатилган цилиндрик жисмларнинг .хажм- 
лари пигиндисидан, бошкача айтганда, бнрор зинаиоясимон ци­
линдрик жиемнинг хаж мидан иборат булади. f ( P ) = f ( х, у )  функ- 
циядан D соха буйича олингаи икки улчовли интеграл цуйидан 
D соха билан, юкоридан эса z  =  f ( P ) = f ( x ,  у)  сирт билан чега­
раланган цилиндрик жиемнинг V хажмига тенг булади:

V =  f f  f ( P ) d S  =  f f  i(x, у) dS,
D l>
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бунда D coxa z =  /(/>) =  /(* ,  у) 
сиртнинг Oxi/ текисликдаги проек- 
цкяснднр. Иккн улчовли интеграл- 
нинг геометрнк маъносн шундан 
иборат.

Агар D сохада интеграл ости* 
даги функция f ( P ) = f ( x ,  у )  = 1  
булса, у холда иккн улчовли 
интегралнинг кнймати сон жнхат- 
дан ннтеграллаш сохаси D нинг 
S  юзига тенг булади:

S  =  f j* dS  ёки 5  =  f f dx dy.
*D

(1.1)
Агар интеграл остндаги функ- 26-шакл.

ция f (P)  = f  (дг, у)  сохада масса
таксимланишининг зичлигн булса, у холда иккн улчовли 
теграл D пластннкага жойлашган модда массасн т ни 
ради:

ин-
бе-

т =  f  | f  (Р) dS  =  f f  f  (х, у) dS. (1.2)
' d  d

Икки улчовли интегралнинг механик маъноси  шундан ибо­
рат.

Иккн улчовли интеграл аниь; интегралнинг ^амма хосса- 
ларига эга, икки улчовли интеграл анн^ интегралнинг бевоснта 
умумлашмасидир. Иккн улчовли интеграллар хоссаларннинг 
исботн аниь; интегралнинг мос хоссаларинн исботлагандек ба- 
ж арнлади. Illy сабабли иккн улчовли интегралнинг хоссалари- 
ни. баъзи холларда геометрнк интерпрнтациялаш билан чекла- 
киб, исботсиз келтнрамиз.

1- х о с с а .  Узгармас купайтувчнни иккн улчовли интеграл 
белгисидан таш карига чи^арнш мумкин, яънн агар k — узгар­
мас сон булса, у ,\олда:

f f  k /  (дг, у) dS  =  k f \ f ( x , y ) d S . '
*D 'D

2 - x о с  с а. Бир неча функциянинг алгебраик йигиндисидан 
олинган иккн улчовли интеграл кушилувчилардан олинган ик­
кн улчовли ннтегралларнинг алгебраик йигинднсига тенг (нк- 
кнта ^ ш и л у в ч н  булган хол билан чекланамиз):

jj* (/ (дг, y ) ± q  (дг, у)) dS  =  f f  f  (дг, у) dS ±  \ \ <р (дг, у) dS.
D Ъ "  D K

3- х о с с а. Агар D  ннтеграллаш сохаси бир нечта цисмга 
булинса, у .уэлда бутун со^а буйича олинган иккн улчовли ин­
теграл >̂ ар ь^айси цнсмдан олинган икки улчовли интеграллар
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йигиндисига тенг (иккита к.исм 
булган .\ол билан чекланамиз, 
27- ш а к л ) :

j j  I (X, у) d S = [ \ ! (Х,  у) d S  +
D 'd \

+  j j  I (x, у) dS.
/>.

4 - x o c c a .  Агар интеграллаш 
сохасида интеграл остидаги функ-

2 7 - шакл. ция уз ншорасини узгартирмаса, у
холда икки улчовли интеграл шу 

ишорани саклайди, бошкача айтганда, агар D сохада /  (х, у ) > 0  булса, 
у холда f \ /(л-, у) dS >  0; агар D сохада /  (х, у) ^  0 булса, у >;ол-

о

да
f \ f ( x ,  у) d S <  0 .

5- х о с с а. Агар интеграллаш сохасида иккита функция би­
рор тенгсизликни каноатлантирса, у .уэлда бу функциялардан 
олинган икки улчовли интеграллар .хам шу тенгсизликни кано- 
атлантиради, бонл^ача айтганда, агар D сохада f(x,  у)  (х,у) 
булса, у холда

f \ /(* , у) dS  >  j j  <р (х, у) dS.

У р т а  ц и й м а т . ^ а к и д а  т е о р е м а .  Агар f(x,  у )  функ­
ции ёпиц чегараланган D сохада узлуксиз булса, у ,\олда б у  со- 
хаОа шундай Ро(х0,у0) нуцта мавжудки, D соха буйича олинган  
икки улчовли интеграл интеграл остидаги функцнянинг шу ну^~ 
тадаги цийматини D интеграллаш соуасининг юзи S га купай- 
тирилганига тенг:

И f(x,  у) dS =  f ( x 0, у 0) S.

Бу теореманинг геометрик интерпритацияси цуйидагидан 
иборат: агар D сохада f ( x , y ) ^ 0 булса, у холда цилиндрик 
жисмнинг хажми шундай цилиндрнинг хажмнга тенгки, бу ци- 
линдрнннг асосн цилиндрик жисмнинг асосн D га, баландлиги 
эса интеграл остидаги f ( x , y )  функцнянинг D  соханинг бирср 
Р 0 (xQ, //0) ну^тасидаги /  (х0, у 0) кийматига тенг. Функциянннг

Г (' /  (X, у) dS

/С*о. Уд =

киймати f(x,  у) функцнянинг D  сохадаги урта киймати дейилади 
(28- шакл).
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И н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а и г а н л и г и а к и д а т е о ­
р е м а .  Агар f ( х, у )  функция ёпиц D со.\ада узлуксиз ,\амда М 
ва т — унинг шу со.\адаги энг катта ва энг кичик кийматлари 
билса, у  \о л д а  икки улчовли интеграл энг кичик цийматнинг D 
интеграллаш сохаси S юзига купайтмаси билан энг катта кий- 
матнинг шу юзга купайтмаси орасида ётади (яъни функция 
чегараланган булса, икки улчовли интеграл ^ам чегараланган- 
дир):

m ■ S  <  \ J f (х, у) dS  <  .VI • 5.
'd

Бу теореманннг геометрик ннтериритацияси бундай: агар 
D сохада }(х, у ) ^ 0 булса, у ^олда цилиндрик жисмнинг хаж- 
ми асослари шу цилиндрик жисмнинг асоси D га, баландлик- 
лари  эса мос равишда D со.\ада энг кичик m ва энг катта М 
^нйматларга тенг булган цнлиндрлар хажми орасида ётади 
(29- ш акл).

М и с о л .  куйидаги  икки улчовли интегрални ба.^оланг:

I 1 -р/* 1 — х2 — у 2 dS,
D

бунда интеграллаш сохаси D маркази координаталар бошида булиб, 
радиуси г — 1 га тенг доирадан иборат. Шунингдек, интеграл ости-
даги г  — л 1 — .v2—у2 функциянинг D сохадаги урта кийматини то­
пи [{Г.

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция маркази координаталар 
бошида, радиуси г =  1 булган ю^орн ярим сфера шаклида гео­
метрик тасвирланади. Равшанки, бу сохада М =  I ва т  =  0 га  
эгамиз. Интеграллаш сохаси D дойра булиб, бу донранинг юзн
5  =  лг2 =  .-х12 =  .-х (кв. бирлик). Бахрлаш  хакидаги теоремани 
Куллаб, куйидагини топамиз:
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О я <  f J V^l — a*2—у 2 dS  <  1 - л.
*]d

Демак, икки улчовли интеграл- 
нинг киймати

тенгсизлнкни каноатлантиради.
Z =  Т I — А2 — у 2 функциянииг 

урта киймати ,\а^идаги масалани 
ечиш учун олдин маркази координа­
талар бошида, радиуси г =  1 бул­
ган D доирада

30- шакл. И  у  1— a 2 — y 2 dS

интегралиинг кийматини топамиз.
Икки улчовли интегралиинг геометрик маъносидан бу кий- 

мат радиуси r =  1 булган юкори ярим сферанннг ^ажмига тенг, 
шу сабабли

' ' |  1 — а* — у 2 dS — — л  (куб. бирлик).
V  3

Энди урта ниймат хакидаги теоремани куллаб, функциянииг урта 
кийматини топамиз:

/  (*о» У»)

2
— я  3__

я

Функция урта ^ийматларига эга буладиган нуцталарнн то­
пиш ^ам ^ийин эмас:

> 1 — а2 — у 2 — —, бундан х2 - f  У2 =  — •
V ч/

Шундай килиб, функция урта кийматига

А -г У' =  — 
*  9

айлана нуцталарида эришади (30-шакл).

2 -§ .  Уч улчовли интеграл ва унинг хоссалари

Уч улчовли интеграл ^ам икки улчовли интегралга ухшаш. 
аниь^ланади. Энди фазонинг бирор ю сохасида ва шу соханинг
о чегарасида аншутанган учта узгарувчининг узлуксиз функ­
цияси
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и =  Д Р) ёки u =  f (.х, у , г)
ни караймиз. Куйидагиларни бажарамиз:

1) (о соха и и хар хил сиртлар (хусусан бу снртлар координаталар 
текисликларига параллел текисликлар булиши мумкин) билан п та 
кхтиёрий жисмга буламиз:

Асо„ Дсо2.......... Дсо,-.............Да>п,

бу жисмларнн биз элементар .^ажмлар деб атанмиз ва тегишли жисм- 
ларнинг ^ажмларини хам худди шундай белгилаймиз.

2) fy p  бир Д со,- (i =  1, п) элементар хажмдан биттадан PL (х,-, у{ t 
г.) нуцта олиб, п та нуцтага эга буламиз:

Р 1 (■'■1» Х/i» î)» Рг (-̂ 2* Уз* *■>), • • •*
(*i* Уг Рг\ (Ха* Уп* *г)-

3) Танлаб олинган ну^таларда и =  f (Р) — f (х, У, z) функцнянинг 
^ийматларини хисоблаймиз:

f  (Pi) =  f  (*i* i/i. *i). /  (Л ) =  f  (*2, г2)..........
/(P ,)  =  f (xit y it *,-).......... f ( Prl) =  /  (xn, zn).

4) Ушбу
/(P,-) До,- = /(x ,- ,  2t) Д CO;

куринишдаги купайтмаларни тузамиз.
5) Бу куиайтмаларнинг йигиндиснни хосил киламиз:

П П

V  /  ( Р .) Д о .  =  V  f ( xh у.,  ?,-) Д со,-.
/=! »=1

Бу йириндини со со.\ада ы =  /  (Р) =  /  (х, //, г) функциялар учун ин­
теграл йигинди деб атаймиз. /г нинг тайинланган кийматларида бу 
интеграл йигинди о) со.\ани Дсо,- ^исмларга булиш усулига ва хар 
бир бундай цисм ичида Р, (х,-, y r  z[\ нуцтани танлаш усулига бор- 
лик;. Шундай цилиб, тайинланган п да интеграл йдаиндилар кетма- 
кетлигига эга буламиз. Д со,- элементар хажмлар диаметрларининг энг 
каттасн (maxdiam Д со,) п оо да нолга интилади деб фараз киламиз 
(Д со,- ^ажмнинг диаметри деб унинг чегарасидаги нукталар орасидаги 
масофаларнинг энг каттасига айтилади). !\уйидаги тасдиц уринли.

Т е о р е м а .  Агар и =  f (Р) =  f (х, y t z) функция ёпик чегаралан­
ган со сохада узлуксиз булса, у холда б у  сохани Д со ■ кисмларга 
булиш сонининг ортиши билан (п -*■ оо) элементар хажмлар диа- 
мгтрларининг энг каттаси нолга интилса,

V  f (p. )  До,. =  V  f ( x ., у., 2,) Дсо,- 
« = ! «-1 

куринишдаги интеграл йигиндиларнинг лимити мавжуд булади.
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Бу лимит со сохани Д tot- цисмларга булиш усулига хам, \а р  бир 
кием ичидан Р.- нуктани танлашга %ам боглик эмас.

Бу лимит и — / (Р) =  f (v, у, z) функциядан со соха буйича олин­
ган уч улчовли интеграл дейилади ва бундай белгиланади:

f \ \ f (Р) d ( o = \ \  \ f (х, у , z) d со.
(Ьv о

Шундай килиб, таъриф ва белгилашларга мос равишда ушбуларга 
эгамиз:

П
\ \ \ f (Р) f l (o =  lim V  /  ( Р  ) д  о,.

J  •  ̂ max diam До>; ~«0о * 1=1
ёки

Г f Г /  (.v, у,  z ) d ( o =  lim У  /  i/t-, г.) Д со,.
J  • J  max diam Д ti>/-*0<j) * 1 = 1

Бунда to — интеграллаш сохаси, f (P) =  f (x, y, z) — интеграл остида- 
ги функция, f (Р) dco =  f (x, у, z) du>— интеграл остидаги ифода, d со 
эса хажм элементн деб аталади.

Уч улчоаш шггеграл со сохани кисмларга булиш усулига бог ли ̂  
булмагани учун уни икки улчоати интегралга ухшаш бундай белги- 
лаш хам мумкин:

} ( \ /  (*, У, г) dx dy  dz,
W to

бунда dx dy dz ифода декарт координаталаридаги хажм элементн 
дейилади. Уч улчовли интеграл содда геометрик маънога эга эмас. 
Аммо интеграл остидаги функция со сохада /  (Р) =  /  (х, у, z) =  1 
булса, у холда уч улчовли интегралиинг киймати со соханинг V хаж- 
мига тенг булади:

V =  j* f J  d(o ёки V =  f j j  dxdydz. (2.1)
V ti) о

Агар интеграл остидаги f ( P )  = f ( x ,  у, z)  функция со сохада 
масса та^симланишининг зичлиги булса, у .^олда уч улчовли 
интеграл V хаж мдаги модда массасини беради:

т =  \ \ \  /  (Р) dco =  f \ \ / ( х, у,  г) d со. (2.2)
О) (I)

Уч улчовли интегралиинг механик маъноси шундан иборат. 
Олдинги параграфда икки улчовли интеграл учун айтнб утил- 
ган хоссалар уч улчовли интеграл учун тулалигнча кучнрилади.

1- х о с с а .  Узгармас купайтувчнни уч улчовли интеграл бел- 
гисидан таш карнга чицариш мумкин, яъни k узгармас сон 
булса, у холда:
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f f J  k f  (дг, у, z) d a  =  k f f j  /  (x, y, z) d a .  
to to

2 - x o c c a .  Бир неча кушилувчининг алгебраик йигиндисидан 
олинган уч улчовли интеграл кушилувчилардан олинган уч ул ­
човли интеграллар алгебраик йигиндиенга тенг (иккита КУ* 
шнлувчи булган ^ол билан чекланамнз):

\' f J  (/ (х, У,  г) ±ц> (х, у , z)) d m — f f ( /  (*, у, z) d a  ±
& to

±  \ \ j  ф (x, г/, г) dco.
u (i)

3- x о с с а. Агар интеграллаш сохаси со бир неча кнсмга бу- 
линса, у ,%олда бутун со.\а буйича олинган уч улчовли интеграл 
Хар кайси цисм буйича олинган уч улчовли интегралларнинг 
йигиндиенга тенг булади (иккита кием булган .\ол билан чек- 
л а н а м и з ) :

f j  J  /  (х, у, г) d  со =  \ { \  f (х, у, z) d  со - f  ]  \ f /  (х, у , z) d со.
и) <|>,

4 - х о с с а .  Агар интеграллаш сс^асида интеграл ости да га функция 
уз ишорасини узгартирмаса, у .ч,олда уч улчовли интеграл худди шу 
ишорани сакла}"!ди, чунончн: агар со сохада /  (х, у, z) >  0 булса, у 
т^олда J f j  /  (х, у, z) d a  ^  0, агар со сохада /  (х, у , г) <  0 булса, у

to
^олда J  j  J  /  (х, у, г) d  со <  0.

«о
5 -х о с с а .  Агар интеграллаш ео^асида иккита функция бирортенг- 

сизликии каноатлантирса, у .^олда бу функцнялардан атинган уч ул­
човли интеграл ^ам шу тенгсизликни каноатлантиради, [бошкача айт- 
ганда, агар со сохада /  (х, i/, г) >  ф (х , //, г) булса, у ^олда

J J J  /  (*» 1/, z) da  >  f f j  ф (a, //, г) da.
'to 'to

У р т а  к н й м а т ^ а к и д а г и  т е о р е м а .  Агар f (х, y,z) 
функция ёпин чегараланган  со сохада узлуксиз булса, у  %олда 
бу со\аОа шундай Pq( x0, у0, zQ) ну^та мавжуд буладики, ш сох1а 
буйича олинган уч улчовли интеграл интеграл остидаги функ­
циянинг шу ну^тадаги урта кийматини интеграллаш сохаси со 
нинг V цажмига купайтирилганига тенг:

Я /  /  (х* У* z) d a  =  j  (х0, у 0, z0)-V.
' со

Функциянинг

/  (*о. i/o. zo) — у  J I j  /  (х, у , 2) d a

Кнймати /  (а, у , г) функцияниннг со со^адаги урта циймати дейилади. 
И н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а н г а н л и г и  ^ а  к и д а  т е о -
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р е м а .  Агар f (х, у, г )  функция ёгищ чегараланган  о> сохада 
узлуксиз хамда М ва т лар функциянинг шу со\адаги  энг кат- 
та ва энг кичик циймати булса, у  холда уч улчовли интеграл 
функциянинг энг кичик цийматининг интеграллаш со\асининг
V хажмига купайтмаси билан энг катта циймати М нинг уша  
Хажмга купайтмаси орасида ётади (яъни функция чегаралан­
ган булса, уч улчовли интеграл .\ам чегараланганди р):

M'V <  \ \ j  /  (*. У. г) <  М • V.
ш

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Берилган фуикцнядан берилган со.\а буйича олинган икки улчовли 
интеграл деб нимага айтилади? Унинг геометрик ва механик маъноларини ту- 
шунтиринг.

2. Икки Улчовли ннтегралнинг мавжудлиги ^ацидаги теорема нимадан 
иборат?

3. Ясси шакл юзини икки Улчовли интегрг.л ёрдамида \нсоблаш  форму- 
ласини асосланг.

4. Икки улчовли интегралнинг хоссаларинн айтнб беринг.
5. Икки улчовли интеграл учун урта циймат .\а^идаги теореманн ва инте­

гралнинг чегараланганлнги .\акндаги теоремаларнн ифодаланг, уларнинг 
геометрнк маъноснни курсатинг.

6. Берилган функцнядан берилган со.\а буйича олинган уч Улчовли инте­
грал деб нимага айтилади? Унннг геометрии маъноснни курсатинг.

7. Уч улчовли интегралнинг мавжудлиги ^а^ндагн теорема нимадан нбо-
рат?

8. Жнем ^ажмиии уч улчовли интеграл билан ^нсоблаш формулаеннн асос­
ланг.

9. Уч улчовли интегралнинг асосий хоссаларинн айтнб беринг.
10. Уч улчовли интеграл учун урта циймат .\а^идагн ва интегралнинг 

чегараланганлнги ^ацидагн теоремаларнн ифодаланг.
11. 3466— 3476, 3 5 1 3 -3 5 1 6 -  масалаларни ечинг.

3-§ .  Икки улчовли ва уч улчовли интегралларни кетма-кет 
интеграллаш билан хисоблаш

Икки улчовли ва уч улчовли интегралларнинг интеграл 
йипшдиларнинг лимитлари сифатида берилган таърифлари 
^исоблаш усулларини .\ам курсатади. Аммо бу ж араён  нихоят- 
да узундан-узоь* ва купгина кийинчнликлар билан богли^. И к­
ки улчовли ва уч улчовли интегралларни хисоблаш масаласи 
ам алда мос равишда иккита ва учта аниц интегрални кетма- 
кет хисоблашга келтнрилади.

1. Икки улчовли интегрални хисоблаш. Олднн икки улчовли 
интегрални .\исоблаш масаласини ^араймиз:

/  (х, у) ах dy.
D

D со.^ани цуйндагича деб ф араз циламиз: у у  =  у \ ,(х ) ,  у  =  
=  У2 (х) функцняларнинг графиклари хамда х =  а ва х = Ь  тугри 
чизи^лар билан чегараланган (3 1 -ш акл).  D со^анннг исталган
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ички нуцтаси оркали Оу  у^ига параллел тугрн чнзиклар утка- 
замнз. Бу тутри чизн^ D соханинг L чегарасини иккита Р ва Q 
ну^тада кесиб утади. СРВ  чегарани кириш, AQB  чегарани эса 
чициш. чегараси деймиз.

Т а ъ р и ф .  Агар D со.\а ушбу икки шартни каноатлантирса, 
яъни

а) унинг ички нуцтасидан утувчи Оу yi\i\a параллел ^ар 
цандаи тугрн чнзиц L контурни икки ну^тада кесиб утса;

б) кириш ва чнциш контурларинннг хар бири алохида тенг­
лам а билан берилса, бу со.\а Оу  уци йуналиши буйича мунта­
зам со.уа дейилади.

Оу уци йуналиши буйича мунтазам булган со^а тенгламалар 
системаси билан ^уйидагича берилиши мумкин:

31- шакл. , 32- шакл.

а < Х  <  Ь,

, Ух ( х ) <  У  <  У 2 (х),
бунда

Ух (х) <  Уг (х).
Ох у|\и йуналиши буйича мунтазам булган сохани ^ам 

шунга ухшаш аницлаш мумкин. Бундай соха (32- шакл)
i c < y < d ,
I Xi ( у ) < х <  х2 (у) 

тенгсизликлар системаси билан берилиши мумкин, бунда 
X i ( y ) ^ x 2(y).

Агар таърифдаги шартлардан а^алли  биттаси бузилса, у 
^олда со^а у ёки бу йуналншда номунтазам со%а дейилади. 
Бундай э^олда сохани Оу ёки Ох у^ига параллел тугри чизи^- 
лар билан ^ар бири у ёки бу йуналишга ннсбатан мунтазам 
буладиган цисмларга ажратиш  мумкин.

33- ш аклда Оу  у^н йуналиши буйича номунтазам со^а ми- 
солн келтирилган, чунки бунда биринчи шарт бузилган: бунда 
со\а  чегарасини туртта нуцтада кесадиган Оу у^ига параллел 
тугрн чизиь; мавжуд. Бу со.\ани Оу у^нга параллел тугри чи- 
зи^ бнлан учта D u D2, D 3 мунтазам со.^ага булиш мумкин.
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34- ш аклда Оу  у кига нисбатан номунтазам со^а мисоли бе- 
рилган, чунки бунда иккинчи шарт бузилган: чициш чегараси 
иккита тенглама билан берилган. Оу укига параллел тугри 
чизик билан со.\ани иккита D t ва D2 мунтазам со^ага булиш 
мумкин. Со.\а бир йуналишда мунтазам, иккинчи йуналишда 
номунтазам булиши мумкин. Хар иккн йуналишда мунтазам 
булган со.\а тугридан-тугри мунтазам со.\а дейилади.

33- шакл. 34- шакл.

Энди икки улчовли
Г Г f (х, у) dxdy
Ь

интегралга цайтамиз. D ннтеграллаш сохаси Оу укн йуналиши- 
да мунтазам деб ф араз киламнз. Бундан таш кари интеграл остн- 
даги* функция f(x,  у ) > 0 деб фараз киламнз. Бу икки улчовли 
интегралнинг цилиндрик жисмнинг ^аж ми сифатидаги геомет­
рик мазмунидан фойдаланиш имконини беради, яъни

V =  f f /  (х, у) dx dy
D

тенгликдан фойдаланиш имконини беради.
Энди цилиндрик жисмнинг V хажмини кундаланг кесим- 

лар  усулидан (6- боб, 21-§)  фойдаланиб ^исоблаймиз (35- 
ш а к л ) .

К,аралаётган цилиндрик жисмни Ох укнга перпендикуляр 
булган нхтнёрий x =  const ( a ^ . x ^ b )  текислик билан кесамиз. 
Кесимда MNQP  эгри чизикли трапецияга эга буламиз, унинг 
5 (х )  юзи х  узгарувчининг функциясидир. Жисмнинг хажми, 
маълум ки,

ь
V =  f 5  (х) dx

а

формула билан ифодаланади. Шу формулани биз цилиндрик 
жисм хажмини хисоблашга куллаймиз. Бунинг учун MNQP  эгри 
чизикли трапециянинг юзи булмиш S(X) функция куринишини 
аниклаш к °л ади. М аълумки, бу юзни аник интеграл ёрдамида
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хисоблаш мумкин, бу интеграл­
нинг интеграл ости функцияси 
z = f ( x ,  у)  сирт билан ,v =  const 
текисликнинг кесишишидан ^о- 
сил булган MX  чизик тенглама- 
сидан иборат булади, шу билан 
бирга у  узгарувчи узининг Р 
нуктадаги у \ (х)  ва Q нуктадагн 
у 2(х) кийматлари орасида узга- 
ради:

у» (х)
S (*) =  f /  (х, У) d y ,

Ух (х )

бу ерда / ( л', у)  бир узгарувчи- 
нинг функциясидир, чунки х — const.

Хосил килинган формула цилиндрик жисм кундаланг кеси- 
мининг 5 (а') юзинн ифодалайди. Энди жисмнинг ^ажмини то- 
пиш мумкин:

ь У, (X)
v  =  j’ ( j  /  (х, У) d y ) dx.

а УхЦ х)

Аммо и ккинчи томондан цилиндрик жисмнинг хажмн икки ул­
човли интегралга тенг: V =  \ \  f (х, у) dx dy.  Шу сабабли

и*(х)
f J  /  (х, У) dx dy  =  j  ( f  /  (x, у) dy j dx

Ух (X)

еки
у« (x)

\ \  f (x, y) dx dy  =  \ dx J  f (x, y) dy (3.1)
Ух (x )

Ана шунинг узи икки улчовли интегрални ^исоблаш учун 
изланаетган формуладир. Унгда турган интеграл икки каррали  
интеграл дейилади, шу билан бирга

Ух (X)

f  /  (X, у) dy
Ух (х )

ички интеграл деб аталади, бунда х узгармас хисоблана- 
ди, интеграллаш у  буйича олиб борилади, интеграллаш чегара- 
лари эса умумий .\олда х  нинг функциялари булади (узгармас 
булишларн хам мумкин). Ички интегрални ^исоблаш натижаси 
умумий ^олда х нинг функцияси булади. Бу натижа ташки ин­
теграл учун интеграл ости функцияси булади, ташки интеграл х 
узарувчн буинча а дан b гача чегараларда ^исобланади.

(3.1) формула D сохада на ф акат  f(x,  у ) > 0 булгандагина,
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балки f ( x , y ) < 0 булганда ^ам ёки f (х, у) D со.\ада уз ишора- 
сини узгартирганда хам туррилигича цолади.

1 - э с л а т м а .  Агар D интеграллаш сохаси Ох  уки йунали- 
ши буйича мунтазам булса, яъни уни

j c < y < d ,
\ x t ( у ) <  х <  х2 (у)

тенгсизликлар системаси билан бериш мумкин булса, у холда 
иккн улчовли интегрални ^исоблаш учун куйидаги формулага 
эга буламиз:

4. х.г1у)
\ Г f (х, у) dx dy  =  j* dy  t' /  (x, y) dx. (3.2)
D с Xi (y)

Бунда ички интеграллашда у  узгарувчи узгармас деб хисобла- 
нади. Бу интеграллашнинг натижаси у мумий ,\олда у  узгарув- 
чининг функцияси булади, шундай кейин уни с дан d  гача че- 
гарада у  буйича интеграллаш керак.

2 - э с л а т м а. Ташки интегралнинг интегралланиш чегара- 
лари доим узгармас булади.

3 - э с л а т м а .  Агар D интеграллаш сохаси номунтазам бул­
са, уни бир неча мунтазам сохаларга булиш, бу сохаларнинг 
>*ар бирида икки улчовли интегрални ^исоблаш ва шундан ке­
йин натижаларни ж ам лаш  керак. Мазкур бобнинг 1- § идаги
3- хоссага кура D со^а буйича олинган интеграл шу йириндига 
тенг булади.

4- э с л а т м а. Агар интеграллаш сохаси D
а <  х <  Ь, 
с i j

турри туртбурчакдан иборат булса, у ^олда (3.1) ва (3.2) фор­
мулалар куйидаги куринишларни олади:

b d

j  \ f (*, У) dxdy  =  j  dx j' f (x, y) dy,  (3.3)
D a с

f j* f (x, y) dxdy  =  [ dy  j* /  (x, y) dx. (3.4)
D c a

1- м и с о л .  Агар p зичлик пластинканинг исталган нуцта- 
сида р =  х +  у  формула билан берилган булса,

( 1 < у < 3
тенгсизликлар системаси билан берилган пластинканинг т 
массасини ,\исобланг.

Е ч и ш .  Икки улчовли интегралнинг механик маъносидан 
келиб чнкилса, бу масала р дан олинган икки улчовли инте- 
гралга тенг ( ( 1.2) ф ормула):

102



т =  Г Г (х +  у) dx dy ,
'l!

бунда D  — томонлари
х =  1, х  =  2, у  =  1, у  =  3 

булган тугри туртбурчак бнлан че­
гараланган соха.

D интеграллаш со^асини тас- 
вирлаймиз, у Ох  у^и йуналиши 
буйича хам, Оу  уки йуналиши 
буйича ^ам мунтазам. Интеграл- 
ни хисоблаш учун (3.3) форму- 
ланн ^уллаймиз (3 6 -ш акл):

т  =  J  J  (х +  у) dx dy  =  j  dx f (X У) dy.

Олдин ички ннтегрални ^исоблаймиз, унтя X узгармас деб >̂ и- 
собланади: ■'«да

з з
f ( х +  У) d y  =  Г (х +  у) d  (,v -f- у)  ^  ±  и  +  У)2 Г =
- У п I

=  4 (x +  3 f - i  ( х + | ) ^ 2 ( х + 2).

Демак,

т =  Г 2 (х +  2) dx =  (х 4- 2)2 32 =  7.

Биз (3.4) формуладан фойдаланганнмизДа *ам шУнДа*> нати- 
ж ага эрншган булардик:

з 2
т =  \ dy  f (х 4- у) dx =  7 .

Г i
2- м и с о л. 1\уйидаги  сиртлар билан цега р алангаи жисм 

хажминн топинг:
,22 =  4- у \  2 =  0 , у X

Е ч и ш .  Берилган жисм цилиндрик У юкоридан
z = x 2 +  y 2 айланма параболоид, куйидан /^=0  координаталар 
текислигн, ён томонлардан ясовчнлари О* УКига параллел 
булган у  =  х2, х =  у 2 параболик цилиндрла р би-'1ан чегараланган. 
Унинг хажми V ушбу

V =  f f /  (х, у) dx dy

формула буйича хисобланади.
Ж исмни юь^оридан чегараловчи 

г  =  х2 +  у 2 интеграл ости функцияси булади * Р  интеграллаш со-
СИрТНинг тенгламаси
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1,
*2<  у  <  УХ

^аси эса г  =  О текисликдаги 
у =  х2 ва х =  у 2 параболалар  би­
лан чегараланган шаклдан ибо­
рат булади. Цилиндрик жисмни 
юь;оридан чегараловчи z  =  x2+ y 2 
параболоиднннг цисми худди шу 
со.\ага проекцияланади (37- 
ш акл).

D со.\а мунтазам, уни цуни- 
даги тенгсизликлар системаси би­
лан бериш мумкин:

еки | 2 г —
I у г<  х <  V у  .

Шундай килиб,

У = Ц  (х* +  У2) d x d y
D

интегрални хисоблаш учун (3.1) ва (3.2) формуладан исталга- 
нини куллаш мумкин. (3.1) формулани цуллаймиз:

1'х

Олдин ички интегрални хисоблаймнз, унда х узгармас деб 
собланади:

Ух
J (■X2 +  у2) dy  =  (xhy -ь 1  у * )
х*

Демак, V =  (V /_ -f- ~  к " 2— г* — х° j dx =

» * 5/2 1 а/2 1
=  х Н—  х — х* — - X е.

з з

= (1 х'Г ~ + ± х*/2_± д-В------ L
1 ~ 15 5 21

1_ j  _2_____1_____1_ =  _6_
О 7 15 5 21 35'

Шундай ^члил, бэрлтган жисмнлнг хзжми: V =  —- (куб бирлик).
35

(3.4) формуладан фэлдаланилса хам шу натижага эришиш мум­
кин:

1 1 у
V =  \ d y  f  (x- +  y'-)dx =  -'3

3 - м и с о л .  Ушбу
/ =  ГГ /  (х, у) dx dy

о
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икки улчовли интегрални икки каррали интегралга келтирннг, 
бунда D — (/ =  0, у  =  х2, х-\-у =  2 чизи^лар билан чегараланган 
со^а.

Е ч и ш .  D интеграллаш со^асини тасвирлаймнз (3 8 -ш акл). 
Бу Ох у ки йуналишидаги мунтазам со^а, уни

1 vry  < х < 2 — у
тенгсизликлар системаси билан бериш мумкин, шу сабабли
(3.2) формулага биноан:

2 X

38- шакл. 39- шакл.

! 2—у

I =  ( d y \  /  (х, у) dx.
о Y7

Агар интеграллаш тартиби узгартирилса, у .^олда натижа- 
ни бир интеграл куринишида ёзиб булмайди, чунки D со.\а Оу  
;уци йуналнши буйича номунтазам со.^а (ОВА чикиш чегараси 
з^ар хил кисмда >;ар хил тенгламага эга). D со.\ани иккита D\ ва 
D 2 мунтазам сохаларга буламиз (3 9 -ш акл):

( 0 < х < 1, |  1 ^  2 ,
° 11 \ 0 <  у  <  х2 В3 D*: \ 0 <  у  <  2 — х.

Натижада куйидагига эга буламиз:

/ = ( ( ' /  (-V, у) dx dy =  ) [  f  (v, у) dx dij +  \ \ f  (x, y) dx dy  =
Dt Dt

=  f dx \ f (.v, y) dy  -f- j  dx j  /  (x, y) dy.
0 0 1 0  

Бу мисол интеграллаш тартибнни т$три танлаш цанчалик му- 
^им эканини курсатади.

2. Уч улчовли интегрални хисоблаш. Уч улчовли

j f f  /  (v, у, г) dx dy dz
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ннтегрални ^исоблаш учта ани^ 
ннтегралнн кетма-кет интеграл- 
лаш га келтирилади. со интеграл­
лаш сохаси иастдан z  =  z l (x, у ) 
сирт билан, юкоридан эса г  =  
=  *2 (х, у)  сирт бнлан чегаралан­
ган деб ф араз киламиз. Бу жисм 
Оху  текисликдаги D соната про- 
екцияланенн. D со^а у  =  у \ (х)  ва 
У =  У2 (х) чизнцлар билан (бунда 
У \ ( х ) ^ у 2(х)  ва х =  а, х = Ь  
( а > Ь )  тугри чнзиклар билан 
чегараланган булсин. со жиемнинг ис­
талган ички нуктаси оркали Oz  
укига параллел тугри чизик ут- 

казамиз (4 0 -ш акл).  У со жисм чегарасини иккита Р ва Q нук- 
тада кесиб утади. Уч улчовли интегралиинг киймати

a y t (X) г  t (X. У)

f f f f (х, у, z) dx dy dz =  J  dx \ dy  j* f (x, y, z) dz
<0 * b y , (x) г I (x, y)

формула буйича хисобланишини исботлаш мумкин.
Унгда турган интеграл уч каррали интеграл дейилади. Бу 

ннтегрални хисоблаш учун олдин икки ннтегралнн, х ва у  
ни узгармас деб олиб, z  узгарувчи буйича интеграллаш керак. 
Хисоблаш натнжаси х ва у  га боглик булган функциядир. Бу 
функция урта интеграл учун у  буйича интеграл ости функция­
си булади, бунда х узгармас деб ^исобланади. Ни.\оят, нккин- 
чи интеграллаш натнжаси ф а^ат  х  га боглик функция булади. 
Уни Ь дан а гача чегарада ннтеграллаб, уч улчовли интеграл- 
пинг кийматини топамиз.

4- м и с о л. Ушбу

1 -  \ \  \ (х +  у +  z) dx dy dz
(О

уч улчовли ннтегрални хисобланг, бунда со — координата те- 
кисликлари ва x + y + z = \  текислик билан чегараланган жисм.

Е ч и ш. со интеграллаш сохасини ва унинг Оху  текисликда- 
гн D проекцияснни ясаймиз (4 1 -ш акл).  со сохада ушбу тенг- 
сизлнкларга эга буламиз:

( 0  1,
0 <  £/ <  1 — X,

■ 0 <  z <  1 — х — у.

Шундай килиб, уч улчовли интеграл уч каррали интегралга
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41- шакл.

/  =  j* dx j* dy  f (x +  у  +  z) dz 
o' o o

формула оркали келтирилади. Ички интегрални хисоблаймиз, унда z 
интеграллаш узгарувчиси, х ва у  узгармас деб хисобланади:

\ - x - y

| (х +  У +  z) d z =  j  (x + y  +  zУ
1— X—у 

О

=  \  { х + у + \ - х - у у - ±  (X +  у ?  =  ~  ( 1 - ( * + у ) ‘).

Энди урта интегрални хисоблаймиз, бунда у  интеграллаш узгарув­
чиси, х эса узгармас деб .\нсобланади:

1 - X 1-х

О
j \  (1 — (Х +  У)2) d y =  1  (у  — ^  (х +  у )3j

о

( -  Г  **) =

=  ^  (1 — v3 i = -  ( — X8 — х  +  —V
2 \  3 3 J 2 [ 3  3 }

Ни.\оят, ташки интегрални хисоблаймиз:
I

/ = J t  [ i * - x + i ) d x = i
о

+  -  *) 1 = - i  ( J - - 1 +
3 / о  2 V 12 2 3 ) 8
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У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р  

!. 1\андан соха мунтазам со.\а дейилади?
2. Икки улчовли интегрални мунтазам со^а буйича иккн каррали интеграл 

ердамида .хисоблаш формуласини чикаринг.
3. Номунтазам со.\а булганда икки улчовли интеграл ^андан ^исоблана-

ди?
4. Уч улчовли интеграл уч каррали интеграл ёрдамида кандай хнсоблана-

ди?
5. 3485— 3497, 3506— 3512, 3517— 3524- масалаларни ечинг.

4- §. Икки улчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш

Биз аник; интегралларни хисоблашда узгарувчиларни а л ­
маштириш усули мухим эканини биламиз. Шу усул ёрдамида 
интеграл остндагн ифодани бошка осон интегралланадиган 
ифода билан алмаштириш мумкин. Икки улчовли интеграллар 
учун шундан усул ни цараймиз.

z = f ( x ,  у)  функция бирор ёшщ чегараланган D сохада у з ­
луксиз булсин. Бундай функция учун икки улчовли

f \ f (х> У) d x d y  (4.1)
D

интеграл мавжуд.
Интегралда

х =  х (и, v), у  =  у  (и, v) (4.2)
формулалар ёрдамида янги и, v узгарувчиларга утамнз, (4.2) 
ф ормулалардан и, v узгарувчиларни ягона усул билан топиш 
мумкин булсин:

и =  и (х, у), v =  v (х. у). (4.3)

42- шакл.

(4.3) формулалар ёрдамида D сох.анинг \ а р  бир Р ( х , у )  
ну^тасига (Оху  координаталар текислнгинннг) янги _  0 \u v  
тугри бурчаклн координаталар системасидаи бирор Р{и,  v) 
ну^та мос келтнрилади. Хамма Р(и,  и) нукталарнинг туплами 
Г) ёпи^ чегараланган сохани ^осил цилади (4 2 -ш акл). (4.2) 
формулалар координаталарни алмаштириш формулалари, (4.3) 
формулалар эса тескари алмаштириш формулалари дейилади.
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Агар (4.2) функциялар D сохада узлуксиз биринчи тартибли 
хусусий ,\осилаларга эга булса ва агар шу сохада детерминант

дх дх

1 =  ди dv Ф О
ди ду  

ди dv

(4.4)

булса, у холда (4.1) интеграл учун узгарувчиларни алмаштириш 
формуласи уринли:

f \ f (х, у) dxdy =  И /  {х (и, v), у  (и, v)) l/| dudv. (4.5)

/  детерминант х =  х(и, v)  ва у  — у(и, v )  функцияларнинг и ва 
v узгарувчилар буйича функционал детерминанти дейилади. 
У шунингдек немис математиги Якоби номи билан якобиан деб 
^ам аталади.

1-м и с о л. Ушбу

интегрални хисобланг, бунда D ушбу
х +  у  =  \, х + у  =  2, 2х — у  — 1, 2х — у  =  3

тугри чизшугар билан чегараланган со>;а.
Е ч и ш .  Интеграллаш со^асини караймиз, у Ох ук йунали­

ши буйича хам, Оу уц йуналиши буйича .^ам номунтазам со.\а. 
Шу сабабли ннтегрални ^исоблаш узундан узок булади, чунки 
D  сохани мунтазам цисмларга булиш (улар учта булади), 
сунгра эса шунга мос учта интегрални хисоблаш керак булади. 
Агар соддагина

D D

\ \ (2х—у) dx dy

(4.6)

V

2 U

43- шакл.
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алмаш тириш лар баж арилса, интегрални хисоблаш анча 0сон- 
лашади. Бундан алмаштириш асосида х +  у  =  1 ва х +  у  =  2 туг­
ри чизи^лар координаталарнинг янги O^iiv системасида и =  1 ва 
и =  2 тугри чизи^ларга утади, 2х— t / = l  ва 2х—у =  3 тугрн чи- 
зи^лар  эса v = \  ва v =  3 тугрн чизиь^ларга утади. D п аралле­
лограмм D тугри туртбурчак билан алмашади, бу эса содда 
интеграллаш сохаси булади (4 3 -ш акл).

Энди /  якобианни хис°блаш  цолади. Бунннг учун х ва у  
Узгарувчиларни (4.5) формула буйича ифодалаймиз:

Х ^~3 +

У  =  1  (2и —  V).

и ва v узгарувчилар буйича хусусий х°силаларни топамиз:
дх _  _1_ дх __ 1
ди 3* ди 3 ’

ду  _  2 ду  _ _ ____1_

ди 3 '  dv 3 ’

уларнинг ^ийматларини эса (4.4) формулага куямиз:

/  =

(4.5) формула буйича * узил- кесил ^уйндагига эга буламиз:
2 з

j | (2х — у) d x d y  =  j | dudv  =  | da | vdv =
U £> I I

2 21 Г* 1 I3 1 л Я I2 4
=  -  — v2 du =  — \ (9 — 1) du =  —- и

3 .1 2 || 6 J v 6 li 3
1 1

К, у т б к о о р д и н а т а  л а р  и. х ва у  декарт координаталари
X =  Г COS Ф, 

у  =  г sin ф
формулалар ёрдамида цутб координаталари г ва ф билан ал- 
машинадиган хусусий х°лни хаРа “ миз» бу амалий татби^лар 
учун мухимдир.

г ва ф узгарувчилар буйича хусусий хосилаларни топамиз:
дх дх

—  =  COS Ф, ГБШ Ф ,
дг 0ф

ди . ду
—  =  sin ф, —  =  Г COS ф, 
дг о»ф
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2Ti (fi 

44- шакл.
бундан

(4.5) формула куйидаги куринишни олади:

\ \ /  (х, у) dxdy  =  f \ f (rcosФ, rsincf) rdrdy.  (4.7)
D D

rdrdy  ифода цутб координаталаридаги юз элемента дейилади.
(4.7) формула купинча D соха маркази координаталар боши- 
да булган

доирадан _иборат булгаида кулланнлади (4 4 -шаклда чапда). 
Бу ^олда D со.\а куйидаги

тенгсизликлар билан аникланади. (4.7) икки улчовли интеграл- 
нн хисоблаш г ва ф узгарувчилар буйича икки улчовли инте­
грални хисоблашга келтирилади (4 4 -ш аклда унгда).

К,утб координаталар системасида цутбнинг жойлашишига 
боглик холда интеграллаш чегараларнни жойлаштириш кои* 
дасини курсатамиз.

а) О кутб ф =  а  ва ф =  р нурлар орасида жойлашган D со- 
Хада ётмасин, бунда ф =  const координата чизицлари чегарани 
иккита нуктада кесиб утспн (4 5 -ш акл).

А'2 +  у 2 <  а-

г=  г(<р)

Р

45- шакл. 46- шакл.
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ARB  ва AQB  эгри чизи^лар- 
нииг кутб тенгламалари мос р а ­
вишда /• =  /*!(<р)ва r =  r2(<f) бул­
син. Берилгаи интеграллаш со^а- 
си учун икки улчовли интеграл­
ни ^исоблаш формуласи куйида­
ги куринишни олади:

D
Г| f (г cos ср, г sin (p)rdrdq> =

47- шакл. =  \ d y  | f (r cos ф, г sin ф) rdr. (4.8)
а Г,«?)

б) О кутб D интеграллаш сохаси ичида ётсин ва ф =  const 
координата чизи^лари чегарани битта нуктада кесиб утснн. 
Чегаранинг кутб тенгламаси г =  г ( ф) булсин (4 6 -ш акл). Бе- 
рилган интеграллаш сохаси учун икки улчовли интегрални ^и- 
соблаш формуласи кунидагн куринишни олади:

j* j /  (г cos ф, г sin ф) гdrd ф =  f d  ф f f(r  со бф ,  г sin ф) rdr. (4.9)
D 0 0

в) О кутб D интеграллаш со^асининг чегараснга тегишли 
булсин, бунда D со.\а ф =  а  ва ф =  р нурлар орасида ётсин 
( 4 7 - ш акл). Чегаранинг КУТ6 тенгламаси г = г ( ф )  булсин. Бе- 
рилган интеграллаш сохаси учун икки улчовли интегрални >;и- 
соблаш формуласи куйидаги куринишни олади:

1 / ( г cosф, r s i n 4>)rdrdy> =  j ^ ф J / ( г с о б ф ,  rs\n(f>)rdr. (4.10)

Чикарнлган (4.8), (4.9), (4.10) формулаларда ички интеграллаш 
узгарувчиси г, ташки интегрални -\исоблаш узгарувчиси эса ф.

2* м и с о л. Устки ярим сфера z =  У 4 — х1 — р ,  2 =  0 текислик 
ва х2 +  у 2 — 2 у  =  0 доиравий цилиндр билан чегараланган жисм 
хажмини хисобланг.

Е ч и ш .  ^ажмини хисоблаш керак булган жисмни ва бу жисм 
проекцияланадиган интеграллаш сохасини тасвирлаймиз (48-шакл).

2я г <ф)

D а о

2 у

У

О

48- шакл.
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Изланаётган хажм: V =  2 I ' \  4 — х2— у 2 dxdy.  Бу интегрални,
D

х ни г cos ф билан, у  ни г sin ф билан, dxdy  ни rdrd ф билан алмаш- 
тнриб, (4.7) формула буйича к у то координаталарида ёзамиз:

V =  2 ff У~4=~г2 rdrdy .
D

Интеграллаш сс^аси чегарасинннг х2 +  у 2 — 2 у  =  0 тенгламаси 
^утб координаталар системасида г =  2 зш ф  куритшл-и олади. 1\утб

л л „Ф =  0 ва ф =  — нурлари орасида жонлашган интеграллаш со.^аси-

нинг чегарасида жойлашганини пайкаган холда интегралга (4 . 10) 
формулани ^уллаб хисоблаймиз:

я /2  2 sin Ф я /2  2 sin <j> I -

V =  2 j ' d f p j  Y 4 — r2rdr =  — 2 • j ‘ d y  [  (4 — r2) :d(4 —
о 0

Л

_I6
3

0
lt/2

/ • о  2 sin ф 9 A 2 2
— r2) =  — J - ( 4 — r2)  ̂ d(p =  — j  j [(4 — 4 s i n ^ )  — 4 ] ^ ф =  

о о
3 3 —Я/2 _  —  2

=  — ~  j 4 [(1 — s in ^ )  — 1]^ф  =  — -8 j (cos3ф — 1)^ф  =

2 я/2

cos2ф cos ф ф — | d ф

о
л/2

= ------- [ j (1 —sin2 ф) ^  (sin ф ) —
о

Л/2
1 _ 1 _ ± _ £ \
'о 3 1 3 2 '

16 £1' \-3 U 2 J' 3 \ 2 з )
Шундай ^илиб, изланаётган хажм: V =  —  I — — — i (куб. бнрлик).

3 \ 2 3 /
3*м и с о л .  Ушбу

(х2 +  у 2)3 =  Ал +  У4
чизш\ билан чегараланган шакл юзн- 
ни топинг.

Е ч и ш.  Чизиц тенгламасида х 
ни г cos ф билан, у  ни г з т ф  билан 
алмаштириб, цутб координаталарида 
ёзамиз:

г =  — У  3 +  cos 4 ф
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Шу чизик билам чегараланган сохани тасвирлаймиз (49- шзкл). Бу 
соханинг симметрчклиги хамда ( 11) формулага биноан изланаетган 
юз бундай ифодзланади:

5  =  811 dx dy.
D

К,утб координаталарида dx dy  =  rdrd ф, шу сабабли:
1

я/4  '  3 +  cos 4

5  =  8 ("J rdrd ф =  8 f d  <p f rdr =
Ъ о о

nJA f i  T  »’з -t- cos ■» «

- 8 J 7 1. =  4J T
(3 +  cos 4 ф) d ф =

= ( (3 + со$4ф)^ф =^3ф +  jsin4<pj
_ т л -

3 л
Шундай килиб, изланаетган юз S — —  (кв. бирлик).

4

5-§. Уч улчозли интегралда узгарувчиларни алмаигириш

Уч улчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш хам 
икки улчовли интегралдагидек амалга оширилади. f { x , y , z )  
функция фазонинг бирор чегараланган ёпиц а> со.\асида узлук­
сиз булсин. Бундай функция учун уч улчовли

j . f j  /(*. У, г) dxdy'dz  (5.1)
О)

интеграл мавжуд. Ушбу
х =  х (и , v , w), у  — у  (и, v , w), z =  z(u,  v, w) (5.2)

формулалар ёрдамида интегралда янги и, v, w  узгарувчилар- 
га утамиз. (5.2) ф орм улалардан и, и, w ларни ягона усул би­
лан аниклаш мумкин булсин:

и =  и{х, у, z), v =  v(x, у , г), w =  w(x,  у  z). (5.3)
(5.3) формулалар ёрдамида со со.\анинг >̂ ар бир P(x,y, z)  

ну!\таснга координаталарнинг 0 \u v w  системасидан бирор 
P ( u , v , w )  ну^та мос 1\уйилади. Хамма P ( u , v , w )  ну^таларнинг 
туплами фазонинг чегараланган ёш щ со со.\асини ташкил ци- 
лади. (5.2) формулалар координаталарни алмаштириш форму­
лалари,  (5.3) формулалар  эса тескари алмаштириш форму­
лалари  дейилади. Шу ф аразларда  исботлаш мумкинки, агар
(5.2) функциялар со сохада биринчи тартибли узлуксиз хусу­

сий хосилаларга эга булса ва бу сохада детерминант
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1 =

dx_ dx_ dx
du dv сЪ

*y_ dy jV
du dv cZV
дг dz dz
du dv dw

(5.4)

булса, у >^олда (5.1) интеграл учун узгарувчиларни алмашти- 
риш формуласи уринли:

JJJ f (x' У. z) dx dy dz =
’ o>

=  f£f f (x(u,  v , да), У (и, V, w ) , z ( u , I», аО )- |/ |<Ы 1>̂ ге>. (5.5)
О)

/  детерминант лг =  х(ы,и, zo), y  =  y ( u , v , w ) ,  z = z ( u ,  v , w )  
функцияларнинг и, v, w узгарувчилар буйича функционал де­
терминанты ёки якобиан деб аталади.

1. Цилиндрик координаталар. Oxyz  координаталар систе- 
масида М  нуцтани ь^араймиз. Р иуцта М нинг Оху текисликда- 
ги проекцияси булсин. М ну^танинг фазодаги ^олатинн Р нуц- 
танинг i\yтб координаталарини Оху  текисликда бериш ва А1 
ну^танинг г  аппликатасини бериш билан аниклаш мумкин. Бу 
г, ф ва z  сонлар (учта сон) М нуцтанинг цилиндрик координа- 
талари дейилади. 50- шаклдан нуцтанинг цилиндрик координа- 
талари унинг декарт координаталари билан куйидаги муно- 
сабатлар  билан боглангани куринади:

IX  =  г  СОБф,
\у  =  г sin Ф,
U = z,

бунда г > 0 ,  0 < ф < 2 л ,  —  оо <  z  <  оо  
хосилаларни топамиз:

сХ _ ох дх пCOS Ф, —  = — г sin ф, —  =  0,
г<р dz

ду ди п
—  =  Г COS Ф. —  =  0.

(5.6)

г, ф,  z буйича хусусий

дг 
ду
—  =  s in  ф,
дг Эф

f - o .  -f- =  о,
дг Эф

COS ф,
дг

бундан:
cos ф — г sin ф
sin ф г cos ф

0 0
(5.5) формула куйидаги куринишни 
олади:

J . f ) f(x, у , z) dx dy dz =  (5.7)
о»1

=  J J J /Сгсовф. г з т ф ,  z) rdr d y d z .
50- шакл.
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51- шакл.

1-м и с о л .  Уч улчовли 

. Ш  [хг +  У2) dx dy  dz 
<•>

интегрални .\исобланг, бунда со 
со^а г  =  х2 4 - у2 параболоид ва 
г =  1 текислик билан чегараланган.

Е ч и ш . со интеграллаш со­
хаси ва унинг Оху текисликдаги 
D проекциясини ясаймиз (51- 
шакл).

Интегралда цилиндрик коорди- 
наталарга утамиз: интеграл ости- 
даги f(x, у, г) =  х2 4 - у2 функция 
f (r cos ф, г sin ф, г) = г 2 куринишни 
олади, со соха чегарасининг г = х 24- 
+ у 2 ва z — 1 тенгламалари бундай 
ёзилади: z =  г2 ва 2 = 1, D соха 
чегарасининг х2 +  у 2 =  1 тенгла- 
масн г =  1 булади. Шундай ци- 
либ, уч улчовли интегрални ци­
линдрик координаталарда ёзчш 
ва (5.7) буйича хисоблаш мумкин:

j  \ j  (х2 +  У2) dx dy dz =
* <0

=  f f f  r2 r d r d ( f  d z =  f dq>{ d r \ r * d z =  f d y \ ( r *  z) ' dr =
—  t  «/ v ' • * Г
o) 0 0 г* О О

0 0 о

= ?( = = = i  
б о

2. Сфсрик координаталар. Oxf/г координаталар системасида 
М  нуцтани цараймиз. М нуцтанинг фазодагн .\олатн унинг коор­
динаталар  бошигача булган масофаси (М ну^та радиус-век- 
тори узунлиги), радиус-вектор билан Oz  у^ орасидаги 0 бур­
чак хамда ну^та радиус-векторининг Оху  укца проекцияси би­
лан Ох орасидаги ф бурчак оркали аницланади. Бу учта г, ф, 0 
сон М ну^танинг сферик координаталари дейилади. 52- шакл- 
дан М ну^танинг сферик координаталари унинг х, у, z  декарт 
координаталари билан цуйидаги муносабатлар оркали боглан- 
ганлиги куриниб турибди:

х =  г sin 0 cos ф,

2 я
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у  =  г sin Osin ф,
z =  г cos 0,

бунда г >  0 , 0 <  ф <  2 л, 0 <  0 < л .
Алмаштириш якобиани

1 =  г2 sin О
эканини хисоблаш мумкин, шу са­
бабли (5.5) формула куйидаги кури- 
нишни олади:

f j  \ / (* ,  У, z)dx d y d z  =Ч/ V V
С»)

=  Г\ \ / ( г s in 0 coscf, г sin 6 sin <р, r c o s 0) r 2s in 0 d r ^ d 0 . (6 .8)
оГ

2- м и  с о л .  Радиуси /? га тенг шар ^ажмини ^исобланг. 
Е ч и ш .  (2.1) формулага биноан ва изланаётган ^ажми V 

га тенг жисмнинг симметриклиги туфайли х&жм куйидаги фор­
мула буйича ^исобланади:

V =  8V =  8 j* j* J dx dy  dz  =  8 j \ j r 2 sin 0 dr d ф d 0,
« j; 

бунда V — шар хажмииинг саккиздан бир ^исми (53- шакл):
О <  г <  R,

О <  ф <  — .
2

Демак,

я/2 я/2

V =  8 j* d  ф f d 0 ( г2 sin 0 J r  =
o' о о

Я_ _Я
Я/2 ^ 2 2

=  8 j  d ф j  sinO*-^- d 0 =  ^- J d y  ^  R3 sin 0 d 0 =
0 0 0 0 0

Я/ 2 я /2  Я/2

=  — ( cos 0 d  ф =  — у  R3 j  (cos -------cos 0 j d  ф =
0 0 0

я/2 _я

=  — R3 \ dfp =  - R 3-(p | J =  -1 л R 3.
з J з !0 з

о

Шундай цилиб, радиуси R га тенг шар хажми
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V =  — я  R3 (куб бирлик)
4

дан иборат.

У з - у з н н н  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Икки 5'лчовлн ннтегралда Узгарувчи кандай алмаштнрнлади? Алмаш- 
тирнш якобиани нима?

2. Икки улчовли интеграл кутб коордннаталарида кандай ифодаланади? 
Декарт координаталарннн ^утб координаталарига алмаштнриш якобиани ни­
мага тенг?

3. К,утб коордннаталарида икки Улчовли интеграл икки каррали интеграл 
ёрдамида кандай ^исобланадн?

4. Уч улчовли ннтегралда узгарувчилар кандай алмаштнрнлади? Алмаш- 
тириш якобиани нима?

5. Уч улчовли интеграл цилиндрик коордннаталарга кандай алмаштирнла- 
ди? Декарт координаталарннн цнлнндрнк коордннаталарга алмаштириш яко­
биани нимага тенг?

6. Уч Улчовли интеграл сферик коордннаталарга цандай алмаштирилади? 
Декарт координаталари сферик коордннаталарга ^андай алмаштирилади? 
Декарт координаталарннн сферик коордннаталарга алмаштириш якобиани 
нимага тенг?

7. 3525—3540, 3 5 4 7 -3 5 5 8 -  масалаларнн ечинг.



П - б о б

ЭГРИ Ч И З И К Л И  И Н Т Е ГРА Л Л А Р ВА СИРТ 
И Н Т Е ГРА Л Л А РИ

1-§ .  Эгри чизи^ли интегралларга олиб келадиган масалалар

И нтеграллаш  сохаси бирор эгри чизиц кесмаси булган хол 
учун ани^ интеграл тушунчасини умумлаштирамиз. Бу турдаги 
интеграллар эгри чизицли интеграллар дейилади. Улар мате- 
матиканинг турли булимларида ^улланилади. Эгри чизицли 
интегралларнинг икки тури ф ар^  ь^илинадн: бирннчи турдаги 
ва иккинчи турдаги эгри чизицли интеграллар. Бу тушунчалар- 
га келтирувчи масалаларни караб  чицамиз.

1. Эгри чизи^нинг массасини хисоблаш хакндаги масала. Фараз 
^илайлик, бирор А В ясси эгри чизикда масса узлуксиз таксимланган 
булсин. Агар эгри чизицнинг хар бир М  нуцтасидаги р зичлиги маъ­
лум булса, яъни р =  р (М) булса (бунда р =  р (М ) — М  нуктанинг 
берилган узлуксиз функцияси), АВ эгри чизи^нинг т массасини топа­
миз. Бунинг учун АВ эгри чизикни A lt А2, . . .  , At_ lt Ai% . . .  , 
нукталар билан п та ёйга (кисмга) ажратамиз (54-шакл). АВ эгри 
чизикни булиш натижасида хосил булган ёй узунлигининг энг кат- 
тасини d  билан белгилаймиз ва булнниш диаметри деб атаймиз. Агар 
диаметр d-*~0 булса, у холда ёйларга булиш сони я —► оо булади.
A i_ lAi ёйларнинг хар бирида ихтиёрий равишда биттадан -И • (a*-, y t) 
нуцта танлаб оламиз ва унда эгри чнзикнинг зичлигини хисоблаймиз:

Р • =  р ( Л у  =  р (^ ,  у )̂.

Агар эгри чизикнинг хар бир кисмидаги хамма нукталарда зичлиги 
узгармас ва унинг нуктадаги кнйматига тенг булади деб фараз 
^илинса, у холда хар бир ёйнинг 
пц массаси такрибан куйидагига 
тенг булади:

Щ «  Р (Af,.) А I; =  р (*;., ]7.) А/,.,

бунда А /,• катталик Ai_ [Ai ёйнинг 
узунлиги. Хамма ёйларнинг масса- 
ларини ^ушиб, АВ эгри чизиц т 
массасининг такрибий кийматини 
хосил ^иламиз: .  5 4 - шакл.
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Эгри чизик канчалик кичикроц булакларга ажратилса, бу тенглик 
шунчалик аниц булади. Моддий эгри чизикнинг массаси булиниш 
диаметри d нолга интилганда ( 1.1) тенглик унг цисмининг лимитига 
тенг булади, яъни

т =  limX р (Af .) А /• =  lim V  р (*., у )  А /., (1.2)
d_o (=1 d-*o ~ i

бунда
d =  max Д /t-.

Шундай килиб, эгри чизикнинг массасини .\исоблаш масаласи (1.2) 
лимитни хисоблаш масаласига олиб келинди.

2. Кучнинг эгри чизи^ буйлаб бажарган иши ^акидаги масала.
Фараз килайлик, М моддий нуь^та АВ ясси эгри чизиц буйлаб .^аракат- 
ланганда координата у к лари да узининг Р ва Q проекциялари билан
берилган F =  F (х, у) куч таъсирида, яъни

F - ? ( * ,  у) =Р(х ,  y)~i +  Q(x, у) 7  (1-3)

куч таъсирида А ^олатдан В холатга утган булсин. F кучнинг А В 
кучиришда бажарган W ишини топамиз. АВ эгри чизикни А, А ь
А2, , Ai_lt А(.......... Ап_  1, В нуь^талар билан яна п та кисмга
(ёйга) буламиз. Энг катта ёйнинг узунлигини d билан белгилаймиз 
ва уни булиниш диаметри деб атаймиз. Хар цайси цисмда (ёйда) их­
тнёрий Mi (л'{, yj) ну^тани танлаймиз вл унда Fi =  {Р(, Q-} кучнинг 
кийматини топамиз, бунда

Fi ~= Fi (*/. УХ p i = p (xi> Уд* Q i= Q ( X i ,  У̂ -

Куч ёйнинг нукталарида узгармас сзкдлнади вд унинг таъсирида 
нукрга ёй буйича эмас, балки бу ёйнинг ватарн A S(- =  Л;_,/4(=  {Ад^, 
Д //,} буйлаб кучади деб фараз киламиз. ^ ф б и р  сйдаги ишнинг тл^-

рнбий киймати куч векторл Fi ва кучиш вектор ! А 5 г- нинг скаляр 
купайтмасига тенг (35- шакл):

w i = ^ Г А s i =  р  (xi » Уд А xi +  Q (xi . Ид А У г

Хосил килинган кием ншларнл жамлаб .13 эгри чизи;\ буйлаб F куч 
бажарган т^лик ишнинг таоднбий ^ийматнни .\осил циламиз:



56- шакл.

Моддий нуцтани АВ эгри чизиц буйлаб кучиришда F куч бажарган 
иш учун d булиниш диаметри нолга интилганда (1.4) йигиндинипг 
лимитини кабул циламиз, яъни

П

№ =  \ \ т У  [P(xit ~у[) Axt- +  Q (д,-, y t) Дг/,]. (1.5)
d~* о i=i

Бу ерда ^ам кучнинг бажарган ишини хисоблаш масаласи (1.5) ли- 
митни хисоблашга келдч.

Кейинчалик (1.2) ва (1.5) формулаларнинг унг цисмлари 
АВ  эгри чизи^ буйлаб биринчи ва иккинчи тур эгри чизицли 
интеграллар эканини курамиз.

2-§. Биринчи тур эгри чизикли интеграл

1. Таърифи ва асосий хоссаларн. Оху текисликда хар бир ну^таси- 
да f (х, у) функция берилган бирор А В си л ли к; эгри чизицни ка раб чика- 
миз. Бу эгри чизицни А, А {, Л2, . . . , А (_ lt Л,-, . . . ,  Ап_ {, В ну^талар 
билан п та булакка (ёйларга) ажратамиз ва хар бир ёйда биттадан 
/VJ- (л',-, у {) ну^та тантаб оламиз. Бу нукталарда берилган /(х, у) 
функциянинг кинматларини хисоблаймнз ва куйидаги йигиндини ту­
замиз:

V /(A l . )A / .  =  V / ( 7 „  (2 .1)
Pi  __  ̂ 1=1

бунда Д/£- катталик Ai_ lAi ёйнинг узунлиги (56-шакл). (2.1) куриниш- 
даги йигиндилар /(д, у) функция учун АВ ясси эгри чизи^ буйлаб 
олинган биринчи тур интеграл йигиндилар деб аталади.

Т а ъ р и ф. Булиниш кисмларинннг энг катта А// узунлиги 
(уни d диаметр деб атаймиз) нолга интилган шартда (2.1) 
интеграл нипшдининг лимити биринчи тур эгри чизикли интег­
рал  дейилади (ёкн ёй узунлиги буйича эгри чизицли интеграл 
дейилади) ва

I /(*, У) dl
А В
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кабн белгилаиади. Шундай килиб,

f /(* , У) М  ■-= Пт 2  f ( x i% y t ) M it (2.2)
л в а~*° 1=1

бу ерда АВ эгри чизикни контур ёки интеграллаш нули деб атай- 
миз. Агар /(*, у) функция АВ контурнинг хамма нуцталарида узлук- 
сиз булса, бу лимит мавжуд булади. Бириичи тур эгри чизшуш ин­
теграл АВ интеграллаш йулининг йуналишига бог лиц булмайди, чун­
ки А/{- ёйнинг узунлиги Л,-_, ёки Л,- нуцталардан цайси бири ёйнинг 
боши учун ва цайси бири охири учун цабул килинганига боглиц 
булмайди, яъни

\ j  (х, у) dl =  f f(x, у) dl.
А В  В А

(2 .2 ) ва ( 1.2 ) формулаларни таццоелаб, зичлиги р (х, у) бул­
ган моддий АВ  эгри чизикнинг т массаси р [х, у) зичликдан 
А В эгри чизнц буйича олинган бириичи тур эгри чизшуш ин- 
тегралга тенг, яъни

m = J p ( x ,  у) dl (2.3)
А В

булишини курамиз.
Агар АВ  контурнинг хамма нуцталарида интеграл остидаги 

f ( x , y ) w s l  булса, у холда бириичи тур (2 .2 ) эгри чизшуш интег* 
ралнинг циймати сон жи.\атдан АВ эгри чизикнинг L узун- 
лигига тенг буладн, яъни

L =  \d l .  (2.4)
А В

Агар АВ  эгри чизикнинг хаР бир нуцтасида интеграл ости­
даги функция f ( x , y ) ^ 0 булса, у холда (2 .2 ) эгри чнзицли ин­
теграл сон жихатидан ясовчилари Ог уцига параллел булган 
цилиндрик сирт булагининг S юзига тенг буладн. Бу сиртнинг 
йуналтирувчиси АВ  контур булади, у юцоридан z = f( x ,y )  сирт 
билан, пастдан z = 0 текислик билан чегараланган (57-шакл). 
Шундай цилиб,

5 =  f /(*, у) dl. (2.5)
А В

Ясси АВ  эгри чизиц буйича олинган эгри чизшуш интегралнинг 
геометрик маъноси ана шундан иборат.

Эгри чизицли интегралнинг асосий хоссаларинн биз санаб 
утамиз холос, чунки уларнинг исботи аниц интегралнинг мос 
хоссалари исботига ухшашдир.

1- х о с с а .  Узгармас купайтувчини эгри чизшуш интеграл 
ишорасидан ташкарисига чикариш мумкин, яъни агар k узгар­
мас сон булса,
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57- шакл. 58- шакл.

f k f(x,  у) dl =  k f f ( x , y)dl.
А В A В

2 - х о с с а .  Бир неча функциянииг алгебраик йигиндисидан 
олинган эгри чизикли интеграл кушилувчилардан олинган (ик­
кита кушнлувчи билан чекланамиз) эгри чизикли интеграллар- 
нинг алгебраик йигиндисига тенг:

f [/(*, у) ±  ф (.V, у)] dl= \ f(x, у) dl ±  f ф (х, y)dl.
АВ АВ АВ

3 - х о с с а .  Агар интеграллаш йули АВ бир неча кисмга бу- 
линса, у холда бутун йул буйича олинган эгри чизикли инте­
грал .\ар бир ^нсм буйича (икки ь^исм билан чекланамиз) 
олинган эгри чизикли интеграллар йигиндисига тенг булади 
(58- шакл).

\ f ( x , y)dl=  \ f ( x ,  у) dl +  f f(x, y)dl.
А В AC С В

Пировардида шуни ь^айд циламизки, агар АВ  фазовий эгри 
чизи^ ва унда f ( x , y , z ) функция аникланган булса, у ^олда 
ясси эгри чизиц^а ухшаш холда бу фазовий эгри чизиц буйлаб 
биринчи тур эгри чизикли интегрални аниклаш мумкин, у 
куйидагича белгиланади:

f  f ( x , y , z ) d l .  (2.6)
АВ

2. Биринчи тур эгри чизикли интегрални ^исоблаш. \ f(x,y)dl
АВ

эгри чизикли интегрални хисоблаш аник, интегрални хисоблашга кел- 
тирилади. Фараз цилайлик, ясси силлиц АВ эгри чизикнинг параметрик 
тенгламаси

/ * =  *(/),
1У =  У ( 0

курииишда булсин, шу билан бирга х\, у\ узлуксиз хосилалар мав­
жуд булсин. Фараз килайлик, t параметр а  дан Р гача узгарадиган 
булсин, шу билан бирга а  <  р. У холда ёйнинг дифференциали

dl =  V x !? + y ,ti dt.
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ва эгри чизшуш интеграл аток интеграл оркали

f /  (х, у) d l = h  (х (О, У (0) V x ?  +  у?  dt (2.7)
А В  а

формула буйича ифодаланади. Жумладан, агар АВ силлнц эгри чи­
зик у =  у (а-) ошкор тенглама билан берилган булса (бунда а <  х <  
<Ь),

f /  (х, у) d l = f j f  (х, у  (х)) У Г Т 7 - dx ( 2 .8)
А В  а

булади.
(2 .6 ) фазовин эгри чизш\ буйича олинган биринчи тур эгри 

чизицли интегрални хисоблаш техникаси ясси эгри чизи^ буйи­
ча олинган интегрални хис°блаш техникасидан фар^ ь^нлмай- 
ди, хусусан:

С f(x, у, z ) d l=  \  S(X {!), y(t), z m V x ? + y *  +  z ?  dt, (2.9)
A B  ix

бу ерда x =  x(f), y  =  y(t), z =  z(t) тенгламалар АВ эгри чизик;нинг 
параметрик тенгламалари, шу билан бирга t параметр а  дан Р гача 
у зга ради (а <  (5).

1 -м исол . Ушбу

f (x +  y +  z)dl
А В

интегрални хисобланг, бунда А В — куйидаги параметрик тенгламалар 
билан берилган винт чизик; урамининг ёйи:

х =  cos /, у =  sin /, z = t, бунда 0 <  / <

Ечиш . (2.9) формулага кура ^уйидагиларни топамиз:
я/2 _____________________________

f (а +  У +  z) dl =  Г (cos t +  sin /+ / )  V (— sin /)2 - f  (cos /)2- Н 2 dt=  
Лв о

=  Y 2 (s inу  — cos~  4 " ~~ j — \ r2 (sin 0 — cos 0 +  0) =

= >/2(l + l + f )  = VT(2+£).
2-м и с о л .  Интегрални хисобланг:

Г *2 dl,
А В

бунда А В — ! <  х <  2 булганда, у = In а* текис эгри чизи^нинг ёйи. 
Е чиш . (2.8) формуладан фойдаланиб, хосил ь^иламиз:
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Г л*2 dl — j* x2 ] /  1 4- dx: =  J jcj/x* +  1 dx =  у  j К х 2-Ь 1 d(xz-f- 
л в i i i

+  1) =  1  • -  (1 +  x2)3/2 I2 =  - ( 5 3/2 — 23/2) =  -  ( V &  — V ¥ ) .
2 3 11 3 3

3- §. Иккинчн тур эгри чизикли интеграл
1. Таърифи ва асосий хоссалари. Фараз цилайлик, Оху те- 

кисликда йуналтирилган АВ силлиц эгри чизиц берилган бул­
син, унда унинг А боши ва В охирн ха мда шу эгри чизицдаги 
Р(х. у) функция курсатилган булсин. Бу эгри чизицни

A, A lt А2, . . .  , A[_lt А {........... Л„_,, В
нуцталар билан А дан В га цараб йуналишда ихтиёрий узунликдаги 
п та булакка (ёйга) буламиз (59-шакл). ХаР бир ёйда Mi (xh у ( ) 
нуцтани танлаб оламиз. Р(х, у) функциянинг шу нуцталардаги ций- 
матларини хисоблаймиз. >̂ ар бир ёй учун

Р (xit y t) АХ;

купайтмани хисоблаймиз, бунда Ах,- — Л(_, Л,- ёйнинг Ох уцдаги про- 
екцияси. Ёйнинг Ох уцдаги проекцияси деганда бу ёй ватарининг Ох 
уцидаги проекцияси тушунилади, яъни

Ал t’ =  xi х,-_ j,

бунда xt- ва xt_ ,— Л,_, Л,- ватарнинг Л,- охири ва Л4-_, бошининг 
абсциссалари. Э^осил килинган купайтмаларни кушамиз:

п
V />(*., y ^ A x f  . (3.1)
1 = 1

(3.1) куринишдаги йигинди Р ( х , у ) функция учун АВ  эгри чи- 
зик буйича х координатага нисбатан иккинчи тур интеграл 
йигинди дейилади. Иккинчи тур (3.1) интеграл йигиндининг 
бириичи тур (2 .1) интеграл йигиндидан фарци шундан иборат- 
ки, у ерда функциянинг циймати булиниш цисмннинг узунли- 
гига купайтирилади, бу ерда эса 
бу цисмнинг Ох уцдаги проек- 
циясига купайтирилади.

Т а ъ р и ф .  Энг катта були­
ниш цисмининг узунлигн нолга 
интилганда (3.1) интеграл йигин- 
дининг лимити иккинчи тур эгри 
чизикли интеграл (ёки х коорди­
ната буйича эгри чизикли интег­
рал)  дейилади ва бундай белги-
ланади: 59- шакл.

2 ___________  2 2
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\ Р(х, у) dx
А В

(3.2)

Бу ерда АВ  контур ёки интеграллаш нули дейилади ва А нук- 
та шу контурнинг бошлангнч, В эса охирги ну^таси дейилади.

(3.1) интеграл йнгиндининг тузилишндан иккинчи тур эгри 
чизикли интеграл уз ^ийматини АВ  интеграллаш йули узгар- 
ганда карама-каршисига алмаштириши келиб чикади, яъни

^акицатаи хам, агар эгри чизицнинг йуналиши узгартирилса, у хол­
да (3.1) йигиндидаги проекцияларнинг ишоралари хам узгаради. 
Демак, йнгиндининг узн ва yniiiir (3.2) лимита ишорасини узгарти- 
ради.

у координата буйича иккинчи тур эгри чизикли интеграл 
хам шунга ухшаш аникланади, у бундай белгиланади:

(3.2) ва (3.4) эгри чизикли интегралларнинг йигиндиси ик­
кинчи тур умумий эгри чизикли интеграл (ёки координаталар 
буйича эгри чизикли интеграл) дейилади ва бундай белгила­
нади:

Агар Р(х, у) ва Q (x ,y )— F кучнинг координаталар у^идаги 
проекцияси булса, у >^олда (1.5) муносабатдан иккинчи тур 
умумий эгри чизикли интеграл шу кучнинг АВ  йулдаги ишини 
ифодалаши келиб чикади. Иккинчи тур эгри чизикли интеграл- 
нинг механик маъноси шундан иборат.

Иккинчи тур эгри чизикли интеграл биринчи тур эгри чи- 
зицли интегралиинг >;амма хоссаларнга эга булади, бундан i ŷ- 
йндаги мустасио: интеграллаш контури йуналиши узгарганда

(3.3)

(3.4)
АО

(3.5)
АВ

интеграл (3.3) нинг ишора- 
си узгаради.

А
60- шакл.

Агар контурнинг охирги 
В ну^таси бошлангнч А 
ну^тасн бнлан устма-уст 
тушса, АВ  эгри чизи^ ёпи^ 
булади (60-шакл). Бу .уэл- 
да (3.5) ннтегралда А В 
ёпиц контур хар доим мус- 
бат йуналншда айланиб 
утнлади, бунда шу контур 
ичида ётувчи со^а айланиб
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утувчи нуцтага нисбатан чап томонда цолади деб хис°блай- 
миз. Контурни айланиб утишнинг карама-царши йуналншини 
манфий йуналиш деб атаймиз.

Эгри чизикли интегрални L ёпиц контур буйича белгилаш 
учун

j  Р (*. у) dx +  Q (а , у) dy (З б)

белгидан фойдаланилади.
Пировардида, агар А В — фазовий эгри чизиц ва унда 

Р(х, у, z), Q(x, у, z), R (х, у, г) функциялар аникланган булса, 
ясси эгри чизиц холига ухшаш бу фазовий эгри чизиц буйича 
олинган иккинчи тур эгри чизикли интегрални ани^лаш мумкин. 
Интеграл бундай белгиланадн:

\ Р (х, у , z)dx +  Q (х, у, z) dy +  R (.х, у, z) dz. /3 7)
А В  \  • /

2. Иккинчи тур эгри чизикли интегрални хисоблаш. Иккинчи 
тур эгри чизикли интегрални хисоблаш хам аник интегрални хисоб- 
лашга келтирилади.

Фараз килайлик, АВ силлик ясси эгри чизик
Г а* =  А' (*),
\У =  У(*1

параметрик тенгламалар билан берилган булсин, бунда t параметр- 
нинг а  дан Р гача узгаришига эгри чизик буйлаб бошлангич А нук- 
тадаи охирги В нукта га цараб харакат мос келади. Бу ерда а  мик* 
дор р дан кичик булиши шарт эмас. У холда f P(x,y)dx  эгри чизиц-

А'В
ли интеграл

f р  (х> у) dx — \ p  (x(t)% IJ (t))x\t) dt (3 .8 )
А В  be

формула буйича аник интеграл билан ифодаланади. \Q (x ,y )dy  ин-
А В

теграл учун хам худди шунга ухшаш формулани хосил киламнз. 
Шундай килиб, иккинчи тур умумий эгри чизикли интеграл цуйида- 
ги формулага кура аник интеграл билан ифодаланади:

\ Р(х, у) dx+Q (а , у) dy=  |  [Р (x(t), y(t))x(t) +
АВ а

+  Q(x (0, y(f))y'(0]dt.  (3.9)
Агар ясси эгри чизиц ушбу

У = У(х), а ^ х ^ Ь  
ошкор тенглама билан берилган булса, у холда (3 .9) тенглик

f Р (а , у) dx+Q  (а , у) dy— Г [Р (а , у (а ))  +  Q (а , у (а ))  у\х)] dx (3.10)
А В  а
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куринишни олади, бу ерда а ва b катталиклар АВ ёйининг А ва В 
учларининг абсциссалари. Иккинчи тур эгри чизикли интегрални
(3 .7) эгри чизиц буйича хисоблаш техникаси ясси эгри чизш  ̂ буйича 
интегрални ^исоблаш техникасидан фарк цилмайдн:

Г Р (х, У, г) dx - f  Q (х, у , z) dy+ R (x, y, z) dz =  j  (P(.v(/), у {I), z(t))x\t)+

+  Q(x (/), У (0, 2 (/)) у' (t) +  R (x ((), у (t), z (0) 2' (/)] dt, (3.11)

бу ерда x — x (/), у  =  У (t), z = z ( t ) — АВ згри чизикнинг параметрик 
тенгламалари, t параметр а  д?н р гача узгаради, бу эса эгри чизик; 
буйича А нуктадан В нуктагача йуналишга мос келади.

1-мисол. Интегрални хисобланг:

f (х +  у) dx +  (х — z)dy - f  (У 4 - 2) dz,
А В

бу ерда АВ — тутри чизикнинг А ( — 1; 2; 0) нуктадан В(3; 1; 2) 
нуктагача ораликдаги кесмася.

Е чиш . Аввал икки А ва В нуь^та ср^али утувчи тутри чизи^ 
тенгламасинн тузамиз:

х +  1 _  у — 2 _  _г_
4 —1 2 *

Бу эгри чизикнинг параметрик тенгламаси куйидаги куринишга эга 
булиши равшан:

х — At — 1, у =  —t +  2, 2 =  2/.

Бунда А ну^та параметрнинг / =  0 кийматига мос келади, В нуи,та 
эса параметрнинг t =  1 ^ийматига мос келади. Шундан сунг х' (/) =  
=  4, y\t) =  — 1, z'(t) — 2 ларга эга буламиз. (3.1) формуладан фой- 
даланиб, 1\уйидагини топамиз:

f(x +  y)dx +  (х — z)dy +  (у ~3r z ) d z — f [(4/—1 —/ +  2)4 +
А В

1
-Ь (4/ — 1 — 2/Х — 1) +  ( — / + 2 +  20 2] dt =  f [(3/4- 1 ) 4 -

оi i
=  6 - f 9 = 1 5 .

о
2-ми с о л. Интегрални хисобланг:

— (2/ — 1) 4- (t +  2) 2] dt =  j  (12 / 4- 9) dt =  (6t2 4- 9t)

f xy2 dx 4- x2y dy,
A B

бунда A B — у =  x2 параболанинг A( 1; 1) ну^тасидан В (2, 4) нуцта- 
сигача булган ёйидир.

Е чиш . х ни параметр учун цабул цилиб, (3.10) формулага кура 
^уйидагини хосил киламиз:
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2 2 
\ ху2 dx - г  х2у dy =  \ (.v -л'4 +  х- • x22x)dx =  3  i xhdx =

А В  l i
=  1  6 2 =  63

2 Х 1 2 ’

3 -м и с о л .  Спик контур буйича олинган куйидаги эгри чизикли 
интегрални хисобланг:

\ ( x 2 +  i f)dy,
L

бунда L — учлари /1(0:0), 5(2; 0), С (2; 4), D(0; 4) нуцталарда жой- 
лашган (нуцталар айлаииб утиш тартибида жойлаштирилган) туртбур- 
чакнинг контури.

Е ч и ш. L контурни айлаииб утиш йуналнши шаклда курсатилган 
(61- шакл).

Интеграллаш контури L ни турт ■цисмга булиб, куйидагинн хо- 
сил циламиз:

t
(х2 +  У2) dy =  J  (х- +  у2) dy\+ f (х2 +  t/)dy +  J (х2 +  y2)dy ~+

А  В  В С  C D

+  \ (*“ +  У2№У-
D A

Хосил булган ифоданинг унг томонидаги хар бир интегрални хисоб- 
лаб чикамиз: \(х~ +  y2)dy = 0, чунки АВ контур да у = 0 ва dy= 0. 

а в
ВС контурнинг тенгламаси х =  2 булади, у параметр 0 дан 4 гача 
узгаради, шунинг учун куйидагини хосил киламиз:

4 14
j  (х- +  , f )  dy =  [  (4 +  <r)dy =  (4 f/+  - J  У3) I =  b6 +  =  - J .

BC , g * *  0

\(x2 +  y2)dy =  0, чунки CD контур да у  =  4 ва dy = 0. DA контур-
CD
нинг тенгламаси х =  0 булади, у параметр 4 дан 0 гача узгаради, 
шунинг учун куйидагини хосил киламиз:

о
j V  +  Ir-)dy =  f  (0 +  y-yiy = ~ У 3 64

4 3
А - г  У  ) W J  —  | W T ! /  / 11У ------- —  ь ‘3

D A

Шундай килиб, натижада куйидагинн хосил киламиз:

((* ’ +  г/2№ / =  y ~ t = I 6 'L о о

Пировардида, бириичи ва иккинчи тур эгри чизицли инте­
граллар орасидаги богланншни курамиз.

АВ эгри чизицка М (х, у) нуцтада утказилган йуналтирил- 
ган уринманинг координата уцлари билан ^осил цилган бур-
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61- шакл.

Л Х+&Х

62- шакл.

. чакларни а  ва ,3 оркали бслгилаймиз (уринманипг мусбат 
йуналиши учун нуктанинг А дан В га цараб эгри чизиц буй­
лаб харакат йуналншини цабул киламнз) (02- шакл).

Шакл дан
ах =  cos а  • dl, dy =  cos р dl

муносабатни хосил килами». Иккинчи тур эгри чизицли интеграллар- 
да dx ва dy ни олинган муносабатлар билан алмаштириб, уларни 
биринчи тур эгри чнзицли интегралларга алмаштирамиз:

\ Р(х, y)dx= 1 Р(х, y)cos a  dl, \ Q(x, y)dy =  \ Q(x, у) cos fid I,
л и л вЛ В АВ

\ Р(х, y)dx +  Q (х, y)dy =  f (Р(х, у)соs а  -f  Q(x, у)cosр)<//. (3.12)
А В  ЛИ

Шундай цилиб, биз биринчи ва иккинчи тур эгри чизицли 
интеграллар орасидаги богланншни ифодаловчн формулаларни 
.\осил цилдик.

АВ фазовий эгри чизиц булган x°*'i учун хам шунга ухшаш 
формула уринли булади:

\ Р (х, у, z)dx +  Q (х, у, z) dy +  R (х, у, z) dz =  \ \Р(х, у , z) oos а  +

+ Q(x, у , z) cos р +  R(x, у, z) cos у \dl, (3.13)
Су ерда а ,  р, у — АВ эгри чизикка утказилгаи йуиалтирилгаи урин- 
манинг координата уцлари билан ташки л этган бурчаклари.

У з-у з  и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Эгри чнзиьунпнг массасн цандай аннкланади?
2. Нуктанинг куч таъснрнда эгри чнзиц буйлаб .\аракатланишнда бажа- 

риладиган нш цандай аннцланади?
3. Берилган чизи^ буйича биринчи тур эгри чизикли интеграл деб нимага 

айтилади?
4. Биринчи тур эгри чизикли интегралнинг хоссаларинн санаб утинг.
5. Интеграллаш контури йуналиши биринчи тур эгри чизикли интеграл­

нинг катталнгнга таъсир циладнми, тушунтиринг.
6. Агар интеграллаш контури тенгламаси параметрнк куринишда берилган 

булса, биринчи тур эгри чизикли интеграл ь^андай .\асобланади? Формулани 
келтнринг.
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7. Агар интеграллаш контурн тенгламаси у = у  (х) ёки х = х (у) курииишда 
ошкор берилгаи булса, бнринчи тур эгри чизицли интеграл цандан хисобла- 
надн? Мисоллар келтнринг.

8. Эгри чнз1щ буйлаб олинган иккинчи тур эгрн чизицлн интеграл деб  
нимага айтнлади?

9. Интеграллаш контурн йуналиши иккинчи тур эгри чизикли ннтеграл- 
нинг катталигига ^андан таъсир курсатадн?

10. Интеграллаш контурн ёпнц булган .\олда айланиб утншнннг мусбат 
йуналиши кандай белгиланади?

11. Агар интеграллаш контурн тенгламаси параметрик курииишда берил- 
ган булса. иккинчи тур эгри чизицлн интеграл цандай хнсобланади? Форму- 
ласини келтнринг.

12. Агар интеграллаш контурн тенгламаси у=>у (.v) ёки х= х (у) курииишда 
ошкор берилгаи булса, иккинчи тур эгри чизицли интеграл цандай ^исоблана- 
ди? Мисоллар келтнринг.

13. Бнринчи ва иккинчи тур эгри чизикли интеграллар узаро ^андай бог- 
ланган?

14. 3 7 7 0 —3799, 3806— 3821, 3 8 6 9 -3 8 7 5 -  масалаларнн ечннг.

4-§. Грин формуласи

Бу параграфда сник контур буйича олинган иккинчи тур эг­
ри чизикли интеграл .хам да шу контур бнлан чегараланган соха 
буйича олинган икки улчовли интеграл орасидаги богланишни 
курамиз.

Т е о р е м а .  Агар Р(х, у) ва Q(x, у) функциялар I) сохада 
узларининг биринчи тартибли хусусий ,\осилалари билан уз­
луксиз булса, у холда

j )  Р (х, у) dx +  Q (х. у) dy  =  j  j  (^  dx dy (4 . 1)
L Ь

формула уринли булади, бу ерда L — D со.\анинг чегараси (L) 
буйича интеграллаш мусбат йуналншда амалга оширилади).
(4.1) формула Грин формуласи дейилади.

И с б о т и .  Фараз килайлик, L контур бнлан чегараланган 
D соха мунтазам булсин (10-боб, 3 -§). Бу соха куйидан A M  В 
згри чизнц билан (унинг тенгламаси у = у\ (х))  юкоридан A N  В 
эгри чизиц билан чегараланган (унинг тенгламаси y = tj2{x)) 
булсин, шу билан бирга у \ ( х ) ^ у 2(х) ва а ^ х ^ Ь  (63-шакл). 
Бундан D сохани куйидаги тенгензликлар системаси курини- 
шида нфодалаш мумкин:

j а <  ,v <  Ь,
I Уг(х) < И <  У2(х)

Иккала АМВ ва АХ В эгри чнзиклар биргаликда A  M B N A  ёпик 
контурнн ташкнл этади.

Аввлл | | ‘-^j-dxdy икки улчовли ннтегрални караб чикамиз на
D

уни эгри чизикли интегралга алмаштирамиз. Бунинг учун уни икки 
каррали интеграл куринишидч ифодалаймиз:
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63- шакл. 64- шакл.

Ь y t (x)  ь  у г(х)  b

(  [  д£  dx d y = \ d x \  j - d y =  \Р(х, у) dx =  \ | Р(х. УМ) -
D a y t (x) а У\{х) а

Ь Ь

- Я х ,  yi(x))\dx =  )' Р (х, у,  (х)) dx -  j' Р(х, y t(x))dx. (4.2)
а а

(4.2) нинг унг цисмида турган интегрилларнинг хар бири иккинчи 
тур эгри чизикли интеграл булиб, улар тегишли эгри чнзик буйича 
о; инган:

ъ
1 № ,  У о (х)) dx =  f  P ( x , y ) d x = — \ Р(х, y)dx,

a A N  В BN А
Ь
\ Р(х, ух (x))dx— \ Р(х, у) dx.

а АМВ

Шундай цилиб, (4.2) ифодани бундай ёзиш мумкин:

Г С dx dy =  — I \  Р (х, у) dx+  f  Р {х, у) dx I -  -  \ Р',(х, y)dx,
/ / '  " ВХ А AM В BNAMB

яъни

[f 0£ d x d y  = - § P ( x , y ) d x .  (4.3)
D L

Ушбу

^ \ ° £ d x d y  = j Q ( x , y ) d y  (44)
П I

формула ,\ам худди шунга ухшаш исботланади. Бу ерда L кон­
тур билан чегараланган D соха (64-шакл) куйидаги тенгсиз­
ликлар системалари билан ифодаланади:

Г с <  у <  d, 
l * i ( У ) <  *г(у)-

(4.4) тенгликдан (4.3) тенглнкни хадма-хад айириб, изланает- 
ган (4.1) формулани хосил циламиз.

Грин формуласини исботлашда биз D сох.ани мунтазам деб 
фараз цилган эдик. Бу формула чекли сондаги мунтазам соха-



ларга ажратиш мумкин булган хар кандай ёпнк D соха учун 
хам урннлн булиб цоладн.

М и с о л .  Грнн формуласи ёрдамида цуйндаги эгри чизикли 
интегрални хисобланг: 1

| (x— y)dx +  (x +  y)dy,
I

бунда L — х2 +  у2 =  R2 айланадир.
Е ч и ш. Р(х, у) =  х — у, Q(x, */) =  х  - f  у функциялар ва уларнинг

—  =  — 1, — =  1 хусусий хосилалари буту текисликда узлуксиз, 
ду дх
демак, а2 +  У2 <  R~ ёпик доирада хам узлуксиздир. Бинобарин, ис- 
ботланган теоремага кура Грин формуласи берилган интегралда кул- 
ланилиши мумкин. Шунннг учун куйидаги га эга буламиз:

■\{х — y)dx +  (х +  у) dy =  f j  (1 — ( — 1)) dx dy =
l  и

= 2 § \ d x d y  =  2-S  =  2nR2,
D

чунки \ \ dxdy = S, бунда 5  — интеграллаш сохасининг юзи. Бизнинг
о

Холда бу доиранинг юзидир: 5  =  л R2.
Олинган натижани берилган интегрални бевоснта хисоблаш 

билан текшириш мумкин. Бунинг учун айлананинг тенгламаси­
ни (интеграллаш контурини) параметрик куринишда ёзамиз:

х =  R cos /, у = R  sin t,
бунда 0 <  t <  2 л.

(3.9) формула буйича эгри чизикли интегрални хисоблаймнз:
2л

\Лх — y)dx +  (х ~т у) dy — \ [(R cos t — R  sin i) ( — Rs'mt) +
L 0

2Л

-f  (R cos / +  R  sin 0  R cos t\dt =  R* | (—cos / sin t - f  sinH —
o

2л
+  cos2 / +  sin t cos /) dt = R2\ dt = 2 л  R2.

о

5- §. Биринчи тур сирт интеграли

1. Сиртнинг юзи. Сирт ннтегралн деб аталувчи тушунчани 
киритишдан олднн о сиртнинг юзини хисоблаш хакидаги маса­
лани хал киламиз.

Фараз килайлик, а сирт z =  z(x, у) тенглама билан берилган 
булсин, унинг Оху текисликдаги проекцияси а соха булади. Бу со­
хада z =  z(x, у) функция узлуксиз Еа z'x(x, у), z'u(x, у) узлуксиз ху-
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65- шакл. 66- шакл.

сусий хосилаларга эга булсин. Сиртнинг юзини аниклаш учун о 
сохани ихтиёрий AS {, i =  I, п юани п та кисмга буламиз.

Сиртнинг Оху текисликдаги проекцияси Д 5, булган кнсмипи Дет,- 
билан белгилаймнз (65-шакл). Шундай цилиб, а  сирт хам п та бу­
ланка булинган булади. Хар бир ДS i киемда биттадан ихтиёрий 
(*'/, //,) нукта танлаб оламиз, о сиртда уига /ИДл,-, уг  г,) нукта мос 
келади, бунда zi — z(x{, yt). М{ нукта орцали сиртга уриима текис- 
лик утказамиз (7-бобдаги (9.4) формула) (66- шакл):

Ф г  Уд (* — хд +  zy(xr  У? (У — Уд — — zt) =  О,
бунда х, у, z — текислик исталган нуктасининг координаталари, 
х, . Ус , zi — 2 (л7 , У[ ) — уриниш нуктасининг координаталари,

п{ =  izx(xi' Уд* zy(xr  Уд* — *} текисликка перпендикуляр вектор (шу
текисликнинг нормал вектори). Агар нормал nf вектор бнлан Oz 
орасидаги бурчакни V/ билан белгнласак, у холда маълум формулага 
кура

I 1
COSV.- =  7=^-7- =  , ---------— :■ ■ --------------------------------

I п I I н-[ *д xi ♦ щ )j *г[ гу( xt . т )|

ни хосил циламиз (cosvt > 0 , чунки у,-— уткнр бурчак).
М- нукта да г и уриима текисликнинг Д S, га проекцияланадиган 

цисмининг юзини До. билан белгилаймнз, у холда
ASt- =  Л(>- • cos у,-,

бундан N
ASt-

А (4= I
cosy/ | 1  +  | гД yt) ]5 +  | гу\ !/,-||J • AS,.

Хосил килинган юзларни к\шиб, уриима текисликларнинг хамма 
булаклари ташкнл килган сиртнинг юзини хосил киламиз:
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I . j a,-, //,■ j j r Z y |xt-, //,• 11 ASj-. (5.1)
1=1

Бу йигиндинн а сиртнинг юзига такрибии тенг деб хисоблаш мум­
кин. а сирт юзининг аник киймати учун ясалган сиртнинг Л5,- 
юзчаларнинг эпг катта d диаметри нолга интилган шартдаги (5.1) 
юзининг лимити олинади. Агар бу юзнинг катталигини S билан бел- 
гиласак,

S -  lim V )  I +  | г; ( .V., %, | . +  j , ; (.V,,„ ,))• .AS ,

1=1
га эга буламиз. Лимит белгнси остида турган йигинди

I \+ \гх(х%у)\*-гЩх.у)\*

S =  ] j |  1 Ь (z'x(x, y ) f  (zy{x, y ) fdxdy , (5.2)
'ху

Шундай килиб, (5.2) муиосабат z = z(x, у) тенглама билан берилган 
сиртнинг юзм хисобланадиган формулани нфодалайдн. Бу ерда оху — 
бу сиртнинг Оху текисликдаги проекцияси.

I - м и с о л. За' +  2// +  6z =  12 текисликнинг бириичи октант да 
жойлашган кисмининг юзини .хисоблаиг.

Е ч и ш. куйидагига эгамиз (67- шакл):

*4

67- шакл.

а у соха Ох, О у координата } клари хам да // =  —  (12 — За) тугри

чизиц билан чегараланган учбурчакдаи нбор 1̂Т (68-шакл). Изланаёт­
ган S юзни (5.2) формула буйича хисоблаймиз:

S =  I f  I 1 +  I
"ху ’ху
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-<12—Зх)

j d x  J  dy =  j - J „

-  t J ( 6 - t x Yx = t ( 6* -  т)£  -  l <24 - 12>= ,4'
0

2. Биринчи тур сирт интегралининг таърифи ва асосий хосса- 
лари. Фараз цилайлик, силлиц а сирт да f(x, у, z) функция бери, нам 
булсин (агар текисликнинг хар бир нуктасида вазияти иуктадан нук- 
тага утганда узлуксиз узгарадиган уринма текислик мавжуд булса, 
сирт силлиц дейилади). Бу сиртни юзлари Да,- га тенг булган п та 
ихтиёрий кисмга буламиз. Хар бир кием сиртда ихтиёрий М{(xL, zL) 
нуктани танлаб оламиз ва йигиндини тузамиз:

П
2  /(*,-, У г  *,)Дог  (5.3)
/=1

(5.3) куринишдаги йигинди а сиртда j ( x , y , z ) функция учун 
биринчи тур сирт интеграли йигиндиси дейиладн.

Т а ъ р и ф. Да(- юзчаларнинг энг катта d диаметрининг узун­
лиги нолга интилгандаги (5.3) интеграл йигиндининг лимнти 
f(x, у, г) функциянинг а сирт буйича олинган биринчи тур 
сирт интеграли дейилади ва бундай белгиланадн:

f \Кх, У, z)do,
V

бунда а — интеграллаш сохаси.
Агар о сиртда f(x, у, z ) =  \ булса, у холда

Г Г do =  S

-М2-Зх» < г-(12—Зх)

dx =

булади. бунда S — а  сиртнинг юзи, яъни биринчи тур сирт 
интеграли ёрдамида сиртларнинг юзларини хисоблаш мумкин.

Бундан ташцари, улар ёрдамида сиртнинг пг массасини 
аницлаш мумкин. Агар масса тацеимланишининг сирт буйича 
р =  р ( л у, г) зичлиги маълум булса, у х°лда

т =  \^р(х, у, z)do. (5 4)
а

Энди снрт интегралининг асосий хоссаларинн исботсиз кел- 
тнрамиз.

1- х о с с а .  Доимий купайтувчини снрт интеграли ишораси- 
нинг ташцарисига чицариш мумкин, яъни

\ \ k f(x, у, z)da = k \ \ f(x, у , z)da.
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бунда k — узгармас сон.
2 - х о с с а .  Бнр нечта функция- 

нинг алгебраик ннгиндисидан олин­
ган сирт ннтегралн ц^шилувчнлар- 
дан (икки кушнлувчи бнлан чекла- 
намиз) сирт буйича олинган 
интегралларнинг алгебраик йигин­
дисига тенг:

\ \ [fix. У, z) ±  Ч(х, У, г)] do =  f \ f{x, у , z)da ±  f \ ц>(х, у , z)do.
a V  о

3 - х о с с а .  Агар а интеграллаш сохаси бир неча кисмга бу- 
линса, у холда бутун сирт буйича олинган сирт ннтегралн .\ар 
бир кием буйича олинган (иккита кием билан чекланамиз) сирт 
интеграллари йигиндисига тенг булади (69 -шакл):

f f f(x, у, z)da =  \ \ f(x, у, z)da +  f \ f(x, у, z)do.
а а , ’ o'j

3. Биринчи тур сирт интегралини хисоблаш. Биринчи тур сирт 
интегралини хисоблаш уни каррали интегралга келтириш билан амал- 
га оширилади. а сирт z — z(x, у) тенглама билан берилгаи булсин, 
бунда z(.v, у) финкциянинг узи ва унинг z'x(x, у), z ’̂ x, у) хусусий хо- 
силалари а ёпик сохада узлуксиз булиб, бу соха о сиртнинг Оху 
текисликдаги проекциясидир. f(x, у , г) функция а сиртнинг хар бир 
нуцтасида узлуксиз булсин. Бу^сиртни Дсг(-, / =  1, п юзли п та цисм- 
га буламиз. Бу булинишларни Оху текисликка проекциялаймиз. Мос 
лолда а  соханинг AS,, i =  1, п юзли п та булакка булинишини .хо­
сил циламиз. (5.2) формулага кура сиртнинг хар бир булагининг Aat- 
юзи куйидагига тенг:

Да- =  \ j ] П Т й'х{х, у)\г +  [z’u(x, yWdxdy.
До/

Бу каррали интегралга урта киймат хацидаги теореманн цулланиб, 
ушбуни хосил циламиз:

Ьа^УХ+Щ х^ уЦ\г +  [zy(Xi, у[)р • AS/, (5 5)

бучда ASt-— Да,- сирт ^исмининг Оху текисликдаги проекциясининг 
юзи, л*(-, yL — AS,- сохадаги бирорта нуцта. Aо, ь̂ исм сиртдаги xi% yit 
г, =  г(л*/, у;) координатали ну^тани билан белгилаймнз, бунда 

(xi, уд (5.5) формул а да ги нукта. о сиртда f(x, у, z) функция учун 
интеграл йигиндини тузамиз:

П

2  Л*/. Уп 2/)Aot=
»=1

69- шакл.
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/I

f«i
By тенгликнлнг унг цисмида аху сохада уз луксиз булган

f(x, у , z(.v, //))| 14- U'(.v, £/)]- — у)}*

функциядаи олинган карали интеграл учун интеграл йипшдч жо-т- 
лашган. Шуиииг учун (5.6) тенглама унг ци;мпп:шг лимита бирнип 
тур сирт интегралига тенг:

Вино5арпн (5.6) тенгликда Да- диаметрлардаи энг катт?с:пшнг 
нолга интилгандаги лнмитига утиб, куйидапши \осил килампз:

Бу формула о сирт буйича сирт интегралининг а сиртнинг 0  :у текис- 
ликка оху проекцияси буйича олинган каррали интеграл орка.м ифо- 
дасипи беради.

а сирт буйича олинган интегрални шу сиртнинг Oyz ёкн Oxz те- 
кисликларга оуг ёки ахг проекцияларл буйича олинган каррали интег- 
раллар оркали ифодаловчи формулалар хам худди шунга ухшаш хо­
сил килинади.

2- м и сол . Биринчи тур сирт ингегралиин .\иеоЗланг:

бунда а сирт х +  у + z — 1 текисликнинг биринчи октантда жонлаш- 
ган цисми.

Е чиш . о сирт

f (/(*. У, z) da.

JJV(*. у у z)do =
о

=  \ \ /(*. У, 2(х, у)) | 1 4- [z'x(x, у)]г +  U J X ,  у)]*dxdy. ^  7)

о

Z = 1 — х — у

А

70- шакл. 71- шакл.
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тенглама билан берилган (70- шакл). Бундан гх = — 1, z'y =  — 1 га 
эгз буламиз. Ox, Оу координата утутари ва у — 1— л* тугри чизик 
билан чегараланган учбурчак а интеграллаш сохаси булади (71-шакл). 
Изтанзетган интегрални (5.7) формула буйича хисоблаймиз:

ГГ 1,0 ГГ » 1-+-С— * )аЧ-(— • >2 j j 1/“о Г Г dxdy
) J ,тт?пг* - )  J dxdy =  ’ 3 J  J  “(J СГ (Jv/>х у  х у  *

=  F ‘3 Г dx Г I зГд-J—I ’dx =  I 3 Г ( '-----------
.! .) .1 2 ~ » | „  .1 \ 2 — 1 - г *

0 0 о 0 о 
1

j dx =  К з  ( in 11 +  л-1 -

- 4 , ) | ; = - г з ( . п 2 - 4 ) = £ ^ > .

3 -ми с о л . Аггр
z-—x- +  у2 (0 <  z <  1) 

конуссимон сиртнинг зичлиги р сиртнинг .хар бир нуцтасида бу иук- 
танштг конус уцигача масофаснга пропорционал булса, шу конусси­
мон сиртнинг массасини топинг (72- шакл).

Е ч и ш. Конуснннг исталган М(х(, у{) нуцтасидан унинг уцигача 
масофз

d — V x -  +  у2 
формула буйича хисобланади, шунинг учун р зичлик

р k \  ' х 1 +  i f

курииншда ёзилади, бунда k — пропорционаллик коэффициенти, дои- 
мий сон.

Шундай цилиб, юцоридаги конуссимон сиртнинг т массаси (5.4) 
формулл буйича хисобланади:

т =  \ \ р(х, у, z)do =  ( | к \ х- +  i f  do.
о V

а конуссимон сирт
2 = 1  у2 

теигллма билан берилгани учун
а- , II 

Z =  —  Z =  — — ....—
х ) * У У

га эга буламиз.
Изланаётган интеграл (5.7) формула буйича хисобланади:

т ~ \ j  'а- +  у- do = J j  kVx*  +  i f  | 1 +  +  j ^ ^ d x d y  =
О ху

=  к f f V W T f  • К 2 dxdy=k\r 2 f  f VlF+U-dxdy,
I a %'



л
72- шакл. 73- шакл.

бу ерда а — радиуси 1 га тенг булган дойра (73-шакл).
аху соха буйича хосил килинга н каррали ннтегралда л* ни г cos ф 

га, у  ни г sin ф га, dxdy  ни rdrdy га алмаштириб, кутб коорди- 
наталарига утамиз. Шундай килиб, куйидагинн .\осил киламиз:

1. Грин теоремаеннн нфодаланг ва нсботланг.
2. Каррали интеграл ёрдамнда сиртнинг юзини .^нсоблаш формуласини 

келтнриб чнцаринг.
3. Биринчи тур сирт интегралининг таърнфннн айтннг.
4. Биринчи тур сирт интегралининг хоссаларнни санаб утннг.
5. Биринчи тур сирт ннтегралн цандан ^исобланади?
6. 3626— 3639, 3822— 3825, 3 8 7 6 -3 8 8 6 -  масалаларнн ечннг.

1. Бир томонлама ва икки томонлама сиртлар. Аввал сирт­
нинг томони тушунчасини кнрнтамиз. о силлик, енртда ихтиёрий
М ну|\тани оламиз ва ундан енртга нормал килиб п зекторни 
утказамиз. М нуктадан утувчи ва сиртнинг чегаралари бнлан 
умумий нуцтага эга булмаган бнрор ёпнц контурни караб чи^а-
миз. Агар М нуцтанн шу контур буйича п вектор билан бирга 
бу вектор о сиртга доим нормал буладиган цилиб (74- шакл) 
узлуксиз кучирнлеа, у .\олда М нуцта бошлангнч вазиятига 
нормалнинг уша йуналиши билан ёки унга царама-карши йуна­
лиши билан цайтиб келади.

т =  k У~2 \ \ |  х2 +  у'1 dxdy =  k \r 2 f \ \ г'2cos2 ф +  г asin2 y r d r d y  =

=  /г| 2 \ \ r*drd(p =  k y r2 \ dy  \ г1 dr =  k Y 2 \ LL dy=

о
У з-у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

6 §. Иккинчи тур сирт интеграли
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Биринчи холда сирт икки то­
монлама снрт, иккинчи холда бир 
томонлама сирт дейилади. Текнс- 
лик, сфера, эллипсоид, ва умуман, 
z =  z(x, и) тенглама билан ифодалан­
тан (бунда z(x, //), z'x{x, у), zy(x, у) —
Оху текислнкнинг бирор D со.хаси- 
даги узлуксиз функциялар) истал­
ган текислик икки томонлама сирт­
га мисол булади.

Мёбиус япроги бир томонла­
ма сиртга энг содда мисол бу­
ладн. Бу сир гни хосил цилиш учун A BCD тугри туртбурчакда 
АВ ва CD томонларни А ва В нуцталар мос равишда, С ва D 
нуцталар билан устма-уст тушадиган килиб елимланадн (75- 
шакл). Мёбиус япрогининг нормал векторн унинг урта чизиги 
буйлаб айланиб чикишда йуналншини царама-царшиснга уз- 
гартиради.

Бундан кейин биз фацат икки томонлама снртларнигина ца- 
раймиз. Сиртнинг маълум томонинн танлаш сиртни ориентация 
цилиш дейилади. Агар сирт ориентацияси танланган булса, у 
Холда сирт ориентацияланган дейилади.

Сирт чегарасининг ориентацияси тушунчаси сиртнинг томони 
тушунчаси билан боглиц. Агар а — L контур билан чегаралан­
ган ориентацияланган, узини кесиб утадиган нуцталари бул­
маган сирт булса (76-шакл), у холда бу контурнн айланиб чн- 
циш йуналншини мусбат деб .хисоблаймнз, агар бу контур бу­
йича харакатланишда а снрт айланаётган нуктага нисбатан 
чан томонда колса, юриш нуналишини мусбат деб хисоблаймнз
(бунда п нормалнинг охиридан контурнн айланиб утиш соаг 
милига царши кузатилади). Контурнн айланиб утишнинг 
царама-карши йуналиши манфнй йуиалиш дейилади.

2. Асосий таърифлар ва хоссалар. Энди иккинчи тур сирт ин- 
тегралининг таърифига утамнз. Фараз килайлик а — силлик чегарл- 
ланган ориентацияланган снрт булсин. Агар нормаллар Oz уци 6и- 
лан уткир бурчаклар ташкил этса,"у холда сиртнинг устки томони 
танланган денмиз, агар ут.мас бурчаклар ташкил этса, сиртнинг ост-

Э-v

75- шакл. 76- шакл.
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77- шакл.

ки томоии танланган ден\:из. Бу 
сирт да R(x, у , z) чеклаиган функция­
ми караймиз (77- шакл). Бу сиртнн 
ихтиёрий /I та Да,- кисмларгл ажрл- 
тамиз га Да,- сиртнинг Оху текис­
ликдаги проекииясининг юзини 
(Aa,-)V(/ билан белгилаймнз. Х ф  бир
Да, кчсм сиртда ихтиёриа 'Л -(.г-, 
yi% г,-) нуктани белгилаймнз, бу иук- 
таларда R(x, y,z) функцнясининг к/м- 
матини хисоблаймиз ва чуйидаги 
йигиндини тузамиз:

V
Я

Я (*,-• Hi, г,)(Да,),,.

бунда агар а сиртнинг устки томоии танланган булса, (До/)Л7 
ифода мусбат ишора билан олинади, агар сиртнинг осткн гомо­
ни танланган булса, у холда бу ифода манфнй ишора билан 
олинади. (6.1) куринишдагн йигинди а сиртда R (х, у, z ) 
функция учун иккинчи тур сирт ннтегралн йигиндисн дейила- 
ди. Иккинчи тур (6 . 1) интеграл йнгиндининг биринчи тур (5.3) 
интеграл йнгиндидан фар^и шундаки, у ерда функциянииг 
киймати кисмий сиртнинг юзига купайтирилса, бу ер;:а эса 
функциянииг ^иймати цисмий сирт юзининг Оху текисликдаги 
нроекциясига (мусбат ёки манфий ишора билан) купа ткри- 
лади.

Т а ъ р и ф .  (6.1) интеграл йнгиндининг Да,- юзлар энг к:гга
11 диаметрининг узунлиги нолга интплгандаги лимитн а снрт- 
нинг танланган томоии буйича л* ва у координаталар буйича 
R (х, у, z) функциядан олинган иккинчи тур сирт интегралы 
дейилади хамда бундай белгиланади:

I ( R (а*, //, z)dx dy. (6 .2)

Р (х, у, z) функциядан у ва z координаталар буйича олин­
ган ва Q (х, у, z)  функциядан х  ва z координаталар буйича 
олинган иккинчи тур сирт ннтегралн шунга ухшаш аницла- 
нади:

\ \ Р (х, у , z)dy dz, \ \ Q ( V, у, г) dx dz. (6.3)
о о

Бу интегр 1лларнинг

j  \ Р(х, у, г) dy dz + \ \ Q(x, у , z) dz dx +  f \ R(x, y, z) dx dy
a av о

йигиндиси координаталар буйича иккинчи тур умумий сирт и: негра л и 
дейилади ва бундай белгиланади:
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j \ P  (a*, IJ. z)dydz-', Q(x, //, z)dzdx - f

-h R(x,y,  z) dxdy.  (6.4)
Иккинчи тур сирт интеграли 
биринчи тур сирт интеграли 
эга булган хоссаларга эга, би­
рок биринчи тур снрт ннтег- 
ралидан фарцли равишда 
снртн.' иг томони узгарганда/
(яъни ориентация узгарганда) 
у ншорасини узгартиради.

3. Иккинчи тур сирт интег- 
ралларчни ^исоблдш. Иккинчи тур 
сирт иптгграллари каррали нитег-
ралларга келтирилиб хисоблаиади. Фараз килайлик ориентация ки- 
линган (устки томоиини та т а б  оламиз) о силлик сирт z =  z(x, у) 
тенглама билан ифодалапган булсин, бу орда г(х,у)  функция оху 
спиц сохада аникланган булсин, ох„ соха о сиртнинг Оху текислик- 
даги г.рэекцияси, R(x,y,z) эса шу сиртнинг хар бир иуцтасидаги уз­
луксиз Ьушшия (78- шакл).

ст с:.;яни ихтиёрий п та До(- кисмга ажратамиз ва бу булинишни
Оху те;;ислчкка проекцнялаймиз. аху соха мос холда AS;, i*=\,n  
юзли /: та кисмга булинади. К,уйндаги интеграл йириндини тузамиз.

78- шакл.

^  R (х,; У,, Z;)ASt,
Я

бунда AS; ифода — Ао1 нинг Оху текисликдаги проекциясипинг юзи. 
Z;— Z(xi, У;) булгани учун

« ______  \
^ R(xr  у Г 2i ^ s i =  R(xi’ Уп z(xr  Уд)л Si (с -5)
/=| /=1

булади.
(6.5) тенгликнииг унг кием и да оху сохада узлуксиз булган 

R (х, У, г(х. у)) функция каррали интегралининг интеграл йигиндиси 
жойла[нган. (6.5) да d-*- 0. да лимнтга утиб

' \ R(х, уу z)dx dy =  \ \ R(x, у, z(x,y))dx dy
° аху

/ ( 6 .6)

формулани хосил киламнз, бу формула а* ва у координаталар 
буйича иккинчи тур сирт иитегралинн каррали интеграл орца- 
лн ифодалайди. Агар сиртнинг иастки цнемн танланса, (6 .6 ) 
нинг унг томонидаги интеграл олдида манфнн шпора пайдо бу­
лади.
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Куйидаги формулаларнинг тугрилиги хам худди шундай ис- 
ботланади:

\ \  Р(х, У, 2) dy dz— \ \ Р(х{у,г), у, z) dy dz,
а • о уг

И Q{X, У, 2) dx dz «  j  j  Q(.v, у (.V, z), z)dx dz,
a  a  х г

бу ерда а сирт мос равншда x = x{y,z)  ёки y = y(x,z)  тенглама би­
лан ифодаланган; ац ва ахг — а сиртнинг Oyz pa Oxz текисликлар-
даги проекциялари.

1 -м и со л .  Интегрални хисобланг:

\ \  (у* +  г2) dxdy,
V

бунда а ифодаларда z = ] /  \ — х2 цилиидриинг у =  0 ва у  =  1 текис- 
ликлар билан кесиб олинган устки томоии (79- шакл).

Е чиш . Берилган а сиртнинг Оху текисликдаги аху проекцияси

79- шакл. 80- шакл.

j — 1 1,
I 0 <  у  <  1

тенгсизликлар билан аникланувчи тугри туртбурчак булади (80- шакл).
(6 .6) формула буйича куйидагиларни топамиз:

\ \ (у-+ Z-) dxdy— \ \  [у2 +  ( V \  —x*)2\dxdy =
О Or и

I 1

2- м и с о л. 11нтегрални хисобланг:

| \ xdy d2 +  ydz dx - f  zdx dy,
" a
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бунда а сирт x + z — 1 = 0  текис* 
ликнинг /у =  0, у = 4 текнсликлар 
билан кесиб олинган ва бнрин- 
чи октантда ётган кисмннинг 
устки томонн (81-шакл).

Е ч и ш. Таърифга кура
1 \ xdy dz +  ydz dx +  z dx dy—

=  j ' § x d y d z  +
81- шакл.

- f  I \ y d z d x + \  \ zdxdy.

Унг томондаги интеграл лар нинг хар биринн хисоблаймиз (82, 83- 
шакллар):

4 I
Г |xdy dz=  f !(1 — z)dy dz -  \dy\  (1 — z) dz =  2.
o' Vyz о о

82- шакл. 83- шакл.

\ \ ydz dx =  0 , 

чунки а сирт Oy уцига параллелдир;

j  j z  dx dy =  \ \  ( 1 — x)dxdy= \ d y \  ( 1 — x) dx =  2 .
i i—X

9X у

Шундай килиб, куйидаги хосил 
булади:

f j  xdy dz +  ydx dz +  zdx dy =
о

=  2 +  0 +  2 =  4.
Пировардида биринчи ва иккинчн 

тур сирт интеграллари орасида бог- 
лзниш урнатамиз.

84- шаклда и До cos v купайтма 
Да юзнинг Оху текисликдаги проек­
цияси экани, яъни

\ о ху —  Да cos у 84- шакл.

1 0 -2 6 4 0 145



келиб чицади. Шунга ухшаш:
Дахг — Да cos (}, Д а /г -  Да cos a,

бу ерда Дад.7, Дахг, Да;г ифодалар Да юзчаиннг тегишли коорди­
ната текислигидаги проекцияларн. Ошпган (6.4) формулалар асоси- 
да иккинчи тур сирт интегралини биринчи тур сирт интеграли 
шаклида ёзиш мумкин:

I 1Р (-V, у, г) dy dz -f Q(x, у, z) dz dx +  R (v. y, z) dx d y ~
a

— И (P (*, У, г) cos a  +  Q(x, y, z) cos fi -f- R (x, y, z) cos 7 ) da. (6.7)
V

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. 1\андай сирт икки томонлн сирт дейилади? 1\андайлари бнр томонли 
сиртлар дейилади? Л\исоллар келтнринг.

2. Сиртнинг ориентацияси цандай аннцланади?
3. Иккинчи тур сирт интегралининг таърнфннн антниг.
4. Иккинчи тур сирт ннтегралн цандай .\исобланадн?
5. Биринчи ва иккинчи тур сирт интегралларн узаро цандай боглаиган?
6. 3 8 8 7 -3 8 9 3 -  масалаларнн ечннг.



12- б о б

В Е К Т О Р  А НАЛ И З И

1-§. Скаляр майдон

Физикада, механикадаги купгина масалаларда скаляр ва 
вектор катталиклар билан иш куришга тугри келадн.

Скаляр катталик узининг сон кнймати билан тула ифода­
ланади (масалан, хажм, масса, зичлик, харорат ва хоказо- 
лар).

Т а ъ р и  ф. Фазонинг бирор кнсми (ёкн бутун фазонинг) 
^ар бир М ну^тасида бирор и скаляр микдорнинг сон кнймати 
аникланган булса, бу микдорнинг скаляр майдони берилган 
дейилади. Масалан, .харорат майдони, бир жинслимас мухитда 
зичлик майдони, куч майдон нотеицнали.

Агар и катталик / вактга боглиц булмаса, бу катталик сти- 
ционар (ёки баркарор) катталик дейиладн. Акс холда майдон 
ностационар (ёкн баркарор булмаган) майдон дейилади. Биз 
факат стационар майдонларни караб чицамиз. Шундай цнлнб, 
и скаляр катталик t вактга 6 o f .h i k  булмасдан, балки факат М 
нуцтанинг фазодаги урнига боглнц буладн, яъни и катталик М 
нуцтанииг функцияси сифатида каралади ва и = и (М ) кури­
нишда белгиланадн. Бу функцияни майдон функцияси деб 
атаймнз.

Агар фазода Oxyz координаталар системасиии киритеак, 
у холда хар бир М нукта маълум .с, у, z  координаталарга эга 
буладн ва и скаляр функция шу координаталарнинг функцияси 
булади:

и — и(х, у , z).
Шундай килиб, биз уч узгарувчнли функциянинг физик тал- 

кииига келдик.
Текнсликнннг цисмида (ёкн бутун текисликда) аницланадн- 

гаи скаляр майдоннн хам цараб чициш мумкин, унинг кар 
бир М нуктаснга и скаляр катталикнинг сон циймати мос ке- 
лади, яъни и = и(М).

Агар текисликнинг Оху координаталар системаси киритил- 
са, у холда .хар бир М нуцта маълум х, у координаталарга эга 
булади ва и скаляр функция шу координаталарнинг функция­
си булади:
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и=^и(х, у).
Скаляр майдонларнинг хоссаларнни сатх снртларн ёки сатх 

чизицлари ёрдамнда урганиш мумкин, улар шу майдонларнинг 
геометрик тасвнри хисобланади.

1. Сатх сиртлари.
Т а ъ р и ф .  Скаляр майдоннинг сатх сирти деб фазонннг 

шундай нукталари туиламига айтиладики, унда майдон функ­
цияси и = и (.v, у, г) узгармас ^нйматга эга булади.

Бу снртлар
и (х, у, г) — С

тенглама билан аницланишн равшан, бунда С — узгармас сон.
С га турли цийматлар бериб, сатх сиртлари оиласнни хосил 

киламиз. Бу сиртларда скаляр функция узгармас булнб ко- 
лади.

Агар, масалан, майдон
О о Iи =  х +  У' +  г-

функция бнлан нфодаланган булса, у холда маркази коорди­
наталар бошида булган

х2 +  у2 +  г1 — С (С >  0)
сфера сатх сирти вазифасиии бажаради.

2. Сатх чизицлари. Ясси скаляр майдон геометрик жихатдан 
сатх чизицлари ёрдамнда тасвнрланади.

Т а ъ р и ф .  Ясси скаляр майдоннинг сатх; чизиги деб текис­
ликнинг шундай нукталари тупламнга айтиладики, унда 
и = и (х, у) майдон функцияси узгармас цийматга эга бу­
лади.

Бу чнзиклар
и (х, у) =  С

тенглама билан аникланади, бунда С — узгармас сон.
С га турли ^ийматлар бериб, сат.\ чизнклари онласинн хо­

сил цнламиз. Бу чизшушрда скаляр функция донмий булиб 
цолади. Шаклда сатх чизи^ларинииг бир-биридан тенг оралик;- 
лардан кейин келадиган и нинг маълум цийматларига мосла- 
ринн чизиш цабул цилинган, масалан , 4 и=  10, и —15, и = 20,

и = 25, ы =  30, и = 35 (85 -шакл). 
Сатх чизицлари бир-бирига канча­
лик яь^ин цилиб чизилган булса, и 
шунчалик тез усиб боради.

Агар, масалан, скаляр майдон- 
лар и =  ху  ёки и = х2+ у2 функция- 
лар билан бсрилган булса, улар 
учун сатх чизи^лари вазифасиии 
мос равишда гииерболалар ва кои- 
центрик айланалар оиласн баж ара­
ди (86 , 87- шакллар).
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86- шакл. 87- шакл.

2-§ . Берилган йуналиш буйича ^осила

Скаляр майдоннинг му\им тушунчаси берилган йуналиш 
буйича хосиладнр. Фараз цилайлнк, скаляр майдоннинг диф- 
ференцналланувчи функцияси и —и (х, у, г) берилган булсин. 

Бу майдондаги бирор М (дг, у , г) нуцтани ва шу нуктадан
чицувчи бирор / нурни цараймиз. Бу нурнинг Ох, Оу, Oz уцла- 
ри билан ташкил цилган бурчакларини а, р, у орцалн белгн-
лаймиз (88- шакл). Агар /0 бнрлик вектор бу пур буйича ну- 
налган булса, у холда куйидагига эга буламиз:

/0 =  i cos a  -f  j cos p +  k cos y.
Фараз цилайлик, бирор .И, (х +  Адг, у +  Д*/, г - f  Дг) нуцта шу 

нурда ётган булсин. М ва М, нукталар орасидагн масофзни Д/ би-

лан белгилаймиз: Д/ =  |ЛШ,|. Скаляр майдон функцияси кийматларн
айирмасини шу функциянинг /0 йуналишда шу нуцталардаги орттир- 
маси деб айтамиз а» Д, и билан белгилаймиз. У холда

Аг и =  и ( Мг) — и(М)
ёки

Д/ и =  и (х +  Дх, у  4 - Ду, z -t  
+  Дz) — u (х, у , z).

Т а ъ р и ф .  и =  u(x,y,z)  функ-
ци я ларнинг / йуналиш буйича 
М (х, у , г,) нуктадаги .\oui.iacu 
деб

lim Л/u
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тезликшшг кит-

лимитга айтилади, бу лимит —  тарзида белгиланадн. Щуидай кн-
01

лчб,
ди . .  Aiu—  =  lim - L~.
dl д / *о АI

Агар М нукта тайиилаиган булса, у холда хссиланинг катталиги 
факат / иуриинг йуналиши гаги на бог.гик булади.

/ йуиалиш буйича хосила хусусий хосилаларга ухшаш и функ­
циянинг мазкур йуналишдагн узгариш тезлппп.и характерлайди. Хо-
силанинг / йуиалиш буйича абсолют мшуцри I —

I dl
талигини аииклайдн, хосиланинг ишораси эса и функция узгариши-
нннг характерини аииклайдн: агар "и-  >  0 булса, у холда функция.01 1
бу йуналишда усади, агар —  <  0 булса, камаяди.01

Берилган йуиалиш буйича хосилани хисоблаш куйидаги теорема 
ердамида амалга оширилади.

Т е о р е м а. Агар и (х, у, г) функция дифференциации у сч и бул­
са, у холда унинг ихтиёрий I йуналиш буйича хосиласи мавжуд 
ес куйидагига тенг:

ди Си , ди о , ди—  —  cos а  Н---- cos р -1------- cos у,
dl дх ду дг

бунда cosa, cosр, co sy— / векторнинг йуналтирувчи косинус-
лари.

И с б о т  и. и функция теореманннг шартига кура дифференциал- 
ла::увчи булса, у холда унинг М (.v, у, г) ну^тадагн Ди орттнрмасини

. ди . , ди д . ди 4 . /г»А и — —  Д.\* Н----- Ду -1,------ Дг 4- е (2.1)
дх дц дг

куринишда (Ьип мумкин, бунда к катталик | (Дл)2 - f  (Д//)-+ (Дг)"
га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик микдор, яъни lim —  — 0

р-*о Г»
(7- б об, 4- § га караиг).

Агар функция орттирмаси / вектор йуналишидаги иур буйлаб 
кзрллса, у ,\олда

Дм -  Д, и, р -  Д /,
Дл: - Д /cosa, Ду -  Д/ cosр, Дг Д/ cosy 

булиши равшан. N холда (2 . 1) тенглик бундай куринишни олади:

Д,и —  Д/ cos a  +  —  Д/ cos р +  —  Д /cosy-|-e.
1 дх Оу ' Ог

Тенгликнииг нккала кисмини Д / га буламиз вч Д/-+-0 да лимитга 
утамиз. Натижада



Ои ди ди г, , ди-— — — cos а  И----- cosp ----- со?*;, (2 2)
01 дх ду 1 дг

lim —  - l im  —  =  О, 
л/-»о Л/ |)-»о р

ди ди ди— , — , ~— хусусии хосилалар ва нуналтарувчн косшуслар \: п  
дх ду дг
Гог лик булмайди.

Шундай килиб, теорзма ксботланди. (2.2) формуладч, агар / йуаа- 
лиш координаталар укигг.тг йуналишларидаи бира билан бир х ч i 
булса, у холда бу йуналиш буйича .хоснла тегишли хусусчй .хосила-
га тенг, масалан, агар / — / булса, у холда а  ■= 0 , р --- у -- —  Оула- 

ДЧ, шунинг учун COSС4 =  1, cosp cosy 0 ва бинобарин,
ди ди 
д1 дх

(2 .2) формуладан куринадики, / йуналишга карлма-карш i Г
йунаиии буйича хоснла / йуналиш буйича тескари ишорз С.нал 
олинган .ухиласига тенг.

Хацицатан бунда, а , р, у бурчаклар л га узгариши керак, 
натнжада куйидагинн хосил циламнз:

ди ди / V I  ди / , о\ , ди . , .—  =  —  cos (л -+ а) +  —  cos (л - f  P H ----- cos (л +  у) =
01 ох ду дг

ди Ои и ду ди-------cos а  — -  -  cos р ------— cos у - -------.
дх ду дг 01

Бу йуналиш карама-^аршисига узгарганда и функцнянинг 
узгариш тезлнгининг абсолют микдори узгармайдн, унннг фа- 
кат йуналиши узгаради холос.

Агар, масалан, / йуналишда функция усса, у холда карами-кар- 
ши /' йуналишда у камаяди, ва аксипча.

Агар майдон текис булса, у холда / иурпинг йуналиш:! унинг
—►*

абсииссалар укига огнш бурча г и а  билан тула ашжланади. / йуиа- 
лиш буйича хоснла учун формулани текис майдон холида (2 .2) фор­
мула да и олиш мумкин, бунда

чунки

О Л Л
Р ---------------а , V — —

2 2

деб олинади. У холда
ди ди , ди .—  — — cos сс -|— - s i n  а.
01 дх ду

М и сол . и -  xyz функцчяиинг Л/(—1,2 ,4)  нуктадз, шу 1гукта- 
дан .И, (—3,4,5) нуктага томоа йуналишдагн хоси iacn ia топ iar.
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Е чиш . М M t векторни топамиз-

Щ  =  (— 3 +  1)7 +  (4 — 2) 7 +  (5-4)1= — 27+27 +7
ва унга мос бирлик векторни хам топамиз:

Т — ЛшГ ~ 2< ~  2/ 2 7  2 Г, I 7
° — * “  у {—2)*-f2*-f 1* з  1 "  з  1 :  з  k -

Шундай килиб, /п вектор куйидаги йуналтирувчи косинусларга эга.
2--------------------2 1 cosa = ------- , cosfi = — , c o s v = — •
3 3 3

Энди xyz функциянинг хусусий ^осилаларини топамиз:
ди ди ди- -  =  yz, —  =  А'г, т ~ —ху
дх ду Ог

р.а уларнн М (— 1, 2, 4) ьуцтада хисоблаймнз:
ди
дх

=  8 , —  I =  — 4, ~  I = - 2 .
Af ди |Л( дг м

Хусусий ^оснлаларнинг ва йуналтирувчи косинусларнинг 
топилган кинматларини (2 .2 ) формулага куямиз:

—  =  8 — 4- —-----2 —  =  —  (—8 — 4— 1) =  — — .
д1 \ 3 /  3 3 3 3

«—» ишора берилган йупалишда u= xyz  функция камайиши- 
ни курсатадн.

3- §. Скаляр майдон градиенти. Градиентни инвариант аницлаш

Т а ъ р и ф: и = и(х, у, z) дифференциалланувчн функция 
билан берилган скаляр майдоннинг М(х, у, z) ну^тадаги гради­
енти деб, gradu билан белгиланувчи векторга айтилиб, унинг 
проекциялари вазифасини шу функциянинг хусусий ^осилалари 
цнйматлари бажарадн, яъни

, ди Т  , ди Т  , ди 7“ /о  I \grad и =  — i + —  / -f  — k. (3.1)
дх ду' дг

Градиентнинг проекциялари М (х, у, г)  нуцтанн танлашга бог- 
лиц буладн ва шу нуцтаиинг координаталари узгариши билан 
узгаради. Бинобарин, и (х, у, z)  функция билан берилган ска­
ляр майдоннинг хар бир нуцтасига маълум бир вектор — шу 
функциянинг градиенти мос цуйилади

Градиентнинг тгърифидаи фойдаланиб, / йуналиш буйича хосила- 
нн ифодаловчи (2 .2) формулаии куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

~  =  grad и • /0, (3.2)
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бунда /0 =  cos а -i 4 * ccs Р • j -f- cos у k — l йукалишдаги бирлик век­
тор. Демак, берилгаи / йуналиш буйича хосила функция градиенти
билан шу и йуналишиинг /0 бирлик вектори купайтмасига тенг. Ска­
ляр купайтма таърифидан фойдаланнб, (3.2) формулани

курииишда ифодалаш мумкин, бунда q — бирлик вектор /0 билан гра­
диент орасидаги бурчак (89- шакл). | /01 =  1 булгани учун

булади. Бундан йуналиш буйича хосила cos <р =  I булгаида, яъни 
<р =  0 да энг катта ^ийматга эришади. Шу билан бирга бу энг кат­
та циймат | grad и | га тенг, яъни бу холда

Шундай килиб. | grad и [ катталнк —  хосиланннг М нуктадагн
dl

мумкин булган энг катта киймати булади, grad и нинг йуналиши эса 
М нуктадан чикувчи шундай нурнинг йуналиши билан мос тушади- 
ки, у буйлаб функция хаммасидан кура тезрок узгаради, яъни гра- 
диентнинг йуналиши функциянииг энг тез ортишидаги йуналишидир. 
Бу юксрида келтирилган градиентнииг координаталар системасидан 
фойдаланилган таърифи урнига энди бошца, коордииаталар система­
сини таилашга бсглик булмаган инвариант таърифни беришга имкои 
беради.

Т а  ъ р  и ф. и (х, у, г) скаляр майдоннннг градиенти деб, бу 
майдон узгаришининг энг катта тсзлигини нфодаловчи векторга 
айтиладн.

Агар cos <р= — 1 (ff — л) булса, у .\олда йуналиш буйича хо- 
сила | grad и | га тенг энг кичик киймат булади, Бу йуналншда 
(карама-карши йуналншда) и функция хаммасидан тезрок ка- 
маяди.

Агар cos ф =  0 | ф =  ±  —  | булса, йуналиш буйича хосила нол-

=  f grad ы I - 1 /0 1 cos (foi

^  -  | grad wjeosep
dl

(3-3)

max I - ^  ) =  I grad и 1 =  т / |  ^  Г4 . 1 r _ J  Hi r .  (3.4)
dl ■ * dx ' ' ди ' дг '

du

arcd и

С
до

ОС

89- шакл. 90- шакл.
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га тенг. Энди скаляр майдоничнг градиент йуналнши билли сатх 
сиртлари орюидаги боглашшлш урганамнз.

и =  и (.V, / / ,  г ) функцнянинг майдоннинг хар бир ну^тасидагн 
градиентмнннг йуналнши шу нуктадан утувчи скаляр майдон­
нинг cai\; текнслигига утказнлган нормалнннг йуналнши билан 
мсс тушншинн нсботланммз. Бунииг учун пхтиёрин М0(х0, у0, z(t) 
иуктани танлаб оламиз (90 -шакл). Бу нуктадан утувчи сатх 
снрти тенгламаси

и (х, у, г) =  ип
куринишда ёзгпди, бунда и0 = и(х0, у0, z j .

М0 (х0, 1/п, Zq) пук/гад ш  ш у  текис мкка утказнлган нормалимнг терг- 
ламасини тузамиз:

-V —  Л-у _ J L — У л _ г  '«
Ои 1 Ои 1 Ои I

Ох !Л70 ду ! м 0 О: ( Л /

Ои Ои I ди !
Ох •VV д г\М 0

Бундай,

проекцияларга эга булган нормалнинг йуналтирувчи вектс.ри и(х, у, z) 
функцнянинг M 0(xQ, у0, z0) иуктадаги градиент булади.

Шундай килиб, хар бир иуктадаги градиент берилган нуктадан 
утувчи сатх сиртига утказилган уринма текисликка перпендикуляр 
булади, яъни унинг текисликка прсекцияси нолга тенг. Демак, бе- 
рилган нуктадан утувчи сатх сиртига уринма булган истаган йуна­
лиш буйича х ос ила нолга тенг. Якколлик учун олинган натижанч 
геометрик жихатдан тасвнрлаймиз (91-шакл). Бунииг учун .'J0(.ve. 
у0, г0) нуктада grad и векторни ва бу вектор диаметр буладигаи сфе- 
рани ясаймиз, .VI0 нукта — и (х, у, z) u(t сатх сирти билан урнниш 
нуктаси. Куйидагилар равшаи:

Ф <
дибулгаида —  =  | grad и {cos ср — | .И0Д//11;

ф =  —  булган да — 0 ,
2 01

Uи

сирт
/пепглама

У о
Л

91- шакл.

чунки бу холда 
тига утказилган 
ши билан мос тушади:

Ои 
01

I йуналиш слтх сир- 
уринманинг иупали-

—  =  | grad и |, бунда <р =  0 ,

чунки бу холда / йуналиш нсрмал- 
нинг ёкн сатх сиртига утказилган 
grad и нинг йуналишига мос келлди.

Функция градиентииинг баъ и хос­
салари! in курсатамиз:
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1) grad Си С grad и, буч па С — узгармас катталик.
2) grad (и, -j- и,) grad «, -f grad и,,
3) grad м, • и., их grad и., — и ,grad и,;
4) grad f(u) =  I'(и) grad и
Бу хоссалар функциянинг хосиласини тонпш кондаларн би­

лан мос тушиши равшан.
М и с о л .  и =  I х- +  у- -г г- функниянинг М (х, у. г) иуктадаги 

грздис-11 тип и хисоблаи г.
Е ч и ш .  Аввал хусусий хосилаларии хисоблаймнз:

ди ______ Рх_______ х  .

дх 2 1 х* -f- Уг ~ » х- уг -  - г- и
ди ________2у_____  ________у_______ у
ду 2 1 х2 //2 •• г- | a2 -f* у8 *2 и 

ди 2г г г
дг 2 у х- -j- у~ <- | а*2+//'-• г* и

(3.1) формулага мувофик ихтиёрии М (х, у, z) нуктадагн 
градиентнинг ифодаси куйидагича булади:

, х . I/ Т  . г т*grad и --  —  1 +  —  / Н----- /г.
и и и

Скаляр майдоннинг сатх сиртлари концснтрик сфералардан 
иборат булгани учун gradw унинг радиусн буйлаб йуналган 
булади, I и у билан бирга

| grad и\ =  1/  —  _i_ J!l Ji. — | х- -у* 2~ _  Л_ __
I и- и* и- и и

яънн и функция усишининг энг катта тезлиги 1 га тенг.

4- §. Вектор майдони
Купгпна масалаларнн ечишда скаляр катталиклардан таш- 

карп вектор катталикларга х.ам мурожаат цилишга тутрн ке- 
лади. Агар скаляр катталик узининг сон цийматн билан тула 
ифодаланса, вектор катталик учун бу етарли булмайди. Уин 
ифодалаш учун яна бу катталикнинг йуналишнни хам (маса- 
лан, тезлик, куч) билнш зарур. Скаляр майдон тушунчасига ух- 
шаш вектор майдон тушунчаси .\ам кирнтилади.

Т а ъ р и ф .  Хар бир М нуктасига бирор а вектор мос цуйил- 
гаи фазаиинг бирор цисми (ёки бутун фазо) вектор майдон де- 
йиладн.

Куч майдони (огирлик кучи майдони), электр майдони, 
электромагнит майдон, оцаётган суюклнкнннг тезликларн май-
донн вектор майдонга мисол була олади. Биз а вектор фацат М 
нуцтанинг вазиятига боглпц буладнган ва вацтга боглиц бул-
майдиган а=а(М)  стационар майдонларни караб чикамиз.
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Агар фазода Oxyz координаталар системасн киритилса, у 
холда хаР бир М нукта маълум х, у, z координаталарга эга
булади ва а вектор бу координаталарнииг функцияси булади,
яъни а = а(х, у, z). а векторнинг координаталар уцндагн проек- 
цияларнни Р, Q, R билан белгилаймиз. Улар хам координата- 
ларнинг функциялари хисобланади, яъни

Р =  Р(х, у, z), Q = Q(x, у , z), R =  R(x, у, г).
Шундай килиб, бундай ёзиш мумкин:

а =  a (М) =  а(х, у , z) = Pi +  Qj +  Rk.
Агар Р, Q, R — узгармас катталиклар булса, у холда а век­

тор узгармас булади, бундан вектор майдон бнр жинсли де­
йилади, масалан, о т р л и к  кучи майдони бир жинслидир.

Агар майдон текнсликда берилгаи булса, яъни унинг про- 
екцияларидан бири нолга тенг булиб, долган ироекциялари эса 
тегншли коордннатага боглн^ булмаса, у холда текис (ясси) 
майдонни хосил к^иламиз, масалан,

а(х, у) =  Р (х, у) I +  Q (х, у )/.
В е к т о р  ч и з и к л а р. В е к т о р  и а й ч а л а р и.
Т а ъ р и ф .  а(М)  вектор майдоннинг вектор чизиги деб 

шундай чизикца айтиладикн, унинг хар бир ну^тасида уринма-
нинг йуналиши шу ну^тага мос келган a (Af) векторнинг йуна­
лиши билан бир хил булади.

Аник; майдонларда вектор чнзиклар маълум физик маънога
эга булади. Агар а(М)  окаётган суюклнкнинг тезликлари май- 
донн булса, у холда вектор чнзиклар суюцликнинг оциш чизнк- 
лари булади, яъни сую^ликнинг заррачалари харакатланаётган 
чнзиклар булади.

Агар а(М)  электр майдон булса, у холда вектор чнзиклар 
бу майдоннинг куч чизиклари булади (92-шакл).

а сирт булагининг нуцталари орцали утувчн хамма вектор 
чизи^лар туплами вектор найча.шри дейилади.

Вектор чизн^лар тенгламасинн келтириб чицарамиз.
Фараз цнлайлик, вектор майдон

а — а (М) — P i  +  Qj + R k

функция билан аннкланган бул­
син, бунда Р, Q, R лар х, у, z 
координаталарнииг функнияла- 
ри. Агар вектор чизи^ ушбу

х =  х (0 , у =  */(/), z = z(t)
парамсгрик тенгламага эга бул. 
са, у холда бу чизикка утка-92- шакл.
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знлган уринманинг йуналтирувчн вектор» проекциялари x'(t),  
z' (t)  ^осилаларга ёки dx, dy, dz дифференциалларга

i  пропорционал булади.
а (М)  векторнинг ва вектор чнзикка уринма килиб йунал- 

~нрилган векторнинг колленеарлик шартини ёзнб, цуйндагини 
хосил килам из:

i f  = *1 =  *£ ~ (4 1)
Р Q R ’ ’

(4.1) тенгламалар системаси а (М ) майдоннинг вектор чн- 
зикларн оиласи дифференциал тенгламалари системасини нфо- 
далайди.

Шундай килиб, а(М) майдоннинг вектор чизикларини то­
пиш хакидаги масала (4.1) систсмадаги интеграл эгри чизик* 
ларни топишга тенг кучли.

(4.1) тенгламалар а(А1) майдонинг вектор чизицлари диф­
ференциал тенгламалари дейилади.

М н с о л .  Майдоннинг вектор чизикларини топинг:

а(М) = xi + y j  +  zk.
Е ч и ш. Вектор чнзикларнннг дифференциал тенгламалари 

бундай куринишга эга:
dx dy dz 
х у г

ёки
dx _
X у

dx dz
X z

Бу системаии интеграллаб, хосил киламиз:
1л \у \  =  In 1 д:[ - f  In С,,
In \ z | =  In | x  14- In C2,

бундан:
У  —  C jX , Z =  CjA ',

бунда Cj, C2 — ихтиёрий доимийдир.
Координаталар бошидан чикаётган нурлар вектор чизнк* 

лари булиши равшан. Бу чизикларнинг кононик тенгламалари 
бундай куринишга эга:

Ci С2

У З-у з  и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Скаляр майдон деб  нимага айтнлади?
2. Сат^ сиртн, сатх чизиги деб нимага айтиладн?
3. Пуналиш буйича .\осила учун формулани келтирнб чицаринг.



4. Скаляр майдон градиентининг таърифннн координата шаклида нфода- 
ланг.

5. Пуналиш буйича ^оснла градиент орцалн цандай нфодаланади?
6. Градиентнинг инвариант таърифннн айтннг.
7. Градиентнинг хоссаларинн еанаб утннг.
8. Вектор майдон деб нимага айтилади?
9. Вектор чнзнц деб  нимага айтилади? Вектор найма деб нимага айтила-

дн?
10. Вектор чизикларнинг дифференциал тенгламаларнни келтнриб чнца- 

ринг.
П . 3439—3444, 3451— 3459, 4401— 4404- масалаларнн ечинг.

5-§. Сирт оркали утадиган вектор майдон 
окими. Унинг тезликлар майдонидаги физик маьноси

Фараз килайлик, Oxyz фазоиинг V сохасида

вектор майдон берилган булсин, бунда Р(х, у, z), Q(x, у, z), 
R(x, у, z ) — шу сохада узлуксиз булган функциялар.

Бу сохада ориснтирланган а сиртни оламиз, унинг хар бир 
нуктасида нормалнинг мусбат йуналиши

бнрлик вектор оркали аинклансин, бунда а, р, у — нсрмал
п0 нинг координаталар уклари билан ташкил цилган бурчак- 
лари. ^

Т а ъ р и ф. a. (At) векторнинг о сирт оркали утувчн П OfyW- 
ми деб куйидаги иккинчи тур сирт интегралига айтилади:

П == f \ Р(х, у, z) dy dz -i- Q(x, у , zjdz dx +  R(x, y, z )dxdy . (5.1)
о

11-бобдаги (6.7) муносабатни хисобга олиб, (5.1) формулани 

П =  \ \ | Р(х, у, z) cos «  +  Q (х, у , z) cos Р +  R(x, у, z) cos у Ifo
а

куринишда ёки янада соддарок

куринишда ёзиш мумкин, чунки Я cos а  +  QcosP -f- Rcosy  —a-n0.
Бу ерда da нфода о сирт юзшгшг элементи. (5.2) формула а век- 
торницг П оцимини вектор ёзувида ифодалайди.

Вектор майдон оцимининг физик маъноснни аниклаймиз.
Фараз килайлик, а (М) вектор окаётган суюклнкнннг тезлик- 
лари майдоннни а сирт орцали аннкласин. Бу тезлик вектори 
.\ар бир М нуктада суюклик заррачаси интилаётгаи йуналиш, 
вектор чизиклари эса суюцликнинг оким чизиклари булади 
(93 -шакл). а сирт оркали вакт бирлиги нчнда оциб утадиган

а (М) =  Р (х, у , z) i +  Q(x, у, z) j  +  R (*, y, z) k

nn — cos a  • i +  cos f> ■ / -j- cos у ■ k

(5.2)
a
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ш

93- шакл. 94- шакл.

суюклик микдоринн хисоблаймиз. Бунинг учун епртда М нук- 
тани ва сиртнинг da  элсментини ка ид циламиз.

Вакт бирлнгида бу элемент оркали оь^иб утган суюклик
микдори асоси da  ва ясовчиси а булган цилиидриинг хажми 
билан аншутанадн. Бу цилиидриинг баландлигн унинг ясов-
чисини по нормал бирлик векторига нроекциялаш нули билан 
хеенл цнлинади. Шунинг учун цилиидриинг ,\ажми

а п0 do
катталикка тенг булади. Ва^т бнрлиги ичида бутун а сирт бу­
йича окиб утган суюклнкиииг тулиц хажми ёки суюклик мик- 
дори о буйича интеграллаш натижасида хосил булади:

\ \  а ■ п0аа.
* о

Бу иатижани (5.2) формула билан таь^ослаб, бундай хулоса
чикарамиз: о сирт орцали утаётган а тезлик вектори П окнми 
шу сирт орцали ваь^т бирлнгн ичида сирт ориентацияланган 
йуналишда оь^иб утган суюклик мнцдоридир. Векторлар оцими- 
нинг физик маъноси ана шундай иборат. а сирт фазонинг би­
рор сохасини чегараловчн ёниц сирт булган .\ол айннкса катта
цизикпш уйготади. Бу холда п0 нормал векторинн доим фазо­
нинг ташки цнемига нуналтиришга шартлашиб оламиз (94- 
шакл). Нормал томонига караб ^аракат сиртнинг тегишли 
жойида суюклик <о сохадан о^иб чн^ишинн англатади, иормал- 
нинг ^арама-^арши томонига караб .\аракат эса суюклик сирт­
нинг тегишли жойида шу сохага о^иб киришини англатади. а 
ёпик сирт буйича олинган интегралнинг узи эса

П =  f  1 a n nda
а

куринишда белгнланади ва м сиртдан окиб чикаётган суюцлик 
билан уига оциб кираётган суюцлик орасидаги фарь^нн беради.
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Бунда, агар /7 =  0 булса, м сохага ундан канча сую^лик окиб 
чикиб кетса, шунча суюцлик оь^иб кнради.

Агар /7> 0  булса, у холда о) сохадан унга оциб кнрадиган 
суюклнкдан купро^ сув о^иб чикали.

Агар /7 <  б булса, бу хол курдум (сток)лар борлигиии курсатади, 
яъни суюцлик оки.мдан узо^лашадиган жойлар борлигини курсатадн

(масалан, бугланади). Шундай килиб, | | an0da интеграл манбалар-
' а'

нинг ва курдумларпинг умумий кувватини беради.

6-§ . Вектор майдоннинг ёпи^ сирт буйича 
окимини хажм буйича олинган интеграл оркали 
ифодалаш хакидаги Остроградский теоремаси

Епик сирт буйича олинган сирт интеграли (вектор майдон 
окими) хамда шу сирт бнлан чегараланган фазовий соха бу­
йича олинган уч каррали интеграл орасидаги богланишни аник- 
лаймиз.

Т е о р е м а .  Агар
а(М)= Р (дг, /у, z)i +  Q (х, у , z) j +  R(x, у , z) k

вектор майдон проекциялари <о со.\ада узининг биринчи тар­
тибли хусусий %осиласи билан бирга узлуксиз булса, у .\олда о
ёпи% сирт орцали а вектор оцимини шу сирт билан чегаралан. 
ган о) хажм буйича уч каррали интегрални куйидаги формула 
буйича шакл алмаштириш мумкин:

§ §  Р (*» У. 2)<iy ̂  4- Q(x, у , z) dz dx +  R(x, y, z)dx dy =

■ (6J) 

бу ерда интеграллаш а сирт- 
нинг таищи томони буйича 
амалга оширилади (сиртга ут- 
казилган нормал фазонинг 
таищи цисмига йуналган).

(6.1) формула Остроград­
ский формуласи дейилади.

И с б о т и. Фараз килай- 
лик. D со.\а — о сиртнинг (ва
о) со.\анннг) Оху снртдаги 
проекцияси булсин, z = z\(x, у) 
ва z =  г.,(дг, у) эса шу сирт­
нинг пастки ва а.2 юко- 
ридаги кнсмларинннг тенгла- 
маси булснн (95 -шакл). Ушбу
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f f f  d- ^ d x j y d z

уч каррали интегрални сирт интегралига алмаштнрамиз.
Бунинг учун уни икки каррали интегралга келтирамиз ва 

z  буйича интсграллаймиз. Бундан:

'OR  , . . СС I ? dR . j CClru  ч я***)dx dy dz =  \ \ ( j —  dz j dx d y = \  (| R(x, y t z) * ’ | dx dy =
о) D z,{x.y) L)

=  I I R ( v, у , 2., (x, y)) dx dy— j j R(x, у , z^x, y)) dx dy. (6.2)
‘ D x ' D

D coxa хам oi сиртнинг, хам o2 сиртнинг Оху текисликдаги 
ироекинясн булгани учун (6 .2 ) формуладаги иккн каррали ин- 
тегралларнн уларга тенг булган 11-бобдаги (6.6 ) сирт инте- 
гралларн билан алмаштириш мумкин. Натижада куйидагинн 
хосил цнламиз:

| j j  ^  dx dy dz =  ( j R (x, у, z) dx dy— \ j R(x, y, z)dxdy.
•» а, a i

Иккинчн цушнлувчида Oi сиртнинг ташки томонини ички* 
сига алмаштириб, куиндагнни .уэсил циламиз:

| | j  ^  dx dу dz =  j \R{x, у, z)dxdy+ \ \ R(x, y, z)dxdy  =
ы o ,  a ,

= f  j: R (x, y, z) dx dy, (6.3)
a

бу ерда a епик сиртнинг ташки томоии олинадн.
куйидаги формулалар хам худди шунга ухшаш .\осил цнлинади:

\ \ \ - ~  dx ay dz =  (jxj) Р(х,  у , z) dy dz, (6.4)
«о о

I \ \ Щ dx dy dz =  Ф j)  Q (x, ij, z ) dx dz. (6.5)
<0 о *

(6.3), (6.4), (6.5) тенгликларни ^адма-^ад цушиб, Остро- 
градскининнг (6 .1) формуласига келамиз, шуни исботлаш та- 
лаб цилинган эди. Бу формула теореманинг шартини ь^аноат- 
лантирувчи со^аларга булиш мумкин булган исталган <а фазо- 
вий соха учун тугри булади. Бу формула ёрдамида ёпик сирт- 
лар буйича сирт интегралларини хисоблаш кулан булади.

М и с о л. Интегрални .^исобланг:

\ \ лdy dz -г ydz dx - f  z dx dy, 
с J  

a
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бунда а цумида г и
л' =  0 , у =  О, г = О, х +  у  -Ь z =  1 
текисликлар билан чегараланган 
пирамнданннг ташци томони 
(96-шакл).

Ь ч и ш. Остроградский фор- 
муласидан фойдаланиб, цуйида- 
гини .\осил циламиз:
| | xdy  dz -г у dz dx - f  z ах dy =

=  m a  +  i + 1 )dxdydz=
ш

I I —ж l —x—y I I —x

ЗИ I dxdydz =  3 \ dx \ dy \ dz =  3 jdx \ z
l - x - y

dy =

= 3 \dx \ (1 — a* — y) dy =  3 J (у — ay — ) j0 Xdx =
0 0 0

=  3 f ( 1 — A' — X  ( 1 - A ' ) -  dx = 3  f ((I -  Ar - (± = ^ ) d x  =
o ov 2

1
3  Г , ,  v,  . 3  ( 1 - J C) 3 |I 3  I I

7- §. Вектор майдон дивергенцияси

Oxyz фазонинг о  сохасида

a (М) =  р(х, у, z)i +  Q(х, у, z) / - f  R (х, у, z)~k
вектор майдон берилган булсин, унда Р(х, у, г), Q(a\ у, г), R(x, у, г) 
функциялар дифференциалланувчи функциялар.

Та 'ърнф . а (.И) вектор майдоннинг дивергенцияси (узоклашув-
чиси) деб М  нуцтанинг скаляр майдонига айтилади, у div а ( И) ку­
ринишда ёзилади ва

—► ло ло
(7.1)j • дР . dQ dRdiv а (М)= —— f- -f- +  —  

дх ду дг
формула билан аницланади, бунда хусусий ^осилалар М нуцта- 
да хисобланади.

Дивергенциядан фойдаланиб, Остроградскийнинг (6.1) фор- 
муласини вектор шаклида цанта ёзнш мумкин:

an0do=  f (  ( div a(.Vf)do). (7.2)
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Уни бундан ифодалаш мумкин: ёпнк сирт орцали утувчи (бу
сирт ташки /2 нормали йуналишида ориентирланган) а вектор 
майдон окнми шу сирт бнлан чегараланган хажм буйича май­
дон дивергенниясидан олинган уч каррали иитегралга тенг.

Дивергениияни хисоблашда куйидаги хоссалардан фойда- 
ланилади:

]) di\'(a(M)+~b(M)) =diva(Af) -bdiv?(.Vf);

2) divC a(.Vf) =  C d iva  (Af), бунда С — узгармас сон;

3) div и (М)  a (.VI) =  и (М) div а(М)  +  а( М)  grad и(М),

бунда и (Af)— скаляр майдонии анн^ловчи функция.
1. Дивергенциянинг инвариант таърифн. Днвергенцияни

(7.1) формула ёрдамида аннклаш координата укларини тан- 
лаш билан борлик. Остроградскнйнинг (7.2) формуласидан 
фойдаланиО, дивергенциянинг координаталар укларини танлаш 
билан боглиц булмаган бош^а таърнфннн бериш мумкин.

Бу формуланинг унг цисмида уч каррали интеграл турибди. 
Урта киймат хакидаги маълум теоремага кура ( 10- боб, 2-§) бу 
интеграл V хажм билан интеграл ости функцнясининг о  со^а- 
нннг бнрор М\ нуктасидаги киймати купантмасига тенг. Шу- 
нинг учун (7.2) Остроградский формуласини куйидагича ёзиш 
мумкин:

1 \ ando — V div a (Aft)
'o'

ёки
diva(.Vfx) =  -^- ( j a n do.

 ̂ a
Агар о) coxa M нуктага тортилса ёки l/-> 0  булса, у холда Af j 

нуцта М га интиладн. Натижада лимитга утиб, куйидагинн хо- 
сил киламиз:

lim di va (А/,) =  lim — ( t ; Ь я  п da 
м,-*м . v-»o У j  j

о
ёки

! ! a  п da
d iva(M ) =  lim - —- — =  lim — - (7.3)

v —o V г_*о V 4

Энди дивергенциянинг координата укларини танлаш билан 
боглик булмаган инвариант таърнфннн бериш мумкин.

Т а ъ р и ф .  Af нуктада вектор майдоннинг дивергенцияси 
деб, М нуктани ураб олган ёпик сирт ор^али утувчи майдон 
окимннинг шу сирт билан чегараланган кисмнинг V хажмига 
нисбатинннг бу хажм нуктага тортилгандаги, яъни V'->0  даги 
лимнтмга айтнлади.
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2. Дивергенциянинг физик маъноси. (7.3) дивергенция ту- 
шунчасига физик талкин берамнз.

Фараз цилайлик, о> сохада оцаётган суюцлккнинг тезликла-
ри майдон и а (М) берилган булсин. 5-§  да а (М) векторнинг
о ёпик сирт орцали ташки нормал нуналншндаги П оцнми шу 
сирт билан чегараланган вакт бирлиги ичида о^иб кирган ва 
о^иб чнэдаи суюклик мшдорлари орасидаги айирмани ифода- 
лашн аницланган эди.

Ушбу
4 \ a n da 

П * о
V ~  V

иисбат х;ажм бирлигига булннган суюклик микдорини аннк- 
лайди, яъни манбанинг ( / / > 0  булгаида) ёки курдум ( Я< О 
булгаида) уртача хажмий кувватини нфодалайдн. Бу нисбат- 
нинг лимити .

f  f a n d a

—  * div ^ (Л!)
(7.3) дивергенция булиб, у берилган нуцтадаги суюклик сар- 
фининг .\ажм бирлигига нисбатини нфодалайдн.

Агар div а (И) >  0 булса, суюклик сарфи мусбат, яъни 
М ну^таки урэб олган чекснз кнчик сирт оркали ташци нормал йуна- 
лишида суюцлнк 01\иб кнрганидан купроц оциб чикиб кетадн. Бунда 
М  нукта манба буладн.

Агар div а ( VI) <  0 булса, у холда Af нукта курдум булади.
div а(М) катталик манбанинг ёки курдумнннг кувватини нфодалайдн.

Агар div а (Д1) =  0 булса, у холда М ну^тада на манба ва на 
курдум булади. (7.2) вектор шаклнда ёзнлган Остроградскнй теоре­
маси окаётган суюцлнкнннг тезликлари майдоннда спиц сирт opiyi.in 
0 !\увчи суюцликнинг оцими хамма манбалар ва цурдумлар цувват- 
ларининг нипшдисига тенг булишини, яъни каралаётган сохада вакт 
бирлиги ичида пайдо буладиган суюклик микдорнга тенг булишини 
ифодалайди.

З Г з - у з н н н  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Сирт орцалн утувчи вектор оцимн деб нимага айтилади?
2. Сую1\ликнннг тезликлари майдонида вектор о^нмининг физик маъиоси 

^андай?
3. Остроградский теоремасинн ифодаланг ва исботланг.
4. Вектор майдон дивергенциясига координата шаклнда таъриф беринг.
5. Дивергенциянинг хоссаларнни санаб $тинг.
6. Дивергенциянинг физик маъноси цандай?
7. Днвергенцияга инвариант таъриф беринг.
8. Остроградский теоремасинн вектор шаклнда ифодаланг вз унинг фи­

зик маъноенни курсатинг.
9. 3896—2900, 4 4 0 5 -4 4 0 8 -  масалаларнн ечниг.
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8- §. Соленоидли найчасимон майдонлар. 
Соленоидли майдоннинг таърифи ва асосий хоссалари

7-§ да истаган а вектор майдон d i va  ёрдамида скаляр майдо.чни 
вужудга келтириши аннкламган эди.

Т а ъ р и ф .  а (.VI) вектор майдоннинг дивергенцияси со соханинг хар 
бнр нуктасида нолга тенг булса, яъни

б^лса, бу вектор майдон шу сохада соленоидли (ёки найчаси­
мон) майдон дейилади.

Шунинг учун соленоидли майдон учун Остроградский фор- 
муласнга кура

формулами хосил циламиз, бунда a  — ёпнк сирт булнб, ы со- 
ханн чегараловчн ташки нормал йуналншида орнентнрланган. 
Бу майдонда бнрор оо юзчанн оламиз ва унинг чегарасннннг 
хар бир нуктасидан вектор чнзиклар утказамнз (97 -шакл). Бу 
чнзиклар фазонммг вектор найча деб аталувчи (12-боб, 4-§)
кисмнни чегаралайди. Агар а(М)  вектор окаётган сую^лик- 
нннг тезлнклари майдонини ташкил этса, у холда суюклнк 
окшмм давоммда бундай найча буйлаб уни кеснб утмасдан ^а- 
ракатланади.

о0 юзча бнрор 0 | кесим ва намчаммнг о ён сирти бнлан че­
гараланган шундай найчанниг бнрор кнсмини курнб чи^амиз.
(8 .1) тенглик бундай ёпик сирт учун куйидаги куринишни 
олади:

di va (М) — О

(8. 1)
а

бу п0— таш^м нормал буйича йуналган бирлик вектор. 
Найчаминг ён сиртида нор-

Шунинг учун (8 .2) формула бундай 
куринишни олади:

булади ва (8 .2) тенгликдагн учиичи 
кушнлувчи нолга тенг:

маллар а вектор майдоннга пер­
пендикуляр булгани учун

\ \an0do =  0 .
о

h
97- шакл.
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бундан

келиб читали. а0 юзчадап нормалнинг йуналишини ташцидан ичкига 
алмаштириб,

м уносабати ^осил киламнз. Бу соленоидли мандонда вектор 
нанчанинг э^ар бир кесимидан утказилган вектор чнзицлар 
йуналншидагн векторлар оцими бир хил буладн, яънн манба-
сиз ва цурдумснз майдонда (чунки d iv a (A f)= 0 ) вектор найча- 
нннг .\ар бир кесимидан бир хил мнцдорда суюцлик оцнб ута­
ди. Соленоидли майдондаги вектор чнзицлар >;еч цаерда йуцол- 
майдн ва янгиси пайдо .\ам булмайдн.

9- §. Вектор майдондаги чизицли интеграл. Куч майдони бажарган 
иш. Вектор майдони циркуляцияси

Фараз килайлик, о  со.\ада вектор майдон

а (М)= Р{дг, у , г) 1 +  Q(x, у, г) j - f  R (х, у, г)к
вектор орцалн \оснл цнлннган булсин. Бу сохада бирор L чн- 
знцни оламиз ва унда маълум йуналишнн танлаймиз.

Та ъ риф. Йуналган L чизиц буйича олинган ушбу

интеграл а (.VI) векторнинг L чизиц буйича олинган чизикли интгг- 
pcLiu дейилади (98- шакл).

Агар a ( Vf) вектор куч майдони .\осил цилса, а векторнинг L чи- 
зиц буйича чизицли ннтегралн маълум йуналишда L чнзиц буйича 
бажариладнган ишга тенг булади.

\ Р (х, у, 2) dx - f  Q (х, у, г) dy R (дг, у, 2)d2

иккинчи тур эгри чнзшуш интеграл ёки век гор шаклндаги

L

Т а ъ р и ф. Епиц L контур бу- 
йнча чнзицли интеграл вектор 
циркуляцияси дейилади ва Ц бн- 
лан белгиланадн, яъни

L
93- шакл.

+  Q (х, у, 2)dy +  R (дг, у, г) d2 .
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10- §. Стокс теоремаси

11-бобдагн сирт интегралларн учун (4.1) Грин формула- 
сига ухшаш формула урннли булиб, ннтегрални о сирт буйича 
Хисоблаш масаласнни бу сиртни чегараловчи L контур буйича 
иккинчи тур эгри чизикли ннтегрални ,\исоблашга келтиришга 
им кои беради.

Т е о р е м а .  Агар Р(х, у, г),  Q(x, у, г), R(x, у. г) функция- 
лар узларининг биринчи тартибли хусусий \осилалари билан 
бирга а сохада узлуксиз булса, у холда куйидаги формула у риа­
лы булади:

f  Р (дг, у, z) dx - f  Q (х, у , г) dy +  R(x, у , г) dz =

+ ( f - f ) cosvb  (101)

бу ерда cos a, cos {5, cosy — бирлик вектор п0 нормалининг о снртга 
йуналтирувчи косинуслари, L — бу сиртнинг чегараси.

( 10. 1) формула Стокс формуласи дейилади (99 -шакл). Бу 
формулада L контур буйича интеграллаш йуналиши а сирт* 
нинг танланган томони бнлан куйидаги цоида буйича мослаш- 
тирилади: п0 нормалнинг охирндан контурни айланиб утиш со- 
ат мнлнга каРш,1 йуналншда кузатилади (айланиб утншнинг 
бундай йуналиши 11-бобдаги 6 - § д а  мусбат йуналиш деб атал- 
ган).

И с б о т и .  о сирт хамма координата текнсликларига бир 
кийматлн проекциялансин. Бу сиртнинг тенгламаси

2 =  г (х, у),
бу ерда z (х, у)  функция D, сохада днфференциалланувчи функ­
ция булиб, у ft сиртнинг Оху те- 
киелнкдаги проекцияси булади.

D, соханинг чегарасиии L\ би­
лан белгилаймнз, uiy билан бирга 

контур L нинг Оху текислик- 
дагн проекцияси булади.

ст сиртнинг юкорн томоиини 
танлаб оламиз, бунга мос холда 
ундагн ориентацияии хам танлаб 
оламиз.

Ушбу
(Р(дг, у, z)dx
L

эгри чизикли ннтегрални аввал 99- шакл.
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LK контур буйича, кейнн эса Грин формуласидан фойдаланиб 
D i соха буйича каррали интеграл га алмаштнрамиз ва ни.\оят, 
а сирт буйича сирт интегралнга алмаштнрамиз.

Чегара о сиртга тегишли булгани учун L контур нуцтала- 
рннинг координаталари z=z(x ,  у)  тенгламани цаноатлантнра- 
дн ва бинобарин, Р (х, у. z ) функциянинг L дагн кийматлари 
Р (х, у. z (х, у ) )  функциянинг L\ дагн мос цннматларига тенг. 
L ва L\ мос булинишларнинг Ох уцидаги проекцняларн мос 
тушади. демак, L ва L\ контур буйича иккинчи тур эгри чи- 
знцлн интеграллар учун интеграл йнгинднлар хам мос туша­
ди. Шунннг учун

j  р(х, у , z ) d x =  i Р(х, у, z(x, y))dx.
L Lt

Бунннг унг цисмнга 11-бобдаги (4.1) Грин формуласини
ва мураккаб функцияни диффереицналлаш цоидасннн цул- 
лаб,

Dt
ни топамиз. dxdy  ни dx dy =  cos у do  формула буинча d a  сиртнинг 
элементи орцали алмаштириб, D, со.\а буйича каррали ннтегралнп 
сирт буйича шгтегралга келтирамиз:

[Р(х .  у. * ) * « _ j [ J |  f -  +  f t  ' I ' l c o s Y d a .  (Ю.2)
О

Маълумки (7-боб, 9-§),
дг ~Т . дг Т  . ~Т—  I ------ j — к
дх ду

вектор z —z{x, у) сиртга перпендикуляр, ва бинобарин, п9 нормал­
нинг бнрлик векторига коллинеар.

л0 =  cos я  • i -f  cos (J • /' -f- cos у • k.
Шунинг учун бу векторларнннг коллинеарлик шарти бажарилиши ке- 
рак:

c o sa  _  cosft _  cosy  
дг дг —  1
дх ду

Демак,
дг а—  cos у =  — cos р.
ду

Бу муносабатдан фойдаланиб, (10.2) ифодани бундай куринишда 
цайта ёзамиз:

( Р(х, у, z)dx =  f  cosp — ~  c o s y : da.  (10.3) 
L a
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Куйидаги формулалар шунга ухшаш косил цилинадк:

\ Q(х, У. z)dy*= cosy — ~ -c o sa )d < x ,  (10.4)
*" о

\ R(x, у, г)^г =  J | | - ^ - c o s a  — -^*cosp rfa. e (10.5)
L vo

(10.3), (10.4), (10.5) формулаларни ^ушиб, Стокс формуласига 
келамиз:

\ Р (х, у, z)dx +  Q(x, у , z)dy +  R(x, у, z )d z=  —

—f-)cose+ (-57 ~ i r ) rosp+ ( f  - -  ? ) H  d ° (,°6)
Уни куйидаги куринишда кайта ёзиш мумкин:

у  Р(х, у . г) dx - f  Q (*, У, z)dy +  R(x, у, z)dz =  j | - —

-■£)**+(£--Sr)dM*+(-£-5 )A''* (l07>
Хусусан, агар a  со.\а L контур билан чегараланган Оху те- 

кисликнннг сохаси булса, у .\олда dzdx  ва dydz  буйича ннтег- 
раллар нолга анланади ва Стокс формуласи (11-бобдаги)
(4.1) Грин формуласига утадн.

Стокс формуласи эгри чизицли ннтегралларнн ёпик контур 
буйича сирт интеграллари ёрдамида .^нсоблашга имкон беради. 

М н с о л. Ушбу

a — x y i  “Ь Уz  / -г xzk

вектор майдоннииг 2х—Зу + 4г— 12 =  0 текисликнинг координа­
та текисликларн билан кесишиш чизиги буйича Ц циркуляция- 
си и и .\нсобланг.

Е ч и ш .  а текисликнинг ю^ори томоннни шунингдек, шу 
томонга мос келган ЛВСЛ берк контурни анланиб чн^иш йуна- 
лншини цараб чнкамиз (100-шакл). Ушбуга эга буламиз:

Р =  ху, Q •= yz, R -= хг,
хусусий хосилаларнн топамиз:

Ру ~  х, Р г =  0 , <?' = 0 . Q\ = у , Rg = 7 ,  Ry =  0 .

Бу ифодаларни (10.7) Стокс формуласига куямиз:

Ц =  <£ ху dx -г yz dy -Ь xz dz =  — \ \ ydy dz - f  zdx dz -f- xdx dy.
1. 'a

о сирт буйича олинган интегрални бу сиртнинг координата тс-
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101* шакл.

кисликларидаги проекциялари булган каррали ннтеграллар би* 
лан ифодалаймиз:

з о  з о
\ | y d y d z  =  ( \ yd t jd z  =  j dz  j y d y  =  ( y j  dz  =

AhCO

3

0 4*—12

0 0

— — u -~ - ^  |3 =  — —  • 27 =  — 8 (101-шакл).
9 3 о 27

6—X
6 2 ' 6  G—x

J J z dx dz =  — | zdxdz  — —  I* dx \ zdz  =  — \ ^
О А А 1 Ю  0 0 0

=  - i  f  & = £ .  dx =  ± .  I6 ---------—  =  — 9 ( 102- шакл).
2 J 4 8 3 | 0 8 - 3

0
6 0 6 0

I j x dx dy — ( j .v dx dy = \ dx \ xdy =  j xy J3x_ )2 dx =
ЛАСО

102- шакл. 103- шакл.
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=  -  J  l i l i - H !  dx =  - 1  (' (2 **  -  12 x) dx= -  j  (j  ** -  6 xs j Г =
о о 0

=  _  1  (4 .36 — 36 • 6) =  J  • 36 • 2 =  24 (! 03- шакл).

Шундай цилиб,
Ц =  — (— 8 — 9 - f  24) =  — 7.

11-§- Вектор майдон уюрмаси

Фараз цилайлик, Oxyz фазонннг ш со^аснда куйидаги век­
тор майдон берилган булсин:

а(М) =  Р(х, у, г) i +  Q(*, у, z)j  - f  R(x, у, zfk.

Т а ъ р и ф .  а (VI) вектор майдоннинг уюрмаси (ёки ротори) деб 
М  нуктанннг [rot a(.Vf) билан белгиланадиган ва

rot a (M )  =  ( ^ - ^ ) 7 + ( f — ^ ) T + ( f — (1I I)

формула билан аншутанаднган вектор майдоннга айтилади, 
бунда хусусин хосилаларни М (х, у, z)  ну^тада топамиз. 

М и с о л .  Ушбу

а ( И) =  гг i -г  х~ /  -j- у- k
вектор майдоннинг уюрмасипи топннг.

Еч иш.  Р = zz, Q ~  д-2, R =  у- га эгамиз. Хусусий хосилаларни 
топамиз:

dR_ _  oQ_ 2 A L — d/L ^  9 2 dQ др о 
ду дг dz дх * дх ду

Демак,
rot а — 2 у i - f  2 z j - f  2 x k.

Уюрма тушунчасидян фойдаланиб, (10.7) Стокс формуласннн 
вектор шаклнда цайта ёзнш мумкин:

J a dr  =  \ \ п r o t a J a  (П .2)
L ' о

ва бундай нфодалаш мумкин: а векторшшг о сиртни чегараловчи L 
контурни айланнб чи^ишшнг мусбат йуналнши буйича цирку тяцияси
rot а некторнинг шу сирт орцалн утадиган о^имига тенг.

Уюрманннг таърнфндан фойдаланиб, куйидаги хоссаларнннг т>три 
эканига ишонч хосил цилшн мумкин:

1) rot (а -г b ) =  rot а +  rot Ь ;
2) rot (С а ) =- С rot а , бунда С — узгармас скаляр.
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3) rot (ua)-^u  rota -Hgrad и) x  a, бунда 
и — и (.If) скаляр майдонни аникловчи 
функция.

]. Уюрманинг инвариант таърифи
Уюрманннг юцорнда бсрилган таъ­
рифн координаталар системасини тан- 
лашга боглик. Энди уюрмалн майдон- 
га инвариант таъриф берамиз:

Фараз цилайлик, п — ихтиёрий белги- 
.чанган бирлик вектор ва D эса .VI иук* 
тайн уз ичига олган L чегарали ясси
шакл булнб, у п векюрга перпендикуляр 

булсин. (11.2) Стокс формуласини

104- шакл.

\  ad  г =  \ \  rotn a da

курииишда ёзамиз, чунки п • ro ta  =  rotna (104-никл).
Урта циймат хакидаги теоремага мувофик:

j  a d 7  =  .Srot^(.M ,). 

бундам rotn а (.И,) =  Д -  ф  a d r , бу ерда S юз — D соханинг юзи,
L

М х — бу сохадаги бнрор нуцта.
Охиргн тенгликда D сохаги М нуктага тортнб (ёки S-*»0 да), 

лимитга утамиз, бунда At, нукта М  нуктага интилади:

lim rot a (Vf.) =  lim —  \ ad г 
Mt~*M n 1 6 -o  S у

ёки

r o t a  (.Vf) =  lim —  [ a dr  =  lim —  .
5-*0 S  ̂  J  6 - .0  5

Т а ъ р и ф .  Вектор майдон уюрмаси деб, шундай векторга 
айтнладнкн, унинг бнрор нуналншга булган проекцияси шу 
йуналншга перпендикуляр булган I) яссн юзнннг L контур бу­
йича вектор майдон циркуляциясинннг S юзнннг катталигига 
нисбатига тенг, бунда юзнннг улчамлари нолга интилади 
(S—►О), юзнннг узн эса нуктага тортилади.

2. Уюрманинг физик маъноси. Вектор майдон уюрмаси тушуй* 
часининг физик талцинини берамиз. 1\аттик жисмнинг цузгалмас нук­
та атрофидаги \аракатнни кррав чицамиз. Кинематика да тезликлар
майдони v исталган моментда 
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V =

формула билан аннцланади, бунда со
оний бурчак тезлик, г — жисмнинг их- 
тиёрин М нуцтасинниг радиус- векторн 
<105- шакл).

Агар

г =  x i  - f / / / '  - r z k ,  

со = (i)x i -г /  +  о>г к
экани’ маълум булса, у холда куйида- 
гига эга буламиз:

1 j к
=  (ti>yZ —  b)t y )  I  - f  ( « / '  —  (Mxz) j  - f  (o)XIJ —  O yt) k .

X у  Z

Энди rot и векторнинг проекиияларини топамиз:

г}
гтрх ( r o t  V )  =  ~  (о)ХУ —  о у )  —  —  ((0гх  —  (Ох2)  =  (Dx - г  0)х =  2  О),, 

п р „  ( r o t  V ) =  ( о у  —  о у / )  —  - £  (0)хГ/ —  о у : )  =  СО, +  (0 ,  ~  2  соу,

пр7 (ro t и )  =  —  ( a y  —  сохг) —  — - (соуг  —  со,//) =  о ,  +  со, =  2 о>,.

Шундай килиб,

rot у = 2  о х i +  2 о)и / -г 2 ш, к «= 2 со

экаииии э̂ осил цилдик.

Демак, v тезлик майдони уюрмаси каттиц жнем айлаиишининг 
оний бурчак тезлигн всктсрнга катлииеар вектордир:

rot v — 2 со.
У  з-£ з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

V —  со X  г

1. Кандай майдон соленоидли майдон дейилади?
2. Соленоидли майдоннинг хоссасини ифодаланг.
3. Чнзицлн интеграл деб нимага айтилади?
4. Векторнинг циркуляцняси деб нимага айтилади?
5. Стокс теоремасинн ифодаланг ва нсботланг.
6. Вектор майдон уюрмасиии координата шаклида таърнфланг.
7. Вектор майдон уюрмасининг таърифннн айтннг.
8. Стокс теоремасинн вектор шаклида ифодаланг.
9. Вектор майдон уюрмасининг физик маъносн цандай?
10. 3894— 3895, 44э0— 4465- масалаларнн ечинг.
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12- §. Чизикли интегралиинг интеграллаш 
йулига боглик булмаслиги шартлари

Фараз килайлик, куйидаги вектор майдон берилгаи булсин:

а = Р(х, у , z)i ~ Q (x ,  у , z)j +  R(x, у, z)k  .
Бундан кейин P. Q, R функциялар узларннннг биринчи тартиб- 
ли хусуснй хосилалари билан бирга ёки Oxyz фазонннг .\ам- 
маснда, ёки фазонннг бнрор со сохасида узлуксиз булади деб 
фараз киламнз.

Фараз килайлик Л ва В нуцталар «  соханинг иккита их- 
тиёрий нуцтасн булсин. со сохада ётувчн ва А хамда В  нукта- 
ларни туташтирувчи турлн эгри чизицларни караб чицамиз 
(106-шакл). Агар

' Р(х, у , z) dx -г Q (х, у, z)dy- \-R(x , у, z)dz
L

чизикли интеграл бу йуллариииг ихтисрийсн буйича айнн бнр 
хил цинматлар кабул килса, у интеграллаш йулига боглик бул- 
майди дейилади.

Чизикли интегралиинг интеграллаш йулига боглик булмас- 
лик Н1артлари куйидаги теоремалар билан бериладн.

1- т е  о р е м а. Ушбу

в

106- шакл. 107- шакл.

1 Р(х, у, г) dx -f- Q (.v, у, z )dy~rR(x , у, z)dz
I

чизикли интеграл бирор о> сохада интеграллаш йулига боглиц 
булмаслиги учун бу со.\ада ётган истаган ёпиц контур буйича 
олинган интеграл нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

И с б о т и .  Е т а р л и л и г и. Фараз килайлик, о  сохада ётув- 
чи истаган L ёинк контур учун

( Р (дг, у, z) dx -г Q (х, у , z) dy - f  R(x, у, z)dz = 0  
L
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булсин. Чнзнкли ннтегралнинг интеграллаш йулига 6 o f . i h ^  
эмаслигннн курсатамиз.

Ха^н^атан, А ва В ну^талар w со.\ага тегишли булган нуц- 
талар булсин. Бу нуцталарни со сосала ётувчи иккита турли 
АтВ  ва АпВ  эгри чнзиклар билан туташтирамиз (107- шакл). 
Кунидагича булишини курсатамиз:

I Я (а, у , z) dx  - f  Q (а, у, z ) d y +  Я (а , у, z ) d z  =  ( Я (а, у, z ) d x - ir
Am В АпВ

-t Q(x, у , z)dy +  R(x , у, z)dz.
АпВ ва АтВ ёйлар АтВпА ёпиц кошурни ^ocin цилади. Эгри чи- 
зицли интеграллариннг хоссаларинн хисобга олнб, ушбуии хосил ци- 
ламиз:

! Р (дг, у, z) dx -г Q (х, у , z)dy +  R  (а, у, z ) d z = \  Я  *, у, z) dx +
АпВг.л л ~в

— Q (х, У, z ) d y - t R  (а, у, z) d z +  \ Р (а , у, z) dx +  Q (дг, у, z) dy +
Bn А

4-Я (а , у , z ) d z * = j  Р { дг, у, z ) d x - r Q ( x ,  у , z ) d y - r R ( x ,  у , z )d z  —
А т В

— f Р  (дг, у, г) dx - f  Q (а, у , z)dy +  R (а, у, г) dz.
А пВ

чунки

Г Я (а , у, г) d x -г Q (х, у, z)dy +  R  (а , у, г)с*г =

=  — i Я (а, у , г) dx +  Q(x, у, z)dy +  R(x, у, г ^ г .
Аля

Биро^

) Я (а , у, r )dA- fQ(A,  у, г)Ж/ +  #(дг, у, г) dz =  0

интеграл ёпиь; контур буйича олинган интегралдир. Демак,

( Я (а , у, z)dx +  Q(x, у, z) dy + R (x ,  у , z )d z— \ Я( а, I/, г )^ А -Ь
лТГв

"г Q (а , у, z )d y + R (x ,  у, z)dz = 0.
Бундан

J Я (а , у , г) </а -f Q (а , у, г) a// - f  Я (а , //, z) dz =
ИгтГд

=  \ Я (а, у, г) dx - f  Q (а, у, z)dy +  R(x% у, z)dz
А пВ

эканини .^осил киламиз.



Шундай цилиб, чнзнцлн интег­
рал ннтеграллаш йулига боглиц 
булмаслигнни исботладик.

3 а р у р л и г и. Фараз цилайлнк 
о» сохада

\ Р(х, у, г) dx -г Q (х, у, z)dy +

-rR{x,  //, z)dz
чизикли интеграл ннтеграллаш йу- 

108-шакл. лига борлиц булмаснн.
Шу со.\ада ётувчи истаган ёпнц 

контур буйича олинган интеграл нолга тенг .булишини к\рса- 
тамиз.

Хакнцатан (о со.\ада ётувчи нхтнёрий ёпиц контурни цараб 
чнцамиз ва унда иккита нхтнёрий /1 ва В нуцтанн оламиз (108- 
шакл). У ,\олда

j  Р(х, у, z )dx-r  Q (х, у , z ) d y - r R ( x , у, z)dz =  \ Р(х, у, z)dx+
ЛтВпА

4- Q (х, у, z) dy +  R (х, у , z) dz -И  Р (х, у, z) dx +
4 ВпА

Q(x, у, г) dy +  R (х, у , z)dz =  f Р(х, у, z)dx +  Q(x, у , г) dy +
•  w

АтВ

•f  R(x, у, z) dz — 1 Р(х, у , Z)dx~-Q(x, у , z )d y - f
AnB

+  R(x, i/, z)dz =  0,
чунки шартга кура

f Р (дг, у , z) dx - f  Q (дг, у, z)dy R (дг, у, z)dz =*
АтВ

=  ) Р(х, У, z)а х 4 - Q (х, у, z ) d y + R (*, у , z)dz.
Ап В

Шундай цнлиб, истаган ёпнц контур буйича олинган интеграл 
нолга тенг. Теорема исботландк.

Куйидаги теорема амалда цулланнш учун цулан булган 
шартларнн беради, бу шартлар бажарнлганда чизицлн интег­
рал ннтеграллаш йулига боглнц булмайдн.

Теоремани ифодалашдан олднн фазода бир борламли со^а 
тушунчасинн кирнтамиз.

Т а ъ р н ф  Агар со сохада ётувчи нхтнёрий L ёпнц контур 
учун шу сохада ётувчи о сирт мавжуд булиб, унинг учун L 
контур чегара булса, фазонннг <о со^аси бир богламли со\а 
дейиладн. Бу .у>лда L контурга о> со.\ага тула тегишли булган 
а снртнн тортнш мумкин дейилади. Масалан, куб. шар, бутун 
фазо бир богламли со.\а буладн. Торнинг («тешкулча») ичи 
бир богламли булмаган соха ^исобланди.
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2- т е о р е м а :  а — Р(х, у, 2) i — Q(.y, у , г) /  - f  /?(дт, //, г) £ бгк- 
/ло/7- функциям инг

\ Р(х, у, z) dx +  Q (х, у, z ) d y ~ R ( x ,  у, z)dz (12.!)V
L

чизикли интегралы Сир богламли со сохада интеграллаш йулига 
боглик булмаслиги учун бу соханинг хамма жойида

rot (i =*J5 ( 12.2)
булиши зарур ва етарлидир.

Етарлилигини исботлаш билан чегаралаиамиз.
И с б о т и .  Е т а р л и л и г и.
Фараз килайлик, о> сохада rot а — 0 булсин. 
о) сохада ётувчи исталган L ёпик контур буйича олинган 

ушбу чизикли интеграл нолга тенг булсин:

I Р(х, У, г) dx -f  Q (х, у , z)dy-r  R (х , у, г) dz =  0 .
L

со со.\ада L контур билан чегараланган о сиртнн караимиз 
(соханинг бир богламлилигн сабаблн бундай соха доим топи­
лади). Стокс формуласнга кура

j a d г =  И п rot a d а
L о"

со сохада, жумладан, о сиртда ro ta  =  0 тенглик урннли була­
ди. Шунинг учун

\ f п rot a d а =  0 , 
о

демак,

| a d r  =  0

ёки

d Р(х, у , z)dx - f  Q(x, у, z)dy +  R{x, у , z) dz =  0.
1

Шундан цилиб, со сохада исталган L ёпик контур буйича олин­
ган чизикли интеграл нолга тенг. 1-теоремага асосан чизикли 
интеграл интеграллаш йулига боглик эмаслнгинн хулоса ки­
ла миз,

го, а- =  f _  m  г +  (*?  -  «  | т + ( & . - — 1*
ду дг ; дг дх \ дх ду J

булгани учуй 2- теореманн кунндагнча ифодалаш мумкин: ушбу

\Р(х,  у , z )dx+Q (x ,  у , z)dy +  R(x, у , г) dz
L
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чизикли интеграл пир богламли сохада ннтеграллаш йулига 
бог ли ̂  булмаслиги учун шу соланине \ар  бир нуктасида

dR dQ дР dR_ dQ_ дР_ п о ъ
ду дг ’ дг дх ’ дх ду '

муносабагп бажарилиши зарур ва егиарлидир.
1-м и со л . Ушбу

\ (2 ху  -г г2) dx Л- (х* -г г) dy + ( у +  2 хг) dz
L

чизикли интеграл ннтеграллаш йулига боглик булиш-булмас- 
лнгини текшнринг.

Е ч и ш . 2 -теореманннг (12.2) ёкн (12.3) шартларини тек- 
ширамиз. Бундан цуиидагнга эга буламиз:

Р =  2 ху  - f  г2, Q = х2 +  z, R =  у -г 2 хг.
Бундан

дР  0  dQ 0 dR п—  =  2 х, =  2 л*, —  = 2  z,
ди дх дх

Л - \  Л±  -  j
дг дг ду

—  =  =  I —  - =  о 7 =  _^L — о 4. 1 
ду dz ’ дг дх ’ дх ду

Бинобарин 

бундан
ro ta  = 0 .

Шунинг учун берилган чизнцли интеграл ннтеграллаш йулига 
борлнц булмайдн.

2-м и с о л. Ушбу
/%
\ ydx — xdy - f  zdz

L

чизикли интеграл ннтеграллаш йулига боглиц булиши ёкн бул- 
маслигинн текширинг.

Е ч и ш . (12.2) ёки (12.3) шартларни текширамиз. Р = у, 
Q =  —a*, R = z га эгамиз. Бундан:

дР __ . dQ _  . dR л 
ди % dx ’ dx

J * = o ,  « - - О .  -Й — О.
дг дг ду

Бинобарин,

J5L =  j9 Q = = 0 — =  — др у
дг/ дг дг дх ’ ду дх

бундан уш буга эга буламиз:
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ro t  a  =  I — -------- —-) к — —  2 k ~  0 .
' dx dy }

Шунинг учун берилган чнзикли интеграл интеграллаш йулига 
боглиц булади.

13-§. Потенциал майдон. Потенцналлнк шартлари

Т а ъ р и ф . Агар

а (.VI) — Р(х, у, z)i - rQ(x , у, z)j  - f  !/, z)k

вектор майдоннинг уюрмаси м соханннг хамма нукталарида 
нолга тенг булса, бу майдон шу сохада потенциал (ёки гради- 
диентли, ёки уюрмасиз) майдон дейилади.

Потенциал майдоннинг таърифига кура майдоннинг хар бир 
нуктасн учун

rot а I ^  ^  7  | ^  __ д/? т  .
\ ду дз )  \ дг дх * ^

( ,3 |>
булади, яъни куйидаги айниятлар уринли булади:

0R 0Q дР _  dR_ dQ дР 0)
ду дг * дг дх * дх ду

Шунинг учун (13.2) айниятларнинг бажарилнши вектор 
майдоннинг потенцналлнги шарти булади.

Шу айниятлар (12.1) чизицли ннтегралнинг L ёпиц контур 
буйича нолга айланишн учун зарур ва етарлиднр, шунингдек, 
унинг интеграллаш йулига боглик булмаслигннннг зарурий ва 
етарли шартиднр.

Т а ъ р и ф .  Градиенти а (х, у, г)  скаляр майдонни вужудга 
келтирувчи и(х, у, г)  скаляр функция шу вектор майдоннинг 
потенциал функцияси (ёки потенциалы) дейилади.

Шундай килиб, потенциал майдон

, ди . ди Т  . ди ~Т -*■ grad и = —  * +  —  / +  —  k =  a 
дх ду дг

муносабат билан ифодаланади, бунда

а =  Р(х, у , z) 1 -+ Q(х, у , z) J  - f  R{x, у , г) к

булиб, шу билан бирга rot а = 0  ёки rot grad и =  0. 
iM uco.i. Ушбу

а =  (** — 2 yz) • i +  (у2 — 2хг) • у -f- (г2 — 2 ху) к 
майдон потенциал майдон булиши ёки булмаслнгини текширинг.
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Е чиш . Р  — ** — 2 уг, Q « //2 — 2 лг, R — z* — 2 ху булга ми учун 
б у  ер дам хусуснй  хосила ларми топамиз:

aQ о .  ар
дд;

ар 0 —  =  - 2 г . с/х
ая о—  =  — 2 //. дг

Кунидапиар равшан, 
дР а<?

=  — 2 л*
дг ду

=  ~ 2 < л

w  0 j >p  ар __^
ду дг ' дг дх

i S - « L ------2 г,
дх ду

яъии (13.2) шарт бажарнлади, шунинг учун берилгаи майдон потен- 
цнал майдондир.

14- §. Потенциал майдон холиДа чизикли 
ннтегрални хисоблаш

Агар со фазовий соха бир богламли булса, у холда потен­
циал майдондаги чизикли интеграл интеграллаш йулига бог­
лик булмасдан, балки шу иулнинг бошлангнч А хам да охирги 
В нуцталаринннг коордннаталарига боглик булади ва и (х, 
у, z)  функциянииг шу нукталардаги орттнрмасига тенг булади, 
яъни

Г Р(х, у , z) dx - f  Q (дг, у , z)dy +  R (х, у, г) dz =
А В

*= и(хв, у в, zB) — u(xA, уА, гл), (14.1)

бу ерда А В мул— Л (хл , уА, zA) нуктадан В (хв, ув , z j  нуктагача 
ихтнёрнй интеграллаш нули. Одатда бундай йул тарзида ACDB си- 
ник чизик олинади, унинг AC, CD ва DB буринлари координаталар 
укига параллел (109-шакл). Бу холда потенциални хисоблаш форму­
ласи куйидаги куринишга эга булади: 

в
и (дг, у, г ) =  \ Р{х, у, z)dx +  Q(х, у, z)dy +  R(x, у, z)dz =

А

=  j Р(X, у0, z0) dx-r [q(x, у, z0)dy+
х. V%

г

109- шакл.

+  \R (x ,  y , z ) d z ,  (14.2) 
i.

бунда
Л (а©, Уо* *о), С (х» ?j), 

D(х, у , zn), В (х, у, г),

АС = (х — а*о) ( ,  CD =  (у — у0) /,

DB = (z — zQ) k .
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Агар потенциал майдон куч майдони булса, у ^олда бундай 
майдонда нуцтани кучнришда бажарнлган иш майдоннинг бир 
А нуцтасидан иккинчи В ну^таснга кучириш йулига борлик 
булмайдн ва (14.1) формула буйича .^исобланиши мумкнн.

Потенциал вектор майдонда бир богламли сохада ётган хар 
цандай L ёлнц эгри чизи^ буйича циркуляция нолга тенг. Куч 
майдони учун бу майдон кучларннинг хар цандай L ёпиц эгрн 
чизик буинча бажарган ниш нолга тенг буладн.

М и с о л. Ушбу

~а =  (л* — 2 yz) i -  (if  — 2 xz) j  - f  (г2 — 2 xy) k

майдоннинг потенциалнни топннг.
Е ч и ш. Бу векторнинг майдони потенциал эканинн курсат- 

ган эднк (13-§ дагн мнсолда).
и (х, у, z)  потенцнални (14.2) формула буйича топамиз:

х у г

U (X, у, z) =  ( (л2 — 2 у  „г о) dx - f  \ (if  — 2 x z j  dy  +  \ (г2 — 2 ху) dz =  
*. v*

=  ( 1  д . _  2 w ) £  +  (±  !/» -  2 хад  £  +  ( ^  -  2 хуг) £  =

=  ^7 ^  +  Т -,/3 +  ‘7 23) ~ 2 ^«г° х ~ 2л^  — 2xyz — -x*Q-~

+  2 у ^ х о~ У о  +  2 xz0y0 — j z ]  +  2xyz0 =  | -j (х3 -rif-^-  

+  2Л) — 2 xyz ] — | j  (.г] +  yl  +  z#  — 2 xt ffo  | .

У з-у з и н и текш ириш  учун с а в о л л а р

1. Чизикли иитегралиинг ннтеграллаш йулига богли^ булмаслигн кнменн 
бнлдиради?

2. Чизнцлн иитегралиинг ннтеграллаш йулига боглнц булмаслигн унинг 
исталган контур буйича нолга тенглнгнга эквивалент эканинн курсатннг.

3. Чизикли иитегралиинг ннтеграллаш йулига боглнц б^лмаелнгининг за* 
рурнй ва етарли шартн .\ацндагн теоремани ифодаланг ва исботланг.

4. Кандан майдон потенциал майдон дейилади?
5. Майдон потенцналлигннинг шартларн кандай?
6. Потенциал деб ннмага айтилади? У кандан .^исобланади?
7. 4430—4137- масалаларни ечинг.

15-§. Гамильтон онератори 
(Набла онератори)

Вектор аналнзннпг grad, div, rot дифференциал амаллариии сим- 
ватик у  вектор ёрдамнда (Набла-вектор Гамильтон оператсри) 
пфодалаш кулайднр:

д , д ~т , д т*
V =  —  1 - \-------I -----------к .

Ох ду 1 дг
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5v векторин у ски бу (скаляр ёки вектор; катта.тикка куллаииш- 
ни бундай тушунмок керак: вектор алгебра цондаларига кура бу век- 
торнй берилган катталикка купайтириш амалиии бажариш лозим,

д д д г  .. су игра —- ,  — , —  символларшшг бу катталикка купаитиришии

тегишли хосилани топнш сифатида цараш керак.
Бу вектор билан амаллар бажариш коидвларини караб чипамиз:
1. V набла векторнннг и(М)  скаляр функцияга купантмаси шу 

функцнянинг градиентини беради:

/  д *Т , д ~Т , д тТ\ ди Т  ,
VB = ( *  * + Ty>'r T zk )u = T ' 1 +

. ди ~Т . ди ~Т .-Г —  I *г —  к =  grad и. 
ду дг

Шундай цилиб, V и = grad и.
2. V набла- векторнннг

а (М) =  Р(х, у, z) i +  Q(х, у, z)j  ■+ R(x, у , z)lk

вектор функция билан скаляр купантмаси шу функцнянинг диверген- 
циясини беради:

• v ‘ = ( i ; r + i  T + j ; k ) ( P i x . y . i ) 7 +

+  г) /  - f  R(x, у , z)k) =
дР dQ , dR .. —

=  —  +  + Т  =  d lv a -дх ду дг

Шундай цилиб, v  - о =  div а .
3. v  набла- векторнннг

а СИ) =  Я(л\ у, z) i - f  Q ( a\ у, z) j  + R (x ,  у, z)k
вектор функцияга вектор купантмаси шу функцнянинг уюрмасини 
беради:

V X а =

i  j  k
д_ _д д_

дх ди дг
Р Q R

dR dQ v Т=  | —  — —  I I 4-
I  ду дг )

,дР  dR . "Г . ■ dQ д Р \ - Г  „
4- ----------- / +  * — — rot a .dx/ дх ду/

Шундай килиб, V X а =  rot а.

Градиент, дивергенция, уюрмаии олнш амаллари бириичи 
тартибли дифференциал вектор а.малларднр.
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16-§. Вектор майдонидаги иккинчи 
тартибли амаллар

Вектор майдонидаги иккинчи тартибли амалларни курамиз. Шуни
айтнб утиш керакки, grada, ro ta амаллари вектор майдонларни ву-
жудга келтиради, d iva ама.ти эса скаляр майдонни вужудга келтн- 
ради. Курсатилган амаллариинг куйидаги комбинациялари булиши
мумкин: di vgrad и, graddiva, rot rot a, d iv ro ta , булар иккинчи тар- 
тибли ама.гтар дейилади. Улардан энг мухимларини караб чикамиз.

1. div rot a =  0.
Хакикатан хам, чгар вектор майдон

a =  Я(дг, //, z) i +  Q (х, у, z) j - f  R (дг, У, z) k 
булса, у холда иккинчи тартибли аралаш хосилаларнинг тенглиги учун 

. .  .-*■ д /  dR 0Q\ d , дР 0R\ . 0 1 0Q дР
d , v r 0 , 0 =i r ( а ? — тУ) ~

_  d*R o*Q , сГ~Р сPR , &Q d*P Q
dx dy дх dz dy dz dy dx dx dz dz dy 

булади. Шу натижанннг узини набла- оператор

d iv ro ta  =  V‘ (VXfl)
ёрдамнда хам олиш мумкин, чунки бу ерда учта векторнинг аралаш
купайтмасими ^осил киламиз: v , у  ва а, буларнинг иккитаси бир хил. 
Бундай купайтма нолга тенг булиши равнин.

2. rot grad и = 0.
^акикатан,

, ди Т  . du ~Т , du ~Т grad и = —  i -т —  J -г —  k
dx dy dz

булгани учун иккинчи тартибли аралаш купайтмаларнинг тенглиги 
туфайл!:

rolgraxlu-7 (£■)— £  Й ) ] + 7 [ у  ( f ) -

( £ ) - • =  ( S ) ] -
_  Т , d*u_____ д*и . ~Т . №и __ Ь-и '

ду dz dz dy ' dz dx dx dz)

+  ь ( - M L - - ? ! L \  = 0.
\  dx dy dy dx)

Шу натижанннг узини v  набла-оператор ёрдамнда хам хосил цилиш 
мумкин:

rotgradа =  v  х  v  w =  (V \ )  и =  0,
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чунки бир хил векторларнинг вектор купайтмаси иол векторга тенг.

3. divgrad и — ■
I

^учкикатан хам,

п , оги . д*и д:и 3. divgrad и — ------ :--------- :-------.
дх* ду* д:*

. ди ~Т , ди ~Т , ди ~Т gradw =  —- i ~  —  / +  —  k 
дх оу дг

булгани учун

d iv g rad  и =  —  ( ' ^ )  +  -  ( - )  +  -*-
s  дх [ д х /  ду [ д у !  дг \  дг )

dhi , д*и , д*и /1А и
=  ( | 6 | )

булади.
(16.1) тенгликнинг унг томоии символик тарзда бундай белппа- 

нади:
. д*и , дги . д*иД U -- ---------- ;----------- 1--------

дх- ду1 дг*
еки

Бунда

. . д* , д* , д»
Л “ ” Ы - г  — +  — ) “ •

Л “ - ^ + Т Т  +  - ГГ  (|62)c>as <}//* дг3

символ Лап.гас операторы дейилади. Бу операторнн у  векторнннг 
скаляр квадрати тарзида караш табинндир.

>^акикатан .\ам

™ - { ц + а и т $ - л -
Шунинг учун (16.2) 1енглик v  оператор ёрдамида 

div grada =  v  (V u) =  V2 u 
куринишда ёзиладн. Шуни айтиб утиш кераккн,

Aw =0

тенглама Лаплас тенгламаси дейилади. Ды =  0 шартни бажарув* 
чи и(х, у, г)  скаляр майдон Лаплас майдони ёки гармоник 
майдон дейилади.

17-§ . Л аплас операто.ри, унинг цилиндрик 
ва сферик координаталарда ифодаланиши

Аввалгн нараграфда биз Л аплас операторннннг декарт 
координаталаридагн ифодасинн .\оснл цнлган эднк:

. № , д* , д* /17 Д =  —-----—------- i-------. (17.1)
дх2 Оуг дг*
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Бу операторнинг цилиндрик координаталардаги нфодасини то­
пам из:

х  — г созф, у  —г sin ф, z — z.
Бунинг учун и  =»и ( х ,  у,  г )  мураккаб функниядан (бунда 

д* =  rcostf, // =  rsin<f. z = z) эркли узгарувчнлар буйича олинган 
биринчи ва иккинчи тартибли хусусий .\осилаларнн топамиз:

ди ди , ди / 1 «у I v
—  = —  COS<f +  —  Sin<p, ( 1 7 .1 )
дг дх ду

—  =  — —  г э т ф  +  —  г cos <р, (17.2)
dq дх ду

д*и д*и 4 . дги | л д*и . /П О к—  =  — - cos* (f - г — Sin2 <p-г 2 - —  со$ф sm 9 , (17.3) 
dr* dx* dy- dx dy

d*u d*u ,  . « , d*u 0 0  Ьи du—  =  —  r  sin- Ц 4------- r  cos- СГ--------- r COS (p--------- rsm ф —
d фг dx* dy* dx dy

— 2 r 2sin 9 cos9 . (17.4)
dxdy

(17.3) ни r2 га купайтнриб ва (17.4) билан кушиб,
,  d2u , d*u . d-u , д*и\ - /  ди . ди . \г - -------------- ------------ ------- г2 — г —  cos ф Н-------- sm ф

dr* dy*  \д х*  ду* } \ д х  ду }

ифоданн .\осил киламнз, у эса (17.1) ни цулланнлгандан сунг куйи­
даги куринишни олади:

r - д*и  ̂ ди _  - д*и , д*и \
дг* д ф1 дг % дх2 ' ду*

ёки
д*и , д*и _ д*и , 1 д*и 1 ди 
дх* * dy* dr* г* d ф2 г  дг

Бундан,
д  _  д*и , d*u д*и _  д*и I ди ___1_ д*и , д*и

дх* ду* дг* дг* г дг ' г* д ф2 ^  дг*

келиб чнкиши равшан. Энди Лаплас операторини цилиндрик коорди- 
наталарда ёзиш мумкин:

b  =  J L  +  L . A + ±  J L  +  j L .  (17.5,
дг* г дг г* д ф* дг*

Худди шунга ухшаш Лаплас оператори учун ифодани сферик 
коордннаталарда келтнриб чи^ариш мумкин:

х =  г sin 0 cos ф, 
у =  г sin 0 БШф,

2 =  Г COS 0.

и = и (х, у] г)  мураккаб функцнядан эркли узгарувчилар бу*] 
йича биринчи ва иккинчи тартибли хусусий .уэснлаларни то­
памиз:

ди ди . л . ди . л . . ди л—  =  —  sm 0 cos ф Н-----sin 0 sin ф -i------- cos 0 =
дг дх ду дг
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=  sin О I —  cos <f -f  —  sirnf | -г —  cos 0, (17.6)
\ d x  dy J дг

du du . „ . , du . n—  = -------rsin 0 Sin (f ~i------- r sin 0 COS Ф =
dtp dx dy

=  r sin 0 1 — ~  sin ф 4- ~  cos ф |, (17.7)

—  =  — г cos 0 cos ф - f  —  r  cos 0 sin ф — —  r sin 0 =
dO dx dy dz

л i du , du • du • n t \*7 o \=  rcosO —  cos ф H----- sin Ф --------- г sin 0, (17.8)
\  dx dy J dz

d*u . „ л /  .» . e/2̂  . ,  \  - q л ,---- =  s in- 0 -------COS- ф H------- Sin* Ф H--------COS- 0 4-
dr* \  dx* <fy« I dz*

л . о /. • dmu > л ■ л л d'Z §— 2 sin- 0 sin ф cos ф ---------- 2 sin 0 cos 0 cos ф
dxdy dxdz

f f t t l
-r 2 sin 0 cos Osin Ф ------- (17.9)

dydz
d*u о ■ n a I d*u . „ , d*u » \—  =  r  sin- 0 ---  Sin- Ф H------ COS2 Ф —
d<p* ' dx* r dy* J

— r sin 0 I —  cos ф -f  —  sin ф i — 2r2sin2 0 sin ф cos ф ■d u ■ ♦ (17.10) 
' dx 1 dy  ̂ 1 dxdy '

d*u . a I du , du . . d*u „ . „ л—  =  _  r sin 0 —  cos a - r  •— sin ф I 4-------• sin- 0 —
d 02 1 dx dy I dz*

du л i <? <* л /  d*u - , d*u . о \  .
---------- Г COS 0 - f  f  c OS- 0 ----------  COS2 Ф -j-----------sin- Ф I +

dz \ dx* dy* '

4- 2 r2 cos2 0 s in ф cos ф -----2 r2 sin 0 cos 0 cos ф ------
dxdy dzdx

— 2 r2cos0 sin Osin ф - ^ - -  (17.11)
dydz

(17.10) ни r2sin20 ra, (17.11) ни r2 га булиб, ва натнжани (17.9) би­
лан к ушиб, куйидаги ифоданн хосил киламиз:

d*u 1 d*u ,___1_ О*и _  d*u d*u , d*u
dr* ' /-2Sin=0 d<f* ‘ r* dO* ~~ dx* ‘ dy* * dz*

1 Г • n /  du du \  . n du 1------> sin 0 ( —  cos ф -j------- sin ф 14" cos 0 —  I —
r I \ dx dy J dz J

1 I du , du .---  COS ф -i----- sin Ф I.
rsinG  \  dx dy

Бу ифода (17.G), (17.8) лар татбик; цилингандан сунг
d*u , 1 d*u ,___1_ d*u _  д-и
dr* ' rasin2 0 dtp* г* dO* dx*

d*u , d*u __ 2_ dû  __ ctc_0 jdu
dy* dz* r dr r* d 0

куринишни олади. Бундан 
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л2 <?02 ' г дг ' г2 д О

келиб чицади. Энди Лаплас операторини сферик коордннаталарда ёзнш

1. Гамильтон операторн нима?
2. Гамильтон операторн билан амал ^оидаларини к^рсатннг.
3. Иккинчн тартибли \амма мумкин булган дифференциал вектор амал- 

ларни санаб £тинг.
4. Лаплас операторн ннма?
5. Лаплас операторннинг цилиндрик коордннаталардагн нфодасини келти­

риб чнцарннг.
6. Лаплас операторннинг сферик коордннаталардагн нфодасини келтириб

мумкин:
* ,______1_ _  Л  J_ д*
л  r5sin* 0 д <f2 ' г2 а 02

j L
г дг г- д 0

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

Ч1царинг.



МАТЕМАТИК ФИЗИКА ТЕНГЛАМАЛАРИ

1- §. Математик физика тенгламаларининг 
асосий турлари

Математик физиканииг иккинчи тартибли асосий диффе­
ренциал тенгламалари иккн ^згарувчили номаълум и(х, у)  
функция ва унинг хусусий ^осилаларнга нисбатан чизикли бу- 
лнб, бундай тенгламаларнинг умумий курнннши куйидагича 
булади:

A ^  +  B - ^ - + C ^  +  D * t - + E f + F u ’= l ( x , y ) ,  (1.1) 
дх* дхду 0у 1 ах ду

бу ерда А, В, С, D, Е ва F лар умуман х ва у  ларга боглик 
булиб, хусусан узгармаслардир, f ( x , y )  эса берилган функция. 
Агар тенгламанннг унг кисмиДаги f ( x> У) функция нолга тенг 
булса, у холла бу тенглама иккинчи тартибли бир жинсли чи- 
знкли хусусий хосил ал и тенглама дейилади:

... В -J- С D —  - - Е —  — Fu —0. (1.2)
дх* дхду ду* дх ду

Агар (1.2) тенгламанннг берилган сохаснда:
В2—4/4с>0 булса, (1.2) тенглама гинерболик,
В2—4АС = 0 булса, (1.2) тенглама параболик,
В2— 4.*Ш<0 булса, (1.2) тенглама эллиптик турга тегишли 

булади.
Торнинг кундаланг тебранишн, металл стерженнинг узуна- 

сига тебраннши, симдаги электр тебранишлар, айланувчи ци- 
линдрдагн айланма тебранишлар, газнинг тебранишлари каби 
масалалар гиперболнк турдаги энг содда тулкин тенгламаси

д*и п д*и ..-----=  а* —  (1.3)
dt* дх*

га олиб келадн.
Пссикликнннг таркалиш жараёни, говак мухитда суюклнк 

ва газнинг оцнши масаласи, эхтимоллар назариясининг баъзи 
масалалари параболик турдаги энг содда исаиуш к таркалнш 
тенгламаси (Фурье тенгламаси)

ди п д*и / t  л\—  = а- —  (1.4)
dt ох*

га олиб келади.
Электр ва магнит майдонларн хакидаги масалаларни, ста­

ционар иссиклик холат хакидаги масалаларни, гидродинамика,

1 3 - б о б
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диффузия ва шунга ухшаш масалаларни ечиш эллиптик тур­
даги Л аплас тенгламаси

^  +  7 Т “ °  ( , -5>дх* ду*
га олнб келади.

Биз (1.3), (1.4) ва (1.5) тенгламаларда изланаётган функция 
и иккита узгарувчнга боглик булган холнн келтирдик. Агар 
изланаётган функция учта эрклн ^згарувчига боглик булса, 
туллии тенгламаси:

at'- \ дх* ду* Г
исснклик таркалиш тенгламаси:

* - а »  ( * “ +  « “ \  (1.4')
dt ' дх* д у* )

Лаплас тенгламаси эса:
* 1 +  »5L+  *Ш. =  0 (1.5')
дх* ду2 дг*

куринишда буладн. Умуман куп узгарувчилн функция учун те- 
гишли булган тенгламаларни цараш мумкин.

Келтирнлган (1.3) — (1.5) тенгламаларга нисбатан куйнла- 
диган масалаларнинг турлари, умумин ва хусуснй ечнмларн- 
нинг (мавжудлнги, ягоналигн, устворлиги) хусусияти, берила- 
днган бошлангич ва чегаравий шартларнинг мохиятлари куйи- 
да келтирнлган нараграфларда куриладиган масалалар орка- 
лн тушуитирнладн.

2-§. Тор тебранишлари тенгламасини келтириб 
чикариш. Бошлангич ва четки шартлар

Узунлигн / га тенг булган эгилувчан ва эластик нп (тор) 
берилган булиб, унннг учлари турри бурчакли декарт коорди- 
наталарида л' =  0 ва х — 1 нукталарга бириктирнлган деб фараз 
киламиз. Агар таранг тортилган торни дастлабки холатндан 
четлаштириб, сунгра уз ^олатига куйнб юборсак ёки унннг нук- 
таларнга бирор тезлик берсак, у .\олда торнннг нукталари .\а- 
ракатга келади, яъни тор тебрана бошлайди. Биз исталган мо- 
ментда тор шаклнни аниклаш .\а.мда торнннг хар бир нуцтаси 
вактга боглик равншда кандай н;онун билан харакатланишини 
аниклаш масаласини курамнз.

Тор нукталари бошлангич 
^олатидан кичнк четланиш- 
ларга эга деб караб, тор нук- 
таларининг харакати Ох укка 
перпендикуляр ва бир текис- 
ликда вужудга келади, деб 
фараз киламиз. У холда тор- 
нннг тебраннш жараёни битта 
и (.v, 0 функция оркали ифода 
этилади, бунда .v тор нукта- 110- шакл.
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спнинг t моментдаги снлжиш мшуюрини билдирадн (110-шакл). 
Торнинг барча нуцталарнда таранглик Т бир хил деб фараз 
киламнз. Торнинг А/ЛГ элементига таъсир этувчн кучлариииг 
Ои укдаги проекцияси:

Т sin (ср -f Лер) — Т sin <f »  Т lg (<f - f  Л <f) — Т tg <p =
_  у, | Ои (лг -г А х, I )__ Ои (л~. I) "I j .  0*и (х -f- О А х. /)  ̂ ^

L дх дх j дх* ~

«  Т  - -  {х' l,)- dx, 0 <  0 <  1 (2.1)
дх*

(бу ерда бурчак (f кичик булгаии учун tg<f«siw f ва квадрат 
кавсдаги ифодага Лагранж теоремасини татбиц этдик). Хара- 
кат тенгламасинн хосил килиш учун ММ'  элементига куйилган 
ташки кучни инерция кучнга тенглаш керак. Торнинг ММ'  эле­
ментга / моментда тенг таъсир этувчн куч

F ~  g (х, О ММ ' »  S (*. О dx. (2.2)

Бу ерда ММ' х  х., — дг, — dx, g (х, /) — тор буйлаб узлуксиз таксим- 
лапган, Ои \кига параллел кучлар зичлиги. Торнинг чизикли зичлнгн
р булса, .Vi.VI' элементининг массаси р ММ' — р dx булади. Элемент-
нииг тезланишн —— га тенг. Демак, Даламбер прннципига кура (2.1) 

dl1
ва (2.2) формула ларни хнсобга олиб, ушбу тенгликка эга буламиз:

р dx • — Т dx +  g (х, t) dx.
1 dt* дх* - s  v '

dx га кискартириб ва тенгликнинг иккала кисмнни р га булиб хамдд 
т— =  а2 деб белгилаб, харакатнинг куйидаги тенгламасига келамиз: 

д*и « д*и , 1 / /п
—  «= <*1 —  +  -  g (х, t). (2.3)dt* дх* р

Бу тенглама торнинг мажбурий тебраниш тенгламаси ёки бир 
улчовли тулцин тенгламаси дейилади.

Агар g(x,  0 = 0  булса, (2.3) тенглама ташки куч таъсир 
этмагандагн бир жинсли эркин тебраниш тенгламаси дсйи- 
лади.

Одднй дифференциал тенгламаларда умумий ечимдан ху­
суснй ечимларни олиш учун нхтиёрнй узгармасларни аниклаш 
керак эди. Бунинг учун бошлангнч шартлардан фойдаланар 
эдик. Бу ерда .\ам тор харакатини тула аниклаш учун

О'и д*и
dt* ~  дхг

тенгламанинг узигина етарлн эмас. Яна куши мча иккита чега- 
равий (,v=0 ва х=?1) шарт хам да бошланшч (/ = 0) моментда­
ги шарт берилиши керак. Чегаравий ва бошлангнч шартлар 
туплами четки шартлар деб аталади. М асалан, л* = 0 ва дг= /да
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Topmtiir учларн кузгалмас булсин. У холла t кандан булганда 
x .jm ушбу тснгликлар бажарнлншн ксрак:

и (0, /) =  0, и (2.5)
Бу тенгликлар масаланинг чегаравин шартлариднр. Бошлан­
гич момент (/ =  0) да тор маълум шаклга эга булиб, унинг .\ар 
бир нуцтаси тезлигн аникланган булсин, яънн

и (дг, 0) =  и | =  /  (дг), 
f—о

а, (.V. 0) — ~~ [ =  F (х). (2.6)
*  '.-о

Бу шартлар тенгламанннг бошлангич шартлариднр.

3- §. Торнинг тебраииш тенгламасини 
Даламбер усули билан ечиш

Биз юцорида торнинг учлари ь^'згалмас деб фараз цилган 
эдик, яъни торнинг узунлиги чекланган эдн. Энди торнинг 
узунлигн жуда катта булсин. Унинг уртасндан бирор тезлик 
берсак, унг ва чан томонга тул^инлар нуналади. Натижада 
торнинг учларига тугрн тулцинлар бориб, сунг тескари тул- 
цннлар цайтади. Биз аксланган тескари тулцннларнн хисобга 
олмаймиз, яъни чексиз булган торнинг тебраииш масаласинн 
курамиз. Бир жинсли (2.4) тенгламани (2.6) бошлангич шарт- 
ларда ечамнз. Бу ерда \ (х )  ва F(х) функциялар бутун сонлар 
укнда берилган. и(х,  /) функция учун чегаравий шартлар бул- 
майди. А\асалада фацат бошлангич шартлар берилса, бундай 
масала Коши масаласи дейиладн. Унн Даламбер усули билан 
ечамнз. Тенгламанннг умумий ечнмини иккита ихтиёрнй функ­
циялар йнгннднсн сифатида цидирамиз:

и (х, t) =  ф (л* — at) - f  if (дс +  at). (3.1)
Бу ф ва if функцняларнннг иккинчи тартибли .\осилалари 

мавжуд булсин. У вацтда, кетма-кет ^оснлалар олсак,
их =  ф' (х — at) - f  tf' (х - f  at), uxx =  ф" (x — at) - f  \j-" (дг +  at),

и] =  — а ф ' (.v — at) -г a \|-' (дг -f- at),
ul( =  а- ф" (x — at) -f a- \J-" (дг -f  at)

лар .\осил булиб, натижа (2.4) тенгламани цаноатлантиради. 
Демак, (3.1) функция умумий ечим булади. (2.6) бошлангич 
шартлардан фойдаланиб, ф ва ^  номаълум функцияларни то- 
памиз:

/ =  0 да
( Ч (X) +  f  (л) =  /  (дг),
l - в ф '  (х)+а<С (x) =  F (х) '
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системага келамиз. Иккинчн тенгламани 0 дан х  гача булган 
оралнкда интегралласак,

X
—  a Iff (дг) — <[ (0)1 -г и К  (дг) — (0)1 =  f F (дг) dx

о
ёки х

- < f  (х) +  *  (x) =  - \ F ( x ) d x  +  C (3.3)
а .1 о

кчрннншдагн ифодага келамиз. Бу ерда С = —(f (0) 4 -^ (0 )— 
узгармас сон. (3.2) ва (3.3) тенгламалардан ср(дг), tf(x) номаъ­
лум функцняларни аннцлаймиз:

X
<Р ( * ) »  J  f  М — j  F  W  d x - j .

Ж <3.4)
t W - j / W  +  ^ J  F(x)dx  +  -J .

0
Бу формулаларда аргумент х ни х  — at вл х  - f  at ларга алмаштириб,
(3.1) формулага куйсак, и (х, t) функция топиладн:

и {х, t) =  - j  /  (х — at) —

х — at

~~2~а\ F  ^  d x J r  Т  1 +  +  
о

X x ± a l

О
x + a t

+  - М  F(x)dx .  (3.5)
x —at

Бу (3.5) формула га тор тебраниш ' 
тенгламаси учун Коши масаласинннг 
Дадамбер усули билан ечилиил! 
дейилади.

Олинган (3.5) ечимиинг физик 
маъносини англаш учун и (х, /) 
ечимга кирган (х — at) па (x-f- 
at) функцняларни алочида- алохида 

0 ,  текширамиз. j  (х— at) функцияни
олиб, t га t  *= /0, t = / , ,  t *= /2 ва 
.ужаэо усувчи кнйматларни бёриб,

Ш - шакл. унинг графигини ясаймиз (111-шакл).
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Шаклдан куринадики, иккинчн график биринчисига нисбатан а/, 
микдорга, учинчиси at2 ва ^сказо ми^дорга унг томонга сурилган. 
Агар бу графикларнинг проекцняларинн навбат билан экра«га тушир- 
сак, гуё уларнинг ю^сридаги биринчиси унг томснга «чопнб» утаёт- 
гандек булади. Торнинг бундай четланишн ту.щин деб аталади. Тенг*

ламадаги а =  | /  — ко зс} с}:ииис кт эса т§лкинларнинг таркалиш
тезлиги дейилади. Знди \(-(д:4а/) функиияни к у рай лик. / га ti< tx< t (i 
^ийматларни берсак, 111-шаклдаги гргфикларда биринчиси пастдагисн 
булиб, тулцин унг дан чапга а тезлик билан тарцалади. Энди Далам- 
бер формуласи (3.5) ёрдамида слинган ечимнн текширамиз. Икки хат- 
ни курамиз. Биринчисида тср ну^таларининг бошлангич тезлиги натга 
тенг булиб, тор бошлангич четлатиш .\исобига тебрансин, яъни F (х)= 
=  0 деб олсак, (3.5) формуладан куйидаги ечимни ^осил киламиз:

U (х. I)  =  J J z = « l ± U i ± £ ! ) .  (3 .6 )

Бу ерда / (д:) бсрилггн ({ункпиядир. Фсрмуладан куринадики, ечим 
и (х, t) иккпа тулкин йигиндисидан ибсрат: биринчи ~  / (дг — at) тул­

лии а тезлик билан унг томснга, иккинчн — f (дг +  at) тулкин шу 

тезлик билан чап тсмснга таркаладиган тулкинлардур.
— / (дг — at) тугри тулкин, — /  (дг - f  at) эса тескари тулкин деб

аталади. Бошлангич / =  О моментда иккала тулкин профили устма- 
уст тушади. Фараз киламиз, бошлангич моментда f (дг) функция (— /, 
I) интервалда натга тенг булмасин ^амда жуфт функция булсин.
112-шаклдаги чап устунда f  ( х + at) тулциннинг чап томонга тар-

Калиши, унг устунда эса вацтнинг турли моментларида ~  f  (x — at)
тулкиннинг унг томонга таркалиши, уртгдаги устунда эса тулкин- 
лар йигиндиси, яъни тор нукталари умумий четланиши курсатилган.
t <  — моментда иккала тулцинлар бир-бири билан устма-уст туша-

дн; / =  — моментдан бошлаб бу тул^инлар устма-уст тушмайди ва а
турли томонга ^араб узоцлашади.

Энди иккинчи ^олни курамиз. Торнинг бошлангич четлани­
шн нол булсин ва бошлангич моментда тор нукталари бош­
лангич тезлик олишн натижасида тебранснн. Бу ^олда тор буй- 
лаб импульс тулкннлар таркаладн. (3.5) формулага /(х )= 0 н и  
Куйиб, ы(дг, t) функция учун цуйндаги ифоданн оламиз:

зс -fa/

и (х, 0  =  - - -  j  F (*) dx =  Ф (х +  а£) — Ф (дг — at), (3.7)
x —at
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112- шакл.
бу ерда

X
Ф М = ^  \ F  (x)dx.  (3.8)

О
Бу формуладан куринадики, ечям и (х, t) кдоридзги каби, тугри щ — 
=  — Ф (jc — at) вз тескари и2 =  Ф (х  - f  at) ту л к иил ар дан иборат 
экаи. Бошлангич / =  О моментда и х =  — Ф (дг), и2 =  Ф (х) булиб, 
и (jft 0) =  0 булади. Агар F (дг) (— /, I) интервалда аникланган бу­
либ, F (х) =  v0 бошлангич узгармас тезликка эга булса, у вацтда

X
t С tfФ (х) =  —  \ v0 dx =  х булиб, 6v ерда — / <  х <  / булади. 

2а ,' 2а
о /| Л ^

х  >  / цийматларда Ф (х) = - -  | v0 dx =  у -  =  — ва х <  — / киймат-



h =  — булиб, Ф (а) узлуксиз 
а

ва ток функцияднр (113-шакл).

■jz \

t •о

113- шакл.

Л л  i д -/ А  'П  ~
___________У  ч _______

I о

т "Vi i . z . i/  — г ’ V  ̂ ^
У  —  ! Ч

I Jl 4 Л '  ** 0\ I N Л -t 0\ I \Л

S I

114- шакл.

Энди и (a, t) ечимнинг t нинг турлн кийматларидаги графнгини ясай- 
миз. 114* шаклда чап устунда тескари тул^ин ut =  Ф (х -f  at) нинг 
тур ли моментдаги ^олатн, унг устунда т>трн тулцин их=  —  Ф (x— at) 
нинг графиги, урта устунда эса тор нукталари умумий четлаШ1Ш 
графнги келтирилган. Бнринчи .\олдан фаркди уларок, / =  0 да 
и (х, 0) =  0 булнб, t катталашиши билан ну^та ю^орига кутарилади,
чунки (3.7) формуладаги интеграллаш интервали кенгаяди. t — 

булганда



косил булади. t > булганда кам и (0, t) =  h булади, чунки (— /, 

/) дан ташкарида F (х) нолга тенг. Шунинг учун четлашнш функци­
яси и (0 ,0  шаклда узгармас булиб к°лади. Мисол учун x i — ~~

булсин. У ^олда * нинг Д3” кичик кийматларида тескари ва TyF- 
ри тулкинларнинг биргаликда таъсири натижасида нукта кутари.тиб 
боради. t >  —  моментда тескари тулкин четлашиши бу нуктада до-

имий — га тенг булиб, нукта тугри тулкин таъсирида юкорнга кута-
3/рилишни давом этади. t >  —  моментда иккала тулкиннинг четланиши
2 а

у  га^тенг булади ва и ( t , функциянинг киймати h га тенг була­

ди. Шундай килиб, и (дг, /) функциянинг графигн / нинг турли кий* 
матларнда куйидагича булар экан: t =  0 да и =  0 — тугрн чизик;
r-ч  Ж  I '  __
0 < / < — да чизик профили трапеция шаклида булиб, унинг юкори

а
асоси кутарилиб, катталиги камаяди; / =  — да профил учбурчак ва

/ >  — да профили кенгаядиган трапеция куринишда булади (114- 
а

шакл). Шундай килиб, торга берилган (— /, /) интерьалдаги бошлан- 
рич тезланиш натижасида тор тебраниб, h баландликка кутарилади 
ва вакт утиши билан шу баландликда ко-тади (силжишининг колдиги). 
Oxt текислигини олиб, x — al = ± l  ва х +  at =  ±  I — характерис­
тик тугрн чизикларни юкори ярим текисликда чизамиз (115-шакл). 
Ф (дг) функциянинг нфэдасидан фойдаланиб, тескари тулкин Ф (x-f at)



нинг II, IV ва VI зоналардаги четлаииши — узгармасга’ тенглиги ке­

либ чи^ади. Ill, V ва VI зсиаларда т\гри туллии — Ф (дг — о/) нинг 
четлаииши .\ам ^  га тенг. Шунинг учун VI зона силжиш колднги-
дан нборат булнб, бу зснага мсс келган функциям из и (х, t) =  
=  Ф (х -f  at) — Ф (х — at) =  h булади. IV зонада тугри тулкин чет- 

л - ланиш и------га тенг; шуна^а четланнш V зонада тескари тулкннда

мавжуд. Шунинг учун IV ва V' зсналар тср нуцталари учун сскин 
зоналар булади. Ну^та текисликнннг IV зснасидан VI зонасига утганда

/( hт\три тул^иннинг четлаииши — — дан — гача узгаради

Шу мулохазалардан фсйдалсниб, х0 >  / булганда и (х0, t) функ- 
цнянннг куйидаги ифодасини ёзамиз:

I 0, 0 <  / <  2*^!,
а

2 \  I )  а а

а
, д*и &и1-м н сол . —— =  —  тенгламани и

dt* дх*
=  х2, —  I = 0  булган 

/-о dl /-=о
бошлангнч шартларда ечннг:

Е чиш . Бу ерда а =  1, /  (х) =  х*, F (х) =  0 эканнни ва (3.5) фор- 
мулани ^исобга олнб ёзамиз:

и(х,  0  =  I i i ^ L z ± ! £ ± o ,

аммо / ( х) =  х* булгаилиги учун /(х  — /) =  (*— /)*, f (х +  /) =  (х+ /)* 
булиб, и (х, /) =  —---- t)_j^(x_±W_ __х2 /3 бу_т]здИ

п „ d*u . d*u л du I2 - м и с о л .----  =  4 —  тенгламани и = 0 ,  —  = х  шарт-
Л* dx* /«о  dt ы о

ларда ечннг.
Е ч и ш. Бу ерда а =  2, [ (х) =  0, F (х) =  х эканини ,\исобга олиб,

(3.5) формулани ёзамиз:
X+2t

U (X, 0  — 4 - 1 2dz =  ~  г2 ix+*' = 4  1(х +  2/)* — (х — 2/)21 =  х/.
4 J 8 U-21 8х-21

4 -§ . Торнинг тебраниш тенгламасинн узгарувчиларни  
ажратиш  усули (Ф урье усули) билан ечиш

Биз икки томонндан ма.\камланган торнинг эркин тебра- 
ннш тенгламаси

d*u „ д*и



нинг бошлангич шартлар

“ I = / W .  ^ 1  - F W  Н-2)|/=о at |/-о
ва четки шартлар

“ 1,-0 =  °. “ U-I =  О (4.3)
берилгаидаги хусусий ечимини топамиз. Бунииг учун Фурье 
усулидан фойдаланамиз. (4.1) тенгламанинг (айиан нолга тенг 
булмаган) хусусий ечимини иккита Х(х)  ва T(t)  функцнялар 
купайтмаси шаклнда цидирамиз:

и(х,  t) = X(x)  T (t). (4.4)
Бу кнйматлардан .^осилалар олиб, (4.1) тенгламага к$'йнб, уш. 
буни .\оснл киламиз:

X  (х) Г  (0 =  а1 X'' (х) Т (/)
ва бу тенгликнянг ^адлариня а1 X T  га булиб,

Z L «  =  *!<£> (4 5)
а* Г (О Л М

тенгликнн хосил киламиз. Бу тенглик узгармас сонга тенг бул- 
гандагина уринлн булади. Уни — X билан белгилаймиз. Шун­
дай килиб,

Л  =  * 1 = _ х .
а* Г А

Бу тенгликлардан иккига тенглама .у>сил булади:
Х" +  ХХ =  0, (4.6)

Т ’ +  а2 X Г =  0. (4.7)
Бу тенгламаларнинг умумнй ечнмларннн топамиз. Характерис­
тик тенгламанинг илдизларн комплекс булганлнги учун

X (дг) =  A cos I X х 4- В sin угХ х , (4.8)

Т  (/) =  С cosa » X / +  D sin a v X t (4.9)
ечимларга эга буламиз. Бунда А, В. С, D — ихтиёрий узгармас 
сонлар. Х(х)  ва T(t)  лар учун топилган ифодаларни (4.4) 
тенгликка куямиз:

и (х, t) =  (.4 cos i Я х +  В sin * X х) (С cos а } X /

4* О sin a » X t). (4.10)
Энди Л в.* В узгармас соаларнл (4.3) шартлардзя .фойдаланиб топа­
миз. (4.8) га х  — 0 в.1 х — I кийчатларни куйсак,

О =  А - 1 -Ь В 0, 0 =  A cos j X / 4- В sin у X I 
теигламалар \о:лл булиЗ, блринчи:ндм (Л =  0, иккинчисидан 
Б sin I X 1 = 0 эканлиги келиб ччцадя. В ф 0, чунки акс халда X —О 
булиб, и =  0 булиб к°*тади. Бу шзртга з «д. Шунинг учун
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sin » л / =  О

булиши керак, бундан » К =  —— (л =  1, 2 , 3, . . .) хсс кнйматларни 

топамиз. Уларга мос кёладиган хос функциялар

X =  В sin х  (4.11)

тенглнк бнлан иг|одаланади. Топнлган i /. нинг нфодасини (4.9) га 
П^йсак, у

Г (0 =  Ceos + D s in  t(n  =  1 ,2____) (4.12)

к>'ринишни олади. п ьннг хар Сир ^иймати учун топнлган нфодаларни
(4.4) га цуйиб, чегаравин шартларни каноатлантирувчи ип (дг, /) ечим* 
ларни хосил циламиз:

/ 4\ п  ~ и л  , , п  . а п п  . п л 
(х, 1) = 'Сп ccs - 7 -  1 +  Dn sm —  l \ sm —  дг.

Тенглама чизикли ва бир жинсли булгани учун ечнмларнннг йнгинди- 
си ^ам ечим буладн ва шунинг учун

а ^  ^  ' Сяcos 1 +  Dn sin /;  sin т ~ х 13̂/»5г
к,атор билан ёзилган функция хам (4.1) тенгламанннг ечими булади. 
Сп ва Dr узгармас сонларни анш\лаш учун бешлангнч (4.2) шартдан 
фойдаланамиз. / =  О булганда

00
/  (*) =  V  С„ sin ^  X (4 .14)

1л ;
булиб, /  (дг) функциянинг (0, /) интервалда Фурье ^атсрига ённлмаси 
мавжуд деб фараз килсак,

i
Сп =  7  J f  W  sin xdx (4.15)

о
га тенг булади. (4.13) тенгликдан t буйича хесила олиб, / =  0 да

оо

г  / \ сп л .  п лF (а) =  Л  D —  sin —  х 
П I II

тенгликни хосил ^иламиз. Бу [катернинг Фурье коэффициентларини 
ани^лаймиз.

i
D an л _ 2 1 г /  ̂ • п л *

„ - у -  = 7 J F (х) Sin —  xdx
о
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еки

(4 .16)

Шундай килиб, баз C„ ва Dri коэф{мцч2НГларии анчкаадчк, демак че- 
гаравий ва бошчангич шартларнс к^эатлангчрувчи (4.1) тенглама­
нинг ечкмн булган и (х, /) функциян.» ани^аадч.ч. Фурьз усули мате­
матик физиканинг куп масалатаршн ечшпда жуда КУЛ келади.

И зо .\. Агар ю^орндз — Я. урачга +  X =  к* ифэдши очсак, тенг­
ламанинг у мумий ечими (4.8):

Х  =  Аекх + В с ~ * х 
булиб, чегаравий (4.2) шартларни кзноатлантирмайди.

Хос функцияни ик (х, t) =  (Сп cos t -Ь Dn sin t ) sin 

куринишда .\осил килган эдик. Уни шаклан узгартирсак,

ик (x, t) =  Fk sin -sin t +  Vk ) (4.17)

-_______  Q
куринишга келади. Бу ерда Fk =  » C'l 4- D\ ва tg <рА =  — . (4.17)

t>k
формуладан курин1ди<ч, тзрншг барча n y ^ m jp i  б:ч;> х t т о> = ~ ~  
частота ва ф* фаза б:пан гарм:>чи< тгбрачар эх м . Т а р а н т  ачл.и- 

тудаси ^  sin га тгнг були5, у дг га бэ?лск э.сан. к =  1 бул­

ганда (4.17) формуладан биринчи гармоника учун

их (.*, /) =  Fv sin sin ( -у -  t - f  ф, j

форму лани хосит ^ п ш з .  х =  0 b i х  =  /  булганда кузгалмас нук- 
та.ир торнинг четлари булиб, х =  ~  да торнинг четлаииши энг катта

булиб, Ft га тенг булади (116- шакл). к =  2 булганда
. / 2 л а . . \

(—Г " +(|Г21

булиб, к у з^ м а с  нукта учта булади: 
х = 0 , х  = - , х  = 1. Амплитуда энг

катга книуштига иккита дг= —в з х =
4

3/=  — пуцтада эришади (117- шакл). 
4

Умуман sin --у  -  =  0 тенгламанинг

илдизлари цанча булса, 10, /) кесма­
да шунча к5'згалмас нуцталар булади

/ л с • 2 я х иг (.X, /) =  F2 sin — — sin
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117- шакл. 118- шакл.

(улар тугун нукталар дейилади). Тугун нукталар орасида шундай 
битта нукта мавжуд буладикн, бу нукта да четланиш максимумга 
эришади; бундай нукталар «тутамлик* нукталари дейилади. Торнинг 
энг кичик уз частотаси

га тенг буладн, бунда Т — тор таранглнгн, р — зичлиги.
(4.18) формуладан куринадики, таранглик Т каича катта 

булиб, тор каича снгил (/ ва р лар кичнк) булса, овоз шунча 
юкорн булар экан. Долган <о* частоталарга мос келган овоз- 
лар обертон ёки гармоникалар дейилади.

1-м и со  л. Четларн дг =  0 ва х = I мэ.^камланган тор берилган 
булиб, тор кукталарикинг бошлангич тезлиги нолга тенг. Бошлангич 
четланиши учи (с, h) нуктада булган учбурчак шаклнда булса (118- 
шакл), торнинг тебрлнишдни топинг (Т9 — таранглик, р — знчлик в.1 

Г т
а =  | —  лар бери тган).

I Р
Е чиш . f  {х) =  и |/;=0 функцчянинг анпигнк и|юдаси берилган 

(118- шакл):

сан ечим да барча Dk коэффшшентлар нолга тенг. Ск коэффициент* 
ларнн (4.15) формула ёрдамида топамиз:

(4.18)

Ои (Масаланинг шзртн буйича F (х) =  —  ! = 0 ,  демак (4.16) га асо-



бнр интегрални булаклаб интеграл лай миз ва ушбу нтгижага ке- 
ламиз:

к л х  , /х клх_ с , /а . к л х  \с
1 о кг л*

1' R Л X , /X  »-I х s m ----- dx = ---------c o s -------- Ч------- sin
J l к л

Ic k л  с , /2 к л г 
= -----------COS----------- 1---------- s in

к л I кг л* /
/
? к • к л х  , / ( /  — г) _ Л л с  , /* . к я с

(1 — х) sin ------dx =  — -------- c o s----------Г - —  Sin — .
J / Ал  / Аа л* /
с

Шундлй килиб,
~ 2/1/2 . Л я с  Сь — --------------  s m ------

* к* л* с (/ -  с) I

эканини аникладик. Ск нинг ифодаси;;и (4.13) формулага куямиз ва 
ушбу ечимни олзмиз:

/ л  2Л/2 • к л с к л х  к я atи (х, t) = ----------- \  -  - s in ----- s m ------ c c s -------- .
я* с (/ — с) к2 I I I

/ к Я сАгар торнинг уртасидан тортилган булса, яъни с = — булса, - j -  =
к ‘Т / • «=  - -  булиб, к нинг барча жуфт кийматларида — нукта к \ зга л мае
2 2

ну^та булади. Шунчнг учун ечимда то^ гармоникалар булади, яъни

/ Л  8А V  (— 0 я • (2/I +  D ях (2п +  \ ) л  a tи (,X, Л =  —  --------  sin --------------  COS -------------- .
я* (2п-Н)2 / /

2 -м и со л . Юкоридаги 1 - мисол шартида торнинг бошлангич шак- 
ли парабола булиб, у тор уртаси — га нисбатан симметрик ва макси-

мал четланиши h га тенг (119-шакл). Тор тебранишини аникланг. 
Е чиш . Параболанинг тенгламаси

f ( x ) = j -  х ( 1 - х )
булиб, (4.13) формуладаги 
коэффицнентлардан Dk = 0 , Ch 
эса куйидаги формула ёрда- 
мида .\исобланади: 

i
~  8/f , ,  ч . к л х ,
Сь =  1г1  х  — s :n —  dx-

о
Су интегрални иккн марта бу­
лаклаб интеграллаймиз ва 

U9-шакл. ушбу натижага келамиз:
2 0 2



О - « » » * ) .

Бундан куриюди:;н к жуфт булса, Ск =  0 к — 2п — ! тс к булса,

c ^ = ^ f W : ( n = 0 / , - 2’ - - )-
Ечим эса кулидлги курянншга эга булади:

/ 32ft I • (2л 4-1) л х  „ ( 2 я 4 - 1 ) . * и /и (х, 0 =  —  >  ---------sin -- ------------- COS----------------
Л3 м*Л  (2п4-1)3 I 1

5- §. Торнинг мажбурий тебраниши

Ю^орида курилган Фурье усули торнннг мажбурий тебра- 
ниш тенгламаси (2.3) ни хам ечиш учун кулай эканлигини ку­
рамиз. Торнинг таш^и куч таъсирида мажбурий тебраниши ма­
саласи бир жинсли булмаган тебранма харакат тенгламасига 
олиб келган эди (2 -§):

—  = а- —  +  G (х, I). (5.1)
dfl дх'-

Бу ерда G (дг, /) =  — g  (дг, /) белгилаш кирнтдик.
Р

Бошлангич ва чегаравий шартларни торнинг эркин тебра- 
нншидагн каби кабул киламиз:

и \  = /  (X),  ^ - |  * F  Сх) f=o dt !/=о
ва

U o  =  “ U /  =  °-
Чнзиклн бир жинсли булмаган иккинчн тартибли оддий диффе­
ренциал тенгламаларни ечншга ухшаш, (5.1) тенгламанинг ечи- 
мини иккита функцнянинг йигиндисн куринишда киднрамиз:

и (дг, О =  V (дг, О 4- w (х, t) (5.2)
Бу ердаги v (дг, /) функцияни шундай танлаб одамизки, у бир жинс 

d*v „ли —  =  а- —  тенгламани бошлангич и 
dt8 dx2 =  /W , #  = f w/=о dt /=о

ва чегаравий v =  v \x=*i ~  0 шартларда к<*нолтлантирсин. w (дг, t) 
функция эса бир жинсли эмас.

d2w ** п ’(Pw , п  л—  =  а - -------h G (дг, /) (э.З)dt2 dx2 v '  4 '
тенгламани в л куйидаги бошлангич хам да чегараеий]

ы>| = - ^ ' |  =  О, w I =  w ! ; -  О 
;/=,0 dt |/=о 1
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шартларни цаноатлантнрсин. v (дг. t) торнинг эркин тебранишини ифода- 
лагани учун унинг тенгламасини ю^оридагн бсшлангнч ва чегаравий 
шартларида ечишн i баён этдик (4* § га ^аранг). Биз бир жннсли булма­
ган тенгламадан w(x, 0  фунчцияни ажнушшни курсатамиз. w (дг, /) функ­
цияни бир жинсли мас&та ечимидагн хос sin функциялар буйи­

ча кагор куринишда излаймнз.

W ^  =  Ук ^  Sin к~ ^ Х' (5 

бу ерда ук (0 \озмрча номаълум / га боглиц функция, w (дг, /) функ­
ция чегаравий шартларни каноатлантирадн. Хакикатан, х =  0 да 
и; (0, /) =  0. х = I да хам w (/, /) =  0. Барча (5.4) дагн хос функ­
циялар нолга тенг буладн.

Агар (5.4) ь^аторда ук (0) =  0 ва ук (0) =  0 булсин деб талаб Фи­
липса, zi’ (дг, t) функция учун бошлангич шартлар хам бажарилади.

(5.4) ца тор дан дг ва t лар буйича икки марта хусусий хосилалар 
олиб, (5.3) тенгламага куямиз. Натижадч

V [ У» (0 +  ^ J j r 1 Т* «)] sin =  G (х< <)■ (5.5)

Энди G (,v, /) функцияни ( 0 ,1) интервалда дг аргументли синуслар 
буйича Фурье ь^аторига ёямиз:

Ос

G (х, /) =  V f t  (I) sin k- y ,  (5.6)

бу ерда
/

gk (0 =  j  f  О (х. I) sin dx (5 7)

(интегралда t узгармас).
Агар G (дг, t) = G (дг) булса, gk (/) функция узгармас булади. Агар 

G (.v, t) =  G (/) булса,
/

2G (/) . к л х , 
A ( 0  =  - p  J sin —  dx=

о

±  0 ( 0 .  * -  ТОК булса, (5 8)

О, к — жуфт булса.

(5.5) ва (5.6) ёйилманинг хос функциялари олдидаги коэффи- 
циентлариии тенглаштирамиз ва номаълум у*(0  функциялар 
учун ушбу тенгламаларга эга буламиз:

У, (0 +  у, (0 =  g„ (0- (5.9)

Бу тенгламани 
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Y * « »  =  0. Y* (0) =  0 (5.10)
бошлангнч шартларда ечамиз. (5.9) га мос келган бир жннсли тенг- 
ламашшг умумии ечими

« к я  at , о  * я  atAk c o s ----------В. s i n ---------
* I * I

курииишда булади. Бир жннсли булмаган (5.9) тенгламанинг хусу- 
сии ечнмини gk (/) функцияга цараб, танлаб олиш усули, яъни аник* 
мае коэффициентлар усули ёки узгармасни варнациялаш усули ерда- 
мида аниклаш мумкин. Натижада, бошлангнч шартлардан фондаланнб, 
ушбу ечимга эга буламиз:

Y* (0  = 7 7 7  ( Sk (т) k Ла- (- ^ т- (5.11)
о

Топилган у* W) ларнн (5.4) га куйиб, кидирилаётган w (х , /) функция- 
ни аннкланмиз.

1 - м н с о л .  Огнрлик кучи таъсирида торнинг мажбурий теб- 
ранншини топинг.

Е ч и ш .  Бу холда G(x, t ) = — g булиб, масала соддалаша- 
ди. (5.8) формулага кура

gk =  — - у  | sin dx =  — ~  (1 — cos* л),

бундан
*8

(2п -Ь 1) я8ln 0» &2п+\

(5.9) тенглама иккнга ажралади:
Жуфт индекслар учун

. ( 2 л ) 5 Я* й* л  I п  '  I л
Т а + --------J,-------- Yto = 0, у;„ | , . 0 = °  ы  Y,„ 1,.0 =  0.

Тоц индекслар учун
(2п — 1)' п.и» ( 5 |2 ч

Ts"+, +  /■ Tj" + '~  (2.1- I )  л ( )
Юкорндагн тенгламадаги у2п (/) функциянииг бсрилган бошлангнч 
шар'.лардагн ечими айнан иол булади. Иккинчи (5.12) тенгламанинг 
хусусин ечими

4<?/* :
(2 я -И )* я 3 а*

га, умумии ечимн эса

(2п +  1) я  at д  (2л +  1) я  а/ 4^/*Л- , cos ---------- -------f- , s i n ----------------------------------
‘л~г1 / 2/1+1 / (2л-Ь1)*я3а*
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га тенг булади. (5.10) бошлангич шартлардан фойдаланиб, , ва 
В , . ,  ларнн тспамиз:

j  D _ П
2я+1 “"(2/1+1)* л»в** 2,1+1 

Han жада v2n-i (0 Уш6У курижншп олади:

v (/)-------- *£И—  [ |—Соз-<-"+1)я°/]. (5.13)
г>/»+1 (2я-f* I)3 я3 а* [ / J '

Топилган (5 13) нфодани (5.4) формулага куйсак, млсаланинг жаво- 
бига эга буламиз:

, .ч 4^/* V I  1 Г, ___Г 2/»-И  л  а / ]w (х, t) = ---------- Л  ----------- 1 1 — c o s ---------------1 sm
V ’ * я» а* ^  (2/1+ 1)» [ I

(2/i - f  1) я ж, 
I

Ечнмдаги айирув ишораси тебраниш бошланишнда тор нукталари 
пастга четланшшши курсатади.

х =  — ва t =  — да 
2 а

(2л +  I) я L , cos |2,• | - 1,_ л а  I _  _  ,
1 2 *  I а

экан.тигини хисобга олсак,

\« , \  = \ w t ±  L  ( -  1>я _  8г /« я» цр
1 I й- * 2 ’ а ) \  я » a* jm J  (2n + 1)* я»а*  32 4с»

Косил булади. Торнинг уртасида / =  — моментда энг катта четланиша
3/юз берар экан. Кейинги энг катта четланиш тор уртасида t =  —
а

моментда юз беради ва хоказо.
2 -мисол. Знчлик функцияси g (л\ /) =  .4 psin и>/. х га боглик 

булмаган (р — торнинг чизикли зичлиги) текис таксимланган куч тор­
га таъсир этади. Бошлангич силжишснз ва тезлнксиз булган торнинг 
мажбурий тебранишинн топннг.

Е чиш . G (х, 0  — g {Х’ П~ — Л sin a t  булиб, у х  га боглик б\л- 
Р

маганлиги учун (5.8) формуладан фойдаланамнз. У .\олда

£>„ (0 =  0, g , „ ,, (/)=  — ——  sin со/, в.’л '  / *2л+1 v > (2/| +  I) я

Юкоридаги бириичи мисол каби бу ерда .\ам у2п (f) =  0 булиб, 
у2аМ (0 эса (5.11) формулага кура куйидагига тенг:



(2л +  1) я а г  ,------ -------- =  со:/|+, деб белгилаш киритамнз ва интеграллаш амалини

бажарамнз. У взь^да
ел =  4А/ sin ( о о  sin /

V2n+l (2л -f-1)* л* a <ofn+I —<»2

ифодага эга буламиз. Бу ерда барча п лар учун со2л+1 Ф со (резона1!с 
Холати цатнашмайди) деб фзраз киламиз. y^+i (0 нинг топилган нфо* 
дасини умумии формула (5.4) га куйиб, масала ечимнга келамиз:

4/Л V I  1 ®2л+1 — t . *лдгW (Х, t) — ---- >  , ------------------------ -̂-------- т—------- Sin
л* a (2л-Н)* штл+| — (o' 1

п=0
Йигиндининг бирор k кийматида частоталар <ол+1 =  со га тенг Су  
либ колса, уша хадни

2/Л *2к+\* C0S — sin У ’к+1 1 _  
л*о (2fe -}- I)* ш.*-и

2/М - (sin ма+11 -  » а+11 CCS 0>„+| /)
л3 с* (2Jfc-f-l)J

Хад билан алмаштирнш керак. Муста^ил текширнб курншни 
укувчнга хазола киламиз.

6 -§ . Каршилик курсатувчи мухитда торнинг 
тебраниши

Шу вактгача торнинг тебранншнда атроф-мухитнинг карши- 
лигини .хнеобга олмасдан келган эдик. Натижада сунмайднган 
тебранншлар хосил булган эди. Энди торнинг каршилик кур- 
сатувчи му.\итдаги тебранишини курайлик. Каршилик кучи ха* 
ракат тезлигига пропорционал деб кабул киламиз. У вактда 
торнинг ММ'  чексиз кичик булагига (2-§, 110-шаклга каранг) 
таъсир этувчн каршилик кучи куйидаги курииишда булади:

f М РШ » = a  d X '  ( 6  | )

бу ерда гс — пропорционаллик коэф ф и ц и ен т Бу ерда хам (2.3) 
тенгламани келтнрнб чикаришдагн мулохазаларни такрорлаб, 
факат каршилик кучнни х.аракат йуналишига тескари йунал- 
ганлигини .хнеобга олиб, ушбу тенгламага келамиз:

дги ,  д*и ди , I / .ч

^ = a M - 2ml F  +  T g M ' (62)

Бу ерда 2т •-= —  (колган белгнлашлар (2.3) тенгламадагининг узи- 
Р

днр). Эркин тебранншлар бнлан чегаралансак, у холда (6.2) тенгла­
манинг курнннши цунидаг!  ̂ча булади:
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дги . 0 ди д*и----- г 2т —  =  а- — . (в 31
d t* dt дх*  ̂ ^

Бошлангич ва четки шартлар аввалги куринишда цоладч, яънн

/~о dt
=  /"(v), w

/=о
=  м

х*=0 „ Г 0' <б 4 >

(G.3) тенгламанннг ечнмини (6.4) шартларда Фурье усули би­
лан ^ндирамиз. Тенгламанннг ечимини и(х, t) = X(x)  T(t)  ку- 
рннишда ёзиб, 4* § дагн кабн амалларнн бажарнб, ушбу тенг- 
лнкка келамнз:

I / Г" +  2тТ' \  X ' 
at ( т ) “  X '

Б у ердагн Х(х) функция учун четки шартлар царшиликсиз мухитда- 
ги каби узгармшсиз ^олганлиги учун (6.5) тенглнк уринли булиши
мумкин, агар икки томони — X; га тенг булса, демак )>к — ~у (^ —
=  1, 2, .*. .) хос сонларга мос келган ХДдг) хос функциялар (4.11) 
га кура (коэффициентлар бирга тенг деб олинди)]

Х к(х)'= s in y 5  (6б)

формула билан аницлаиади. Tk(t) функцияни ани^лаш учун ушбу 
тенгламани >̂ осил циламиз:

fkna\ * л 
T k + 2 m T t + { — ) T t  =  0.  (6 .7)

Унинг характеристик тенгламаси

r \ + 2 m r +  | у  )2 =  0

нинг илдизлари г12 = — J щ1— (~~j‘ булади. Ишцаланиш

коэффициента етарлича кичик булганлиги учун j w C y j  дискрими- 

нат манфий булади.

( ~/^ )* — т2 =  Деб (’елгиласак' r i.2 =  — т=к Wk бу-тади. У ва^т- 
да (6.7) тенгламанннг умумий ечнмн цуйидагига тенг:

Тk(t) =  e~mt (ak cos q j  - f  bk sin qkt).
Топилган X k(x) ва Tk(t) лардан хусусий ечимлар тузамиз:

_ k~[X
ик{х, 0  =  е (акcos q j  4- Ь* sin ?ft/) sin -у -.

Бундан куринадики, хар бир тулкин e~mt га купайтирилганлиги учун 
сунувчан булади. Хусусий ечимлар йигиндиси
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ни оламиз ва ak, ксэффициентларни берилган (6.4) шартлардан 
фойдаланиб аннклаймнз. t =  0 булгаида

оо
. &ЛДГ „  ч► aks m —  =  /(дг)

и(х, t) =  e~'nt V (akcos qkt +  bksin qkt) sin

i-о 1

булиб, бу ердан

ак = - у  |  /  (х) sin </х.
о

Энди —  хосилани хисоблаб, / урн и га нол цуямиз:

dt

I
2 (' г- / \ . knx

( — так +  Ьк qk) sin у  =  F(x)

булиб, бундан

—/лд* | Z7(х) sin -y d x
о

булади га

6, =  f f (x )s in  j - d x  +  f -  <V 
“к о *

М и с о л .  4-§ даги 1- мисолрги мухит ^аршилигини хисобга олиб
ечинг. Мисолни ечганда ишкаланиш коэффициенти т = — < — бул-

Р I
ст.

Ечиш.  Бошлангич тезлик F(x) =  0 булганлиги учун bk=  —  

булади. Бу ерда qk =  |  ( ~~ j *— • Энди ак ни ^исоблаймиз:

ак =  ~  j /W sin Y dx = "f [“Г j х sin ~f" dx +
о о

+ - r b i ( / - * )$ in T d4
с

Булаклаб интеграллаймиз. Натижада
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2hi* kncsm
* к* л* {(I — с) I 

Масаланннг ечими куйидаги ̂ куринишга эга булади:

, .v 2/i/* 1 . кпс . knx [ . , т . . \u(x,t) = ----------  е \  — s in — sin -г- cos qjt H-----sin я*/ i
л*с(/ -  с) - и  *» / ' I * «7, * Г

7-§. Металл стерженда иссиклнк та^калиш тенгламаси

Узунлиги / га тенг бнр жннсли металл стерженни карзй- 
миз (120-шакл). Металл стерженнянг ён сирти ташки мухигга иссих- 
лик утказчайди хачда кундаланг кесимииннг барча нукталарнда ис- 
снклик бир хил деб фзрзз китами». Абсцисса укчни металл сгержэн 
УК’Н буйлаб йуналтирамнз. У халда и иссиклнк х координата ва t
вактнииг ф\нкцияси булади. —  хусуснй хосила эса Ох буйлаб

дх
йуналган нссикликнинг узгарнт тезтигинч билдчради. Абсцнссалари 
л-, ва х2 (х2— хх =  Ах) булган кесичлар орасидаги кичик булагинн 
курамиз. xt кесичдзн At в акт да угадиган иссиктик микдор и:

HcL** <7»
х2 абсцчссали кесим учун уша микдор шаг узч

S Л / (7.2)
x=*xt

булади. Бу формула тажриба йули билан топилган булчб, унда k — 
иссиклик утказувчанлик коэффициенти, S — карзлаётган металл crrej>- 
жен кундаланг кесимн юзи.

At вдцтда металл стерженнинг Ах булагига окиб кирган иссиклнк 
микдори AQX — AQt га тенг булади, яъни

ди
X =  JT| dx

SAt

» k — A x S A t  (7.3)
dx*

I бу ерда - -  ----- -  i айярмага нчсбатан Лагранж теорема-
dx J х*х, дх I Х«Х|

сини кулладик). Шу At вакт ичида металл стержен Ах булакчаси- 
нинг нссиклиги Ли га кутариладн. Иссиклик оцими куйидагига тенг:

A Qx — A Q2 =  с рА х SA и
ёки
AQx — AQ2 «  cpAxS —  А/. (7.4)

О -  dt

I Бунда с—металл стержен ясалган
модданинг иссиклик сигнмн, р—

120- шакл. металл стержен ясалган модда-
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нинг зичлиги (рЛ xS =  рЛ V — металл стержен элемента нинг ’ мас- 
сасн).

(7.3) ва (7.4) формулаларнн тенглаштириб, ушбуни хосил киламиз: 

к — AxSAt =  с рД xS  — А/
дд* dt

ёки

ди =  аг — . (7.5)
dt dx*

k \ - Bv ерда a2=  — деб белгиланган. (7.5) тенглама бир жинсли
Ф

металл стерженда иссшушкнннг таркалнш тенгламаси дейилади. Бу 
тенгламанинг ечими тула аник бу.тиши учун и(х, t) функция масала- 
нинг физик шартларнга мос четки шартларни цаноатлантириши керак. 
Четки шартлар турлича булиши мумкин. Масалан, 0 <  / <  Г учун 
бошлангич шарт:

и (х, 0) =  и | , _ 0 =  f(x). (7.6)
f ( x ) — берилган функция. Четки шартлар дг =  0 ва х = 1 бул- 

ганда металл стержен учларида доимий харорат сацланса:

и (0, /) —  и | „ о  =  и„, и | =  U, (7 7)

буладн. «о ва и, лар берилган сонлар. Агар металл стержен уч­
ларида мухит билан харорот алмашиб турса, четки шартлар 
Куйндагича булади:

k j - ' 1dx ; х«о { I «-о )

- * £ L “ 4  <7-8>
6v ерда «о(0 . М О — ташки мухитнинг берилган хароратлари, 
Ио ва И,— ташци исснклик алмашиниш коэффициентлари. И0— 
металл стержен нинг чап охиридаги, h, — унг охиридагн коэффн- 
циентлар.

Агар металл стерженнннг баъзи булакларида исснклик хосил 
булса ёки иссиклик ютилса, у холда металл стержен ичида 
исснклик манбаи мавжуд булади. Исснклик т^осил булиши (ёки 
ютилиши)нн иссиклик манбаининг зичлиги F(x, t)  оркали ифо- 
далаш  мумкин, яъни кичнк Ах булагидан кичнк At ва^т орали- 
гида куичдаги микдор да иссиклик ажралиб чикади:

F(x,t)AxAt.  (7.9)
(Агар F ( x , t ) < 0 булса, исснклик ютилади). М асалан, металл 
стержендан донмий электр токи утказилганда ундан иссиклик 
ажралади ва бу .\олда F(x , /) = const =  / 2/?. Бунда / — ток, R — 
металл стержен узунлик бнрлигндаги каршилик.

Шундай ^нлнб, иссиклик таркалнш тенгламасини келтириб
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чи^аришда (7.9) ифоданн ,\ам \исобга олсак, курилаётган бу- 
лакда иссицлик баланс» тенгламаси куйидагича булади ((7.5) га 
^аранг):

Тенгликнннг иккала цисмини SSxXt  га булсак,

ди ,д*и  , 1 с / 2\
c<, T  = k t7>+ - T F(x' t)

хосил буладн. Энди бу тенгликни ср га булиб, —  F (х, t) =  g (х, t)
cpS

деб белгиласак, бир жинсли булмаган

тенгламага келамиз. Бу ерда а =  ] — >*арорат утказувчанлик 
коэффицненти.

8-§ . Чегараланмаган металл стерженда исси^лик 
таркалиши

Ингичка, ён сирти исси^дан нзоляцияланган, етарли дара- 
жада узун. исснцлик утказувчи металл стержен тенгламаси, 
исси^лик манбалариснз булганда, ушбу куринишга эга бу­
лади:

Бу тенгламада фа^ат бошлангич шарт берилади:

/(* ) функция бутун сонлар у^нда (—о о < д г < о о )  аницлан- 
ганднр. и(х, t) функция учун четки шарт ^уйнлмайди. (8.1) 
тенгламани (8.2) шартда ечиш масаласи Коши масаласи де­
йилади ёки бошлангич шарти берилган масала дейилади.

(8.1) тенгламани соддалаштирамнз. Бунннг учун t урнига 
янгн узгарувчини киритамиз:

k — \ x  S±t  4- F(x, /)Д.гД/ =  tpA xS —  Д /.
дх* dt

(7.10)

и \ыо = М - (82)

(8.3)

ди ди dx о диди
dt d t  dt дх

булади ва (8.1) тенглама ушбу куринишни олади:
ди д*и 
дх дх5

(8.4)
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Бу тенглама металл стерженнннг физик хоссаснга боглик эмас. 
t = 0 булганда т =  0 булгаилиги учун бошлангнч шарт

и |, - о  =  /М  (8 5)
булади. Бу тенгламани ечиш учун Фурьенинг узгарувчиларни 
ажратнш усули ва хусуснй ечимлар суперпозициясидан фонда- 
ланамиз. Бу усул икки кисмдан иборат. Аввал (8.4) тенглама­
нинг ечимини Х (х )Т (т )  курииишда ь^идирамиз. Бу купайтма- 
дан ^оснлалар олиб, (8.4) тенгламага куйсак,

Т  (т) Л(х)

тенглик .\оснл булади. Тенгликнинг унг ь^нсми т га, чап кнс- 
ми х  га боглик булмагани учун бу тенглик узгармас с га тенг 
булганда j/ринли булади. У .\олда (8.6) тенглама куйидаги 
иккита тенгламага ажралади:

П т) Х"(х)
Т(т) ° ’ А(х) Р - 7)

Булардан биринчисининг умумии ечими:
Г(т) =  Сг".

Металл стерженнннг бнрорта кеснмнда и(х. I) = Х(х)  • Г(т) 
иссиклик чексизга интилишн (т -^ о о  да) мумкин эмас. Шунинг 
учун с — —а2 деб оламиз:

Г(т) =  Се-*' .
Иккинчи Х'\х) +  ХгХ(х) =  0 тенгламанинг умумий ечими

А'(лг) =  A cos X х -г В  sin X .v.
Демак, (8.4) тенгламанинг хусусий ечими куйидагига тенг:

и =  (a  cos кх +  Р sin X х) е /М. (8.8)
Бу ерда ос=АС  ва $ = ВС, Я лар ихтнёрий узгармас сонлар. 
(8.8) формула X нинг аввалдан берилгаи ,\ар бир цийматида
(8.4) тенгламанинг ечими булади. Демак, X нинг ^ар бнр кий­
мати да турлн а  ва р ларни аниклаш мумкин, яъни а  ва ^ лар 
X нинг ихтнёрий функцияларн а  =  а(Х ), (i =  p(/.) булади. У хол­
да хусусий ечимлар оиласн ушбу куринишни олади:

ик(х, т) =  N ^ )  cos ах +  р(Х) sin X(x)j е- х *х

Бу ерда X параметр — ос дан -f оо гача ^ийматларни олади. Шу ер­
да Фурье усулининг бнринчи кису.и ннхоясига етадн. Фурье усули- 
нинг иккинчи кием и—хусусий ечимлар ик(х, т) еуперпознцияси куйи- 
дагидан нборат.

Бсрилган (8 4) тенглама чизикли 'ва бир жинсли. Унинг чексиз 
куп хусусий ечим лари мгвжуд ва бу ечимлар узлуксиз узгарувчи Я. 
параметрга бсглкц эканини юь^срида курсатдик.
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iiy(x, т) — хусусий ечлмларнинг интегрзли .\ам (8.4) тенгламанннг 
ечими булади.

ОО ос

и(х, т)— w. (л*, т) dX =  j  [a(X)eos Хд +  Р(^) sin X д] е~у’х dX. (8.10)
— вс — 00

Бошлангич (8.5) шартдан фойдаланиб, номаълум а(Х) ва р(Х) ларни 
аниклаймиз:

оо

и : т=о =  f C0S }'Х +  ^  Sin 1 =  № '  (8-11)
---- ОО

Бу ерда берилган f(x) функцияни бутун Ос у.^тда а5:олют интеграл-
30

ланувчл ва f(x) d* я^чнташувча д>5 карат мумхин. (/(д) функ- 
— 00

ц ия— иссикликнинг бошлангич тацсимоти.) Иккинчи талаб .\ам урил- 
лн, чунки стерженнинг иссицлик энергияси чекли, хосмас интеграл 
яцинлашувчи. У халда, f(x) функциянинг Фурье интеграли:

ОС ОО ОС оо

f i x ) -  - -  \ d l  j /(=)cos Я(5 — X ) d l -  j [ ( ^ "  \/OcosXsds joosta+
-• О С  —  oo — »  — 00

+  j /  (?) sin X; dl I sin Хд j d\.

Бу тенгликни (8.11) билан так^осллб, ушбуни ,\осил циламнэ:
00

“ W  =  2 ?  f /® C 0 8 « d |,
“Г  (8.12)

Р(>.) =  - ^  \ /(;)sin/.Srf5.
2 л J 

— 00

/(д) — чегараланган булганлиги учун a(X) bi Р(Х) лар хам чега­
раланган:

ОО Л

l«WI<^7 flftDlis. IP№!<~ j l  W)|di
— 30 —00

(8.12) дан топнлган a(X) ва £(/.) ларни (8.10) ечимга цуй- 
сак. (8.4) тенглама ва (8.5) бошлангич шартни ^аноатлантнрув-
чи функцияни .\осил циламиз: »

эр оо
и(х, т ) = ■— ; d \  \ f(l) [cos Xх cos X i -}- sin Хд sin Xi] e~}M dl =

J i
— 30 —  00

X  ОС

«  \ d \  \ f  {I) cos X (д — I) < rx‘x <£. (8.13)
4П d v

—X  — X
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Шу билан чегараланмаган металл стерженда иссицликнннг тар- 
цалиш масаласи ечилади.

Энди (8.13) интегралларда иьтеграллаш тартибини узгартирамиз:

и(х. т) =  ~ г  ( / © {  Т CCS г. (х — I) d  Я.] d | .  (8.14)

Капа навс кчидаги интегрални хиссблаймиз: ?*= алмаштириш Са-
У т

х — Ежарамиз ва - у _  =  <о деб белгилаш кнритамиз, натижада 
У т

00 00

\ е~/М ccs УХх — \)d\ =  - I ;  \ е С' с05 сш ^°  =  А^)
—00 _ос

Хосил булади. Бу ерда
ОС _ ,

/((о)-= \ е с cos аш d а

ОСГ о*булиб, /(0) =  \ е 0 do = |  л — Пуасссн интегралндир. /(со) функ-
—ОС

цнядан хосила олиб, интегрални Сулаклаб интегралласак, куйидаги 
дифференциал тенгламага келамиз: /'(ш) —-----— /  (со). Тенгламанинг

умумий ечими 1(<о) = Се га тенг булиб, ихтиёрий /(0)=] л —С \з-
со*

гармасни топнб, урнига куйсак, /(to) =1 ле ' булади. Интеграл эса

00 , __
( е- **' ccs tyx — l)d‘K =  —̂ /((o) =  j —  e

J  V *

га теиг булади. Бу цикматни (8.14) фс^мулага к\ямиа:

\ f ( &  "  di. (8.15)
2>'лт_ 4

Знди т =  art эканинн хисобга олсак,
ос (*—6)*

и(х, /) =  -  ■1_ , - i f(\)е d\  (8.16)
2а} л/

булиб, берилган —  =  аг —  тенгламанинг ' и 1. г =  /(*) бсшлангич 
dt дх* 1 1' 0

шартнн кансатлаширувчи ечими буладн.
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Агар | х — х01 <  е цийматда fe(x) — w0 узгармас, | х — х01 >  е да
О га тенг б\лса, яънн бошлангич нссн^лнк та^симотн исси^лик им- 
пульсидан нборат булса, у .\олда куйидаги интеграл хосил булзди ва 
унга урта циймат .^а^идагк теоремэни цуллаб, ушЗуга эга буламиз:

дг.+е (г-*)» (*-!)*
ил С  ̂ 2еи0 е 4а** _и(х, t) = — Ц-=- е °-— е2 а /л / J 2aV я/X#—в

(д—1)ж
е0 1 _  с я

Spc 2 а \г  я /

Бу ерда I  дг0 — е < £ < х 0 -{-е интервэлдаги ихтиёрий ну!\та ^2еи0 =

=-^2- га тенг). Агар юборилган иссицлик ми^дорн 0o = Sf>c булса, 
Spc /

и-Ъ'

■ <8 |7 > 

е-^0 да f  —► х0 ва (8.17) ечим нуцталч иссицлчк импульсига уга- 
дн, яънн параметр 1 =  х0 ^ийматдаги фундзмгнгал ечимга айланадн:

(дг—дгр)»
/ А 1 4аЧи(х, /) = ------г=—еV '  2 aV n t

Бу функцнянннг графигини t нинг берилган турлн мусбат ^ий- 
матларнда чнзсак, Гаусс эгри чизи^ларини ,у>сил ^иламиз 
(u(x, t)  функция ва унинг графиги э-угимоллар назарнясида 
му.уш рол уйнайди).

1-м и с о л . Иссшушкнннг бошлангнч та{^симоги: 
агар xt <Zx < х2 булса, 
агар x< xt ёки х >  х2 булса

(121- шакл).
(8.16) формуладан фэйдаланиб, масаланинг ечимини ёзамиз:

Ф .  О =  - ~ = f *  \ е  iac d l  (8.18)
2а У nt *

Бу функцияни куйидаги эхгнмоллар 
ннтегралн ор^али ифодалаймиз (14-

о- ■ , , ■ 9 бобга Ц.)-

/ и - {« Г

I » г
и О \ / V 2 Р _ц* -1-------- 1-------- ------------ Л\/т\ ------------------  ----  I /> »*

А, о
Хакикатан, (8.18) ечимдз —-— = ц

121-шакл. '  2а\ t
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алмаыиириш бажарамнз. d \=  — 2aVtdu.  эканини .\исобга олиб, ушбу- 
га эга буламиз:

2а У 7 2а\ t
х - х ,
2а\ 7

*—*1 
2л»Т

Ф(г) функция учун махсус жадвал мавжуд. Унинг графигн 122- 
шаклда берилгаи.

2* м и с о л. Иссшушкнинг бошлангнч та^симоти:

/(*) =

W°(l -- J-), о
и0(2 +  — j, —/< д г ^ 0 ,

О, д: | >  / ва Ы < — /

123- шакл.

булсин (123-'шакл). У \олда (8.16) формуладан:

* ■ » - 1 * -  j V + ) • * ’ « + 1 * -  Я '
—I о

= =  [A, — —[2d\ftd\L алмаштириш бажарамнз. Натижада ечимх ъ
2а\г \

куйидаги курннишга келади:
X-yl

2а)  7 2 aVT

t x—I
2a\ t 2aV t
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9-§. Фазода иссиклнкнинг таркалиши

Уч улчовли фазода нотекис циздирилган жисм берилган бул­
син. Унннг хар бир нуктасндагн исснклик t пантда и(х, у, z, t) 
функция оркали аникланади. Иссякли к майдонн — скаляр май- 
дон булиб, биз аналнзда унинг стационар майдон булган .\оли- 
нн курган эдик,яъни исснклик ва^тга боглн^ эмас эди. Бу ерда 
скаляр майдон ностацнонар булган .\олни, яъни t га боглик 
булган холнн курамнз. Агар t нинг танин цийматнда и(х, у , z, t) 
нссицлнк бир хил кийматларни ^абул цилса, изотермик сирт 
(юксаклнк сирти) .\осил булади. Бу сирт ва^т узгариши бн- 
лан узгарадн. Исси^лик и нинг энг катта узгариш тезлигн 
и функция граднснти йуналишида булади:

ди ~Т, ди ~т . ди Т  . grad и = —  i -г —  ] -г
dx ду дг

Изотермик сиртнинг хар бир ну^тасида градиент шу 
утказнлган ва иссиклнкнинг ортиб бориши томонига 
йуналган нормал билан устма-уст тушади ва унинг 
Куйидагига тенг буладн:

сиртга 
ка раб

МОДУЛИ

| grad и \ =  <-^~

Изотермик сиртнинг кичнк 
утадиган исснклик оцими

ди 
дп

булагн До дан

диA Q =  — k  —  Да 
дп

At

A t ва^т ичида

(9 . 1)
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формула билан ани^ланади: бунда Ar =  c o n s t— каралаётган му* 
^нтнннг иссшутик утказувчанлик коэффицненти (жисмни бир 
жннсли ва нзотроп деб хисобланмиз). Л\айдон назарнясидан 
маълумки, нормал вектор йуналиши буйича олинган хосила 
grad и нинг шу нормалга туширилган проекцияснга тенг, яъни

ди ,—  =  grad и ■ п 
дп

ди нинг ифодасини

(9.2)

п — нормал буйича йуналган бирлик вектор
дп

(9.1) формулага цуйиб, ушбуни хосил киламнз:

AQ =  — k n -grad и ■ А/.

Бу формулада — k grad а =  А деб олсак, Ап =  пра .1 =  — kn  grad и 
булиб, исси^лик о^ими Д(2 =  Л,1АоА/ булади. Жисм 5  снрт билан 
чегараланган булса, ундан чиь^аётгаи нсснклнк оцими А/ вд^тда 
Куйидагига тенг булади:

^  = Л / ‘ Anda' (9.3)

бунда Ап А векторнинг таш^и нормалга проекцияси (124-шакл).
(9.3) формуладаги сирт интегралига Остроградский — Гаусс 

теорем ас и ни к у лла й ми з:

Anda  =  \ \ \  div A dV.
*6* "v

Бу ерда V S  сирт билан чегарлланган жисмнинг \ажмн ва div А =
, ,. , u id iu • д*и ■ д*и \ и к  4 д* . д* . д*=  — k divgrad и ——к -----\---------------- — k А и. А = ------------ ---------

6 \дх* оу' д г ') dx> ду* dz*
—Лапллс операторы дейилади.

V ^ажмга кнрувчи Q t исси^лик мицдорн бу .^ажмдагн модда 
>;ароратнни кутаришга кетади ((9.3) формуладаги Q нинг ишо- 
расига тескари буладн) ва ушбуга тенг буладн:

Qx =  f Г f kAudV .
V J

Фараз цилайлик, жисмда исси^лнк 
манбалари мавжуд булсин. Уларнинг 
зичлигн F (х, у, z, t) булсин. У холда 
(/, 1Л-At) ораликда жисмнинг карала­
ётган кисмидан Q2 микдорда нссиклнк 
ажраладн ва бу иссшушк (юкорн тар- 
тибли чексиз кичик микдор аниклигн- 
да)

Q% =  M ^ F {x,y,z ,OdV  (95)

(9.4)

124- шакл.
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формула ёрдамида ани^ланадн. У ^олда AV ^ажмдаги нссшутик 
микдор и Qj +  Q2 йигиидига тенг булади. Бу иссиклнк ми^дорн- 
нн бош^ача йул билан, S сирт билан чегараланган жнем ну^- 
таендагн исси^ликнинг узгарншнни хисобга олган ^олда ^нсоб- 
лай.мнз. ( х .у . г )  нуктада At вакт оралигида иссиклнк цуйида- 
ги микдорга J-згаради:

и (х , у, г, / - f  А/) — w(дг, у , z, t) =  — At.ot
А V элементар хажмни цараймиз. At ва^тда ну^танннг харорати

— At га кутарилган булса, AV элемент хароратнни шу даражага ку- 
dt

таришга сарф булган иссиклнк ми^дери куйидагнга тенг булиши 
равшан:

срА У — Af,
Ы

бунда с — модданннг солиштнрма иссиклнк сигнми, р — знчлн- 
ги. V .^ажмда харорат кутарилншига сарф булган исащликнинг 
умумии микдор и бундай булади:

QJ =  A / ( ' [ | ’c p - ^ d V  =  <?, +  (?,. (9.6)

Демак,

V V V

Бундан

j | J ( c p ± _ A A u_ f ) dV =  °  (9.7)
V

булиб,

ср -  -  — k А и — F — 0 (9.8)

тенглама и и .\осил циламиз. Икки томонини ср  га бу.тиб юборамиз, 
У \олда

—  = а ' А и  +  —  F (9.9)
dt ер 4 7

чизикли бир жинсли булмаган нсси^лик тар^алиш тенгламасига 
келамиз. Агар жнемда исси^лик манбалари мавжуд булмаса, 
F =  0 булнб, тенглама бир жинсли тенгламага айланадн:

^  = а * & и = а > ( ^  + ^ -  +  ^ ' | .  (9.10)
dt \ д х * ду* дгV

Бу ерда а =  у  — — .\аро|>ат утказувчанлнк коэффициент. Бу 
тенгламанинг бошлангнч шарти
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и(х, у,  Z, 0) -  и \ыо =  / (дг, у , г), (9.11)

чегаравий шарти
=  Л |и |г — в). (9.12)- к д- И

дп
куринишда булиши мумкин. Бу ерда Г — сиртнинг чегараси, 
}i — исснклик алмашиниш коэффициенти, и — ташци му хит \а- 
роратн.

Агар жнем исси^ликдан нзоляцняланган булса, h = 0 булиб, 
чегаравий шарт

ди =  0. (9 13)
дп

Агар исснклик алмашиниш коэффнциенти жуда катта булса 
(/1-*>ообулса), (9.12) формуладан

и\г =  и (9.14)
келиб чи^ади, яъни жисм чегараендагн исснклик ташци му.\ит 
Хароратига тенг булади.

(9.10) тенгламадан ^арорат z  га боглнц булмаса, текиелнк- 
да исснклик тар^алиш тенгламаси:

Хосил булади. Агар и функция z  га хам* У га Хам боглиц бул­
маса, металл стерженда исснклик таркалиш тенгламаси хосил 
булади:

ди _  2 дги 
dt ~  дх*

10- §. Лаплас тенгламасига келт филадиган 
масалалар. Четки масалаларни ифодалаш

Бу параграфда
Ди =  0 (10.1)

Л аплас тенгламасига келтириладиган баъзи масалалар ^арала- 
ди. Тенгламанинг декарт, цилиндрик ва сферик координатала- 
ридагн куриниши цуйидагича:

д “ =  т т + т т  +  т г  =  °- <102>дх* ду* дгг

Д и =  ±  j L ( r i “ \  + _ ! _ * * + i ^ _ o .  (10.2')
г дг \  дг J г* д <т* дг1

. 1 д [  ,  д и \  , 1 д , . п ди \ ,А и = -------- г* —  -j-------------- —— sin 0 —— -р
г» дг \  д г )  г* sin 0 д 0 д 0

1 = 0 . ( 10.2 ")
r*sin*0 д
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Лаплас тенгламасини ^аноатлантпрувчи и функцнялар гармо­
ник функциялар деб аталади.

I. Б и р  ж и н с л и ж  и с м д а и с с н ц л и к н  н нг  с т а ц и о ­
н а р  т а ^ с и м о т и м а с а л а с и .  о сирт билан чсгаралаиган 
бир жинсли V ,\ажмли жнем берилган булсин. Жнемнинг турли 
ну^таларида исснклик манбаларн булмаса, /-’ =  0 булиб, (9.10) 
тенглама

ди _  2 / дги , д3и , дги 
dt ~  Q ^  ду* ^  "дг* j

ни \осил цилган эднк. Агар жарасн стационар (урнашган) булса, яъни 
харорат вацтга бог лиц булмасдан, балки жисм ну^таларииннг коор-
динаталарнга боглиц булса, у холда —  0 булади ва и харорат 

Лаплас тенгламаси

7 7  +  Т 7  +  т т = °  <|0 3 >дх* ду* дг1

ни цаноатлантирадн. Бу (10.3) тенгламанинг четки масаласнда
о енртдаги харорат берилншн керак:

«I = /(М ).

Шундай цнлнб. V )*ажм ичида (10.3) тенгламани цаноатлан- 
тнрувчн ва о сиртнинг )jap бир Л1 нуцтасида берилган

и; = /( М )  (10.4)О
^нйматни ь^абул килувчи и(х, у, г) функцияни топнш керак. Бу маса- 
ла Дирихле маса-ши ёки (10.3) тенглама учун Оиринни четки ма- 
са.т деб аталади.

Агар сиртнинг хар бир нуцтасида харорат эмас, балкн исснклик окими
берилган булиб, у (нормал вектор йуналншдагн х°сила) га про- 

дп
порцнонал булса, енртда (10.4) четки шарт урннга ^унидагн шартга
эга буламиз:

V  I =g<M).  (10.5)дп \а
(10.3) тенгламанинг (10.5) четки шартни каноатлантирувчи 
ечимини топиш масаласи Нейман масаласи еки иккинчи четки 
масала деб аталади.

Агар исснклик тар^алиши z га богли^ булмаса, масала те- 
кисликдаги Лаплас тенгламасига келади. Четки шартлар текис- 
лнкдагн контурда бажарилади.

II. С у ю ^ л и к ё к и  г а з н и и г п о т е н ц и а л  о ^ и м и. 
У з л у к с и з л и к т е н г л а м а с и .  о сирт билан чегараланган 

Хажм ичида сую^лик окаднган булсин. р — сую»улик зичлиги 
булсин. Суюклнк тезлигини

v =  vx i + v j  + v t k (10.6)
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билан белгилаймиз, бунда vx, уу, vg — вектор v нинг координата у^- 
ларидаги ком п он ен талари. Q \ажмдан s сирт билан чегараланган ки­
чик со .\ажм ажратамнз. У холда At  ва^т ичидаги s сиртнинг хар
бир Л s элементи ор^али AQ = p v n  As A t  микдор да сую^лик оциб 
утади. Сую^ликнинг умумий Q ми^дори куйидаги интеграл билан 
ифодаланади:

Q = A t  f \  р v ds.  (10.7)
*«

Бунда ds  — п ds булнб, п — ташци нормал буйича й\налган бнрлнк 
вектордир. Иккинчи томондан t паГпда со хажмдаги сукнужк мн^до- 
ри бундай булади:

\ П р dd).% V |/Ы
At вацт нчнда сую^лнк ми^дори, зичликнннг узгарншига бино- 
ан, куйидаги микдорга ^згаради:

(Ю8)
0> 0>

о) ^ажмда манбалар йуц деб фараз цилсак, (10.7) ва (10.8) 
нфодаларни тенглаш мумкин. At га кисКаРт,фнб, ушбуга эга 
буламиз:

J j V d T - j j j l E - d » .  (Ю.9)
S 01

Тенгликнинг чап цисмидаги сирт интегралини Остроградскнй 
формуласига кура алмаштнрсак, (10.9) тенглнк бундай кури- 
нишни олади:

-  ГГГ д?

еки

JJJ d ivG>I») rfси = JJJ -d»
О) ш

1 1 I ( 4 r  — d iv(py))dw  =  0.%)%)%) \

~ ~  — div(py) =  0 (10.10)

булиб, div(pu) ни очиб ёзсак,
dp d{ pvx ) d ( p v y ) д ф у г ) = ( )  ( Ю . Ю )
dt дх ду дг

син;иладиган "сую^лик о^имининг узлуксизлик тенгламзси .\осил була- 
ди. v ни куйидагича цабул циламнз:
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бунда р — боснм, к — утказувчанлик коэффицненти, »  X —■, 

к =  const. Бунн (10.10) узлуксизлик тенгламасига цунсак,

= J L ( k *P) +  ± { k *P) +  ± ( k ° P )
dt дх У д х ) ду \  ду J дг ' дг } 

mi .\оснл цнламиз. Агар к узгармас сон булса, тенглама

*£ - =  - ± А р  (10 .11 )
dt А

куринишни олади. Бу нссиклик утказувчанлик тенгламасига ухшай-
дн. (10.10) тенгламада суюклик сицилмаса, р =  const ва — =  0 бу-

dt
либ, тенглама

div и = 0

куринишни олади. Агар ^аракат потенциал булса,

v =  grad ф

булиб, (10.10) тенглама ушбу куринишни олади:
div grad ф =  0

ёки

Т Т  +  Т 1 + Т Т = ° -  <1012>дх* ду* дг*

яънн v тезликнинг ф потенциал функцияси Лаплас тенгламасини 
Каноатлантирар экан.

Купинча v тезликни v = — kxgrad р деб кабул килиш мумкин, 
бунда р — боснм, /?! — узгармас сон. У ^олда р босимга нисбатан 
Лаплас тенгламаси х>осил булади:

—  +  — + — = 0 .  (10.13)
дх* ду* дг* 4 ’

(10.12) ёки (10.13) тенгламалар учун четки шартлар куйида­
гича берилишн мумкин:

1. о снртда изланаётган р функциянннг ки”матлаРи — бо- 
симлар берилади:

р\ = f №I а
Бу Дирихле масаласи.

2. о сиртда ——  нормал буйича ^осила ки,1ШТлаРи берила-
дп

ди — оким снрт оркали берилади:
дР I ~ /  \ л \



By Нейман масаласи.
3. о сирлшнг бир кнсмиди /> — босимлар, яма бир ^исмида чоси-

ла —  берилади. Бу Дирихле — Нейман масаласи. 
дп
III. С т а ц и о н а р  э л е к т р  т о к и  н и н г  пот е нциа л»! .  Бирор V 

.\ажмнн тулдирувчи бир жинсли м учит дан хар бир нуктасндаги злч*
лиги /(.V, у% z) вектор булган электр токи утсин. Ток зичлигн влкт* 
га боглик эчас на V чажмда ток манбалари йук деб фараз киламнз
У ваьлда I векторнинг окими нолга тенг буладн:

If 7Л = о.
* s

Остроградскин формуласини куллаб,

{ i ' f d S  = f f f  div7rfV = 0  дан d i v 7 = 0  (10.14)
V

деган хулосага келамаз. Агар мухитнинг утказувчанлигини X деб,
злектр кучнни Е деб бел г и ласа к, ток зичлигн умумлашган Ом ко- 
нуиига кура:

7 =  Х £ (Ю.15)

булади. Жараён стационар булгани учун векторлар майдони Е уюр-
масиздир. яъни rot Е -  0, демак, векторлар майдони потенциал май- 
донднр. Шундай скаляр функция мавжудки, ушбу тенглик урннли 
булади:

£  =  grad гр. (10.16)
(10.15) га (10.16) ифодаии куямиз:

/  =  Xgrad »f. (10.17)

(10.17) ни (10.14) га куйиб,
X div (grad <|) =  0

ёки

j £  +  £ S + i a = 0  (10.18)
дх* ду* дг

Лаплас тенгламасини хосил киламнз. Унн берилган четки шзртларда
ечиб, ф скаляр функцияни, сунгра (10.16) дан Е ни, (10.15) дан 1 ни 
топамиз.

11-§. Дирихле масаласиии халка учун ечиш

Ar,: .v2 *+-//* =  R] ivi kt : дг* -f  у- =  /?] айланалар билан чегарзланган 
D сохада (чал ка да) Лаплас тенгламасининг ушбу

и = « , .  (11.1)
* I
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чегаравий шартларн берилгандагн ечимнки топамиз, бунда и1 
иа и2 — узгармас сонлар.

Лаплас тенгламасннннг цилиндрик координаталарда ёзилган 
(10. 2') тенгламасидан г ва ц ларга боглнц булмагаи тенгла- 
манн ёзамиз:

д*и Ли _q
дгг г дг

Бу тенгламани шггеграллаб, ушбуни топамиз:
и =  с,1п г - f  cs. (11.3)

(11.1) ва (11.2) чегаравий шартларда с, ва с., ларни топамиз:
(ut =  cl \nRl - f  с,

=  ct In Rt -t- с».

Системадаи с, =  cs =  ■ ' l! R' ~  l'2 ll; -1- ларнинг цийматини
I " . Rtin in —/?i /?i

(11.3) га цуйиб, масаланннг ечимини хосил циламнз:

и, I n - H i  In -г- 
ы =   &----------- (11.4)

- 5

12- §. Дирихле масаласини дойра учун ечиш

x2 + y- = R2 донра берилган булиб, унинг айланасида бирор 
/(q:) функция берилган булсин (ф— цутб бурчаги).

Лаплас тенгламаси ни кутб координаталарида ((10.2') да 
г =  0 деб) ёзамиз:

_  _L i?ii — _L J*L =  0. (12.1)
дг* г дг г* д ф1 

Функцнянинг дойра айланасидаги киймати берилган:
«: - / ( Ф ) .  (12 2)

; гшь
Ечимни

ц *= Ф (ф) • R  (г) (12.3)
деб фараз килиб, Фурье усулидан фойдаланамнз. ^осилалар 
олнб. (12.1) тенгламага ц<ямнз:

г2 Ф (ф) R" (г) 4- г Ф (ф) R ' (г) +  Ф'' (ф) R (г) =  0.
Узгарувчнларни ажратамиз:

ф" (ф) г* Р  ( г ) - - r R ' (Г) _  м  /ю  1\



Бундан иккита тенглама хосил булади:
Ф*(Ф)-Ь**Ф(<р) =  0, (12.5)

r2R" (г) - f  г R' (г) -  k-R (г) =  0. (12.6)
Биринчи (12.5) тенгламанинг у му мни ечими:

Ф (ч) =  .4 cos * ф - f  В sin к ф, (12.7)

иккинчи (12.6) тенгламанинг ечимини R(r) = r"1 к\рннишда нзлаймиз. 
Бу ерда т ни топиш керак. г ‘ ни (12 6) тенгламага куйиб, ушбуни 
хосил киламнз:

г2т (т — l ) r m“ '  4- гт — k?rm =  0
ёки

т 1 —  к 2 — 0 .

Буидан m =  ±  к  эканн куринади. Хусусин ечимлар г* ва г ~ к бу­
лнб, умумин ечим:

R = Crk - f  Dr~k (12.8)
булади. (12.7) ва (12.8) ларнн (12.3) формулага куйсак, ушбу ^осил 
булади:

ик =  (.4* cos k ф 4- Вк sin к (f) (С /к 4- Dkr~k). (12.9)

Биз донрада узлуксиз ва чекли ечимни нзлаймиз. г — 0 булгаида
( 12.9) формулад? Ок= 0 булнши керак. Агар k =* 0 булса, (12.5), (12.6) 
тенгламалардан:

Ф"(Ф) =  0 , rR"(r )+ R ' ( r )  =  0 .

Буларни интеграллаймиз ва и0 =  (Л0 +  В0 ф) (С0 4- D0 In г) ни хосил 
киламнз, (12.9) билан k = 0 да солипгпфнб, В0 =  0, D0 = 0 эканн ни
топамиз. У ва^тда ы0 =  — булади. Бу ерда ~  =  Л0С0 деб белги-

ладик. k =  1, 2, . . . , п, . .  . мусбат цийматлар билан чегараланамиз. 
Ечимлар йнгнндиси яна уз навбатида ечим булгаии учун

OD
и (г, ч ) =  ~  4- V  (art cos п ф 4- bn sin п ф) Л  (12.10)

Бу ерда ап =  Сп• Ап, Ьп = Сп В . деб белгилаш кирнтдик. Энди их- 
тиёрин ап ва Ьп узгармасларни четки (12.2) шартдан топамиз: г = R 
да (12.10) дан

ло
/  (‘| ) ~  ~  4- V  (arl cos п ф 4- bn sin п ф) R'1. (12.11)

2 ,гшкА
г:-1

Бу тенгликдан
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ял =  ——  \ f  (t) cos ntdt. bn = - — \ j'(t)s\nntdt (12.12)
Л ft Я К ,—я —я

коэффнциентларни аник^ллб, (12.10) га цуямнз. Тригонометрик алмаш- 
тирчшни бажариб. ушбуни хосил киламиз:

Я х Я
и (г, у) =  —— \ f(t)dt +  -  У  I f(t)cosn(t — y)dt\  -М" =

2 я Я  J V R /

=h\  fw[,+2^ ( т ) =rJ/(/)[1 +
*1 - я

V  '!р- , “")"]* =

=  Г„1 ' « ! + R

I — - V  <*-*> 
А> *

, _  _  - i  (/-<г> 
/?

Л  =

=  7— | /(О 2 я J
' - ( К

I — 2 ~  cos (/ — -г ( —  )

dt =

2 л J
А* — /■«________

/?/• со> (f — <f) Т  Г*
dt. (12.13)

Бу (12.13) формула Пуассон интегралы дейилади. Дирнхле- 
нииг дойра учун кунилган масаласинннг и (г, ср) ечими Пуассон 
интеграл ига келди. Бу формула (12.1) тенгламани каноатлан- 
тиради хамда r-+R да и(г, <р)-►/(<?), яъни ечим булади.

У з*у з и н и т е к ш и р и ш  учун  с а в о л л а р

1. Иккннчи тартибли бир жннслн хусусий \осилали тенгламаларнннг тур- 
ларини айтинг.

2. Бошлангич ва четки шартлар ннма?
3. Даламбер усулинн баён к»-1 инг.
4. Фурье усулнни тушуитнрнб беринг.
5. Тенглама учун Коши масаласини тушунтириб беринг.
6 Дирихле масаласини ифолаланг.
7. Нейман масаласи цандай цСйнладн?
8. Тенгламани Фурье усули билан ечншда ечим цандай куринишда 6f-

лади?
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14- б о б

Э ^Т И М О Л Л И К  Н А ЗА РИ Я С И  ВА МАТЕМАТИК  
СТАТИСТИКА

1-§. ^одисалар алгебраси

Э хтнмоллпк назарияси асосида математнканннг бошка бу- 
лимларидаги каби бирор бошлангич тушунчалар ва таърифлар 
ётадн. Унда ишлатиладиган асосий тушунчалардан бири хсди- 
саднр.

Э^тимоллик назарнясида .\однса деб сннов (тажриба) нати- 
жаенда, яънн маълум шартлар мажмуи амалга ошиши нати- 
жаенда руй бериши мумкин булган .\ар цандай фактни айти- 
ладн. Ходисаларни одатда А , В, С ва х. к. харфларн билан 
белгиланадн.

^однеаларга мисоллар:
1. Туи дан бир марта ук отишда нишонга теккизиш (тажри­

ба — ук отиш, ,\одиса — укиннг нишонга тегиши).
2. Танганн уч марта ташлашда иккн марта герб тушиши 

(таж риба—-танганн уч марта ташлаш, ходиса — иккн марта 
герб тушиши).

3. Бирор физик катталнкни улчашда берилган чегараларда 
улчаш хатолигинииг пайдо булиши (тажриба — физик катта­
лнкни улчаш, ходиса — берилган чегараларда хатолккнинг юз 
бериши).

Берилган тажрибада руй бериши мумкин булган барча .\оди- 
салар туилами ходисалар майдони S  дейилади. S  га яна бу 
тажрибада мукаррар рун бераднган U .\однса ва бу тажрибада 
руй бериши мумкин булмаган V ходиса хам кнритнлади. Маса- 
лан, бнтта уйии соккасинн ташлашда U камида бир очко 
чнкншн, V етти очко чнкиши.

Агар А .\одиса рун берганида В ходиса мукаррар руй берса, 
А ходиса В .ходисанн эргаштиради ёкн .4 дан В келиб чикади 
деб айтнладн, бу факт бундай белгиланадн:

Л с В . (1.1)

Тажриба 36 ^артали дастадан битта картани тортишдан 
иборат булсин. А .\однса «гнштнн» карта, В .\однса эса кизил- 
бел гили картанинг ч и киши дан иборат булсин. У .\олда рав- 
шанки, А а В .
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Агар А а В  ва бир вацтда BzzA булса, у холла А ва В ^одн- 
салар эквивалент ёки тенг кучли деб аталади. Бу факт бундам 
белгиланади:

А = В. (1.2)

А ходнсаиинг рун бермаслнгидаи нборат .\одиса уига тес­
кари ходнса деб аталади ва А билан белгиланади. А билан А 
.\одисалар царама-царша цодисалар дейилади.

1\ар а м а-1\арши ,\однса.тарга мисоллар: уц узишда нишоига 
теккизиш ва хато кетказиш, асбобнинг бирор ва^т интервал!! 
ичида ишдан чнцнши ва шу ва^т иитервалида бузнлмасдан 
ишлашн.

Ходнсалар майдонида цушиш ва айнриш амалларн аницла- 
нади. Иккита А ва В .\однсадан камида бнттасинимг рун бери- 
шидан нборат .\одиса уларнинг йигиндиси деб аталади ва 
Л -f В билан белгиланади.

.4 ва В ходисаларнинг бмргалнкда руй берншндан нборат 
^однса уларнинг купайтмаси деб аталади ва А В билан белги- 
ланади.

1 - м н с о л .  Тажрнба дастадан битта цартани тортиш *оди- 
сасндан нборат. А >;одиса «дама» цартасинннг, В ходнса эса 
«чилдин» картасининг чнцишидан нборат булсин. У *олда 
С = А + В ,\одиса чиццан ь^арта «дама» ёки «чилдин» булишини, 
Е = АВ  эса чиздан каРта «чилдин дама» булишини билднрадн.

О

в

Ql)
А В

2 - ми с о л  (Вьемм диаграммасн). Тажрнба квадрат (125- 
шакл) ичида таваккалига нуцта танлашдан нборат. А орцали 
«танланган нуцта чапдаги айлана ичида ётибдп» ходисаснни, 
В оркали эса «танланган нуцта унгдаги айлана ичида ётибдн»,
^одисасиии белгилаймнз. У .\олда А, А, В, В, А + В ва АВ  .\оди-
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салар танланган нуктанинг тегишлн шакллардаги штрихлан- 
ган со.халарга тушишннн билдиради.

Ходмсаларнн цушиш ва купаитириш амаллари куйидаги 
хоссаларга эга:

1) А-\  В = В ~  А: АВ =  ВА.
2) (Л -f  £ ) - f C  =  / l - r< £ - fC ) ;  (АВ)С =  А (ВС).
3) А (В +  С) =  АВ +  ЛС;
4) A + Vj=A\ A U = А.
5) А + A = U\ АА =  V.
6) А +  В = АВ\ АВ =  А + В .

Шундай цилиб, .ходпсалар алгебрасида цушиш ва айирнш- 
нинг одатдаги барча хоссаларн бажарилади, шу билан бнрга 
иол ролннн V мумкин булмаган ходиса, бир ролнни эса U 
мукаррар ^однса бажаради.

1 - т а ъ р н ф .  S .\одисалар майдонидаги А ва В ходисалар 
учун AB=V,  яъни уларнинг бир вактда руй бериши мумкин 
булмаса, улар биргаликдамас \оди салар  деб аталади.

М и с о л. Тажриба унии соккасинн таш лаш дан нборат. А по­
лиса 4 очко чнкиши, В .ходиса эса 3 га каррали очколар чнкн- 
ши булсин. Бу .\однсаларнинг бнргалнкдамаслнги равшан.

2 -т а ъ р н ф . Агар А 1 +  А2+  • • • +  Ап =* U, яънн бу тажрибада
Л,, Лг...........Ап, кодисаллрдан .хеч булмаганда битгаси руй берса, бу
ходисалар ходисаларнинг тула гурухини .\осил килади дейиладн.

Хар иккнтаси биргаликдамас ходисалар тула гурухини, яънн 
Ay - f  Az - f  . . .  4- Ап =  U, A;At = V(i Ф j) тенгликлар билан аник- 
ланадиган ходисалар гурухини энг куп текширишга т\гри келади.

2-§. Эхтимолликнинг классик таърифн

Эзртнмоллик назариясида ходисалар гурухндагн хар бир 
А .ходнсага танин Р(А)  сон — бу .\одиса руй бернш нм ко* 
нининг объектив даражаснни акс эттнраднган А ^однса э.хтн- 
моллнги мос куйилади. Э^тимолликлар S  дан биргаликдамас 
ва тенг имкониятли Л,, Л2, . . . ,  Ап ходисалар тула гурухини 
ажратиш мумкин булган ва классик схема деб аталадиган 
холда энг одднй аннкланади. Тенг имкониятлнлик шуин бил- 
дирадикн, А и Л2, . . . ,  Л . ходисаларнинг .\еч бнрн руй беришда 
Колганларидан хеч бир объектив устунлнкка эга эмас (масалан, 
;уйин соккасининг симметрик ва бир жинслигидан 1, 2, 3, 4, 5, 6 
очколардан исталганининг чнкиши тенг имконнятлилиги келиб
чикадн). Айтилган Л„ Л2...........Ап ходисалар тажрибанинг элементар
натнжаларн (ёки нмкоинятлари, холлари) деб аталади.

Э х ти  м ол  л нк нинг  к л а с с и к  т а ъ р и ф н .  Л .\одиса Л„ Л2,

231



...........Ап лардан бирор т таен амалга ошганида рун беренн. У хол­
ла

сон А ходисанинг эхтимоллиги деб аталади. Бошцача айтганда, 
А ходисанинг эхтимоллиги тажрнбапинг кулаилик берувчн нати- 
жаларн сон и ни унинг барча натнжаларн соннга ннсбатнга тенг. 

Бу ердан, хусусаи, исталган А ходиса учун

Бу хоссаларнннг нсботнни укувчига машк сифатнда тавеня
киламиз.

I - м и с о л .  Иккита унин со^каси ташланади. Чиркан очко- 
лар сонинннг 7 га тенг булиш эхтимоллиги цанча?

Е ч и ш. Уинн соцкасн олтита турли усул билан тушишн мум­
кин. Уларнинг ха Р бнрн иккинчн со^ца тушишидаги олтита 
усул билан комбинацияланади. Шундай цилиб, жамн элементар 
натижалар сони 6-6 =  36 га тенг. А ходисага (очколар сони 7 га 
тенг) кулайлнк тугднрувчн элементар натижалар соннни санай- 
мнз. Агар бнрннчн ва иккинчн соццаларда мос равишда 1 ва 6,
2 ва 5, 3 ва 4, 4 ва 3, 5 ва 2, 6 ва 1 очколар чицеа, очколар 
йигнндисн 7 га тенг булади, яъни А ходисага кулайлнк тугдн- 
рувчн жамн 6 та иатижа бор. Демак, изланаётган э.\тимоллнк 
куйидагига тенг: Р(А) = 6/36=1/6.

2 - м и с о л .  Танланма хасида масала. N  та буюмдан иборат 
нартияда М та стандарт буюм бор. Партиядан таваккалнга п 
та буюм олинади. Бу п та буюм ичида роса m та стандарт 
буюм борлнгннинг эхтимоллнгнни тоиинг.

Е ч и ш. Тажрнбанннг мумкин булган элементар натнжаларн 
жамн .V та буюмдан п тасини олнш мумкин булган усуллар 
соннга. яъни /V та элементдан п тадан гурухлашлар сони С 1К га 
тенг. Таваккалига атинган п та буюм ичида m та стандарт буюм чн- 
Кнш ходисаскни А оркали белгнлаймнз. Стандарт буюмлар Л/ та бул- 
ганлигн учун m та стандарт буюмни олнш усулларн сони C"w га 
тенг. Калган п — m та буюм эса иостандарт булиши лазим: п — пг 
та иостандарт буюмни N  — Af та иостандарт буюмлгр ичидан эса 
С;-_м УСУЛ билан олнш мумкин. Демак, А ходисага кулайлик туг- 
дирувчи натижалар сони С'х( га тенг. Шунинг учун изланаёт­
ган эугимоллик куйидагига тенг:

(2 .1)п

0< ZP(A)^  1 (2.2)
булиши келиб чикадн ва. бундан таш^арн, 

P(U) = I; Р ( Г)  =  0. (2.3)

( 24)
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3 - § .  Геометрик эхтим оллик

Э\тимолликнинг классик таърнфида элементар натижалар 
сони чекли деб фараз килннадн. Амалнётда эса купинча мумкин 
булган натижаларн сони чексиз булган тажрибалар учрайди. 
Бундам холларда классик таърифнн ^улланиб булмайди. Бирок 
бундам холларда баъзам э.\тнмолликнн хнеоблашнинг бош^ача 
усулмдан фойдаланнш мумкин булнб, бунда хам аввалгидек 
баъзм ходисаларнинг тенг нмкониятлилик тушуичаси асосий 
ахаммятга эга булнб цолаверадн.

Эчтимоллнкнинг геометрик таърифн деб аталаднган усулдан 
тасодифий нуктанинг бнрор соханинг исталган цнемига тушнш 
эхтимоллиги бу со.\анинг улчовига (узунлигига. юзига, ,\аж- 
ммга) пропорционал булнб, унинг М!акли ва жонлашншига бог- 
лик булмаган холда фойдаланнш мумкин.

Аниклик ма^садида икки улчовли .\ол билан чекланаммз. 
Текмоликда юзн S ltга тенг бнрор D соха берилгаи булнб, унда 
юзи Sj  га тенг d соха жойлашган булсин (126- ш акл). D со.\ага 
таваккалнга нукта ташланади. Бунда бу нуктанинг D со.\анинг 
исталган кисмига тушнш эхтимоллиги бу со.\анннг юзига тугри 
пропорционал ва унинг шакл и, жойлашншига эса боглик эмас 
деб фараз цилннадн. Бундай холда бу нуктанинг Su сохага 
тушнш эхтимоллиги

формула билан аниклаиади.
1 - м н с о л .  Квадратга нчкн дойра чизилган. Квадратга 

таваккалнга ташламган нуктанинг донра ичига тушнш э.унмол- 
лиги канча?

Еч иш.  г оркали донра радиуси узунлигини белгн. 1аймиз. У хол- 
дп у лиг юзи 5 \ л г* га, квадрэтнииг юзи эса 4 г2 га тенг.
Изланаётган эхтимоллик эса Р = л ■! га тенг.

(3.1)

60

126- шакл. 127- шакл.
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2-м  и с о л .  Учрашув ,\акидаги масала. А ва В кншилар 
бирор жонда соаг 12 билан соат 13 ораснда учрашувга ксли- 
шншдн. Учрашув жоннга келган киши шеригини 15 минут даво- 
мида кутадн, кейин эса кетиб колади. Агар курсатнлган соат 
давомида улардан хар бирининг келиш иайтлари тасодифий 
ва боглнкмас булса, яъни бирининг келиш найти иккинчисн- 
нинг келиш найтнга таъсир этмаса, бу кишилариннг учрашиш 
э^тнмоллигини топннг.

Е ч и ш. А кишинннг келиш вацтинн х  оркали, В кншининг 
келиш вацтини эса у оркали белгилай.миз. Учрашув булиши 
учун

\у — х I <  15

булиши зарур ва кифоядир. х ва у ни текнслнкда декарт коор- 
динаталари сифатида ифодалаймиз (127-ш акл), масштаб бир- 
лиги сифатида 1 минутни таилаймиз. Барча мумкин булган 
натижалар томоии 60 га тенг квадратнннг нукталарн билан 
тасвирланди, учрашувга цулайлик тугднрувчи натижалар эса 
штрихланган сохада жойлашади. Изланаётган эхтимоллик эса 
штрихланган соха юзининг бутун квадрат юзига ннсбатига 
тенг, яъни

D GO2 — 2*0,5*45* л 107-  р  — ------------------- =  0,437о.
60»

4- §. Ходисанинг нисбий частотаси

п та бир хил тажрпбалар кетма-кет утказнлган булиб, улар­
нинг хар бирнда А ходиса руй бергаи ёки руй бермаган булсин.

Т а ъ р и ф .  А ходисанинг берилган тажрпбалар кетма-кетлн- 
гидаги нисбий частотаси деб А .\однса руй берган тажрпбалар 
сонининг утказнлган барча тажрпбалар соннга нисбатн айти­
лади.

А ходисанинг нисбий частотасини Р* (А) оркали белгнласак,

Р*(Л) = И  . (4.1)
п

булади, бу ерда гп — шу А ходисанинг п та тажрибада руй бе­
риш сони, п — жамн тажрпбалар сони.

М и с о л .  Буюмлар сифатини назорат цилиш учун партиядан 
таваккалига 100 та буюм олннди, улар ичида 4 та буюм яроц- 
енз чикди. Яроцсизлик нисбий частотасинн топннг.

Е ч н ш. А орцали яроксиз буюм чи^ишидан иборат ходи- 
сани белгнласак, куйидагига эга буламиз: ш — 4, n =  100 ва 
Р* (Л) =0,04.

Нисбий частотанинг баъзи хоссаларини нсботсиз келтириб 
ута.мнз:

1) Исталган ходисанинг нисбий частотаси бнрдан ортик 
булмаган манфиймас сон, шу билан бирга P*(U) = 1, Р"(\ ' )  = 0.
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2) Р* {А +  В) =Р* (A) -f Р* (В),  бу ерда А ва В — бнргалик- 
дамас ходисалар.

)\одисанннг тажрнбадан олдин аннцланаднган эхтнмоллнгн- 
дан фаркли улароь^ ходисанинг нисбий частотасн тажрнбадан 
кейин топилади.

5-§. Эхтимолликнинг статистик таърифи

Айтайлик, бнрор тажрнба чекланишсиз такрорланадн ва 
Хар бнр тажрнбадан сунг каралаётган ходисанинг нисбий часто­
тасн барча утказнлган тажрибалар серияси буйича .\нсобла- 
нади. Бунда ушбу нарса пайкалади: бошнда, утказнлган таж ри­
балар булганнда, хар бнр тажрнбанннг тасодифий натнжаси 
Ходнса нисбий частотаснни сезнларлн узгартиради. Бироц таж ­
рибалар сони ортнб борншн бнлан хар бир янги тажрнба натн- 
жасннинг таъсирн камая боради. М асалан, мингинчи таж рнба­
нннг натнжаси нисбий частотани 0,001 дан камга ^згартиради. 
Ходисанинг нисбий частотасн гуё тасодифий булмай цолади ва 
бнрор сон атрофида т\ ррунлашади. Ана шу соннн царалаётган 
Ходисанинг статистик эхтнмоллнгн деб аталади.

Масалан, агар биз бир ёки бир неча онла ва хатто бнрор 
кншлок ахолисинн урганнш билан чекланаднган булсак, янги 
тугнлган чацалокларнинг жинсн буйича таь^симотн хар цандан 
булиши мумкин. Ахрлнси куп булган катта худуднн урганн- 
ладнган булса, нш бутунлай бошцача булади. Бунда циз ва 
угил болалар тугнлиши нисбий частотасннинг тургунлиги ту.ищ 
намоён булади, шу бнлан бирга у турли худудлар учун бир хил 
булнб чнцади.

Швед статистикаси маълумотлари буйича 1935 йилда киз 
болалар тугилиши нисбий частотасн ойлар буйича ушбу жад-

валда курсатилганидек такснмланган.
Бу нисбий частоталар 0,482 сони 

атрофида тебраниб туради. Юцорида 
баси килинганига асосан 0,482 сонини 
киз болалар тугилиши статистик эхти- 
моллнги деб хисоблаш мумкин.
6- §. Амалда мумкинмас х.одисалар

Амалда мумкинмас х.одиса деб, 
эхтимоллиги нолга анн^ тенг булма­
ган, бнроц уига жуда яцнн булган 
ходнсага айтнлади.

Амалда мумкинмас ходисалар эх­
тимоллик назарняснда катта ахамн- 
ятга эга. бу фаннинг барча амалнй тат- 
би|\лари ана шуларга асосланади, бун­
да амалнй ишонч прннцнпи деган 
кридага амал килиниб, уни бундай 
таърнфлаш мумкин:

Ой

Тугнлган 
циз бола­
лар ннс- 
бнй час­

тотасн }

Январ 0.486
Феврал 0,489
Март 0.490
Дпрел 0,471
Май 0,482
Июн 0,478
Июл 0,462
Август 0,484
Сентябр 0,485
Октябр 0,491
Ноябр 0, 482
Декабр 0,478

Пил бСйича 0.4826
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Агар А .\одпсанинг берилган тажрибада эхтнмоллиги чуда 
кичик булса, у .\олда б> тажрибанн бпр марта утказилт ани­
да /1 ходиса рун бермайди деб амалин ншонч хосил -идиш 
мумкин.

Бошкача айтганда, агар А ходнсанинг э.хтнмоллиги бернл- 
ган тажрибада жуда кичик булса, бу тажрибани утказмшга 
кнришаётганда г£ё бу ходиса умуман мумкинмас деб, яъни 
унинг рун беришига куз тутмасдан иш олнб боравери:  ̂ кс- 
рак.

Амалнп ншонч прннцини математика военталарн г- лам 
исботлаинши мумкин эмас; у инсоннятнинг бутун амалнп тажри- 
баси билан таедпцланадп.

\однсанн амалда мумкинмас деб хисоблаш мумкин б; тиши 
учун унинг эхтнмоллиги канчалик кичик булиши керак деган 
масалани хар бир алохида \олда тадкикотчннннг узи амзлий 
мулохазалардан келиб чнкнб ,\ал килади.

Масалан, отншда портлатгичнннг ишламай к.олиш э.\тн юл- 
лиги 0,01 булса, биз портлатгичнннг ишламай колишннн амалда 
мумкинмас ходиса леб хисоблашнмиз мумкин. Бирок, сакра . ..а 
парашютнннг очилмай колнш эхтнмоллиги хам 0.01 га тенг Г»\л- 
са, биз уни амалда мумкинмас ходиса деб к.арамаслигимиз 
лознм ва иарашютнн катта ишончли килишга харакат килншн- 
миз зарур.

У з у з н н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Кандан ходисалар тасоднфнй. мукаррар ва мумкинмас .\однсллзр деб 
аталади? Бундай .^однеаларга мисоллар келтнринг.

2. ,\однсалар т$ла гуру\н таърифннн айтнб берннг ва мисолл. ;> чол- 
тнринг.

3. Ходнсаларнннг биргаликдамаслик таърифннн айтинг ва мнеолл; р кел- 
тиринг.

4. Кандай ходисалар эквивалент ходисалар деб аталади?
5. .\одисаларнинг йнгннднен ва купайтмаси деб нимага айтилади? Мнсол- 

лар келтнринг.
6. Вьенн днаграммаенни ифолалайднган мисолни баен килннг.
7. .\одисаларнн ^ушиш ва к>пайтнриш амалларннниг асосий хоссаларинн 

курсатннг.
8. Э\тимолликнинг классик таърифннн айтнб берннг. Унинг асосий хосса- 

ларини нфодалаиг.
9. Танланма хакидаги масалаиинг куйилишини таърнфланг ва бу чзсалэ- 

нннг ечимини бераднган формулани Ззинг.
10. Геометрик эдтимоллик таърифннн айтнб берннг.
11. Учрашув хакидаги масалани баси килннг ва унинг ечнлши >с;.лиин 

кФрсатииг.
12. Ходнсанинг нисбий частотаси деб нимага айтилади? Мисол кс. ipmir.
13. Нисбий частотанинг хоссаларинн курсатннг.
14. Статистик э^тимоллнк тушунчасн цандай кнрнтнладн?
15. Ходнсаларнннг амалда мумкинмаслик принцнпн ннмадан иборст? \\и- 

сол келтнринг.
16. Амалий ншонч прнннипи ннмадан иборат? Мисол келтнринг.
17. 14.35— 14 41, 14 66—14 159-масалаларни ечинг.

236



7-§. Биргаликдамас ходисалар учун э^тимолликни кушиш
теоремаси

1-теорема.  Иккита биргаликдамас А ва В %одиса йигин- 
дисининг эхтимоллиги Су ходисалар эхтимолликлари йигинди- 
сига тенг, яъни

Р(Л+В)-=Р(А) + Р(В), (7.1)
Б\ теоремаин синовлар схемасн учун нсботлаймиз. Тажри- 

Си\ ;г му.мкнм булган натнжаларн п та спновла келтнрнлснн, 
Сиз уларни я к кол булиши учун п та н\ кта куринишда тасвир- 
лаймиз:

Бу п та \олдан ш таен Л ходисага, к таен В ходисага цулан- 
лик тугдирсин. У холда

/>(.4) = — . Р(В) — -- .
п п

А ва В ходисалар бнргалнкдамаслигн сабабли. бир вак̂ тда А 
ходисага хам, В ходисага .\ам цуланлик тугдирувчи доллар' 
ГК'К- Демак, А + В ходисага ni + k та \ол кулайлнк тугдиради ва

Р(А - В) ~  -— - -= -  -г -  •-=- Р(Л) -гР(В). 
п п п

aiu шуни исботлаш талаб этнлган эди.
1-мисол.  Агар к̂ абул кнлиш шартларнга кура 50 та буюм­

дан купи билан битта буюм яроксиз булганда ^абул цнлшп 
мумкин булса, ичида 5 та яроксизи булган 100 та буюмдан 
таваккалига ярмн олиб текширнлганда бу партнянннг .\аммасн 
цабул кнлнниш э.\тнмоллнгнни топннг.

Ечиш .  А оркали 50 та буюмни текширилганда битта .\ам 
яроксиз буюм чнкмаганлиги ходнсаснни, В оркали эса факат 
битта яроксиз буюм чикканлнги ходнсаснни белгнланмиз.

К,абул шартларнга кура, агар А + В .\одиса юз берса, буюм- 
лар иартияси кабУл КилинаДи- A La В ходисаларннпг бирга- 
ликдамаелнгинн .\амда (2.4) формулани хнеобга олсак, купила* 
гинн хосил киламиз:

Р  -  Р(Л + В) = Р(А) + Р(В ) = ^  4  0,181.
Чоо Чоэ

Шундай кнлиб. Кабул шартларн буйича бу буюмлар пар- 
тияси 0.181 эхтимоллнк билан кабул кнлнниши мумкин.

Кушиш теоремаси ихтиёрин сондагн биргаликдамас ходиса- 
лар б\лган .\олга хам умумлаштнрилиши мумкин.
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2-те о рем а. Агар Аи Л2...........Ап ходисаларнинг ,\ар иккита•
си биргаликдамас булса, у \олда ушбу формула уринли:

Р (АХ 4-Л, 4-.. .  + Лл) = />(Л1)г Я (.4 2) + . . . + / 3(Лп). (7.2)
И с б о т и .  Учта биргаликдамас Ль Л2, Л3 ходисани царай- 

лик. 1-теоремага кура
Р(А1 4- Л2 4- Л3) = Р((АХ 4- Л,) 4- Лэ) = Р (Л 1 4- Л2) +

4- Я Ы 3) = Я (Л,) 4- Р(А .) 4* Я(Ла).
Умумий холда теорема математик индукция усули билан 

исботланиши мумкин.
1-иатнжа. Агар Л „ Л2, .. . , Лп ходисалар хар иккитаси бнр* 

галикдамас ходисалар тула гурухини хосил килса, у .уэлда улар 
эхтимоллик лари нигиндиси 1 га тенг:

Я(Л,)4-Я(Л2)4- . . .  4-/>(Л„)= 1. (7.3)
Исботи. Бир томондан, Л „ Л2, ......... ходисалар гурухи

тула булгаилиги учун
P(A t + At + . . .  +  An) = P (U ) = 1.

Иккинчи томондан, Л „ Л2, . .. , Ап ходисаларнинг хар иккитаси 
бнргаликдамаслиги сабабли

Я(Л14-Л24- . . .  4-Ля) - Р ( Л 1)4-Я(Ла)+  . . .  + Р (А а).
Бу иккита формулани та̂ цослаб,

Р (^ ) 4- Р  (Л2) 4- . . .  4* Я (Ап) = 1
ни ^осил циламиз, шуни исботлаш талаб цнлинган эдн.

2- и а т и ж а. 1\арама-^аршн .\одисалар эхтимолликларн 
нигиндиси 1 га тенг :

Р{А) 4- Р (А ) = 1. (7.4)
Бу натижа 1 - натижанинг хусусий х<ми, дарха̂ икат, Л ва Л ходи- 
салар тула гурух хосил киладн ва биргаликдамас.

Эхтимоллик назариясинннг амалнй татбицларида 2-натижа 
мухим ахамнятга эга.

Амалиётда купннча Л ходисанинг э.угимоллигиии хисоблаш* 
дан кура Л ходисанинг э-угимоллигинн хисоблаш осонроц була* 
дн. Бу холларда Я (Л ) ни хнсобланади ва

Р(Л)  = 1-Р(Л ) (7.5)
ни топилади.

2-мнсол.  7 та о  ̂ ва 3 та цора шар солинган идишдан та- 
ваккалнга 5 та шар олинади. Олинган шарлар ичида хеч бул* 
маганда битта î opa шар булиш эхтимоллнгннн топинг.

I: ч и ш. Л орцалн олинган 5 та шар ичида хеч булмаганда 
биттаси i\opa шар булншн ходисасини белгилаймнз. У холда А 
Ходнса олинган шарлар ичида битта хам К°Ра шар йу^лнгини
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('плдиради. Р (А ) ни топамиз. Мавжуд шарлар нчндан 5 та шарни 
С10 та усул билан олиш мумкин. 7 та ок шардан 5 та шарни С) та 
усул билан олиш мумкин. Шу сабабли

%  =0,083.
Чо

бундай Я (.4) = 1 — Р(А) = 0,917.

8-§. Биргаликда ходисалар учун эхтимолликларни кушиш
теоремаси

Биргаликдамас ходисалар учун эхтимолликларни кушиш 
теоремасндан фоидаланиб, биргаликда ходисалар учун э т̂имол- 
ликларнн кушиш теоремаснии нсботлаимиз.

Т ео рем а .  Иккита биргаликдаги %одисадан .\еч булмаган- 
да бирининг руй бсриш эхтнмоллиги бу ходисалар э.\тимоллик- 
лари йигиндисидан уларнинг биргаликда руй бериш э т̂имол- 
лигини айирилганига тенг:

Р (А + В) -  Р (Л) + Р (В) -  Р (АВ). (8.1)
И с б о т  и. А, В ва А + В ходисаларни куйидагича биргалик­

дамас х°дисалар йнгиидиси курннишида нфодаланмиз:
А = А (В -f- В ) = АВ 4- АВ, В = В{А  -f J )  =* АВ + А В,

A 4* В  = АВ -7- А В 4* АВ.
Биргаликдамас ходисалар учун эхтимолликларни кушиш тео- 
ремаснга кура

Р(А)=*Р(АВ) + Р (А В ) ,
Р (В ) = Р(АВ) +  Р(АВ),

Р(А + Я) = Р(АВ) + Р(АВ) Ч-Р{АВ).
Бу учта тенглнкдан (8.1) формулани осой хосил киламнз:

р (Л 4. В) = Р (ЛВ) Р (Л В) -f Р (АВ) = Р (А В) + Р  (АВ) +
4- Р (АВ) 4* Р(АВ) — Р  (АВ) = Я (Л) Р  (В) — Р (АВ).

Теорема исбот килнндн.
(8.1) формула содда геометрик тал- 

Кинга эга (128-шакл).
Учта биргаликдамас ходиса нигнн- 

днсннинг эхтнмоллиги ушбу форму­
ла буйича хисобланади:

Р ( А + В  + С) = Р(А) + Р (В ) +
+ Р (С )- Р  (АВ) — Р (АС) -  Р (ВС) 4-

-vPiABC). 128-шакл.
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9-§. Эхтимолликларни купайтириш теоремаси

Эхтимолликларни купайтириш теоремасинн баён этншдан 
аввал боглнцмас ва богли  ̂ ходисалар ,\акндагн ушбу му.\им 
тушунчани баён этамнз.

1-таъ р и ф.  Агар А ходисанинг эхтимоллиги В ходисанинг 
рун берган ёки руй бсрмаганлнгига боглиц булмаса, А ходиса 
В .\одисага погмщмас дейилади.

2-таър иф .  Агар А ходисанинг эхтимоллиги В ходисанинг 
руй берган ёки бсрмаганлнгига бог.ищ равишда узгарса, А хо­
диса В ходисага боглиц дейилади.

1-мисол.  Омборда 500 дона лампа булиб, улардан 100 
таен бир заводда ва 400 таен бош^а заводда тайёрлаиган. 
Бириичи заводда тайёрлаиган лампаларнннг 80 фоизн маълум 
стандартнн цаноатлантирсин, иккинчн завод махсулотн учун бу 
60 фонз булсин. А ходисанинг — омбордан тасодифий олинган 
битта ламианинг стандарт шартларини ^аноатлантнриш э.\ти- 
моллигнни топннг.

Стандарт лампалар жамн сони бириичи заводда тайёрлан- 
ган 80 та лампадан ва иккинчн заводда тайёрлаиган 400-0,60 = 
= 240 та лампадан иборат, яъни 320 га тенг, демак, Я(Л) = 
= 320:500 = 0,64.

Хнсоблашда олинган лампа ка йен завод махсулотн экаи* 
лиги хакндаги \еч цандай тахмни кнлинмадн. Агар бу хнлд.чги 
тахмнн цнлннса, у .\олда бнзни ^изицтираётган эхтимоллик 
узгарадн. Масалан, олинган лампа бириичи заводда тайёрлан- 
ган (В ходиса) деб фараз цилайлик. Бу .\°лда унинг стандарт 
булиш эхтимоллиги эндн 0,64 эмас, балки 0,80 буладн. Бундан 
А ходиса В ходисага боглиц деб хулоса чи^арамиз.

3-т а ъ р и ф. А ходисанинг В ходиса руй берди деган шарт- 
да хнеобланган эхтимоллиги .1 х°^исанинг & ходиса руй бериш 
шартидаги шартли эхтимоллиги деб аталади ва Р(А/В) билан 
бел гил а на ди.

Олдинги мисолда Р(Л)=0,64, Р(А/В) =0,80.
А ходисанинг В ходисага боглнкмаслик шартини ушбу

Р(А/В) =Р(А ) (9.1)
формула оркали, богликлик шартини эса

Р (А 1 В )Ф Р (А )  (9.2)
формула оркали ёзнш мумкин.

К у п а  й т и р и hi т е о р е м а с и. А ва В ходисалар кЦпайт- 
масининг эхтимоллиги бу х°дисалардан бирининг эхтимолли- 
гини иккинчи ходисанинг биринчи ходиса руй берди деган 
шартда шартли эхтимоллигига купайтмасига тенг:

Р (А В )= Р (А )Р (В/А ).  (9.3)
Ис боти .  Теоремани классик схема учун нсбот циламиз.
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Биз уларни кургазмали булиши учун ну^талар куриниши а 
тасвнрланмиз.

■Г7
А ходнсага т  та хол, В ходнсага эса к та хол кулаплик 

тугдпрспн. Бу А ва В ходисалар бнргалнкда деб фа раз кнлай- 
л и к, демак, умуман айтганда, А ходнсага хам, В ходнсага хам 
цуланлнк тугднраднган хрллар б<̂р. Бундам холл ар сонм / та 
булсин. У холда

Р(ЛВ) = -  , Р(Л)
п п

P(BJA ) ни, яъмм В ходисанинг А ходнса рун берди деган 
шартдаги М1артли эхтимоллиги и и хисоблаймиз.

Агар А .\однса рун бергаи булса, у -\олда илгарнги мумкин
булган п та хрлдан .1 ходнсага цулайлнк тугдирадиган факат 
т  та хол крлади. Улардан / та хол В .ходнсага кулаплик туг- 
днрадн. Демак,

т
Энди теореманинг исботинн якунлаймнз:

Р(ЛВ) :Р (А )Р (ВА ).п II //»
Шуни исботлаш талаб цилинган эди.

И з ох. АВ = ВА эканнни хисобга олсак, (9.3) формулани 
бундай куринншда ёзиш хам мумкин:

Р{АВ) = Р (В )Р (А  В). (9.4)
Купайтириш теоремасидан к ел и б чикадиган натижаларни 

келтнрамиз.
1-н а т и ж а .  Агар А ходнса В ходнсага боглиц булмаса, 

у .\олда В ,\однса хам А ходнсага бог л и ̂  булмайдн.
И с б о т и .  (9.3) ва (9.4) формулаларни та^ослаб,

Р(А )Р(В.А ) = Р (В )Р (А  В)
ни хосил циламиз.

P(A JB ) =Р(А) эканнни хисобга олсак, бу ердан
Р(А )Р(В 'А ) Р[В) Р(Л)

ни .хосил киламнз. Бу теигликдаи Р{Л) Ф  0 деГ> <}ирлз кнлмГ),
Р (В/А )= Р (В )

ни хосил циламиз, бу эса В ходнса А ходнсага богл!щ эмасли- 
гнни бнлдиради.
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Бу натижада» ходнсаларнинг биргаликда ва биргаликдамас- 
лиги узаро эквивалент эканлиги келиб читали. Шу муносабат 
билан бундай таърифни киритамнз.

4-таъриф.  Агар иккита .ходиса да и бнринннг рун бериши 
иккинчисинннг рун бернш эхтнмоллнгини узгартирмаса, бу 
ходисалар 6of.iuh.uuc деб аталади.

2-н а т и ж а .  Иккита богликмас ходиса купайтмаеннннг руй 
бернш эхтнмоллиги бу ходисалар эхт и м ол л и к л а р и н и и г купайт- 
масига тенг:

Р (Л В )= Р (А )Р (В ) .  (9.5)
II с бот и. Р (ЛВ ) — Р(А )Р(В/А ) — Р (А )Р (В ) ,  шунн исбот- 

лаш талаб цилинган эдн.
Агар А ва В ходисалар боглицмас булса, у холда эхтимол- 

ликларнн кушиш умумий кондаси (8-§ даги (8.1) формула) А 
ва В ходнсаларнинг йигиндиси эхтнмоллнгини бевоента А ва В 
ходнсаларнинг эхтнмолликлари оркалн топиш имконини 
беради:

Р(А-] В )= Р (А )+ Р (В )—Р (А )Р (В ) .  (9.6)
2-мисол.  Иккита мерган бнр-бирнга богликмас равишда 

битта нишонга царата ук узишмоцда. Нишонга теккизнш эхти- 
моллиги биринчи мерган учун P (A {) =0,9, иккинчи мерган 
учун Р (Л 2) =0,8. Агар нишоннинг яксон ь̂ илиниши учун битта 
укнинг тегишн кифон ^нлеа, нишоннинг яксон цилиниш эхти- 
моллигини тонинг.

Е ч и ш. Л, ва Л2 .\0Д»салар (нишоннн биринчи ва иккинчи 
мерган уриши) богликмас, шуиннг учун изланаетган эхтнмол- 
ликни .хнеоблашда (9.6) формулани цуллаймиз:

р (А, + А 2) = 0,9 4- 0,8—0,9 • 0,8=0,98.
Эхтимолликларни купайтириш теоремасн исталган сондаги 

эхтнмолликлар учун умумлаштирилиши мумкин, чунончн ушбу 
теорема Фринли.

1 - т е о р е м а. куйидаги формула J-ринлн
Р(АГА, . . . А п) = Р(А0 P iA jA ^ P iA JA .A ,  . . .

. . . Р { А п1АхАг . . . А п_ х). (9.7)
Теореманннг исботи математик индукция усули билан бажа- 

рилади.
3-мисол.  100 та деталдан иборат гурух танланма назорат 

килиимокда. Бутун гурухнннг яроцсизлик шарти текширилаётган 
бешта деталдан хеч булмаганда биттаеннинг яроцсиз булнши- 
дир. Агар гурухда 5% яроцсиз детал бор булса, бу гурухнннг 
кабул хилинмаслик эхтнмоллиги канча?

Е ч и ш. Деталлар гурухи кабул цилинишидан нборат кара- 
ма-карши А ходисанннг эхтнмоллнгини топамиз. Бу х°Диса 
бешта х;одисанннг купайтмаси булади: Л =Л 1Л2Л3Л4Л5, бу
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ерда Аь (k = 1, 2, 3, 4, 5) текширилган Л-детал сифатли экан- 
лигини билдиради.

Сунгра Р (А Х) =95/100 га эга м из, чунки барча деталлар 
100 та, яроцлилари эса 95 та, Л\ \од'«са руй берганидан сунг 
99 та летал цоладн. улар орасида 94 таен я рок л и, шунинг 
\ ч\’н Я(Л„/Л,) = 94 99. IJJvnra ухшаш. цуйидагиларни топамиз: 
Р Щ А М  = 93 98. >(Л4'.4,/Ы3) — 92 97 "па Р(Л. 4,.4гЛ3.44)
= 91 96. (9.7) ({юрмуладан Р(А) = • — - • = 0,77./ Г Р  У  ̂ 100 99 98 97 9G
Изланаётган эхтимоллик: р —Р(А ) \— Р(Л) = 0,23. Знди ушбу 
таърнфнп кирнтамнз:

5-т а ъ р и ф. Бир неча ходисалардан исталган бири ^олган- 
ларининг исталган туиламииннг купайтмасига богли  ̂ булмаса, 
бу ходисалар биргалнкда боглицмас деб аталади.

Бу таърифга асосан (9.7) формуладан ушбу теореманн хосил 
Киламиз:

2- т е о р е м а. Агар Аи Л2, ..., Ап ходисалар биргаликда 
боглицмас булса, у холда бу ходисалар купайтмасининг эхти­
моллиги улар э.\тимолликларининг купайтмасига тенг:

Р {А хАг .. . Ап) = Р {А х)Р (А2) . .. Я(Л„). (9.8)

Хусусий холда, /1,, Л2, . .. , Ап ходисалар бир хил р эхтимоллик- 
ка эга булгаида (9.8) формула куйидаги и и беради:

Р (А1А2 . . . А п) = рп. (9.9)

10-§. Хеч булмаганда битта ходисанинг руй бериш эхтимоллиги

Бу эхтимолликни биз аслида (8.2) формула орцалн хисобла- 
шимиз мумкин. Бнроц ходисалар сони хал и унча катта булма- 
гандаё ,̂ бу формуладан фойдаланнш катта .хисоблаш ишларн 
билан боглик. lily сабабли бу эхтимолликни .хисоблаш >чун 
боил\а формуладан фойдаланнладн.

Те орема .  Биргаликда боглицмас булган А\, Аъ ..., А„ 
ходисаларнинг хеч булмаганда биттасининг руй беришидан ибо­
рат А ходисанинг эхтимоллиги

Р(А) = Р (А1 + Аг+ . . .  - М „)=  1— ЧхЯг • •qn ( 10.1) 
га тенг, бунда q£ = Р  (Л,)

И с б о т и. Л = Л, -f Л2-Ь.. .+  Ап булганлигн учун Л = Л, Аг___Ап.
(7.5) ва (9.8) формулаларда«|_фойдаланнб, цуйидагини х0041 киламиз1 
Р[А) = I — ЖЛ) = 1 — Р{АХ Х2 . . . А п)=  1 - P ( A x) P ( A j . . .P(Anb
= 1 — qxq2 . . .  qn. Шуни неботлаш талаб килинган эди.

Хусусан, Л,, Л2, . . . , Ля ходисалар р га тенг бир хил эхтимол-
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л:г\к! эга булса, у х;лдч у.мрдан хеч булмаган та бнттасшпнг рун 
Гериш эхтимоллиги

Р(А ) — 1 — 9* (Я~ !-/»> ( 10.2)
га тенг.

1-м и сол. Учта тупдан отишда нишонга текизиш э.угпмол- 
лиги мос равишда р{ = 0А, Рг — 0,6. рл = 0,7, нишон яксон килн- 
нншн учун битга уцнинг тегпши кифоя цилса, учала тупдан 
бир пула отишда нншониниг яксон цилиниш эхтимоллигини
тон ИНГ.

Ечи ш .  Аи А2 ва А3 .\одисалар нишонни мос равишда би- 
ринчи, иккинчи ва учинчн тунлардан уришни билдирсин. Бу 
ходисалар биргаликда боглпи;маслиги равшан (хар бир тупдан 
нишонга теккизиш эхтимоллиги бош^а тунлардан отиш натижа- 
ларнга богликмас). Сунгра = 1—pt = 0.6, q?= 1—р2 = 0.4,

— 1 —p.i= 0,3. Изланаётган э.уимолликнп (10.1) формуладан 
топамиз:

Я (.4) 1 — ql q2q3 =- 1 — 0.6 0.4 0,3 -  0.928.
2- мнсол.  Системада му\им ^урнлма булнб, у п та эле- 

ментдан иборат ва уларнинг хар бирининг бузилмасдан ишлаш 
эхтимоллиги (ншончлнлнги) р га тенг. Агар бу элементлардаи 
\еч булмаганда биттаси ишласа, цурилма ишландн. Бу цурнл* 
манинг ишончлилигн берилгаи Р дан ортик булиши учун у неч- 
та элементга эга булиши керак?

Е ч и ш. Бу курилманннг фацат барча элементларн ишдан 
чикданндагина унинг бузилиши рун беради. Элементларнинг 
ишдан чи^ншнии боглицмас \однсалар деб, п та элементпннг 
,\аммасинн ишдан чи̂ иш эхтимоллигини топамиз: у ( I — р)п га тенг. 
Шунинг учун курилмапинг бузилмасдаи ишлаш эхтимоллиги
1 — (1 — pi' га тенг. Энди масала 1—(1 — р)'1 > Р тенгсизликии цаноат* 
лантирадиган п сопим топишдаи нборат, бу тенгсизлик

„ > '8(l.=ff 
lg( l  — р)

га тенг кучли. Масалан, элементпннг ишончлилигн р = 0,8 га. сис­
тема курнлмасинннг талаб килинаётган ишончлилигн эса 
Я =0,99 га тенг булса, у ,\олда

IgO.Ol - 2  „п > ------= -------, яъни 3.
lg 0.2 — 0.699

Шундан ^нлнб, бу шартларда система учта элементга эга 
булиши кнфоя.

У з-у з н н н т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Биргаликдамас -ходисалар учун э\тимолликларнн цушиш теоремаеннн 
таърнфлаб беринг.

2. Биргаликдамас ходисалар учун эугимоллнкларии цушиш теоремасинннг 
асоснй натижаларннн айтнб беринг.
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3. Биргаликда ходисалар \чун эхтимолликларни ц\шнш теоремзсинн тлъ- 
рифлаб берннг.

4. Ходисанннг шартлн эхтнмоллиги деб нимага айтилади?
5. Иккита .\однсанннг боглицмаслиги таърифннн айтнб берннг. Канд. fi 

Ходисалар биргаликда богликмас деб аталади?
6. Эхтимолликларни купайтириш теоремаенни айтнб берннг.
7. Купайтириш теоремаеннннг натнжаеннн айтннг ва мисол келтнринг.
8. Хеч булмаганда битта ходиса нинг рун бернш эхтнмоллнгини \исоГ. 

Хакидаги теореманн айтнб беринг. Мисол келтнринг.
9. 14.160—14.224-масалаларнн ечннг.

11-§. Тула эхтимоллич формуласи
Бирор Л лрдиса биргаликдамас ходисаларнчиг тула гурухини

хосил киладиган //,, П.,......... Нг ходнсаларнинг (улар гни лчмалгр
деб аталади) бири билан руй бериши мумкин булсин. Fiy гипотеча-
ларнинг -лти.молликлари маълум, яъни Я (Я,). Я (//_,)........Я (//,.) бе-
рилган. Бу гиполезалариинг хар бири амалга ошгаиида А ходчеанилг 
руй бершн шартлн эхтимаггикларн хам маълум, яъии Р(Л //,), 
Я ( Л , Р[А Нг)  эхтимоллнклар берилган. Л ходисанчнг э ти- 
моллигини хисоблаш талаб к/пинади.

Бу холда ушбу ^юрмула уранлн булишнич исботлаймиз:
Я (Л) - Я(Я,)Я(Л/Я1)-гЯ(//;!)Я(Л Я 2) . . . 4 Я (Я я)Я(Л //,). (11.1)

Исбот и. Я,, И,..........//., гнпотеззлар тула rvpvx булганти-
ги учун Л AU = Л(Я. 4- И, -г . . .  4- Я„) = АНХ ~  ЛЯ2 4- . . .  4-
4- АНп. Ну, П.,.........// , гипотезалар биргаликдамас, шуниаг учул
Л Я „ ЛИ.,, . . . .  ЛИ . ходисалар х»м бирга.нкдам-ic. Буларга к\!ич-.ч 
теоремасн, кейин купайтириш теоргмасин i куллаб, куйидагнн i х<>;нл 
цчламиз:

Я(Л) = Я (ЛЯ,) 4- Я(ЛЯг) 4- . . .  4- Р(ЛНп)
- Я (Я ,)Я (Л  Я ,)4- . . . 4- Я (Я я)Я(Л Я„),

ана шунн нсботлаш талаб килинган эдн.
М и сол. Имтнхон бнлетлари ичнда талаба бнлмайдиганлари 

Хам бор. 1\айсн >рлда талаба учун у бнладнган бнлетнн олиши 
эхтнмоллиги катта булади: у бнлетнн биринчи булиб олгандами 
ёкн иккинчи булиб олгандами?

Ечиш .  п — барча бнлетлар сони ва k — талаба бнладнган 
билетлар сони булсин. Л opi\a.in талаба узи бнладнган билетни 
олиш :\одисасинн белгилаймиз. Агар талаба бнлетнн биринчи 
булиб оладиган булса, у холда бизни цизи^тираётган эхтнмол* 
лик P (A ) = k/n га тенг.

Агар «бнзнннг» талабамиз билетни иккинчи булиб оладиган 
булса, биз бу ерда табиий ушбу иккита гнпотезани цуямиз:

Я , — биринчи талаба «бизнинг» талаба бнладнган билетни 
олдн.



//: — биринчи талаба «бизнннг* талаба билмайдиган билет­
ик олдн.

Бу гипотезаларнинг эхтимолликларини топамиз:

.4 ходисанинг //1 ва Н, гипотезалардаги шартли эхтимолликлари

га тенг (11.1) фор мул ага кура А ходисанинг тула эхтимоллигини 
топамиз:

Шуидай килиб. бнзни цизнцтираётган э.\тимоллик иккала 
холда хам бнр хил экан.

12-§. Гнпотезалар теоремаси (Бейес формул ал ари)
Масаланииг цуни лиши. Биргаликдамас //,, . . ., //„ ги- 

потезалар тула rypy.yi берилгаи. Бу гипотезаларнинг .\ар бяринииг
эхтимоллиги P { f ix), Р (Н г)......... маълум. Тажрнба уткази*
лади ва униит иатижасида .4 \одиса рун беради, бу ходисанинг хар
бир гипотеза буйича эхтимоллиги, яъни Р(А //,), P(A/Ht).........
Р (А  //,.) маълум. А ходиеа рун бериши муносабати билан ги­
потезаларнинг э\тимэл:.иклариии кайта бахолаш, бошцача айтгаида.
Р (Н хА)у Р(Нг!А)......... Р {Н а!А) шартли э.уимолликларни топиш
талаб кнлинади.

Бу ^уйилган масалага ушбу гипотезалар теоремаси жавоб 
беради.

Г и п о т е з а л а р  тео рем аси .  Масала шартларидаги си- 
новдан кейинги гипотезалар эхтимолликлари ушбу формулалар 
буйича хисобланади:

п — к
п

Ш  //,) = Р(ЛШ 2) = - Ц  
п — 1 я — I

к к — 1 . я — к к Jt_• — —  —— * • — 
я я — 1 я я — 1 я

( 12. 1)
v />(//*) РМ //*)

ни хосил киламиз, бундан
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Р(А) ни (11.1) тула эхтимоллик формуласи ёрдамида и;{юдалаб, 
нсСотл.ик̂ стган формулани хосил киламиз:

Р  (И{/А) = .Р * 111 ' PiA/Hi (/ = 1,2.........Л).
v  Р (Н ,)Р (А  Н„) 
ft=l

Хусусаи, тажриба уткг.зилишидан олдин барча гипотезалар тенг 
эхтимоллик, яъни />(//,) = Р(//2) = . . .  — Я (Я. ) булса, у холда 
(12.1) <|юрмула ушбу куринишни олади:

Я (Я  >1) ^  fJ iA > .
V P t f  Я/.)

1
М и с о л. Телевизорга урнатилган лампа иккита партиядан 

бирига pi = 0,4 ва рг = 0,6 эхтимоллик билан тегишли булсин. 
Лампанинг t соат давомида ишлаш ваь̂ тн бу партнялар учун 
мос равншда 0,9 ва 0,7 га тенг. Телевизорга урнатилган лампа 
t соат бузилмасдан ншлаган булса, унинг бириичи нартняга 
тегишли булиш эхтимоллиги ни топннг.

Е ч и ш. Иккита гипотезанн ь а̂раймиз:
Нх — лампа бириичи партняга тегишли;
Н ,— лампа иккинчн партняга тегишли.
Тажрибадаи олдин бу гипотезлларнинг э>лимолЛиклари:

Р (Н Х) = 0,4; Р(Н.,) = 0,6.
Тажриба натижасида А ходиса руй берган — лампа / соат 

бузилмасдан ишлаган. А ходисанинг Я) ва Н2 гипотезалардаги 
шартли эхтимолликлари куйидагига тенг:

P(AJHt) = 0,9; Р(А /'//,) = 0,7.
( 12.1) формуладан //, гипотезанинг тажрибадаи кейннги 

эхтимоллиги ни топамиз:
Р(Н, А) -  --- -------- = 0,462.

1 0,4 0,9 +  0.6 0,7

13-§. Богликмас синовлар кетма-кетлиги.
Бернулли формуласи

Таъриф.  Такрорланадиган синовлардан .хар бнрпиннг у 
ёки бу патнжасиникг эхтимоллиги бошка синовларда ь̂ аидан 
натижалар булганлигнга боглиц булмаса, улар боглицмас си­
новлар кетма-кетлигини хосил цилаЪи дейилади.

Ми сол .  Уйин соцкасини ташлашдан иборат тажриба утка- 
знлмокда. Х аР бир ташлашда у ёки бу сонда очколар чикнш 
эхтимоллиги бопща ташлашларда кандай очко чнкканлигига 
боглн^маслнгн равшан, бинобарин биз бу ерда богликмас синов­
лар кетма-кетлнгнга эгамиз.

Энди куйидагича щуйилган масалани царайлик: бир хил ша-
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роитда утказнладиган п та богли^мас синовнинг \ар бирида А 
\однса Р (А) — р эхтимоллик билан руй бсрса, унинг бу п та 
синовда рента m марта рун бериш эхтимоллигини топинг.

Пзиниётган эчтимогтнкии Рп(т ) билан белгиланмиз. .Масалан, 
Р. (2) — богли̂ мас 3 ти синовда А ходнса роса 2 марта рун бериш 
эхтимоллнгндчр. Бу эчтнмолликни бевосита хисоблаш мумкин:
P J2 ) Р(ААА+ ААА+ААА Р(ААА) Ь Р(ААА)+Р(ААА) 3/Л/. 
Vмумий холда Pr!(tn) эхтимоллик Бернулли формуласи деб аталади- 
пн ушбу ((юрмула билан чисобланади:

Рп(ш) = С,7 pm qn~m, (13.1)
бу ерда q=\— р. Бу формулани нсботлаймнз.

п та боглнцмас синовда А ходисанинг роса т  марта маълум 
тартибда, масалан,

А А . . .А Л А . . .  А
т  п—т

у >мбииаиияда руй бериш эхтимоллиги боглн^мас ходисаларни 
кунайгирнш тсоремасига кура p"'qn т га тенг. Равшанки. .4 
.одисанннг яна т  марта, опрек боищача тартибда руй бериш 
эхтимоллиги яна шундан булади. А ходнса т  марта турлн 
тартибда ччрайдигнн бунга ухшаш комбннациялар сони гурух- 
лашлам сони С"' га тенг. Бизни цизнцтираётгаи И ходнса —
.4 \одн;анннг п та богликмае синовда роса т  марта рун бериши 
ажраладиган бу комСинацииларнинг хаммасн биргаликдамас 
\однсаларднр. Шунинг учун биргаликдамас ходисаларни ку- 
uitiui теорсмасига кура

р (т) = Р(В) C” pmq,,~m, 
ana шунн нсСотлаш талаб кили ига и эди.

Хусусан, P Jn ) = р'х ва Я„(0) «/". буларнн борлицмас ходисалар* 
и-1 купантириш тесремаснга кура хам беьоспта хосил ^члчш мумкин
эди.

I* м и сол. \ар бнр деталнинг стандарт булиш эхтимоллиги 
р=0,8 булса, таваккалига олинган 5 та деталдан роса 2 таси- 
нннг стандарт булиш эхтимоллигини топинг.

(; ч и ш. Изланаётган эхтнмоллнкни п = 5, т  = 2, р — 0.8 ва 
4 = 0.2 да Бернулли формуласидан топамиз:

РА2) a  0,8* 0,25 - —  0,00512 - 0.0512.
® 3!»2!

2* мнсол.  Автобаза нормал ишлаши учун йулда камида 
8 та автомашина юришн керак. Базада 10 та машина бор. ХаР 
бир автомашинанинг йулга чи^маслик эхтимоллиги 0,1 га тенг. 
Автобазанниг эртага нормал ишлаш эхтимоллигини топинг.

Е ч н ш. Агар йулга 8 та машина (Л ходнса), ёки тухкнзта 
машина (В  ходнса), ёки 10 та машина (С ходнса) чикса, авто*



база нормал ишланди (Е  .\однса). Эхтимолликларни цушиш 
теореиасига кура Р (Е )  = Р(А + В+ С ) =Р{А) + Р (В ) + Р(С). )̂ ар 
бир цушилувчиии Бернулли формуласи буйича топнб, натижада 
цуйндагинн хосил киламнз:

Р (Е ) Cf0 0,9е 0.l2-f- С*0 0.99 0,1 +0.910 
= 0.1937 + 0.3874 4- 0.3487 = 0.9298.

3-мисол.  Бирор корхонала битта деталнннг нуксонли бу- 
лиш эхтнмоллиги 0.00Г) га тенг. 10 000 та деталдан нборат пар- 
тияда: а) роса 40 та нуксонли дстал; б) купи билан 70 та нук­
сонли детал булнш э.\тимоллиги г̂ аича?

Биринчи саволга (ево.-ита Р,Д/и) С™ рт (/" т формула гркали 
лигр.об берилади ва бунда р 0.005. q 0,995, п 10 000, т  =

40 деб аншади; демак. изланаетган эхтнмоллнк
10 ООП*Р М  />10 000(40) . - ^ л Г .(0.(Ю5Г (0,0995)” " .

Иккинчи саволга жавоб бернш учун эхтимолликларни цушиш 
теоремасндан фондаланамнз. Изланаетган э.угимоллик ушбу 
нигнндн билан нфодаланади:

Р(0< т  < 70) — Р ( т  0) -f Р ( т  = 1) — . . . — P(rn -70)
70 70

Р ш * » (т ) -  С”  ,о0<О.ООЛр ■ (0 ,9 9 5 )'»< ""-".
/»1=о #»*̂о

Шуи да и цнлиб, биз иккала саволга \ам жавобни олдик. Би­
ро  ̂ бу ерда талаб цилинадиган хисоблашларни амалда бажа- 
риш жуда кийии. Бу на буига ухшаш масалалар Муавр — Лап* 
ласнинг локал на интеграл теоремаларида бернладнган форму- 
лалар ёрдамнда ечилади.

14-§. Муавр — Лапласнииг лимит теоремалари
М у а в р  — Л а п л а с н н н г ло к ал  т ео рем ас н .  Агар 

А цодисанинг руй верит эхтимоллиги хар бир синовда узгар­
мас ва р(0 <р<\) га тенг пула, у холда етарлича катта п .tap 
учун

Р (m) «  —L=  ер (.v), (14.1)
I «ГУ

бу С[кЪ

' I 2/1 ’ I при

Муавр — Лап лас и ни г интеграл теоремасн. Агар 
А ходисанинг п та богликмас синовда руй бериш эхтимол­
лиги узгармас ва />( 0<р< 1) га тенг булса. у \ол<)а етарлича 
катта п лорда А ходш анинг ш, тидан т.. тагана pi/й бериш эх- 
тимоллиги Р ( т { < m < тажриба н
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P (mx < т  < т г) %  Ф (.v2) — Ф (дг,) (14.2)
га тенг, бу ерда

X
. , v I I* ml — r\p т г— пр вФ(л) = „ ,л _  I е dt, х. — ■ - ^ г, х,— — .

I 2л J  > "W  1 npqо
Бу иккала теореманн исботснз кабул киламиз.
1-пзо.х. Синовлар сони цанчалнк катта булса, (14.1) за

(14.2) формулалар шунчалнк яхшнро^ якинлашишлар беради.
2- и з о х. ф(.v) ва Ф(л)  функциялар учун жадваллар бор, 

леки и улар фа^ат аргументнннг мусбат цийматлари учун тузил* 
ган, чуйки (.vj жуфт, Ф*дг) эса то^ функцияднр.

Мисол .  (14.1) ва (14.2) формулалардан фойдаланиб, ол- 
динги параграф 3- мнсолидаги эхтимолликни хисобланг.

Е ч и ш. Л\асалаиинг бириичи кисми учун: р = 0,005, q = 0,995, 
п = 10000, т  = 40 га эгамиз. Шу сабабли

Vnpq= 1 10 ОТ0 0,005 0,995 = 7,05: х = т .-Л£- =
I "РЧ

40— 10 000.0,005____ ___  J 4 0 .

Шундай килиб,

7.0»
ч (— 1,42) -- ф (1,42) =  0,1456.

Лмм<40) =  - т г г  =  0,0206./,0о
Масалаиинг иккинчн кисми учун />̂ - 0,005,7=0,995, /2 — 10 ООО, 
/и, 0, т ,  = 70 га эгамиз. Шункнг учун

1 ~ *7 Л'*. 1̂ Р̂V npq = 7,0о; *д = =
» npq 7,05

=  — 7,09; х2 = =  2 84
7,05

Шундай цилиб,
Р  (0 < т  < 70) = ЛоооЛО; 70) = Ф(2,84) — Ф (— 7,09) =

= Ф(2,84) -г ‘147,09) = 0,4977 + 0,5 = 0,9977.

15- §. Полиномиал схема
Полиномнал схема биномиал схеманинг (Бернулли схемасининг) 

умумлашмасидир. Агар Вернули схемасида 2 та ходиса: А ва А карал* 
ган булса, полиномиал схемада п та ходиса каралади.

У\ а с а л а и и и г к у й и л и ш и. Тажриба шундай иборатки, узгар- 
мас иирснтларда п та богликмас синов уткатладн ва улариинг .хар 
бирида тула прух. хосил кнладиган к та /1,, .42.........Ак ходиса­
нинг фанат Ситтаси руй (Хриши мумкин, бунда бу ходисаларнннг
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устунлари бирлашттнрилади, бунда мос эхтимоллнклар куши- 
лади.

2- мнсол.  Агар А' тасодифий микдорнннг таксимот ко- 
нуни

\ -3  | - 2
I 0,2 | 0,1

1
0,4 I 0,3

3

б\лса, )' = А2 тасодифий микдорнннг таксимот цонунинн ёзннг. 
Е ч иш .  У' = А2 учун ёрдамчи жадвал бундай булади:

Г  = 9
1 0,2 0,!

9 . Демак, У = А- = !---
I 0,4

4
0,1

9
o j

дг,
Р\ Рг

У п 
Яп

I 0,4 | 0,3
II. И к к и т а т а с о д и ф и й  м и кд о р нн нг  й и г и н д и с и

в а к у и а й т м а с и. Ушбу иккита тасодифий микдор берилгаи 
булсин:

Рп I Яг I Яг
1-таъриф. А ва К тасоди{>ий мицдорларнинг йигиндиси деб, 

iJl курннишдлгн кнйматларни pif = Я (А — дг-, Y = у{) эх­
тимоллик билан кабул килалнган Z тасодифий мнкдорга айтнлади.

Бунда рц ■— Я (А = а*,, У = yf) ифода А микдор а',- кийматни, У 
микдор эса у. кийматни кабул килши эхтимоллигини, ёки бошкача 
айтганда, X  = дг,- ва Y = у. ходисаларнинг бнргаликда руй бериш 
эхтн моллигнни :(фодалайд11.

Шуидай килиб, агар барча мумкин булган цийматлар тур- 
лича булса, у холда Z —X-rY тасодифий мицдор ушбу куриииш- 
даги та^симотга эга булади:

гх/ А/

Z = X  + У — \ хх + Ух А*, 4- //2 дг, 4* Ух Хх 4- уя \ л*2 -*- //,
1 Ри Рн Ри Ри \ Ргг

—  (18.2)

Агар бнр хил кийматлн йигиндилар бор булса, у холда (18.2) 
с куринншдагн ёрдамчи жадвал тузиб олинади ва бнр цийматли 

устунлар мос э\гнмолликларнн цушнш бнлан бирлаштирилади.
Тасодифий мн^дорларнинг кунайтмаси цушишга ухшаш 

f аниклаиади, бироц бунда (18.2) жадвалнинг юкорн сатрида 
йипшдилар урннда мос купайтмалар турадн.

2-таъриф. Агар А ва У тасодифий микдорлар учуй исталган 
X  — j ва У — у. ходисалар жу {яи боглнкмас булса, у холда А ва 
У боглнкмас тасодифий микдорлар деб аталади.

Узлуксиз А ва Y тасодифий мнцдорларнннг богликмаслнги 
исталган Х<а ва Y<Ь ходисалар жуфтининг боглн^маслигини 
билдиради.

Агар дискрет тасодифий микдорлар боглнкмас булса, у хол-
да эхтимоллнклар:! и купайтириш теоремаси га асосан pif = pi q{ , бу 
ерда Pi = Я (А = л*,), qi = Я (К = У/).



3* мисол.  U = X+ Y ва V = X Y тасодифий микдорлар.: i нг 
таксимот конунларини тузинг, бунда А ва Y богликмас та.-о- 
днфнй микдорлар булиб, уларнинг таксимот к °нУнлаРи КУ :,и* 
дагича:

2 I 3
X  «

-1 1
0.4 0,6 0.3 0.3 I 0.2

Е ч и ш. Йигпнди учун ушбу ёрдамчи жадвални тузамиз:
и  = J j z 1± L | jz 1±2

I 0,4 0,5 НМ 0,3
-1+3 1 + 1 1+2 1
0,4 0,2 0,6- 0.5 0.6 0.3 |

Бир хил кийматлн пигиндилар турган устунларнн бирлаштн- 
риб. ва бунда мос эхтимолликларни кушнб, ушбу таксимот 
конунинн хосил киламиз:

С = А' + К  = | 0 1  1 1  2 3 1  40 1 2 3
0,20 0,12 0,38 0,18

Т с к ш и р I» ш: 0.20 + 0.12 -г 0,38 -f 0.18 -|- 0.12 = 1 
КСпайгма учун куйидагига эгамиз:

- М - 1 2 -1-3 1-1 1 ’2 1-3
0,4 0,5 0.4 0.3 0.40,2 0.6 0.5 0.6- 0,3 0,6 0.2

Бир хил ки,”,матли куиантмалар турган устунларнн бирла J- 
тириб ва бунда мос эхтимолликларни кушнб, куйидагнни хо­
сил киламиз:

—3 _2 -1  | 1 2 3
0,08 0.12 0.20 0.30 0.18 0.12

Т с к ш и р и ш: 0,08 + 0,12 + 0,20 + 0,.30 -f 0,18 + 0,12 = 1.

19-§. Таксимот функцияси
Тасодифий микдорнинг таксимот конуни хар доим ,\ам (18.2) 

жадвал билан берилавермаслиги мумкин. Масалан, узлуксиз 
тасодифий микдор учун унннг барча мумкин булган киАмат- 
ларнни санаб чнкиш мумкин эмас.

1-таъриф.  Х аР бир л :е ]—оо. + оо[ учун X тасодифий 
микдорнинг х дан кичнк кандандир киймат кабул кнлиш э.хтн- 
моллигини берадиган

F(x)=P(X<x) (19.1)
функция X тасодифий микдорнинг тацсимот функцияси ёки ин­
теграл тацсимот функцияси деб аталади.

Агар X тасодифий микдорни Ох укда тажриба натижасида 
у ёки бу вазиятни эгаллайднган тасодифий нукта деб каРалса, 
у холда F(x) таксимот функцияси х нинг хар бир аник кий- 
мати учун тажриба натижасида А' тасодифий нуктанинг х нук- 
тадан чапга тушиш эхтнмоллнгнни билдиради (130-шакл).
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Таърифдан яна таксимот
функцияси узлуксиз тасоднфнй "------- ' j
микдорлар учун хам. дискрет q / J
тасодифий микдорлар учун хам
мавжудлигн келиб чнцади. 130* шакл.

Энди узлуксиз тасодифий 
микдорнинг аник таърифннн 
берамиз.

2- т а ъ р и ф. Агар X тасоднфнй микдорнинг таксимот функ­
цияси хамма ерда узлуксиз, бу функциянннг хосиласн эса истал­
ган чекли оралнкдагн чекли сондагн нуцталарни истнсно эт- 
ганда, барча ну^таларда узлуксиз булса. А' узлуксиз тасодифий 
микдор деб аталади.

Таксимот функциясинннг умумий хоссаларинн курнб чица- 
миз.

1-х ос с a. F (x ) таксимот функцияси манфинмас функция 
булиб, унинг кийматлари нол ва бир орасида жойлашган:

0^ ( л ) < 1. (19.2)
Бу исталган х киймат учун F(x) функция бирор э.угимол* 

ликнн аншуташидан келиб чнцади.
2-хосса. X тасоднфнй микдорнинг [сс, р[ ораликка тушиш 

эхтнмоллиги таксимот функциясинннг бу оралнкдагн орттнрма- 
сига тенг, яъни

Р(а < X  < Р) = ЖР) - F (n ) .  (19.3)
Мсботлаш учун ушбу учта ходисани караймиз: Тажриба на- 

тижаснда X тасодифий мицдор р дан кичик цийматни кабул 
^илишидан иборат, яъни А<р булган А ходиса, Х< а дан ибо­
рат булган В ходиса, а^ А г<р булган С ходиса.

В ва С ходисалар биргаликдамас ва Л — В + С эканлиги равшаи 
К, у шиш теоремасига кура Р(А) = Р(В)+  Р(С) ёки Р  (X < р)
= Я (А < а) 4- Я(а<  Х< Р). Бундах цуйидагнни хосил и̂ламиз: 
Я(а < А < ft) Р(Х< Р) Р (л  < a) F (f) F(a)

1- натижа. Таксимот функцияси камаймайдиган функция, яънч 
хг > .V, булса, у холда F(xt)^ F (x t). .\акн̂ атам, (19.3) форм у ладан 
F(x2) — F(x l) — P(xl <,Xt <xt) эканлиги келиб чикади, бундай эса 
F(x2) — F (Л|) > 0 ёки F (x 2) > F(xx).

2* ii а т и ж а. Узлуксиз тасоднфнй микдорнинг танин кий* 
матни ^абул кнлнш эхтнмоллиги нолга тенг.

И с бот и. Я(X = ctj = lim Я(а ^  X  < Р) = lim(F (Р) — F(n)) = 0,
р-*а

чунки F(x) функция а нуцтада узлуксиз.
Бу натижадан куйидаги келиб чи̂ адн:

Я(а < А < Р) = Я(а< А < Р) = Я(а < А ^  Р) = Р (а < А<Р) =
= F (Р) — F(ri). (19.4)

Масалаи, Я(а < А < Р) = F\а < А < Р) + Р  (X  = Р) *  Я (Р) — Я (сс).
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3-х ос с а. Таксимот функцнясн —оо да 0 га тенг, -foo да 
эса I га тенг, яъни

Г (—оо) — 0; / (-г оо) = |. (19.5)
>ул\Шу1тан, х нукта чапга томон чекснз силжнганнда X  тасоди­

фий нуктанинг .v дан чапроцца тушиши мумкнимас ходисага айлаиа- 
ди, шунинг учуй /•(— оо) - lim F(x) = 0.ДГ — О©

Шунга ухшаш, х нукта унгга томон чекснз силжнганнда А' тасо­
дифий нуктапинг х дан чапрокка тушиши муцаррар ходисага айла- 
нади. Шунинг учун Я(-+-оо) = l i m (дг) = I.

х #4-*

1-мисол. X  тасодифий микдор ушбу таксимот функциясига
эга:

0, агар х < 0 булса,
— , агар 0 < х < 2 булса,

7 IIх ---- , агар 2< х< — булса,4 » 4

1, агар —  булса.
4

а) Унинг графнгини ясанг; б) Л тасодифий 
(1.6: 3) орал и к ь̂ а тушиш эхти моллнгнни хнсобланг

Ечиш. F(x) функцнянинг графнгннн ясаймиз
Изланаётган эхтимолликни (19.4) формула буйича 

лаймнз:
Р (1 ,6< Х< 3) = /г(3 )~/г(1,б) I — (1,6)“ 16 = 0,84.

2- мисол. X дискрет тасодифий микдор

F (х) =

микдорнинг

(131- шакл). 
\исоб-

— UL IJL
0.210.5 10.3

X -

жадвал билан берилган. Унинг таксимот функинясини топинг ва 
гра<|я1гини ясанг.

Ечиш. Равшанки, V x £ | — ° ° :  —Н учун F(x) - 0, чунки бу 
халда X < х ходиса мумкин булмаган ходиса булади. — 1<л'<3 
булсин. У хатда V * 61 — 1:3| учун F{х) — Р (Х  <х) Я (Х  = —I) =

0/2; 3 < х < 5 булсин, 
v холда V  *€13; 5| учун 
F(.v) ЖХ<л) Р (Х  — 
= - 1 ) + Р ( Х  = 3) = 
= 0.2 4* 0.5 = 0.7; х >5 
булсин. У хатда F (х) —
— Р (Xc.v) = I булади. 
чунки Y  х > 5 учун 
X  < х ходиса мукаррар 
ходиса булади.

Г (х )



Э 1дн биз F (х) таксимот 
функцинсннинг аналитик Н:|х>- 
дасини ёзншимиз вл унинг 
графнгини ясашимиз мумкин 
(132- шакл).

0. х < — I да,
0.2. —1 < .v<3 да,
0.7, 3 < х ^ 5 да,
1, .V > 5 да.

F (X) --

Ft  к)

\1
1t1г— 1

-; 0

132* шакл.

5

Курамизки, график погонаний чизнкдан иборат. х узгарувчн X 
узлуклн мицдорнинг мумкин булган киГ1матларидан бири ор- 
кали утншнда F{x) функция сакраб узгаради, бунда сакраш 
катталнгн бу цийматнинг э:угимоллигига тенг.

20- §. Эхтимолл икниш таксимот зичлиги

X узлуксиз тасодифий микдор булсин.
Т а ъ р и ф. .V тисодифий микдор эхтимоллик тацсимотининг 

дифференциал функцияси деб,
!(x) = F ' (х) (20.1)

формула билан аникланаднган f(x) функция га айтиладн.
(20 I) <}>ормуладаи

Цх) = lim / |г| -= lim
дж-о Ах лх-*0 Л х

келиб читали. Р (.v < А' < .v — Ад) сурат X тасодифий микдор |дг, х ~
- A.v) ораликда ётган кийматни кабул килиш эхтимоллиги «масса- 
енни» бнлднрндн.

Р I V <  X ^  X -*•  A \)Демак, — ' ■- ' ■' ■~—  эхтнмолликнннг [дг, .v — A.v] оралнкда-

ги уртача зичлнгини, /(.v) lim
ДХ-.0

эчтималликнннг
Р{х  X  ^  х -г Ах)

А х
эса X  тасоди-

фий микдорнннг х нуктадагн эхтимоллиги зичлнгнни билдирадн. Шу 
муносабат бнлан такснмот дифференциал функцнясннн таксимот зич­
лиги, унинг графнгини эса такснмот эгрн чизиги дейилади.

Таксимот зичлигииннг асосий хоссаларини келтирамиз.
1- х ос с а. Такснмот зичлиги манфинмас, яъни

fix) > 0. (20.2)
Бу хосса f(x) камаймайднган F (х) такснмот функцнясининг 
Хосиласн эканлнгидан келиб чикали.

2-хосса.  F(x) таксимот функцияси маълум булган f(x) 
таксимот зичлигидан

F (х)= \ f{t)dt
— ас

формула буйича топилиши мумкин.

(20 3)



Хакикатан хам, Ньютон—Лейбниц формуласнга асосан: 

f i(t)dt = F(I) I'  = F(x) -  F (-  oo) = F(x).

3*xocca. Ушбу формула уриилн:
(>

/>(а< Х < Р )  =\f(x)dx. (20.4)
а

И С б О Т И.
Р а &

Р(а < х <р) = Гф ) — F(rX) = \ f(x)dx — \ /(дг)</дг= j* f(x)dx.
—so —ж а

Исботлаиган бу хоеса, геометрик ну т̂аи иазтрдаи. X  тасодифий 
микдорнинг [се, pj кесмага тушит эхтнмоллиги сон жихатдан Ох у .̂ 
таксимот эгри чнзнгн ва х = а, д: = fi тугрн чнзш\лар билан чегара- 
ланган эгри чизикли трапеция юзига тенглигини бнлдиради (133-шакл).

4-хосса. Ушбу формула урннлн:

\ / (a) dx = 1 (20.5)

И с бот и. Ньютон—Лейбниц умумлашган формуласига асосан
+ 0 0

\ f(x)dx = F(x) =  / ( - f  оо) —  F ( —  оо) =  I ,

ана шунн нсботлаш талаб кнлииган эди.
И з о х- Агар А' тасоднфнй микдорнинг мумкин булган »̂ ий- 

матлари (а, b| оралик б\лса, у .\олда (20.5) формула ушбу 
куринишни олади:

ь
\f{x)dx= I. (20.6)
а

Бу формула геометрик иу^таи назардан O.v у к, таксимот 
эгрн чнзнгн ва х = а, х=Ь гугрн чизицлар билан чегаралаиган 
эгри читали траиециянинг юзи I га тенглигини бнлдиради.

М и с о л: А' тасоднфнй микдорнинг тацснмот зичлигн
/ ( * ) = _ d- 

х» ч- 1
булсин. а) А коэффициентни то- 
пинг; б) А' тосаднфий микдор 
J 0; 5[ ннтервалдан киймат ^абул
1\ИЛНШ ЭХТИМОЛЛИГННИ топииг.

Ечиш. А коэффиниентни (20.5)

133- шакл.

Adx
шартдан топамнз: \%)

—  30

=  I
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|+ а»Бу ердаи /larctgA' _ = л А = 1 => А = 1/я. 

б) (20.4) форм у.ча га асосан:
5

Р{0 < X  < 5) = \ — = —  arc \gx Г = —  arctg5 ж  0,437. 
Л(ДС*4“ 1) л |о я

Уз-узини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дискрет тасодифий мньдор таърифини беринг. Л\исоллар келтирннг
2. Узлуксиз тасодифий микдор таърифини айтнб беринг. Мнсоллар келти- 

рннг.
3. Эхтимоллик таксимот хонунн деб нимага айтилади? Мнсоллар келти- 

ринг.
4. Тацсимот купбурчаги ннма?
5. Дискрет тасодифий мшдорнииг функцнясн ннма ва унннг таксимот цо- 

нунн цандан анн^ланадн? .Мнсоллар келтирннг.
6. Дискрет тасолнфнй микдорлар учун хушиш ва айирнш амаллари >\ан- 

дай таърифланадн? .Мнсоллар келтирннг.
7. Тасодифий мнцдорларнннг боглн^маслнк таърифини айтнб беринг.
8. Эхтимоллик так;симоти функцнясн таърифини айтнб беринг.
9. Таксимот функциясининг асоснй хоссаларинн айтнб беринг.
10. Дискрет тасодифий мнцдор таксимот функцнясн графнгинннг хусусня- 

тн нимада?
11. Эхтимоллик тацснмоти знчлнги деб нимага айтилади? Таксимот зич- 

лигннннг механик маъноси ва хоссаларинн айтнб беринг.

21-§. Тасодифий микдорнинг сонли характеристикалари 
хакида тушунча ва уларнинг вазифаси

X тасодифий микдорнинг та цен мот цонунини билиш эхтнмол- 
лнк нуктаи назаридан X микдор хасида тулиц маълумот бе­
ради. Амалиётда эса купинча бундан анча кам нарсанн билиш 
кифоя кнладн, чунончи таценмотни тавенфлайднган баъзи сон- 
ларнигина билиш кнфоядир, булар тасодифий микдорнинг сонли 
характеристикалари деб аталади на уларнинг вазифаси тасоди- 
фий микдорнинг энг мухим хусуснятларннннг киска шаклда 
нфодалашндир.

22- §. .Математик кутилиш
( . М а т е м а т и к  к у т и л и ш и и и г т а ъ р и ф и в а б е л- 

г и л а и и ш и.
Ушбу дискрет тасодифий микдор берилган булсин:

хг
Pi Рг .. .j Рп

1- таъриф. X  дискрет тасодифий микдорнинг математик ку- 
тилшии (Af (А) ёки т х билан белгиланади) деб, X  микдорнинг мум­
кин булган кийматлнринн мос эхтимолликларга купайтмаларн йигин* 
диенга теиг сонга айтилади, яъни
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.Vf (X) xlpl + Хгпг 4-.. . 4- xn Пп V  ,Vfc pk. (22.1)

V тасодифий мицдорнннг мумкин булган кийматлари сони 
чексиз, яънн Л' микдор

X  . д,« ! • ‘ j | ‘ •
I Pi I л I* • *i I* • •

га̂ симогга эга булган холда унинг математик кутилиши

М (Х )= х 1р1т  хгрг -г . .. 4- хя рп 4- . . :  = V  ** р* (22 2)

формула билан аннкланади. Бунда (22.2) катор абсолют 
якинлашади деб фараз цнлинадн. Дкс холда бу тасодифий миц- 
дср математик кутилишга эга булмайди.

Математик кутилиш тасодифий микдор билан бир хил ул- 
чоьга эга булишини айтнб ута.миз.

1-м и сол. Ушбу тасодифий микдорнинг математик кутили- 
шиии тоиинг:

* . . 1=1 Ш ± .
10,3/0,2 0.5

Е ч и ш. (22.1) формулага асосан М (X) == — 2 0,3 4- 4 • 0,2 4- 
+ 6 0,5 - 3.2.

2 мисол.  X — нишонга биринчи марта теккунга ь̂ адар 
отнладиган ущлар сони, бундан .\ар бир уц узншда нишонга тек- 
кизнш эхтнмоллиги узгармас ва р га тенг. М(Х)нн топннг.
, Е ч и ш. X тасоднфнй микдорнинг таксимот цонуииии ёзамиз:

(22.2) формулага кур̂ « 
М (А) — I р — 2pq т  

4- 3</- 4-... 4* nq

2 3 ••• ! п

р РЧ pq- • I w -

3 pq*4- ... . 4* п—1npq
- ч г (я -rq- 4-

= р{\ 4- 2q 4-

-  п [ я \ = п • 1 ~ 4 ~ q п —1 \ - q I ' р ' ( | _ 0* ' р*

2- т а ъ р и ф. Мумкин булган цийматлари (а. Ь) интервалга
тегишли булган А узлуксиз тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши деб

ь
Vf (X) = \xf(x)dx (22.3)

а

аник интегралга айтилади, бунда Цх)— таценмот зичлигн. Бу 
формула (22.1) формуланинг интеграл шаклндир.
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Агар X микдорнннг мумкин булган кийматларн бутун Ох 
укнн цопласа, у холда унинг математик кутилиши ушбу фор­
мула бнлан нфодаланади:

+*
\ЦХ)= f xf(x)dx. (22 4)

J  ое

Бунда хосмас интеграл абсолют икинлашадн деб фараз 
цилннади. Акс .\олда X микдор математик кутнлншга эга бул- 
майди.

3-м и со л. .V тасодифий микдор |(),1| кесмада f(x)=Zx2 
знчлнк бнлан берилгаи, бу кесмадан ташкарнда /(дг)* 0. 
М (X )ни топинг.

I: ч и ш. (22.3) формулага асосан

.VI {Х )~  \ х • Зд-dx 0,75 дг* j* = 0,75. 
о 0

II. М а т е м а т и к  к у т и л и ш и  и и г э х т и м о л л и к  м а ъ- 
носи. X тасодифий микдор устида п та еннов утказнлган бул­
син. Синов натижалари ушбу жадвалга келтирилган:

X

Юцорн сатрда -V микдорнннг кузатнлган кийматларн, паст- 
кн сатрда эса мос кийматларнинг мастоталарн курсатилган, 
яъни масалан, л, сон п\ та синовда X микдор Х\ га тенг циймат 
Кабул кнлганлнгиии билдиради ва х.к.

X оркали кузатнлган барча кийматларнинг урта арифмети- 
гини бел гнл а ил нк, у холда

—  -Тj • /I| -J- JCj -H j  -}• .  . . " -  X k ' f l i i
х  — п

• ... v ЛI tin . Пь • , • |еки А — дг, ~  -г л*. — 4-. . . 4- хь —- = дг,/?, 4- хг р., 4- . . .  -г хкрк п п п
бу ерда р], р].........р\—мос равишда .г,. д*2. . . ., хк кийматларнинг
нисбий частоталари. (Синовлар сони етарлнча катта булгаида
р\ягрх.........р'к& р к булади. (Бу 33-§ да исботланади.) Шунинг
учун

А «  Л1(А), (22 5)
яъни X тасодифий микдорнннг математик кутилиши унинг куза- 
тнладнгам кийматларн урта арифметигнга такрнбан тенг.

III. М а т е м а т и к  к у т и л и ш и и н г хосса лари
1-хосса.  Узгармас микдорнннг математик кутилиши шу 

узгармаснинг узнга тенг, яъни
М  (С) = С. (22.6)
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И с бо т и .  С узгармас микдорни ягона С цийматни I га тенг 
эхтимоллик билан 1\абул циладиган тасодифий микдор деб ка* 
раш мумкин. Шу сабабли М(С) = С* 1 = С.

2* х ос с а. Чекли сондаги тасодифий микдорлар йигинднси* 
нинг математик кутнлиши улар математик кутилишларининг 
йигинднснга тенг, яъни

.И(Х, -г X , 4* . . .  + X J  = М (X,) + V/ (X.) + . . .  4- М(Хп). (22.7)
3-х ос с а. Чекли сондаги богликмас тасодифий микдорлар 

купайтмасининг математик кутнлиши улар математик кутнлиш-
ларининг купайтмасига тенг, яъни

M (X tX t .. . Х„) - .VKXJ.WfX,) . . . U(X„). (22.8)
2- ва 3- хоссаларни небо газ кабул киламиз.

4- х о с с а. М(аХ 4  b) = аМ (X) 4  Ь. (22.9)
Исботи. а̂кикалан, М  (а Х  — b) — М  (а Х ) .Vf(fr) -.И (u).Vf(X)4 

4  Ь fl.Vf (Х )4  Ь.
(22 9) ((юрмуладан, хусусан, куйндагнни хосил киламиз:

.И (X — С) = М (X) — С (22.10)
ва

М (Х  — М (Х ))«0 . (22.11)
X = .Y—Af(X) тасодифий микдор X тасодифий микдорни узининг 
математик кутнлишидан четланиши (o fh u ih )  деб аталади.

Шундай килиб, (22.11) формула ушбу фактни ифодалайди: 
тасодифий микдорнинг узининг математик кутнлишидан четла- 
нишннинг математик кутнлиши нолга тенг.

23-§. Тасодифий микдорнинг днсперсияси.
Уртача квадратик четланиш

1. Т а ъ р и ф л а р  ва б е л г и л а ш л а р.
Купчнлик холларда тасодифий микдорнинг узини билиш 

уни етарли даражада тавсифлаш учун кифоя кнлмайди.
А\нсол келтирамиз. А’ на ) тасодифий микдорлар ушбу так* 

симот конунлари билан берилган булсин:

X  = - 0,1 —0,01 0 ,1
0.1 0,2 0,4 | 0.

У = -20 — 101 0 I 10 20
0,3 0,1 ( 0,2|0,1 0,3

М(Х) = 0 ва Л /( Y) — 0 эканлигини хисоблаш осой. Бирок улар 
такенмотларининг мо.\ияти турлича: X микдорнинг мумкин 
булган ки,”,матлаРи унинг математик кутнлишидан .\ам фарк 
килади. шу билан бир вактда ) микдорнинг кийматлари унинг 
математик кутнлишидан жуда фарк килаДн- Жумладан иккн 
жойда бир йил давомида ёккан ёгнннннг уртача микдори бир 
хил булганлнгидан бу жойлардагн иклнм бир хил деб айтиб 
булмайди. Шунга ухшаш, уртача иш хаки юкори ва кам иш 
хаки оладиган ишчиларнинг сони хакида фикр юритнш имко*
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нини бсрмайди. Бошкача айтганда, математик кутилншни билиш 
ундан ка и дан четланишлар булиши мумкинлиги .\ацида хукм 
юритишга хам им кон бермайдн.

X тасодифий микдор кнйматларинннг М (Х ) математик кутн- 
лиш атрофида сочилишнн — М (Х ) айирмалар тавснфлайди. 
Бирок уларнинг уртача киймати (22.11) формулага асосан нол* 
га тенг. Шу сабабли бу четланишларнинг квадратлари карала* 
ди. Уларнинг уртача киймати тасодифий микдор кийматларини 
узииннг математик кутилиши атрофида сочилиш даражасини 
тавсифлаши равшан.

1-таъриф. А' тасодифий микдорнннг дисперсияси (D(X) 
ёки DX оркали белгиланади) деб, унинг математик кутилиши- 
дан четланиши квадратинннг математик кутилишига айтиладн, 
яъни

D (А) — М (X — Af (А))5. (23.1)
Дискрет тасодифий микдор учун (23.1) формула ушбу кури- 

нишни олади:

0 (А )  =  (23.2)
1-1

D(А) «  V  (дг. — mx f  р(. (23.3)

Узлуксиз тасодифий микдор учун (23.1) формула ушбу ку- 
ринишнн олади:

ь
D (А) = \(x — mxf f  (.v) dx. (23.4)

а

Диснерснинннг улчови тасодифий микдор квадратининг ул-
чови билан бир хил булиши равшан.

2-таъриф. А тасодифий микдорнинг уртача квадратик чет- 
линшии (о(Х) ёки пх бнлан белгиланади) деб днсперсиядан о.тинган 
квадрат илдизнинг арифметик ки»матига айтиладн, яъни

<з(Х) = У Щ ) .  (235>
1-ми со л. Шу параграфнннг бошида каралган X ва Y та- 

содифнн микдорларнинг дисперсиялари ва уртача квадратик 
четланишларинн топинг.

Е ч иш .  (23.2) формулага асосан,
D(X) = (—0,1 — 0)2 0,l -f(-0.01 — 0)2 0,2 + (0-0)2 0,4 +

+ (0,01 — О)2 0.2+ (0.1 -О)2 0.1 =0,00201;
D (К) = (—20 — О)2 0,3 + (—10 — О)2 0,1 + (0-0)2 0,2 +

ч- (10—О)2 0.1 +(20-О)2 0.3 = 260.
(23.5) <(юр мула га асосан:
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а (Л) *=- | 0,00204 — 0,04517, о(К) | 260 «16,12.
Шундай цилиб, математик кутилишлар бир хил булгани холда 
X микдорнинг дисперсияси анча кичик, )' микдорнинг диспер- 
сняси эса анча катта. Бу ю^орнда уларнинг та цен мотн да курии* 
ган фарцнинг натижаендир. Умумий холда, агар X тасодифий 
микдорнинг дисперсияси кичик булса, у .\олда (23.2) йнгннди* 
нинг барча хадларн манфиймас булгани учун уларнинг хаммаси 
хам кичик. Шу сабабли математик кутилишдан жуда фарц 
киладиган цнйматлар мавжуд булса-да, улар кичик эугнмол* 
ликднр. Агар дисперсия анча катта булса, бу нарса тасодифий 
микдорнинг математик кутилишдан катта четланадиган анча 
катта г.хтимолйик цнйматлари мавжудлигини курсатэди.

2* мисол.  Агар А ,\одисанннг руй бериш эхтнмоллиги р га 
тенг булса, у холда А .\одисанннг битта синовда руй бериш 
сонининг математик кутилиши, дисперсияси ва уртача квадра­
тик четланишини топннг.

Е ч и ш. .V тасоднфнй мнцдор А ходисанннг бу синовда р\ й 
бернш сонн булсин. У холда унинг таценмот катори ушбу к\рн- 
нишда буладн:

‘ I р I ч 'Шунинг учун
М (X) = 1 р-\- Q q «= рч

D (X ) — { 1 —/>)- р 4- (0—р)* ■ q q-p -f p-q qp (</ - p) pq.
a (.v) | pq.

Тасодифий микдорнинг дисперсияси унинг квадрати улчо* 
вига, уртача квадратик четланиши эса тасодифий микдорнинг 
улчовнга эга булишини айтиб утамиз.

24-§. Дисперсиями хисоблаш учун формула
Дисперсияни хисоблаш учун купинча ушбу формуладан Ьон- 

даланнш цулай б\ладн.
D  ( X )  *  М  ( X 2) -  И 2 ( X ) ,  (24 1)

яънн дисперсия тасодифий микдор квадратп математик кутн- 
лиши билан унинг математик кутилиши квадрати орасидаги 
айиомага тенг.

Исбот и. D (X) = М (Х — М (X ))2 = .Vf (X2 — 2Х-.И (X) +
+  \1-’ (X)) =  VI (X 2) — М (2Х  Л1 (X)) +  и  ( VI2 (X)) =  М (X 2)
- 2  - И* (Х) + .И2(Х) Л! (Х-) — .Vf2 (X).

Исботда биз математик кутилишнинг хоссаларидан хамда 
М(Х) ва М2(Х) нинг узгармас сонлар эканлнгидан фойдалаи- 
дик.

Ми сол .  X тасоднфнй микдорнинг дисперснясннн (24.1) 
формула буйича хисобланг:
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_2 4 \ 6
o j ОТ |~0~5

Г ч и ш. w (А) = — 2*0,3 4- 4 0,2 4* 0 0,5 — 3,2,
.W (Л*) = 4-0.3+ 16 0,2 4  36 0.5 = 22.4.
D (Л ) М (Л*) — Af * (А) = 22.4 -  10.24 = 12,16.

Д и с н с р с к я н и н г хоссалари.
1-х ос с а. Узгармас микдорнинг днсперсияси нолга тенг, 

яъни
D(C) =0. (24.2)

Ис бот и .  С узгармас мицдорни 22-§ даги кабн С га тенг 
ягона цийматни i га тенг эхтимоллик билан цабул цнладиган 
тасодифий микдор деб караймиз. Унннг математик кутилиши 
узига. яъни С га тенг. Шу сабабли D(C) = (C — С )2-1=0.

2-х ос с а. Узгармас куиайтувчинн квадратга кутариб дис­
персия белгнсидан таш^арига чицариш мумкин, яъни ушбу фор­
мула чринлн:

D (* А) = k- D (А). (24.3)
»!сботи: D (ft X) = М (кХ — Vf (k A ))2 = Af (£X — kM (A))2 =

Af (к (X — M (A)))2 = Л! (к* (A' — Af (A))2) = A:2.Vf (A — M (A ))2 = 
= k-D (A).

3-xocca.  Чекли сондаги боглицмас тасодифий микдорлар 
йигиндисининг днсперсияси улар дисперсияларинииг йнгнндн- 
сига тенг:

D (А', 4  X* 4  . . .  4  Х п) = D (X.) + D (X*) 4  . . .  4  D (Хп). (24.4)
И с бот ни иккита богликмас X ва Y тасодифий микдорлар 

учун утказамиз. (24.1) формулага асосан ва математик кути­
ли пинг хоссаларидан фойдаланиб, ^уйидагннн хосил рилами?:

D (Л -  У)  М  (X 4 К)2 -  №  (X 4 У)  = М  (X2 4 2ХК 4 К2) —
-  ( М (А) 4  М (К))2 =М  (А2)-*- 2 И (X) Af (К) 4  М (К2) — И2 (X) —

— А12 (У ) — 2 Af (A) Af (У) — (М (A5) — Af* (X)) 4  
+ (Af (К2) -  Af* (У)) = D (А) 4  D (У),

ача шуни исботлаш талаб цилинган эди.
4-х ос с а. Богликмас тасодифий микдорлар айирмасининг 

днсперсияси улар днсиерсияларининг йнгннднсига тенг, яъни
D (X — У) = D (X )4* D (У). (24.5)

Исботи. D (А — У) -  D (X 4- (— 1) У) -  D (X) 4 0  ((— I) У)- 
= D (X) f  ( -  I)2 D (У) = D (X) 4  D (>').

25-5. Бошлангич ва марказий момснтлар
1-таъриф. X тасодифий микдорнинг s-тартибли Сюилангич 

моменти деб, X s мичдориимг математик кутилишига айтилади, яъни
а, — Af (Xs). (25.1)
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Дискрет тасодифий микдор учун бу формула

I-1
курииишда, узлуксиз тасодифий микдор учун эса

+ х
я* — f / (*) dx (25.3)

курииишда булади.
Хусусан, а, = М (Л), а2 = М (X2) ва, демак, (24.1) формулами 

бундай ёзиш мумкин:
D (X) = а2 — aj. (25.4)

Марказий момент таърифиии бериш дан олдин янги «марказланган 
тасоди|)нй микдор» тушунчасшш киритамиз.

т х математик кутилишли X тасодифий микдор берилгаи булан;.
О

X  тасод»к|жй микдорга мос марказланган X  тасоди |>яй микдор деб, 
X  микдорнинг узининг математик кутилишидан четллнишига айтнлади, 
яъни

X  — X  — т х. (25.5)
О

Л/(Х) = 0 эканнни таъкндлаб утамиз ((22.11) формулага каранг).
2- т а ъ р и ф. X  тасодифий микдорнинг s* тартибли марказий

О
моменти деб, марказланган X тасодифий микдорнннг s- тартибли 
бошлангнч моментига айтиладн, яъни

= М (Х)л ■* М (X — т лУ. (25.6)
Дискрет тасодифий микдор учун бу формула

Р, -  V  (*,- -  mxY Pi (25.7)
1-1

куринишни, узлуксиз тасодн<|)ИЙ микдор учун *са

Р, = j ' "  (x-m tY/(x) dx (25.8)
—  JO

куринишни олади. Хусусан р, = 0, ft, - D (X).
р3 марказий момент амалиётда асимметрнянн тавсифлаш 

учун, р4 эса таксимотнинг «киялигини» тавсифлаш учун ишла- 
тилади.

Бошлангнч ва марказий моментларнн богловчи ушбу муно- 
сабатларнн келтирнб чикариш кийин эмас:

fa = а2 — af,

(25.2)

Р3 = «з — 3 a.,a, + 2 af, (25.9)
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ос4 — Зсеаа , + 6а , а { — За[#
Бу фор мул ал ар ни келтнриб чи^аришни машк сифатида укув* 
чига тавсия киламнз.

И з о х. Bv параграфда царалган моментларни кузатиш маъ- 
лумотлари буйича хнеобланган моментлардан (уларни эмпирик 
момеитлар деб аталади) фаркли уларок иазарий момеитлар деб 
аталади,

*26- §. Вином нал таксимот
1. Агар X дискрет тасодифий микдорнинг таксимот конуни

1 * п
npq'-1 . Ск pk q„-k РпrfT (26!)

куринишда булса, X  биномиал конуи буйича таксимланган дейилади.А I П""1 а • к п—Аг ■ 1 ^ / 1  а  ̂•q -f- npq + . . . + tnp q + . . . ~r p =■ (p + q) = 1 булишини 
айтиб утамиз.

Бернулли схемасида X тасод№)яш микдор \ар бирида А ходиса- 
нинг р>й бернш эхтнмоллиги бир хил ва р га тенг булган п та бог- 
лицмас синовда А ходисанинг руй бери!илар сонини н|юдаласип. Бу 
Холда, илгари курсатилгаиидек, Р (X = к) = С* рк </"“ *, яъни X мш\- 
дор биномиал таксимот га эга.

1-м и со л. Нишонга царата учта ук узнлди. Витта у к узншда ни­
шонга теккизши эхтнмоллиги р =■ 0,4. X тасодифий микдор — нииюн- 
ia тегишлар сонн. Унинг таксимот конунини ёзинг.

Е ч иш .  X тасодифий микдор биномиал тацеимотга эга ва 
унинг мумкин булган кийматлари 0, 1, 2 ва 3. Шунниг учун

р (X = к )= -- -—  (0,4/ -(0,6)'“ *.' Ат! (3—Л)!
Вундан

р (Л = 0) -  0,216; Р (X = I) = 0,432; Р (X -  2) = 0,268;
Р (Х  =3) = 0,064.

X тасоди{>ий микдорнинг таксимот ушбу куринишда булади:
0 1 1 • 2 3

0,216'0,432 0,288 0,064X =

II. А с ос и и с о н л и х а р а к т е р и с т и к а  л ар и. Биномиал 
таксимланган X тасоднфнй микдорни хар бирида А .\одисаиинг 
рун бериш э^тимоллиги р га тенг булган п та богликмас сн- 
новда руй беришлар сонн деб караш мумкин булганлнгн учун 
уни богликмас тасоднфнй микдорлар йириндиси куринишида 
бундай ифодалаймиз:

X = X, Х3 4-. •. -г Х п, 
бу ерда X,- — шу А ходиса нинг /-синовда руй бериши сони



(i — I, 2, . . n). Илгари биз Л/ (A,) = р, D (A,) = pq булчшини 
курсатган эдик. Шу сабабли

М (А) = М (А, + Х 2* г . . . т  Х„) = М (А',) + М (X,) + . . .  -К
н- м  (Хп) = р + р  - т р  ~  пр,

D (А) = D (X, -г- X , ■+• . .. -  Хп) -  D (A,) + D <Х2) -  . ..
4- D (A J pq-т pq + . . . + pq = npq% 

а (А) » npq .
Пнровардида куйидапшч нсботснз таъкидлаб утамиз: биномил 

таксимланган тасодифчй микдорнинг энг эхтимоллик со:ш, агар пр - р 
бу.ун сон булмаса, ц = |пр - р\ га тенг; агардп пр — р бутуи сон 
бСлса, у \о.лда А тасодифий микдор куйидаги иккита эаг эхтимол­
лик кийматга (модага) эга: р, пр — р ва р2 - pt — 1.

А\асалап, />=0,6 ва п = 10 булса, у холда пр — р 6.6. и -- 
|6, 6| 6. Агар р = 0,5 ва п 9 булса, у холда рп -г р = 5. Шу 

сабабли Pi 5 ва ц, - 4.

27- §. Пуассон та с̂имоти
1. Агар X  тасодифий микдор 0, 1.2.......к, .. . цчймат.гфн»

р< = Я<Х = А) = -1- г"* (а > 0) 

эхтимолликлар билан кабул килса. яъни унинг та̂ снмоти

(27.1)

0 | 1 2 . . .
> ~}• е \/.е а* ->. —  с «Г*

1 2! к]
куринишда булса, у Пуассон конуни буйича таксимланган деб ата- 
лади.

Эхтимолликлар нигинднси 1 га тенглигини текшириш кийин эмас:
е * /.«* ' ~  с —  е }' +  . . . « * " *  ( l  /.2’ Л! 2!

tr
• • •+ТГ — е е'- -

Цуйидагиии нсботлаш мумкин: агар Бернулли схемаснда 
енновлар сони п етарлича катта, р э.угнмоллик эса кичич 
(р ^ 0,1) булса, у холда ушбу такрибий формула урннлн:

Р (X — к) ж —  е \ бунда /. = пр. (27.2)к\
Шундай килиб, бнномиал тацеимот енновлар сони катта бул- 

ганда Пуассон таценмотига яцннлашади.
Л\исол. 800 та урчукнинг >;ар бнрида т вацт ичида нпнинг
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узил и ш эхтимоллиги 0,005 га тенг. Курсатнлган вакт ичида роса 
4 та ии узилиш эхтимоллигини топинг.

L ч и ш. By масалаии ечншда (27.2) формулаии цуллаш мум­
кин: чунки /I = 8(И) сони ни катта. р = 0.005 *\тимоллиhни эса 
кичик деб хисоблаш мумкин. Бу формуладан фоидаланиб топа- 
мнз, >. = /!/) = 800x0,005 = 4;

Аник формула буйича хисоблаш 0.1959 ни беради. демак, Пуас­
сон формуласини кулланишдагн хатолик 0,0007 булади. Лаплас 
локал формуласи буйича хисоблаш бнлан эса 0,2000 ни хоснл 
Киламнз, демак хатолик 0,0051 булади, яъни Пуассон формула- 
сидан фойдаланилганидан кура 6 марта ортик булади.

11 Л с о с и й с о и л и х а р а к т е р и с т и к а л а р и.

D (Л) = М (Xs) — Л1- (А) = (л- -г к) — /■- = л. о (Л) =
Шуидай килиб, М (Л) = к, D (А) - а, о (Л) i а .

Пуассон такенмотида тасодифий мнкдорнинг дисперсияси 
унинг математик кутилишига тенг.

I. Дискрет тасодифий микдор математик кутилишининг таърифннн беринг. 
Мнсол келтнринг.

2 Узлуксиз тасодифий мицдор математик кутилишининг таърнфннн бе­
ринг Мнсол келтнринг.

3 Математик кутнлишнинг эхтимоллик маъноенни айтнб беринг.
I Математик кутнлишнинг асоснй хоссаларнни айтнб беринг.
5 Тасодифий микдорнннг дисперсияси деб нимага айтиладн? Унинг вази- 

флеи нимадан нборат?
6 Дисиерснянннг асосин хоссаларнни айтнб беринг.
7. Уртача квадратик четланиш деб нимага айтнлади?
8. Дисперсиянн хисоблаш формуласини езннг.

Л/ (X ) = V  Р  (X - к) = V  к-
Ьк 1

— к е ё*-— ке ‘ с* = л.

х
— < (*—11! V ( ( * -  и - 1)

А * >. ,-----г с , •
(А— 2 Г.

кс у (кс}‘-\- е}) = к к.

У з-С з и и и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р
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9. Биномиал тацснмот цонунини ёзинг ва унинг асоснА сонли характерно- 
тнкаларнни .\нсобланг.

10. 1\андай э.угнмолликлар такснмоти Пуассон та^симотн деб аталади ва 
унинг асосий сонли характернстнкаларн ннмадан иборат?

11. 14.258—14.268, 14.317—14.326. 14.352—14.355* масалаларни ечинг

28-§. Тскис таксимот
I. Таърнф. Текис таксимланган X узлуксиз тасодифий миц- 

дор деб зичлигн бирор [a, bj кесмада узгармас ва \ЦЬ- а) га 
тенг, бу кесмадан ташкарнда эса нолга тенг, яъии

0, агар л* < а булса,
/ (х) = ——, агар а < х < b булса,

Ь — а
0, агар х> Ь  булса (134-шакл). 

булган тасодифий мшуюрга айтилади.
***аО
\ / (л) dx = 1 эканлнгини текшириш осой, .\а к и ката и.

+* ь 1
Ь — а (Ь — а) -  1.\ / (х) dx -= \ —-— dx ~  —— х 

J  J  Ь — и Ь — а
—  оо а

Текис таксимот у ч у н  F (х) таксимот функииясиии топамиз. АгарX X
a х булса, у .холда F (л) = \ / (/) dt -= \ —!— dt =J  , 1 Ь — а

Ь —а b — а

ЛИб,
Равшанки, х < а да F (дг) = 0, х > b да F (дг) = I . Шундай ци-

134- шакл.

F (х) =

135- шакл.

0. агар дг < а булса,
х — а
Ь — а

1. агар х> Ь  булса (135-шакл).
II. Асосий сонли характерчстикалари:



М (A) = \ x f (дг) dx = \ x --- dx = — -J  J  ft — a 2 —
и -r b

•»

Л1 (A'2) = \ .v2 / (.v) dx = \ x2----dx = ------.v3 j =
J  J  b — a 3 (b-a ) \a
—* a

D (Л) = .11 (A'2) — VI- (A ) =

at -L ab — ft*
3

u* 4- uft -f- ft* . a •+- b 2 — il2

О (A)
3 2 12

b — a
2 ,3

III. Пировардида айтнб утамизки, биз текис таксимот билан 
улчаш амалиётида улчаш натижасини шкаланннг энг якин бу- 
тун булннмасига яхлнтлашда дуч келамиз. Яхлитлашдаги хато­
лик текис такснмланган тасодифий микдор булиб, унинг мумкин 
булган кийматларн шкала булннмасннинг —0,5 дан +0,5 гача 
оралигида жойлашган булади.

Текис такснмот яна тасодифий тебранишлар фазаси учун 
хам хосдир. Амалиётнинг купгнна масалаларнда тасодифий 
амплитудали ва фазали гармоник тебранишларни урганншга 
тугрн ксладн. Бундай холларда фаза тебраниш даври чегара- 
ларида тскис такснмланган тасодифий микдор булади.

29- §. Курсаткичли таксимот

I. Т а ъ р и ф. Таксимот зичлнгн
. | А е г' х, агар д* > 0 булса,

' I 0, агар jc < 0 булса
курииишда булган А' тасодифий микдор курсаткичли такси.иотга 
эга дейилади, бу ерда А — бирор тайин мусбат сон (136- шакл).

■( ТВ
i / (д) dx = 1 шартнинг бажарилишини текширамиз. ^акикатан,

\ ке~>х dx = — f с~} х d (— Хх) = — е*> лГ *  = 0  + 1 = 1
J  . №о о

курсаткичли такеимотнннг itHierpai функцияси куйидаги курииишда 
экаилигиии текишриш осой:

I
X

\ Я. е~' * dt = 1 — ё~,% х, агар х > 0 булса, 
о

О, агар х < 0 булса (137-шакл).
II. Асосий сонли характеристнкалари: а) математик кутилишни то­

памиз:
18—2640 2?3



136- шакл. 137- шакл.

М (Л ) \ х / (дг) dx = \ х ). е > х dx л \ хе >х dx.>.х

Бу таклаб интеграллаш кочдасинч татбн1\ эшб ва и х, di
— е dx деб олиб. куйидагиии хосил ч̂лаупз:

•И (А) х ( г , ж)1 ' - I  ( с , x)dx
1о о

Шундай килиб.
М (Х )=*\\. (29.1)

б) Диепероииии в» уртача квадратик четлашншни тотми»:

О (.V) .\f (Х~) — т 2х ~ \ х~ /. с } х dx — т- - — хе
о

—). Xхе dx — т- 2 —-г
А*

—А Х  | ~ 4 
О

Шуидай килиб,
D (A) I л*. (29.2)

о (А) = I D (X) I Я.. (29.3)
III. Бирор цурнлманннг (элементнннг) бузилмасдан ишлаш 

вак,тидан иборат тасодифий ми^дорнн Г билан белгилаймиз. 
Ушбу

Я (/ )= Р (7 > / ) (29 4)
формула билан аникланадиган функция ишончлилнк функцияси 
деб аталади.

Ишончлилнк функцияси хар бир t циймат учун элемснтиинг 
/ вацт давомида бузилмасдан ишлаш э.хтнмоллигннн берншнни 
айтиб утамнз. Уни бундай ифодалаш мумкинлигн равшан: 
/?(/) = 1— P ( T < t )  ёки



Лмалнётда Г тасодифий микдор курсаткичли такснмотга эга 
булган масалалар жуда куп учранди. Бу холда ишончлилик 
функцияси бундай куринишда булади:

R (/) -  I — F (/) = е~ Х'(/ > 0). (29 в)
Мисол .  Т тасодифий микдор — бирор элементнинг бузил- 

масдан ншлаш вакти курсаткичли таксимотга эга булсин. Агар 
элементнинг уртача ншлаш вакти 1000 соат булса, унинг ишлаш 
вацти 800 соатдан кам булмаелнк эхтимоллигнни топннг.

Ечиш. Масалл inapinra кура Т тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши КХЮ соатга тенг, демак, к - 0.001,/?(/) е 001‘. Шу- 
нннг учун изланаетган эхтнмоллик куйидагига тенг:

Р ( Т  >  800) -  « Г0-001 *>э = е 0,4 0.45.

/?(/) = 1-/(/). (29.5)

30-§. Нормал тацсимот (Гаусс таксимоти)
1. Таъриф. X тасодифий микдорнинг таксимот зичшгл

tx -ар

/ (л ) ---е °* (о > 0) (30.1)
о | 2л

куринишда булса, у нормал цонун буйича гиксимланган деб 
аталади.

/(дг) фуикннянннг мусбатлиги равшан. (26.3) шартнин.' ба- 
жарнлншнни, яьни

(X -X  ̂ЭВ — t
\ / (л ) dx — —Ч  \ е °  dx - 1 
. о , 2л
— ас — *

тенглнкнинг тугрилипшн текширлмиз. Бу иитегралда узгарувччна 
/ - -— -- деб узгартирамиз. У холда х- at — a. dx a dt

ва — — \ е dx — ---  \ е dt = ——  -21 е dt -
о | 2л J  I 2 л J  | 2 л .]

~ас —* 0

I Г| ¥ 1
Нормал тацеимланган Л’ тасодифий микдорнинг таксимот 

зичлигн иккита параметр — а ва а га богликлигн (30.1) форму- 
ладан курнннб турибдн.

f(x) функиняин а ^0  булганда караймиз:
/ (.V) = —



У

ва унинг асосий хоссаларнни аникланмиз (138-шакл).
1. Бу функция бутун сон укида аян^ланган, узлуксиз ва 

мусбат.
2. Бу функция жуфт ва, демак, Оу уцига ннсбатан симметрии.
3. О дан -f- оо гача камаювчи, — сю дан 0 гача усувчи.
4. л —- ± оо да гра<|жги Ох уэда асимптотик я̂ инлашади.
5. а =0 нуктада функция 1 о | 2л га тенг булган ягона мак- 

симумга эга. а нинг ортнши билан макснмумнинг киймати кама- 
яди, бу функция графнги ва абсниссалар у к и бнлан чегаралан- 
ган юла I га тенг булгаилиги учуй о ортнши билан зичлик эгри 
чизиги яесиланнб борадн, у аста-секнн Ол* ук^а якннлашадн, о 
камайиши бнлан эса зичлик эгри чизиги Ох укнинг кичик кис- 
мида узниинг макснмуми атрофида юкорнга чузнлади, кейин эса 
унга (Ох 5'ККа) тез тортилади.

6. Функция графиги х — о ва х =— о да бурилиш нукталарнга 
эга эканлигини иккинчи хосила ёрдамнда аниклаш осой.

и ^  0 булгаида f (дг) = ---е <х ~ а)' *’ а‘ зичлик графигн юко-
а | 2 л

рида ясалган графнкдан, агар а > 0  булса. а кадар унгга, агар а < 0 
булса. | а | кадар чапга суриш билан .\осил и̂линадн.

а - 0 ва о I параметрли нормал таксимот нормалангаи нормал 
таксимот деб аталади. Унинг зичлиги

I  м = - Л ^ *-х,/* <:Ю2>у 2 л
га тенг. Бу функциянииг кийматларн жадвалн тузилган.

П. f{x) таксимот зичлиги ва F(x) таксимот функцияси ора- 
сидаги богланишдан куйидагига эгамиз:

х
Г (л-)= I e-v-W o 'd t ' (.30.3)

О, 2л J
—ао

Нормаланган нормал таксимот учун F (х) функция ушбу куринишга
эга:
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X О

X

Ушбу X
(30.4)

функция Лаплас функцияси деб аталади.
Куйидаги хоссаларнн курсатиш осон (139-шакл):
1) бу функция бутун сон укнда аникланган ва узлуксиз;
2) бу функция ток, дсмак, унинг графигн координаталар 

бошнга нисбатан сим метрик;
3) функция бутун сон укнда усувчи;
4) lim Ф  (дг) = 0,5; lim Ф  (л) = — 0,5.

х~* _Ь«е х ■*—*
Ф (л) функция н̂йматлари жадвалн ту зил ган.
III. Асосий сонли характеристикалари.

Бнз бу ерда D(X)\ux хисоблашни келтир.масдан, уни муста- 
кил манц сифатида колднрднк.

о(Х)= I D{X) булганлиги учун а(Х ) — а, яъни А' нормал тасо- 
днфнй микдорнинг уртача квадратик четланишн а иараметрга 
тенг.

М (Х)= \ х f (х) dx = — \ хе~ u “  a)'ri °*
J  о , 2 л J

_  {X _ о>*/2 о* dx =

= | (jc — u),:a t, х — а ( -г a, dx = о dt | =

-+ -а — \ с r J dt —— (o O + f l I 2Л) — а.
I 2 я J  , 2 л

Шундай килиб,
М (А) = а. (30.5)

Сунгра

о , 2 л .
dx _  о2 (ЭО б)



IV. Нормал такснмланган А тасодифий микдорнинг |<а. р| 
интервал дат цийматнн цабул цилиш эхтимоллигннн хнсоб- 
лаймиз:

р р ~Г£7“ Г
Р  Ы <  X  <  р)  \ / (л ) dx — \ е c/.v

о , 2 л .

-— - /, л at  -f a, d.v adt х
t (a a) a ф а) о;

fj-а

» г я ;
^ - а- (3 -а ) <т

<р- о|, о Ifi—aUO и-а),'а
\ _ L  \ е~п '  d t---- \ е-еп dt.

,2л  > , 2Л •’ , ! Л ; '
Уз «л* кесил куйидагнга эгампз:

/ > ( а < Л < р )  Ф1-5— 2.) — a»|?Lz£-), (.30.7)o '  п '
бу ерда 0 (a )— (30.4) формула билан аиикланаднган Лаплас 
функцияси.

V. Берилган чстланишнинг э.угнмоллигини .хисоблаш талаб 
килиней и, яънн нормал такснмланган тасодифий микдорнинг 
математик кутилмасидаи четланиши абсолют цийматн буйича 
бирор мусбат сонда и кичнклнги э.\тнмоллигинн хисоблаш лозим 
булсин.

(30.7) формуладан фойдаланамиз.
P C X  a\<?b) P { a - b < X < a  f 6) Ф (-- * - )

О

ф| а - ь - °  - ам-|-<1>/--1 Ф1-1 +
а

Ф | А ,  . 2 Ф ,Л\

Р  { J А' — о | < 6) 2Ф  ( —V (30.8)

о / я
Шундай цнлпб.

Ь_ 
а

* at деб оламиз. У холда (30 8) <}юрмуладан 
Р ( | А' — и\ < at) 2Ф (/)

ни хосил циламиз. Хусусан t 3 булганда
Р ( | А' - а ! < Зо) - 2 а» (3) 2 0,49865 0,9973 (30 9)
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га эгамиз, яъни нормал такснмланган тасодифий мицдор чет- 
ланишинннг абсолют киймати буйича учланган уртача квадра­
тик чстланишдан кичик булиш эхтимоллиги 0,9973 га тенг. Де­
мак, четланнш абсолют кипматининг учланган уртача квадратик 
четланншдан ортик булиш эхтимоллиги 0,0027 га тенг. Бундай 
Ходисаларни кичик эхтимоллик ходисаларнинг мумкннмаслик 
нрннцнннга асосан амалда мумкин булмаган ходисалар деб 
хисоблаш мумкин. Бош^ача айтганда, агар тасодифий мицдор 
нормал такснмланган булса, у холда битта синов натнжаснда 
унинг четланишининг абсолют киймати уртача квадратик чет- 
ланншнинг уч баробаридан ортик булмайди деб ишониш му.м- 
v мн. Бу тасднк «уч сигма» цоидасн деб аталади.

ЗГ з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Текис такснмланган тасодифий мнцдор таърнфннн айтнб беринг
2. Текис такснмланган тасодифий мнцдорнннг асосий сонлн характерис- 

тикаларн цийматларинн кфрсатинг.
3. Текис такснмланган тасодифий ми^дорларга амалнй мнсоллар келти- 

ринг.
4 Клндай таксимот нормал таксимот деб аталади?
5. Курсаткичли таь^симотнинг зичлик b.i таксимот функцняларининг ipa- 

фикларини ясанг.
6. Курсаткичли тацснмотнинг асосий сонлн характернстнкаларн кнймат- 

ларннн кСрсатннг.
7. 14.282— 14.307. 14.361 — 14.377- масалаларнн ечннг
8. Мшончлнлик функцияси таърнфннн айтнб беринг. Курсаткичли такси- 

мотнинг нШоичлнлик функцняснни ёзннг.
9. Капда и такснмот нормал такснмот деб аталади?
10. Нормал таксимот знчлигннинг графнгини ясанг ва бу знчлнкнинг асо­

сий хоссаларнни курсатиб беринг.
II Нормал такснмланган тасодифий микдор асосий сонлн характернсти- 

каларининг цийматларинн курсатиб беринг.
12. Нормал такснмланган тасодифий микдорнннг берилгаи ннтервалга ту- 

1ПН п эхтимоллигини хисоблаш учун форм уда нн курсатннг.
13. Берилгаи четланнш эхтимоллигини хисоблаш учун формуланн ёзннг.
14. «Уч сигма» ^оидасинннг мо\няти нимадан иборат?

31-§. Чебишев тенгсизлиги
Оммавнй тасодифий ходисаларнинг тургунлнк хоссасн инсо- 

ннятга жуда наднмдан маълум. У кайсн сохада на мос* н булма- 
снн. мазмунн куйидагича: хар бир айрнм ходисанинг аник 
хусуснятларн бундай ходисалар мажмуининг уртача натнжаенга 
деярли таъсир этмайдн; уртача натижадан хар бир айрнм хо- 
днеада буладиган тасодифий четланишлар узаро йукотиладн, 
енллнкланадн. Дйни шу уртача натижалар тургунлигн кенг маъ- 
нода тушуниладиган ушбу «катта сонлар цонуниэнннг мазму- 
нинн ташкнл цилади: катта сондаги тасодифий х°дисаларда 
уларнинг уртача натнжаси тасодифнйлнгини йуцотади ва уни 
катта мукаррарлнк билан башорат килиш мумкин.

Эхтимоллик назариясида «катта сонлар конуни» денилганда 
тор маънода бнр катор математик тсоремалар тушунилади ва

279



уларнинг хар бирида катта сон- 
Г~~1 ’ j * с , даги тажрпбалар уртача харак-

д гпх в  тернстикаларининг у ёкн бу
шартларда бирор маълум узгар­
мас микдорлар га я^инлашиш 

но-шакл. факти белгиланадн.
Катта сонлар цонуни э\тимол- 

лнк назариясининг амалиётга 
тат'иклари учун назарий асос буладн.

Ч е б и ш е в  т е н г с и з л и г и .  Чекли дисперсияга эга бул­
ган исталган X  тасодифий мицдор учун .\ар бир е>0 да

/* ( I -V —  (31.1)
тенгеизлик иринли булади.

Исботи. X  тасодифий микдор узлуксиз, / (дг) унинг таксимот
зичлиги булсин. Сонлар укнда А В [тх -р. т х, + р| оралик ажрата- 
миз (140- шакл). У холда

D(A’)= \ (а- — т х)- / (д) dx \ \х — т х|- / (х) dx >

> \ (х — гпхУ / (дг) dx,
I х—т х | е

Су ерда интеграл ости да ги \х т х |>е ёзув интеграллаш Л В кес- 
манинг ташки кисми буйича бажарилишини билдиради. Интеграл ос- 
тидаги ( х ~ т х) ни р га алмаштириб, куйидагинн хосил и̂ламнз:

D(X) > \ er f  (л) dx — е2 \ f (a ) dx = р2 Р (! X  — гпх | > р),
| х ~ т х I г I х - т х I е

бу ердан эса узлуксиз тасодифий микдор учун Чебишев тенг­
сизлиги келиб чнкади.

Дискрет тасодифий микдор учун исбот шунга ухшаш булади. 
/Мисол. Математик кутнлиши т х ва днсперсияси ох булган X  

тасодифий микдор берилган булсин. X микдор узининг математик кутн­
лишидан камида 3 ох га четланиш эхтимоллнгини юкоридан бахоланг. 

Ечиш. Чебишев тенгсизлигида р Зстх деб оламиз:
р  / V- „  , ^  о  _  ч ^  D ( X )  •(|.V т х\ >  З а ) < = —.

9 а : *
Бу мисолдан куриниб турнбднкн, Чебишев тенгсизлиги анча 
^упол ба.\о берганлнги учун унннг амалиёт учун а.хамннтн 
чекланган (нормал таксимот учун биз ю^орнда аниклаган 
эхтимоллик аслида 0,003 га тенг, яъни жуда кичнк).

Чебишев тенгсизлиги бош^ача шаклда — царама-^арши 
\одисага ннсбатан хам ёзилишн мумкин: тасодифий микдорнинг 
математик кутнлишидан четланишииинг р > 0  дан кичик булиши 
эхтимоллиги
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еР ( | Х —m | <е) > I (31.2)

32- §. Богликмас тасодифий микдорлар учун катта сонлар 
цоиуни. Чебишев теоремасн

Чебишев теоремасини курнб чикишдан олдин ушбу таърнф-
ни берамнз.

Т а ър и ф. Агар исталган f >0 (хатто исталганча кичик) учун

тенглик хрипли булса, Х (1 Х „  . . , Хп, . . . тасодифий микдорлар 
кетма- кетлиги а узгармас микдорга э^тимоллик буйича якинлашади 
дейилади, яъни 6 > 0 сон ни цанчалик кичик килиб олинмасин, шун­
дай А’ (е, 6) сон топиладики, кетма- кетликнинг барча п .> А’ номерли 
\адлари учун

тенгснзлик бажарилади.
Ч е б и ш е в н и н г у м у м лашган т е о р е м а с и. Агар X ,, А 2, 

. . ., А'г. . . . кетма- кетлик хар иккитаси богликмас булган тасо­
дифий микдорлардан иборат булиб, уларнинг дисперсия три текис 
чегараланган, яъни шундай С сон маеvct/дки, D (X,) < С, D (Х2) < 
< С, . . ., D (X J  < С, .. .. булса, у холда пшсодифий мшфорлар

Бошкача айтгаида, теорема бундай даъво килади: дисперсия- 
лари текис чегараланган етарлича катта сондаги борлицмас 
тасодифий микдорлар учун бу тасодифий микдорлар урта ариф- 
метигининг улар математик кутнлишлари урта арифметигидан 
четланишининг абсолют цнймати истаганча кичик булишини 
амалда мукаррар ^однса деб хисоблаш мумкин,

И с б о т  и. Боглнцмас тасодифий микдорлар йириндисининг 
математик кутилиши ва дисперсиясини топиш кондалари буйи­
ча куйидагиларнн хосил ^иламиз:

lim Р (| X rt — а \ <е) — I (32.1)

Р (| X" — а I < f) > I 6 (32.2)

п
(32.3)

кетма- кетлиги ----:---
буйича якинлашади, яъни

М (.У,) -  AI (У г) . . .  -  .И (АЯ) сонга э\тимолликп

lim  р  ( -VИ-А « t -̂ т. И (A't) .Vf (А>*-. . , ЛГ(Л'Я>
/I —J3 \ n n

< e) I. (32.4)

M (K„) = M I
ft / n

D <!'„)« £> | .У, -  X , -  .V, j _  D (A.i D (.V.) . . .  и  (.V,)



Чебишев тенгсизтигини V,, тасодифий микдорга татбик килиб.

Р  < 1 У , - '< ' ) >  1 -

ми хосил килэмиз. Бу ерла эхтимоллик I дам катта бу.та олмас •- 
гммм лисобга олсак

4c6 hm jcb  умумлашган теорсмасининг таърнфида биз тасо- 
дифий микдорлар, умуман антганда турлн математик кутилишгз 
ага деб тахмнн цилдик. Амалда эса купинча, барча тасодифий 
микдорлар бнр хил математик кутилишга ва текис чегаралан- 
ган днсисрсняларга эга булади. Агар бу микдорлардан \ар 
бирннмнг математик кутилншини а билан белгиласак, у холда 
уларнинг математик кутилншларининг урта арнфмстнги чам, 
равшанки а га тенг булади. Энди биз хусуснй Чебишев теоре- 
масини таърифлашнмиз мумкин.

Чебишев теоремаси А,, А2......  А"ч, . . .  .уар иккитаси
Согликмас булган тасодифий микдорлар кетма-кепииги булиб, бир- 
галикда чегараланган дисперсияларга (исшаган i учун D (А,) < С) 
(.и бир хил М (А,) а математик кутили иларга эга бфлеин. У 
холда к > 0 кандай булмасин

тенглик уринли.
Бу теорема махсус нсботнн талаб килмаелнгн равшан.
(32.0) формуланннг мо.ушти куйидагича: теорема шартлари 

бажарилганда етарлнча катта сондаги боглнкмас тасодифий 
мнкдорларнннг урта арифметнгн тасодифий микдор характерини 
нукотади ва «деярлн» нотасоднфнй микдор булиб цолади, чунки 
у а га нстаганча яцнн цнйматларни муцаррарликка яцин эхтн- 
моллнк билан кабул цилади.

Пировардида бу хусуснй Чебишев теорсмасининг амалиёт 
учун фавцулодда мухн.млигнни таъкидлаб утамиз: у улчашлар 
назариясида доимо ншлатнладиган урта арифметик циймат 
кондаемга асос булади. Бунинг маъноенни тушунтирайлик. Бн- 
pop физик катталнкнинг ча^мкий киймати и ни (масалан, би- 
рор деталнинг улчамннн) топнш талаб килннаётган булсин. 
Бунинг учун бир к^тор бир-бирига боглнкмас улчашлар утка* 
замиз. Хар кандай улчаш бнрор хатолик билан булади. Шунинг 
учун хар бнр мумкин булган климат А/(/ — улчаш номери)

lim Р | А, ЛЦЛ',1 ЛН.Уа) . . .  %f <-Vw) j
п п

булади. Теорема исбот к или иди.

lim Р — а <е (32 5)п



тасодифий мицдордир. \ар бир улчашда систематик хатолик­
лар иуц деб фараз киламиз, яъни и ха^нцин цнйматдан у ёки 
бу томонга четланишлар тенг э.угимоллнкднр. Бу .\олда барча 
А,- тасодифий мицдорларнииг математик кутнлиши Спр хил ва 
а га тенг. яъни М (Х ( )*=а. Пихоят, улчашлар бирор кафолатлн 
аниклик билан утказилади, деб фараз цнламиз. Бу барча улчаш­
лар учуй D (X j )^ C  демакднр. Шуидай килиб. хусусий Чебишев 
теоремаси шартлари бажариладн, шу сабабли агар улчашлар 
сони старлича катта булса, у холда амалда мукаррарлнк билан 
бундай тасдицлаш мумкин: улчаш натижаларинннг урта ариф­
метик циймати а хацнцни цийматдан истаганча кам фарк 
цнлади.

33-§. Я. Бернулли теоремаси
Я. Бернулли теоремаси катта сонлар цонунининг жуда мухим 

ва тарихан бириичи шаклнднр. У .\одисанинг нисбий частотасн 
билан унинг эхтнмоллигн орасидаги богланншнн аннклайдн.

Берн  у л л и т е о р е м а  с и. Бир хил шароитлар()аги бог- 
лицмас синовлар сони чекснз ортгани<)а царалаётган А .\odu- 
санинг р* нисбий частотиси унинг хар бир айрим синовОаги 
эхтимоллиги р га э^тимоллик буйича яцинлаишди, яъни

lim Р (\ р* — р\ < р) - I. (33.1)н—*
С; ерда />■* =-- - шу /1 ходисанинг биринчи и та синопдаги нис- п
Сии частотиси.

Бошцача айтганда, старлича катта п ларда кузатилган р* 
киимат р э.\ти молли кии иг такрибий цинматиии юкорн даражада 
аниклик билан беради, деб амалда ишониш мумкин.

Й с бо т и .  Ушбу тасодифий мнкдорларнн киритамиз:
Х { — царалаётган А .\однсанннг 1*синовда руй бериш сони; 
Л*2 — царалаётган А .\одисанинг 2- синовда руй бериш сони 

па х. к. Бу тасодифий мицдорларнинг \аммаси бир хил такси­
мот цонуннга эга булиб, у ушбу цатор куринишда булади:

X. I ”  А- I р
бу ерда q I — р.

N ларнинг хар бирчнинг математик кутнлиши р га тенг. дчспгр-
сийси эса \ pq га тенг (23- §. 2-мнсолга ц.). Сунгра

/х/ />(!— />)-— (/>• — Р) 0,25 — (/> — 0,5)*’ < 0.25.
иън! дисперсиялари чегаралангаи. Шу сабабли Чебишев теоремаси га
курз

I irn Р 11 -* • А*- -  Г
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р* — —— —— — 1— — эканини хисобга олсак, Игл Р( 1/7*—р\ <П п -»оо
< Р) - 1.
Теорема нсбот цнлиндн.

1! у а с с о н т е о р е м а с и. Боглицмас синовлар утказилает- 
гин булсин ва А ходисининг i- синовда pijit бериш 1\;тимоллиги 
pt га тенг булсин. У \олда синовлар сони чексиз о рте инида 
А ,\одисанинг нисбий частотаси р,, р2, . . рп э^тимолликлар- 
нинг урта арифметигига эутимоллик буйича якинлашади, яъни 
ушбу тенглик уринли:

lim P i p * --- —  -gg- I < e j = |.
\ n I

Бернулли теоремаси Чсбншев хусусий теоремасндан ^андай 
келтнриб чн^арнлган булса, Пуассон теоремасн Чебишев умум- 
лашган теоремасндан шундай келтнриб чнкарнлади.

М а р к а з и й л и м и т  теорема.  Марказий лимит теоре* 
малар тасоднфнй ми^дорлар йигиндиларн кстма-кетликлари* 
нинг цачон нормал та^симотга буйсунншинн ани^лаб берувчи 
теорсмаларднр. Улар бир-бнрларидан йнгнндннн ^оснл >\илади- 
ган тасоднфнй ми^дорлар таценмот цонунларнга цуннладиган 
шартлар билан фар^ цнладн.

Бу ерда бнз марказий лимит теорема нинг энг содда шаклини 
таърнфлаймнз, у цушилувчмлар бир хил тацеимланган хол учун 
хосдир.

Теорема. Агар X,, X ........ \п — ботликмас тасодифий миц-
дорлар булиб, математик кутилиш и т  ва дисперсияси о- булган 
бир хил тацсимот конунига эга булса, у холда п чексиз ортганидап

V  А —пт

* ' ■_=---  нинг тацеимот цонуни математик кутилиши 0 ва
у па

дисперсияси I булган нормал таксимотга якинлашади.
Муавр — Лапласнинг локал теоремасн бу теореманннг хусу­

сий .холи эканннн айтиб утамнз.
Мн сол .  <\ар бири [0,4] кесмада текис тацеимланган 75 та 

боглнкмас тасоднфнй микдорлар кушилмокла. Бу тасоднфнй 
микдорлар йигнндненнинг знчлиги учун такрибий ифодани ёзинг 
ва йнгиндн 120 дан 160 гача оралн^да булнш э^ти мол лигнин 
топннг.

75
Ечиш. А' = V  Х к, бунда Х к лар [0,41 ораликда текис та̂ сим- 

*=i
ланган тасодис[жй микдорлар. У холда

I I /V  \ 4 ^ °  о r uv \ ( 4 — 0|« 4rn, = W(At) = — —  = 2. Ц Х„) -  —

М арказрй  лимит теореманннг шартлари бажарилмо^да Шу- 
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нинг учун тасодифий мн^дор та^снмот зичлигн f(x ) та^рнбан 
нормал та^симот зичлигига тенг булади, яъни

(х ~ тх >*

, 2 о-
/ (  V) =  - Л и  *  ох , 2 я

бу ерда
75

т
/ /О «Э

,  - И | V  А'-) = V  Л1 (X,) 75-2 = 150.
1*1

Oi = O ( V x i ) = 7 5 i -  = l00

вз. демак,
— (х—150)*

f / * 1 200/ ( а ) « ---- ZZ г
10 , 2 л

Энди нпанаётган э.угимолликни .\исоблаймиз:
Р  (120 < X  < 160) Ф  ^169.Г 1501 ф | ~ , -  

«= Ф (I) -г ф (3) = 0,3413 -г 0,49865 &  0,84.

Уз-узини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Катта сонлар щонунннинг мо.хиятн нимадан нборат?
2. Чебишев тенгензлигннн ёзинг.
3. Эхтимоллик буйича якинлашиш таърнфини айтнб берннг.
4 Чебишев умумлашган теоремаеннн айтнб беринг. Уин нсботланг.
5 Чебишев хусуснй теоремасини айтнб беринг ва унинг амалист учун фав- 

цулодда мухимлнги нимадан нборатлнгнни курсатнб беринг.
6 Бернулли теоремаеннн айтнб беринг. Уни нсботланг.
7. Пуассон теоремаеннн антиб беринг.
8 .Маркалнй лимит теореманннг мазмуни нимадан нборат? Унинг энг сод- 

да шаклинн айтнб беринг.
9. 14.542-14.572- масалаларни ечинг.

34-§. Тасодифий аргументнинг функцияси
I. Эхтнмоллнклар назариясининг бир цатор амалнй масала- 

ларида X тасодифий мицдор билан богланган
У=ц(Х)

тасодифий мпидорни урганишга тугри келади, бу ерда y = q(x) 
берилгаи функция. Масалан, автоматик системанинг чицишидаги 
сигнал бу система бирор параметри тасодифий цийматининг 
функцияси, квадратнинг юзи У =Х2 (бунда X — квадрат томо- 
нини улчаш натижаси) — тасодифий функция.

II. X — дискрет тасодифий мицдор булсин:
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У .\олда >' = •[(.V) тасодифий микдорнинг математик кутнлиши 
ва днсперсияси ушбу формулалар билан аннцланадн:

f=i
.V узлуксиз тасодифий микдор булган холда эса У = ц(Х) 

тасодифий микдорнинг математик кутнлиши ва днсперсияси уш­
бу формулалар билан аницланади:

III. Амалиетнинг купгина масалаларида, айницса, математик 
статистикада, тасодифий аргумент функииясинннг математик 
кутнлиши ва днснерснясннп топишнннг узи купинча етарли 
булмайдн, унинг тацсимот цонунини \ам топнш зарур буладн. 
.V аргумент дискрет тасодифий мицдор булган .\олнн 22- § да 
куриб утган эдик.

Dv ерда бундай масала цуйнлади: тацсимот знчлиги маълум 
ва f(x)га тенг булган А тасодифий мнцдор берилган; бошка У 
тасодифий микдор у билан V=q(.Y) функционал богланиш 
оркали богланган, бу ерда ц (Х )— шу X мицдорнингбарча мум­
кин булган цинматлари жонлашган бирор Ju, Ь\ оралнкда >з-

'I
т у .VI ()') - V  ,, (Л.) р .. <34 1)

D O ) М (>' - mjf V  (Я (Xi) — my)* Pi. (34 2)

т у - М (К) -\ ч (х) f (х) dx. ( 34 3)

г *
О (У) \ (  ̂ (.г) — т у)г J (х) dx. (34 4)

луксиз функция (а — —оо, Ь=+ оо 
булиши истисно цилинмайди) ) 
тасодифий микдорнинг g(y) тац- 
снмот зичлигннн топнш талаб 
килииади.

By масалани хал этишда ик- 
у и холи и каранмнз:

о

141- мткл

-Г Г' лх

1 ) А\ о н о т о и ф у н к ц и я 
б у л г а и х о л. Аввал ц (х) 
функция юцорида курсатилган 
оралнкда монотон усувчи ва унга 
тескари х = $(у) функция тегиш- 
ли оралнцда монотон усувчи, 
узлуксиз ва дифференцналланув- 
чи функция булсин. Оу укда 
(у. у + .\у) интервални оламиз ва 
уни .V= «j*(у) функция ёрдамида



Ot укка акслантнрамиз: (.v, л'4-A.v) интсрвални \оснл ^иламиз 
(141* шакл).

(и  <  Y <  у -f А у) i>:i (х <  X  <  а* Ад) ходисалар эквивалент, 
яъни Р {у < У  < у г А у) Р (х < X < х — Ад) ва. демак.

/ 4 i : ~  Р  ( / / < > ' < / /  \ »/) Р ( Х < Х < Х  \ X»g(y) lim — 1------1 ;— limд U -о Ну д х -.о Л и
Д if—с

_ / Р ix <  X <  JT-t- Д JT> Л ДГ f / . * Г / А ! V||Ш ----------------- ^  f(x)-x f ( x ) t  (у).
Ах -о Л X А и '

• Д у- 0

Агар / (л) функция моноток камаюччи булса, у \олда юкррндаги му 
ло\а:1а.сар каГ-и

RUj) / *! (//)• 1'Г (//) | 
ни хосил ки.тамнз. И к кала \олнн бнрлаштирамиз:

Я О/) / (♦ О/)) I <0)1. v (34.5)
1-м и сол. А' тасодифий мнцдор j — ~| интервалда текис так-

симланган. Y sin А' тасодифий мицдорнинг g (у) таценмот знч.тнги- 
ни топниг.

L ч н in. X тасодифий мт\дорнннг / (х) зичлнгиии топамиз. А миц- 
дпр J — j\ интервал да тек не та̂ симланган. шунинг учун бу ин­
тервида

/ (д) . ---!--  = J-.
я 2 — (—я 2) я

бу интервалдан таш̂ арида эса / (д) 0. у sin а — Т ’ | шпеР'
валда усувчи ва. демак. изтанаётган зичлнкни тониш учун (44.5) <|юр- 
мулани кСлланиш мумкин. i|- (у) arcsinу булгаилиги учун if' (у)

1 » I — у-. Су игра / (х) I л булгани сабабли / ( (у)) - I л.
(34.5) формула га асогач у£ | — 1. 1 I ннтервзлда

g (у) I л I I —у-, 
бу интервал дан ташкарнда g (//) 0.

I [ I
Текшириш: \ g (у) dy - — ( **!!__: — ) <i" =*

» 1 - о 1 1 •
2 |1 2 я .— — arcsin // ,я |о я 2
2) Помон отон функция булган хол. Знчлнгн f(x) булган

узлуксиз X тасодифий ми̂ дор вэ у q (х) функция .V мнкдорнинг
барча мумкин булган кийматларн жойлашган \а, Ь\ оралнкла ди|х|к-
ренциалланувчи ва булаклн- узлуксиз булсин.

|а. дг,[. ).v,. л'«(, . . .. ).vk ,, Ь[ ш у  ч (л ) функинянинг монотонлик ора-
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лнкларн ва (у) функция »| (л*) функцняга 1«, л*,( ораликда тескари 
функция, (I/) функция <|> (дг) функцияга ).v,. .v2| ораликда тескари 
функция булсин ва хоказо. У холда У <f (А) тасоднфнй микдор*
НИНГ ЗИЧ.1ИГН

g (//) / ( 1̂ (у)) I 1  (У) I + / (’J'.. (у) ) * ’> (у) I 
+ / (У)) 1ЧЪ (у)1

4 -
(34.6)

формула буйича хнсоблаинши мумкин. Бу даъвони бнз исботсиз ка­
бул киламнз.

2-ми со л. X  тасолифий ми к лор т х ва ах параметр.»! норма • так- 
симлангаи. У  = X 1 тасоднфнй мн̂ дорнинг знчлигини топннг.

Ечиш. Бу холла <р (х) =.<*, а = — сю, Ь --= — оо. у <( (лг)=х2 
функция )— оо; + оо| ораликда монотон эмас. Бирок д £ ] оо. 01 
ораликда камаяди па (у) - * у тескарн функцняга эга, )0, ■+■ оо! 
ораликда эса усади ва \|\, (у) I у тескари функнняга эга. V тасо- 
дифий микдориинг зичлиги

/ (х) = —zz с
I 2 я

куринишла экаи липши хисобга олнб иа (34.6) формула пи татб»ц этиб, 
куйидагини хосил киламнз:

- (- 1
/ ч I 2g (У) = — —  е

I 2 я
—  1

2 1 у 

I

- О V»1

» 2яу
е " (//> 0).

2 I у

3 5 - Нормал та^симланган аргумент чизикли 
функциясининг хусусиятлари

А тасоднфнй микдор

ж 2 0 *

Or I 2 Я

знчлик билан нормал та^симланган булсин, К тасоднфнй ми̂ - 
дор эса у билан >=aX-f b чизикли функционал богланиш билан 
боглаиган булсин. Y тасоднфнй мнкдорнннг тацсимот конуннни 
топиш талаб этилади. Ечимии ушбу жадвалда икки устунда 
жонлаштирамиз: чапдаги устунда масаланннг умумий ечимида 
кабул дилинган функциялар, унгдагн устунда эса царалаётган 
масалага мос аник функциялар жойлаштирилган.
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/ W

(х—тх )*
1 2о;
, —  еО.г )  2 л

у = ф М у = ах -f Ь

* = ф (у) у — Ь х — *• - - 
а

Ч3' (у)
1
а

1Ч>' <у)\
1

М

8 (У) -  / М  (У)) (!/)|

( * г - Г
j 2 а2

е (у) -  -г— е |о| 0 Х V 2 л

g (у) ифодани алмаштирамнз:
[у— (am х +*>)]*

, 2в* 0- , ч 1 х
S (у) =  —--- —  е

lal ох у 2 я
Бу эса

т у = а/их -f b
° и=\а\ох (35.1)

параметрли нормал цонуннннг узнднр.
Шундай цнлнб, нормал цонунга б^нсунаднган тасодифий 

аргументнинг чнзицли функцияси ^ам (35.1) формулалар билан 
аницланадиган нормал цонунга буйсунади.

36- §. Боглицмас тасодифий мицдорлар йигиндисининг
тацсимоти

Илгари биз шу бобнннг 14- § ида иккита дискрет А' ва Y та­
содифий мнцдорнинг

Z = X  + Y
йипшднснни урганиб, унинг тацснмот цонунннн топган эдик. 
Агар А' ва Y узлуксиз ва боглицмас тасодифий мнцдорлар б£- 
лнб. уларнинг зичлнклари маълум ва мос равншда ft(x) ва 
fa (У) га тенг б£лса, у ^олда Z = A-fK тасодифий мицдорнинг 
g(z) зичлик функцияси
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+ (
б (г) = j  /х (х) /, (г — a )  dx ёкн £ (г) = \ /, (г — //) /2 (г/)

—оо —Ж
формулаларнинг исталган бирндан топилиши мумкин. Агарда 
А' ва Y тасоднфнй мнцдорларнниг мумкин булган цнйматларн 
манфнймас булса, у ^олда g(z) ни ушбу формулалар орцалн 
топклади:

g (г) = }’ fi (х) U (г — х) dx ёки g (г) = fx (г— у) /2 (у) dy. 
о о

Богликмас тасоднфнй мнцдорлар йнгиндисининг тацснмот знч- 
лигинн тацсимот цонунлари композици.чси деб аталади.

Эхтимолликлар та^симот цонунларн композицнясн яна фацат 
параметрлари билан фарцланаднган уша цонуниинг узн булса, 
бундай та^снмот ^онуни тургун та^симот деб аталади. Нормал 
цонун тургунлнк хоссасига эга экаилнгини курсатнш цийин эмас: 
нормал цонунлар композицнясн яна нормал тацснмотга эга бу­
лади (бу компознциянннг математик кутилнши па дисперсияси 
кушнлувчиларнинг мос равишда математик кутнлишлари ва 
днсперсиялар йнгннднларнга тенг). Масалан, X ва ) борлиц- 
мае тасоднфнй микдорлар булиб, нормал та^симланган >̂ амда 
математик кутнлишлари ва дисперсияларн мос равишда а 1 = 2, 
а2 = 3, D|«=1, D2=\,5 булса, у \олда бу мицдорларнинг компо- 
зицияси (яънн Z = X+ Y йигиндииинг таценмот зичлнгн) \ам 
нормал таценмланган, бунда компознциянннг математик кути­
лнши ва дисперсияси мос равишда о = 2 + 3 = 5, D= 1 + 1.5 = 2.5 
буладн.

Ми с о л: А' ва Y борлн^мас тасоднфнй микдорлар курсат- 
кнчли тацеимот цонунларнга эга:

fi(x) =
О, —  оо <  .v <  О,

\-е * , 0 < х< -г оо: —3

0. — оо < у < 0,
_  v_

— е 4, 0 < у < + оо.
4

Бу конунларнинг композициясннн, яънн Z = X-f) тасоднфнй 
мик,дорнинг та^симот конунннн ёзинг.

Ё ч и ш. X  на У тасоднфнй мицдорларнинг мумкин булган ций-
г

матлари манфиймас. Шу сабабли g(z) - \ /1(л)/2(г— л*) dx =
о

= dx = — е~“ ' f е~*!П dx = е~‘!' ( I -  <Г,/1!).
.) 3 4 12 Jо о

Шундай цилнб,
|0, —  оо <  z <  0,

о <; z < + оо.
10, —  оо < z < С

* (г) = { «-"‘ (1- < - П
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Уз-уз инн т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тасодифий аргументнинг фуикцнясига дойр мнсоллар келтнрннг.
2. Тасодифий аргумент функцнясининг математик кутилиши ва дисперсия* 

си каидай аникланадн?
3. Битта тасодифий аргумент монотон функцнясининг такснмот зичлнгп 

^андай топиладн?
4. Битта тасодифий аргумент номонотон функцнясининг тацснмот знчлнги- 

нн ёзннг.
5. Нормал такснмланган аргумент чизикли функцнясининг такснмот к°* 

нунн кандай?
6. Иккита богли^мас тасодифий микдор йигиидисннинг такснмот зичли- 

гннн ёзннг.
7. Тацсимот конунинннг тургунлнк таърнфнни айтнб беринг.
8. 14.498—14.511, 14.528— 14.536- масалаларнн счннг.

37- §. Тасодифий микдорлар системаси хакида тушунча.
Икки улчовли дискрет тасодифий микдор эхтимоллигининг

таксимот коиуни

Шу ва^тга цадар биз .\ар бири битта сон билан аншуланади- 
ган тасодифий мнкдорларни ургандик. Бундай микдорлар бир 
улчовли деб аталади: нуцсонли буюмлар сони, тсшик диаметри, 
снариднннг учиш узоцлнги ва бош^алар.

Бир улчовли тасодифий мицдорлардан таш^арн, мумкин 
булган цинматлари иккита, учта, . . п та сонлар билан аннкла- 
надиган тасодифий микдорлар хам урганнладн. Бундай микдор­
лар мос равншда икки, уч, ...,// улчовли тасодифий микдорлар 
деб аталади.

Икки улчовли тасодифий микдор (X, У) оркалн белгнла- 
нади. .Y ва У микдорларпинг хар бири ташкил этувчилар (ком- 
понентлар) деб аталади. Бу иккала тасодифий микдор бир вакт- 
да каралганнда иккита тасодифий мицдор системасини хосил 
килади. Шунга ухшаш, уч улчовли (.V, У, Z) тасодифий 
микдор учта A', У , Z тасодифий микдор системасини аник* 
лайди.

1- ми сол. Станокда пулат куймалар штампалаиадн. Агар 
назорат килннадиган улчамлар унинг буй и Л н у  э н и  Г булса, у 
холда икки улчовли (X, У) тасодифий Miiiyiopra. агар бунга 
Кушимча Z баландлиги .\ам назорат килннса, у .\олда уч улчов- 
ли (.Y, У, Z) тасодифий мнкдорга эга буламиз.

Пкки улчовли (А, У) тасодифий микдорнн геометрик нук- 
таи назардан текнслнкдагн М(Х, У) тасодифий нукта снфатида, 
яъни координаталари тасодифий ну^та сифатнда талкнн этиш 
мумкин.

Пкки улчовли дискрет тасодифий микдорнннг та цен мот кону* 
ни деб, бу микдорнннг барча мумкин булган кийматларн ва
уларнинг эхтимоллари pif = Р (X  х(, У = у.), / I, 2, . . . ,  л, j =*

1,2........ т  руйхатига айтиладн. Таксимот кону ни одатда жадвал
шаклида берилади.
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н X1 X» Xi xn

У\ P ll Р ч  { Рп Pn\
Ух Р ч Рп Pit Pn2

Ут Plm Р?т j Pirn Pnm

(X  =xit Y = у )  i = 1, 2........ n\ j = 1, 2, . . .  , m .ушсалар
ĵ ap иккитаси биргалнкда булмаган .ушсалар: шмг тула гуру.уши \о- 
сил ^лганн учун

Икки ^лчовлн дискрет тасодифий мицдорнинг тацснмот 
цонунини бнлган .\олда уни ташкил этувчнларннниг .\ар бири* 
нинг тацснмот цонунпнн топнш мумкин. \ацнцатан,

(X = xt; Y = y j, (X  = Х{, Y = у2)........ (X = дгд; У = ут)
з̂ одисалар биргалнкда булмаганлиги учун цушиш теоремасига кура

p{xj «  Р (Х  -  x j  = Р (Х  = хд; Г  = у,) +
+ Р (Х  = дгд; К = #2) 4- . . .  + Р (Х  == Ар Y = //т).

р(дг2), л(*з)* • • • . Р СО э г̂имолликларни цам шунга ухшаш \исоб- 
лаймиз.

Y ташкнл этувчининг тацснмот цонунн .\ам шунга Схшаш 
топилади.

М и сол. Ушбу жадвал билан берилган икки улчовли (X, Y) 
тасодифий микдорнинг А' ташкнл этувчисннинг тацснмот цону- 
нини топинг:

X 1 4 7 8

0 0,10 0,05 0,10 0,15

— 1 0,07 0,12 0,10 0,06

4 0,05 0,03 0,07 0,10

Юцорнда айтилганларга асосан X тасодифий микдорнинг тац- 
симот цонуни бундан булади:

xi 1 4 7 8

pl 0,22 0,20 0,27 0,31

Текшириш: 0,22 + 0,20 + 0,27 + 0,31 = 1.
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38-§. Иккита тасодифий микдор системасининг таксимот
функцияси

Та ър иф .  Иккн Слчовлн (X, Y) тасоднфнй мн^дорнинг тац- 
симот функцияси деб, у .\ар бир (дг, у) сонлар жуфтн учун X 
тасодифий микдор дг дан кичик ^ийматни ва бунда У тасоднфнй 
микдор у дан кичик кннматни ^абул цилиш эхтимоллнгнга 
айтилади, яънн

F (х, у) = Р (Х < х ,  У < у )  (38.1)
Геометрик нуцтаи назардан, F (х, у) функция ?̂ ар бир (х. у) 

нуцта учун (X, Y) тасодифий мнцдорнинг учи шу (дг. у) нуцтада 
булган пасткн чап квадрантга тушишини бнлднради 042-шакл).

F(x, у) таксимот функциясинннг асосий хоссаларинн келтн- 
рамнз.

1- х ос с а. О̂ F (x ,  у ,)^\ .
Бу хосса Fix, у) функция ,\ар бир (а*, у) нуцта учун бирор

э.\тимолликнн нфодалаши, э.угимоллик эса 0 ва 1 орасида б̂ ли- 
шидан келиб чи^адн.

2-хосса.  F (х, у) функция аргументларнннг хар бири буйи­
ча каманмайднган функция, яъни

F (х2, у) > F(xlt у), агар хг > хх булса,
F(x, уг) > F (х, //,), агар у. > г/, булса.

Бу хосса геомстрнк нуктан назардан жуда аён. .\акикатан, х 
ортиши билан (квадрант чегарасннннг унгга сурилншн билан) 
ёки у нинг ортиши билан (квадрант чегарасннннг юкорнга сури- 
лишн билан) (A', Y) тасоднфнй нуцтанннг бундай квадрантга 
тушиш эдтимоллиги, яънн Р(Х<х; Y<y) = F(x,y) э.угимоллик 
камаймайди.

3- х ос с а. Ушбу тенглнклар урннлн:
F (— oo, у) = 0, F(x, — оо) = 0, F (— оо, — ос) = 0.

Ха1\икатан .\ам, F (— оо, у) = Р (Х  < — оо, У < у) = 0, чунки 
(X  < — оо) мумкин булмаган ходиса булганлигн сабабли (А' < — оо, 
У < у) .\одиса з̂ ам мумкин булмаган .уинса.

Калган иккн тенглнк ^ам шунга £хшаш исботланадн.
4- х о с с а. Ушбу тенглнк урннлн:

/■' ( -f ос; -{■ оо) =  1-
Ха^нкатан, (А < 4- оо, У' < -f ос) му- 

Каррар ходиса, шунинг учун
/"(4- оо; 4- оо) = Р (X  < 4- оо;

У <  -f оо )=  |.
5-хосса. Ушбу течглнклар уринли:

F(x: -foo ) = F t (х), F (4- оо; у) = Fz(у),
бу ерда F\(x) иккн улчовлн тасодифий
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мнцдор X ташкнл этувчисининг тац- 
снмот функцнясн, F2(y ) эса }' ташкнл 
этувчисининг тацсимот функцияси.

Хакикатан хам. У' <  -f- оо муцаррлр 
ходиса. Шунинг учун
F(x, -f- оо) = Р (Х  < х\ Y < оо) =

=  Р ( Х < х )  =  /: 1(а ).

Юкорндаги тенгликларнинг нккин- 
чиси хам шунга ухшаш исботланадн.

6-х ос с а. (X, Y) тасодифий миц- 
дорнннг х = а. х=Ь, у=с, y=d тугри 
чнзнклар билан чегараланган тугри 

туртбурчакка (143-шакл) тушиш эхтнмоллигн
Р(а < X  <Ь\ с < Y  < d) = F (b, d) — F(a, d) —

— F(b, c) + F(a, с) (38.2)
формула оркали хисобланиши мумкин.

39-§. Икки улчовли узлуксиз тасодифий мицдорнинг
таксимот зичлиги

Та цен мот функцнясн F(x, у) булган (X, У) икки улчовли 
узлуксиз тасодифий микдорни карайлик.

Т а ъ р и ф. Ушбу

тенглик билан аннцланадиган f(x, у) функция икки улчовли узлук- 
енз (A. Y) тасодифий микдор бнргаликдаги тацеимотннинг зичлиги 
ёки (A, Y) система таксимотининг зич.гик функцияси деб аталади.

Бунда F{x, у) функция иккинчн таргибли аралаш F ' (х, у) цоси* 
лага эга вз бу хосила бугун Оху текисликда, чекли соидаги эгри 
чизицларни нетнено этганда, узлуксиз деб фараз цнлннади.

Лагранж теоремасидан фэндаланиб,
f (). I j _  |jm Р ( х ~  А х > У — Ay) — f  (х. //-f A//)-—F (x ~  A х. y)-f F  (х. у) 

лж-*о A x S yЛу~* О
эканнни нсботлаш кнйин эмас. Шунинг учун (38.2) га асосан

I  (.г, у ) =  lim  У < У « Г г .-М . (39.,)
дх-о Ах-А уЛу ■♦О

Шундай цилиб, /(х, у) функция .̂ ар бир (а, у) нуктада сон 
жи.\атидан (X, Y) тасодифий нуцтанннг элементар тугри турт- 
бурчакка тушиш эцтимоллигининг унинг юзига нисбатини бу

у
\u-d}

С
ш Ш I t .  с )с (О-С*

0 1 b X

143- шакл.
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туFpn туртбурчак (x, у) нуктага . 
тортилгандаги лнмитнга тенг (144- 
шакл).

(39.1) формуладан цуйидагнни хо- у*&у 
сил кнламиз: (X, Y) тасодифий нуцта- у 
нннг учи (х, у) ну^тада ва томонла- 
ри Ах, А у булган элементар тугри V 
туртбурчакка тушнш эхтимоллиги  ̂
бундан ёзнлиши мумкин:
Р  (х < X  < х 4- А х\ у < У <  у 4- А У) = 144- шакл.

= (/(*, 0) + е)Дх-Лу, (39.2)
бу ерда Ах-* О ва А // —*-0 да е-*■().

111 унинг учун (X, У) нуцтанинг Оху текисликдаги бирор D сохага 
ту шиш эхтимоллиги ушбу тенглик билан ифодаланади:

/>((Х, Y)£D) = ff f(x, у )dxdy. (39.3)
D

(38.2) формуладан фойдаланнб ва F(x, у) функция ?qap бир 
(х, у) нуцтада (X, Y) тасодифий нуцтанинг учи (х, у) нуктада 
булган пастки чап квадрантга тушиш э^тимоллигини беришинн 
хисобга олиб, F(x, у) таксимот функциясини (f(x, у) таксимот 
знчлиги оркалн бундай ифодалашимиз мумкин:

F(x, //)= \ \ f(u, v) du du. (39.4)

Энди иккита тасодифий мицдор системаси такснмот зичлн- 
гининг асоснй хоссаларннн келтирамиз.

1-х ос с а. Такснмот зичлнгн манфнймас функция, яъни
f(x, у)>0.

Бу (39.2) формуладан айнан куриниб турибди, чунки А.т>0, 
Ау>0, f—►О, тенгликнинг чап томони эса манфнймас.

2-х ос с а. Такснмот зичлигндан олинган икки каррали ин­
теграл бирга тенг:

-4- -с -j- -v

\ \ /(*. У) dx dy = 1.
— ж

,\а»\икатан, (39.4) формулага асосан, куйидагига эгамиз:

\ \ /(*» y)dxdy = F (* f  оо; -Ь оо) = 1.
— V — X'

.Ми сол. у2 — у1 < 4 дойра да таксимот зичлнгн f(x, у) = С (2 —
— Vх2 + if ) формула билан берилгаи: донрадан ташцарида /(х, у) = 
= 0. а) С узгармасни тоиннг; б) (X, V’) тасодифий нуктанннг марка- 
зи координаталар бошнда булган радиуси бирга тенг дойра ичига 
тушнш э.\тимоллигинн топииг.

Ечиш. а)Тацсимотзичлигининг иккинчи хоссасидан фойдаланамиз:
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\ | 'С (2 - W  + У’ )dxdy = I.

Бун дан
C =

11 (2 — » x* + y*) Jx  Jy

Кутб коордчнлаларга утиб, куйидагин:! .\о:нл ^шмиз:
I 3

с  ** Г 8Л
I d ф I (2 — р) р d р 
о о

Шундай цилиб,

I—- (2 — Ух*+у- ), х*+у*^4,
f (*» У) — i Я хг _}_ yt > 4

б) Тасодифий нуктаж.нг айтилган доирзга (D со\а) тушиш э.\ти* 
моллигннн (38.3) формула буйича топам из:

Р «X, К) € О) = - i Г Г (2 -  V F + T I dx dy.
с  Л J J

1\утб координаталарга утиб, изланаетган эхтимолликни топамнз: 

p = 8-7jd<ri (2- p ) M p = { -о о
(X, У) системанинг таксимот зичлигини билган ,\олда ташчил эгув- 

чиларнинг таксимот зичлигини топиш мумкин, чунончи:
+00 "j-OO

fi(x) — J f(x> y)dy, f2(y )= \  f{x, y)(lx,
«— X:

бу ерда ft (x) — тасодифий X микдорнинг таксимот зичлири, f2(y) эса 
тасодифий У микдорнинг таксимот зичлиги.

^уйидагига эгамиз:
х +*

F i (x) = F(x, -f оо)= \ j  f(ut v)dudvy
—x — a,

бундан
4- ев

fl(x) = РЦх) = j  f{x,V)Jj.
—  00

Иккинчи тенглнк .\ам шуига ухшаш топилади.
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Уз-узини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тасодифий мнцдорлзр системаси таърнфкни айтнб беринг. Мнсоллар 
келтнрннг.

2. Иккн улчовли дискрет тасодифий микдорнинг таксимот крнуниии ёзинг. 
Ташкнл этувчиларнинг таксимот цоиунларн цандай ёзнладн?

3. Иккн улчовли тасодифий микдорнинг таксимот функцнясн таърнфннн 
айтинг. У геометрик нуктаи назардзн ннмани англатадн?

4. Таксимот функцкясинннг асоснй хоссаларнни айтнб беринг. Уларкн нс- 
ботланг.

5. Икки Улчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг таксимот знчлнги кан- 
дай таърифланадн?

6. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг берилган со.\агз тушиш
э.угнмоллнгнни .\исоблаш формуласнни ёзинг.

7. Тацснмот функцнясн знчлик функцнясн оркали цандай нфодалаиздн?
8. Иккн улчовли тасодифий микдор таксимот зичлигининг асоснй хосса- 

ларннн айтнб беринг.
9. Иккн Улчовли узлуксиз тасодифий микдор ташкнл этувчнлэридан кэР 

бнрннннг знчлик такснмотн кандай аннкланадн?
10. 14.378— 14.382. 14.389—14 399, 14 404 —14.413-мзсалзларнн ечинг.

40-§. Икки улчовли тасодифий микдор ташкил этувчиларининг 
шартли тацсимотлари

а) (.V. У) тацсимот цонунч маълум булган икки улчовли дискрет 
тасодифий микдор булсин:

*\ * » хп

*Ji Р\\ . . .  | Р п |

Уг Р п P i t | Р П2

Ут P irn P i n * * * Р „ т• пт

Айтайлик, сипов натижасида X тасодифий микдор х{ цийматни 
цабул цилган булсин; бунда V" тасодифий микдор узинннг мумкин
булган y lt уг........ ут цийматларидан исталган бирини бирор" эхти-
матлик билан кабул цитнши мумкин. Бу эхтнмоллнк, умуман ант- 
ганда, p{yt) = Р{У = у ) (бунда / = 1, 2, , т ) эхтимолликдан 
фарн; циладн.

Купайтнриш теоремасига кура:
Р (*/. У,) = Р  (X = х(\ У = у ) = Р  (X = xt)  Р (У  =-. уf j X  = х() =

= Р (*,) Р {у{ | х,),
бунда р (xt;  и) — шу X — х{ ва У = yi ходисаларнннг биргалнкда 
руй бериш эхтимоллигн, р (у .Х ;)  эса V' = у . .̂ одксанннг X  =xi хо­
диса кузатилгандаги шартли эхтиматлпга. Бу формуладан куйидаги- 
ни .\осил ци.тамиз:
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Ушбу

/  I ч Plxi * yfl

У Ух V* Vm

Р(Y \ x ~ x t ) Р Р Ы * 1  ) P(Vm\*i)

Жадвал У ташкнл этувчининг X  =  д,- дагн шартли таксимоти 
деб аталади.

Шартли э^тимолликлар йнпшднсн бирга тенглнгнпи айтнб утамиз:

/ 1 ч ,  /  ■ ч . - / 1 4  P <Xit yi) , p(xi  •P ( y , I* , ) + + . . .  +  P d / J X i )  =  ■ +  р { ч  - T

, P (Xj . Ут) _  P fr f  ) _  .

P ( * i ) P (J f/)

Шунга ухшаш, X микдорнннг тайинланган К =  /// (/== 1. 2» . . . ,  т )  
цийматдаги шартли тацсимот цонунларини царашимнз мумкин:

,  , ч P(*i • У/ )
Р ^ ) = - 7 ^ Г -

1-м и со  л. Икки улчовли (X, У') тасодифий микдор берилган:

X  ташкнл этувчининг У ташкнл этувчи У — А циймат кабул килди 
деган шартдаги шартли таксимот ьрнунини топннг.

Е ч и ш .  р {у г) =  p(x lt у 3) +  />(хг , у 3) 4- Р (v3, у3) +  />(** //3) =
=  0,05 +  0,03 +  0,07 +  0,10 =  0,25.

p (x, w = m . j l | = o, ,2 ,

Р ( х , Ю =* Р<Х" g,) =  —  =  0,28.
Р1»з> 0 .2 5

р (*/а) 0,2о
Т е к ш и р и ш: 0,20 4 -0 ,1 2  +  0,28 +  0,40 =  1.
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Жавоби.
х « * *

P(X\Y  =  4) 0 .2 0 0 ,1 2 0 ,2 8 0 ,4 0

б) (X, У) иккн улчовли узлуксиз тасодифий микдор булсин. Ушбу

! Ш  =  lim Р « < х < ‘ - - ь * \ у < г < » + ь 0
A X -.0  Л  X
Ду-»0

формула билан ани^ланадиган f(x\у) функцияни X ташкил этувчи- 
нинг берилган У =  у  кийматдаги шартли зичлигн деб аталади. Унинг 
суратнда X  тасодифий микдорнинг У микдор ]у ,  у  +  А у [  оралн^дан 
климат ^ бул  цилди деган шартда ] дг, д: +  Д х [ ораликда циймат ка­
бул килиш э.уимоллиги турибди.

Купайтирнш теоремасига асосан:

/(% ) =  lim £ ( * < * < » - ; .а * |? < г <.«---■*» „  
д х - о  А х
Ду—0

_  jjm Р ( х < х  < х - г  Ах; y < Y < y ^ r \ y )  _

Д х -о  А х- Р (у <  Y <  у -г  А у)
Ду-.0

_  j jm Я ( х < Х < х ~  Ах; и <  У <  у-Ь А у) ________1________  __ / (х .  у)
Дх-.О А х А у  P ( y < Y <  у -г  А у) / ,  (у)
Ду-»0

Шундай цилмб 

Шунга ухшаш,

А У

1 Ш  =  '-утт • (40 1 )ft (у)

! Ш  -  ^  (40.2)
fx (*)

ни хосил киламнз. Бу иккн формуладан
/(■V, //) =  / а (!/)/(-Ф),
fix,  у)  =  f x(x)f{y\x) (40.3)

муносабатларни хосил киламнз.
1иартлн зичлнк шартсиз таксимот зичлигннинг барча хос- 

саларига эга, хусусан,
Л-чо

f ( x \ y ) >  0, f f ( x \ y ) d x =  1;
— 30

/ № ) о, f  / № ) < t y =  1.
I. во

Бу хоссаларнинг тугрнлигнни текшнрнб куришни ^кувчига тав' 
сия киламнз.
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Тасодифий микдорларнинг богликлик ва боглнкмаслик ту- 
шунчалари эхтимоллик назариясининг энг мухнм тушунчалари- 
дан  биридир.

Узлуксиз тасодифий микдорлар учун )’ нинг Л' га боглиц- 
маслик шарти исталган у  да

/  (у\х) — fs (у) (41.1)
куринишда ёзилиши мумкин. Агарда )' тасодифий мицдор X 
тасодифий мицдорга боглик булса, у холда

f ( Ф )  т® I 2 О-)-
Тасодифий мнцдорнинг богликлиги ёки богликмаслнги доимо 
узаролнгини, яъни агар ) микдор X  га боглиц булмаса, у холда 
А’ микдор У мнкдорга богликмаслнгннн (40.3) формулалардан 
фойдаланиб к£рсатамнз.

Хацнкатан, ) мицдор А га боглиц булмаснн. У холда (41.1) 
тенглик урнклн. Иккинчи томоидан, (40.3) ф ормулаларга асо- 
сан

fi(y )f(x \{i)  =  f i(x )f(y 'x ), 

бундан, (41.1) ни эътнборга олсак,
f(x\y) = fi (л), 

ана шуни нсботлаш талаб  килннган эдн.
Тасодифий микдорлар борлицмаслигинннг содда аломатини 

келтнрамнз, у ушбу теорема шаклнда ифодаланади.
Т е о р е м а .  А’ ва У тасодифий м иц дорлар боглицм ас булиш и  

учун  (X , Y) систсманинг тацсимот зичлиги ташкнл этувчи тасо­
дифий м иц дорлар зичликларининг купайтмасига тенг булиш и  
за р у р  ва етарлидир:

/(* . У) =  / ,(*Ф ft(y)-  (412)
II с б о т  и. З а р у  рл  и г и. X  ва У боглицмас тасодифий мицдор- 

лар булсин. У .^олда
/  (х, у) =  / ,  (дг) f(y\x) =  / ,  (.v) • ft  (у).

Е т а р  л и  л и г и  [(а, у ) =  / ,  ( а )  [г (у) булсин. У .\олда (40.1) ва 
(40 2) тенгликлардаи фойдаланиб куйидагини .\осил киламиз:

/ ,  (х) -  £ £ j i  =  / (дг!//): / , (и) -  ^  =  f (у,х).
1г Uf) /I (х)

Теорема исбот цилинди.
Н а т и ж а .  Агар / ( х, у )  тацсимот знчлнгнни бнри фацат 

а- га боглиц, иккиичиси эса фацат у  га боглиц иккита функция- 
нннг купайтмаси курннишида ифодалаш мумкин булса, у >^олда 
А' ва У тасодифий микдорлар боглнцмасднр.

И с б о т и. /  (а, у) =  а  (л) • р (ij ) булсин. У холда

4 1 -§ . Боглик ва боглицмас тасодифий мицдорлар
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-*-» -f-» 4-x -i-»
\ f fix,  y ) d x d y =  \ \ a  (x) p iy) dx dy  =

—  Ж — X  — ОС — 90

=  f a (дг)d x ' \ $ i y ) d y  «  I;
— ас — x

/ 1W  =  ( /  (*, y) d y =  \ a  (.v) p (//) dy =  a  (.v) f  p (//) dy;
V «,
— °o — ас — «о

f2 (*') =  f /  (*. 1/) ^  =  f a(.v) p (i/) rf.v =  p ({/) f a  (x) dx.
— Ю —ОС —aO

+ « -boo
Бундан / t (дг) • / ,  (i/) =  a  (a ) f p (//) dy  • p iy) \ a  (дг) dx =

— ас — 30

=  a  (x) P iy) \  a  (x) dx ■ \ p (y) dy  =  a  (a) p (y) =  /  (a, */).
“ "00 —  90

Шундай килиб, биз f ( x t у) =  f t (x) • ft (y) ни хосил цилдик, бу 
эса X  ва Y  тасодифий миедорларнинг борли^маслигнни англатади, 
ана шуни исботлаш керак эди.

2 - м и с о л .  Икки улчовли (А', Y) тасодифий микдор ушбу

^ К' ^  ”  Л* (14- Х * ~ у * ~  х*у*)

таксимот зичлнгн билан берилгаи. А' ва Y тасодифий микдор- 
ларнинг боглиц ёки боглицмаслигини аникланг.

Е ч и ш .  Бу таксимот зичлигини ушбу купайтма курннншида 
нфодалаш мумкин:

fix,  У) =  — ■— г • — 1 ■ =  fi(x) U(y).  я (I — дг*> л (1 +  у1)

У  .уэлда натнжага асосан X  ва Y микдорлар богликмас.
3-м и с о л .  Икки улчовли дискрет (А, Y) тасодифий микдор 

бернлган:

2 4 5

1 0 .0 3 0 ,0 7 о .ю

3 0 ,2 0 0 ,1 0  ! 0 ,5 0

А ва У тасодифий мицдорларнинг боглицмаслигннн курсатннг.
Е ч и ш . Х =  2, А =  4, А =  5 ^одисаларнинг э.\тимолликларини 

топамиз:

p i  Y — oiу  _  п  =  ~  2; ^ ~  ^ _____ = 0  15
‘ ’ P ( Y =  I) 0 , 0 3 + 0 , 0 7  +  0 ,1 0  ’ ’
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P ( Y = \ )  0 , 0 3 -f- 0 , 074 -  0,10

Олинган натижаларнн ушбу жадвалга ёзамиз:

4 5

Р (Х  =  *4 ) 0,23 0,17 0,00

Р ( Х  =  Х[ | У =  1) 0,15 0,35 0,50

Жадвалдан куриниб турнбдики, Р (Х  =  х/) Ф Р ( X  =  | У =  1).

Бу эса X  ва У тасодифий мицдорлар боглиц деб хулоса чика- 
риш учун етарлиднр.

42- §. Корреляция моменти ва корреляция коэффициенти

Т а ъ  р и ф. X  ва У тасодифий мицдорларнинг корреляция 
моменти (ёкн ковариацияси) деб, цунидагн сонга антилади:

К яу =  M ( ( X - тх) (Y  -  т у)). (42.1)

Дискрет X  ва Y  тасодифий микдорлар учун бу формула уш ­
бу к$ринишни олади:

К , у  =  1  (*i -  т х) %  -  % ) Р ц ■ 
i- l

X  ва Y  узлуксиз тасодифий микдорлар учун формула бундай 
+00 +»

булади: Кху-= \ \ (х — тх)(у  — ти) f(x , y )d x d y .
— оо “"00

Корреляция моменти ифодаси математик кутилиш хоссаларн 
асоснда бундай алмаштирнлнши мумкин:

М  ((X — тх) (Y  — ту)) =  М  (X • Y  -  тх • Y  -  ту X  +  тх • ту) =

=  М  (ХК) -  М  (mxY) -  М  (туХ ) +  М  (тх • ту) =  М  (X • Y) -

— тхМ  (Y) — ту • М  (X) +  тхту =  М  (X Y ) — И k(X) М  (Y) —

— .И (У)• .И (X) +  .V/ (Х)-.И (К) .И (ХУ) -  М  (X) :И (У).
Шундай килиб,

=  М  (ХУ) -  .И (X) • .И (У). (42.2)

К  нинг маъносн ва вазифасиии ойдинлаштирамиз. A'(J, кор­
реляция моменти X ва У тасодифий микдорлар орасидаги богла- 
нишни тавснфлашини курсатамиз. Шу мацсадда ушбу теоремани 
исботлаймиз.



1 е о р е м а. ьо гл и ц м а с  тасоОифий м ицдорлар учун  к оррел я ­
ция момент и нолга тенг.

И с б о т  и. Боглицмас тасодифий микдорлар учун M (X Y )— 
—M (X ) .M (Y )  эканлигини хисобга оладнгаи булса к, теорема- 

нинг исботи (42.2) формуладан дар.\ол кслиб чнцади.
Кху мицдор А' ва Y микдорларнн ифодалайдиган улчов 

бирликларига борлиц, шу сабабли унннг узи богланиш курсат* 
кичи була олмайди. Шу муносабат билан корреляция моменти- 
нинг бу мицдорлар уртача квадратик четланишлари купайтма- 
сига нисбатидан иборат булган улчамсиз микдордан фойдала- 
нилади:

Г,„ -  . (42.3)
7 стх • ° У

Бу иисбат корреляция коэффнциенти деб аталади.
Корреляция коэффнциенти абсолют киймати буйича бирдан 

ортиц б$лмаслигнни, яъни
- U r w < l  (42.4)

ни исботсиз келтирамнз.
Корреляция коэффнциенти таърифндан ва олдинги теоре- 

мадан ушбу теорема келиб чицади.
Т е о р е м а .  А га р  X ва  У тасодифий м иц дорлар боглицм ас  

бул са , у  у о л д а  ул арн и н г корреляция коэффициенти нолга тенг.
Бироц бунга тескарн хулоса килнш мумкин эмаслигнни айтнб 

утамиз: мнцдорлар ^атто функционал богланган булса э^ам, 
лекин уларнинг корреляция коэффициенти нолга тенг булиши 
мумкин. М асалан, X  мнцдор тацсимотн ординаталар уцнга нис* 
батан симметрик жойлашган булсин, демак, М (Х )  =  0. Сунгра 
) = А '2 булсин. У холда X  нинг симметриклигига асосан,

М  (YX ) =  М  (X3) — 0 =  М  (X) ■ М  (Y)
ва, демак, Y  мицдор X  нинг функцияси булишнга ца рама сдан, 
К ху =  0 хамда гху =  0.

Т а ъ  р и ф. Корреляция моменти (ва, демак, корреляция 
коэффициенти ^ам) нолга тенг тасодифий мнцдорлар корреля- 
цияланм аган м иц дорлар  деб аталади.

С^нгги теоремадан курннаднки, тасодифий мицдорларнинг 
борлицмаслигидан уларнинг корреляцияланмаганлиги келиб 
чикадн, ундан кейнн келтирилган мисолдан эса тескарн тасдиц- 
нинг, умуман айтганда, т$трн эмаслигн келиб чицади.

Пировардида яна бир теоремани келтирамиз, у тасодифий 
микдорлар орасидаги борланишни тавснфлаш да корреляция 
коэффициентннннг ахамиятини яна ^ам батафснл ойдинлаш- 

тириб беради.
Т е о р е м а .  Агар Y  тасодифий микдор X  тасодифий микдорнинг 

чизицли функцияси, яъни Y  =  а Х  -\-Ь билса, у  холда агар а >  О 
буж а, rxy =  1, агарда а <  0 булса, у  .\олда гху — — 1 булади.
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И с б о т и. Цуйндагнга эгаммз: К ху =  М  ((Л' — тх) (> — ти)) =
=  М  (СX  — тх) (аХ +  Ь — атх — Ь)) =  а .И ((X — mx)2) =  aD(X;,

D (Y ) =  D (a X  +  Ь) =  ая- D (X ) =  аг о-х. ои = ' а  - ох.

Бу натижаларни (42.3) формулага куйио, куйидагини оламиз: 
г _  к хУ _  а о‘ _  ° 1  1, о >  0 да,
** l a f o j  — a <  0 да.

У з-5 з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Икки улчовли дискрет тасодифий мнцдор ташкнл этувчиларининг шарт-
лн такснмотларн цандай топилади? Мисол келтиринг.

2. Икки Улчовли узлуксиз тасодифий микдор ташкнл этувчиларининг 
шартли такснмотларн цандай топилади?

3. Кандай тасодифий микдорлар бом и ^ . цаидай тасодифий мнцдорлар 
боглн^мас деб аталади?

4. Узлуксиз тасодифий мицдорлар боглицмаслнгининг зарурнй ва етарли- 
лнк шартинн ва ундан келиб чицадиган натижани айтнб беринг.

5. Корреляция моментн таърифини айтнб беринг. Корреляция коэффнцн- 
енти деб нимага айтнлади?

6. Борлицмас тасодифий микдорлар учун корреляция коэффнцненти ни­
мага тенг?

7. Корреляция коэффициент»! цайсн чегараларда узгарншн мумкннлигини 
курсатннг. Чизикли боглнц тасодифий микдорлар учун корреляция коэффн­
цненти нимага тенг?

8. Кандай тасодифий микдорлар корреляцняланмаган деб  аталади? Та- 
соднфий мнкдорлариннг корреляцняланмаганлиги билан боглнцмаслигн ораси- 
да кандай богланиш борлигинн кСрсатинг.

9. 14.389— 14.403, 14.416— 14.422-масалаларнн ечннг.

43-§ . Марков занжирлари. Утиш эхтимолликлари

26- § да богликмас синовлар кетма-кетлиги, хусусан Бернул­
ли схемаси ва полиномиал схема царалган эди.

Энди борлиц синовлар кетма-кетликлари билан танишамиз.
E lt Е2........... £ к, . . .  идишлар туплами берилган ва хар бир идиш-

га £ о............£*, . . . белгили шарлар солингаи булсин. /-идиш-
дан Ек белгили шарни олиш эхтимоллиги р 1к булсин.

Биринчи синовда битта идиш танланади. Е{ идишнн танланнш э^- 
тимол.тиги га тенг. Биринчи танланган идишдан шар тасодифий 
олинади, агар бу шар Е} белгили булса, у холда кейинги шгр Е ] 
идишдан олинади ва .ужаэо.

Равшанки, (£*в Е^ . . . Ek ) идишлар кетма- кетлнгининг пайдо
булиш эхтимоллиги

Р  ((£,_ £ » , . . .  Е ,) \  =  p t% р„л  р ,А  . . .  p Sn_ t „я. (43.1)

Бу идиш моде.тинн умумлаштирамиз. Синоьнинг мумкин булган на- 
тижаларн туплами Е х% £«............Ек, . . .  ни карайлик. Синов бошида
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Ej, £ г, . . . , £ a, . . . иатижаларнннг эхтнмолликлари мос равишда р 1% 
рг ........... рк, . . . булсин.

Т а ъ  р и ф. Б ир жинсли М арков занж ири  деб, хар бир нав- 
бэтдаги снновнинг натижаси ф ак ат  ундан олдннгн снновнинг 
натижаснгагнна боглнк б>лган синовлар кетма-кетлнгнга айтн- 
лади.

Шундай цилиб, хар бир синовлар жуфтн (£,-, £*) га p ik шар! л и 
эхтимоллнк мос келади, яъии бирср синоода Е к натижанннг олднн- 
ги синовда £,• натижа рун бердн деган шартда руй беришининг шарт- 
ли э^тимоллиги p ib га тенг.

У ^олда иккита, учта, туртта ва хоказо синовлар мос нати- 
ж алар  кстка-кетликларинннг эхтнмолликлари ушбу формулалар 
билан бериладн:

1-м и с о л .  Тасоднфнй кучишлар. Тугрн чизи^да иккала то- 
монга чексиз давом этаднган бутун ну^талар кетма-кетли- 
ги ...—2, 1, 0, 1, 2,... да кучишни карайлик. Вир кадамда зарра 
факат кушнн бутун ну^тага кучиши мумкин булсин. Бундай 
тасодифий кучиш Л\арков занжири булади, шу билан бирга 
бунда k = £ i +  1 булса, р[к =  0.

Агар Е д, £ „ . . . ,  Е к, . .  . натижалар туплами тула гуру.^ хосил 
цилса, у холда биринчи синовда E k нинг руй бериш эхтнмоллиги 
ушбу шартни каноатлантиради:

Агар бирор синовда £ t- натижа рун берган булса, у холда кейигт- 
ги синовда £ ь  £ 2, . . .  натнжаларнинг исталган бнри руй бернши 
мумкин, демак, р п +  p i2 4- . . . +  />,•* +  • • . = 1 .  исталган
i да.

Мумкин булган Ек натижалар одатда системанинг мумкин булган 
холатлари деб аталади. Агар /i-синов натижасида Ек руй берган бул­
са, у .\олда п- кадам Е к холатга келтирди деб айтилади, p ik эхтнмол- 
лнк £,- дан Е к га утиш эхтнмоллиги дейнлади.

Псталггн натижалар кетма-кетлнгининг эхтимоллнгинн (43.2) фор­
мула буйича .\исоблаш учун э.\тнмолликларнннг бошлангич такснмоти 
р \ ларнн ва £ . холатдан Е к холатга утиш эхтнмолликлари pjk ларни 
билиш лозим.

Р  {(£,-, E t)} =  p j p!t,

Р  {(£,-, £„)} =  p i pii p lt, 

я  {(£,-. Е ,~ £„• £ ,) )  ^ P iP i ,P i ,P b '

(43.2)

рк =  I . pk >  0 барча k  лар учун. (43.3)
к
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р эхтимоллнклар утиш эхтимолликлари деб аталади па ушбу 
утиш эхтимолликлари матрицасинн хосил киладн:

Р  =

Р п  Р 12 

Рг t Ргг
Р\к
Р2к (43.4)

Pjl Pj2

Утиш эхтимолликлари матрицаси квадрат матрицадир. Бу 
матрицанинг элементлари манфнймас ^ам да хар бир сатрдаги 
элементлар й и р и н д и с и  ( 4 3 .3 )  шартга асосан 1 га тенг.

Элементлари бу шартларни цаноатлантираднган матрица 
стохастик матрица деб аталади. Истаган стохастик матрица 
5'тнш матрицаси булиб хнзмат цилишн мумкин.

2 - м и  с о л .  Система иккита холат: £ i  ва £ 2 дан ф ацат бит- 
тасини олиши мумкин булсин. Е\ >;олатдан Е 2 холатга утиш 
эхтимоллиги р  га тенг, Ё 2 холатдан эса Е у х °л атга £тнш эхти- 
моллиги q га тенг, у  холда утиш эхтимолликлари матрицаси

' - ( ' у , ' - , )

куринишда булади, чунки .хар бир сатрдаги элементлар Кирин- 
днси 1 га тенг булиши керак.

М азкур схема ушбу тасодифий кучишлар модели орцали 
ам алга ошнрилиши мумкин.

З а р р а  бирор туFpn чизнц буйлаб ^згармас тезлнк билан ха* 
ракатланадн, бироц хаРакат йуналнши тусатдан ^згариши мум­
кин, шу билан бирга агар зарра  унгга томон ха Ра катланаётган 
булса, у холда х ар акат  йуналишининг узгариш эхтимоллиги 
вактнннг хар бир моментида ;узгармас ва р га тенг. Агар зарра  
чапга томон х.аракатланаётган булса, у холда ха Рак ат йунали­
шининг узгариш эхтимоллиги вацтнинг х.ар бир моментида q га 
тенг. Шунга мувофик, хаРакат йуналишининг сацланиш эхтн- 
молликларн унг томон ха Ра *атда 1— р  га, чапга томон х.аракат- 
да эса 1— q га тенг.

3-м  не о л. Югилишли тасодифий кучнш. £ 0, £ , , . . . ,  £ <v, . . .  
системаиинг барча мумкин булган долатларк булсин. £ 0 ва E N х°* 
латлардан ташкари исталган £ ( холатдан ё £ (__, холатга р  эхтимол- 
лик]'билан, ёки £ {_; холатга I — p  — q эхтимоллик билан утиш 
мумкин.

Агар к ф ь  ±  1 булса, система £,• х ^ т д а н  Е к холатга ута ол- 
майди.

Агар система £ 0 ёки E N холатга тушган булса, у доимо узгар- 
май колади.

Бу холда утиш эхтимолликлари матрицаси цуйидагича булади!
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1 о о о . . .  о о о
q 0 р  0 . . . О 0 ( 
О q 0 р  . . . О 0 <

О О 0 0 . . . q 0 ; 
О 0 0 0 . . .  О О I

(4 3.5)

Бундай схема зарранннг [О, Л ] кесманинг нуцталарн буйича 
кучнш модели орцали амалга ошириладн, бунда зарра нсталган 
ичкн ну^тадан битта кадам да ф акат  цушни нуцталарга кучиши 
мумкин, кесманинг охнрларида эса зарранинг ютилиши юз бе- 
радн. Агар зарранинг харакати бсрилган k £ I О, N 1 ну^тада 
бошланса, у холда бошлангнч эхтимоллик тацсимоти ушбу кури* 
нншда булади:

Агар бошлангич холат тасодифий та ила пса, у холда бошлангнч

Рц эхтимолликлар системанинг битта кадамда E i холатдан Е j хо* 
латга утиш эхтимоллигшш белгилайди. Системанинг холатдан 
Ej  холатга роса п та кадамда утиш эхтимоллигини /fpf оркали бел- 
гилаймиз. У холда pt-1)  эхтимоллик системанинг бошлангич холати 
E l булган шартнда /i-кадамда Е . холатга тушншининг шартли эч- 
тимолидир.

Эхтимоллнкларни цуншш теоргмасига асо:ан pW эхтимоллик Е ( 
дан Е . га олиб борадиган барча п та кадамли йуллар эхтимоллнк- 
лари нигиндисига тенг. Чуиончи

Математик индукция усули буйича уш Зу умуми! фэрмуллни исбот 
килиш мумкин:

Ана шу математик индукция усулидан яна бир марта фойд аланнб.

Рк =  !« Pi =  1 ф к -

эхтимоллик таксимоти р к = формула билан бернлади.

4 4 -§ .  Лимит э^тимолликлар хаКидаги теорема. 
Стационар холатлар

&li -  Pi\ P \j +  Pi2 Р ц  * • • • * Pik Pkj +  • • • +  Pin Рщ =

(44.1)
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N

pfn+m)=  \ y « ) ^ >  (44.2)
*-!

эканлигини нсботлаш мумкин. Бу тенгликни бундай тал^ин этнш 
мумкин: агар система биринчи п та цадамдан сунг орали^ Е к холат_ 
га зришган булса, у халда Ек ^олатдан кейинги Ej ,\олатга утиш 
эхтнмоллиги Ек ,\олатга ^андай эришялганлигига бог.тик эмас.

Ушбу матрица хам стохастик матрица булади:

/  A V  р 1? • • • рВ» \
Р(П) =  ................................ ....... (44.3)

\  №  р!Й • • • РЙЬ /

(44.1), (44.2) ва (44.3) генглнкларни матрица шаклида ёзиб, цуйида- 
гинн оламиз:

Р (\)  =  Р,
Р (2) =  Р Р  =  Р 1

Р ( л +  1 ) =  Р  Рп= Р ' + \

Р{п +  т) =  =  Р ’,+ т .
Шундай цилиб,

Р(п) =  / Л  (44.4)

1-т е о р е м а .  Агар бирор п0 дан бош.габ Р п% матрицанинг 
барча p - f  элементлари мусбат булса, у  %э ida уш бу лимитшр 
мавжуд:

^  =  (4 4 .5 )
(44.5) сонлар лимит эут м олликлар  деб аталади.
2 - т е  о р е м  a. uk лимит э.щимолликлар уш бу тен гламалар 

системасини каноатлантиради;
N
V „ , =  | ,
ft* I

N

uk =  2  ui Pik. k =  i o*4-6 )

Э с л а т м а .  (44.6) тенгламалар матрица шаклида ушбу куриниш- 
га эга:

U =  U P , бу ерда £/ =  («„ ы2.............u„), (44.7)

Т а ъ р и ф .  и,, «2, . . .  , «д, э.уимолликлар та^симоти стационар 
пищсимот деб аталади.
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5* м и с о л .  рк  бошлангич эхтимоллик такснмоти булсин,
яъни pi — нолинчи сиьовда £, натижанинг эхтимоллиги. У ,\олда 
системаиинг /г-ка дам да Ек холатга утишининг шартсиз эхтимоллиги 
тула эхтимоллик фсрмуласига кура

Жараён тайинланган £ ,  холатдан Ссшланади деб хисобланмиз, 
у холда Pi =  1; рк — 0, k ф  i. У холда (44.8) формулага асосан 
РкП) =  &[к- п сртиши билан бсшлангич такси.мотнинг таъсири сусайнб 
борншини сезиш мумкин. Хакикатан хам, 1-теоремадан ушбу лимнт- 
лариинг мавжудлиги келиб чикадн:

Бирср шартларда бошлангич таксимотдан катъи назар Е к хататнинг 
эхтимоллиги ик га инттади.

Иккинчи томен дан, агар бошлангич таксимот стационар, яъни 
рк =  ик, k =  1, N  булса, у холда (44.8) дан

булиши келиб чнцади.
Стационар жараённннг физик маъносини англаб олиш учун бир 

хил турдаги тасодифий кучадиган N  та заррачани тасаввур этайлик. 
л-кадамда [Ек хслатда булади га н заррачалар уртача сони Аг-/зр га 
тенг. Лимит тесремага кура оо да

Агар вацтни дискрет ва 0,1,2, . . .  , л, . . .  кнйматларни кабул 
цилади деб хисобласак, у хо*чда узоц вацт утиши билан зарра- 
лар  тупламн мувозанат холатга келади, яъни .хар бир алох.ида 
зарра доимо кучиб турса-да ва бу якка тартнбдаги жараён учун 
лимит теорема х^ч цандай натижа бермаса-да, лекин хаР бир 
дискрет вацт моменти t да £> холатларнннг хар бирида бул­
ган зарралар  сони амалда узгармас булади ва тацрибан А’н* 
га тенг.

6 - м и  с о  л. Ютилишли тасодифий кучишни цараймиз. Утиш 
эхтимоллари матрицаси ушбу курннишда буладн (3-мнсол):

(44.8)

га тенг.

• W — ЛЧ

I О О О . . .  О 0  O' 
q 0 р  О . . .  О О О  

Р =  I 0 q 0 р  . .  . О О О
(44 9)

0 0 0 0 .  . . q 0 р
0 0 0 0 ... 0 0 I/
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Лимит теореманинг цулланилиш шартн />'?•»> О ни текшяр,пи жуда 
Кийин. Бирок бу *$аралаётган мисолда стационар эхти молликларни 
топиш учун (44.6) тенгламаларни оажор куринншда ёзиш мумкин.
(44.7) формулага асосан U  — U P ,  бу ерда Р  — (44.9) матрица. 
Ушбу тенгламалар системасини хосил цнламиз:

=  +  Яи1> 
ut = Q u 3,

“з =*Ри* +  Я“ А>

“ v = / > “ . v - i +
К
V  и- = 1 булгаилиги учун бу система V  =  (и[г 0, 0, . .  . ,  их ) ечим-

га эга: ы, ва us  лар Uj -f* wv =  1 шарт дан танланади. Шуидай ки­
либ, ютилишли тасодифий кучнш албатта стационар эртлатга эга бу­
лади.

Хэузини текшириш учун саволлар

1. Бир жннслк Марков занжнри таърифннн айтнб беринг.
2. Утиш э^тимоллнкларн матрнцасн нимага тенг?
3. Вир жинсли Марков занжирига мисол келтнринг.
4. Стохастик матрица цандай аннкланадн?
5. Ei  холатдан п та кадамда £ |  ,\олатга утиш шартли э.\тимоллнгини 

хисоблаш учун формуланн келтнринг.
6  Лимит эхтимоллнкларнинг мавжудлнгн хакидаги теореманн айтнб б е . 

ринг.
7. Каидай таксимот стационар такснмот деб  аталади?
8. Лимит эхтнмоллнкларнн хисоблаш хакидаги теореманн айтнб беринг.
9. Бир жинсли Марков занжнрннинг бир х;олатдан иккинчи ^олатга бир 

кадамда у’ тиш э\тимоллнклари матрнцасн

/ 0 ,2  0 ,3  0 ,5 \
Р  =  1 0 . 3  0 . 2  0 . 5 )

0 . 5  0 .3  0 .2 '

булса. уни бир холатдан 2* холатга 4 кадамда утиш э.\тимоллнклари матрица- 
сини топинг.

45-§. Бош туплам. Танланма ва уни х°сил килиш усуллари

М атематик статистика — статистик маълумотларни туплаш, 
гурухларга аж ратиш  (агар улар жуда куп булса),  уларни 
тахлил килиш усулларини ншлаб чнкиш ва шулар асосида ху- 
лосалар  чикаришдан нборатдир. У ёки бу ходисаларнн (жа- 
раёнларни) математик статистика усуллари билан урганиш 
фан ва техника илгари сураднган жуда куп масалаларни хал 
этишда мухим омил булнб хнзмат кнлади.
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даланиб. Л' белгили бош тупламнинг номаълум таксимот функция­
м и  и ба.\олаш.

М атематик статистнканинг ушбу масалани ечиш билан шу- 
рулланувчи булими нопараметрик 6a.\o.iaiu назарияси  деб а т а ­
лади.

2. Ф араз циланлик, „V белгнлн бош тупламнинг таксимот 
функцияси k та номаълум параметрга боглик булган аник ку-
ринишдаги функция булсин. (дг,, х г......... хп ) танланманинг ку-
затнлган кийматидан фондаланнб, k та ноъмалум параметрлар- 
ни бахолаш математик статистнканинг навбатдаги масаласидир.

Математик статистикада бу масалани ечиш билан шугулла- 
нувчи булнм параметрик 6a.\o.iaiu  назарияси  дейиладн.

3. Ф араз кнлайлнк, баъзи муло.\азаларга асосланнб X бел- 
гили бош тупламнинг таксимот функциясинн F(x)  деб хисоб­
лаш  мумкин булсин, шу F(x)  функция .\акикатан хам Л' бел- 
гили бош тупламнинг таксимот функциясими ёки йукми деган 
савол статистик гипотеза ,\исобланадн.

У ёки бу гнпотезани текшириш учун танланманинг куза- 
тнлган (ATj, а*2, . . .  , а „ )  кийматидан фойдаланилади. Агар олин» 
ган маълумотлар .\ак.икатан хам назарии жнхатдан к ути л га н 
маълумотлар билан мос келса, у вактда уша гнпотезани кабул 
кнлиш учун асос буладн, акс холда гнпотезани кабул килишга 
асос булмайдн.

М атематик статистнканинг бу масалани ечиш билан шу- 
гулланувчн булими статистик гипот езалар назарияси  дейиладн.

47- §. Вариацион катор. Эмпирик таксимот функцияси

Фараз кнлайлнк, X  белгили бош тупламнинг таксимот функцияси 
F(x) булиб, ( а , ,  а „  . . . , хГ1) тупламдан олинган танланманинг куза- 
тилган кнймати булсин. Куззтнлган а,- кийматлар варианталар дейн- 
ладн. Гсиб борнш тартибида ёзилган варианталар кетма-кетлиги

а [ <  а ;  <  . . .  <  а *

вариацион катор дейиладн.
Агар танланмада а ,  варианта л, марта, а 2 варианта п2 марта, 

Л  . , хк варианта пк марта (бу ерда л, +  я 2 +  . . . +  пк =  л) куза-

тнлган булса, у холда л., л2, . . . ,  пк сонлар частоталар, № =  —  (/ =
п

— 1, 2, . . .  , k) сонлар нисбий частоталар дейиладн.
Танланманинг статистик ёки эм пирик тацсимоти деб варн- 

анталар, уларга мос частоталар ёки нисбий частоталар руйха- 
тнга антилади:

X, | . • 1 ** Х1 хг j . . . **

п< П- | • • I  ".
еки

Wi
1 Wl

IT2
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1 -м и с о л .  Тэнланма частоталарннинг эмпирик тацсимоти берилган:

*1 — 1 0 1 2

п1 5 3 7 5

Нисбий частоталар эмпирик таксимотиии топинг.
Е ч и ш .  п =  л, -г  пг -г  п3 +  пА — 5 +  3 -г  7 +  5 =  20.

К7. =  —  -  0,25; Г .  =  —  =  0,15; VC, =  -£ - •*  0,35; W , = - 1 = 0 , 2 5 .  
1 20 2 20 3 20 4 20

*t

от

1 2

w t 0,25 0,15 0,35 0,25

Шу билан бирга
0 ,2 5 - f 0 ,1 5 - f 0 ,3 5  +  0 , 2 5 =  1.

Т а ъ р и ф .  Варианталарнинг х  сондан кичнк булган цийматлари 
нисбий частотаси

эмпирик тсщсимот функцияси дсйилади, бу ерда п — танланманннг 
.\ажмн, п х — х  дан кичнк булган варианталар сони.

2 - м и с о л .  К,уйидагн эмпирик таксимот берилган:

*1 — 1 0 1 2

г , 0,25 0,15 0,35 0,25

О * )  =

Эмпирик таксимот функциясини тузинг ва унинг графигини чнзинг. 
Е ч и ш :

0, агар х <  — 1 булса,
0,25, агар — 1 х <  0, булса,
0,25 +  0 ,1 5 = 0 ,4 ,  агар 0 < :  х  <  1 булса,
0,25 +  0,15 +  0,35 =  0,75, агар 1 <  х  <  2 булса,
0,25 +  0,15 +  0,35 +  0,25 =  1, агар х  >  2 булса. 

Топилган кийматлар асосида графикни ясаймиз (145-шакл). 
Эмпирик тацсимот функцияси X  белгили бош тупламнинг номаъ- 

лум П х) таксимот функциясининг такрибий циймати сифатнда ь а̂рс- 
лиши мумкин.

Ха^и^атан хам, Бернулли теоремаснга кура 
lim (Я(\ Z7* (дс) — F ( * ) | < е ) =  1
Л -+  х

эканн келиб чикадн.
Эмпирик таксимот функцияси, таксимот функциясининг бар^а 

хоссалари га эга:
I. 0 <  F " (х)<  I.
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Fff (л)

-1 •

----

U./J

-2 о 1 2 X

145- шакл.

2. F*n (*) монотон камэймайднган функция.
3. Агар а*а энг кичик варианта ва хк энг катта варианта булса, 

у  холда

f  (V) =  | агар * ^  б>'лса* 
л \ 1, агар х  >  .v* булса

булади.

48- §. Полигон ва гистограмма

Частоталар полигони деб кесма аари (*[, п х), (**,, n t ), . . . , 
(а*, пк) ну^таларни туташгируечи сншц чизидо айтиладн. Частота­
лар пэлигонини ясаш учун а5сциссалар укига х]  ларли, ордн- 
наталар у^ига эсл уларга мос л- частогаларни куямиз. Сунгра (xjt 
п() нукталарни кетма-кет туташгирна, часгогатар пэлигонини ^осил 
циламиз.

Нисбий часто'па.гар полигони деб кесмаларп ( a ’ , Wx), (x ] ,  W2),
. . . ,  (xj, Wk) нукталарни туташтирувча с и т ц  ч изи^а  айтнлади. 
Нисбий частоталар полнгошшл ясаш учун абсцнссалар укига «^Р* 
ни, ордчнаталар у^ига эса мос равишда W { н 1сбий частоталарнн цуя- 
миз. Сунгра (a * ,  ) нукталарни кетма-кет туташтириб, нисбий час­
тоталар полнгонини .\осил киламиз.

1-м и со  л. Ушбу эмпирик таксимотнннг нисбий частоталар по- 
лигонини ясанг:

•
xi —2 0 1 3

Wt 0,1 0 ,3 0 .2 0 .4

Е ч и ш .  Бзрнлганларга асосланиб полигонни .\осил ^иламиз 
(146- шакл).

Кузатишлар сони кагта булгаида ёки X узлуксиз белги булган-
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-7 О 7 «5 *1

да гистограмма ясаш максадга мувофикдир. Бунин г учун X  белги- 
нинг кузатиладиган кийматлари тушадигаи сралик Сир хил h узун- 
ликдаги Д,- интервалларга булинади па хар бир интервал учун л , — 
Д/ ннтервалга тушган варианталар сени топилади.

Частоталар гистограммаси деб асослари h узунлнкдагн интер-
валл?рдан, 6.viaH длин лари эса , i =  \ , k  дан нберат булган туг-

ft
ри ту ртбурчз к ларда н тузил ган погонасимон шакл га аитилади.

Нисбий частоталар гистограммаси деб ассслари h узунликдаги
интерваллардан, б^тндликлзри эса — -  =  i =  l, к дан нборат

h nh
булган тугрн туртбурчаклардан тузилгян псгснасимон шаклга ай- 
тилади.

2 - м и с о л .  Ушбу танланманинг частоталар ва нисбий частоталар 
гнетограммяеини ясанг:

]4б- шакл.

4‘
(-20; —I5)j(—15; —10/ (—10. —5) ( -5 :  0) (0: 5) (5; 10) (10; 15)

п{ 2 8 17 24 26 13 10

Wt 0 ,02 7 ,0 8 0 ,1 7 0 .2 4 0 ,2 6 0 ,1 3 0 .1

Ечиш . h = 5

(-20; -1 5 ) J(—15; -1 0 ) j (—№;—3) (-5 ;  0) <0; 5) (5: 10) (10; 15)

h
0 ,4 1 .6

* •
4 ,8 5 ,2 2 ,6 2

V t
h

0 .0 0 4 j 0 ,0 1 6 0 ,034
1

0 ,0 1 8 0 ,0 5 2 0 ,0 2 6 0 ,0 2 0

Берилган танланмалар асоснда частсталарнинг (147-шакл) ва нис­
бий частоталарнинг (148-шакл) гистограммам ини хосил киламнз.
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147- шакл.

148- шакл.

Таърифга кура нисбий частоталар гистограммасининг юзн

Л 1 jmaA П П 1 п
1-1

эканини курамнз.
Равшанки, агар нисбиП частоталар гистограммасининг учла- 

рини снллиц чизиц билан туташтириб чи^сак, бу чизиц та^ри- 
бан X  белгинннг таксимот функцнясига мос келувчн таксимот 
зичлигннннг графнгини акс эттиришини курамнз.

Агар танланма ^ажмнни орттнриб, ннтерваллар узунлиги 
h ни нолга интилтирсак, тацсимот зичлигининг графигнга борган 
сари яцннлашамнз.
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Г з у з и н н  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Бош т£плам ннма?
2. Танланмага таърнф беринг.
3. Танланманинг кандай турларнни бнласиз?
4. Вариацнон каторга мнсол келтнринг.
5. Эмпирик такснмот функцияснга таъриф беринг.
6. Эмпирик таксимот функцнясининг графигн кандай курннншга эга?
7. Полигон ва гистограмма кандай ясаладн?
8. 15.1 — 15.21* масалаларни ечинг.

49- §. Таксимот функцияси параметрларининг нуктавий
бахолари

Фараз кнлайлнк, X  белгили бош тупламнннг таксимот функция- 
сн F (х, 0) булнб, 0 — номаълум параметр булсин. Х „  Х 2, . . . ,  .Y„ 
шу бош тупламдан олинган танланма булнб, x lt х2, . . . , хп тан­
ланманинг кузатилган киймати булсин.

Т а ъ р и ф .  Танланманинг ихтиорнй L (X 1% Х 2, . . .  , Х г)  функция- 
сн статистика дейилади.

Куйида куп учрайдиган статистнкаларга мнсоллар келтнрамнз.
П

1 -м н с о л .  X  =  т i X i — танланманинг урта киймати.

II
2 - м н с о л .  S - ~  —  %  .(/V,-—А)2—тенгламанинг дисперсияси.

11
Нуктавий бахолашда номаълум 0 параметр учун шуидай 

L ( X lt Х 2, . . .  , Х„) статистика кндириладнки, L (x u хг, . . . .  лг..) 
ни U параметр учун такрибии циймат деб олинади. Бу .ухтда 
L ( X U Х г, . . .  , X' )  статистика 0 параметрнинг бахоси  дейилади.

п
3- м н с о л .  X  =  —  J ?  X t — танланманинг урта киймати X  бел­

гили бош туплам математик кутилиши а — М  (X) нинг бахоси сифг-
тида каралшни мумкин. Бу ухтда а нинг такрибий киймати снфатида 

#1
-  1 X !
X =  ---  >  .Хг олинади.

П J m d

50-§ . Бахоларнинг асослилиги ва силжимаганлиги тугрисида
тушунчалар

Ц Х | , Х Й, . . . ,  X „) статистика номаълум 0 параметрнинг бахоси бул­
син. Бундан маълумкн, номаълум параметр учуй купгина бахолар 
мавжуд экан. Бу баухтардан ка йен бнрн 0 параметрга якинроц эканини 
билнш учун бахоларнинг айрим талабларни каноатлантирмши тек- 
ширплинш лозим.

1-т а ъ р и ф .  Агар M L ( X l...............А' ) = 0  шарг бажарилса,
L ( Хх, . . . ,  Х п) бахо 0 параметр учун силжимаган бахо дейилади.
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Снлжнмаган ба.уэ систематик хатолардан хрли булиш га кас|юлат 
боради.

п
1-т е о р е м а .  X =  *— \ , X . бахо X белгили бош туплам матема-

л jmti
7*1

тик кутилишининг снлжимагаи бахосиднр.
И с б о т и .  -ЩХ) =  а булсин. X,, Х2, . . . ,  Х п лар узаро боглнц- 

мае ва бир хил тацсимланганлигн учун М  (Хх) =  М  (Х2) =  . . .  =  
=  М  (Х „) =  а булади.

М атематик кутилишнинг хоссаларидан фойдаланиб, цуйи- 
дагига эга буламиз:

п п п

М (Х ) =  Ml —  У л ' Л =  —  V l V .V ,=  —  V . H  (А. ) =  —  па = о ,
\ п — -л J п jm A п jmJk п

j - l  /-1 »-1
п

демак, М( Х)  =  а, яъни X =  —  X- бахо а =  -ЩХ)  учун силжи-
п

маган бахо булади.
Снлжнмаган ба.\о ба^оланаетган параметр учун х аР доим 

хам яхши яцинлашишлар беравермайдн. Шунинг учун ба.\ога, 
шунингдек, асослнлнк ва самаралилик талаблари  ха « куйи- 
лади.

2 - т а ъ р и ф  Агар Z-(X ,, Х2, . . . ,  Хл) 0 параметр учун ба.\о 
булса ва хар кандай к >  0 учун

lim P (\L (X l% . . .  , Х п) — 0 1 <  е) =  1 (50.1)
п—х

тенглик бажарилса, L  (Х1э Х2 , . . ,  Х п) бахо 0 параметр учун асосли 
бахо дейилади.

2 - т е о р е м а .  L ( X lt . . .  , X tl) ба.\о 0 параметрыинг асосли ба-  
хоси булиши учун

М ( Ц Х , ...............Х„)) =  0, (50.2)

l im O (L ( X 1............* л))  =  0 (50.3)
/:-»оо

булиши етарлидир

Теореманииг исботи Чебишев теоремасидан келиб чикади.
П

3 - т е о р е м а .  X =  —  %^,Х/ ба.\о а =  М  (X) учун асосли б а \о
п

i - i
булади.

И с б о т и .  Юцорида 1 - теоремада М ( Х ) = а  булишини курсатган 
эдик. Шундай килиб, (50.2) шарт бажариладн. Сунгра, дисперсиянинг 
хоссаларидан фойдаланиб,
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D ,X) =  D ( - L V A - 1. ) - J r D | V A, ) -  

=  ±  V Z ) ( X ( ) =  - L - n D ( X )  =  — '
n- n n

ни >рснл ь^нламнз.

Бу ердан lim D ( X )  =  lim D (Л) =  0
Я-»» П-* зо П

п
эканн келиб чицади, яънн А =  —  \ , А . -  бахо а  =  М ( Х )  учун асос-

п jmJ

ли бауэднр.
3- т а ъ р и ф .  Агар

И т Л Ц а д ........... Х п))  =  в
П-> 3D

урннлн булса, L (А„ . . . ,  Х п) ба^о 0 параметрнннг асимптотик сил- 
жимаган бсцоси дейиладн.

п
4 - т е о р е м а .  S 2 =  —  V 1 (А.-— А)2 ба.\о X  Селгили бсш туп-

п

ламнинг дисперсияси учун асимптотик сш ш имаган ба.\осидир.
И с б о т и .  Х 1% А ; Х п тасодифий микдорлар узаро эркли 

ва бир хил тацсимланган, яънн

Л1 (* ,)  =  a. D (X J =  о2, < =  \ , п

булгани учун .\амда математик кутилиш ва дисперсиянинг хоссалари- 
дан

п
M ( S - )  =  .М ( — V ( X :  — х У |  =  о 5 —  —  =  а г ■ (50.4)

\ п jm J  ) п п
» = 1

эканини, яънн S 2 о2 дисперсия учун асимптотик силжимаган ба.у) 

lim М  (S2) =  lim ^-==-1 о2 — о2
ГХ—♦ оо Л-4Х ТХ

булишнни курамиз.
4 - т а ъ р н ф .  О парлметрнинг иккита силжимаган Lx(Alt . . . ,An ) 

ва Lt (А „ . .  . , X n) бахолари берилган булиб,

Д ( М * « ........... A fl) ) < D ( L 2(Xi .............A J )

тенгсизлик бажарилса, L l ( Xl .............Х„)  ба.\о L ,(А,, . .  Х п) бахо-
га нисбатан самара.гироц ба.\о дейиладн.

Берилган п \аж м л н  танланмада энг кичик днсперсняга эга 
булган ба.\о сам арали ба.\о  дейиладн
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51-§ . Танланманинг тузатилган днсперсияси
п

Олдинги параграфнинг 4 - теоремасида S- =  —  \  (X -— X )2 бахо

бош туплам днсперсияси учун асимптотик снлжимаган бахо экаии 
курсатилган эди.

У ерда

М (S2) =  —  о2 
п

формула нсботланган эди.
Бош туплам днсперсияси учун снлжимаган ба.ужи хосил 

^илишда тузатилган танланма днсперсиядан фойдаланилади:
П

5» =  — !— V ( X , - X ) a. (51.1)
/ - Г

Х^ицатан хам
П

--------- L У ( х - х ) ! |  =
\  п — 1 п Jkmd )

i - 1

=  М ( - ? —  —  /И (5*) =  — —  • =  0*
\  п — 1 /  п — 1 п—1 п

буладн. Шунинг_учун S 2 ба.хо о2 параметр учун снлжимаган ба^о 
булади. Худди S 2 ба.уэ каби S 2 ба.\онинг хам о2 учун асосли ба^о 
эканини курсатиш мумкин.

Уз-узини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. НуцтавнЯ ба\ога таъриф беринг.
2. КандаЛ ба.\о снлжимаган ба\о деЛпладн.
3. Снлжнмаган батога мисол келтирннг.
4. Асосли батога таъриф беринг.
5. Асимптотик снлжимаган ба.\ога таъриф беринг.
6. Асосли батога мисол келтирннг.
7. Танланманинг тузатилган днсперсияси цаидай аницланадн?
8. 15.24-15.54- масалаларни ечинг.

52-§. Математик кутилиш ва дисперсия учун ишончли 
интерваллар хакида тушунча

1. Ишончли интервал тушунчаси. Ну^тавий ба.\о тегишли 
параметрнинг танланма маълумотларига кура сонли циймати- 
ни беради, лекнн у мазкур ба.уэнинг аншушгн ва ишончлилиги 
тутрисида фикр юритишга нм кон бермайди. Шунинг учун ба.\о* 
нинг ишончлилиги тушунчаснни киритиш маънога эгадир.

(Xlt Х2, . .  . , Х п) X  белгили бош тутамнинг танланмасн булиб, 
унинг тацсимоти бирорта 0 параметрга боглиц булсин.
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Z(X ,,X ........... Xa) 0 параметр учун бахо булсин.
Т а ъ р и ф .  Агар исталган а > 0  учун шундан 6 >  0 топиш мум­

кин булсаки, унинг учун
P { \ Z ( X U Х2........... Х п) — 0 1 <  6) =  1 — а  (52.1)

булса, у холда J Z — 6, Z  4- 6[ тасодифий интервал 0 параметрнинг 
1 — а  ишончлилик даражали ишончли интервали дейилади

] Z — 6, Z — 6[ ишончли интервал, шун.шгдек, ишончли ба\о деб 
.\ам аталади. 6 сон ба^онинг ашнушгн дейилади.

| Z — 6. Z -г 6 (ишончли интервал 0 параметрнн 1 — ос эхт и мат 
билан цоплайди деб айтиладн.

Бсрилган п учун 6 канчалик кичик булса. Z бауэ шунчалик 
аникрок булади, а  канчалик кичик булса, бу бахонинг ншонч- 
лилиги шунчалик катта булади.

2. Математик кутилиш а учун ишончли интервал. X  белги- 
си нормал тацсимланган бош тупла.мни к&раймиз, бу такси- 
мотнинг о2 дисперсияси маълум булсин.

Бу такснмотнннг математик кутилиши а учун ишончли нн- 
тервални топамиз.

П
X  белги нормал такснмланган булганн учун X  =  —  V 1 X, ,\ам

/=»|
нормал такснмланган, шу билан бирга, X учун параметрлар куйида- 
гича:

М(Х)  =  a, D[X)  =  —  
п '

Нормал такснмланган тасодифий микдорнннг берилгаи интер- 
валга тушнш э.уимоли куйидаги формула билан ифодаланади:

Р ( Х  — а \ <  6) =  2Ф(6'ст).

Бу форму.тани X тасодифий микдор учун куллаб, топамиз:

Р (|Х - а |< 6 ) = 2ф (в / - = ). (52.2)
я / о

t — * п деймиз, у хатда 6 =   ̂ — булнб, (52.2) с|юрмула

P ( i X - a | <  - ^ г )  =  2Ф (/)
I п

ёки

p i X  — J ? L < a < X +  =  2Ф (0 (52.3)
\  I п » п )

куринишга келади.
Шундай килиб, ишончли интервал

] Х - 4 = , Х  + -ЙЛ (52.4)
J У п I п L
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дан нборат булади. Бу ердан X ----- , X  - f  —= 1  тасодифий ин-
J » п у п [

тервал а параметрнн I — а  =  2Ф (/) эхтимол билан —HL- аншушкда
1 л

доплати келиб чи^ади.
-\осил ^нлинган формулалар танланма хажмн ортиши би­

лан ба.\олаш аншушги ошншннн курсатади. Бунда агар 1—а  
ишончлилик орттнрилса, натижада t параметр ортадн ва де­
мак. ба.\олаш аишушги камаяди.

М и с о л. Нормал таь^снмланган бош тупламдан олинган тан­
ланма берилган, бунда о = 1 .

i *1 i xi i xi i xi

1 — 1,90 9 0 ,4 0 17 0 .9 8 25 - 0 , 3 2
2 1,37 10 0 .6 9 18 — 1 ,38 26 —0 ,4 2
3 - 0 , 8 9 11 - 0 , 9 0 19 1,48 27 0 ,7 7
4 - 0 , 1 3 12 0 , 1 5 20 - 0 , 6 5 28 0 ,0 8
5 0 , 15 13 0 .9 0 21 1, 10 29 0, 17
6 - 0 , 7 9 14 0 ,8 2 22 0 ,3 0 30 0 ,8 7
7 —0 ,9 6 15 1 ,53 23 - 0 , 1 3
8 1,55 16 - 0 , 3 4 24 — 1,90

.Математик кутилиш учун а  =  0,04 ишончлилик дараж али  
ишончли интервални топинг.

Е ч и ш .  X  =  0,087 ни топамиз. 1— а  =  2 Ф (/) тенгликдан Ф(0 — 
=  0,48 ни ,\оснл цнламнз. Жадвал буйича: / =  2,06. Шуниигдек, 
п =  30, а = 1 ,  у >рлда

б =  -Ц= =  =  0,376.
> rt j 30

Шундай цнлнб, ишончли интервал ] —0,289; 0,463[ дан ибо- 
рат. Бу — параметрнинг ^а^нцнй кнймати 0,96 эхтимол билан 
^осил ^нлннган интервалда ётншини бнлднради.

Агар бош туплам нормал таксимотга эга булмаса (52.3) 
формула тугрн булмай »\оладн, биро^ п -> оо да марказий лимит

П
теоремага кура Л' =  — X t тасодифий микдор таксимот и X L нинг

дисперснялари чегараланган ва о2 га тенг булса, нормал таксимотга 
интилади. Бу — п катта булганда (52.4) ишончли интервал а матема­
тик кутилиш учун ишончли интервалнннг якинлашнши булиб хнз- 
мат килишн мумкинлнгинн билдиради.

Агар о2 номаълум булса, п катта булганда (52.3) формула- 
ларда  о2 ни унннг ба.у>си S 2 билан алмаштириш мумкин ва 
ишончли интервалнннг я^инлашиши сифатида

х --------х +  -in- ]Z S [
1 п Уп L

323



интервални »\араш мумкин, бу ерда /я_, а Сгъюдент тацсимотининг 
жадвал и дан олнна дн.

5 3 -§ . Назарий такси у о т н и  танлаш

Таксимот конУни номаълум булган А' белгилн бош туплам* 
нинг етарлича катта п .\ажмли танланмасн берилган булсин.

Виз X белгн билан бир хил таксимланган узаро богли^мас 
компонентларга эга булган тасодифий вектор снфатида царала* 
ётган (Х|, Х г, . . . , Х п) танланма назарий такснмотнинг матема­
тик кутилишн ва днсперсияси учун ба.\олар олишга нм кон бе- 
ришини курсатган эднк. Умумий муло.\азалардан фойдаланиб, 
назарий такснмотнинг куринишн тугрнснда фикр пайдо цилн- 
шимиз керак.

М арказий лимит теорема А' белгинннг нормал та^симотга 
буйсуннши учун зарур буладнган шартларни таърифлаш га нм- 
кон яратадн, у холда бу конуннн топнш масаласи иккита а  ва
о параметрнн аницлаш билан ечиладн. Бу параметрлар учун 
танланманинг урта ^ийматннн ва танланманинг тузатилган днс- 
персиисинн кабул килнш мумкин.

Агар X белги ф ацат мусбат бутун сон ^ийматларнн кабул 
Килса, танланманинг урта киймати ва танланманинг тузатнл- 
ган днсперсияси бнр-биридан унча ф ар к  цилмаса, А' тасодн- 
фий микдор Пуассон цоиунн буйича таксимланган деб ф араз 
Килиш мумкин, у битта л параметр билан аницланади. Бу 
Холда X учун танланманинг урта киймати X ни олнш керак.

Белги узлуксиз булган холда гистограммани ясаш керак. 
М аълумки, у таксимот зичлиги эгри чизигн тутрнсида тушун­
ча беради. Баъзан  гистограмма назарий таксимот маълум бул­
ган конунларнинг бнрортаси билан бир хил буладн деб ф араз 
Килишга нмкон беради.

54- §. Эмпирик таксимотларни текислаш

X белгисининг таксимоти номаълум булган бирор бош туп- 
ламдан л хажмли танланма аж ратам из. А' тасодифий микдор 
бирор F (x ) конун буйича таксимланган дейншга асос бор деб 
ф араз  киламиз.

т( назарий частота деб Л' =  i — 1, k ходисанинг

р . =  р ( Х  =  дг,)

э.\тимоллик билан п та эрклн синовларда руй бериш сонининг 
математик кутилишига айтилади.

Эрклн снновлар (таж рибалар) схемаснга кура тасодифий 
X =  x i ходисанинг п та эрклн синовларда руй бериш сони би- 
номиал конун буйича таксимланган, унинг математик кутили- 
ши эса куйидагига тенг:
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т( =  М  (X) =  npt .

т и тг, . . тк частоталар назарий ёки текисловчи частоталар 
дейилади.

X  белги узлуксиз булган .^олда белгииииг кийматларн узга- 
рнш интервали узаро кесишмайдиган

К ,  Pil. l«s. Рз1 . • • • . I*,-. f t ] ............!<**. Р*1
нтервалларга булинадн. iMoc х,олда

p. =  Р  (а,- <  X  <  Р,)

деб белгилаймнз. Танланма олдингидагндек чекли ва п .\ажм- 
га эга булганн учун назарий частоталарнн

т . =  n p i  =  n ( F  (P i ) —  F  ( a ,) )

кабн хисобллймш.
1 - м н с о л .  Бош тупламнинг X бел гиен нормал такснмлан­

ган деб фараз к,,л,,шга асос булсин. Текисловчи /и, частота- 
ларии топнш талаб ки^инади.

Е ч и ш .  Таърифга кура
т . =  n p t  =  Я  ( a , <  X  <* pf ).

Нормал таксимот учун тасодифий микдорнннг берилгаи ин­
тервал га тушнш э.угнмоли

формула билан хисобланадн^ а ва о микдорлар номаълум булгани 
учун уларни мос равишдз .V ва 5  ба^олар билан алмаштирамиз- 
Натижада узил-кесил куйндагнга эга буламиз:

Назарий частота m i  ларни топнш учун нормал такенмот- 
нинг зичлнгн формулаендан фойдаланнш мумкин.

(х — а)*
I “  2о*

/ ( дг)= ■ ■ —  е
о | 2л

у холда

Р (а,- <  X <  ft) =  /*/(*,.), 

бу ерда дг,-— t- интервалнннг урта нуктаси. У холда
Ut,- — в)*

t / \ • 2о*
Н х ‘] =  т п г *
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бу ерда а ва с  ларни мос равишда уларнинг танланма ба\оларн 
X  ва S'1 билан алмаштириб, цуйидагига эга буламиз:

п Л/
Щ =  —— <f («Д

бу ерда

I 2
Ф(“) = Р 1 Г '  •

g ,+ P . -2 X
Ut 2 S

2 - м и с о л .  Мингта хотин-^изнинг буйига кура та^симоти бе­
рилган:

Б?Ан (см) Хотмн кил ар сони Б?Аи (см) Хотмн *излзр сонн

1 3 4 -1 3 7 1 155— 158 186
137— 140 4 1 5 8 -1 6 1 121
1 4 0 -1 4 3 16 161— 164 53
1 4 3 -1 4 6 53 1 6 4 -1 6 7 17
1 4 6 -1 4 9 121 167— 170 5
149— 152 193 1 7 0 -1 7 3 1
152— 155 229 Жами 1000

Тацсимотнинг назарнн цонунннн танланг, унннг параметр- 
ларини топинг ва частоталарнннг назарий цаторинн ^нсобланг.

Е ч и ш .  Та^снмотнинг гистограммасини ясаймиз (149- 
ш а к л ) .

Белгининг ^иймати учун ннтервалларнинг урталарини олиб, 
танланманинг уртача ^нйматннн .\исоблаймнз:

X  =  153,5; S 2 =  28,1; S =  5.3.

щ/h

k, Ад &12

149- шакл.

Берилган белги нормал цонун буйича та^симланган деб на­
зарий частоталарни ^исоблаймиз:
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Xi —X ф (и.) 
*

nh;
*1 ni х • — X l

т. -------- «г (и.)
1 S 1

135,5 1 - 1 8 —3 .4 0 .0012 1
138,5 4 - 1 5 —2 .8 3 0 .0 0 7 3 4
141, 5 16 —  12 —2 ,2 6 0 .0 3 1 0 17
144, 5 53 - 9 —  1.7 0 .0 9 4 0 53
147,5 121 - 6 - 1 . 1 3 0 ,2107 119
150.5 193 - 3 - 0 . 5 7 0 .3410 193
153,5 229 0 0 0 .3989 226
156,5 186 3 0 ,5 7 0 .3 4 1 0 193
159,5 121 6 1,13 0 .2107 119
162,5 53 9 1.7 0 .0940 53
165,5 17 12 2 .2 6 0 .0310 17
168.5 . 5 15 2 .8 3 0 ,0073 4
171, 5 I 18 3, 4 0 ,0012 1

Эмпирик частоталар полигонини ва назарий нормал эгри 
чизицни ясаймиз (1 5 0 -ш акл).

1\аралган мисолда эмпирик ва назарий частоталарнинг бир 
хил эмаслигиии курамнз.

Бу бир хил б?лмасликларнинг цайси бирини мухим, канси- 
ларини му.\им эмас деб хисоблаш керак?

Бунда мос келмаслик кузатиш натнжаларининг тасоднфий- 
лиги ёки назарий такснмотнинг танланиши билан тушунтири- 
ладими? Назарий таксимот цонуни тугри танланганлигини 1\ан- 
даи текшириш мумкин?

Бу саволларга ^уйнда ж авоб беришга харакат  киламиз.

55- §. Математик статистикада фойдаланиладиган 
таксимотлар

1. Озодлик даражалари к булган у/ таксимот.
1 а ъ р и ф. Агар к та узаро бсгли^мас нормаланган А тасодифий 

микдорлар нормал таксимот га эга булса, у холда уларнинг квадрат-
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k
лари йиринднси х2 =  V  Щ  нинг тацсимоти озодлик дараж ат ри k 

f"l
булган  х2 таксимот дейилади. х2 та^снмотнннг зичлигн:

О, х <  0 да

2*'2 Г (А/2)

бу ерда Г (х) =  \ t*~ l е~ ‘ d t — гамма- функция.
о

к -+-ос да х2 таксимот математик кутилншн k вл дисперсияси 2k
булган асимптотик нормалдир. Y  =  — х2 тасодифий ми^дорнн^г та^-

k
2

симоти к — оо да математик кути тиши ва дисперсияси — булган асим-
___ к

птотик нормалдир. Y  =  J 2 х2 нинг та^симоти к-*- ос  да математик
кутилиши \ 2k— 1 ва дисперсияси 1 булган асимптотик нормалдир.
X2 та^симотнинг озодлик даражалари k <  30 булса, унннг к,иймат-
лари жадвалдан юпилади, агар озод.тик даражалари к >  ЗЭ булса,
уни нормал цонун билан етар.тича антушкда алмаштириш мумкин.

2. Стъюдент тацсимоти. Аг — нормаланган нормал та^снм-
ланган тасодифий микдор, Y эса озодлик дараж алари  к булган
X2 та^симотга эга тасодифий мицдор. Агар X ва Y богли^мас
булса, у \ол да

Т =

/  у
к

тасодифий микдор /- таксимот ( ёки k озодлик дараж али  Стъю­
дент тацсимоти) га эга дейилади. t таксимот к-+оо да асимпто­
тик нормалдир. t- тацсимотнинг зичлигн:

_fc±| 

Р „ м =  г.-= — -  (1 + т )V x k  Г (к/2) \  * /

3. Фишер та^симэти. Агар X ва Y — богли^мас тасодифий 
микдорлар булиб, улар к , ва к2 озодлик дар аж ал и  х2 цонун бу- 
йича та^симланган булса, у холда

f  x / k i 
Yikt

тасодифий микдор F та^симотга (ёки k\  ва к2 озодлик дараж а- 
ли Фишер таь^симотнга) эга дейилади. F тацсимотнинг зичлигн:
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к, (Х) =

бу ерда х >  О да С0 =

-V >  О,

Г (*./-’) Г (Лг«/2)
г =  log \ F таксимот (kl4 kz) озодлик даражали г-таксимот дейи­

лади.

56-§. Дисперсия учун ишончли интервал

Айтайлик, (Х|, Х 2, . . .  , Х„ )  X  белгили бош тупламдан олин- 
ган танланма булнб, номаълум а 2 днсперсияли нормал таксн- 
мотга эга булсин.

Ушбу
nS*

Х2 = о*
тасодифий микдор (п— 1) озодлик д араж али  х2 та^снмотга эга 
эканини, шу билан бирга бу такснмот X  тасодифий ми^дорнинг 
математик кутилишига боглнк булмаслигини исботлаш мумкин.

Энди х2 тацсимотнинг ж адваллари  буйича берилгаи а  ва 
озодлик дар аж ал ар н  сони п — 1 буйича шундан х'  ва х "  ларни 
топамизки:

У холда
/  , ^  nS*х < ------
\  о1

\ °4

<  -V" I =  I

(56.1)

(56.2)

Сунгра куйидаги га эга буламиз: 
nS*

(56 3)

S у  -2-, S  1 ишончли ннтервалга

эга булнши келиб чи^ади, бу ерда х  вд х" лар (56.1) тенглнклардан 
аникланади.

(56.3) дан ст параметр

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Ишончлилик ннтервалига таъриф беринг.
2. Назарий таксимот ^аидай танланадп?
3. Назарий частоталар каидай .^исоблаиади?
4 М атематик кутилиш учун ишончли интервални курсатинг.
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5. Дисперсия учун ишончли интервални курсатинг.
6 Назарий нормал эгри чизиц цандай ясаладн?
7. 15.151 — 15 205- масалаларни ечинг.

57-§. Гипотезаларни статистик текшириш

Купинча .V белгили бош тупламнинг номаълум тацсимот i^o- 
нуннни билиш керак булади. Агар таксимот цонуни бирор та- 
йин ^(д:) курннишга эга деб тахмин ь^илншга асос булса, у 
холда куйидаги гипотеза илгари сурилади: X белгнли бош туп­
лам ани^ F( x)  курннншли таксимот цонунига эга.

Агар таксимот цонунининг куриниши маълум, аммо унда 
номаълум параметр булса, номаълум 0 параметр тайин 00 
цниматга тенг деган гилотсзпни ^уйиш мумкин. Шундай ^илиб, 
бу гинотезада ran такснмотнинг номаълум параметри эодида 
боради.

Статистик гипотеза деб номаълум такснмотнинг куриниши 
хакндаги ёки маълум такснмотнинг номаълум параметрлари 
хакндаги гипотезага айтилади. Н олинчи  (асосий) гипотеза деб 
илгари сурнлган Н0 гипотезага, конкурент (зи д )  гипотеза деб 
эса нолинчи гипотезага зид булган / / 1 гипотезага айтилади.

Асоснй гипотеза т \три  ёки нот<трн булиши мумкин.
Статистик критерий деб нолинчи (асосий) гнпотезанн цабул 

цнлиш ёки кабул кнлмаслнк хакндаги ^ондага айтилади.
Бу конда куйидагндан иборат. Бунинг учун цандайдир

Z ( X x......... Х п ) статистика олиннб, унинг (аниц ёки такрибий)
тацсимотн асоснй гипотеза уринли булганда топилади. Сунгра 
статистиканинг ^нйматлар сохаси иккига ажратнлади. Агар 
статистиканинг кузатилган Z ( x u , х п ) цийматн бу сохалар- 
нннг биринчисига тушса, Н 0 гипотеза кабул кнлннадн, агар нк- 
кинчисига тушса Н0 гипотеза ^абул цилинмайди. Бириичи 
соха гипотезанинг цабул цилиниш сохаси, иккинчисн эса критик 
cojfa дейилади.

Z ( X U . . . , Х , г ) статистиканинг кабул цилишн мумкин булган 
барча кийматларн бирор ннтсрвалга тегишли буладн. Шу са ­
бабли критик со.\а ва гипотезанинг ь^абул килнниш сохаси хам 
интерваллар буладн. Уларни ну^талар аж ратиб турадн. Бу 
ну^талар критик нуцталар дейилади ва Z „р билан белгнла- 
нади.

Критик сохалар куйидагича булиши мумкин:
а) унг томонлама критик соха:

Z  >  ZKp;
б) чап томонлама критик соча:

Z  <  Zkp;
в) икки томонлама критик соха:

\ Z \ > Z n .
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тенглич урннлн булиишни и-бот цнлди, бу ерда 

К ( Х )=  V  (— 1 f e ~ a ' v .
к в — оо

Колмогоров к ри терн лен куйидагича татбш\ ^илннадн:
^  К  (А.) учун жадваллардля берилган а  а н налили к даражасига мос 

шундай топиладихн, унннг учун А' (Ха) =  1— а  булади. Су игра 
танланма маълумотларкга к\ра Dn нинг цилмлти топилади.

КАгар D n <  —— булса, Я^типотеза ^абул цилннэди.
» п 
КАгар D . >  —— булса, F (х )— бош тупламнинг таксимот функ-
I «

цияси деган гипотеза рад этилади.

Уз-узини т е к ш и р и ш  учуй с а в о л л а р

!. Критерий тушунчасига таъриф берииг.
2. Гипотеззларии текшириш иимадан иборат?
3. Гипотеззларии статистик текширишда кандай хэтоларга йул цСйпш 

мумкин?
4 Пирсон нинг мувофнцлик крнтернйси ннмадан нборат?
5 Колмогоров критерийсн кандай таърифланади?
6. 15.296—15.311-масалаларнн ечинг.

60- §. Функционал ва статистик богланишлар

34- § да тасодифий микдорлар орасидаги функционал 6 o f -  
ланиш  ^аралган  эди.

Амалда тасоднфнй микдорлар орасидаги ^атънй функцио­
нал богланиш жуда камдан-кам лолларда кузатилади, чунки 
тасодифий ми^дорларнинг цийматларн купгина тасоднфнй 
омилларга борли^днр.

X  ва Y тасоднфнй микдорлар га таъсир этаднган тасодифий 
омиллар ичнда умумий омиллар булган доллар тез-тез учраб 
туради.

X  — тасодифий омиллар: г,, г „  . . . ,  zk, и,......... ип ларнинг функ­
цияси, Y  эса г,, г2, . . ., гь, у,, . . ит тасодн|>ий омилларнинг функ­
цияси булсин, яъни

А /  ( Z j ,  Zj* • • •» ^|i • • ч  ^л)

Y 8  ( |̂* ^2’ • • •» 1̂* • ■ •»
Бундай .\олда X ва >' тасоднфнй микдорлар статистик (ёки  
стохастик) богл ан ган  дейиладн.

Статистик богланншда тасоднфнй мшуюрлардан бирннннг 
узгаришн боил^а тасодифий микдор таксимот цонунининг узга- 
ришига олиб келадн. Тасодифий микдорлар орасидаги статистик 
богланишлар корреляция назарияси усуллари ёрдамида урга-
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ниладн. Корреляция назариясннинг иккита асоснй масаласи
бор.

1. Корреляцион богланиш шакл пни аннцлаш.
2. Корреляцион богланишнннг знчлнгнни (кучини) аннк* 

лаш.
Хусусан, X тасодифий микдорнннг уртача кийматларн так* 

снмотини бошка >’ тасодифий микдор ц 11 й \t а т л а р и г а боглик 
равншда урганиш ал о \и да  кнзнКиш уйготади.

61-§. Регрессия чизиклари

Икки улчовли (A’, Y) тасодифий мнклорни караймиз. Бир 
тасодифий микдорнннг бошка тасодифий микдорнннг узгарн- 
шига таъснрнни текшириш учун X тасодифий микдор таксимо- 
тининг шартли конуниятларн У тасодифий микдорнннг тайин- 
ланган кийматларнда ва аксннча, каралади.

(А, У') дискрет тасодифий микдор ушбу такснмот жадвали орка- 
ли берилгаи булсин:

Ч  X 

У
Ж, X, *п V  р<х.,ук)

«=!

Ух Р {XI. У г) Р (Хг, y t) . ■ . Р (х„, у\) Г (l/i)

Уг Р (* i. Уг) Р (х*. У г) • . р ( х п, J/i) Р (Уг)

Ут О (х ,. Ум) р (хг, у.п) . • Р (Х„, ут) Р (Ут)

m
V  Р (XI, Уь) 
~  I

Р (Xf) Р (х ,) . . . Р (^я)

Ягона X  = л,- К” ймат га мос р  (</, *,)..........Р G/m' jc,) шартли эхти-
моллар У' нинг X  =  дагн шартли тацсимсти дейилади.

Р ы * , )  =  Р < У -  (61.1)
Р К *1)

ва

^  р  (xi, у к) =  р  (х^. (61.2)

Шартли таксимотнинг энг мухим характеристикалари тайинланган 
х ,̂ i =  1, п да шартли математик кутилиш М  (К| ,v/) ва шартли дис­
персия а- (У'| л*4) дир.
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т

М  (К;а*,) =  V  у к р  ( у к\ Х[), I *= I, п,
Дг = !

о 2 (У(a,) =  М  ((!Y - M  (YUif fXi ) .

о- (К|а4-) ни яна Y нинг X га цолди^ днсперсияси деб .\ам атала- 
ди. а, узгарнши билан Л1(У’!а| ) .%ам узгарадн, яъни у  (а) =  М (У\ а)
функцияни кд аш  мумкин, бу ерда X  аргумент а , .......... хп циймат-
ларни цабул цилиши мумкин.

Бу функция Y  нинг X буйича регрессия функцияси дейилади.
(61.1) ва (61.2) формулалардан фойдаланиб, топамиз:

т
i !  Ук Р (х. ук)

У (х) =  * ± --------------- . (61.3)

•  р {х• Vк-I
X нинг Y  га регрессиясн хам худди шундай ани^ланади:

л
2 ]  xt р  ( г , , у)

х  (у) =  М  ( Х \ у ) =  & ---------------- . (61.4)
V  р (X . у)
/= I

Узлуксиз та^снмотлар булган холда (40.1) ва (40 2) формулалар- 
дан фойдаланиб, кунндагини лосил циламиз:

у  (а ) =  М  (У'1 а ) =  \ ур  (i/J a) dy  =
ое

Г
1 У р (х. у) dy 

=  — --------------------; (61.5)
I Р (*, у) dy

“"во
ое
! хр (х, у) dx

7  (у) =  М  (Х |у)  =  = * ----------------- . (61.6)
9
J р (дг. у) dx

У холда

62-§. Регрессиянинг асосий хоссаси

Т е о р е м а .  Агар ( X , Y ) — тасодифий вектор булиб, М У 2 <  оо  
булса, у  холда А =  М  {{У — и (a))2| X) шартли уртача квадратик 
четланиш уакикий узлуксиз и (х) функциялар синфидаги энг ки-
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ник кийматини и (х) =  у  (х) булганда *абул цилади ва бу энг ки­
чик циймат о 3 (У\х) га тенг.

Исбот ушбу айниятдан келиб чи^ади:
.Vf I(Y -  и (х)У\X] =  М  [((К -  у  (х)) 4-

4- Су (х) -  и (х) ) f /X \  =  М  [((Y -~7j (дг))* 4-

4- 2 (У - T j  (дг)) Щ (дг) -  и (дг)) 4- {у  (дг) -  и (дг))=)!Х] =

=  о2 (У\х) +  М  [ ( у ( х ) - и ( х ) Г \ Х 1

Шундай ^илиб, А минимумга и (дг) =  у  (х) да эрншади ва у
о2 (У|х) га тенг.

Агар у  (л) ва х (?/) регрессия функцияларн чизикли булса, у ^олда 
X ва Y  тасодифий микдорлар чизикли корреляцияланган дейилади.

X ва Y тасодифий микдорлар чизикли kcj };еляиияланган- 
мн-йу^ми деган масала ва яна умумийро^ у ( х )  ёкн х ( у )  рег­
рессия функциясинннг ^айсн функциялар синфнга тегишлнлн- 
гн камдан-кам ^олларда аниь; курсатилишн мумкин.

Хусусан, куйидаги теореманн исбот цнлнш мумкин:
Т е о р е м а .  Агар (X, Y)  — зичлик функцияси

— — <?(*• У)

f (х, у) = --------- 1 , - z i^  е
2 n a l oi \ I—р*

дан иборат икки Олчовли нормал тацсимотга эга тасодифий микдор 
булса , у  холда у  (х ) регрессия функцияси чизикли функция 6tJ- 
лади:

Бу ерда 

Q (х, У) = 1 -  р«

У (х) =  а2 4 -р  —  (x — a t).

( X  —  Qt)8 , (у —  О ; ) 2  ____0  (JT —  (У  —  О д )

о ' п —Г л -О] О Г, °1 °*

а „  а2 — А' ва Y  тасодифий ми^дорларнинг математик кутнлишлари, 
о „  о„ — уртача квадратик огншлар, р — корреляция коэффициента.

Назарий текшириш мумкин булмаган холларда танланма усуллар- 
даи за регрессиянинг эмпирик чизипши ясашдан фойдаланиш керак.

63-§. Чизикли регрессия танланма тенгламасининг 
параметрларини энг кичик квадратлар усули 

буйича топиш

X  ва Y  белгилн иккн улчовли бош тупламдан п \ажмли танлан­
ма оламиз.

(*/, y k) жуфтларнинг кузатилган ^ийматларнни тегишли частота- 
лари билан ушбу ксрреляшюн жадвалга жойлаштнрлмиз:
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Ч  Y 

Л Ч ^
Vi Уг • • • 2  "i.l 

/
и (г)

*1 Пц п\г . • п \т " х , 7  (x t )

x t п г 1 пгг • • п2т 7  (xt )

Xi п 1\ П12 • • • п 1т % ~У (Xi)

2 « / / ПУ, • • ПУт

X (у j ) ~х (//,) • •

Жадвалдаги маълумотлар буйича Оху текисликда (х4, у к) коор- 
динатали нукталарни белгилаб тярцоклик диаграммасини тузнш мум- 
кин (151-шакл).

Бу диаграммами хар бир нуктаснда п [к масса жойлашган (дг,, ук) 
нукталар туплами деб талкин этиш мумкин.

У эдода

У (*, ) =
Уь пк tk

ни X  =  xi Рертикал тугрн чизикда жойлашган ва у к ординатага эга 
булган nik массаларнинг маркази снфатнда талкин этиш мумкин. Бар­
ча (дг,, у  (*,)) ну^аларии туташтирнб, У нинг X га регресснясининг 
эмпирик чизигинн хосил киламиз.

X  нинг У га регресснясининг эмпирик чнзигн з а̂м худди шундай 
ясалади. бунда унинг хар бир нуктаси у  =  у к горнзонтал т\три чи- 
зиклпрда стиб, х{ абсииссага эга булади.

Шу тарзда регрессия чнзиги- 
нннг умумий куриниши хакнда 
тасаввур хосил ^илиб, регрессия- 
нннг эмпирик функцияси тенгла- 
масини энг кичик квадратлар 
усули билан топнш мумкин.

М асалан, куйидаги таркоклик 
днаграммаларнни курайлик (152- 
шакл).

Бу ерда а) холда, равшан- 
ки, регрессия чизиги парабола,
б) холда тугрн чизнк, в) .\олда 
эса корреляция афтидан мавжуд 
эмас деб ф араз ки-тчш мумкин.

У

I

I

'iC * -J*

!

'A+r *
i

I»*.’ , 
»

1 i 
* i 
»

A>\i
t С 
I

jr,j V  t  
1

151- шакл.
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152- шакл.

У нинг X  га регрессия функцияси чнзикли функция, яъни

деб фараз ^илишга асос булсин.
а ва b коэффициентларни энг кичнк квадратлар  усули бу­

йича топамиз.
Ордината буйича (лг4, у я), i - \ , m :  k —\ ,/ координат ал и ну^талар- 

нннг тугри чнзикдаги мое нукталардан четланиш квадратларинннг йи* 
рнндиснни караймнз:

Д(а, Ь) ни иккн узгарувчининг функцияси сифатнда ^араб, 
а ва b учун шундай ь^ийматлар топамизки, 1 ( а , Ь )  нинг цийма- 
ти энг кичнк булсин.

Бир неча узгарувчили функция учун экстремум мавжуд бу­
лишининг зарурий шартлари унннг барча ^згарувчилар буйича 
хусуснй .\осилаларининг нолга тенг булншидан иборатдир. Бу 
шартни Л га цуллаймиз:

^ а р  иккала тенгламани 2п га булнб ва а хамда b га 
эга \адларни гурухлаб, цунидагнга эга буламиз:

у  ( а )  =  ах +  Ь

т
Д (a, b) =  v  (a.Xi -Г Ь — y f  пх_. (63 2)

т

(63.3)

m

(63.4)



/-1 ' _  , 1=1

Бнзга маълумки,
v* v*>  пц  z .  Xi п

.• — I • —
—  =  дг,п

V
/-1 * -1
1  У( ,lx i _ 1*7 %

-У . *—------  = *2, (63.6)л

т- т \  ук П/
V I *

*1 У* пх. = — >, дг. л . -------
л 1 * •*/ л 1 х»

(63.8)

/ - Г  т^ г

< Х  — ЧУкЧ,
=  ̂ V r , -  Ч ,  П,-» -  ---------=  ху. (63.7)

I -  I k ^ l

У холда (63.5) тенгламалар ушбу куринишга келадн:

ох + b = £/,_
ад-2 - f  Ьх =  ху.

Хосил булган системани ечиб, цуйидагини хосил киламнз:

У — У =  9у х (х — 7), (63.9)

бу ерда р , =  — — У нинг X га регрессия коэффициента, ад—
1 °х

танланма уртача квадратик четланиши.
(63.9) тенглама Y нинг X  га регрессняси тугри чнзнгинннг 

танланма тенгламаси дейилади.
А’ нинг Y га регрессняси тугри чнзнгинннг танланма тенг- 

ламасннн худди шунга ухшаш куйидаги куринншда хосил tyi- 
лиш мумкин:

х — х =  рх/1/ (у — у), (63.10)

бу ерда р . =  x y~ I f  'y , а  — танланма уртача квадратик четланиши.
9 о'у у

Курамизкн, танланма регрессия т$трн чизиклари {х, у )  ко- 
ордннатали нуктадан, яъни массалар марказндан утади ва рег­
рессия коэффнцнентлари бир хил ншорага эга, бинобарин, тан­
ланма регрессия т \три  чизикларинннг бурчак коэффшшент- 
лари бир хилдир.

Ил гари, корреляция коэффициентнга таърнф берилган эди, 
шундан фондаланнб танланма корреляция коэффициента ту- 
шунчасини киритамиз:

г =  ху ~ х ч
Пх  Оу

339



Танланма корреляция коэффициент» гт корреляция коэффициент 
_ Af ( X K ) - A f  (Л) М (К)
ХУ ах <jy

нинг бахосн булншини исбот килиш мумкин. 
гт ни (63.9) ва (63.10) га цуйиб,

ва

Р„/х =  'т =* 
Ох

Р , =  Г » т Ом

(63.11)

(63.12)

ларнн топамиз.
У .\олда танланма регрессия тугри чнзнкларннннг (63.11) ва 

(63.12) тенгламаларинн куйидаги симметрнк шаклда ёзиш 
мумкин:

У — и _  _ * —
_  —  ' т _ (63.13)

ва

* У — у
—  =  / \  * — - (63.14)

UX 0у
М и с о л .  Т>трн туртбурчак плиткаларнинг узунликлари 

х( с м)  ва массалари / / ( « )  буйича тацсимоти куйидаги ж адвал- 
да берилган:

7 - — ____! ! _ 6 8 10 12 U пх

30 2 17 9 3 31
35 — 10 17 9 — 36
40 — 3 24 16 13 56
45 — _ 6 24 12 42
50 — — 2 N 22 35

пу 2 30 58 63 47 200

Регрессия тутри чнзнкларннннг танланма тенгламаларинн 
тузннг.

Е ч и ш .  Агар ф ормулаларда узгарувчнларни ^уйндагича 
алмаштирсак, барча коэффициентларнинг .\исобланишн анча 
соддалашади:

xi — СI У1 — С9
U: =  —------- !, V: =  ----------

1 А, * ft,

С, ва С2 — мос равишда х ва у  Сэгарувчнларнинг вариацион 
цаторнннг тахмннан уртасида жойлашган цийматлари;
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h j ва Л2 — мос равишда х ва у  узгарувчиларнинг кушни кий- 
матлари орасндаги масофа.

Cj =  40, / i ,= 5 ;  С2= 1 0 ,  /i2 =  2 деб оламиз, натижада куйидаги 
ж адвалга эга буламиз:

—2 - 1 0 1 j 2 пи

- 2 2 17 9 3 31
- 1 __ 10 17 9 — 35

0 __ 3 24 16 13 56
i 1 __ __ 6 24 12 42

2 — — 2 И 22 35

п.. 2 30 58 63 47 2 0 0 =  п

Жадвал ёрдаунда куГидагнларнн миоблаймиз:
— I  и пи _  2 .31  — 1-26 0-56-*- 1-42-4- 2 -35
и =

200
=  0.07;

— I iti . - 2 - 2 - I -30 0 58 f  1-63 - f  2 - 4 7  А л о .
v = -------  --------------------------------------------------- ---  O.oz,

п 200

. -  S t лп?
и* =  --------  = 1 ,7 1 ,  V' =  ------- =-3,16.

п п

о и =  1 и1 — (и)3 =  1,3,

ог{, =  1 vs — (v)2 =  1,67. 
v  n ut,uv  йнгиндинн мюсблаш учун ушбу \иссбл:ш1 жадвалини ту­

за миз:

—2 — 1 0 1 2 1 = ^ " Я  uf и-У

- 2
1 z l

2 
=й!

| - Г
17

—34*

\±

г ш  9 "

|JL
3

- б !
— — 18 36

— 1 — __  10
—10)

1°.
17

-1 7 |

i ’
___ 9
_ 9  |

— - 1 1

0 —
1=?

3
о 1

UL
24

о 1

IJ6

- 1  16 0 1

i?6 
1 3 ~  

о 1
39 0

1 — —
L i

6
61

1*1

- 1 2424 1

124
12

121
48 48

2 — 2 ,JL
♦ 1

1-1!

- 1  И22|

И !
22 55 ПО

и  =  У ипи., —4 -44 - 2 5 31 56

195

195

v-U 8 44 0 31 112
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Корреляцион жадвал хар бир катагининг юкоридаги унг бурчаги- 
га vnuv купайтмани ёзамиз. Катакнинг ^уйи чап бурчагига unuv ку- 
пайтмани ёзамиз.

Барча катакларнинг юкоридаги унг бурчагида ра куйидаги чап 
бурчагида жойлашган сонларни цушнб, V =  V  vnuv ва U  =  У  unuv 
кийматларни хосил киламиз. Барча uV ва vU  купайтмаларни хи:об- 
лаб, натижаларни цушимча сатр ва устунга ёзамиз, бунда V  Vu — V  Цу 
купайтма назорат учун хизмат килади. У холда 

v  n av wy =  v  V'w =  У  Uv.

Ушбу формула буйича танланма корреляция коэффициентини хи- 
соблаймиз:

~  nuz,uv— п и у 195 — 200-0,07-0.062 _  ~ 
n i . o ,  2 0 0 .1 ,3 .1 .6 7  ’ •

Энди регрессия тугри чизи^ларининг тенгламаларинн тузамиз:

~Ух— У ~ гт У- (х — х), 
ох

ху —~х =  гт У-  {у — у). 
аУ_

х ва у  лар учун .v =  u/i, - f  С„ у  =  v h 2 +  Сг формулаларни осон- 
гина хосил ^илиш мумкин. Шунинг учун

7 =  0,07 -5 -f  40 =  40,35,

7 = 0 , 6 2 - 2 +  10 =  11,24,

Я  =  hPu =  6-5>

~ау =  h.,a0 =  3,34.

У холда Y  нинг X га танланма регрессия тутри чизиги тенгламаси

~ у —  11,24 =  0,43 —  ( л : - 40,35)
6,5

ёки

~ух =  0,22* +  2,32

куринишда, X нинг Y  га танланма регрессия тугри чизиги тенглама­
си эса

7 у =  0,84// +  30,94

куринишда булади.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. 1^андай богланишлар функционал богланишлар дейилади?
2. 1\андай богланишлар статистик богланишлар дейилади?
3. Регрессия тугри чизиги цандай топиладн?
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4. Регрессиянинг асосий хоссаларинн таърифланг.
5. Энг кичик квадратлар усулини баён дилинг.
6. Танланма регрессия т\три чизнги коэффнцнентлари цандай аницлана-

ди?
7. 15.322— 15.349- масалаларнн ечинг.

64-§. Танланма корреляция коэффициентининг богланиш 
зичлигига таъсири

Танланма корреляция коэффицненти куйидаги тенглнк би­
лан ани^ланадн:

v  п. .х: у, — п х у  ГГ 1.1 1 '

бу ерда (х,-, у  )  — белгиларнинг кузатилган кийматлари, n i( — (х4 у  
жуфтнинг частотаси, п — танланма хажми, ох, оу — танланма уртача
квадратик четланишлари, а*, у  — танланманинг урта кнймати.

(64.1), шунингдек, (63.11) ва (63.12) ларни эътиборга олиб, 
ушбуни ^осил циламиз:

гт =  ±  V ру/х Рад (64'2)
Т е о р е м а ,  г = ±  1 шартнинг баж арилииш уртача к ва д р а ­

тик регрессия  тугри чизиклари устма-уст ту шиши учун  з а р у р  
ва етарлидир.

Исботи (63.13) ва (63.14) тенгламаларни ^арашдан келиб 
чиь^ади.

Бу тенглнкдан г г коэффициент ± 1  га канчалик якин булса, 
X  ва Y  уртасида чизикли богланиш мавжудлигидан далолат 
беради.

Агар гг =  0 булса. А’ ва Y орасидаги чизикли богланиш йуц- 
лиги хасида ф араз килишга асос булади.

Юкорида агар А ва У лар  боглицмас булса, у ,\олда г =  О, 
агар г = ±  1 булса, X ва Y чизикли боглиц булиши исбот кн- 
линган эди.

Танланма корреляция коэффицненти г г корреляция коэффи- 
циенти г нинг асосли бахосн булса-да, корреляция коэффици- 
ентининг нолдан фаркли булиши бош туплам корреляция ко­
эффициентининг нолдан фаркли булишини билдирмайди. Бун­
дай холда танланма корреляция коэффициентининг кийматли- 
лиги хакидаги гнпотезани текшириб куриш керак.

Агар корреляция коэффициентининг нолга тенглиги хацнда- 
ги гипотеза рад этнлса, у х;олда X  ва Y микдорлар корреля- 
цияланган ва танланма корреляция коэффицненти А ва Y 
орасидаги богланиш улчови булиб хизмат кнлади.

Бирга яцнн булган \ г х | А' ва Y лар зич богланишини бнл- 
дирса, 0 га яцин булган |г т | А ва У лар  ё жуда буш богла­
нишини, ё бундай богланишнинг йу^лигини билднради.
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65-§. Нормал таксимланган тасодифий ми^дорларнинг
корреляцияси

Айтайлнк, икки улчовли (X, У) бош туплам нормал та^симлан- 
ган булсин. Бу тупламдан п хажмли танланма оламиз ва танланма 
корреляция коэффициенти гт ни хисоблаймиз. Бу холда гт коэффицн- 
ентни (г , аг) параметрлн (бу ерда гху — назарил корреляция коэф- 

1 ^фициенти, o r =  — -/jg. ) нормал таксимланган деб хисоблаш мумкин. 
У п I

Назарий корреляция коэффициенти гху учун ишончлилик даража- 
си q%  булган ишончли интервал куйидаги куринишга эга:

у п У п

бу ерда tq нормал таксимот жадзалидан топилади
гт нолдан фарцли булиб чи^син. гг нинг кийматлилигл ха^идаги 

гипотезанн текширамиз.
Нолинчи гипотеза ^уйидагича булсин:

Н „:г ,# =  0.

У холда конкурент гипотеза Н , : г х:/ ф  0 булади. Агар нолинчи ги­
потеза рад этилса, яъни конкурент гипотеза цабул цнлинган булса, 
бу танланма корреляция коэффициенти ^ийматлилигини X ва У' ора- 
сидаги чизи^ли богланиш зичлигини ифодалаши мумкинлигини бил­
диради.

Агар нолинчи гипотеза цабул ^илинса, у холда X ва У чизи^ли 
богланиш билан богланмаган.

Агар Н0 : гху =  0 гипотеза уринли булса,

гр _  ̂|1 п —

тасодифий микдор озодлик даражаси п — 2 булган Стъюдент та^- 
симоги билан таксимлангандир.

Берилган а  аниклик даражаси ва озодлик даражалари сони k =
— п — 2 буйича Стъюдент та^симоти критик ну ̂ талари жадвали 
ёрдамида икки томонли критик со\а учун &) критик ну^та то­
пила ди.

Агар \ T \ < t a булса, нотинчи гипотезат рад этишга а;ос йу^.
Агар |Т >  ta булса, нолинчи гипотеза рад этилади.
М и с о л .  63-§  даги мисолда топитган тан таима гт корреляция 

коэффициентининг сс =  0,05 аншулик даражасида ^ийматлилиги ш тек- 
ширинг.

Е ч и ш .  63- § даги мисолда топилган г т корреляция коэффици­
енти 0.43 га тенг.

Критерийнинг танланма кийматини топамиз:
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Берилгаи а  =  0,05 аниклик даражаси ва k =  198 буйича ta =  
=  1,96 критик ну^тани топамиз. Г  > /а булгани учун нолинчи гипо­
теза рад этилади.

Демак, бош тупламнинг корреляция коэффициент г ху Ф  0 экан.

Тасодифий микдорлар орасида чизикли булмаган корреля­
цион богланишлар ^ам мавжуд булиши мумкин.

Иккита тасодифий микдор орасида чизикли булмаган кор­
реляцион богланиш мавж уд булганда чизикли булмаган рег­
рессия тенгламаси регрессия тугрн чизицлари тенгламасинн 
излагандек изланади.

Икки улчовли (А", К) бош тупламдан п ^аж м ли танланма 
олинган булсин. )\ар бир хк учун шартли уртача //,- ларнн .\и- 
соблаймиз (1 5 3 -ш акл).

(*,-, У[) ну^талар тахминан параболада жойлашган деб фараз ки- 
ламиз. Y  нинг А га параболик уртача квадратик тенгламасинн

у  (х) =  ах- +  Ьх 4- с
куринишда излаймиз.

а, Ь, с коэффициентларни топиш учун энг кичик квадратлар 
усулидан фойдаланамиз.

булсин. А нинг экстремумини топиш учун -j— t ва ларнн нол- 

га тенглаймиз. Гуру^лашлардан сунг цуйидагиларни хосил киламиз:

66-§. Чизикли булмаган корреляция

А (а, Ь, с) =  V  (axj +  bxt +  с — y if n x. (66.1)

■“  I i •ri i i t i
=  v , ?  u,

Хосил цилинган бу системани 
ечиб, \ ( а ,  Ь, с) четланишлар 
квадратларининг йигиндисига энг 
кичик циймат берадиган а, Ь, с 
коэффициентларни топамиз.

У

А' ва Y  орасидаги богланиш ма- о

153- шакл.



- f  cx - f  d функциялар оркали ифодаланади дейишга асос булган хол- 
ларда хам худди шунлай нул тутилади.

67- §. Корреляцион богланиш тугрисида тушунча
Чизицли корреляцион богланишнинг зичлигини ба.\олаш 

учун корреляция коэффицненти гху дан фойдаланилади.
Чизикли булмаган богланиш зичлигини ба.\олаш учун ушбу 

янги характеристнкаларни кирнтамиз:
г)ух— У нинг X  га корреляцион муносабати ва r\ — X  нинг У 

га корреляцион муносабати.
Бу курсаткичлар регрессиянинг у(х)  ва х (у) эгри чизиклари ат- 

рофида тацсимланишнинг зичлигини ифодалайди.
Таърифга кура

„с _  М(у (дг) — М{Х))г / с -r w
V   о---------- , (Ь/.1)

-М {х-(и) ~  М (К))а . (67.2)

Куйидаги айниятни исбот ^илиш мумкин:

° l = o l x + M(y(x)-M(y))*,
бу ерда о*— У  нинг дисперсияси, а 2у,х =  М ( У — у(Х))-  шартли дис‘ 
персияларнинг уртачаси. У холда (67.1) ва (67.2) ифодалар куйида­
ги куринишга келади:

г £ = 1 - Д *  (67.3)

л* -  1 -  - ф ~  (67.4)

(67.3) ва (67.4) тенгликлардан корреляцион муносабат цуйидаги 
тенгсизликларни каноатлантириши келиб чикади:

0 < Л , , < 1 .  

0 < Л „ < 1 .
0:у/х =  0 булганда ва фацат шундагина т)-'л. =  1 булади, яънн бу­

тун таксимот У нинг X  га регрессия эгри чизшида тупланган, ва 
шундай цилиб, X ва У’ орасида функционал богланиш мавжуд.

Су игра, о-у .х =  о-у булганда, яъни М (У — у ( л))2 =  М (У— М(У))2, 
яъни у (х)  =  М  (У) =  const булганда ва фа^ат шундагина rj£x =  О, 
яъни У нинг X  га регрессия чизиги га^снмот марказидан утувчи 
горизонтал тугри чизицдан иборатднр. Бу .\олда X  га V' корреляция- 
ланмаган дейиладн.

у\ху корреляцион муносабатнинг хоссаларн хам худди шундай 
текширилади.
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т| ва г| курсаткичлар узаро содда муносабат билан борланма- 
ган.

Агар г\ =  =  J булса, у холда Y  нинг X  га богланишнни 
ифодаловчи функция тескариланувчи, ва демак, монотондир. Доимо 
\ г х у \ < г \ух  эканини исботлаш мумкин. Агар ^ - ► О  булса, у холда 
а 2 х -*-0, яъни шартли дисперсия нолга интилади, демак, Y  нинг X  
билан борланиши зичлашиб бориб, г\ =  1 да функционал борланиш- 
га утади.

Корреляцион муносабатнинг корреляция коэффициентига 
нисбатан афзаллиги шундан иборатки, корреляцион муносабат 
,\ар кандай, шу жумладан, чизикли богланишнинг зичлигини 
бахолайди.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Танланма корреляция коэффициенти нимани нфодалайди?
2. Танланма корреляция коэффициентининг хоссаларини айтиб беринг.
3. Нормал такснмланган тасодифий микдор корреляцияси ^акидаги теоре- 

манн баён цилинг.
4. Чизицли булмаган корреляция тушунчасини таърнфланг.
5. Корреляцион муносабат кандай аницланади?
6. Корреляцион муносабат нимани нфодалайди?
7. 15.267— 15.273-масалаларни ечинг.

68-§. Регрессия параметрларини танланма буйича аницлаш

Р е г р е с с и я  м а с а л а с и н и н г  ц у й и л и ш и .  Y  тасодифий мик* 
дор k та xv хъ  . . . , хк узгарувчиларга борлик; булсин. хъ х 2, . . .,хк 
узгарувчилар, умуман айгганда, тасодифий микдорлар булмай, ку- 
затишларнинг ^ар бир сериясида олдиндан режалаштирилган аник 
кииматларни цабул цилишлари мумкин.

Y  тасодифий микдор x lt х2, . . .  , хк ларга боглик булмаган а 2 
дисперсия билан нормал такснмланган деб фараз килинади.

Y  тасодифий микдорнннг математик кутилиши xlt хг, . . . , хк 
узгарувчиларга чизикли боглик, яъни

M( Y)  =  у  =  а  +  +  . . . $кхк (68.1)

деб фараз килинади.
Бундай холда х- узгарувчилар Y  ни факат уртача аниклайди деб

айтилади.
1 -м н с о л .  Техникада купинча

Y = а + р, / + р,/г + .. . + р /  + г(/)
куринишдаги тасодифий микдорлар учрайди, бу ерда t — вакт, z(i) 
эса математик кутилиши а =  0 ва уртача квадратик четланиши о 
булган нормал гаксимотга эга тасодифий функция. У холда л*— /' ,
i  — 1, k деб (68.1) турдаги тасодифий микдорни \осил киламиз.
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2 - ми со.м. Купгина физик масалалар ушбу куринишдаги тасоди­
фий микдорларни урганишга олиб келади:

У =  а  +  р, cos (k^t - f  ф,) +  . . . +  Р, cos (А?,-/ +  ф4) 4- z  (/),

бу ерда t ва z ( t ) лар 1- мисолнинг шяртларинн ^аноатлантиради, 
k z-, ф,- — маълум сонлар.

xi — cos (ki / -t- <р,) деб, (68.1) турдаги тасодифий мицдорни хр- 
сил циламиз. Регрессия масаласи п та (у,-, х1(-, x2i, . . .  , xki), i — 1 , n  
боглицмас синовлар сериялари ёрдамида (68.1) муносабатга кирувчи 
номаълум a ,  Pi, . . . , Р* параметрларни бахолашдан нборатдир.

Агар параметрларни ба.\олаш масаласи .\ал этилса, х и х2г 
. . .  , х к номаълумлар узгариши билан У тасодифий микдор­
нинг тавснфнни бирор ишончлилик билан олдиндан айтиб бе­
риш им кон и пайдо булади.

Масалан, М ( У )  математик кутилиш учун ишончли интервал- 
ни курсатиш мумкин булади.

Д астлаб  битта омилга 6of.tiik булган холни цараймиз.
Y тасодифий микдор .v аргументга «уртача» чизикли бог­

лик булсин, яъни
М  (К|х) =  а  +  р а*. (68.2)

а  =  Alt Ао, . . . , хп деб п та эпкли кузагишлар утказамиз, на- 
тижада кузатилган п та y Jt у 2, . . . , у п кнйматларни хосил киламиз.

Чизиклиликдан огишлар 6,, 62, . . . , Ьп хатоликлар билан берилади 
деб хисоблаб,

у.  =  м  {Y\xi ) =  а  +  р  a ,  +  6,- (6 8 .3 )

каби ёза оламиз
Улчаш хатоликлари 6,- =  у {— а  — р.г- ушбу шартларга буйсунади 

деб, фараз 1\иламиз:
1) А\Ь{ = 0 ,  i =  1, п,

2) D bi =  М  6? =  о2, i =  1, п (X  га богли^ эмас),
3) 6t- тасодифий микдорлар уззро богликмас ва нормал та^сим- 

ланган.
У холда 6lt 62, . . . , Ьп тасодифий микдорлар системасининг 

таксимот зичлиги куйидаги куринишда булади:
П

е е е / 1 у» 20 *
]'5лст )/Г2ла }'2л а \Уг2 п о ) е

Демак, кузатилган у- мицдорларнинг таксимот зичлиги куйидагига 
тенг:
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а ,  р, а 2 параметрларни ба.^олаш учун ^ а 1\И{\атга энг катта 
ухшашлнк усулндан фойдаланамнз.

Усул номаълум параметрларни бахолаш учун бу параметр- 
ларнннг ^а^н^атга ухшашлнк функцнясининг (68.4) макснмум- 
га эриштирадиган кийматларидан фойдаланишдан нборатднр.

Яънн а 2 берилган да а  ва р лар учун бах они топишда

системани ечиш керак.
Курсаткнчли функция нолга айланмаганлиги учун куйида­

ги тенгламалар системасинн хосил киламнз:

(68.7) системани ечишдаV xt =  0 деб, яъни х нинг кийматлари
|= |

системаси марказлашган деб фараз циламиз.
У холда (68.7) тенгламалар куйидаги куринишга келади:

(68.5)

/I
—  2  V  ( t / i  —  а  —  f f c , )  =  О,

i=i (68.6>
п

— 2 v  (у. _  а  — р Х;)Х{ =  0.

Бу системанинг шаклини узгартирамиз:
П

Vv  v  X, =  О,

п п п (68.7)
V  Х[у  — а  V  Xi— Р V  х\ =  0.

{ t=! 1=1 J=1
п



( п
V  у . =  п а ,
i=i

2^  xi Ui= р ^ 4  
j —i i=i

Бу ердан а  ва р параметрларнинг бахоларини топамиз:

V  X. U.Г | . ^  . I
‘ 1 .  о  _  ________

, Р  —  ла  =
V  X? _  Л1
/ = |

(68.8)

Агар V  х,- =  0 шарт бажарилмаган булса, у .\олда а  ва р бахо-
i =1

лар учун анча мураккаб ифодаларни ^осил киламиз:

З и - Р Х * /
~ /_ | >=| п 1-1
“ = П • Р = я---- Г “

£ ( * , — * ) 2 
1-1

(68.9)

Сунгра топилган а  ва р цийматларда о2 нинг бахоси S 2 ни топиш 
учун (68.4) ни о2 буйича дифференцналлаб, куйидагини ^осил киламиз:

n S 2 = У  (у. — а  —  рх,)2

еки

S 2 =  —  V !  (У1 — а  — р xt-)2, (68.10)
1 =  1

бу ерда а  ва р лар (68.8) ёки (68.9) формулалар буйича аникланади.
Энди а , р ва о2 параметрларнинг (68.9) ва (68.10) бахоларининг 

ани^лиги ва ишончлилигини бахолаймиз.
П

Яна V  xt- =  0 булсин, у холда
/=1

^  yt = 2 ( а + P*f'+ 6t) = па -f V  6t- 
f f  i=i /=1

еки

а  =
yi— V  б/ 

«=1 i 'i-1 ~  I--------  = а -------->  . х»
«*=1

350



у
1=1

Худди шундай топамиз:

яъни

<* -*  =  т 2 * 6г  (6811)

Р ~  P = S r ^ -----  (68.12)
1  xi
/= ‘

(68.11) па (68.12) тенгликларшшг унг юмонлари бир хил конун 
буйича нормал таксимланган тасодифий микдорларшшг чизицли функ-

цияларидан иборат, ва демак, а — а  ва Р— Р оришлар нормал Tav 
симланган.

69- §. Регрессиянинг у,мумий масаласи

Y  тасодифий мицдор k та х х, а*2, . . . , хк параметр га «уртача» 
боглик; булсин, яъни

М. (К) =  а  +  Р ^  +  . . . +  Р* х„. (69.1)

а ,  Р,, р.,, . . . , р.. параметрлар учуй бахоларни топамиз. х и 
хг, . . .  , хк аргументлар ^ийматларининг п та системасини оламиз:

Ul) i*(l) Ul)Л| , Л2 , . . . , ,
Л2) U2) U2)1 ’ 2 * • • • * к >

х\п\  4 " \ ............xfK

Х̂ ар бир x\l\  xi2l\  . . . , система учуй Y  =  tyi тасодифий мик- 
дорнинг цийматипи улчаймиз.

Дисоблашларни соддалаштириш учуй (69.1) муносабатни

у  =  а  +  Pi(* — ху) +  • . . + Р * ( * Л — хк) (69.2)
И

куринишда ёзамиз, бу ерда х-. =  —  х{/ ) — дг- иинг п та тажриба-
п

даги у рта арифметик циймати.
Олдинги параграфдаги мулохазалардан фойдаланиб, а  ва р пара- 

метрлариииг бахоларини хосил циламиз:
П

1 V I  —
<% =  — ■У  У ^ У 'fl ,1 тч 

£ = t
К,уйидагича белгилаймиз:
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ir = -i- V  (4‘> -  *,) (4° -  At,) (l < /• < S < *). 
t=l

шу билан бирга
П

« д н
:= |

1̂1 1\г • . .  /,*
2̂1 / 22 . ■ • 1-2 к

^ 2  • • • ^кк
булсин. L '— L дан s- устунни /01, /02, . . . , l ok в д л а р  била» [(бу

П
ерда /0s =  —  у  (yi — у)(х[{) — x j  алмаипиришдан хосил булган 

/=i
детерминант булсин. У холда 0 параметр учун

Р =  _ L i
L

бахони хосил киламиз.
У з - ^ з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Регрессия масаласини таърифланг.
2. Чизи^ли регрессия ^андай аницланади?
3. Тажрнба маълумотларн буйича чизшуш регрессия параметрларини то- 

пиш усулини курсатннг.
4. Умумий регрессия масаласини таърифланг.
5. 15.350— 15.384-масалаларни ечинг.

70-§. Тажрибани ортогонал режалаштириш. Икки ва уч омилли 
тажрибанинг режа матрицаси

Амалиётнинг купгина м асалаларида каралаётган аломат 
(белги)га у ёкн бу омил (фактор) нинг таъсири канчалик му- 
хим эканлиги масаласи катта а.\амиятга эгадир.

Бир нечта бир хил турдаги станок ва бир неча турдаги хом 
ашё бор деб ф араз цилайлик. Турли станокларнинг ва турли 
партиялардаги хом ашё сифатининг ишлов бериладнган детал- 
ларнинг сифатига таъсири сезиларлимн ёки йукми эканини 
аниклаш талаб  килинади.

Бу .\олда иккита омил — станокларнинг таъсири ва хом 
ашёнинг таъсири текширилади, шу билан бирга омилларнинг 
хар бири бир нечта д ар аж ал ар га  эга (яъни бир нечта станок 
ва хом ашёнинг бир неча партияси).

Омилларнинг текширилаётган белгига таъсирини текшириш 
ва бахолаш учун п та кузатиш утказилади, уларнинг натижа- 
лари кузатиш матрицасига ёзилади.

т  д ар аж ага  эга булган битта омил булган ^олда п та ку- 
затиш лар натижаларини цуйидаги ж адвалга  жойлаштириш 
мумкин:
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Энди нккмта А ва В омил булган холни караймиз.

ь
А

Ьх Ьх

А,
J1) ..<?>11 * *11 ‘ * • * *
АП

..(1) J2)*12’ 12..........
rln)
12

. . .
r(D J2)
Jn)*ly

А%
Jl> v«2)*21' 21..........
Jri)21

J\) J2)22' 22' ' ‘ ‘ *
v(«>-V>2

. . .
J\) J2)2У* 2У* * • • »
Jn)2 У

• • • . .  .

Аг
„(1) М)rl * г!* • • •*
Jn) г I

J 1) J2) r2 • r2 ’
X(n). . . .  xr2

.  .  .

Jl) J2) xr v  ri' ’
x<n). . . , Xrv

Хар бир (/', /)  ячейкага п та кузатиш лар натижаларинн 
жойлаштирамиз. Агар ячейкалардаги кузатишлар сони узаро 
тенг булса, бундам комплекс ортогоналдир.

Учта Л, В, D омил булган холда куйидаги кузатишлар мат- 
рицасинн тузиш мумкин:

A Ai A2 ... A r

В Si Bu ... B v * i BV

D, *111 *11*1 *211 ... x2Vl xr\\ Xrvl

D
d 2 *112 X\V2 X2l2 ... X2V2 xr\2 ... xrv 2

• I • ; * I

Dt * n t x \vt X2U ... x 2Vt xrlt
... xr;t

Хар бир (/, у, к) ячейкага xijk микдорни кузатиш натижаларнни 
ёзамиз.



7 !-§ . М а т е м а т и к  моделнинг айрим ташкил этувчиларининг 
кийматлилигини бахолаш

Бир вацтда таъснр килувчи турлича омилларга боглик бул­
ган кузатиш лар натижаларини тахлил килиш, энг му.хим омил- 
ларни танлаш ва улариинг таъсирини бахолашиинг статистик 
усули дисперсной тахлил (анализ) дейилади.

Дисперсион та.ушлнинг гояси тасодифий мнцдорнинг уму­
мий диснерсиясини у ёки бу омилнинг, ёки улариинг узаро 
таъсирини тасвнрловчн боглш\мас тасодифий кушилувчиларга 
ажратиш дан иборатдир.

М асалан, А' — текширилаётган тасодифий миtyiop, Л ва Б — 
унга таъсир этадиган омнллар, х — Л'мн^дорнинг уртача 1\иб- 
мати булсин. Л' нинг четланишинн цуйидагнча тасвирлаш мум- 
кин булсин:

X  — л- +  а - Ь Р - Ь т .  (71.1)
бу ерда

а — А омил келтириб чикарган четланиш,
р — В омил келтириб чикарган четланиш,
V— бошка сабаблар келтириб чикарган тасодифий четланиш.
а ,  р, у лар борли^мас тасодифий ми^дорлар деб (|мраз циламиз.
X , а , р, у  ларнинг дисперсняларини мос равишда а;, о;л, о£, а~ 

оркали белгилаймиз. У холда
^  =  ° а  +  ° э  +  ау- (71.2)

а;х, ларни о-’ билан таь^ослаб, Л ва В омилларнинг таъсир 
даражасинн хисобга олинмаган омилларга нисбатан аницлиш мумкин. 
° а ,  ор ларни бир-бири билан та^кослаб, Л за Б  омилларнинг X  га 
таъсирини таь^ослаш мумкин.

Та^симот нормал деб ({зараз 1\илннганда дисперсион гахлил тан- 
ланмалар асосида о -а , а~, о;, ларнинг кийматнни ашиуташга, шунинг- 
дек, тегншли критернйлардан фэйдаланиб, улариинг текширилаётган 
микдорга таъсирининг мухимлигинн бахолашга имкои беради.

Л ва В омилларга боглик X  тасодифий микдор учун кузатишлар 
матрииаси мавжуд булсин. Соддалнк учун хар бир ячейкада 
ф акат  битта кузатиш булган холни караймиз:

X
Вг Вг • . в, . • . в..и xi*

-̂ 1 хп *12 * ' х \! ’ • *10 7 , .
А, хи хп ’ * *2/ * * х2о X 2»

Л ХЦ *12 • • ' Х</ xiv x »•

хг\ х2 г • • • Х г j ■ xrv * r.

_ _ _ _ —
х ч X #2 * * * * 7  ’ • * x *v X
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Кузатиш лар матрииасида г сатр А  омнлиинг г дараж асига, 
v уступ *са В омнлнпиг v дараж асига мос келадн. (/, /) ячей­
ка га Л ва В омплларнн мос холда /- на /- д ар аж ал ар д а  
бир вактда текшпрпшда хоснл килннган кузатишлар ёзн- 
лади.

Хар кайси уступ на сатр буйича урта ^нймат на умумий ур- 
тачани хнсоблаймиз. Энди урта кийматларнинг сатрлар буйича 
тепглиги ва урта кийматларнинг устунлар буйича тенглиги ха- 
кндаги гипотезаии текширамиз.

Антайлик,

-V/.

/= 1 i - l

— 1 V 1 Ч ''
X  “  V V А',.. (7 1 .3 )

1=1 /=|
У холда .г,-. нинг л* дан четланиш квадратларииинг йигиндисини то­
памиз, яъни

Q =  V  V  (А'<7 — л )2 =  V  (Х[ — X;. — X.f +  *  +
<=*1 /=1 Г=1 ;=1

V

+  х  / .  —  X  - f  .V. —  .V)- =  V V )  (Х{, —  л* )2 -т

+  Г V  (Л'.у—  A f - r V  V ( .v l7— Л',.— X ~ х )2 ^
ИИ <

/=1 1 = 1 /=!
= Qi +  Q2 "г Фз- (71.4)

Qi кушнлувчи сатрлар буйича урта кпйматлар бнлан умумнй 
урта кийматлар орасндаги айнрмаларнинг квадратларн йипш- 
дисидаи иборат булнб, Л белгииииг .1 омил буйича узгаришини 
характерлайди.

Худди шунга ухшаш, Q2 кушнлувчи X  белгииииг В омил 
буйича дисперсиясиии характерлайди. Qr> кушнлувчи кпадрат- 
ларнннг колдик йигниднсн дейилади ва хисобга олиимаган
о.мнллариинг таъсирини тавсифланди.

Дисперсия учуй куйидаги бахоларга эгамиз:

y  =  ^ V V ^ = ^ - ;
Гь’ Hid лггЛ г'0 — ]

5 : —  ̂ V \ ^ 7 r  T i2 —
г - i v 2 d {х‘- ~ г> -  — ’
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5 -
Qi Q.i (71.5)

v  —  1 -  (r —  1)(V 1)

Маълумки, агар X  тасодифий микдор нормал та^симланган
дисперсияларнингбулса. у холда танланма 

мотга эга булади.
Шундай цилиб, танланма маълумотлари

с-
2

4

нисбатн F та^си- 

бчйича хисоблаб

Fa па
5-з

х;амда 
F

I  г- \ .  ( г - | ) ( Г — 1).(7 8 3
танланган q аниклнк даражасида

<  Ft,_i (r_ l)(t,_I)w да) уртача кийматларнинг тенглиги тугриеидаги 
колинчи гипотеза рад этилмаслигини курамнз, яънн Л ва В омиллар- 
никг текширилаётган бел гига таъсири катта эмас.

Иккита омилли дисиерсион та^лилнинг умумий схемаси цу- 
йидаги ж адвал  куринишнда бернлншн мумкин:

Дксперсиянинг
компонентой

Квадратлар 
йи гиндисн

|Оэодлнк даражасн 
сон If Дисперсия книг ба.\оси

Сатрлар бунича
г

Qi =  ( х -
1=--1

— дг)2

Г— 1 „2 Ql
S [ ~  Г -1

Устунлар буйича
V

Q2 =  r j l  i ( д .,—

- ^ а

V — 1
*v — 1

К.ОЛДИК *  -  у ? * !?
— Xi.—Xj+X)*

( r - l ) ( r - I ) s - =  Q*
3 ( r - I H t ’ - l )

Т улиц Q =  Qi +  Q2! +  Q.i rv — 1
5 2 =  " ,  rv — 1

Ю^орида олинган иатиж алар А' белгининг нормал та^си- 
мотга эга булишини талаб  килншини эсда тутиш лозим.

У з * у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тажрнбани ортогонал режалаштириш цандай амалга оширнлади?
2. Иккита ва учта омилли кузатишлар матрнцасннн тузинг.
3. Дисперсиои та.ушл масаласини баён цилинг.
4. Умумий дисперсиянниг ташкил этувчилари цандай хнсобланади?
5. ^ар бир омилнинг А' белгига таъснри цаидай ба.у>ланади?
6. 15.284— 15.291-масалаларни ечинг.
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АСОСИЙ С О Н Л И  УСУЛЛА Р

15- б о б

1-§. Микдорларнинг такрибий кийматлари

1. Хатоликлар. Хатоликларнинг манбалари. .Микдорларнинг 
сопли цийматларини аниклашда купинча улариинг такрибий 
цииматларигина топилади. Бунда агар х  сон берилган микдор- 
нинг хакикий киймати а га якин булса, х  сон шу а микдорнинг 
тацрибий киймати ёки якинлашиши деб аталади ва бундай 
ёзилади: а й . г .

МасалаНу л ^ З ,  14159; е « 2 , 71828; —  «0,3333. Кнскалик
•3

учун микдорнинг такрибий киймати такрибий сон, унинг хаки- 
ций циймати эса аник сон деб аталади.

Такрибий сонлар одатда чекли унли касрлар куринишида 
тасвирланадн.

Амалий масалаларни хал этишда найдо буладиган хатолик­
ларнинг ва, демак, такрибий сонларнинг ушбу асосий манба- 
ларини айтиб утамнз.

1. Моделнинг хатолиги — моделлаштирнлаётган ходисага 
таъсир этаётган барча омил (ф актор)ларнинг етарлича тула 
хисобга олинмаслигн. Бу омилларнинг хаммаснни амалда хи- 
собга олишнинг иложи йуц ва ма^садга мувофнц хам эмас. 
М асалан, физик ходнса булган холда биз баъзан ншкаланиш, 
мухит каршилигини, хароратни ва шуига ухшашларни эъти- 
борга олмаймиз, шу сабабли хам модель такрибий хатолик- 
лар билан буладн.

2. Бошлангич маълумотлардаги хатоликлар — масала шар- 
тига кирувчи микдорлар (парам егрлар)нинг кийматларини ул- 
чаш натижасида хосил буладн ва, демак, такрибий характер- 
да буладн.

3. Услубий хатоликлар. Бу ^абул 1\илинган улчаш услуби 
натижаси булиб, уида одатда такрибий формулалардан 
фойдаланилади.

4. Амал хатолнклари — булар фойдаланиладиган хнсоблаш 
воснталарн билан боглик, хусусан, Э ^ М л а р  чекли унли каср­
лар  устида, демак, такрибии сонлар устнда ам аллар  бажара- 
ди (маълумотлар ва оралик ам аллар  натижаларн яхлнтлана-
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ди. бунинг натижасида у ёкн бу д ар аж ал а  ха тол и кл ар тупла- 
нади).

Танин бир масалани ечншда у ёкн бу хатолпклар баъзан 
булмаслиги ёки уларнинг таъснри хаддан зиёд кичик булнши 
мумкин. Бироц хатоликларни тула тахлил этиш учуй уларнинг 
барча турларини тула хисобга олиш лозим.

2. Абсолют ва нисбий хатоликлар. Такрибий сонларнинг 
асосий характеристнкалари абсолют ва нисбий хатоликлардир. 
Бирор мшуюрнннг такрибий кнймати д\ аник кппматн эса и 
булсин.

1 -т а ъ р и ф. а —л* айнрма л* такрибий соннинг якин.иш ш ш  
хатолиги ёкн хатолиги деб аталади.

Агар х < а  булса, л* сои а соннинг ками билан олинган так- 
рибий кнймати деб аталади ва бу холда хатолнк а —л > 0  бу- 
лади.

Агар х > а  булса, х  сон и соннинг о р т и т  билан олинган та^- 
рибий кнймати деб аталади ва бу холда хатолнк а —,v<0 бу* 
лади.

1 - м н с о л .  J 2 сони учуй 1,41 ками билан олинган, 1,42 эса 
ортиги билэн олинган такрибий кийматлар буладн, чунки 1,41 <
<  |  2 <  1,42.

Агар х < а  булса, х  сон а соннинг ками билан олинган та^- 
рибий киймати булади, чунки л > 3 ,1 4 .

3 -м  и с о л .  2,72 сони е сонининг ортиги билан олинган таь^- 
рибин кнймати булдн, чунки е < 2 ,7 2 .

2- т а ъ р и ф. а ~ х  якинлашишнинг абсолют хатолиги А деб, 
хатоликнинг абсолют цийматига айтилади, яъии

Л =  | а —х \ .

Бундан и х — \  ёкн а —х =  —Л экаилиги келиб чнцади, яънн 
а — х — \  ёки а — х—Л. Бундай холларда цуйидагича ёзиладн:

а =  х ± А .

и нинг такрибий кнймати купинча номаълум булганлиги са- 
бабли якинлашиш хатолигини ба.^олаш учун чегаравин абсо­
лют хатолнк тушунчаси киритилади.

3 - т а ъ р и ф .  а. ~  х  якинлашишнинг чегаравнй абсолют хатолиги 
деб, шундай мусбат \ а сонни аГпиладнки, А абсолют хатолнк ундан 
катта була олмайди, яъии

Л =  |.v — а\ <  /±с.

<Чегаравий» сузи купинча тушириб колдирнладн. Бу тенгликдан
х  — \ а а < х  +  \

булиши келиб чнкади, демак, л* — Д — ками билан якинлашиш, 
х — А . — ортиги билан якинлашиш.

Агар чегаравин абсолют хатолик Аи берилган булса, у холда х
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ни а нииг Ля гача аникликдаги та1фибий киймати деб аталади ва 
бундай ёзилади: а — х ±  Да.

Такрибии сонларии уларнинг куриниши абсолют хатоликни 
курсатиб турадигаи килиб ёзиш кабул килинган.

Унли каср куринишида ёзилган х  такрибии соннииг раками 
а ж  л' якинлашншнинг Л абсолют хатолиги бу ра^ам турган 
хоиа бирлигидаи ортш\ булмаса, бу ракам ишончли ракам деб 
аталади. Акс холда уии шубхали ракам дейилади.

Барча математик ж адвалларда ,  физика на техникада сон- 
ларии ф акат  ишончли ракамлари билан ёзишдан фойдалани- 
лади (агар хатолик курсатилмагаи булса, шуидай келишил- 
ган). Бу холда такрибии соннииг ёзувндан якинлашиш хато- 
лигиип аниклаш мумкин. М асалан, 3,1416 соннииг ёзуви унинг 
абсолют хатолиги 0,0001 дан ортикмаслигини курсатади. 370 
сони учун унинг абсолют хатолиги 1 дан ортиь^ эмас. Агарда 
бу сон 0,01 дан кнчик абсолют хатоликка эга булса, уни эндн 
бундай ёзиш лозим: 370,00. Шуидай цнлиб, 370; 370,0; 370,00 
та^рибий сонлар турли аницлик дараж асига эга; уларнинг че- 
гаравип абсолют хатолнклари 1; 0,1; 0,01 га тенг.

Агар бутун сон охирида нолларга эга булнб, улар ишончли 
ракамлар  булмаса, бу нолларнн 10" купайтувчи билан алмаш- 
тнрилади, бунда п — шуидай иоллар сони. М асалан, Ердан 
Куёшгача булган масофа 1495-105 км та^рибий сони билан 
ифодаланади, бу ерда биринчи туртта ракам ишончли, крлган 
барча иоллар эса шубхали (чегаравнй абсолют хатолик 
100000 км).

Одатда ишончли ракамли такрибий сонларии стандарт 
шаклда бундай ёзилади;

х  =  а0,ахаг . . . ак - 10", бу ерда п 1 ^  а0 <  10,

бу ерда п — соннииг тартибн деб аталади.
Масалан, Да =  100 булган 40000 сони стандарт шаклда бундай 

ёзилади: 4 ,0 0 -104.
Такрибии соннииг хатолигини у нечта ишончли кийматдор 

ракамга эгалигини курсатиш йулн билан ба.\олаш мумкин.
4 - т а  ъ  р и  ф. Соннииг унлик ёзувидаги нолдан фаркли би­

ринчи рацамдан чанда тургаи барча ишончли ракамлар кий­
матдор ракамлар деб аталади.

М асалан, ишончли ракамлар  билан ёзилган 0,002080 сони 
туртта кийматдор ракам; 2, 0, 8. 0 га эга; 1 дюйм =  2,5400 см 
сони бешта цийматдор ракамга эга; 370,0 сони туртта киймат­
дор ракамга эга, 3 ,7 -102 сони иккита цнйматдор ракамга эга.

Агар такрибии сон куп мицдорда цийматдор ракамларга 
эга булса, уларни яхлитлаш лозим.

Сонин я х л и т л а ш — уни кам микдордаги кийматдор ракам ­
лар билан ёзиладиган сонга алмаштирнш демакдир.

Такрибии сонни яхлитлаш да ушбу яхлитлаш коидасига
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риоя килган холда орти^ча ёки шубхалн ракамлар та!илаб 
юбориладн:

— агар ташлаб юбориладиган ракамлардан биринчиси 4 
дан кичик булса, у .\олда охирги колдириладиган ракам узгар- 
тирилмайди.

— агар ташлаб юбориладиган ракамлардан биринчиси 5 га 
тенг ёки ундан катта булса, у холда колдириладиган охирги 
ракам 1 га орттириладн.

— агар фацат 5 раками ёки 5 билан ноллар ташлаб юбо­
риладиган булса, у ^олда колдириладиган охирги ракам жуфт 
булса, узгартирилмайди, агар у ток булса, 1 га орттирилади.

4-мисол. Агар Аа = 0,001 булса, х — 10,5478 ни 4 та ншонч- 
ли ракамгача яхлитланг.

Е ч и ш. л' = 10,548.
5-мнсол. Агар Аа = 0,01 булса, л* = 3,875 ни 3 та ишоичли ра­

камгача яхлитланг.
Е ч и ш. * = 3,88.
Абсолют хатолик хисоблаш аницлигини тавсифлай олмайди. 

Хисоблаш натнжалари аниклигининг хацнкий курсаткичи унинг 
нисбий хатолигндир.

о-та ъ риф. Бсрнлган мнкдор ,v такрибии кииматининг fi 
нисбий хатолнги деб, бу сон абсолют хатолигинииг а* такрибий 
^пймат модулига ннсбатини айтилади, яъни

.V такрибий 1\иймат а дан кам фарк килганлиги учун ама- 
лиётда бундай хам олинади:

Нисбий хатолик берилган я^иилашишнннг сифат курсатки­
чи булнб, уни купинча фоизларда ш|шдаланади.

6-таъриф. а ж х  я^инлашишнинг чегаравий нисбий хатолиги 
деб, 6 нисбий хатолик катта була олмайдиган 6 мусбат сонии ай­
тилади, яъни

6 = < 6 бу ерда А < 6 \х\.
1*1

Шундай ^илиб, чегаравий нисбий хатолик учун
Да = и1А

ни олиш мумкин. Демак, а аник сонии бундай ёзиш мумкин:
а = х ±  |а'| 6и.

б-мне о л. Ушбу тенгликлардан кайси бирининг аниклиги катта: 

х — \ 46 = 6,78 ми ёки у = —  ~  0,54 ми?
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Е ч и ш.
х = Г 46 V4VH Д = 0,01; 6 = —  = 0.0015(= 0,15 %).

6,78

У учун Д = 0,01, «a = M L  = 0 ,0 I9 (= l,9 % ).
13 0,о4

0,15 °с < 1,9%. Биринчи тенгликнинг аншушги юь;сри.
3. Такрибий сонлар устида амаллар. Такрибий соилар ус- 

тида амаллар натижаси яна такрибий сон буладн. Натижа- 
нинг хатолиги дастлабки маълумотларнннг хатоликлари орца- 
лн у шоу коидалар ёрдамида топилиши мумкин.

1. Алгебраик йигнндининг чегаравий абсолют хатолиги ку- 
шилувчиларнинг чегаравий абсолют хатоликлари йигиндиенга 
тенг.

2. Алгебраик йигиндинииг нисбий хатолиги ц\'шилувчилар- 
нинг нисбий хатоликларндан энг каттаенга тенг (циймати бир- 
бнрига яцин булган сонлар айирмаси бундан мустасно).

3. Купайтма ва булинманинг нисбий хатолиги купайтув- 
чнларнинг ёки мос равишда булинувчи ва булинманинг нис­
бий хатоликлари йигиндиенга тенг.

4. Такрибий сон п- даражасининг нисбий хатолиги асоснинг 
нисби : хатолигини такрибий соннинг даража курсаткичига ку- 
пайтмасига тенг.

Масалан, такрибий сонлар купайтмаси: * = 25,3-4,12 = 
= 104,236; кунайтувчиларнинг чегаравий абсолют хатоликлари 
мос равишда 0,1 ва 0,01 га тенг. Кунайтувчиларнинг барча 
раь^амлари ишончли деб олсак, чегаравий нисбий хатолнк бун- 
дай буладн:

6 = —  -  - M i = о,0039 -f 0,0024 = 0,0063.
25.3 4,12

У холда купайтманинг чегаравий абсолют хатолиги куйидагича: 
Да = 6в |х| = 0,0063 • 104,236 = 0,657 <. 1.

Демак. жавобда факат \’чта ишончли ракамни ^олдириш лозим: 
25,3-4,12=104.

Af/ лиётда такрибий сонлар устида оммавий хисоблаш нш- 
ларида ушбу соддароь  ̂ цоидалардан фойдаланилади; улар иш 
хажмини камайтириб, етарлича ани^ликка эришиш имконини
беради.

1. У или каерларии кушиш ва айиришда унлик белгилари 
энг кам булган сонда нечта унлик белгн булса, натижада шун- 
ча унлик белгн колдирилади (соннинг унлик белгилари деб, 
вергулдан унгда турган барча ракамларни айтилади).

2. Бутун сонларни цушиш ва айиришда уларнн стандарт 
шаклда ёзилади ва уининг энг юцори даражасинн ^аведан 
ташкарига чи^ариб, юкоридаги коидадан фойдаланилади.

3. Такрибий сонларни куиайтириш ва булишда энг к-ичик 
сонда нечта кийматдор ракам булса, натижада шуича киймат- 
дор ракам цолднрилади.
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4. Квадратга ва кубга кутаришда даража асосида мечта 
кийматдор ракам булса, натижада .\ам шунча кийматдор ра­
кам колдирилади.

5. Квадрат ва куб илдиз чикаришда илднз остндаги ифо- 
дада иечта кийматдор ракам булса, натижада хам шунча кий­
матдор ракам колдирилади.

6. Оралнц хисоблашларда юцоридаги коидаларда тазсия 
килганидан битта ортик раь̂ ам колдирилади. Якунин натижада 
бу ракам яхлитланади.

7. Агар маълумотлар турлн сондаги унлик белгиларга эга 
булса (кушиш ва айнришда) ёки турлн сондаги кийматдор 
ракамларга эга булса (цолган амалларда), уларни энг кичик 
аншутикдаги сонгача битта цушимча рацам билан яхлитланади, 
бу раь̂ ам якунии натижада яхлитланади.

У з - у з н н н  т е к ш и  р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Хатоликларнннг цандан манбалари бор?
2. Такрибий сон деб ннмага айтиладн?
3. Яцинлашиш хатолиги деб нимага айтнлади?
4. Якинлашншнинг абсолют хатолиги деб нимага айтнлади?
5. Якинлашншнинг чегаравий абсолют хатолнгн деб нимага айтнлади?
6. Якннлашшплар сифатини уларнинг абсолют хатоликларн бун: \ так- 

К о с л а ш  мумкннми?
7. Нисбий хатолик деб нимага айтнлади?
8. Чегаравий ннсбнй хатолик деб нимага айтнлади?
9. Ушбу улчаш натижаларндан кайсиннси аникрок? 0,0025 м ми ёки

0.372 м ми?
10. Кайси яцннлашиш аникрок: 2,56±0,01 ми ёки 376± I ми?
11. Такрибий соннииг кандай раками ишончли ракам деб аталади? Шуб- 

Калн ракам деб-чн?
12. Соннннг кийматдор раками деб нимага айтнлади?
13. Соннннг унлик раками деб нимага айтиладн?
14. Такрибий сонлар качон ва кандай яхлитланади?
15. 1\уйидагн такрибий сонларнннг ёзувнда неча унлик белги бор: <i^0,37; 

Ь = 0,04551; с=0,003072; с/=0,056890? Уларнинг кар бнрида нечта кийматдор 
ракам бор?

16. Унлик белгиларн сони: а) кийматдор ракамлари сонндан ортик; 
б) кийматдор ракамлари сонидан кичик; в) кийматдор ракамлари соншз тенг 
булган такрибий сонларга мисоллар келтирннг.

17. Битта кийматдор ракамга, иккита кийматдор ракамга. учта киймат- 
дор ракамга эга булган сонларнннг чегаравий нисбий хатоликларн каича бу- 
ладн?

18. 273,521, 0,03984, 1,0053 сонларннн: а> иккита кийматдор рау^ианл;
б) иккита унлик белгнгача яхлнтланг.

19. Куйндагн сонларнннг чегаравий ннсбий хатолнкларини топинг а) 2;
0.2; 0,02; б) 17; 1.7; 0,17; в) 3,71; 37.1; 371.

2- §. Тенгламаларни такрибий ечиш
1. У мумий маълумотлар. Ушбу

/(*) = 0 (2.1) 
тенгламани ечиш л* аргумснтнинг (2.1) тенгламага гуйнл- 
ганда уни тугри тенгликка айлантирадиган барча цийматлари- 
нн топиш демакдир. х аргумснтнинг бу кийматлари (2.1) тенг- 
ламанчнг илдизлари ёки f(x ) функциянинг илдизлари (нолла-
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ри) деб аталади. Бундай тенгламаларни ечишнннг ушбу уч 
усули мавжуд: аналитик усул, график усул ва сонли усул.

Аналитик усул дейилгаида шундай формуланинг мавжуд* 
лиги тушуниладики, изланаётган илдизлар унннг ёрдамида
(2.1) тенгламанинг чап томонига кирадиган узгармас микдор- 
лар (улар нараметрлар деб аталади) оркали нфодаланади 
(бунга памунавий мисол — квадрат тенглама илдизларининг 
маълум формуласи). Аналитик усулнинг асосий устунлиги 
шундакн. илдизлар бу курсатилган формула оркали исталган 
аникликда хисобланиши мумкин. Бироц муханднслнк амалнё- 
тнда учрайдиган хамма тенгламалар хам аналитик усулда ечи- 
лаверманди. Баъзан (2.1) тенгламани ёки яна хам \мумийрок

М * ) - Ы * )  (2.2)
тенгламани ечиш учун ушбу график усулдан фойдаланилади: 
текпслнкда У=1\(х) ва y = f2{x) функцняларнинг графнклари 
ясалади, у холда бу графиклар кесншиш нукталаринннг абс- 
циссалари ана шу (2.2) тенгламанинг илдизлари булади((2.1) 
тенглама учун у = \2{х) функцнянинг графиги у = 0 абсииссалар 
у^и буладн).

Бу усулнинг ижобий томоии унннг уннверсаллиги, исталган 
турдаги теигламаларга цуллаб булишлнги ва кургазмалигидан 
иборат булиб, салбий томоии эса анча сермехнат иш ва одат­
да жуда кам аникликда булишиднр.

Тенгламаларни сонли ечиш усуллари иккита жуда му.\им 
ижобий хоссага эга: улар график усул каби универсал ва аниц 
(яъни нлдизларни исталганча Ю1\ори аннцлик билан хосил ци- 
лиш мумкин).

(2.1) тенгламани сонли ечиш асосий усулларннинг .\ар бири 
ушб\ иккита босцичга булннадн:

а) нлдизларни яккалаш, яъни f(x) нинг аии^ланиш соха- 
сига кирадиган хамда битта ва факат бнтта илднзни уз ичига 
оладиган [a, fij кесмани ажратиш. Бундай кесма илдизнинг 
яккаланнш оралиги деб аталади;

С) нлдизларни ани^лаштириш, яъни илднзни исталганча 
кжорс аннклик билан хоснл ^нлиш учун яккаланнш оралнгини 
торайтирнш.

Турли сонли усуллар бир-биридан иккинчи боскичда фарц 
кила.::‘, бирннчн босцич — нлдизларни яккалан1 эса барча 
усуллар учун умумийдир.

2. Нлдизларни яккалаш. Узлуксиз функцняларнинг хосса- 
ларидан келнб чикадикн, бундай функцнянинг [a, fi| кесмала 
илдизи мавжуд булишн шартн

f(cc )f(P )< 0

дан, яъни функция ишорасннинг бу кесмада узгаришидан 
иборат; 154-шаклда [а, р] кесма, 155-шаклда (a, ai] ва 
[pi ,р| кесмалар.
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Бирок бу шарт зарурий шарт эмас. Масалан, 156- шаклда 
шарт бажарилмайди, бироц функции [a, р) кесмада илднзларга 
эга ва хатто (ос, otj J кесмада иккита илднзга эга. Бундам таш- 
кари, бу шартнинг бажарнлиши нлдизнинг ягоналигига кафо- 
лат бермайди (157-шаклдаги (се, р) кесма).

[a, р] кесма узлуксиз /(л) функция илдизнникг яккалаш 
оралип! булиши учун ю^орида келтнрнлган /(а)-/(р)<0 шарт- 
дан ташкари бу функциянинг [a, р] кесмада монотон Оулиш 
талаби бажарнлиши, яъни днфференциалланувчи f (х) функ­
ция учуй унинг хосиласи |а, р| кесмада ишорасини caiyiamn ло- 
зим: 154-шаклда [а, р] кесма, 155-шаклда [a, ctj J ва |pi, pj 
кесмалар.

Бирок шуни айтиб утамизки, бу талаблар хар доим хам ба- 
жарилавермайдн: жуфт каррали илдизлар деб аталадиган 
шуидай илдизлар мавжудки (156-шаклдаги кабн нлдиз- 
лар), улар учун юкорнда келтнрнлган иккала талаб хам бажа- 
рилмайди. Муханднслнк амалиётида жуфт каррали илд ,злар 
жуда кам учрайди.

Шундай ь̂ илиб, икки марта днфференциалланувчи j(x )  
функниянинг илдизларини ажратнш учун куйидаги ишларни 
бажариш лозим:

а) [а, р) кесмани топнш (масалан, график усул билан ёки 
куйида келтнриладиган синов усули билан);

б) /' (л') хосилани ва унинг илдизларини (хосиланинг ишо- 
ра узгармаслик оралн^ларини) топнш. Агар («, р] кесма .\о- 
енлаиинг ишора узгармаслик оралигида бутунлай жойлашган
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булса, у холда ['х. pj пллизнинг яккаланиш оралиги булади. 
Акс \олда оралнкни торайтириш лозим.

Энди такрибий пллизнинг хатолиги ба^осини берамиз. 
( а , кссма I (х) =0 тенглама илдизининг яккаланиш оралиги 

булсин: с бу тенгламанинг аник илдизи, х эса такрибий 
нлдизи, шу билан бирга /' ( а ) ва /" ( а ) уз ишорасинн 
[a,pj кесмада сакласин хамда булсин (т , учун
/'(х) пинг а ^ х ^ р  лаги энг кичик цийматннн оламиз). Бу 
шартларда ушбу бахо урннли:

Бу тенгсизликиинг тутрилнгини исботлаш учун Лагранжнинг (а , I] 
ёкн (£, а* | кесмадаги чекли орттирмалар формуласи

/ (а' ) — / (;) = /' {с) ( х — £), бунда х < с < 1  
ни татбик киламиз. Суигра

I/ ( V) — / (=)| = |/ (л- )| > ml I х — Ц
Сундан

|7— 1\ < , (2.3)
щ

бу ерда т { шу / (а) хосиланинг (а. Р) дагн энг кичик циймати. 
(2.3) формула якинлашиш аниклигинннг бахосини беради.
1-м и со л. а 3 —  З а —  б =  0  тенглама илдизини ажратинг.
Ечиш . у = а3 — За — 6 = /(а) фуикцияни цараймиз. Осонгина 

куриш мумкинки, /(0) = — б <* 0, f (3) - 12 > 0, яъии f (0> */ (3) < 0 
булганлиги учун |0; 3] кесмада илдиз бор. ^осилани топамиз: у ’ = 

-За- — 3. упииг илдизлари л\ = 1 ва а., -• — 1. Куриш осонки, 
X с ( - 1, 1) да у ’ < 0 ва л£ {(— оо, — 1)U0» +  ° ° ) }  Да //’ >0. 
Топи гаи |0, 3) кесма бу со.̂ аларнииг хеч бнрнга бутунлай кирман- 
ди. У  ни торайтирамиз: а - 1 деб оламиз, у \олда/(1) = — 8 < 0 ва 
/(3) 12 >0. (1, 3J кесма изланаетган илднзнииг яккаланиш орали­
ги, бу ерда /'(а) > 0 ва 3) < 0.

2-мисол. a lgа — 1 тенглама илдизининг яккаланиш оралигяни 
топинг.

Е ч и ш. Бу тенгламани унга тенг кучли

IgA = -х

тенгламага алмаштнрамиз хамда у  =  IgA ва //=— функпияларнингX
графикларини ясаймиз (158-шакл).

Изланаетган илдизнинг яккаланиш оралиги [2,3]. 
Тенгламани такрибий ечишпнпг нккинчи босцичига — ил- 

диз;ги анн^лаштириш, яккаланиш оралнгннн торайтиришга 
утамт. Сипов усули, ватарлар, уринмалар ва итерациялар 
усулларинн куриб чнцамнз.



У

158* шлкл.

3. Ярмичан булиш (ёки синов) усули. Ушбу
/ (* )-  О

генглама берилган булиб, |а, fi]— илдизнинг яккаланнш г>ралири( 
яъни /(а) /(р) < О ва f  (х) хосила [a, |3| да ишорзсини сакм-ш. 
Равшанки, излаиаётган Е илдиз

а  < I  < Р
тенгсизликнн каноатлантиради. Илдизнинг биринчи якннлашиши са’ра-

СС Р  г Q i  "тида --- - сонни, яъни [а, р| кесманинг ургасит олнш мумкин.

I оАгар /( —

Агар / ( - —  ̂ j #  0 булса, у холда сс,

изланлётган илдиз буладч. 
i Uеки
2

ора-
ликларнинг кайси бирининг охирларида функция карама- каршн и;ио- 
раларга эга булса, шунисини оламиз. Янги торайтирилган ораликнл 
(уни [а ,, fi,j билан белгилаймнз) яна тенг иккига буламиз, яъни унннг 
уртасини тонамиз ва жараённи шу тартнбда даьом эттирамиз. Баъзан 
кесманинг уртасини эмас, балки илдизнинг яккаланнш оралигинннг 
бирор нхтиёрий нуктасини олнш цулай буладн (уни танлашда f(x) 
функцнянинг хусусиятлари хисобга олинадн). Аниклик бахоси учун 
формула аввалгипииг узн буладн:

'.Г— с| < и .
бу ерда т\  — шу f ' (х) нинг 
нинг такрибий киймати.

159- шакл.

энг кичик киимати, л* эса илдиз-

4. Ватарлар усули (чизикли 
интерполяциялаш усули). / (л) =0
тенгламанинг илдизини ярмидан 
булиш усули билан аншузашти- 
риш усулинннг гоясн оддиII бул­
са хам, лекин у мухим камчи- 
ликка эга: етарлича юцори да- 
ражада аниклнкка эришиш учун 
анча катта сондаги кадам талаб 
этнлади ва демак, хисоблаш ишн 
ха жми хам катта буладн. Ва-
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тарлар усули эса одатда анча нам сондаги кадамларни талаб 
этади.

Геометрик нуктаи иазардан бу усул у = f (х) функциянииг £ нл- 
дизининг |я, Р) яккаланиш оралигидаги графигини АВ  турри чизик 
билан алмаштиришдан ибора! (159шакл). АВ  ватар тенгламасини 
А (я, /(я)) ва В  ((5. f ф)) нукталар оркалн утаднган турри чизи  ̂ тенг-
ламаси сиг|)атида ёзамиз:

и  —  / ( C t )  ДГ — ОС

/ (Р) — /(*) Р — ® 
с илдизнинг бнрничи якиилашиши сифатида гх.1 ни— АВ  нинг Ох ук 
билан кесишиш нуктаси абсииссаснни оламиз. Бу (я^ 0) нуктанинг 
координаталарини турри чизиц тенглама:ига ^уямиз:

0 —/(оО ai — а
/г (Р) — /(«) р —а ’

бундан
„  _____  f <ъ) <Р -  ГС)J. I — СL — — — — —  ^

/ (Р) — / (Я)
я я0, А я 0 Я| —Яф деб белгилаб, бу тенгсизликни бундай 

кайта ёзиб оламиз:
А ~  _  / (« • > (?  —  «• )
L\ Ut-n —  * ' .

/ <Р) — f (*о>
Натижада биринчи якинлашиш учун

«I =«0 + ^*0
формулами хосил ки ламиз. |я,, Р| орчликка яна шу ватарлар усули- 
ни ^улланиб, биз илдизнинг ушбу иккинчи якинлашишини хосил 
циламиз:

г, п — Л ГУ л ~> ОС| ' А СС j у . » ОС, — .
1 1

Ватарлэр усулини кетма-кет п марта такрорлаб, ушбу якинлашишлар 
кетма- кетлигини хосил киламиз:

а0. я2, . . . , ak, . . . , я„.
бу ерда

ял = я*_,-г Д ял_,, А ям =-

Илдизнинг такрибии кинматларини берилган е аниклнкда хисоблашни 
иккита кушни якинлашиш орасидаги айирма модули буйича е дан 
ортик; булмаган захоти, яъни |яг!— ям_,|<"е булган захоти тухтатиш 
мумкин.

5. Уринмалар усули (Ньютон усули). f(x) =  0 тенгламани урин- 
малар усули билан ечиш учун I  илдизнинг яккаланиш оралиги [я, Р] 
да f (x) функция ушбу шартларни ^аноатлантиришини талаб ^иламиз:
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i/I1 в

/
в/ !J d

А в . А

1 —У - f(A)

160- шакл.

Н а П Ф )< Ъ Г (х )  ва Г (х) нинг 
ишораларн узгармасдан колсин. 
Сунггн шарт илдизнинг яккала- 
ниш оралигида функция графиги- 
нинг букилиш нукталари йукли- 
гини билдиради (цавариклик ёки 
ботшушк йуналншинннг узгар- 
маслиги).

Уринмалар усули геометрик 
нуктаи наззрдан f(x) функция ; 
илднзининг яккаланнш оралиги 
fa, Р| да унннг графнгини бу 
графики.'1 Р абсинссалн нуктадан 

утказнлган уринма билан алмаштиришни билдиради (160-шаклда бу 
В  нуцта).

Графикка £(р, /ЧР)) нуцтада утказнлган уринма тенгламасиии В  
нуктадан утадиган ва к = /'(Р) бурчак коэффициентли т\три чизнк 
тенгламаси курииишида ёзамиз:

1/-/(Р) =  П Р ) (* - Р ) .
с илдизнинг бириичи якннлашиши сифатида р, ни — уринманинг 

Ох ук билан кесишиш нуктлси абсциссаеини оламиз. Бу (Р,, 0) нук- 
танинг координаталарини уринма тенгламасига куямиз:

0 — /(Р) = Г  (P)(Pi — Р).
Бу ердан

1 1 1  Г (Р)
га эга буламиз. р = р0 деб белгилаб, сунпи тенгликни бундан кан­
та ёзамиз:

/(Р)АР„ = /'(Р)
Натижада бириичи якинлашиш учун

= +
формулани хосил киламиз. [а, р,] оралнцда яна шу уринмалар усули- 
ни татбик киламиз ва ушбу иккиичи якинлашииши хосил ктамиз:

/ 0 , >р, = Р, -f A р„ бу ерда А р, =
Г  (Pi)

Уринмалар усулини кетма-кет п марта татбик килиб, ушбу якин- 
лашншлар кетма- кетлигинн хосил киламиз:

Ро- P.. Р*........h ..........Д .
бу ерда

к  = Р*_, + АР»-,. бунда Л р„_, = -
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f'm>o
f;x)>o
f"(X)>0

f (d)< 0

161- шакл. 162- шакл.

f'(X)< 0 
Г(Х)<0 
f(/i)< О 
f(d)>0

163- шакл. 164- шакл.

Илдизнинг такрибий кийматини бернлган е аникликда хисоблаш- 
ни иккита кушпи якинлашиш орасидаги айирмашшг абсолют кнймати 
е дай кичик булган захоти, яъии |Р„ — Р„_,| < е булг:шдл ту’хтатиш 
мумкин.

6. Ватарлар ва уринмалар аралаш усули. /(л) 0 тенгламанинг 
изланаетган £ иллизи [а. (5) яккаланиш оралигида ётган булсин ва 
юкорида келтирилган илдизнинг яккаланиш шартлари бажарилсин, 
яъии /' (а) • / (Р) < 0; f ' (х) ва Г  (х) нинг ишораларн бу ораликда узгар- 
майди. // = /(*) функция бнринчи ва иккинчи хоснлаларн ишоралари- 
нинг барча мумкин булган комбинацияларнни куриб чикамиз (161 —
— 164- шакллар). 161 — 164-шаклларда бунда и ' буен р оркили якка- 
ланиш оралигинннг / (v) ва /" (л) бир хил ишорага эга буладиган 
охнрини белгилаймиз. Бу охирда уринмалар усулини цуллаймиз. Бу 
холда у ~  f (х) эгрн чизикца В (р, /' (Р)) нуцтадаги уринма Ох \ кни 
р нукта билан £ илдиз орасида кесиб утади, ЛВ  eaiap эса эгри чн- 
зицни а нукта билан с илдиз орасида кесиб утади. Ватар ва уринма- 
нинг Ох ук билан кесишнш нукталари а ва р ларга Караганда ях- 
широк якинлашншни беради. Иккала усулнинг аралаш ишлатилиши 
илдизга якннлашншни тезрок беради. ап ва р„ якинлашишлар учун 
хисоблаш формулалари ушбу куринишда булади:

а "  rj’n~ x п л  . x — i t r ,  , а « - 1

f  (/}
(Х)>0

f  (0)>о
f(d.)<0

24-2610 369



р „ = р „ - .  -

Жараён пихоясигя етганидан сунг с илдизнинг киймати сифачида ях- 
шиси сунггн кийматларнинг урта арифметик кийматини олиш лозим:

i  = — (ъ,,2 л р„>

Мисол сифатида 1 - мисолда х3— Зл* — 6 — 0 тенглама учун хосил 
килннган илшзни аниклашгирамиз, яъни [I, 3] яккаланиш оралигини 
торайтирамиз. Шуидай килиб, f (x )= x 3— 3.v — 6, /(I) — 8 < 0. 
/(3) 12 > 0 иа |1, 3| яккаланиш оралнгнда /' (v| = 3(.v-— 1)>0, 
яна шу ораликда f " (х) = 6х > 0. Р сифачида Р 3 ни оламиз, чун- 
ки / (3) > 0 ва /"(л) > 0 булгаилиги учун бу ораликда урипмалар 
усулини кулланиш мумкин. Хисоблашларни кжорнда келтнрнлган 
формулалар буйича бажарамиз. Натижаларни жадвалга ёзамиз. Ил- 
диз 0.001 гача аниклнкда топилади.

Я
i  э

X 
- =

f (X) = X* —  3 X — 6 P - а  
f  <P> -
- f m

Да f t x )  W  1.
а+ Д а
Рт^ РX - м /<*)

f

* - ~ H k  -
x - : / ' (X)

Ро
1

3
!

27
— 3
- 9

- 8 
12

■2
20

0 ,8
— 0 ,5 9 8 24

1.8
2 ,5

R 1Pi
1.8
2 ,5

5.8320
If.,6250

— 5.4
— 7.5

—5.5680 
2.1250

0.7
7.6930

- f0,5066 
— 0,1349 6,25 5,25 15,75

2,3066 
2,3651

O'.,
р :

*2.30 >6 
2.3651

12.2720
13.2297

—6.9198
—7.0953

-0.617в] 0.0585 
0.1311] 0.7822

0.0484
— 0,0098 5.5937 1.5937

— 2.3550 
13.7811 12,3554

«я
Ря

2.3550 
2.3555

0.0005

11зланаётган нлдиз
2,3550 < I  < 2,3555

интервалда ётади. Хисоблаш ifi3 — а.,| 0,0005 <0,001 булгаилиги 
сабабли тухтатилган. Нлдиз 0,001 гача аниклнкда ^уйидагига тенг:

Н -  Рз = 2,3552 »  2,355.2
7. Итерация усули. Тенгламаларни сонли ечишнинг энг 

мухим усулларидан бири итерация усули ёки кетма-кет яцин- 
лашншлар усулидан иборат. Усулиннг мохиятн куйндагича.

I. ^ и с о б л а ш  фор м ул  ас и. Ушбу тенглама берилган 
булсин:

/ (* )-0 , (2.4)
бу ерда / '(л)— узлуксиз функция. Бу тенгламанииг ха^И1\ий 
илдизинн топнш керак. (2.4) тенгламани унга тенг кучли
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х = <[(х) (2.5)
тенглама билан алмаштирамиз. Бирор-бир усул билан илдиз- 
иииг .Vo такрибий кийматини танлаимиз, уни (2.5) тенгламанинг 
унг томонига куйсак, бирор

*1 =(( ( А'о)
сонии хосил киламиз. Сунгра (2.5) тенгламанинг унг томонига 
олинган л*1 сонии куйсак,

X2 =  (f (X ,)

сонни хосил киламиз. Бу жараённи давом эттириб, 
х, = ц (а'0), Л'2 = Cf (а',), . . . , хп = ц (хп ,) 

сонли кетма-кет.тикии хосил киламиз. Агар бу
К  = 9 (*„_,)} (26)

кетма-кетлик якинлашчвчи, яъни lim хп мавжуд булса, у холда (2.6)
и-*»

тенгликда лимитга утиб (бунда <| (х) функция узлуксиз деб фара* 
к ИЛИ")),

lim хп <| dim а*я_,) ёки с — q (с)П-»оо П-» 00
ин топамиз. Шундай килиб, '4 (2.5) тенгламанинг илдизи була- 
ди. У (2.6) формула бунича исталган аннкликда топилишн 
мумкин.

2. Г е о м е т р и к та л и и и. 11терация усулини геометрик 
нуктаи назардан бундай тушунтириш мумкин. Оху текнслнкда 
у = х ва у — Ц (А') функцняларнинг графикларнии ясаймиз. (2.5) 
тенгламанинг хар бир £ илдизи y = f ( х) эгри чнзикнинг у = х 
тугри чизнк билан кесншиш нуцтаси Л/ нинг абсциссаси була- 
ди. Бирор А о (а 'о , у0) нуктани танлаб, А0В 1А ] В 2А 2 синнк чи- 
зикни («зинанн») ясаймиз: унннг бугинларн Ох укка ва Оу 
уь̂ ка иараллел, А0, А\у Л2 . . . ,  учлари у = ц (х ) тугри чизикда, 
В В  2, . . .  учлари эса у= х  тугри чизикда ётади. А\ ва#;, Л2 ва

165- шакл. 166- шакл.



с.

167- шакл. 168- шакл.

В :. . . . нуцталарнинг умумий абсциссалари эса £ илдизнинг мос 
равишда кетма-кет хи х2, . . .  якннлашишлари булади.

165-шаклда эгри чизик ботик, яъии |ф ' ( а ) | < 1 ва итерация 
жараёни якинлашади.

Синнк чизицкинг бош^ача куриниши —«спирал» чизик хам 
булиши мумкин (166-шакл.)

Чизмадан куриш осонки, <г'(-V) >0 булганда (165-шакл) 
ечим «зима» куринншнда, ф ' ( а) <0 булганда эса (166-шакл) 
ечим «спирал» шаклида хосил булади.

Лгар |ср'(jf) | > 1 булган хрлни (тик эгри чизи^) карасак, 
итерация жараёни узоклашиши мумкин, бу 167— 168-шакл- 
лардан куриниб турибди.

3. I I т е р а ц и я ж а р а ё н и н и н г я к и н л а ш у в ч а и л и- 
г и. Итерация усулининг амалда кулланилиши учун итерация 
жараёни якинлашишининг етарлнлик шартларини келтнрамиз.

Теорема, (р(д') функция (а, /;) кесмада аникланган ва диффе- 
ренциалланувчи, шу билан бирса унинг барча кийматлари [и, Ь\ 
га тегишли булсин. У  холда шундай q nvjrpu каср мавжудки, 
х £ [а, Ь\ да

бума, у холда:
а) хг — ф (а'„_,), п -= 1, 2, . . .  итерация жараёни х0£[а, Ь\ бот- 

лангич циймат кандай булишидан катъий назар якинлашади.
б) 1 = iim хп киймат х — q (л) тенгламанинг [а, Ь\ кесмадиги

ягпна илдизи булади.
1-эслатма. q coir сифатида хоста модулининг, яъни ф '(х) нннг 

x(z[a, Ь\ даги энг кичик кийматини ёки купи чегарасини олиш мум­
кин.

2- э с л а т м а. Агар <f (.v) функция барча х е ( —сю, +оо) учун 
аникланган ва дифференциалланувчи ва бунда барча л* лар 
учун (2.7) тенгсизлик бажарилса, теорема тугрилнгича ко- 
лади.

3-эсл ат  м а. Теорема шартлаоида итерация усули х0 бош-

({’ (д ) < q < 1 (27)
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лангич киймат [а ,Ь\ дан хар кандай танланганида хам якин- 
лашадн, яъни хисоблашларда пул цуйнлган \а. Ь\ дан четга 
чшумайднгаи айрим хатолик якуний натижага таъсир этмайди, 
чунки хато кийматни янги ,v0 бошланкич кинмат деб карат 
мумкин, шу сабабли бу усул уз-узини тугрилайдиган усулдир. 
Бундай уз-узини тугрилаш усули итерация усулининг энг 
ишончли хисоблаш усулларидан бирн эканлигини билди- 
ради.

4. Я i\ и и л а ш и in а н и к л и г и н и и г б а х о с и. Ушбу 
тенгсизлик тугрнлигннн нсботлаш мумкин:

бу ерда £— (2.4) ёки (2.5) тенгламанинг илдизи, ,vn l, л*„ эса иккита 
якинлашиш, q эса !ф' (д)| нинг [a, Ь\ дагн энг кичик киймати

Бу тенгсизлнкдан якинлашншнн бахрлаш учун фойдалана- 
мнз.

Агар илдизнн к аницликда хисоблаш талаб этилса, у холда 
равшанки,

!1 —дг„|<еёки —2—  [х — х ,| <  е,1 — ч
бундан

(2.9)

ни хосил киламиз. Демак, итерация жараёниии иккита кетма-кет якин­
лашиш лгп_, ва хп учун (2.9) тенгсизлик бажарилганига кадар давом
эттириш лозим. Хусусан, q — ~  булса, у холда \ха — -v;i_,|<e.

Мисол. .V3-f jc = 1000 тенгламанинг энг катта мусбат илдизини
0,0001 гача ашцликда топинг.

Ечиш . Аввал изланаётган £ илднз ётадиган ораликни то- 
намиз. / (л) = х3 +  л:— 1000 деб белгилаймиз ва бу функцнянинг кий­
матини иккита пуктада хисоблаймиз: /(9) = — 262 < 0 ьи /(10)
= 10 >0. Равшанки, илдиз ?6(9, 10) (Бу интервалиинг узини Оху 
текисликда у  — х? ва //=1000 — х фуикцияларнинг графлкларини 
ясаб хам топиш мумкин эдн). Берилган тенгламани ушбу куринищда 
унга тенг кучли тенгламага алмаштирамиз:

х = ! 000 — .V3 = ц (л'), ёки х — —  ̂ ---- = <р (х),
.V2 X

ёки
л' = | 1000 — х = ф (х).

Биринчи ифодалаииш нокулай, чунки бу холда |ф' (х)| =  3 Xs >  1 
булиб, бундан бчрча .v £ (9, 10) учун ф' (х ) =  —  3 л- булади, бу эса 
итерация жпраёни узоклашишини билднради.

Охиргн ифодалаш ^улайдир:
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л | 1000 —  л' <р( )

чупки бу холда ч'(д‘) 
вал да куйидагига эгамнз: 

1ф' (v)|

3 | (1000— д т-
, бу ердан (9, 10) интер-

1 "ч т 1 ^  --  — Q <~~ 1 •
3 ‘, (1000 .VI* 3 , 9902 300

Теорема шартлари бажарилди. шу сабабли итерации жа- 
раёни якиилашунчи. Кетма-кет якинлашншларни

xa+i = V  I000-.V,,
формула буйича бит та кушимча кнйматдор ракамин caiyiao хисоблаймиз.

э —
yt 1000 — хп, хп , = | уп деб белгилаб, иатижаларии жадвалга
ёзамиз:

п хп Уп

0 10 990
1 9.96655 990,03345
2 9.96666 990.03334
3 9,96667

а- — булгаилиги учун \х„ — х„ ,|<е да е = 0,0001 гача
300 2 п

аннкликда тенгламанинг ; илдизнни
£ = л‘з = 0,96667 «  0,9667

деб олиш мумкин.
Эслатм а. Ушбу /(a) —0 тенгламани (2.5) курннишдаги

А=ср(л) (2.10)
тенгламага келтириш учун (2.4) тенгламанинг чап ва унг ь̂ исм- 
ларини хозирча иомаълум /. сонга кунайтирнш ва хосил бул­
ган тенгликиинг чап ва унг кисмларига х ни цушиб, (2.4) 
тенгламани унга эквивалент

х == а* + Я. / (а*> (2.11)
шэклда ёзиш кис|юя. Энди <f (х) — х hf (х) деб олиб, (2.10) дан 
а* (р(А') га эга буламнз. к параметрии (2.11) функция итерация 
жараёнииииг якннлашиши учун етарли булган (2.8) шартни каноат- 
лантирадигап килиб, топиш мумкин:

|ф' (*)| = 11 +*•/'(*)!< i. (2-12)
Агар 1 -f X/ (.v0) деб олинадиган булса, х„ якинлашнш атрофида

(2.12) тенгсизлик уз-узидап бажарилади, бу ердан /' (х0) Ф 0 булган*
1да к = — -— .

/
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1. Тенгламани ечиш ннманн билдирадн?
2. Тенгламанинг илдизи деб нимага антнладн?
3. Снзга тенгламаларни ечишнннг цандай асосий усуллари маълум?
4. Бу усулларнинг хар бирининг афзаллнк ва камчилпк томонлари нима- 

лардан нборат?
5. Илдизнинг яккаланиш оралиги нима ва уни цандай топилади?
6. Сннов усули ннмадан нборат?
7. Ватарлар усули ннмадан нборат?
8. Ватарлар усулинннг сннов усулндан афзаллиги ннмадан нборат?
9. Урннмалар усули ннмадан нборат?
10. Функдиянинг нлдизини топишда урннмалар усулннн цуллаш мумкин 

булншн учун бу функция унннг илднзннн яккаланиш орали гида кандлй шарт- 
ларнн цаноатлантнриши лознм?

11. Аралаш усулнинг ватар усули ва урннмалар усулндан афзаллиги нн­
мадан нборат?

12 Куйидаги тенгламалар ечнмини е = 0.01 гача аницликда сннов усули 
билан ечннг:

;i) sin х — jr -f- 1 — 0: б) In х — х — 2 = 0; в) In jc = sin х.
13. Ушбу тенгламаларнинг хацикий илднзннн 0,01 гача аницликда аралаш 

усул билан топннг:
и) 2 х — In д- — 4 =  0; б) х In х — 14 =  0; в) 4х — cos х — 0,

бунда аввал бу илдизларнинг яккаланиш оралнкларини сннов усули билан 
ёкн график усулда ажратннг.

14. Итерация усули ннмадан нборат?
15. Итерация жараёнининг яцннлашиши учун етарлилик шартлари .\аци- 

даги теорема ни айтиб беринг.
16. Итерация усулнда эришиладиган аницлнкни ба^олаш учун формулани 

ёзннг.
17. Ечнлаётган тенгламани итерация жараёни албатта якннлашадиган 

цнлиб цандай алмаштирнш мумкин?
18. Нолинчи якннлашишнн график усул билан топнб, ушбу тенгламалар­

нинг хацицнй илдизларннн tr — 0.0i гача аницлнкда топннг:
а) а'3 — 2 х -+• 1 =  0; б» х In х — 15 = 0;
в) 3 .г — 5 cos х — 0; г) е* .v =  0.

У э-J з и н и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

3-§. Чизикли тенгламалар системаларини ечиш усуллари

1. Умумий маьлумотлар. Чнзицлн тенгламалар система­
ларини ечиш усулларини асосан икки гурухга ажратиш мум­
кин:

1) аник усуллар— бу усулларга олий математика куреидан 
маълум булган Крамер коидаси, Гаусс усули, тескари матрн- 
налар усули киради. Бу усуллар снстемаларни ечиш учун сис­
тема коэффициентларига боглиц булган формулаларни хосил 
килиш имконини беради;

2) итерацион усуллар — улар каторига итерация усули, 
Зейдель усули ва хрказолар киради. Бу усуллар системанинг 
берилган аниклнкдаги ечнмини топиш имконини беради.

2. Жордано— Гаусс усули. Чизикли тенгламалар система­
ларини детерминантллр ердамида сонли ечиш (Крамер коида-
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си) иккп ва учта тенглама системаларинн ечншда кулайдир. 
Катта сондаги тенгламалар системаларинн ечншда эса Гаусс 
усулидан фойдаланнш анча кулайдир. Маълумкн, бу усул но- 
маълумларнн кетма-кет йу^отишдан иборатдир.

Жордано — Гаусснннг моднфнкацияланган усули билан та- 
нншамиз. Мулохазаларнинг умумийлигига зарар етказмаган 
>:олда факат турт номаълумли туртта тенглама системасини 
цараш билан чекланамиз:

а \ 1Л  1 1 “  а 12Л 2 “ Г  ° М Л  4 ^ 1 *

О . ,  (Л j " !  Q o j A  л " I " I j  ^ —  t / j i

**3 l- 'l °3 2 *2  “ Г  Ду3-V3 ~T~ Я34Х 4 —

1 ~  ^42-^2  ' '  ^ 4 3 - ' 3 1'  ̂ 1 ~ ^ V

(3.1)

бу ерда л',, Хп, дг3. дг4 — номаълум сонлар, aik(i — 1,4 на к — 1,4) — 
система коэффмциептлари, dx% d2, а3, dx— озод хадлар.

Т а ъ р и ф . (3.1) системанинг ечими деб номаълумларнинг 
шундан кийматлари тнзмасига айтиладикн, уларии система 
тенгламаларига ь у̂йганда тугри тенгликлар .\осил булади.

(3.1) системанинг ечимнни топиш учун у̂йидагнча иш ту там из. 
Бирор aik ф  0 коэ(|х})ициентни, масалан, аи Ф  0 ни танлаймиз. Уни 
.\ал килувчи элемент деб атаймиз. (3.1) системанинг бнринчи тенг- 
ламасини ап га булнб, кейин хосил булган тенгламани кетма-кет 
а,1 (/ 2,4) ларга купайтириб ва (3.1) системанинг мос j-тенгламаси- 
ни айириб, биз бнринчи тенгламадан ташкари, барча тингламалардан 
х [ номаълумни й у кота mi п. Натижада (3.1) снстемага тенг кучли куйи- 
дзги снстемага эга буламиз:

a n x i  т  « 12- '2  ■ « 1 3 ^ 3  - I -  а , 4л 4 —  d ( ,
а.ууХ2 + а',ЛхЛ +  а2АхА = d’v 
а'\:х: Я33Х3
а\2х 2 + а\ЛхЛ + а\АхЛ = d\.

(3.2)

(3.2) системанинг a'ik (i =  1,4) коэффицетлариии хосил килиш 
ьокдасиии кейинрок курсатамиз.

Агар а',., ф 0 булса, у холда жараён такрорлаиади, натижада биз
(4.2) системанинг бнринчи тенгламасидан ташкари барча тенгламала- 
ркдан Ао номаълумни йукот^миз (Жордано усулининг Гаусснннг маъ- 
лум усулндан фарки хам шундан иборат) ва (3.2) снстемага тенг 
кучли куйидагн снстемага эга буламиз:

ОцХ|+ Й|з Xj + д4 d{,
Q.t tX.j, ~V d-j3 A3 2̂4 X i ^2* 

a 33X:i a  H X4 ~  ^ у
амхз a \\X\ ~

(3.3)

(3.3) системанинг янги коэффициентлариии ва озод .\адла-
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ритт хосил килиш кридасини иараграфнинг охирида баси кнла- 
миз.

Жараёиии (а'л ф О булса) шуига ухшаш давом эттирнб, учиичи 
тенгламасидан ташцарп барча тенгламаларидам а*3 номаълум йукотил - 
гаи теигламалар системасиии хосил киламиз:

«п A‘i +  «U Х4 =
«22 А*2 +  _ «24 X  ̂ d 2 1 4ч

«33 А3 "Ь  «31 Л » =
• « 4  4 * 4  =  ^4

Ва, ни.\оят, (3.4) систсмаиииг туртинчи тенгламасидан таш- 
кари барча тенгламаларидан .v4 номаълумни йукотиб куйидаги 
системага эга буламиз:

т
anxi — I ’т iff*
@22 ̂  2 2 *rtf tt"

33 *3 .3 »
a|4.v4 — .

Бу системадаи a*,, a2. a';1, .v4 номаълумларнииг цинматларн топи- 
лади. Теигламалар системасиии ечишиинг номаълумларин кет- 
ма-кет йукотишга асослангаи баён этилган мазкур усули Жор- 
дано — Гаусс усули деб аталади.

Бу усул ни теигламалар систем аси га эм ас, балки шу систе- 
манинг элемеитар алмаштиришлар ёрдамнда диагоиал кури- 
нишга келувчи кенгайтирилган матрицасига куллапиш кулай-
р01\Д!Гр.

Шундай килиб. систсмаиииг кенгайтирилган матрицаси ку* 
йидаги куринишга эга булсин:

А =

Хал килувчи элемеш сифатида бош диагоналда тургаи элемент оли- 
нади (аи\ i — 1,4). .\ал килувчи элементда кесишувчн сатр ва устун 
мос равишда хал килувчи сатр ва хал килувчи устун  деб аталади.

Кенгайтирилган А матрицадан эквивалент матрицага утиш 
(яъни (3.1) системадаи (3.2) системага утиш) учун

1) хал цилувчн элементии танлаш (масалан, а.\\Ф0);
2) эквивалент матрицада хал килувчи сатрни узгаришснз 

колднриш;
3) эквивалент матрицада хал килувчи устунни (хал ки­

лувчи элемеитдан ташкари) ноллар билан алмаштнриш;
4) эквивалент матрицаиинг колган элемеитларини эса «туг­

ри туртбурчак» кридаси деб аталувчи коида буйича кайта са­
на ш керак.

/ « П ап «13 «14 d I
I  « Л «22 «23 Clo J d.
\ «31 «32 «33 « 3  1 d.
\ «41 «42 «43 « 4 * d*
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Бу коида куйндагидан иборат: учида хал килувчи элемент 
жойлашган тугрн туртбурчак тузамиз. Хал килувчи элементин 
сс билан, дастлабки матрицанинг алмаштирилаётган элементи- 
ни а билан, хал килувчи сатр ва хал килувчи устунда жой­
лашган элементларни b ва с билан белгилаймиз. Янги и' эле- 
ментнн а. а, Ь, с элементлар буйича топиш схемаеи куйидаги- 
ча булади:

.Масалан, ушбу

а = a-u—bc
п

А-1
2 I ---

матрицада хал килувчи элемент сифатида ап = 2 ни оламиз. У <элда
а,2 элемент а,2 элементга куйидаги формула буйича*алмаштирилади:

2 • 5 — 4 • 3 — 2
2 2

2 - 1 — 3-3 7 а3, элемент аг, = --------- — — элементга алмаштирилади:

-/

Агар хал килувчи элемент сифатида а:13 =  — 1 олннея, у чолда 
о2о элемент а ’,, = Ь ~" ' 1 - = 8 элементга алмаштирилади:

/1 -
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1-м н сол. Чизикли тенгламалар системасини Жордано — 
Гаусс усули билан ечинг:

I xi +  -v 2 —  3 Л'з -г 2 л;, — 6.
|л-, — 2х, — л-4 = — (5.

До + "Т* 3 л-4 = 16.
2 л', —  3 .V, +  2 .V, - 6 .

Е ч и ш. Кенгайтирилган А матрицани тузамиз, ва ю^орида 
баси этилган коидалардап фоЛдаланнб, сатрлар устида эле- 
ментар алмаштиришларни амалга оширамиз:

1) Хал килувчи элемент сифатида ац = \ф () ни оламиз. \ал 
^илувчи сатрни цайта ёзамиз, янги матрицанинг хал цилувчн 
устунига эса (хал килувчи элементдан ташкари) нолларни куя- 
мнз Кол га и коэффициситларни «тугрн туртбурчак» ^оидаси 
буйича алмаштнрамиз:

А =
IJLI 1 —3 2 6

1 —2 0 —  1 —6
0 1 1 з 16
2 —3 2 0 6

2) Иккннчи сатрни (— 3) га буламнз. ,\ал килувчи элемент си- 
фзтида аг1 — 1 ф  0 ни оламиз ва жараённи такрорлаймиз:

/ 1 0 —2 1
I 0 1 ~ iL  1

~  0  0 1Ш 11
>0 О 3 1

2 ч / 1  0 0
4 \ | 0 1 0
6 I ~  I 0 0 1

14/ V.0 0 0

Натижада системанинг куйидаги ечимига эга буламиз: 
х1 = 8, х2 — 6, А'3 = 4, хх — 2.
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Жордано— Гаусс усулинн юкорм тартибли детерминант* 
ларнн хисоблаш га кулланиш мумкин.

2-ми сол. Жордано— Гаусс усули ва шунингдек детсрми- 
нантлар хоссасидан фойдаланиб детерминантии хисобланг:

1 .3 2 4
— 1 3 2 1

Л = 4 —2 3 5
0 \ --1 3

Ечиш . ,\ал килувчи элемент сифатнда ап -- I ни оламнз.

|Ш | 3 2 4 1 3  2 4
— 1 3 2 1 0 6 4 5

4 —2 3 5 0 — 14 —5 — 11
0 1 — 13 0 1 — 1 3

(иккинчи ва туртинчи сатр элементларннинг уринларинн ал- 
маштирамиз ва (— 1) купант.увчиии учиичи сатрдан ташкарига 
чикарамиз).

1 3 2 4 1 0 5 — 5
0 1 1 1— 1 3 0 1 -1 3
0 14 5 11 0 0 1121 —31
0 6 4 5 1о 0 10 — 13

1 0 0 (К) 1 0 0 0
19

0 1 0 26 0 1 0 0
19 —

0 0 19 — 31 0 0 19 0

0 0 0 !|Ж |! 0 0 0 63
ш 19

63
Ы 9 - - = 6 3 .

Жордано— Гаусс усулинн, шунингдек, яиа А хосмас 
квадрат матринага тескари матрицани тоиишга едгллаш мум­
кин. Бунда куидаги ишлар бажарнладн: А матрицага худди 
шундай тартибли £  бирлик матрицани бириктириш билан туг­
ри бурчакли матрицани тузам из:

(А\Е\.
Сатрлар устида элементар алмаштиришлар бажариш билан ту- 
зилган матрицани (£ |# ) куринншга келтирамиз. Агар А — 
хосмас матрица булса (яъни унннг детермиианти нолга 
тенг булмаса), буни а мал га ошириш мумкин. У холда В  А 1 
буладн.
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| Т 3-м и сол. Бсрилган матрицага тескари матрицани топинг: 

А
/1 2 - Г :  

= 31 0 .  
\4 5 —2/

Ечиш . |/4| = — 1 экапини текшириш осон. Ёрдамчи матрицани
тузамиз:

/ |Ш |2 -  1 
(/Вд = 1 з 1 о

4 5 —2

1 0 0  1 
О 1 0 ~  0 — ;
о о г  \о —:

2 — 1 1 0 0
—5 3 —3 1 0
—3 2 —4 0 1

2 — 1 1 0
I T I 3 3 1
IJJ 5 5 5

1
о

—  0_ _ 3 3 иО I —

1 2
° \5 5

3 1 0
5 ~ 5
1 1
5 5 3

о о IZ I

0 4-5
1
5 5

0 | ° ° |

1 - 1 -
3 1

0
~  0 1 0

5 5 5 ' о  0 1

2 1 — I
—6 —2 3 
— 11—3 5

— 11 —3

Демак, ушбу

матрица бсрилган

i-i

/1 2 - 1  
А = 3 1 О 

\4 5 —2
матрицага тескари матрица экан.

3. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг итерация 
усули. Помаълумлар сони катта булгаида Гаусс усулининг 
аник ечимлар берувчи чизикли система схемаси жуда мурак- 
каб булнб колади. Бундай лолларда система илдизларини то­
пиш учун баъзан тацрпбии сонли усуллардан фойдаланнш »\У* 
лайд и р. Шуидай усуллардан бири итерация усулидир.

А и тайл и к, цуйидаги тенгламалар системаси берилган булсин:
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^11*^ 1 ^  12*̂  2 " i ” ^  j 3'^з .

CIо |Л 1 ‘ }" ^22'^ 2 ~ • ~ ^*>3^3 ” Г“ • +  а 2пХп = Ь*

а п\Х 1 ‘ а ,12х 2 "  a , i lX :i ^И*

1\уйидаги матршаларни киритамиз:

(3.5)

А =

ап a,2 .
• • Ощ\ 1 Х1

flj 1 а22 . Х2
’

°п2 •• • a n n J \К хп

, Ь

ЬУ
bo

Ах — b.
Диагонал коэ(|х})ициентлар нолдан фарцли (яъии а ,„ а ,2. . . . , 

а/(/1 0) деб фараз килиб, (5.1) системашшг бнринчи тенгламасини 
хг га нисбатан, иккинчи тенгламасини х2 га иисбатан, учинчиснни х3 
га нисбатан ечамиз. Натижада (3.5) системага тенг кучли куйидаги 
снстемага эга буламиз:

^ i = P i + 0 t а цХ2 — a,3.Y3 +  . . . — a i„xn,
Х2 =  р2 -г « 21*1 -г о +  а 23.\'3 -  . . . -г С£ ,пхп.

Х П = к  +  a„i* i +  V a  +  • • . +  в ,л - 1 'V-i +  °-
(3.6)

Ушбу

а

/О «12 • • • «1„\
«21 0 • • • «л,

\ а„, а„„ . . .  О /
ва р =

Pi
Р2

ОМ
матрнцаларни киритиш билан (3.6) тенгламалар системасини 
матрица шаклнда куйидагича ёзиш мумкин:

л’ = Рта-д '. (3.7)
(3.7) системами кетма-кет якинлашишлар усули билан еча- 

миз. Нолинчи якинлашиш сифатида, масалан, озод ^адлар ус- 
тунини кабул киламиз.

д-10’ = Р-
л*(0) ни (3.7) нинг унг томонига куйиб, л(1)биринчи якинла­

шиш га эга буламиз:
(I) Р ! (0)х = р + a.v •

Кении ,v(I) ни (3.7) нинг унг томонига куйиб, х<2) иккинчи якин- 
лашишга эга буламиз:

л'и) =  р +  а  х.<!)
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Жараённи такрорлаб
А'0'* -" = (5 4-ах"" (3.8)

формула буйича хосил килинувчи куйидаги якинлашишлар 
кетма-кетлигига эга бхламиз:

х‘", хт ..........X1'".
Бу кстма-кетликнинг лимити, агар у мавжуд булса, (3.5) 

системаиинг излаиаётган ечими буладн. п номаълумли п та 
тенглама системаси учун жараённинг якннлашувчн булишининг 
етарлилик шартини нсботсиз келтирамиз:

Т е о р е м а . Агар келтирилган (3.6) система учун ушбу
п п

2£|а/у| < I (i = 1, п) ёки ^  |a j  <1 0 =1. п)
/=! 1=1 

шартларОан камида биттаси бажарилса, у \олда (3.8) итера­
ция жараёни бу системанинг бошлангич н^инлашишни тан- 
лашга oofлиц булмаган .чгона ечимига яцинлашади.

Бу шартлардан келиб чиккан холда ушбу иатижани хосил 
^илиш мумкин.

И а т и ж а. Агар куйидаги тенгсизликлар бажарилса, (3.5) 
теигламалар системаси учуй итерация усули якинлашувчи бу­
ладн:

( п
!flul > 1 К / |.

/ = |  
п

[а22\ > V  |а |,
/=1

\а I > v  Iа .!• пп\ 1 «/:*
/= I

яъни (3.5) системаиинг хар бир тенгламаси учун диагонал ко- 
эффициентлар модули, озод хадларии хисобга олмаганда, тенг­
ламанинг бош^а барча коэффициентлари модуллари йигинди- 
сндан катта.

Л\ и с о л. Ъ ч номаълумли учта тенглама системасининг ечи- 
мини тоиинг:

(4 хх +[0,24 л'2 — 0,08 а'з = 8,
0.09 Ху +  3 л „ — 0,15 а', = 9. /3 о \

10,04 ху — 0,08 а'о -f- 4 х, = 20. * '
 ̂ч II ш. Жараён якинлашувчи булишининг сунгги шарти 

бажарилади:
Iап\ = 4 > |0,24| + (-0,08/ = 0,32,
| а22! = 3>|0,09| + 1— 0151 = 0,24,
Ы  = 4 >|0,04| + |-  0,081 = 0,12.
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Шунмнг учун итерация жараёни икинлашувчи булади. (3.5) 
системами уига тенг кучли кунидаги система билан алмашти- 
рамиз:

\хх = 2 — 0.06 л, + 0,02 л'з,
хг = 3 — 0,03 хх + 0  +  0,05 .v3, (3.10)
I.Y., = 5 — 0,01 хх + 0,02 х% + 6.

Системанинг матрица шаклидагн ёзуви кунидагича:

0 — 0,06 0,02'
— 0,03 0 0,05 

1з, v— 0,01 0,02 0 )  \хг
ёки х = (5 + cc.v, бу ерда

(х Л  /24 / 0 -0,06 0,02 
Х =  \х2 , р=  3 , а = — 0,03 0 0,05 

\ x j  \5/ — 0,01 0,02 О

Нолничи якинлашиш сифатида куйидагини оламиз:

.v(0) = Р = ( з j ёки х\0> = 2, x f  =-' 3, х(30) = 5.

х,0> ни (3.10) системанинг унг томоиига куйиб, .v(1, = | дь | би-,'«Л
Ы

ринчи якинлашишга эга буламиз:

=  1 Q9
i ,92 \xj1* = 2— 0,06*3 +  0,02-5 = 1,92, * / 1 <J ' \

4 ‘> = з - о ,03.2 +  0,05-5 = 3,19, ёки х(,) = з ’,19) 
х{} } =  5 — 0,01-2 + 0,02-3 = 5,04 5,04

х({) ни (3.10) системанинг унг томоиига куйиб, иккничи якинла- 
шишга эга буламиз:

r,2) = 1 9094
‘ ’ ’ (2) /1,9094\

х ~ = 3,1944, еки л* = 3,1944
х ?  = 5,0446 5,0446/ •

г  ни шуига ухшаш топамиз:

.г,} = 1,90923, „  90923 \
x f  =  3,19495, ёки х{,) = 3,19495 
x f  = 5,04485 5,04485 )  •

Натижаларни куйидаги жадьалга ёзамиз:
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Якинлашишлар i Xi

°  3 2 * 1 5

1 1.92 3,19 | 5,04

2 1,9034 3,1944 5.0446
3 j 1.90923 3,19495 5,04485

Шундай килиб, илдизларнинг такрибий кинматлари куйидагилар экан: 
х1 — 1,90923; х2 - 3,19495; л*3 = 5,04485.

Т з-С з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тенгламалар системасининг ечими деб ннмага айтнладн?
2. Чизнцли тенгламалар системасинк ечишнинг Жордано— Гаусс усулини 

баён этннг.
3. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг итерация усулини баён 

этинг.
4. Чнзшуш система итерация жараснининг якинлашиш шарти ннмадан 

нборат?
5. Куйидаги системани Жордано — Гаусс усули билан ечинг:

4 х, - 4 .v2 ~  5 хя -г 5 лг4 =  0,
2 д-, -г 3 л'3— х4 — 10,

Л1 Jr  хг — 5 х3 = — 10, 
Здг2+ 2 * ,  =  1.

G. Куйидаги днтерчинантни .^исобланг;
3 — 2 — 5 1 б) 1 1 — 6 — 4
2 — 3 1 5 3 — 1 — С — 4
1 2 0 — 4 2 3 9 2
1 — 1 — 4 9 3 2 3 8

7. К,уйилаги матрицага тескари А 1 матрицани топннг:
/ 3  — 1 0 , > 3 2 2

а) А =  — 2 1 1 ;  б) А =  1 3 1
' 2 — 14/ V 5 3 4 • .

8. Куйидаги системани итерация усули билан ечинг:
[4 Л'! — 0.2 д-2 — 0.2 А-3 =  4.
|0.2 а-! — 4 а'2 0,4 а4 = — 8,
I — 0.2 л-, +  5 А-3 — 0,1 д-4 = 5,
[0,4 а2 — 0,1 дг3 — 5 х4 =  15.

4- §. Интерполяциялаш

1. Масаланинг купилишн. Эмг содда интерполяпиялаш ма- 
саласи куйидагича ифодаланади:

1а, Ь] кесмада п +  1 та нукта берилган:
Д 0 * 11 2 ’ • • * * ’\‘» • • " t  ̂ц%

бу ну^талар интерполяция тугунлари деб аталади. Бнрор /(х) 
функциянинг бу ну^талардаги ^иймати куйидагилар буладн:
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а) (х, xs — 2 хя 6,
2 -f- 3 х2 — 7 .г3 16, 

1.5 х, j- 2 х2 - л'з — 16;

б)



f (.Y0) = У O’ /(* i) = У и f CYa) = </2........./(л-/) = /л.........../СО = //„•
Маълум смнфга теп пили булган ва интерполяции тугунларида 

f (v) функция цабул килган цнйматларни, яъни

F  (А'о) =  //„. F ix , )  =  y lt F (а.,) =  */2........... /• (At) -  //,•------- F ( x n) =  */„

кийматларни кабул цилувчн F (x ) функциянн (интерполяцняла- 
нувчи функцияни) ясаш талаб этилади. Геометрик нуцтаи 
назардан бу берилган нуцталарнинг куйидаги тнзмаси оркали 
утувчи бирор маълум турдаги y = F ( х) эгри чизикни тоиишни 
англатади (169-шакл):

а /"4

О  К 0  X ,  Х ? Л ;  х

169- шакл.I

М<)(Х0> У о), M l(Xb Ух), M 2(Xit у2), . . . , М;(Х;, У{)......... (*„, Уп).

Масаланинг бундай умумий куйилиши чекснз кун ечимга эга 
булиши (айтиб утилган нукталар оркали чекснз куп эгри чи- 
зик утказиш мумкин, 169- шакл) ёки умуман ечимга эга бул- 
маслиги мумкин.

Бироц, агар нхтиёрий F (х) функция урннга куйидаги шартларни 
каноатлантирувчи п- даражали Р п(х) купчад излаиса, бу масала бир 
кийматли булиб колади:

Рг1(Хо)—Уо> Р„Ы=У1> Р п(Х*)=У2.........P J Xi)=  Уi .......... Р п(Хп)=Уп-

Хосил Килингам интерполяция формуласи одатда берилган f(x) 
функцнянинг х аргументнинг интерполяция тугунларндан фар л̂и 
кийматларидаги кийматларнии такрибий хисоблаш учун цулланнлади. 
Бундай амал f(x) функцияни иптерполяциялаш (х £ [л0, лгн] бул ганда)
ва экстрополяциялаш (х £ [л0. .vj булгандч) деб аталади.

2. Чекли айир.малар. Интерполяция формулаларини тузиш
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хакидаги масалани мухркама килишга утишдан олдин чекли 
айирмалар тушуичаси билан танишиб чикамиз.

Айтайлик, y = f {х) — бсрилган функция, аргумснтнинг A.v 
орттирмасн — тайинланган микдор булсин.

1-таъриф . У1ибу
А у = / (.V +  А х) — / (л )

айирма y = f(x ) фуикцнининг биринчи чекли айирмаси (ёки 
биринчи тартибли чекли айирма) деб аталади.

Юцори тартибли чекли айирмалар хам шунга ухшаш таъ- 
рифланади:

А " у  = А (А" у), бу ерда п -— 2, 3, . . .
1-м и сол. Иккинчи тартибли чекли айирмани хисобланг:
1£ ч и ш. Таърифга кура кунидаги га эга буламиз:

А-у - А (Ау) =  A (f (x - rA x )- f (x ) )  = [f(x + Aa + A a )-  
- f ( x  + Да)] -  [/(a + A.v)-/(-v)l = fix  +  2 A a) -

— 2 / (.v + A .v) +  / (a).
Шундай килиб. иккинчи тартибли чекли айирма учун куни­

даги формулага эга буламиз:
А2 У = f (х + 2 А х) -  2 / (х -f А х) +  f (х) .

Учиичи тартибли чекли айирмани хам шунга ухшаш хосил 
килиш мумкин:

А3 у = / (а + 3 А л) -  3 / (х +  2 А а ) -  3 f (х 4- А х) -  / (х) 
ва хоказо.

2- ми сол. Р  (а ) = а 3 функция учун чекли айнрмаларни тузинг, 
бунда Аа'= I деб хисобланг.

Ечиш . Р(х) = х* га эгамиз, бундан
А Р  (а ) — Р ( а* 4- А а ) — Р  (а ) = (а  4- А а )3 — а 3 = (а  4- 1 У* —

—  а'3 =-- 3 а 2 4* 3 х 4* 1.

А2 Р  (а ) = [3 (х 4- А а )2 4- 3 (а  4- А а ) 4* И —
—  [3 а * +  3*4- П = |3(.v+  I)2 +  3 (.v +  1 )+  II — [ З а 2 +

+  3.V +  I I  =  6 А' +  6,
А3 Р  (а) = [б (.v + А а) + 61 — [б а' + 6J = [6 (а +  1) + 6J —

—  [6  а  +  6| =  6.

А Р  (а ) = 0 (барча п > 4 учун).
Учиичи даражали купхаднинг учинчи тартибли чекли айирмаси 
хар доим .V га боглик булмаслигини таъкидлаб утамиз. Учин­
чи даражали куихадлар учун тартиби учдан ю^ори булган 
барча чекли айирмалар эса иолга тенг. Ва умуман куйидаги 
тасдик урннли:

Теорема. Агар Я Д а ) п-даражали купхад булса, у холда унинг 
п- чекли айирмаси узгармас ва у куйидагига тенг:
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A,lP n(x) = a0 n\ (Лх)п,

тартиби п дан катта барча чекли анирмалари эса нолга тенг 
(бу ерла A.v — узгармас, а0 — купхаднинг бош коэффициенти, 
п — купхаднинг даража курсаткичи).

2- т а ъ р и ф. А орттирма символнни у = \(х) функцияни унинг 
цуйидаги чекли айирма функциясига мос цуювчи оператор си­
фатида цараш мумкин:

/by =  f(x  +  A x )- f (x ) ,
бу ерда A.v— узгармас.

Бу Д опертгорнииг асосий хоссаларини текшириш осой:
1 j А (и -f v) =  А и -{- А и,
2) А (Си) = С Ли, С — const.
3) Дт (А"//) = А",+"//,

бу ерда у, и, v — фуикцнялар, т ,  п — номанфий сонлар, бунда 
до у = у деб фараз цнлинпдп.

3. Чекли айирмалар жадвали. Тенг масофаларда ётувчи
jt0, хи х.2, . . . , xi......... ............

(бу ерда х1 — х0 =  х2 — х1 = . . . — h — const, h ни кадам деб атай- 
миз) ну^талар учун ушбу

У* Ун Уг.........Ус...........УП' • • •
жадзал кийматлар билан берилган у — / (.v) функцияни караймиз, 
бунда

fix,) = //0, 
f{x l) =  f(x0 +  h) =  y l, 

f (хг) = f (л'о + 2 Л) = у»,

/ (Aj) = / (Л0 + Hi) = У г

Чекли айирмалар куйидаги муносабатлар билан ани^ланади:
ДУо ~  У1 У0' ^ ” Уо ~ д У о) ~~ д (if I Уо) д У \ д У о' 

А3 у0 = А (А2 у0) = А (Д у̂  — А уп) = A2 y v — А- у0,
ЬУ1 = Уг — У1’ д*i/i = A (A y t) = Д (//2 — //,) = A i/2 — A f/t; 

А3 у, = А (А2 у ,) = А (А у2 — А у х) = А2 у, — А2 у х,
А i/г = //з — ̂  Д" //г А Уз ~  Д *А>; д3 0а = Да Х/з — //г.

л Ус = */<41 — у,-; д 2 = д //«4.1 — д у,- У{ = д2х/,ч-1 ~  лг^
. /| »/)■»! 4 П— Iва хэказо A y-t — А Д

Турли тартибли чекли айирмаларнн икки хил курииишдаги 
жадваллар шаклнда жонлаштирнш кулай: айирмаларп го- 
ризонтал жадваллар (I ва 2-жадваллар) ва айиришларн дна- 
гонал жадваллар (3-жадвал).
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1- ж а д в зл

X У д у А *  У Д* у V  У

*0 Уо А Уа Аа у О А3 Уо 1 А4 Уч

* 1 Ух Л а  //« А3 у г А4*
х2 Уг ! А У 7 Л » / / , А3 Уг | А4 Уг

* 3 Уз А Уз А2//.! 1 А3 Уз I А4 у3

* 4 У* * У * А3//4 А4 у4

Жадвални тулдириш г?-чекли айирмалар узгармаслар бу- 
либ колгуича ёки улар бир-биридаи абсолют кийматларн бу­
йича е дан хам кичик сонга фарк цилгуиича давом эттириладн, 
бу ерда е — берилган аницлнк.

3- м и с о л. Ушбу
у = 2 х3 — 2х2 +  3х — 1

функцнянинг чекли айирмалар жадвалинн бошлаигич а*0 =  0  киймат 
буйича ва кадамни h 1 деб цабул килиб тузинг.

Е  ч и ш. х0 =  0, дг, =  1, х2 — 2 деб фараз килиб, функцнянинг 
мос кийматларини тонамнз: у0 — — 1, у х— 2, уг =  13. Берилган функ­
ция учиичи даражали купхад булгани учун учиичи чекли айирма уз- 
гармас ва Л3 // = 2 -3! h3 — 12 га тенг, юкори тартибли барча чекли 
айирмалар эса нолга тенг. Чекли айирмалар жадвалини тузамиз:

2- ж а д а а л

* * Д у Д ’ У А* * Д * У
0 -1 2 — (— 1) =3 11— 3 = 8 12 0
1 2 13 — 2 ~  11 20 | 12 0
2 13 31 | 32 12

3 44 * 63 44
4 107 107
5 214

Жадвални бундай буён тулдиришни энди ^ушнш ёрдамида 
амалга ошириш мумкин.

Тузилган жадвални диагонал шаклда хам ёзиш мумкин:
3- ж а д в а л

* Д у Д* у Д *у Д * У

0
1
2
3
4
5

— 1 
2 

13 
44 

107 
214

3
п
31
63

107

8
20
32
44

12
12
12

0
0
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4. Умумлашган даража. Келгусида бнзга умумлашган да- 
ража тушуичаси зарур булади. Шу тушунча билан танишцмиз. 
х ва h берилгаи булсин.

3-т а ъ р и ф. д* сонининг умумлашган л-даражасн деб би- 
ринчиси .V га тенг булиб, хар бир кейингнсн узидан олдингисидан 
h кадар кичик булган п та купайтувчннинг купайтмасига ай- 
тилади:

А-1" 1 =  л* (х  —  h) (.V —  2 h) . . . (х —  (// —  1 )Н),
бу ерда х1"1 умумлашган «-даража. х*01 - I деб (|юраз ^нлинади.

h — О булгаида умумлашган дяража одатдаги даражага мос ке- 
ладн: №  =  хп.

Д х h деб фараз килиб, умумлашган даражалар учун чекли 
а й ирма лар и и х»(собл а й миз.

Биринчи айирма учун цуйидагига эгамиз: =
A y = :A jn]=(x+li)[nl — \ln}=(x+h)x(x—li)(x—2h) . ..  (x- (n —2)h)—

— х (х— Л)(а* — 2h) . . . (x — (n — 2)h)(x — (n— I )h) =
— x (x — h) (a* — 2 h) . . .  (a  — (n — 2) h) (a* +  h — x - f  (n  —  1) h) =

=  ALn~ l ] nll,

ЯЪНИ д / ' 1 = /z /l A'f" _ l1 -
Иккинчи айирмани хисоблаб, куйидагига эга буламиз:

Д2.*1"1 = Д (n/i xt'I“ IJ) = nh Ax[n~ i] =
=  n h (n —  1) h.\l " =  n(n —  I ) h2\*

яъни
Д2А1я, = п(/1— \ )П ^ п~2]- 

Амалларни такроран бажарнб, куйидаги натижани оламиз:

Дkj^n] = hkn (n—  1) . . . (п — k+  l)Ain-fcI.
Хусусан k — п булгаида Д" х11 = л! ft'1; k > п булгаида Д^х1 1 =

— О булади.
5. Мьютоннинг биринчи интерполяция формуласи. Айтайлик, 

У ~  j  (а*) функциянииг эркли узгарувчшшнг тенг узоклнкда ётувчи 
х0, A'j, а2. . . ., хп (бунда А*! = а'о + /г. хг — д*„ +2Л, . . ., хп — x0+nh 
ва h — интерноляциялаш кадами) кийматларн учун ушбу

У О* У I» У2* ' • •» У 
кийматларн берилгаи булсин. xi нукталард'1

У( = Р п (*;) (i -  03) (4.1)
кийматлар кабул килувчи даражаси п дан катта булмаган Р п (х) 
купхадии таилаш талаб этиладн.
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(4.1) шарт куйидагига эквивалент:
А"' Р п (х0) — Ат //0 ( т  — О,/?). (4.2)

Купхадпи куйидаги куринишда излаймнз:
Р п (х) = я0 4- а , (.v — .vp) -f аг (х — дг0) (х — х{) +

4- а3 (х — х0) (.v — .v,) (х — .v2) 4 - ...  4-ап (х— х0) (х —
—  Л',) (,V —  ЛГо) . . . (*  —  *„_,)•

Умумлашгап даражадан фойдаланиб (4.2) ифодаии бундай езамиз
гр п (г) = а0 4- л, (X —  А'о)1 ‘1 4- Яо (х —  X0] U] -hа3 (.v —  дг0) ' i] 4-

+  . . .  +  а„С( (4.3)
Масала Р п (х) купхаднинг а0, а {, а2........ап коэффипиентларини то-
пишдагь иборат.

(4.3) тенгликда х .v„ деб фараз килиб, куйидагига эга буламиз:
\Рп (А'о) -  у о = а0, бундан а0 = г/0.

ау коэффициентни топши учун Р л (л) купхаднинг бириичи чекли: 
айирмасини тузам из:]

А Р п (х) = a ji 4- a, -2h (* — л'0)1П 4- Saji (х— х0)[2] 4- 

4- . . .  4-ап nh (x— x j n~ ]].
Бу ерда х — л*0 деб фараз килиб, куйидагига эга буламиз:

А Р п (а0) = А //„ = о,Л, бундан at = .
п

а2 коэффициентни топиш учун иккинчн чекли айирмани тузамиз:
Д- Ря о,-2!А» +  о,-3!-А» (х — лго)1'1 +  а , -4• 3• li- (х - x j 2> +

-  . . .  +о„ л (л — I) Л5 (х — x„f"~-}. 
х = х„ деб г})араз килиб, ушбуга эга буламиз:

(v0) = А“//0 = о2-2! /г2, бундан а3 = 2! /I*
Жараённи кетма- кет такрорлай бориб, биз

Чг - £ * « - 5 л )
эканнии топамиз, бу ерта 0! = 1 ва A°//0 = i/0 деймиз. I

я0. fli. fl2........коэффициеитларинииг топилган кийматларини
(4.3) нфодага куйиб, Ньютоннииг интерполяция купхадини хосил ки­
ламиз:

р„ (А) - Л  +  J f f  (-V — V.)"1 4- (X - X 0f '  +  . . . +

.'<■ 391



\пу» 
nl Л" (* — x0f \ (4.4)

(4.4) купхад цуйилган масаланииг талаблариии бутунлай каноат- 
лантиради. Ньютоннинг (4.4) интерполяция формуласини амалда кул-_ д *
лаш учун у янгн q = t узгарувчини кнрнтиш билан шаклаи ал-h
маштирилган куринншда ёзилади. У холда 
(к — х — х0 х — хп — h х — дг„— 2 h х„ — (/ — 1) h

hl h h h h

— Я (q — 1) (Я —  2) • • • (q — i +  1), бу ерда i = 0,n. 
Бу ифодани (4.4) га куйиб, куйидаги га эга буламиз.

q (q — \) (q — 2)Ра (*) = Ус + ч д г/. + Д2 у о 3!
<7 (Я— П (q — 2 ). . . (q — п 1)

Д"и,.

A3//of . . .+  

(4.5)

бу ерда q = д0 нуктадан чикиб х нуктага етгунча зарур бул­
ган кадамлар соиини ифодалайди. (4.5) формула Ньютоннинг якуиий 
биринчи интерполяция формуласидир. Бу формуладан функцияни бош- 
лангич а 0 кийматнинг атрофида ннтерполяцнялашда фойдаланиш ку­
лан. бу ерда q — абсолют ккнматн буйича кичик сон.

п = 1 булганда чизикли интерполяциялаш формуласига эга була­
миз:

Л  (*) = У о + Я А Уо- 
п = 2 булганда параболик ёки квадратик интерполяциялаш фор­

муласига эга буламиз:
Р« (» )- °У . +  9 А у .+  « (« ~ "  Д- Уо

4-мисол. Жадвалда берилган у - / (а )  функция учун Ньютон 
формуласини ёзинг:

х, 0 1 2 3 4 5

У, | 5.2 8 10,4 12.4 14,0 15,2

Е ч и ш. Чекли айирмалар жадвалнни тузамиз:

* * &V Д* У А* У

0 5.2 2,8 —0.4 0
1 8 2.4 -0 .4 0
2 10.4 2 —0.4 0
3 12,4 1.6 -0 .4
4 14,0 1,2
5 15,2
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Жадвалдаи фойдаланиб, Ньютоннннг (4.5) формуласини тузамиз: 

Р„ (х) -  5.2 + Ч-2.8 + (-0,4),

бу ерда q — х- Натижада куйидагига эга буламиз:

Р п (а) = 5,2 + 2,8а — —(~ ]- 0,4.

Изланаётгаи функциянииг якуиий куриниши куйндагича:
Р г (л) = 5,2 + За — 0,2а2.

Эслэтм а. у — / (л) функциянииг х иуцтадаги кийматиш1_та^ри- 
баи хисоблаш учун у  «  Р, (а) деб фараз килинади, бу ерда а пукта 
л'0 га якии нуцта.

6. Ньютоннинг иккинчи интерполяция формуласи. Ньютошпшг 
бири';чи интерполяция формуласи (функциями бош.тшгич л0 ну^тага 
якии нукталарда Интерпол я циялаш учун цулай, лекин охнрги хп нук- 
тага якии нукталарда эса но^улайдир. Бундан холларда, одатда, Ныо- 
тонпинг иккинчи интерполяция формуласи цулланилади.

Функциянииг аргументнннг тенг масофаларда ётувчи
А"0, А', = А'0 + /2, А, = А'0 + 2/1, . . Хп = А'0 + пН

(бу ерда h — Интерполяниялаш кмдами) кийматларн учун куйидаги 
ь̂ иймат.ггри системасига эга булайлик:

//о = / (л'0), Уу = / (*,)........yn = f (хп).
Ингерполяшшланувчи купхадни куйидаги куринишда ёзамиз:

рп (*) = ао + а\ (х— х,) + ai (х— хп) (* — *„_!) + . • . +
+ ап (х — хг)  (а — А;1_,) . . .  (а — а,). (4.6)

Олдинги банддагига ухшаш амалларни такрорлаб, а0, а ....... . ап
коэс|фи иентларни топамиз. (4.6) купхаднинг топилгг.н коэффицнент- 
лар-билан якуний ёзилиши куйидаги курииншга эга:

+ < *-W +• • • + f t  (x~ x'r>- (4J)

Янги q = -— —  узгарувчини киритамиз ва (4.4) формулами кай- h
та ёзамиз:

рп W - У г Л  -Мг'- 4 +  *<*+•>+ ^ ^  9 (»+  ')(«  +  

+  2) + . . . + - ^ - « ( ? + 1 )  (? +  2) +  . . . + ( ? + л - 1 ) .  (4.8)П\
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(4.8) формула Ньютоннинг иккинчи интерполяция купхадиднр.
5* ми со л. у =  Ig.v функцнянинг кнйматлари жадвэли берил-

ган:

.V 1000 1010 1020 1030 1010 1050

У .4.00000 3,00432 3.00860 3,01283 j 3,01703 3,02119 |

lg 1044 ни топинг.
Е ч и ш. Чекли айирмалар жадоалиии тузамиз:

X
»

Д. у Д *у Д*г/ | Л * *

1000 3,00000 0.00432 -0,00004 -0.00001 0.00303 -0,00006
1010 3,00432 0.00428 —0,00005 0.00002 —0,0000}
1020 3,00860 0,00423 —0,00003 0,00001
1030 3,01283 0,00420 —0.00004
1040 3.01703 0,00416
1050 3.02119

<7 = л
104 I— 1050 

10 = -0.6,

о л о ! I п  0,(Ю416 , г\ pl\ 0,00004 . г\ / л  с у ж  3,02119 -I------ (— 0.6)—•———  (— 0.0) (— 0,b — i) —

—  0,00001

1! 2 ! 
(-0.6) (- 0.6 - 1) (—0.6 -1- 2) 

31
7. Лагранжнинг интерполяция формуласи. Ньютоннинг м;:терпо- 

ляция формулалари фа^ат тенг масофаларда ётувчн интерполяци .лап 
тугуилари холи учун ярокли. Ихтиёрий равишда берилган и герпо- 
ляциялаш тугуилари учун Лагранжнинг интерполяция ф )рмул<- и д?б 
аталувчи анчагина умумийрок булган (|юрмуладан фойдаланилади.

Айтайлик, аргументнинг п +  1 та турли

*0’ AV *2....... Хп
кинматларн ва / (л) функция учун маълум булган уига мос

/ (*о) = */<>• f (*i) = Ун f Ы  = у2......../ (хп) =*= уп
кийматлар берилган булсин. Даражаси п дан юкори булмаган а\ бе­
рилган X; тугун нукталарда / (.v) функция кабул килган кийматл :рга 
эга булган, яъни

Ln (*/) = Vi U = ° ’п) 
булган L n (.v) купхадни ясаш талаб этилади.

Лагранжнинг изланаетган Ln (х) купхаднии келшриб чикар.'.асдан 
кабул киламиз:
394



\1  (Л А'о) ( X  -Л-|) (л- А . )  . . .  (Л- - X :  . )  (.V Г . - , . ) .  . . ( х  Х „) у ----------------------- 1------ !-------------
~~п ' (Х4- Х 0) (X— X,) (Xj—X.,) . . . (Х,— Х ,_ | ) (х— xi+ l) . . \х - х п)

1—0
(4.9)

Агар интерполяция тугунлари тенг масофаларда ётса, у .холда 
Лаграижнииг (4.9) интерполяция формуласи Ньютоннинг иитерполя- 
ция формуласи билан устма-уст ту шали.

Хусусан, (4.9) формула
1 л м 1 /  \ X  X  i , X Хлп = I бч лганда L x (х) = у0---- + у1 ----- ;

Х0 — Л'! X | —  х0

л - " / / ч —  * l)  (X — X.») . (X —  Х„) (X — Хо) .п — 2 оулганда L „ (д) = у0 ---- ------ — -f цх ---------- -— Ь
(Х„ ~  X i) (х„ — XL.) * (xt — Х„) (X, — X*)

( х — х0) (X — X,)
У 2 (х2 —  х0) (х2 — X,)

куринишни оладн.
S. Лагранж коэффициентларинн ^исоблаш. (4.4) формулани сод- 

далаштирамиз. Бундай белгнлаш киритамиз:

П,.~\ (д) — (д — д’о) (д — Д,) . . . (х — хп). (4.10)
Х,осиланн топамиз:

П п +1 (х )  =  ( * “  * 1) • • • ( х  —  х п) +  ( х  —  х 0) ( х — Хп) . . . (д  —  Ха) +

+ (Х — Х0) (д— А',) (д — х3) . . .  ( Х— .
(д — А*с) (Х— Хг) . . . (Х — Х;_{) (х— A‘f_|_,) . . . (x — x j -- 

+  . . . - r ( j f—  А'о) (д — д,) . . • {х  —  л*я_ ,).

Бу'ерда х — xi , / 0, п деб .хисоблаб, куйидагига зга буламиз: 
Л;,+1 (Д() — (-vi — Д0) (V,— дг,) . . . (д-.— д ._|) (л-.—

— лг+1) . . . (*, — хп). (4.11)
(4.10) за (4.11) ифодаларни (4.9) формулага к\ямиз:

L  (л-)= V *  - г-П'1̂  {Х) t/, (4.12)
j m U n n ^ X i ) ( x ~ Xi) U l 
I 0

(4.12) формуладаги у{ *лар олдидагн коэффициентлар Лагранж 
коэф^ипиентлари деб аталади ву куйидагича белгиланади:

L"> (х) = (v> .
(*i‘) (* xi)

Бунда Лаграижиинг (4.12) формуласи куйидаги куринишга "эга бу- 
лади:
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К  tv) = V  у. (x).
1=0

Лагранж формуласини куллаш учун .v(- — хк айирмалар жадвэлнш 
тузамиз:

0 0 1 2 3 i 11 D Уо y lD

0 х—х„ А'о— -V, х„—х2 v0—*3 А’о— XI X0 xn D 0 Уп Уо^&о
1 A t - . r o л:—xt ХХ— Хг Xi—л'з X Х— Х1 x 1 — x я Dy У\ УхЮ у
2 .v2— До ,v2— А, х—хг х>— х 3 X -i-X i X2— Xn d 2 У2 У гП  2
3 *3— *0 Х з~  X, А'з— -V., Х— Х3 X9 Xi x a Xn D* Уз

i XI—X о XI— X1 Xi—X г Xi— Хз X Х{ X'i Xn Di "i ii. /D [

гг х п- х 0 Х п -Х у xn— x.i Хп — * 3 Xn— Xi x—xn Dn D„ Vn/D *

Жадвалда D0, D1( ГК, . . Dn— мос сатрлар купайтмасн:
D i =  (Х[— Х0) (x£— xt) (X; — х2) . . . (х — х,) . . . (Х [— Хп). 

Л п_] {х) — остига чти  л га н дилгонал купайгузчилар купзнтмаси: 
Пп+\ (л*) — (х А'о) (х — х,) . . . (Х — Х;) . . . (х — х,).

Демак,

Ц '1 (-V) = 1 ^ о Г „

ва коэффициентлар топилди. 
Демак,

*•„ W  -  п „+] (.V) V | - ,
I о

6v ерда Л  — S,, | — жадвалнннг охнрги уступи й и р и н д и  и . IJJyu- 
Di

дай килиб,
t , W  = V i W V , -

6-мисол. / (х) функцнянинг цн.шаглари жадвали бгрплга г.

x 81 85 87 88 89 90

У 0,012346 0,011765 0,011494 0,011364 0.011236 0,011111

/ (84) ни топннг.
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Ечиш  Жадвал тузамнз.

< xi r — v. ' Х* - х 3\н ~ х* Vi У l / Di

0 81 3 —4 —6 —7 —8 9 —36288 0. 12346 —0,340223. lO-o
1 85 4 1 —2 —3 —4 — 5 — 480 0.11765 —24,510416. lO-o
2 87 G 2 — 3 — 1 __о —3 210 0,11494 53.2!296-10* «
3 88 7 3 1 —4 — 1 __2 — 168 0.011364 —67,642857. lO- o
4 89 8 4 2 1 — 5 —  1 320 0.0!1236 35 ,1125.10~e
5 90 9 5 3 2 1 — 6 — 1620 0.011111 —6,858642- lO-o

5
я 4 = 3. (--!).< 3 ) ( —4)-(-_5).( -6 )= — 1080 S* 1  yi Di =  

i -0
— — 11,036678* 10“ e

f (84) «  Пл • S b -= — 1080 • (-11,03(1676) * 10 6 *  0,011920.

9>. Интерполяция формулалари хатоликларини бахолаш. Биз хп,
х{, хг........хп нукталарда берилгаи //„, //,. у2, . . ., уп кинматларни
кабул килувчн (бунда у0 = / (дг0), //, f (*,)....... yn = / (.v,,)) f (x)
функция учун Лагранжнинг Ln (а) интерполяция купхадини туз- 
дня. Туг.нлган купхад колган нукталарда / (х) функнияга канчалик 
як;инлашади, яъни /?„ (д) = /(.v) — L tl (л) колдн  ̂ хад канчалик кптта? 
Бу ear. о л га куйидаги теорема жавоб беради.

Теорема. Агар у - f (х) функция узининг (n -f I)-тартиб- 
гача ((n ~ 1)- тартиблиси хам) барча xocu.ia.iapu билан бирга 
излук-. из булса, у холда Лагранжнинг колдш\ хади куйидаги кури- 
ни:ига эга булади:

i f  я »+1 w - (Г  13)(rt*r Ч!
бу ерда Н— х0 ва л*, нукталар ораеида жойлашган нуцта,

П а+1 (Х ) =  (Х  —  Х0) (X  A'j) . . . ( * — Л'Д.

Агар (л0, л'п1 кесмада М = max |/"‘ 11 (л) | деб белгиласак, у хол­
ла Лагранжнинг интерполяция формуласииинг абсолют хатолиги учун 
куйнда; и бахога эга буламиз:

(л 1)!
Агар а0, а*!, х2.......  хп интерноляннялаш тугунлари тенг масс-

фаларда жойлашган ва бунда xi { — х( h булса, у холда (4.13)
X —  Х« 

h
ласииинг колдиц хадига эга буламиз:
фэрмул?да :-- — - q деб фараз килиб, Ньютоннинг биринчи фор.му-h
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Я = i f  t-« я <q— ») • • • (</ - я) i)
(n r  1>! (?).

бу ерда л'0 < С <: хп.
Шунга ухшаш, (4.13) формулада q деО <}1аряз килиб,

Ньютоннинг иккиичи формуласининг колдик хадига эга буламиз 
п /.л _ ь'М Я (Я 1) • • • (я - '0 ;(« -I) /i.
R» {x )- h JT T iJi 1 Ы -

Исботлаш мумкники, агар ннтерполяциялашда интерполя- 
циялаш тугунлари х нинг зарур ципмати атрофида етарлича 
зич таиланса, у ,\олда интерполяция формулаларидан олинган 
кийматлар, жадвал маълумотлар неча хонага эга булса, шун- 
ча аниц хопа бирлигига эга буладн.

У з-у з и а и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Интерполяцнялаш масаласи нимадан иборат?
2. 1-, 2-, «-тартибли чекли айирма деб нимага айтилади?
3. Чекли айирмалар жадвали ^андай тузилади?
4. Умумлашган даража деб нимага айтилади?
5. Ньютон формулалари ва Лагранж формуласи цачон цулланилади?
6. Ньютоннинг бириичи интерполяция формуласининг хулосасинн келтн- 

ринг.
7. К,уйидаги жадвал куринишида берилган функция учун Ньютоннинг

иккала интерполяция купхаднни ва Лагранж к у п х а д н н и  тузинг. Куп.\;цлар- 
ни таэдосланг:

а) — 
У

О 1 2

в)
д: О 
У

1 1 3 
I 2 3

; б) -
0 1 3 4

0 2 0 1

1—203
8. 7- саволдагн б) жадвал учун Ньютоннинг интерполяция купхаднни ту* 

знш мумкинмн?

5- §. Биринчи тартибли оддий дифференциал теигламалар 
учун Коши масаласини ечишнинг такрибий усуллари

1. Л\асаланинг куйилиши. Бириичи тартибли ушбу диффе­
ренциал тенгламани караймиз:

У’ Ч { х , у ) .  (5.1)
Бу тенгламанинг ечими деб. уни тугри тенгликка айланти- 

рувчи исталган у ~'j{x) функцияга айтилишннн эслатиб ута- 
миз. Бу ечнмни тоииш жараёнинн дифференциал тенгламани 
ннтеграллаш деб атаган эдик. Ечимнинг графиги интеграл эг- 
ри чнзш; булади.

Техннкага оид купгина масалалар бошлангич шартлар деб 
аталувчи берилган ушбу

У\х=х, ёки H vo) = Уо (5.2)
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шартларни каноатлантирувчи ечимларни топнш керак булган- 
ла (5.1) тенглама учун Коши масаласини ечишга келтирилади. 
Гсомстрнк нуктаи назардан бу берилган (.v<)t у0) нуктадан утув- 
чи у — ц (х) интеграл эгри чизи^ни топнш кераклигинн аигла- 
та.тп. Лекин нхтиёрнй дифференциал тенгламанинг бундай 
еч;;м;:;ш тонишнинг умумий усули мавжуд s час. Одатда бун­
да'' счишни факат тенгламанинг баъзи хусхчил холлари учун 
(мас^лан, бизга маълум булган чизикли, бир жинслн, Бернул­
ли т.а баъзи бошка теигламалар учун) топнш мумкин булади. 
Шунннг учун мухандислнк амалиётида Коши масаласини ечиш- 
нипг такрибий усулларнга мурожаат этилади.

Улардан асоснйларини иккн гуру.\га ажратиш мумкин.
1) аналитик якинлашиш усулларн — бунда счим такрибии 

фог ;,»ула курниншнда хосил булади (масалан, каторлар ёрда- 
мйда);

2) сонли якинлашиш усулларн — бунда хусуснй ечнмлар- 
нинг тацрнбий ^ийматлари жадвали тузилади (масалан, Эйлер 
усули, Рунге — Кутта усули).

Энди бу усулларни батафсил баён этишга утамиз.
2. Дифференциал тенгламаларни каторлар ёрдамида ин- 

теграллаш. Дйтайлнк, ушбу
у' = f (х, //) (5.3)

дифференциал тенгламанинг куйидаги
У\х~хь = Уо ёки У Ы  = У о V5-4)

бснгамгич шартларни каноатлантирувчи ечимини топнш талаб 
зтила'лган булсин.

у — у(х) ечим мавжуд ва л*—л*0 нинг даражаларн буйича 
жойт>.шган Тейлор каторн куринишида ифодалаиган деб фараз
килзиляк:

У — У (X) У (.v„) + (X -  .V„)+ ^  (х -  +

+ !О ^ ( х - х 0) °- !- . . .  (5.5)

Като;)нинг коэффициентларинн топнш учун бундай н:п т утамиз. 
у(х  ) нинг киймати бизга (5.4) шартдан маълум. у'(х-) ни 

тог fin учун (5.3) тенгламанинг унг томонида а* ва у нинг ур- 
улариинг х = х0 б^лгандаги кнйматларини цуямиз. Нгтн- 

жата г йидагига эга буламиз: y ( x 0)= f (x 0,y 0).
у "(х  ) ни топиш учун дастлаб у ни а н и н г  фуикциясн деб 

^араб. (о.З) тенгламанинг иккала томонини х узгарувчп б\йнча 
дифрерснциалланмиз:

| Г ~ - г г < 5-е>
кепи и эса хосил булган (5.6) ифодага у ва у' нинг а=Ао б\л- 
гандаги кнйматларини дуямиз. lily билан у" (х0) тогшлади.

(5.6) тенгликни л буинча яна бир марта дифференциаллаб
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ва хосил булган ифодага у, у', у " ларнинг .v = .v0 булга и лаги 
цийматларини ь$йиб, у " '{х 0) ни топамиз ва хоказо. Х.осилалар* 
иииг хосил кнлинган кийматларини Тейлорнинг (5.5) каю; га 
куямиз. У х нинг бу каюр яцинлашувчн булган кнйматларн 
учун (5.1) тенгламанннг ечнмини ифодалайли.

Бу усул нсталган тартиблн тенгламани такрнбан ечиш учун 
нроклидир.

1- м и с о л. Ушбу
у ’=ху2+ 1 (5.7)

тенгламанннг
У(1) =0 (5.8)

бошланкич шартии каноатлантирувчи ечимини топипг.
Е ч и ш. Бу тенгламанннг ечимини Тейлор катори курнни- 

шида излаймиз:
У = <Д1) + Х В .  (х -  I, + " l i i i  (X -  1)* +

+  0 1 i ( x - D » +  . . . (5.9)

//(1) коэффициент (5.8) бошланшч шарт билан берилган, ик- 
киичи у '( 1) коэффициеитни тониш учун берилган (5.7) тенг- 
ламанинг унг ва чаи томонларига х=1 ва г/(1) = 0 кийматлар- 
нн куямиз. Натижада г/'(1) = 1 га эга буламиз. К,олган коэф- 
фициентларнн тоинш учун олдин (5.7) тенгламани .v буйича 
бир неча марта дифференниаллаймиз:

У" = У~ + 2хуу\
У " ' = 2уу 4- 2уу' + 2ху'2 + 2 хуу" = 4 уу' + 2 ху'2 +  2хуу\ 

у П = 4 у '2 4- 4 уу" +  2 у '1 +  4 y 'ifx  -Ь 2 у у" -f 2 ху'у'' -|- 2 хуу'" - 
= 6 у '2 -г 6 у i f  +  6 ху у "  -f 2хуу'" ва х. к.

Энди бу теигликларга у , у', у", у " ' ларнинг х — 1 булгандаги 
кинматларини кетма-кет куйиб, цунидагиларга эга буламиз:

у"(\) =  0, у " '  (\) = 2, i/,v( 1) = 6 ва хоказо.
Коэффициентларнииг топилган кинматларини (5.9) каторга цуя- 

мнз:

У ~  (х — 1) + о ' * , .........
2-ми со л. Ушбу

тенгламанннг
у "  = гху +  \у

*/(0) = 0, //'(0)= 1 
бошлантч шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг. 
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Е ч и ш. Тенгламанинг ечиминн Маклорен катори к^рикишн- 
да излаймнз (чунки дг0 = 0):

у  =  у1/Ь) +  У Ж х + ^ х ' +  —  — .V3 -  . . . .
1! 2! 3!

Каторнинг дастлабки иккита коэффициенти бошлапгич шарт* 
ларда берилгаи: //(0) = 0, t/'(0) = l. Учиичи у "  (0) коэффицне::т- 
нн берилгаи тенглама ва бошлангнч шартлардан топамиз: 
у "  (0)=0. 1\олган коэффициентларни, берилгаи тенгламаии ол- 
дин бир неча марта дифференциаллаш билан топамиз:

у " '  =  2у' + 2xtf +  4//' = 6у' -f 2.vу", 
уп' =  0;/" +  2 ху '" +  2 у" =8у" +  2ху"\

, /  = 8у "  + 2 у '"  + 2 хук  = 10 у '"  +  2 хук , 
ущ = 10;/"'+ 2у lv+  2ху \2 ух +2.г / ,  

у '11 = 14;/' +  2xyM ва хокиг).
Х/хлглалар учун топилган и(]юдаларга у, у', у", у'", . . . ларнинг

х -- 0 булгандаги кийматларнни куямнз. Натижада куйидагилгрга 
эга буламиз
у " '(0) = 6; z/IV(0) = 0; //(0) -  60; уи (0) = 0: / м(0)=60-14 вз х. к.

Топилган коэффициентларни .Маклорен каторига куйиб, ечимга 
эга буламиз:

X3 , X5 Х~ г~П~  ‘ '
у = х + т .  ' ” •

3. Эйлер у су л и . Бу усулнниг мохиятн куйидагидаи иоорат. Б?- 
рилган (,v0, .rj кесмада биринчи тартибли

y '= f (x ,y )  (5.10)
дифференциал тенгламанинг

У ( х  о) =  */о (5 .1 1 )

«партии каноатлантирувчи ечимини топнш талаб этилаётган 
булсин. Геометрик нуцтаи иазардан бу (5.10) дифференци­
ал тенглама учун М (х0, у0) нуцтадан утупчи у — у{х ) интеграл 
эгрн чизикнн ясаш кераклигини англатади. [д:0, хп\ кесманн п 
та тенг кпсмга буламиз (170-шакл), .v(,<a'i <.y2< . . .  <.v„ були- 
ииш иу^талари булсин. Бу нукталар оркали Оу укига парал- 
лел тугри чизицлар утказамиз. АДаълумки, (5.10) тенглама 
Оху текисликда йуналишлар майдонини аницлайди, яъни
(5.10) тенгламанинг хар цайси интеграл эгри чизиги унинг 
исталган ну^тасида бурчак коэффнциенти k булган урнпмага 
эга. k нниг ь^иймати } {х ,у )  функциянииг шу нуцтадаги кий- 
матига тенг, яъни

k ~ f (x ,y ) .
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. 7<*р эгриfw ‘Ufit
•гра •-Ji-л

л _ .

170- шакл.
Шунинг учун изланаётган ^усусин ечимга мое келувчи ин­

теграл эгри чизицни тацрнбан нсаш учун бошлангич М (хп,у0) 
нукта орцали k = f(x0, y 0) бурчак коэффицнентли тугри чнзиц 
утказамиз ва уни х = хх тугри чизик билан кесишгунча давом 
эттнрамиз. У ^олда у\ ординатасини куйидаги муносабатдан 
топнш мумкин булган М х (л*|, «/,) иуктага эга буламиз:

У\ —  Уо / (*о* Уо) ( * ,  —  Л'о)- (5 . 12)
Кении Afi (д:,, г/,) нуцта оркали k= f(x\ ,yx) бурчак коэф­

фицнентли туFpii чизиц утказамиз ва уни х = х2 тугри чизик; 
билан кесишгунча давом эттнрамиз. Бундай у? ординатасини 
куйидаги муносабатдан топнш мумкин булган М :(х2, //г) нук­
та га эга буламиз:

У2 //1 = fix  1, yiXAV— *i)* (5-13)
Шунга ухшаш, Л12 (.v2, у2) нуцтанииг координаталарини бнл- 

ган холда A13(x3ty3) нуктанинг координаталарини топамиз ва 
хоказо. Шундай цилиб, .г узгарувчииииг ,\ар бир кичик ора- 
лицдаги узгариши тутрн чнзнц (уринма) кесмаси билан ал- 
маштнрилади. Натижада интеграл эгри чизикнн тацрнбап ал- 
маштирувчн ва Эйлер синиц чнзнги деб аталувчи синиц чнзик- 
ка эга буламиз.

Эйлер синиц чизигидаги исталган Af#.(х{, у,) нуцтапинг yi орди­
натасини (5.12) ва (5.15) мунссабатларга \хшаш ушбу

У, — //(■_! = /(*,_,, у ,_ t)(Xi —  */_,) (5.14)
муносабатдан топнш мумкин. [д0, д-J кесма тенг кисмларга ажратил- 
ганлиги учун .v, — х0 ~  хг — A't = . . . = (xi — *,_,) = h, бу ерда 
h — бирор доимий сон. У холда M (xit у () нуцтанинг х( абсциссаси-. 
ни куйидаги

xi = *о + ih (5.15)
формула буйича, изланаётган хусусий ечимии:1г унга мос тац- 
рибий цнйматини
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у,- = yt-1 +  /(X,_ ,, «/,-_,)/i (5.16)
формула буйича хисоблаш мумкин.

Натижаларнн жадвалга сзамиз. (5.15) ва (5.16) муносабат- 
лардаги h доимнй жадвал калами деб аталади.

3* ми сол.  Эйлер усулндан фойдаланиб, ушбу
у ' =  0,эху (5.17)

юнгламанинг [0,11 кесмада /г 0,1 кадям билан
1/(0)- 1

бошлангич шартнн каноатлантирувчи хусуеий ечимларининг 
такрибий кийматлари жадвалини тузи и г.

Е ч и ш .  (5.15) ва (5.Hi) формула буйича л') =0,1 ва у\ — 1 
кнйматларни, кейин .v2 ва у2 кнйматларни ва хоказо хисоблай* 
миз. Хисоблашлар натнжаларини куйидаги жадвалга сзамиз:

i xi vi fix,-, уо /(•»,•■ У)>‘.

0 0 1 0. 0
1 0.1 1 0.05 0,005
2 0.2 1.005 0.1005 0.0100
3 0,3 1.0150 0.1522 0,0152
4 0,4 1.0303 0.20»j 1 0,0206
5 0.5 1,0509 0.26^7 0,0264
Н 0.0 1.0772 0.3232 0,0323
/ 0,7 1.1095 0.4683 0,0.388
8 0.8 1.1483 0.4593 0,0459
9 0.9 1.1942 0.5374 0,0537

10 1,0 1.2479

Шуи дай килиб, у (  1)= 1,2479. Такдослаш учун ани  ̂ ечииип 
хам топиш кнйин эмас ((5.17) тенглама — чизикли тенгллма): у - 

— —
=е4 . Бу ердаи у(1)=е * - 1,2840.

4. Рунге — Кутта усули. Эйлер усули хисоблаш учун жуда 
осей, лекин камчиликка эга: х нинг сезиларли узгаришл^рида 
у нинг такрибий кийматлари аник кийматдан катта фарк кили- 
jjih  мумкин, чунки хатолнк хар бир кадамда ортиб боради (170- 
шаклга к.). Эйлер усулида куйидагидаи иборат теиглаштириш- 
нн куллаб, аича яхши натижаларнн олнш мумкин. (5.16) фор- 
мулада хисоблаиган //,• кннматни у ]  оркали белгилаймиз ва 
бу кннматни куйидаги формула буйича аниклаймиз:

г/г’1 = У: - 1  -  y  \IU i_ !/,_,) + 1(■'■,•. г/,"')|Л. (5.18)

Топнлган кннматни яиа (5.18) муиосабатгн ухшаш куйидаги формула 
буйича аншуюш мумкин.
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i f ?  = //,_ 1 +  ~Y (/' , uU l ) -Г / (л*,-, y f))  ft (5.19)

ва хрказо. Бу жараёнии берилгаи аниклик чегаралгрида иккита кет- 
мг-кет хисоблашлар натижалари устма-уст тушгунча давом эттира- 
миз. Кейин шу усул билан ни хисоблаймиз p<i .̂ оказо.

4- м и с о л. Рунге — Кутта усулидан фойдаланнб, 3- мисол- 
ни ечипг. .\исоблашларни 0.0001 гача аниклик билан бажа- 
ринг.

Е ч и ш. 3- мисолдаги жадвалдан фойдаланамиз. 1\уйидаги- 
ларга эга буламиз:

й> =  1. /(.Го. //„) =  0,
У1, ' = 1. /(дг„ i/,"> — 0,5 0.1 • 1 - 0,05.

(5.18) формула буйича у̂йндагини топамиз:

И\:) = Уо + “  If (*«, у0) +  /(.V,, г/‘1,,)1 •« —

1 +0,5 (0 +  0,05)-0,1 -  1,0025.
Ку.!идагини хисоблаймиз: /(х{, у\:)) = 0,5 0,1 1,0025 = 0,0501. 

У холда (3 19) (формула буйича ушбуга эга буламиз:
У1?' ; У0 + 0,5 [/ (д0, i/c) + f (xlt i/^)\h =

-- 1 +0,5 (0 + 0,0501) 0,1 = 1,0025.
Шундан ь̂ илиб, 0,001 гача аниклнкда

y(2) = y(f)=  1,0025.
Хисоблашларпи дапом эгтирьмиз ва натижаларпн куйидчгн жадвалга 
ёзамиз:

i X .1 ui /I*,.. »,) /<*,•. >'»

0 0 1/о= 1 0 0 1

I 0,1 у\-> ^  у\Ъ =  ,/,=- 1,0025 0.0501 0,0050 1,0025
2 0.2 =  ,л  =  1.0100 0,1010 0,0101 1,0100
3 0.3 Й 0 =  ' J ?  =  //з ^  1.0227 0,1534 0,0153 1,0227
4 0.4 - /Ди =  //« =  1,0408 0,2661 0.0266 1,0645
5 0,5 5̂ ) = №  =  Уъ= 1.0646 0,3£83 о,о;;28 1,0942
G 0,6 =  //Jf} =  //в =  1.0943 0,3283 0.0328 1,0942
7 0,7 ув ) =  ,/Ъ)= 1,7=  1,1305 0,3957 0,0396 I .1303

8 0,8 U) =  (3) =  у, =  1.1738 
* *

0,4695 0,0170 1,1735
9 0,9 si-' =  !/£» “  =  1 •22'18 0,5512 0,0551 1,2244

10 1,0 1,2840
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Берилган tj' = 0,5 ху тенгламанинг аник кимматннн топи:н мум­
кин (узгарувчиларн ажралган тенглама). У у — е*г ' куринншга э:а, бу 
функцнянинг цийматлари тузилган жадвалнинг охирги устуннга жо'1- 
лаштирилган. yi нинг иккала жадвзлдаги кийматларини (Зйлер усу­
ли ва Рунге — Кутта усули) таккослаб, Рунге — Кутта усули Эйлер 
усулига Караганда яхшироц натнжа олншга имкон беради, дегзн ху- 
лосага келамиз.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дифференциал тенгламанинг ечими деб нимага айтилади?
2. Биринчн тзртнбли дифференциал теигламалар учун Коши масаласи 

ннмадан иборат?
3. Эйлер усулинн баён этинг.
4. Рунге — Кутта усулинн баён этинг.
5. Эйлер ва Рунге — Кутта усулларндан фойдаланиб, куйидаги теиглаm i- 

нинг [0, ]j кесмадаги 0.1 цадам билан хусусий ечимларининг такрибии кнн- 
матлари жадвалинн тузннг:

а) у' — х2 — 0,3 у2 -f- 1, //(0) =  0 
(0,01 гача аницлик билан);

б) у =  — 2 ху2, ц (0) =  1 
(0,001 гача аниклик билан).
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