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СУЗ  БОШИ
V ' '

Ушбу китоб «Узбекистан» нашриётида чоп этилган «Олий 
математика асослари», 1-томининг давоми булиб, олий матема- 
тиканинг аник*мас ва аник, интеграллар, куп узгарувчили функ- . 
циялар ва уларнинг дифференциал здсоби, сонли ва функционал 
к^торлар мавзуларини х,амда оддий дифференциал тенгламалар 

. курсини уз ичига олади.
Бу Китобни ёзишда \ а м  асосий тушунчалар хамда тасдикларни 

содда, равон баён этилжшига, айни пайтда математик катъийликни 
гаклаш га эътиборни каратдик.

/  Куп узгарувчили функцияларга дойр бобларни ёзишда, даст-,
/  аввал икки узгарувчили функциялар келтирилди. Унда бир yS- 

гарувчили функциялардаги мос маълумотлардан фойдаланиш 
билан бир каторда улар орасидаги ухшашлик ва тафовутлар 
курсатила борилди.

Маълумки, назарий маълумотларни узлаштиришда намуна • 
сифатида келтириладиган мисол ва масалаларнинг ахам^яти катта. 
Айникса бу хол оддий дифференциал тенгламалар назариясида 
яккол куринади.

Укувчи дифференциал тенгламалар курси баёнида хар бир 
мавзу мисол ва масалалар билан таъминланганлигини кузатади. 
Мисол ва масалаларни келтиришда \а м д а  уларни ечиш усулларини 
курсатишда, аввал содда, к^никма хосил килгач мураккаброк 
мисолларга утиш принципига амал килдик.

М уаллифлар китоб куЛёзмасини укиб унинг сифатичи янада 
яхшилащ борасидаги фикр ва мулохаза^ари учун Узбекистон 

, Фанлар Академиясининг мухбир аъзолари, профессорлар Ш. О. Али- 
м-бв, Н. Ю. Сатимовларга уз миннатдорчиликларини изх,ор киладилар 
ва китобнинг камчиликларини бартараф  этишга оид таклифлари учун 
китобхонларга аввалдан ташаккур. билдирадилар.
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АНИКМАС ИНТЕГРАЛ

Куп холларда функциянинг ^осиласига кура шу функдияни 
топиш масаласини х,ал килиш лозим булади. Бу эса ф ункцияларш  
интеграллаш тушунчасига олиб келади.

Ушбу бобда функциянинг аникмас интеграли, унийг хоссалари, 
интеграллаш усуллари хамда ннтегралларни хисоблаш билан 
шурулланамиз.

1-§. БОШЛАНРИЧ ФУНКЦИЯ. АНИКМАС ИНТЕГРАЛ 
ТУШУНЧАСИ

функция (а, Ь). интервалда берилган б^лсин.
I - т а  ъ р и ф. Агар (а, Ь) интервалда дифференциалланувчи F(x)  

функциянинг jfocujiacu берилган f ( x)  га т'енг булса, яъни
, ; ' ' • F ' ( x ) = f ( x )  —

б#лса, у  %олда F (х) фцнкция (а, Ь) интервалда f ( x)  нинг бошлангич  
функцияси дейилади.У

М и с о л л а р .  1. f ( x ) = x 2 функциянинг ( — оо, - f o o )  даги 
V бОШлангич функцияси
»  ' ’ ‘ , ' д-З

■ ■; ^Нг ■ .
булади, чунки

■V» •

u я-i f ix)  =  cosx функциянинг бошлангич функцияси Z7(л:) =  sinjc 
б^лаАи, чунки

F ' ( x f " ^ \ s i n x ) ' =  eosx f  ( х ) .

ft а 
1

А.

3. f ( x ) — ^J 1— х функциянинг [ — 1, 1] ораликдаги бошлангйч 
функцияси

Р(х)  =  - \ \ ! ( 1 - х ) л ;

булади, чунки
; ■ ■■■ !- ■ 1 ' , ;■ г ■ L з '“I*

F  (х) «  ( - - 1-V  (1 - * ) 3)  =  - f  [(1 - x f >  J =
3

_2_ _ 3 , ,  -v"»" '  
3 ' . 2

( \ - Х) г • ( - 1) =  л / Т = ^  =  Нх) .



Д гар  F-,(x) функция (а, b) интервалда f ( x )  н и н г  бошлангич функцияси 
Гб^лса, у холда F( x )  + С  хам f ( x)  функциянинг бошлангич функцияси 
булади, бунда С — ^згармас сон. Х акикатан  хам,

F ' ( x ) = f ( x )  
б^лишидан фойдаланиб .

[F(x) +  C}' =  F ' ( x ) = f (  х).

F ( x ) -f- С функция- / (л:) нинг бошлангич функцияси эканини топамиз.
Л е м м а .  Агар F(x)  ва . Ф{х)  ф ункциялар (а, Ь) интервалда ( (х)  

функциянинг бошлангич функцияси булса, бу F ( х) ва Ф (х) 
ф ункциялар бир-биридан узгармас сонга фар к, щ л а д и -j

И с б о т .  F( x )  ва Ф( х )  функцияларнинг хар бири' / (* )  нинг 
бошлангич функцияси булсин:

' F ( x ) = f ( x ) ,  
ф '{х )  — /(*)••

Бу тенгликлардан

булиши келиб чикади. 
Ердамчи

F ' ( x ) =  Ф' ( х )

,(.(,*) =  ф ( х )  — F(x)  ;( {i )

функцияни караймиз. Равш анки^ бу функция (а, Ь) интервалда 
берилган булиб, V x £  (а, Ь) да унйнг хосиласи ( ' ,

Ф'(х) = [ Ф ( х) - - ^ ( х)] ' =  Ф ' ( х) - Р ( л:)==() ^ . (2)

булади.
гЦ», Ь) интервалда ихтиёрий х  ва тайинланган хо нукталарни олиб, 

[хо, 3] ёки [х, хо], сегментни караймиз. Бу ф(х) функция Л агр ан ж  
теореМасининг барча шартларини каноатлантиради. Л агр ан ж  теоре- 
масига кура , '

>р(х) — ср(хо) =(р' (с)  ( х — хо) (х о < с < х )

булаДи. (2) тенгликдан фойдаланиб '
ср (х) — ср(хо) = 0,

яъни
ф (х) — (р(х0)

булишини топамиз. Энди ф(*о) = С  деб апамиз. Унда (1) тенгликка 
биноан Ф (х) — F(x)  =  С булади. Бундан

Ф (*) = F ( x ) + С
булиши келиб чикади. Бу эса леммани исботлайди.

Юкорида айтилганлардан:
1) (а, Ь) интервалда берилган f ( x )  функциянинг бошлангич 

функциялари чёксиз куп булиши, к
2) f ( x)  функциянинг ихтиёрий иккита бошлангич функцияси бир- 

биридан узгармас сонга ф арк  килиши келиб чикади.



Демак, / ^ х )  фукнция f {x)  нинг (а, b) интервалдаги бошлангич 
функцияси б ^ л с а , -F(x)  +  С'  (бунда С — ихтиёрий узгармас сон) 
к^ри-нишидаги хар бир функция хам f ( x ) нинг бошлангич функцияси 
б^либ, улар {/^(x) + С )  т^пламни ташкил э.тади.

2- т а ъ р и ф .  f ( x)  функциянинг (а, Ь) интервалдаги барча  
бошланрич функцияларидан иборат туплам унинг анищмас интегра
л а  д е й и л а д и  ва  ^f ( x ) d x  каби белгиланиб,

■^f (x)dx =  F( x )  -\-Ск (С — const)

, кУринишда ёзилади.  Бунда \ — интеграл белгиси, f ( x )  интеграл 
, остидаги функция, f ( x ) d x  эса интеграл остидаги ифодз дейилади.

М и  с о л  л а р. 1. Ушбу
 ̂ x l0dx

аникмас интегрални топинг. Бу аникмас интеграл шундай функция*' 
ки (аникроги шундай функциялар тупламики) бу функциянинг 
хосиласи (тупламдаги хар бир функциянинг хосиласи) интеграл 
осГидаги функция х10 га тенг. Равшанки, агар

б^лса, унда

буЛади. Демак, аникмас интеграл таърифига кура

=  (С — const) .

2. Ушбу
. \ e ixdx

аникмас интегрални т о п и н г ^ ^ й и д а г и  F ( x ) — ^ - e 3x функция учун

е А*у =  - j e J* • 3 =  е3х булади. Демак,

J eMd x =  t>3r -4- С .

Кейинчалик, аникмас интеграл ибораси урнига, кискача, интеграл 
сузини хам ишлатамиз.

К^пинча F(x)  функция / (х)  нинг бошлангич функцияси буладиган 
{а,  Ь) интервал курсатилмайди. Бундай холдй-оралик сифатида f ( x)  
функциянинг аникланиш сохаси тушунилади-

О датда , функциянинг хосиласига кура унинг узини топиш, яъни 
функциянинг аникмас интегралини топиш интеграллаш  дейилади.

Демак, функцияларни интеграллаш амали Дифференциаллаш 
амалига нисбатан тебкари амал экан.

и « | = ( т
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2-§. АНИКМАС ИНТЕГРАЛНИНГ АСОСИЙ 

ХОССАЛАРИ

Куйида аникмас интегралнинг хоссаларини келтирамиз.
Г .  f ( x)  функциянинг аникмас интеграли \ f ( x ) dx  нинг хосиласи 

f ( x )  га, дифференциали эса f { x ) d x  га тенг:
% *

( ^ f ( x ) d x ) ' =^ f ( x ) ,  d (  \j f { x ) d x ) = f { x ) d x .

И с б  от. Айтайлик, F (х) функция f ( x)  нингбошлангич функцияси 
булсин:

F ' ( x ) — f ( x ) .

У холда ^ f ( x ) d x  =  F(x)  -{-С ( С — const)

булади. Шуни эътиборга олиб топамиз:
( \ f ( x ) d x y = ( F ( x ) + C ) '  =  F ' ( x ) = f ( x )  ,

d(  ^ f ( x ) dx )  =d [ F ( x )  + C ]  =  dF( x )  = F ' ( x ) d x = f ( x ) d x  .

Бу эса 1° - хоссани исботлайди.
2й. Функция дифференциалунинг аникмас интеграли шу функ

ция б и л ан у згар м ас  сон йириндисига тенг:

^ d F ( x ) = F ( x ) + C .

И с б о 'т .  F( x)  функция f ( x)  нинг бошлангич функцияси булсин: 
F' (x)  = f ( x ) .  У х,олда.

%  \ f ( x ) d x  =  F ( x ) + C  (3)

булади. Агар J f ( x ) d x = ^ F ' ( x ) d x = \ d F ( x )  (4)

эканини эътиборга олсак, (3) ва (4) тенгдаклардан

булиши келиб чикади.
3°. Узгармас сонни интеграл белгиси остидан чикарищ мумкин:

 ̂ k f ( x ) d x  =  k  ̂ f ( x ) d x  (k — узгармас сон, k ^ O ) .
И с б о т .  Ф араз килайлик, F(x)  функция f ( x )  нинг'бошлангич 

функцияси булсин: F' ( x )  — f (x) .  Унда

 ̂ f ( x ) d x  =  F(x )  -\-С
б^либ,

k   ̂ f ( x ) d x  =  kF( x )  -f-Ci ( C i = k C )  . л (5)

булади. Равшанки, kF( x )  функция k f ( x )  нинг бошлангич функцияси 
булади, чунки ' \ .

( k F ( x ) ) '  =  k F ' ( x ) = k f ( x ) .  _



Демак,
y k f ( x ) d x = * k F ( x ) + C i .  (6)

Н атиж ада, (5) ва (6) муносабатларга к^ра
 ̂ k f ( x ) d x  — k   ̂ f ( x ) d x

булишини топамиз.
4°. Икки функция алгебраик йигиндисининг аникмас нитеграли 

шу функциялар аникмас интегралларининг. алгебраик йигиндисига 
тенг:

\j [ f ( x ) ± g ( x ) ] d x = \ i f ( x ) d x d - ^ g ( x ) d x .

И с б о т .  Айтайлик, F(x)  функция/(х) нинг, G (х) функция эса g  (х) 
нинг бошлангич функцияси булсин:

f ' { x )  =  / ( * ) ,  G' (x)  = g ( x ) .  . .
Унда

Y f ( x ) d x  =  F ( x ) +  Ci,  ̂ g ( x ) d x = G ( x )  + C 2 
б^либ, - '

\  f ( x ) d x ±  J g ( x ) d x = [ F ( x ) ^ G ( x ) ] + ( C i ± C 2 ) (7)
булади.

Равшанки, F( x )  d z G( x )  функция f { x ) d t g ( x )  нинг бошлангич 
функцияси булади, чунки

[F(x)  ± G ( x ) Y  =  F' ( x)  ± G ' ( x )  = f ( x )  ± g ( x ) .
Демак, ■ .

] l f ( x ) ,± g ( x ) } d x  =  F ( x ) ± G ( x ) + C . (8)

(7) ва (8) муносабатлардан

\j [ f ( x ) ± g ( x ) ] d x =  ^ f ( x ) d x ±  ^ g ( x ) d x .
/булиши келиб чикади. .

(t: М и с о л .  Ушбу J(3jc2 +  2e3x)'dx

интегрални хисоблгци'. '1»
Интегралнинг 3°- ва 4°-хоссаларидан фойдаланиб топамиз:

■ U . \ { ‘3,x? +  2e3x) d x = ^ 3 x 2d x + ' \ 2 e 3xdx==

=  3  ̂ x 2dx- \-2 ‘\ eZxdx =  3 - ~ - - \ - 2 - e 3x’~ - \ - C — x 3+ ~ e 3x-{-C .

3-§. АН ИК{ЛАС ИНТЕГРАЛЛАР ЖАДВАЛИ.
МИСОЛЛАР.

Ушбу параграфда кейинчалик куп фойдаланиладиган интеграл- 
,ла{нш келтирамиз.

1°. \)0 - d x = C , С — const;

2°. ^1 - d x =  ^dx — x  +  C ;

8 _



3°.

4°.

5°.

6°.

1
i + т + с  <м<— П ;

dx  
x

dx

^x*dx--

\ - ^ d x =  ^ - = \ n \ x \ + C  ( х ф О )  ;

( — —r- dx  =  ( —^ Ц - ^ a r c t g x  +  C ;
3 l + x 2 J 1+Л2

f —  ' = d x =  ^— 7= =  =  arcsirw +  С ;
3 д/j  —л:2 J ~\J 1 —x2

\^axd x = - ^ a x-\-C  ( a > 0, а ф \ )  \

(s irm /x  =  — c o s x + C ;

7°

8 y.

9U. ^cos.w£x =  siru '-t-C ;

10.° \ - J —d x =  \ - ^ - =  - c t g j e + 'C  ;
J s i n x  J sin x

I I е. \ ^ = i g x  +  C ;
J  COS X J  COS л

12e.  ̂slued* =  chx +  С ;

13°.  ̂chxd x  — shx +  С ;

14°- ЬЬ^“ Ьт5̂ агс'е̂ +С (a#0) 
S-

c +  £ 
d x - = a r c s i n —+ C

V  а2 — д

Бу интеграллардан бирининг, масалан
d x  lJ'j? +  a2 a rc tg  — +  С (9)

нинг тугрилигини курсатамиз. Бунинг учун тенгликнинг унг 
томонидаги функциянинг х,осиласини х,исоблаймиз:

б ',  агс18 т1 +  С ) ' “  ( - - a r c>K-’ j

х*-\-а2 л?+ а2

Н атиж ада (9) тенгликнинг чап томонидаги интеграл остидагй 
функция хосил булди. Демак, (9) тенглик уринли.

Юкорида келтирилган 1° — 15° формулалар жадвал интегралла- 
ри дейилади.
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Аникмас интегралнинг 3° — 4°- хоссаларидан хамда интеграл- 
лар  ж адвалидан фойдаланиб, интегралларни бевосита хисоблаш 
мумкин.

■ М и с о л л а р .  1. Ушбу

 ̂ ( 1-H sinx +  2JC)dx

интегрални хисобланг.

 ̂ (1 -f- sirur +  2х) dx  =  ^ 1 • d x  +   ̂sinxdx  +

- f   ̂ 2'cofx =  x  — c o s x - j - .

2. Ушбу

S X +  х 1 dx
У *

интегрални хисобланг. Интеграл остидаги функцияни

X2 +  х  1 __ ^2 I „2 I „ 2
3 1

V *

куринишда ёзиб оламиз. Н атиж ада:
о ’

X +  ■* +  1

X + х  -\-х

3 I 1_  + 1 --- \-\ -----pi
2 „ ' 2

= . J  x 2dx-\- ^ x 2dx-\- 2d x =  * — | --y--------1---- -
2+1 - j +1 ^ {+ 1

5

2 x 2 + ̂  + 2 . x 2 + C = 2V̂(4 + T+1)+C-5

3. Ушбу

j -» si
интегрални хисобланг.

Интеграл остидаги

dx

• 2 2 
s m  X • COS л

функцияни sin2* +  cos2* =  l айниятдан фойдаланиб

sin2* +  cos2* 1 .* 1

sin2x -c o s2x .sin2* -c o s2*  cds^x sin2* 

куринишда ёзиб оламиз. Н атиж ада:

( .: r dx . -  =  J J ==tg* — ctg* +  C .
J sin д: • cos jc J cos jc J sin x

10



4. Ушбу I
^ x ^ / x d x

интегрални х,исобланг.
Интеграл остидаги функцияни

п -  - Ч 1 + -  "+|
х - у / х  = Х ' Х п = х  п = х  " .

зОкуринишда ёзиб, сунг 3 - формуладан фойдаланиб топамиз:

• л+1
) x d x =  " dx  =  - ^ j-j— - - (-С =

П

2 п-\- 1 2/г -)- 1

4-§. ИНТЕГРАЛЛАШ'УСУЛЛАРИ

Берилган функциянинг бошлангич функциясини топишда, яъни 
аникмас интегралини ^исоблашда турли усуллар мавжуд. Куйида 
узпарувчини алмаштириш хамда булаклаб интеграллаш усуллари- 
ни келтирамиз. , ! .

1°. У з г а р у в ч и н и  а л м а ш т и р и ш  у с у  л и.- F (х) функция 
f ( x)  нинг бошлангич функцияси булсин:

F ' ( x ) = f ( x ) .  (10)
Унда 1

|  \ j ( x ) dx  =  F ( x ) + C  }
булади. Энди х  узгарувчи

х =  ц> (t)
муНосабат ёрдамида t узгарувчи билан богланган булсин, бунда <р(7) 
узлуксиз ср'(<) х,осилага эга булган функция. .

Л е м м а .  Ушбу

^ Д ф ( О )  -ф Ч О dt =  F(q>{t) ) .+ C

муносабат уринли.
И с б о т .  Бу тенгликнинг унг томонида Турган F ( (p ( / ) ) - | -C  

функциянинг х,осиласини топамиз:

( / ' ( ф (0 ) + С ) ' = ( ^ ( ф ( 0 ) '  =  /7, (ф (0 ) - ф/ (0 .
( 10) тенглакка к^’ра

F' ( ( f { t ) )  . ф, ( / ) = / ( ф ( / ) ) - ф ' ( 0 -
Демак, F (cp ( t) ) функция f((p(t) )■ ф '( 0  нинг бошлангич функцияси 

булади:
$ f(q ( / ) ) 4' ( n d /  =  F(<i ( / ) )  f  С .

Лемма исбот булди.

и



.Л ем м агакура  ^/(гУ^хинтегралшГхисоблаш \/('ф(^))ф^(/)с?/йнтег.- 
рални 'хисоблаш га келар экан:

ij / ( x ) d x — ^ f ( i f ( t ) ) 4 ' ( t ) d t  ' ■ ( 11)

( 11) формула аникмас интегралда узгарувчини алмаштириш  
формуласи  дейилади.

, М и с о л л а р .  1. Ушбу
J (2 +  3x ) m dx

ин+егрални хисобланг.
Бу интегралда узгарувчи * ни 2 +  3 * = / тарзида алмаштирамиз.
' ' ' t _2 1

Бунда х = ——  булиб, d x = —dt  булади. Н атиж ада:. ' о ' о

J (2 +  3*) ш й х =  ■ \ d t = ]-  5t m dt

2. Ушбу
T ' T o r + C “ l k  ( 2 + 3 * ) ,G, +  C.

, y a — x? • .
интегрални хисобланг. '

Бу интегралда * =  V a /  алмаштириш бажариб, уни хисоблаймиз. 
Равшанки, d x =  ~\[adt. Н атиж ада

f  d x  _  Г л[а dt  __ Г /<Г dt  __’

^ а — х 2 • ' y j a -  ( f u r  ' л/а, л/ l — t2 *

— С —^ L =  =  a r c s i n / + C  =  a r c s i n - 4= + C  .
J J 7 - 7  V«

3. Ушбу
dx  

1 +  х 2
интегрални х и с ^ л а н г С ' ^

Бу интегралда arc tg*  =  / алмаштириш баж арамиз. Унда

d (arctgx)  = d t = > — ~ - d x = d t

булиб, натижада

:tgx

1 + X 2

4. Ушбу

[ dx
: ■> , J  COS4X

ийтргрални хисобланг.

1 +x -



Аврало — =  1 - f i g 2* эканйни Зътиборга олиб, берилган интег-
cos2*

рал ни
dx=  -------C ( i + tg*x)

J  COS X  J  COS a  COS X  J  . COS X

куринишда ёзиб оламиз. Сунг tg x  =  t алмаштириш бажарамиз. 
Н а т и ж а д а — l- z - d x  =  dt  булиб,

с os х  - ,

^(1 +  tg 2x )——j -  =   ̂ (1 - \- t2)d t  =  ^dt-\- f^t2dt =

булади. Демак,

t3 te’3jc=  t + — -+- c =  tgx.-h—11— \-c

* r = t g  i + ^ + c .
'ГУ1 Г О

2°. Б у л а к л а б  и н т е г р а . л л а ш  у с у  л и.
Ф араз килайлик, и =  и{х)  ва v = v ( x )  функциялар берилган 

булиб, улар узлуксиз и'(ос) ва v ' ( x )  хосилаларга эга булсин. Икки 
функция'купайтмасининг дифференциалини топиш.коидасига кура

d ( u - v ) = u - d v  +  v - d u  - ■ 

булади. Кейинги тенгликдан • ,

u - d v  =  d ( u - v )  - v - d u  
$  ‘ 

булищи келиб чикади. Равшанкй,

■  ̂ u - d v  =  ] [ d ( u - v ) — v- du] .

Аникмас интегралнинг хоссаларидан фойдаланиб топамиз:

 ̂ u - d v =  ^ [ d ( u - v ) — v d u ] =   ̂ d ( u - v )  —  ̂ vdu =

=  u - v —  ̂ v - d u  .
Н атиж ада ушбу '

^■udv =  uv —  ̂ vdu  ( 12)

формулага келамиз. ( 12) формула булаклаб  интеграллаш формула- 
Сй дейилади. ,

Булаклаб  интеграллаш формуласи \udv  интегрални хисоблашни 
\vdu  интегрални хисоблашга келтиради. Бу формуладан фойдала- ' 
ниш учун интеграл остидаги йфода и хамда dv  лар купайтмаси 
кури ниши да ёзиб олинади.

М и  с о л л а р. 1. Ушбу

^ ^ S ’-
интегрални хисобланг.



Интеграл остидаги ифода Хе* ни и =  х, d v = e xd'x■ лар  купайтмаси 
деб ^зламиз. У холда du =  dx, v =  \exd x — ex булади. Булаклаб 
интеграллаш формуласидан фойдаланиб топамиз: (

 ̂ xexd x = ‘xe)C —  ̂ exdx — xex — ех- \ ~ С =  (х — 1)е* +  С .

Э с л а т  м а. Агар  ̂ x e xd x  интегралда и =  ех, d v  =  x dx  неб олинадИган.булса, унда 

л:2dti — exd x , б^либ, булаклаб интеграллаш формуласига кура

 ̂ xexd x = ~  ех —  ̂ x 2exdx

булади. Бундам куринадики, каралаётган интегрални хисобдаш ундан мураккаброк.
 ̂ x 2e*dx интегрални хисоблашга («елади.

Демак, булаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланишда и ва d v  ларни 
танлаш мухимдир.

2. Ушбу г . ,
J \ xsm x d x  /

интегрални хисобланг.
Бу холда и — х, dv  =  s\nxdx  деб оламиз. Н атиж ада

du =  d x , у==  ̂ s m x d x =  — cos*

булиб, ( 12) формулага кура: ,
 ̂ x s in x d x =  — * c o s x +   ̂ c o s x d x — — x c o sx - f  s i n x + C

*■ УШбУ \  r l n , l ,  ‘ ■

•Интегрални хисобланг.
Бу интегралда и== \пх, dv  =  x 2dx  деб оламиз. У холда 

| ' „з
d u — —dx, и = —  булиб, ( 12) формулага кура

X о ■

\ x 2[ n x d x = A r  • In* — ( • — dx=-^r- \пх— ^х3+ с .
J «э J «3 X о 9

4. Ушбу ■ • г
\ a r c tg x d r

интегрални' хисобланг.

Агар M =  arctgx, dv =  dx  дейилса, унда d u —— -— „ d x  , v — x
1 +  X

№ * Ь  г - л
\arctgxrfAr =  * a r c tg * —
J • J 1 +Х2

булади. e ^ .a r c t g x — ( - ^ - :t ^ - = x a r c t g * — ~ In(1 -(-ж2) + С
J 2(1-М )  , 2

5. Ушбу ^  _  Г ____ dx  ( я =  1, 2, 3, '-)
■ ; . • " J (x! +  a V  W » ) m

интегрални хисобланг. 1 !



Аввал о п =  1 булган холни карайлик. Бу холда
1 .

~  dx, г d x  г d x  __ 1 г а

d (— )
~ ~ ~  \  — a r c t g — - f  С

a J , +  ^ f . J  а в

булади. Демак,\ д
/ i = \  Х = - ^ a r c t g  — + С  .

J х 2 +  а2 а а *

Энди берилган J =  \ \ dx 4 „ интегралда и = — > d v = d x a e 6
У (x2 +  a2)n (х2 + а2)п-

оламиз. Унда

■: i u = i t t ? ) = d [ { ’!‘+ a ’r ' ]=

=  — п ( х 2+ а 2) ~ n~ ' - 2 x - d x = -------o 2nXfn+ \ d x ' 1
(jc + а  ) ,

У =  дг
булиб, ( 12) формулага кура

>  / „ =  /  - - 4 - 2 n \ - Y ^ T -n . , dx  (13)
(д̂  +  а ) J (jc в ) . ■ '

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални куйидагича ёзиб 
оламиз:

' Г Jf? _  d x =  С A ± l ~ ^ dx =
J (x? +  a?)n + ' 3 (x2 +  «J) “+ 1

-  S S
~ ° 2 \ ' [ J ^ ^ + > dx==Jn~ a2Jl'+ l  

Унда (13) тенглик ушбу 4

/ »в - | 7 ^ - + 2п/- - 2лв**Л+'

тенгликка келади. Бу тенгликдан эса

/ __! _  . ___ £_____ l 2fI~ l  . — /  (14)
■ n+1 2«а2 (**+в2) " +  2п 11

келиб чикади. (14) тенглик реккурент формула  дейилади. Мат* 
лумки, п =  1 да

• / , =  |- a rc tg — -(-С .

I ' 1 5 -



(14) формула ва J\ нинг бу кийматидан, фойдаланиб /2 топилади.
(14) формула ва /г  нинт кийматидан фойдаланиб / з  топилади ва X- к. 
Масалан,

,  _  f  d x  ^  1. ' .  *  I _ 1 _
2~  J (л  ̂+  а2)2 , 2а2 л̂  +  о2 ^  2а2 1

V a r c t g ^ + C .  •
2а2 х2 +  о2 2а3

Э с л а т м а. Ушбу

|  x^lnxcfx,  ̂ x"arcsinjcdjc,  ̂ j^arccosjrd*

 ̂ x"arc tgxdx,   ̂ x " ( a r c t g x ) 2dx,   ̂ x ns,inxdx

■ > j  x"cosxdx,  j  x ne*dx, j  cosbxdx

 ̂ ea“s\nbxdx,   ̂ sin(lnjc)cfjf, j cosflru:) dx

каби интеграллар булаклаб интеграллаш формуласи ёрдамида хисобланиб, 
уларнинг баъзилари учун бу формула бир неча марта кУлланиши мумкин. i

5-§. СОДДА КАСРЛАР ВА УЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Ушбу '

B x - j - C  B x- j -C

х ^ а ' (х — а ) т ’ J  +  p x + q '  (i? +  p x + q ) m

куринишдаги функциялар содда касрлар  дейилади. Бу ерда А, В , С, 
р, q —  узгармас сонлар, x 2+ p x - \ - q  квадрат учхад эса дакикий 
илдизга эга эмас, яъни

ч • 0 5 )

Содда ка(срларнинг аникмас интегралларини хисоблаймиз.
1°- содда касрнинг аникмас интеграли d x  ни хисоб-

лаш  учун х  — а =  t алмаштй^йш бажарамиз. Унда d x = d t  булиб,
А , f  Adt

. — — L i .  m  I г  I i #  _  a  .  i . n  г  .  r t i  i  /d x »  A • InUl| +■C y= A ■ In Г*- й\I +  С ,

булади.
■A

содда касрнинг аникмас интеграли куиидагича2°. А
(х — а)' 

хисобланади:



В х + С  

х2 +  р х + д

содда касрнинг аникмас интегралини хисоблаймиз.
Аввало касрнинг махражидаги x 2-\-p%-{-q квадрат учхаднинг 

куринишини узгартириб ёзамиз:

Р2

Я

(15) ш а р т ^ к у р а  q — ^ г > 0 .  Уни а 2 обкали белгилаймиз: а2 =
„2

= q — Демак,  каралаётган  содда касрнинг интеграли учун
4

Г Вх~\-С С Вх- \~С  ji _ г — d x — \- z ----- ---------- d x
i j + px + q J f x + A \ 2 + a2

булади. Кейинги интегралда x- \—j = t  алмаштириш баж арамиз.

Унда x  =  t — j  ва d x — dt  булиб,

г В х + С  г 2 )

(л+1)2+а2
-d t =

(16)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграллар куйидагича 
хисобланади: *

С Ш I f  d ( ?  +  J )  1 ,n ( f 2 , | г
) - ^ “ Т — + а ) + С , -

(17)

• = y ln ( ( ^ + - f ) 2+ ^ - " т - ) + С , = - у  \ n ( x 2+ p x + q )  , +  с „

х + р .
dt  1 i  t , „  1 , 2

V 1? Ч -
С ... — ==— arctg— (-С2==----- = = = •  arctg-
J ? + а2 а & а ~  2 • _ 

L̂2
4

( ка pa леи н — 4- § ,5 -  мисол)
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( 1 6 ) , ( 1 7 )  ва (18) муносабатлардан фойдаланиб топамиз:
Вх +  С  ̂

x2+ p x + q\ l / ^ a dX =  i ln{x2+PX +  C,) +

—  ВР ’ a rc tg  -  - * Ц - +  С* (16)

* - * г

_ _ ^ г . arctg

у Л  Y
(бунда С* — узгармас сон).

4°. Ушбу в х + с  1ч
— п— ----------- - ( т > 1 )
(дc2+ p x  +  q)m

содда касрнинг интеграли

\ ~ / Х+С dx  
j  (х? +  рх +  q)m

ни хисоблашда 3°- холдаги каби белгилаш ва алмаштиришлар
баж арамиз. Н атиж ада: /  i \

B t + ( c ^ ~ B p J
u i  =

(19)

f  В х + с  Г 'V  2 г )  ..
J < * * + / »  +  *>" а Х ~ )  +

,2j т

Равшанкй,
С tdt _ • f d ^  + af) _ 1 Г ' ,2 I n 2 \ - m j f t2 I 2\ _

+  * *<*+«>-  
1 1 +с.

2 1— т  ( /2+ а 2) т “ |

(19) тенгликнинг унг томонидаги интеграл эса 4 -§  да

келтирилган 5- мисолдаги реккурент формула оркали хисобланади.

6- §. РАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Рационал функцияларни интеграллашни баён этишдан аввал, 
рацион ал функциялар тугрисида баъзи бир маълумотларни, 
шунингдек алгебранинг к^гцхад ва унинг илдизларига оид теорема- 
^арини исботсиз келтирамиз.

•1®. Р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу 1
Р„ (х)  = а о  +  а \х + а ,2Х2-{-... +  а„хп (20)

функция бутун рационал функция (купхад) деб аталар  эди.
(Ка рале и н (I ) ,  1 -боб).  Бунда а 0, а ...... а„ — Узгармас хакикий
catjy ip , я  • “ натурал сон булиб, у (20) купхаднинг даражасидир.

Р„ (х) = а о  +  сцх +  а 2Х2 +  . . . + а пх п 

18
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хамда ' 7 : • \ \  е'
Qm (х) — bo 4* b\X-\- b 2X2 4“ ;.. -(- bmx m 

бутун рационал функциялар нисбати

'  р „(х ) ^  а0 +  а ]х +  а2х2 +  ... +  апхп '

■ , Qm(x) ~  Ь0 +  Ь[х +  Ь2х2 +  . . .+ Ь тх т

каср рационал функция деб аталар  эди^ (Каралсин [1 ] ,  1-б о б ) .  
Бунда йо, aj,...,any bo, b\,...,bm — узгармас хакикий сонлар, n £ N ,  m £ N  

Агар (21) касрда суратдагй купхаднинг дараж аси  Махраждаги 
купхаднинЛдаражасидан кичик б у л ^ с а ,  я ъ н ^ п ^ т  булса, у холда 

. (21) тугри Я^ср дейилади.
Агар (21) касрда суратдагй купхаднинг дараж аси  махраждаги 

купхаднинг, дараж асидан  кичик булса, яъни п ^ т  б^лса, у холда 
(21) нотугри каср дейилади.

2°. К у п х а д н и и л д и з л а р и  о р к а л й и ф о д  а л а ш.
: Айтайлик, '

Qm ( x y — bo +  biX-\-b2X2 +  ... +  bmXm (22)

купхад берилган булсин. Алгебранинг асосий теоремасига кура бу 
купхад т  та илдизга эга.

Т) Агар а т сонлар (22) купхаднинг хакикий илдизлари>
булса, у холда бу купхад

0 Q m ( x ) = b m(x: — ai )  (х — а 2) . . . ( х  — а т)

куринишда ифодаланади. , !
2) Агар a i ,  <Х2, . . . ,  a s сонлар (22) купхаднинг мос равишда k\, 

k 2 ,.l.,ks каррали хакикий илдизлари булса, у холда ^  !
Qm (jc) = b m ( x  — a \ ) k' (x — a 2) 4 . . ( x  — a s) * ^

■ { k \ 4“ k 24~ ...4” ks=== булади.
3) Агар a — сс-\-ф комплекс сон Qm{x) купхаднинг илдизи булса, 

у холда а =  а  — ф  (комплекс сойга кушма булган комплекс сон) хам 
шу купхаднинг илдизи булади. Бу холда Qm(x) купхад ифодасида 
(х  — а ) (х — а) купайтувчи ушбу

(х — a) (х.— а) =  [х— ( а ^ - ф ) ] 1 х — (а — ф) ]  =
=  х"! — Чах - \ -d i 4-f>1 =  x I -\-px-\-q  

( р =  — 2а, q =  a 2 +  f )  ■

куринишда катнаш ади ..
4) Агар а= а _ 4 -г ’Э комплекс сон Qm(x)  купхаднинг 6 каррали 

илдизи булса, а — а  — ф  хам шу купхаднинг k каррали илдизи булиб, 
Qm(x)  нинг ифодасида (х2- \-px-\-q ) k купайтувчи'катнашади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
Зх‘ 4-  З х — 6

купхад ос 1 =  1, а 2=  — 2 илдизларга эга булганлиги сабабли:

З х 24 * Зх — 6 =  3 (х — 1) ( * 4 - 2 ) .
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'I

I

2. Ушбу
* 3 — 3 * + 2

купвдд учун a i  =  1 икки каррали илдиз ва ос2=  — 2 б^лганлигидан: 
х 3 — 3 * + 2 =  (л:— 1)2 -____ Я * .  1 0 ______■ / »  1 \ 2

3. Ушбу
х 4 +  х 3— х —  1

купхадиинг илдизлари х\ — 1, хч— — 1,
1 I V I . 1 ^ 3  ;

3 2 ,  2 1’ л:4—  2 2 1 
булиб, у _  д

^  ^ + х 3- * - 1  =  ( * - 1) ( x + l ) [ x - ( - | + ^ i ) ] X 

Х [*_ ( ~ Т ---- (* + 1 )  ( * * + * + ! )
куринишда булади.

Фа раз килайлик,

Q m ( x ) = b o - \ - b \ X - \ - b 2X2-\-. . .-{-bm Xm, (Ьтф О )

купхад берилган булиб, он, а 2,..., а л а р  унинг мос равишда Xi, Х.2,..., 
Я* каррали хакикий илдизлари, Ai,  Л2, .„ ,  As ( h j  —  Cj +  i d j , / = 1 ,2 , .  . 
s) л ар  эса Qm(ж) купхадиинг мос равишда y r, Y2,...,YS каррали 
илдизлари булсин.

1- т е о р е м  а. Ушбу Qm( x )  к у щ а д

Q m ( x ) = b m( x — a l) k,( x — a 2) h . . . ( x — a k) kkX

X ( Х * +  Pi Х + ' Ъ У 1' ( Ъ +  р2 Х +  q 2 Р  -  ( * 2 +  Р * Х +  4s )Ys 

к у р и н и ш д а  и ф о д а л а н а д и ,  б у ц д а

Я / +  А, И - . . .+  Я A-f- 2(y / +  V И - •••+ V т

б у л и б ,  - p f X + q j = 0  ( j =  l , 2 , . . . , s )  квадрат  т енглам алар % ац щ и й  
и л д и з г а  э г а  эм ас.  ' г

3°. Т У f  р и к а с р л а р и и с о д д а  к а с р л а р  о р к а л и  и ф о -  
д а л а ш .  Ушбу пунктда тугри касрларнинг содда касрлар оркали 
ифодаланишини курсатадиган теоремани исботсиз келтирамиз. 

Ф араз  килайлик,

Р„(х) О р + а ^ + с ^ Х 1 +•■•+ -

> Ь0-\-Ь1х- \ -Ь2^  -f-... 4  bmx m

1 т^рри каср ( n£N,  m<iN, n < m ) берилган бу)Гиб, унинг махражидаги 
’if" Q M  купхад илдизлари оркали (2°-пунктдаги сингари)

|  Qm(x)  — bm( x — a i )  (х —  a 2) / 2- ... • ( * — a*)** X
X  { x2+ p xx ' +q\ ) 4»  ( x 2+ p &  +  q 2)y*-... • (*2+ p s* +  <7s) *

! ифодалансин. '
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2 - т е о р е м  а . У ш б у

p J x )

Q J* )

тугри к а с р  с о д д а  к а с р л а р  й и ги н ди си  о р ц а л и  к у й и д а г и ч а  и ф о д а л а -  
нади:  '

р п(х) А<;> а <2'> ■ ;
- о м Г ^ г , + - ^ р  +  +

а (2> а <2> ■ А (2)r t f  Л л  К9

Н— ---------1---------------% --------------- 1— н
' (х-ссц)2 ( х - а 2) 2

+  • • • • • • ................................ ... • • +
A <k > A (k )  A W■ - Л о  Л ь

В < » х + С < »  , B < ‘ > x +  C<’ > ‘ < } x + C l ?

* *  ■+ $ i x +  Я I  ( x 2+  p tx~\- q , ) 2 ( x 2^ -  p t x-\ - q , )

B < 2> x + C < 2> , B < 2>X +  C<2> , B < 2, x +  C<2>

x2 +  p2x-f- q2 (x2-\- p2x+ q2)2 (з?-\-p^x-^-q2f  2

+  .................... ...
B p W c i ‘> "; * ¥ > * +  ф  ' B(*>x+ C<°>

~ r  • * •+
x ? + P sx + q s ( x 2+  p sx +  qs) 2 (x ?+  psx +  q j s

> ’ '

Бу ерда A ({y ,. . . , A (̂ ;  B ^  B l£; C lP С (£  узгармас сонлар (ко-

эффициентлар). . .
(23) тенгликдаги узгармас сонлар (ном^ълум коэффициентлар) 

куйидагича топилади. .
(23) тенгликнинг унг томонидаги содда касрлар йигиндиси 

1умумий махраж га келтирилади. Н атиж ада

' Л. (*)■..' _  я„(х) ' ,
. QnM )  ~  Qm (x)

-I ‘

тенглик хосил булади. Бундан

P n( x ) — qn( х)

тенгликка келамиз. Бу тенглик барча х л а р  учун уринли булганлиги- 
дан унинг хар икки томонидаги, х~ нинг бир хил д араж алари  
олдидаги коэффициёнтларини тенгдаштириб, номаълум коэффици- 
ентларни топиш учун тенгламалар системаси .хосил килинади.
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Нихоят-, iiiy системадан номаълум коэффициентлар топилади. 
Мж;оллар караймиз. 

p i .  Ушбу
S —7л:

* 3- 2* 2 - *  +  2

турри касрни содда касрлар оркали ифодаланг.
Аввало берилган касрнинг махражини купайтувчиларга аж р а-  

тамиз:
х 3 ~ 2 х 2 — х  +  2  =  х 2 ( х — 2 ) - ( х - 2 )  =

=  ( х ~ 2 )  (х2— 1) =  (л: — 1) (д:-+-1) (х  — 2).

Унда i
5 -7 *  5 -7 *

х 3 - 2 х 2 - х  +  2 ~  ( * - П  ( * + » )  ( х - 2 )

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги тугри каср 2 - теоремага 
кура «

5 — 7* А В 1 С( * - 1) ( * + 1) ( * - 2) х - 1  1 Х + 1 г  * — 2

Уни куйидагича 
5 — 7* А "  , В С

( * - 1) ( * + 1) ( * - 2) 

А(х+1)  (х—2)+В(х-
*—1 1 *+1 1 

- 1 )  ( х - 2 ) + С ( х -
х - 2

1) (х+1)
( х - 1) Ц + 1) ( * - 2)

куринишда ёзиб оламиз. Н атиж ада

5 — 7 х = А { х + \ )  { х - 2 ) + В ( х — 1) ( х - 2 ) + С ( х — \)  ( * + 1 )  =  
=  ( А + В  +  С) х 2- ( А  +  М ) х - 2 А  +  2 В - С  

булади.. Икки купх,аднинг тенглигидан
А + В + С = 0  

'  -  - f t ЗВ — 7 
. — 2 Л + 2 В  — С =  5

келиб чикади. Бу системани ечиб А — \, В  — 2, С = — 3 эканини 
топамиз. Шундай килиб, берилган тугри. каср учун:

5—7* ^  1 I 2 ' 3 
х 3- 2 х 2- х + 2 =С: х - 1  х +  ‘ х ~ 2

' 1
булади. -

2. Ушбу
г;. \ 1

'■  . Ч - х4 —  1

турри касрни содда касрлар оркали ифодаланг.
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Равшанки, 
х 4— 1 =  (х2 — 1) (Х2Н- 1) =  (ЛГ— 1) ( х + 1) ( * Ч Ц ,

Унда 2 - теоремага кура:
1 1 __ А , В__| Сх-\-Р

х4 - И  ~  ( х - 1 )  ( х + 1 )  (*2+ 1 )  Х~ 1 * + '  Х2+1

Бу тенгликни к,уйидагича ёзиб оламиз:

1 А ( х + 1) (х2+ 1 ) + £ ( * - 0  ( х ? + 1  ) + ( С х + Р )  (х2- 1 )  

х4- 1  ( х - 1 )  ( х + 1 )  (х2+ 1 )  '
У холда

1 = Л ( х +  1) ( / +  1) + Я ( д г - 1) ( * 4 l )  +  ( C x + D )  (*2- 1) , 

яъни
l =  ( A + B  +  C) x 3+ ( A - B  +  D ) x 2+ ( A  +  B - C ) x + ( A ~ B - D )  

Н атиж ада А,  В,  С, D ларни топиш учун

' А +  В  +  С =  О 
А — В + 0 = 0  
А + В - С = 0  
A - B ~ D = 1

системага келамиз. Бу системани ечиб, А = ~ , В =  -— j

С =  0, £>= — у  булишини топамиз. Демак,
1 1 1 1 1  1, 1 '

4 х - 1  4 х + 1  2 x 2 + i

3. Уш бу х>+1

х ( х — I ) 3

туРри касрни содда касрлар оркали ифодаланг. 
Юкорида келтирилган 2 - теоремага кура:

X3 и  А . В  . С , D
Г5 Тх ( х  — 1) 3 * Х ~ 1 ( Х - 1 ) 2 ( х - 1 ) 3 ‘

Бу тенгликнц
х3+ 1  А ( х — \ ) 3 +  В х (х — \ ) 2 +  С х (х — \ ) + Р х

х ( х — 1 ) 3 х (х — 1)3

куринишда ёзиб оламиз. У х о л д а

jc3-(- 1 = Л  ( х - 1 ) 3 +  Вх ( х - 1 ) 2 +  Сх ( x - \ ) + D x

ЯЪНИ . , ■
JC3+  1 = , 1А + В ) х 3- ( З Л  +  2В — С) х 2 +  (ЗА +  В -  C + D ) x - A .
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Н атиж ада Л, В,  С, D ларни топиш учун
А  + 5 = 1
— ЗЛ — 2 5  +  С = О 

ЗЛ +  В  — С + D  =  О
— Л =  1

системага келамиз. Бу системами ечиб Л =  — 1, В =  2, С =  1, 
D — 2 булишини топамиз. Демак, •

x 3+ l  1 2 1 . 2

х ( х - \ ) 3 х дс-1, . ( * _ 1 )2 ( х - 1 ) 3

Энди бутун х,амда каср рационал функцияларни интёграллашни 
караймиз.

4°. Б у т у н  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я н и  и н т е г р а л л а ш .  
Аникмас интегралнинг содда, коидаларидан х,амда интеграллар 
ж адвалидан  фойдаланиб

Р„(х) = а о  +  а 1л: +  а2Х2 +  ... +  а лл:" 

бутун рационал функциянинг интегралини топамиз:

^ Pn{x ) dx  =  \ (ао +  щ х  +  аъх1 -\-anx n) d x  —

—  ̂ aodx +  5 a \ x d x a2x2dx +  .1. +   ̂ anx nd x =

X2 X rn ̂ 1
=  «о* +  a  I “2- +  a 2 - g - + ... +  a n C

cO T  " ' 'о .  I у г р и  к а с р л а р  н и  и н т е г р а л л а ш .  Ушбу
Qm(*)

' С Р п (х )тугри каср берилган булиб, унинг аникмас интеграли \ ■■■ х

ни хисоблаш талаб этилсин. Бу- интегрални хисоблаш учун 
Р„{х ) турри касрни (юкорида куреатилган усул билан) содда

т  ' ' ' -ь
К а с п а р  йириндиси сифатида ифодалаб олинади. Н атиж ада турри 
касрни интеграллаш содда касрларни интеграллашга келади. 
Содда касрларни интеграллаш эса 5- § да батафсил баён этилди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу ' '
. f  dx

J (х  +  2) ( х —."I) ( * - 3 )

аникмас интегрални адсобланг.
Аввало интеграл остидаги турри каср - - . 0у , 1—гг-;—..„. ни сод-

: (Х +  2 ) ( X — 1 ) \Х —  3 )

да касрлар оркали ифодалаймиз:
1 л , в  , с  ‘

(jd+2) ( х — 1) (jc— 3) х  +  2 
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Бу тенгликнинг унг томонидаги касрларни умумии махражга 
келтириб, сунг суратдагй купхадларни тенглаштириб

1 = А  ( х — 1) ( х - 3 ) + £ ( х  +  2) ( х - 3 ) + С ( х  +  2), ( * — 1),

яъииJ 1 =  (А +  В +  С )х2- ( 4 Л  +  В - С ) х + ( З Л - 6 В — 2С)
tтенгликка келамиз.

Н атиж ада А, В, С ларни топиш учун ушбу

' Л + В  +  С =  О 
~ 4 А  — В - \ - С = 0  

. ЗЛ —6В — 2 0 =  1

системага келамиз. Бу системани ечиб, Л = ” , В С  =  ~ -15 в 10
булишини топамиз.

Шундай килиб-,
i *  _  1 1 1 1 - 1 I

0 + 2 )  \х~  1) (х — 3) 15 * х + 2  6 ’ * — 1 10 X— 3~

булиб,
I

S d x  __ 1 г  d x  1 С d x  .
(х +  2) ( х - 1 )  ( х - 3 )  ~ l 5 ” j T + ? ~ ' 6  +

■ ■ * + « - >  l * - l l +  ■ . ; ■

+ ^ l n U - 3 l + C = ^ l n ^ ± ^ ; ; - 3 | ,  +  C .  •

2. Ушбу

f  -  d* . .  f 
b 3+ i

интегрални хисобланг.

Интеграл остидаги —-J—  тугри касрни, xJ + 1 =  (х + 1) X
X +  1 ,

X  {х2 — х + 1) эканини эътиборга олиб, куйидагича ёзиб олами^:
, I _  А { з ? - х + Л )  +  (Вх+С)  ( х + 1 ) 

х3+1 (х+ 1) (х2- х + 1 )  ' ■

Унда

1 = Л х  — А х  +  А  +  В х 2 +  Сх  +  В х  +  С,

яъни

1 =  ( Л + В ) х 2+  (В +  С - Л ) х + Л  +  С.
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Н атиж ада  А, В, С ларга нисбатан
( Л - f  5  = О 

5 + С - Л = 0  
Л ' + С = 1

система хосил булади. Бу системани ечиб топамиз: 
А =  ±  5 =  — С = | .  Демак,

1 1 1  1 х - 2
х3 +  1 3 х + 1  3 х 2 — х + 1 '

Шундай килиб

S d x  1 Г d x  I г х  —  2 ,

7 + 7 “  Т Ь + 1  _ Т )  Г а х -

Равш анкй,

f йх 1 п | х + 1 | + С .
х +  1

В х  +  СМ азкур бобнинг 5- § да —— —----- содда касрнинг аникмас интег-
X + p x  +  q

рали топилган эди. Уша (16) формуладан фойдаланиб (5  =  1, 
С — — 2, р =  — 1, <7=1) топамиз:

• ___I

х - 2  1 ,„ ,„2  „ , ,1 , —4+1 * 2--------- d x = — \ n \ x 1- x + - \ \ - \ -------- r± = = - a rc tg  ]-----г
* - * + 1  2 д Д 1 |  д / l - j

= 4 - \ п \ х 2— х + 1 \ -----7f  a rc tg  2х~ ' -f-C,.

Демак,

+ " ^ i a r c t g iV r + c * “

1 ■ ( x + l ) 2 . 1 , 2 x —  1 .

- i f c ^ T r + ^ arctg^ v r + ^

6 ° / H  о т  у f p и к а с р л а р н и  и н т е г р а л л а ш .  Айтайлик,
/

_  а0+ а [х + а 2х 2 +  ... +  апх п 

Qm(x)  Ьц +  Ь\Х +  Ь2х? +  ... +  Ьтх т /■
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функция нотугри каср (суратдагй купхаднинг дараж аси  махражда* 
ги купхаднинг дараж асидан  катта ёки тенг, яъни п ^ т )  булсин. Бу 
холда суратдагй купхадни махраждаги к^пхадга булиб (купхадни 
купхадга булиш коидасидан фойдаланиб) берилган нотугри касрни 
бутун рационал функция хамда тугри каср йигиндиси куринишида 
куйидагича <

р п (*) __ , , . , ■
Qm( x ) ~ q (x ) +  Q J x ) ' k < m  

ифодалаб олинади^/Масалан, бизга 2 * нотугри каср берил

ган  булсин. Бу касрнинг сурати х 4 ни махражи х 2— х + 1  га булиб 
топамиз:

X  —  JC —J— X

х 3— х 2
уЗ  „ 2

х 2— х - \ - 1

х 2+ х

X — X + х

Демак,

х -
х — х + 1  лг— х - И

Шундай килиб, (24) нотугри касрни интеграллаш бутун р а 
ционал функция хамда тугри касрни интеграллашга келади:

г рп(х) с г
' 3 ~QJx) d x  =  ) q ( x ) d x + )  - Q j ~ )  dx.

Бутун рационал , функция хамда тугри касрни интеграллаш 
юкоридаги 4° ва 5° пунктларда келтирилган эди. ■

М и с о л .  Ушбу
\ A ± i ± l dx
' х2+ 1

интегрални хисобланг. ,

. Аввало интеграл остидаги нотугри каср —  нинг суратини
х + 1

махражига б^ламиз:
■ х л+ х + 1  х 2+ 1



1

Н атиж ада * — - 1—  булиб,
/ + !  х 2 +  1

S " 5 f r ^  =  S ( * + ~ T ) ^ = { * 2+ a r d g x  +  C

7-§. БАЪЗИ ИРРАЦИОНАЛФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Биз 6- § да рационал функцияларнинг интеграЛланишини 
курдик. Иррационал .функцияларни интеграллашда эса вазият 
бирмунча мураккаб булади.

Ушбу параграфда баъзи иррационал функцияларни интеграл
лаш  билан шурулланамиз. Бунда асосан иррационал функцияларни 
интеграллаш мос алмаш тириш лар ёрдамида рационал функция- 
ларнй. интеграллашга келтирилади.

1°. Ф араз килайлик, f ( x )  функция х  ва унинг турли каср 
д араж алари  (рационал дар аж ал ар и )  устида арифметик амаллар 
бажарилишидан юзага келган функция булсин. Масалан,

1) т .

2j f ( x )

3) f i x )

х 2 + х 3

г *

1 +  г *

у х  (1 +  у7* )

Равшанкй, J f ( x ) d x  интеграл иррационал функциянинг интеграли 
булади. Бу холда, аввало  f  (x)  ифодасидаги х  ларнинг дараж алари да  
ка?иаш ган касрлар махражларининг энг кичик умумий булинувчи- 
сини топамиз. Айтайлик, у о булсин. Агар ) f ( x ) d x  интегралда 'х  — f  
алмаштириш бажарилса, у холда лррацйонал функцияни интеграл
лаш рационал функцияни цнтеграллашга келади.

М  и с о л  л а р. 1. Ушбу
с dx

иртёгрални хисоблайлик.
Интеграл остидаги функция

Г

, (1 +  ^ * )У *  (  l + ^ з )  

ифодасидаги х  нинг д араж алари  4 - ва 4 - булиб, бу каср махраж-
£> О

лари 2 ва 3 нинг энг кичик.умумий б\?линувчиси 6 га/тенг булади.
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Агар каралаётган  интегралда x = t 6 алмаштириш бажарилса, унда 
d x = 6 t 5d t  булиб, .

S dx dx

( l + $ x ) ^ x  ’ J  ( l + x l / 3 ) x ,/2

61°

( i  + * v
d t

булади. Н атиж ада  иррационал функцияни \интеграллаш рационал 
функцияни интеграллашга келади.

Равшанки, .

S 6 t5d t

Демак,

2 з - : 6^  1 2 d t  =  6 \ ~ — - ~ - d t  =
( 1 + < 2) Р  '  1 + /  ‘ J 1 +  /

=  6[ $ d / _ $ r ^ ; ]  =  6/ - 6a r c tg * + C .

s-
dx

2. Ушбу
(i +  V*) V*

=  6 tJx — 6 a rc tg  tJx  -\-C .

s (дг— 1 )d x

( уГх  +  л[ х 2 ) х

интегрални хисобланг. . 1
Бу интегралда л[х — t алмаштириш бажарамиз. Унда x = t 6, 

г г -  К
л / х = ^ ,  - \ jx2 = t \  d x = Q i5d t  булиб,

S ( х —  1 ) d x

- S ,3 , ,4w6
CVi +  V ? ) *  J

„ г  <6- i  . .  f  t5 - t 4 + t 3- f  +  t - l  

j  f 4 ( 1 + / )  J  t 4
d t =

- ( t
l l

t 212 3t'- >c-
^  +  , n  ^ + - L - - - L . + ^ . y  c .  .

2°. Ф араз килайлик, f ( x )  функция ax-\-b  иккихаднинг (a, b —  
узгармас сонлар) турли каср: дараж алари  устида арифметик 
-амаллар бажариш идан хосил булган функция булсин. М асалан,

f ( ^ )  = - х ^ х + ~  '

2) / ( * ) = i z i v E E I -

.3) f ( x)

1 + ^ н и ’

д /2 х — 5 

1 +  ^ 2 х - 5
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Бу х,олда вдм  ̂ f ( x ) d x  интегрални хисоблаш учун аввало  f ( x)  
ифодасидаги ах  +  b ларнинг дараж алари да  катнашган касрлар 
махра>Цларининг энг кичик умумий булинувчиси топилади. Айтай- 
лик, у ст га тенг булсин. Агар ] f ( x ) d x  интегралда ax +  b — t a 
алмаштириш бажарилса, иррационал функциянинг интегралини 
хисоблаш рационал функциянинг интегралини хисоблашга келади.

М и  с ол . Ушбу

S- dx

v ( ^ a 7 + T - i ) - V 3 ? + T

интеграции х,исобланг. 1
Бу интегралда З л : + 1 = /6 алмаштиришни бажарамиз. Унда

dx =  - ^ - 6 - t bdt, ^ 3 x + L = t 2, д/Злг-f- 1 = t 3

булиб,

Г__________ d x  _________  г 2 1 dt

'  ( % - 1  > V 3 F F T  —  '  (/2 - l ) / 3

“К'-'тКт̂ -тгг) *)-2('-?Ч-£гl)+c=

3°. Ф араз килайлик, / (x) функция нинг (а, Ь,. d  —

узгармас сонлар, аЛ Ф Ь с)  турли каср д ар аж ал ар и  уСтида арифме
тик амаллар  бажарилишидан хосил булган функция булсин. 
М асалан,

+ * :

2 + х ,

Бу холда хам, ларнинг .дараж аларида  катнашган каср-

лар-м^хражларининг энг кичик умумий булинувчиси о Дейилса, унда 
ушбу 7 ~ £ ~ i= t a алмаштириш натижасида иррационал функцияни 

интеграллаш рационал функцияни интеграллашга келади.
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М и с о л л а р .  1. Ушбу

StV1± i d x

интегрални хисобланг.
1 1 хБу интегралда — =  / 2 алмаштириш бажарамиз. У холда

X 1
, 2 tdt а х =

булиб,

(/2- 1)2

_О*
dt  =

=  - 2 S 7 r r d ' - - 2 ' - " , l ^ l + c =

2. Ушбу

\Vi+дс dx
-х 1 —х

\

интегрални хисобланг.
Бу интегралда -yj - =  t алмаштириш бажарамиз. Унда

t2- 1 , Ш1
-  d x =

2dt

<2+ i  ’ « * + 1>
булиб,

W .,+:
булади. Равшанки,

А ' 
г+

Демак,

S V S - т ё г ” * « - " ' t s f l ' + c -

“2(V?+l_arctB'VSKc'
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4°. ФараЗ килайлик, f(jc )'функция л; ва д /а * 2+ 6 * 4 - с  лар усти- 
да арифметик амаллар бажарилишидан хосил, булган функция 
булсин. Масалан,

1) f ( x ) = -  2 ...- ....;
^ х 2 +  6х + 5

2 )  / ( * )  =  V ^ 2± f ± . L ^ l ;
x y x ' — x + l  ->

3) f ( x )  =■
(2х? + 1) л/х2+4

Равшанкй, бу холда \ f ( x ) d x  интеграл иррационал функциянинг 
интеграли- булади. Куйидаги уч холни караймиз.

Б и р и н ч и  х о л .  Агар а > О  булса, каралаётган  интегралда

' \Jax2+ b x - { - c  — х ^ а  =  / , (25)

алмаштириш бажарилса, иррационал функцияни интеграллаш 
рационал функцияни интеграллашга келади.

М и с ол  . Ушбу

f dx

У * 2 + 6 х +  5

интегрални хисобланг. .
Бу интегралда, а =  1 > 0  булганлиги учун (25) каби

^ х 2+ 6 х  +  5 — x — t 

алмаштиришни бажарамиз. Н атиж ада

У * 2+ 6* +  5 — x = t ^ x 2+ b x  +  b = x 2+ 2 t x  +  t2^ x = ~ ^ -
6 - 2/ ’

б^либ,

di = t=i±«b*du -JT+te+j —-ft?-5
( 6 — 2 t f  v 6 — 2/

L ... dx Г 6 — 2/ - / 2+ 6<-5 ,
J V * 2+ 6 * + 5  . J —/2+ 6 /  —5 ‘ (6—2/)2

=  S'6^ 2T== — 1п|3 — /1 + С .



Демак,
С, dx . . _ = - i n | 3 + x - д/л:24 - 6 х + 5 1 + с .
J V * 2-f6x +  5

И к к и н ч и  ц о л .  Агар с > 0  булса, каралаётган интегралда

д /a x 2-{ - b x + c  = x t - \ -  л/с (26)

алмаштириш бС-жарилса, иррационал функцияни интеграллаш 
рационал функцияни интеграллашга келади.

М и с о л .  Ушбу • .
f  dx

J д /  — х2 — Здг 4

интегрални хисобланг.
Бу интегралда с =  4 > 0  б^лганлиги учун (26) алмаштиришдан 

фойдаланамиз

д / _  Х2- Ъ х + А  = x t  +  2;

Н атиж ада

-\j — х 1— З х + 4  =  xt-j-2=> — х 2— 3jc +  4 = x 2/ 2+ 4 x /  +  4=^

— - x ~ 3  =  x t 2+At=>x— — 77-f-,
l + r

,  „ 2< + 3 /—2 , ,d x  =  2-----5- — d t .
( Г + 1 ) 2

■ J - x 2 - 3 x  +  4 =  
v t2+ 1

булиб,

2arct gt  +  c.

Демак,



У ч и н ч и  х о л .  Агар Ь2 — 4 а с > 0  булса, у х,олда 

a x 2+ b x  +  c = a ( x — a)  (x — f i )— Q

4
квадрат т е н г л а м а а  ва р илдизларга эга ва каралаётган  интегралда

- \/ах2+  b x + c  = t { x — а )  (27)

алмаштириш бажарилса , иррационал функцияни интеграллаш 
рационал функцияни интеграллашга келади.

М и с о л .  Ушбу
Г d x

J V — х2 +  4х - 3

интегрални хисобланг.
Бу холда . ,

Ь2- 4 а с = 4 2 — 4 - \  -3 =  4 > 0 )  
— х 2+ 4 х  — 3 =  ( х — 1) (3 — х)

булади. Берилган интегралда

У  — х 2- \-4 х— 3 =  "\/(х— 1) ( 3 —х) =  (x  — \ ) t
■ , ■' ’ , 1  

алмаштириш баж арамиз, Унда

■\j(x — 1) ^3—л:) =  ( х — \)t= > (x—  1) ( 3 — x)  — (x — l ) 2t 2=> . 
=► (3 -  х)  =  ( х - 1) t 2=> ( t 2 -Ы  ) x = t 2+ 3=>

< 2 + 3

>2+ l

■ШУ*~
У — *2- f4 j t  — 3 2< 

<2+ 1
булиб,

b = r — -  5 - Т Г -  ( - - ^ - i ) < « 'V —■* + 4 * — 3 J й  \  (<2+ 2 ) 2 /

=  - 2 $ ^ ~ ^ 2. r c t g / + c _  ■

=  — 2arctg д / ^ ~ y- +  c.
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8-§. ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Ф араз килайлик, f ( x )  функция sin*  хамда cosx функциялар  
устида аналитик ам ал л ар  баж ар илиш иД ан хосил булган  функция  
булсин. М асалан, ,

1 ) ' f { x ) = -  ‘

2) f (x)

2sinx — co s* +  5 ’ 

s in*-cos* _ 
sin* +  с os* ’

''.A
3) /(* )  =

V si"J “COSJC V s in  X

Бундай f ( x)  функциянинг интеграли jj f ( x ) d x  ни хисоблаш учун 

tg— = t  ( x = 2 a r c t g / )  алмаштириш бажариладЦ. Унда sinx хамда

cosx лар  t оркали куйидагича

s m x = -

X X
2sin—  cos—  

2 2 2t4 .21
■ 2* , 2*s in----bcos —2 2 1+tfiT.2* 1 +  Г

COSX =

2* - 2*COS —---sin —____ 2_______ 2
• 2 x , 2 *  sln 2 + cos 2

l - t g 2
1 — Г

l + t g 2 x 1 +  r
dx =

I +  r

ифодаланиб, тригоиометрик функцияларни интеграллаш рацио
нал функцияларни интеграллашга келади.

М и с о л л а р .  !. Ушбу
( dx

2sin* +  4cos* +  5

интегрални хисобланг.
Бу интегралда t g - ~ = t  алмаштириш баж арам из. Унда

sinx = 2t

l + r
cosx = 1

I + Г  

d x

,  dx =

3sinx +  4cos* +  5 

dt

f

1+/
I - Г
l + r

+  5

—  = 2 - i i-t2) j /2
dt

J 6/  +  4(  1 — r ) + 5 ( 1 + r )

=  2 $ ( f  +  3) ~ 2d ( t  +  3) =  - r  7 | ¥ +  C =

+  6/ +  9

3+t4
+  G.
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f  d x  •
J sin* .

интегрални хисобланг.

Бу интегралда хам i g ~ = t  алмаштириш бажарамиз. Н а т и ж а

да:

+ с =
\ + t 2

=  ln | t g |  | +  С

Э с л а т м а .  Айрим холларда тригонометрии функцияларни интеграллашда 
г1 =  sinjc, t =  cosx,  t =  t g f  алмаштиришлар кулай булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

С cos3x d x  .

sin5*

интегрални хисобланг.
I Бу интегралда / = s i n x  алмаштириш бажарамиз. Унда

dt =  cosxdx  булиб,

S 'cos3x d x __ f  cos2x - c o s * d * __ f  (1 — sin2*) cosx d x __ f  ( I — Г

sin5* J sin5* 3 sin5* 3 /5

4 — 2 4 s in4* 2 sin2*
•• X

2. Ушбу

Г dx  

J cos6*

ингетрални хисобланг.
Бу интегралда / =  tgx  алмаштириш баж арам из. Унда

d t  =  —̂ —~dx булиб, 
cos х
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d x

cos2*
L ^  t _ J [ \  ( l + t g 2x)
J  COS JC J  COS X  COS X  J

=  $ ( 1 + / 2) 2Л =  \ ( l + 2 t 2+ t 4) d t  =

=  ( +  2~t:' + j r t 5+ c  =  tgx  +  - | t  g 3x 4 - - | t g  5x +  С .

Э с л а  т  м н . У ш б у  ^ s m m x - c o s n x d x ,  ^ c o s m x - c o s n x d x ,  ^ s i n m x - s i n n x d x  к у р и *  

П1НПДНГИ itii rci  р а л л а р н и  х и с о б л а ш д а

. „ c o s ( a  — p) — c o s ( a  +  P) ’ 
s i na -smp==.  ----------------- ------------------ ,

c o s ( a  +  p ) + c o s ( a  — P) . 
c o s a - c o s p =  — ------------ ------------------,

„ sin («  +  (}) - f  s i n ( a  — 0) ' 
s m a c o s p =  — 5------ 51— ------------------

формулалардай фойдаланиш максадга мувофик. булади.

М и с о л  . Ушбу

^sinx-sin3x(/x

интегрални. хисобланг.
Равшанкй,

1 ■ 1 sinx-sin3x =  —(cos2x — cos4x).

Натижада: , ■

S i г - , 1 г  . . .  sin2jc sin4x ^  
sinx • s i n3xdx  =*-2 J c o s 2 x d x  — 2 J co s 4 x d x  =  ~ r " -------> — '



2 - Б О Б  

АНИК ИНТЕГРАЛ

1-§. АНИК ИНТЕГРАЛ ТУШУНЧАСИ

Функциянинг аник интегралини таърифлаш дан аввал бу 
тушунча билан б'оглик булган эгри чизикли трапециянинг юзини 
топиш масаласини келтирамиз.

1. Э г р и  . ч и з и к л и  т р а п е ц и я н и н г  ю з  и. f ( x )  функция 
[a, b } сегментда '  аникланган, узлуксиз хамда V x 6 [a, b ] да 
/ (х )  > 0  булсин. Юкоридан f ( x)  функция графиги, ён томонларидан 
х — а, х  =  Ь вертйкал чизиклар хамда пастдан Ох — абсцисса 
уки билан чегараланган шаклни карайлик (1-чизма). Одатда бундай 
шаклни эгри чизищли трапеция деб аталади. Виз кейинги бобда 
текис шаклннинг, жумладан эгри чизикли трапециянинг юзи 
тушунчаси ва у билан боглик булган масалаларни батафсил 
урганамиз. ' \

Агар / (х )  функция [а, Ь] сегментда узгармас, яъни 
/ ( х ) = С  — const

булса, у холда аАВЬ  шакл тутри туртбурчак булиб, унинг юзи
S — С • ( Ь - а )  

формула билан аникланади.
Агар f ( x )  функция учун / (х )  =?fcC =  const булса, у холда аАВЬ  

шаклнинг юзини топиш учун [а, Ь] сегментни

а — хо, хь  х2, . . . , х п- 1, x n =  b (x0< x i  < ' . . . < х „ )

нукталар билан п та булакка б^ламиз ва хар бир [х*, Xfe-f i] (fe =  0,l,..., 
п — 1) сегментда ихтиёрий 6 \сь, Хм + ф  нукта оламиз. Х,ар бир 
[Xk,  х*+ ,] (6 =  0, 1, 2 ,..., п —  1) сегментда Д х) функцияни узгармас ва 

уни "/(£*) га тенг килиб олсак, у холда х* Ak В к Хк+\ эгри чизикли 
трапециянинг юзи

f ( U )  • (Хк , ! — Xk)  ' ■

га якин булиб, аАВЬ  шаклнинг юзи S эса

/ ( | б )  ( х ,  —  Х 0 ) + f ( h )  ( X 2 —  X l)  +  . . . - f  

\  ( x k + \ — Xfc) - f ~ / ( t «  — l)  (Xn —  X n - i )

га якин микдор билан аникланади. Демак, v

. s « s ‘ / ( s * )  Дх„ ( 1 )
*=0
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бунда &X k — Xk+i — Xk- Рави1анки, аАВЬ  эгри чизикли трапециянинг 
юзини ифодаловчи (1) формула такрибий формуладир. Энди 
|а, 6] сегментни б^лувчи нукталари сонини шундай орттириб 

борайликки, бунда хар б й р ^ е г м е н т  узунлиги Дх* нолга интила
Л — I

борсир. У холда 2  /(£*) • Д** йигйндининг микдори хам узгара
б=о

борадн ва бу микдорлар борган сари аАВЬ  эгри чизикли трапеция
нинг юзини аникрок ифодалайди. Умуман, жуда к^п масалаларнинг 
ечими юкоридаги (1 )га  ^хшаш йириндиларнинг лимитини топиш 
билан хал килинади. Бундай йириндиларнинг лимити математик 
анализнинг асосий тушунчаларидан” б и р и — аник интеграл ту- 
шунчасига олиб келади.

1 - чизма 2 - чизма

2. [а, Ь\ с е г м е н т н и н г б у л и н и ш и . Маълумки, [at Ь] сегмент 
ушбу \ ' .

[a, 6]={х 6/ ? : а < х < :й }

хакикий сонлар тупламидан иборат. У геометрик нуктаи-назардан 
тугри чизикда (сонлар укида) учлари а  ва b нукталарда булган 
кесмани ифодалайди (2-чизма).

[а, Ъ] сегментда
Хо,ХиХ% . . . ,хп '

(X0 < X 1 < X 2 <  . .  - <.Хп, Хо — а, Хп — Ь)

нукт^алар оламиз. Бу нукталар системасини [а, Ь] сегментнинг 
булиниши деб атаймиз ва уни

Р =  {хo,Xl,X2, . .  . ,*4 • 
каби белгилаймиз.Равшанки, [a, ft] сегментнинг Р  б^линиши уни п та

[XoXi], [X,, Х2], . . . , [Xk, Xk+ l], . . • , [Xn-i ,  х„]

булакларги ажратади.
Хар бир x k(k =  0 , l , 2 ........  п)  нукта Р  булинишнинг булувчи

нуктаси, [xk, хб+i] сегмент (i=sO, 1,..., п — 1) эса Р булинишнинг 
булаги (булакчаси) дейилади. -

Р  булиниш булак’лари узунликлари

h x k — Xk+i — Xk {k — 0, 1,... , n — 1) 
нинг энг каттаси, яъни ушбу -



•A, =  m ax {Ajc*}=maX{A*o, Алгь .- ,  A^n-i} 
k

микдор унинг диаметра дейилади. Бу X микдор Р  га брглик, булади 
(Я = Я р ) . Хусусан, [а, Ь\сегментни п та тенг булакка булишдан хЬсил 
килинган ушбу

Р — {хй= а ,  х, =  а - |— -  , х 2= а - \ - 2 ------- , . .  . , х п =  й - \ -п ~ —^ - = b}п п п

будинишнинг диаметри

П

булади. .
[а, Ь) сегмент берилган холда унинг турли усуллар билан/ 

исталган сондаги булинишларини тузиш мумкин. Бу булинишлар- 
дан иборат туплаТи .9* булсин: . .

^ — { Р \

3. И н т е г р а л  й и г и н д и .  f ( x ) функция [а, Ь] сегментда 
аникланган ва чегараланган булсин, [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий 
Я булинишини карайлик; (а < Ь ). Бу булинишга мос келувчи хар бир

1 ] (k =  0, п — 1) ораликда ихтиёрий £[xk,.Xk+\\) нукта 
олиб, куйидаги йигиндини тузамиз: ,

°  — /(?о) Axo +  /(^ i)  Axi -f- . . . . ' + / “(£*) А** +  . . .  + / ( . | я_ 1.) ДдСп- i ,  (2) 

бунда .

• A x o = X i— х 0, ^ х \ ~ х 2— хх, . . . Axjk — Xk + i — Xk, . ■ .
A xn-^i=Xn Хп— 1- *

Одатда (2) йигинди f ( x )  функциянинг интегграл йигиндиси  дейилади. 
Ун и йигинди белгиси Z оркали кискача куйидагича

а =  2  f ( h )  А х к (2/)
1 А = 0

хам ёзиш мумкин. '
Интеграл йигинди а  нинг тузилишидан куринадики, у f ( x )  

функцйяга, [а, 6] сегментнинг булинишига хамда хар бир 
[х*, Xk+1) (& =  0, п — 1) булакчадан олинган |* нукталарга боглик 

■булади.
4. А н и к  и н т е г р а л  т а ъ р и ф  и . f ( x)  функция [а, Ь\ сегментда 

аникланган ва чегараланган/булсин.,
[а, Ь\ сегментнинг шундай

Рг, Р 2, Яз, ■ (3)
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( Р т € ^ ,  / п = 1, 2, . . . .)  б^линишларини кара'ймнзки, уларнинг мос 
диамётрларидан ташкил топга»?

•̂Р,> ^Я2> '̂Р,> ■ •• • > ^ля>

кетма-кетлик нолга интилсин: А,Р -*-0т
Бундай Р т( т =  1, 2,...) булинишларга нисбатан Длс) функциянинг 

интеграл йигиндиларини тузамиз. Н атиж ада

, СГь 02, Оз, От, ■■ ■ ‘ (4)

кетма-кетлик хосил булади.
1 - т а ъ р и ф . А гар [а, Ь] сегментнинг уар к,андай булиниш лари  

кетма-кетлиги {Рт\ олинганда х,ам унга мос интеграл йигинди  
%ийматларидан иборат jomj кетма-кетлик £* нуцталарнинг танлаб 
олинишига борлик, булмаган %олда щ м м а  ва%т ягона I  сонга 
интилса, бу I сон о йигиндининг лимити деб аталади ва

Hmo =  lim Е  f ( i t ) Л х * = /  (5)
V~*-° V-°/!°=o

каби белгиланади.
(2' ) йигйнди лимитини куйидагича хам таъриф лаш  мумкин.
2- т а ъ  р и ф. Агар  V е > 0  сон берилганда уам шундай  6 =  6 (е) !> 

> 0  сон мавжуд булсаки,  [а ,Ь ] сегментнинг диаметри Хр<!б  
булгани %ар щандай Р булинииш  учун тузилган о йигинди ихтиёрий\<ц 
нукталарда ' ■

[о — / ] < е  ■
тенгсизликни щаноатлантйрса, у  х,олда I  сон о йигиндининг  
Хр-*-0 даги лимити деб аталади ва  у ющоридагидек ((5)' га каранг) 
белгиланади.

3 -т а ъ  р и ф . А гар  Яр->-0 да f ( x )  ф ункциянинг интеграл йигинди-  
си (2 ')  чекли лимитга эга булса, у  уолда  f {x)  функция [а, Ь\ сег- 
ментда интегралланувчи  (Римрн маъносида интегралланувчи) 
дейилади, о йигиндининг чекли лимити I эса f ( x)  функциянинг  
[а, Ь] сегментдаги аник; интеграли ёки Риман интеграли деб аталади 
ва у

,  6

\ f ( x ) d x
а

каби белгиланади.
Демак,

п — I
f (х) d x  == \imo — \im 2  f ( l k) A-**

V "0 Хр~*П = 0
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Бунда и  сон интегрйлнинг щ й и  чегараси, b сон эса интегралнинг 
ю^ори чегараси, [а, 6] сегмент интеграллаш оралиги  деб аталади. 

М и с о л л а р .  1. Ушбу

/  (х) — с (c =  const)

функцияни [а, Ь] сегментда карайлик, [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий

Р — {хо, xi,  х2, . . .  , х п} (X0< X 1<JC2<  . . . < х „ ,  х0 =  а, х„ =  Ь)

булинишини олиб, берилган функциянинг интеграл йириндисини 
тузамиз:

О— 2  f{bk)&x te
к = О 
/

Хар доим
f ( h ) = c

б^лгани сабабли

п—1 -
о — 2  с - А х к= с - Дх0-(-с-А х(+  . . .  - j -c -A x „ _ ,=

ifc=0 '
=  C-[(Xi:—Хо) -f- (Х2 — Xl) - ) - . . . +  (хп — Xn—l ) ] =

=  с- (х„ — х») =  с • (Ь — а)

булади. *
Кейинги тенгликда Я-»-0 да (к = т а х{Дх„}) лимитга утиб топамиз:

lim o =  lim с - (6 — а) = с ( Ь  — а ) .

Д емак, f(x) ' =  c функция [а, 6] сегментда интегралланувчи ва

^ с с / х = б ( 6  — а ) .

г а

Хусусан,_/(х) =  1 булса, унда

1 »
^ 1 • dx =  ^dx  =  b — a
а а

булади.
■2. Ушбу '



функцияни [a, b] сегментда карайлик:^ \а ,Ь ]  сегментнинг ихтиёрий 
Р =  \Х0, Х и  . . . , Х п ]  ( X 0 < Z X 1< X 2 <C ■ . . < х „ ,х о  ж=а,х„ =  Ь) булини шин и 
олайлик. Унинг диаметри

X =  тах{Ах/,} (k — 0 , п — 1)

булсин. Бу. булинишнинг хар бир [л:*, Х к + \ ]  булагида ихтиёрий 
пуктани олиб, берилган функциянинг интеграл йигиндисини тузамиз. 
Равшанкй, бу холда / ( Ы = £ *  булиб,

о — 2  f ( ±k ) Axk=  2  St’ k (®)
=  0 к =  Q ‘

булади, бунда A.Xk — Xk+t — Xk-
Энди (6) йигиндини к.уйидагича ёзамиз:

П— 1 П — 1

£=0

(7)
. k = 0

бунда

■ v ' 7 t  ^ Н | \ А /
& --  i  ( 'В k 2 /  * ‘ f

(7) тенгликнинг унг томонидаги биринчи х,адини хисоблаймиз.

S 1 I t ± £ ± L . b x k= ±  2 ! (х*+ 1+ х * )  дс*)*=
*=о г  * = О

' =4 2 (xl+1 —  xl) +  • • • +

*  +  ( * * - * L i ) ] = T r ( * * - * o )  =  ( 8 )

Энди (7) тенгликнинг унг томонидаги иккинчи хадини бахолаймиз. 
Агар

;  Ък£  fr*. ►*, x * + i l }

X = m a x ( x k+l— x k) (& =  0, я — 1)
k
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l a l =  -I
« * =  0

булиш ини эъ ти бор га олсак , ун д а-

« S  s '  | д * , < .

п —1 п — \
< 2  m a x ( x k+] — x k) Aх к— к 2  Ах к= Х ( Ь  — а)

k — 0 k . о

эканини топамиз. Демак,
IotI < А ( 6  — а ) .  (9)

(7), (8), (9) муносабатлардан Я-^0 да а  йигиндининг л и м и т и

булишини курамиз. Бу  эса таьриф га  кура

^xdx -
&  . „ 2 о — а

эканини билдиради.

2-§. АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ МАВЖУДЛИГИ

f ( x )  функция [а, 6] сегментда аникланган ва чегараланган 
булсин. [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий Р =  {хг0, Х \ ,  . . . , х п} булинишини 
олайлик. Хар бир [хц, хк + \] ораликда ихтиёрий нукта олиб, f ( x)  
функциянинг интеграл йигиндисини тузамиз:

сг= 2  f { l k) -АХ/,
6 =  0

Берилишига кура f ( x)  функция [а, Ь] да чегараланган:

m < f ( x ) _ < A f  ( Vx g f a ,  b]) (10)

Демак, у хар бир [xk, x k+i] да Хам чегараланган. Унда f ( x)  
функциянинг [хк, x*+i] да аник чегаралари

m* =  inf {f(x)}, х 6 [х*, x k+ i \  (k =  Q,n — \) ( 11)

Af* =  sup {/(х)}, x  €{ хк, Xk+i], (k =  0 , n — l) ( 12)

майжуд булади. Бу сонлардан фойдаланиб куйидаги

п—!
s ^ s m o A x o + m ^ x , ^  . . , + m n_ i A x „ _ i =  2  т кА х к (13)
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>5' ’ ^
, ' o~l

S = М о А х 0-f- М  | • Ах  | -}- . . .  -f- М  п—г  A^n!_i=  2  М к- А х к (14)
*-о

йигиндиларни тузамиз. Одатда бу йигиндилар мос равишда f ( x )  
функциянинг Р  булинишга нисбатан куйи хамда юкори интеграл 
йигиндилари дейилади. Равшанкй,,

Юкоридаги (10), (11) ва (12) муносабатлардан барча k { k — 0,  1,
2, . . . ,  n — 1) учун

т ^ mk, M k ^ M

хамда .
V П—1 п —1

s —: 2  т кА х к^ т  2  Ax k— m - ( b  — a) ,
n А=0 к=0

S =  2  ■M kA x k М  2  A x k= M ( b — a)
k=*0 k = 0

булиши келиб чикади. Демак,

т- (b — a) ^ s ^ S ^ M ( b  — а).  (15)

1 - л е м м а .  Агар  f ( x )  функция '[а, Ь] сегментда анищланган ва  
чегараланган булиб,  Р  =  {хо, х \ , . .  . , х п) эса [а, Ь] нинг ихтиёрий 
булиниш и булса, у  х,олда шу булиниш га  нисбатан f ( x )  функциянинг  
щуй’и, юк,ори щ м д а  интеграл йигиндилари учун  - t

s ^ o ^ 5
I

тенгсизликлар''уринли булади.
И с б о т .  ( 11) ва ( 12) муносабатлардан фойдаланиб £[**,■ 

Xfe+i] да г -

" * * < / ( £ * ) <  Af*|

булишини топамиз. Бу тенгсизликларни Ахн га купайтирсак, 
(Axk— x k +i — X k > 0 )  унда '

т к А х к ^ Л Ы - А х ц ^ М к - А  x k

келиб чикади. Кейинги тенгсизликларни k  нинг /г =  0, 1, 2, .  . .  , 
п —• 1 кийматлари учун ёзиб, сунг уларни хадлаб кушиб топамиз:

2  '2  / ( £ * ) 2  M kA x k
*=о *=о k—0
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' .Л/
Демак,

Ф араз  килайлик,

p\  — \xo, 'xi, x 2 , . . . , x n} . ( x o < : x i < . i . < . x l„ x o  — a , x n — b)

[а, Ь] сегментнинг бирор булишини булсин. Бу булиниш^инг 
булувчи нукталари каторига битта х * нукта (х* 6 [а, Ь]) кушиб, [а, Ь] 
нинг бошка Р 2 булинишини хосил килайлик. Аниклик учун бу х* 
нукта Xk хамда х*+| л ар орасида Жойлашган булсин.

1/ >2 =  (*0, X I ,  . . . , Xk ,  X * ,  X k + l ,  . . . .  х п},

( x o C X i C  . . . < x * < x * < x * + i  <  . . . < Х п \ х а —  а ,  x n — b).

2 -л е м м а . [а, Ь\ сегментда ани^ланган ва чегараланган f (x)  
функциянинг Р { %амда Р2 булиниш ларга  нисбатан тузилган к,уйи 
интеграл йигиндилари  Si, s 2 ва  юк,ори интеграл йигиндилари  
S 1, S 2 лар  учун

S i ^ S 2 f 

S 1 ^  S z

тенгсизликлар уринли  булади.
И с б о т .  f ( x )  функциянинг Р\ хамда Р2 булинишларига нисбатан 

юкори интеграл йигиндиларини ёзамиз:
*

Si =  Л1оЛхо~\~Mi Axi -f- . . . MkАх*-)- . . . -f-M n—\Axn — ь 
5 2— (Дх0-)“ M ,Ax |-f- . . . -f- (MkAx'k M/tAx^) . . .  -f- 

M n~ \  • A x n —i,

бунда .

Af*==sup{/(x)}, x € [xk, x*},
7 ^ /^»sup{/(x)}, x 6 [x*, x A+s]

• ва' Ax'k — x* — X'h A x 'k ^ ,xk+[ — x*.

Si хамда S 2 йириндилар бир-биридан битта хадга ф арк  килиб, 
Si да MkAxk кушилувчи булган холда S 2 да унга мос кушилувчи

Mk- Axl  +  M 'iW t

ифодадан иборатдир. . „ ■ . . ■ 
Равшанки, ................

4
[хь x* \cz  [хь х А+J , , .

[x * ;x fe+,]c: [х*,х*+1].
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M i- A x i  +  M{Ax}f=M'k' ( x * - x k) + M 'k' ( x k+]~ x * )  <

<  М [(х* -  jc*) - f  х *+ ,■- х*) ] =  М к• Дж *

булади. Бундан эса

S i ^ 5 2

тенгсизлик келиб чикади. Худди' шунга ухшаш
S l ^ S 2

булиши к^рсатилади. Л емма исбот булди. ;
Энди функция аник интеграли мавжудлигининг зарур в а  етарли 

шартини келтирамиз. Аслида функциянинг интегралланувчи були
ши ёки булмаслигини таъриф ёрдамида текшириш мумкин. Лекин 
купчилик холларда интеграл йигиндининг чекли лимитга эга 
булишини курсатиш ж уда мураккаб булади.

f ( х)  функция {а, й]браливда аникланган ва чегараланган булсин.
1 - т е о р е м а .  f ( x )  функция [ а, Ь] оралщ да интегралланувчи 

булиши учун  Ve> 0  олинганда %ам шундай 6 =  6 ( е ) > 0  сон  
топилиб, [ а, 6] оралщ нинг диаметри кр <  6 булган %ар щ ндай  
Р булинишига нисбатан

S — s <  е (16)
тенгсизликнинг бажарилиши зарур  ва етарлидир.

Агар f ( x)  функциянинг [x*,x*+i] (k =  0 , n  — \)  ораликдаги теб- 
ранишини Wk оркали белгиласак, (ш* =  М* — m.k), у холда (16) тенг
сизлик

1 ' N 1
2  w kA x k< е  (16')

fc=0 . ' ■

куринишга эга булади. Купчилик холларда теореманинг (16') кури- 
ниШдаги шарти ишлатилади.

2 -т е о р е м а . f ( x )  функция [ а, Ь] орал щ да  узлуксиз булса, у  uiy 
оралщ да  интегралланувчи булади.

И с б о т .  /(х )  функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз булганлигидан 
Вейерштрасс теоремасига кУра у чегараланган булади. Иккинчи 
томондан Кантор теоремасига биноан у шу сегментда текис узлуксйз 
булади. Унда Ve> 0  сон олинганда хам шундай*б> 0  сон топиладики, 
[а, Ь] сегментни узунликлари 6 дан кичик булган булакларга 
аж ратилганда функциянинг хар бир булагидаги тебраниши учун .

ш * < е  *

булади. Демак, [а,Ь] ораликнинг диаметрлари Хр< б  булган хар 
кандай Р  булинишида

Унда M k ^ M b ,  M k ^ . M k  булиш ини эъ ти бор га  олсак, у хол да
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булади. Бу эса (16') га кура [а, Ь] ораликда f ( x )  функциянинг 
интегралланувчи экациня билдиради.

3 - т е о р е м а .  А гар f ( x )  функция [ а, Ь] оралицда чегараланган  
ва монотон булса, функция шу ораликда интегралланувчи булади.

4 - т е о р е м а .  А гар f ( x )  функция [ а, Ь] орал щ да  чегараланган  
ва бу оралицнинг чекли сондаги нуцталарида узйлиш га эга  булиб, 
долган барча нуцталарида узлуксиз булса, функция шу ораликда 
интегралланувчи булади.

М а с а л а н ,
f ( * ) = s g n  [х ( 1 — х2)] •

функция [—2, 3] сегментда интегралланувчи булади, чунки у шу 
сегментнинг * =  — 1, * =  0, х — 1 нукталарида узилишга эга булиб, 
колган барча нукталарда узлуксиз булади (3-чйзма).

Юкорида келтирилган теоре- 
мадан куринадики f ( x)  функция 
интегралланувчи б^дса, у холда 
интеграл йигиндининг лимити 
[а, b ] сегментнинг булини'ш усули- 
га хам, хар бир б^лакдан олинган 

нук^таларга хам боглик булмай, 
Хр-*-0 да ягона

v '

\ f ( x ) d x

га (сонга) интилди. Демак, интегралланувчи функция учун унинг 
интегралини топишда хисоблаш учун кулаи булган бирорта 
булиниш ха-мда топилган ларга нисбатан интеграл йигиндининг 
лимитини хисоблаш етарли булади.

М асалан, бизга маълум \^xdx интегрални карайлик. [а, Ь] сег-
а ' .

ментда f ( x)  = х  функция узлуксиз булгани сабабли у 2-теоремага 
кура интегралланувчи. К аралаётган  интегрални хисоблаш учун 
{а, Ь] сегментнинг

P = { x 0— a , x i — a + — j ^ : , . . . , x k=

булинишини (бунда хамда l k= a - \ - k -  ни оламиз.

Унда / ( х)  = х  функциянинг интеграл йигиндиси



» -  s ' m , »  - л * , =  s '
*=о ’ k**0 4

_ J b £ .  s ' ( « + * ; i = i ) -
*=*0

=  J^rt-a-f b~ a ( l - | - 2 +  . . . + Л  — 1) J =

6 —a Г , b — a a { n — 1) 1 b2 — a2 t  — a .

булиб,

■ Г й 2—a2 * - в  . 1 ^ - a 2 
lim a  =  lirn — s-------------г— Я, =  — s—

. w o  L *  ̂ J  -6i-̂ o k-»o n n

булади. Демак,

[ x d x = - ^ ^ -

3-§. АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ ХОССАЛАРИ

Энди / ( х) функция аник интегралининг хоссаларини урганамиз 
ва улардай баъзиларининг исботини хам келтирамиз.

1°. А гар f  (x) функция [а,Ь) о р а л и ф а  интегралланувчи булса,  
у исталган [а ,  р]сг [а, Ь] оралищда уам интегралланувчи булади.

2°. А га р  f ( x )  ф ункция  [а, 6] да интегралланувчи булса, у  ^олда  
c - f ( x )  функция JfaM интегралланувчи ва

i  Ь Ь

^ c ‘f ( x ) d x = c ^ f ( x ) - d x  ( c = c o n s t )

тенглик уринли.
И с б о т .  c - f ( x )  хамда f ( x )  функцияларнинг VP булинишга 

нисбатан интеграл йигиндиларини ёзамиз: ,

о* — S  С‘. / ( У - Л х ь a — Z f l Z J - A x t
*=0 *«.()

I
Унда

а * =  2  с / С У -Ахк==с- 2  ■/(£*)-Ахк= с - а
4=0 t  — 0 , :f ;
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булиб,

b
lim or* =  lim c - o = c A \ m  o — c - ( x ) d x

jr*-0 jii-̂ o **' *< r Q

булади.
Агар

n — I
l im a *  =  lim 2  cf
b—o h-i-a *=0 i

эканлигини эътиборга олсак,

Ь ' ь

^ c - f  (х) dx  =  c • J /  (x ) d x

булишини топамиз.
3°. А гар f (x)  ва g ( x )  функциялар [а, b ] оралик,да интегралла

нувчи булса, у  %олда f ( x ) ± g ( x )  функция %ам шу ораликда 
интегралланувчи бС/лади ва

Ь 6 ь

5 If (X) ± g  ( x ) ] d x =  ( x ) d x ±  (x) dx
a a a

тенглик уринли булади.
И е б о т .  f ( x ) ва g (x )  функциялар [a, b] ораликда интегралла

нувчи булганлиги учун-
■ п —1

П ш ст^  lim 2
X—►О Я—*“0 ^_q

lim a 2= l im  2  g  ( 1 ^ Ах к=  \ g  (x) dx ■ <
/ '•—0. >.~0 k,-M) “

булади.
Энди f(x)  ± g ( x ) функциянинг [a, 6] ораликдаги мое интеграл 

йириндисини ёзамиз:

2  [ / ( W ± g  ('&*)]•&x'k -
0 *

=  S / ( S * ) A * * ±  2  g  (6*)Д**«*.а,=ьа»
A=0 , ' ft^O
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Кейинги тенглйкдан Я->-0 да

ь ь
Urn 0 =  lim <т,±Нт а 2—

 ̂ . Г\ ■ \ . П 1)J_kO X-bO V-*-0 а а

формулага эга буламиз. Бу 3°-хоссанинг уринлилигинй курсатади.
Н а т и ж  а . Агар f \ (х), f 2(x) ,  . .  . , f n(x)  функциялар [а, Ь] оралик-

да интегралланувчи булса, у холда

cift (х) +  c2f 2(x)  +  . . .  +  c„f„{x) (c, =  const, i — \, n )  

функция *ам шу ораликда интегралланувчи булади ва

формула уринли булади.
Бу натижанинг исботи юкоридаги 2°, 3°- хоссалардан келиб 

чикади.
4°. Агар f  (x) ва g ( x )  ф ункциялар  [а, b ] ораликда интегралла

нувчи булса, у  %олда f ( x ) - g ( x )  ф ункция %ам шу оралищда 
интегралланувчи булади.

5°. A z a p f ( x )  ф ункция  [а, с]$амда  {с, Ь]оралик,ларда интегралла
нувчи булса, у  х,олда функция  [а, Ь] оралищда %ам интегралланувчи  
буладц ва уш бу

формула уринли  булади.
6°. А гар  f ( x )  функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи булиб,  

Vx b ] лар  учун  f  (x) ^  0 булса, у  %олда

j  [ c J i ( x )  + c 2f 2(x)  +  . . . +  c nf n( x ) ] d x =
aa

=  c, ^ f l{x ) dx  +  c2^ f 2( x ) dx  +  . .  . + c n ^ f n( x ) dx
b ' b b ■

a a a

b с b

^ f ( x )  - d x =  ^f ( x ) dx - \ -  \ ^f (x)dx
a a с

b

^ f ( x ) d x ^ 0  (a c b )
a

булади.
И с б о т .  V* £ [а, b] лар  учун f ( x ) ^  0 булганлигидан

Я— J

а =  2



ва

п — 1

Urn а  =  lim 2  /(£*) A x k^ O
о k-~ о * = 0

булади. Демак,

^ f ( x ) d x ^  О

Н а т и ж а .  Агар f ( x )  ъа g ( x )  функциялар [а, Ь] ораликда 
интегралланувчи булиб, Уг-6 [а, fe] учун f ( x ) ^ g ( x )  тенгеизлик 
уринли булса, у х,олда

^ f ( x ) d x ^  ^(д:)с?л:

тенгеизлик хам уринли булади. .
7°. Агар  f ( x )  ф ункция [а, 6] ораликда интегралланувчи булса, 

у  уолда  | /  (jc) | 'функция х,ам ш у ораликда интегралланувчи булади ва

[ f ( x ) dx С
и

J I f ( x ) |dx

тенгеизлик уринли  булади.
8°. А гар f ( x )  функция [а, Ь] сегментда узлуксиз  булса, у  уолда  

шундай % {a<L\< .b) нук,та топиладики

б$лади.
И с б о т .  f ( x )  функциянинг [а, Ь\сегментда узлуксиз булганлиги- 

дан унинг шу с е г м е н т у ,  чегараланганлиги келиб чикади. Демак, 
шундай узгармас m  ва ' М  сонлар мавжудки, V x 6 [a, Ь] учун

'  m ^ . f ( x ) ^ . M

булади. Кейинги тенгсизликларни интеграллаб топамиз:

■ ь ь ь

' а  а а • ■ )
( -Ь.

=*m(b — a ) ^ ^ f ( x ) d x ^ M ( b  — a).
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Бу тенгсизликларни b — а г& булсак, ушбу

ь
m ^  b^_a ^ f ( x ) d x ^ . M

a

тенгсизликлар хосил булади. Демак,

микдор [а, b\  сегментда узлуксиз булган f ( x)  функциянинг энг кичик 
киймати т 'х а м д а  энг катта киймати М  лар  орасида экан. Узлуксиз 
функциянинг хоссасига кура [а, b ] сегментда шундай £ нукта

булади.
Одатда

о г

7 Zz ^ \ f ( x ) dx

микдор f(x),  функциянинг; [а, Ь] сегментдаги урта киймати, 8°- хосса 
эса урта киймати хакидаги теорема деб юритилади.

Энди [а, Ь] сегментда узлуксиз f ( x )  функцияни карайлик. У холда 
бу функция [а, Ь] сегментнинг истаган [а, х] кисмида ( а ^ . х ^ . Ь )  хам 
узлуксиз булади. Бинобарин, функция [а, х] да интегралланувчи.

Равшанкй, бу интеграл л: га боглик булиб, биз уни F( x)  оркали 
белгил&йлик:

X

' F ( x ) = \ f ( t ) d t .  ' (17)

Бу (17) интеграл юкори чегараси узгарувчи аник, интеграл дейилади. 
9°. F( x)  ф ункция [а, Ь] сегментда х;осилага эга ва

. s 

F' (x)  =  ^ \ f ( t ) d t J = f ( x ) .

булади.
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И с б о  т. [а, Ь] сегментда ихтиёрий Хо ички нукта олиб, &F( x d) ни 
топамиз: *

X х0
A F ( x 0) = F ( x ) —  F ( x 0)  =  J /  (t) dt  — ^ f ( t )  dt  =

a a
x a x

=  (t) d t +  (t) d t =  J /  (0  dt=*
a x0 xg ^

F (x) — F (xn) i i
0 у  (t) d t  (18)

x - x 0 x - x 0

(18) тенгликнинг унг томонидаги интегралга урта киймат хакидаги 
■теоремани куллаб топамиз: '

F{ x)  — F ( x n)
,  У  ~ /  (£)■ ( х о < 1 < х ) .

Р^вшанки, х-»-Хо да |-»-Хо булиб, / (х )  функциянинг узлуксизлигидан 
исо да f(%)-4-f(xo) эканлигини топамиз. Демак, (18) тенгликда 

х*-±хо лимитга утсак,

F  < * > )= /  (хо)

булади.
Хо нукта [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий нуктаси булганлигидан 

F ' { x ) — f ( x )  ( х € [ а , 6])

булади.
• Н й т и ж а .  Агар f  (х) функция [а, Ь] да узлуксиз булса, у холда бу 

функция [а,.Ь] сегментда бошлангич функцияга эга булади.
Хакикатан хам, / (х )  функция [а, 6] сегментда узлуксиз булса, 

9°-хоссага кура .

F { x ) = \ f { t ) d t

функция учун F'  (х) = f ( x )  булади. Бу эса F( x )  функция Д х) учун 
бйшлангйч функция эканини билдиради.

f ( x ) функция [о, Ь] сегментда узлуксиз б.улсин. Унда бу функция 
[fitv 6] нинг ихтиёрий [х, Ь]кисмида ( а ^ . х ^ . Ь )  хам узлуксиз булиб,

\ f ( t ) d t
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интеграл мавжуд булади. Уни  ̂ '

ь
Ф ( Л ) =  t y ( t ) d t

X

оркали белгилайлик. Бу куй'и чегараси узгарувчи булган аник 
интегралдир.

10°. Ф (х )  ф ункция [а, Ь] сегментда %осилага эга ва

<D'(*) =  - f ( * )

формула уринли. ' ' ■
И с б о т .  Аник интегралнинг 5°-хоссасидан фойдаланиб топамиз:

Ъ х Ь
\ f ( t ) d t = \ f ( t ) d t + \ f ( t ) d t  =  F( x )  +  Ф( х ) .

Бундан

булиб,

Ф (*)  =  \ f { t ) d t  — F(x)

0 ' ( x )  =  ( J f ( t ) d t J - F ’ (x) =  -

булади (чунки, ^ f ( t ) d t ^ ' = 0 ,  F ' ( x

f ix)

' ( * ) = / ( * ) ) •

^  - 4-§. АНИК, ИНТЕГРАЛЛАРНИ Х.ИСОБЛАШ '

f ( x)  функция [ a , b ] сегментда берилган ва узлуксиз булсин. 
Равшанкй, функциянинг аник интеграли

мавжуд. Бу интегрални х,исоблаш билан шугулланамиз.
1°. Н ь ю т о н - Л е й б н и ц  ф о р  м у л  а с и .  3-§ да  келтирилган 

формулага кура



функция f  (x) нинг [а, b ][да бошлангич функцияси булади. МаъЛумкй 
f ( x)  ,функциянинг ихтиёрий бошлангич функцияси Ф (х) учун

булади, бунда с — ихтиёрий узгармас сон. Демак,

X

-Ф(х) =  ^f { t )dt - \ -c.
а

Бу тенгликда х — а деб олиб ■
а

Ф (а )  =  ^ f ( t ) d t - \ - c  =  0-\-c  — c,
О

сунг х  =  Ь деб алиб,
6

Ф (^ )  — ^  {x )d x-\-c
г а .

булишини топамиз. Кейинги икки тенгликдан

ь . ' "
$ / ( л г ) Л г = Ф ( & ) - Ф ( а )  (19)
а

булиши келиб чикади-. Демак,

ь , - 
\ f ( x ) d x
а '

интеграл бошлангич функция Ф (х)  нинг х==Ь нуктадаги кийматидан 
х  ==а нуктадаги кийм арщ даг айирмасига тенг экан.

(19) формула Ныртон-Лейбиц ёки интеграл, дисобнинг асосий
формуласи деб юритилади. Одатда Ф ( Ь ) —Ф (а )  айирмани Ф (х) I*

j а
каби ёзилади:

Ф ( 6) - Ф ( а ) = Ф ( х )  | ‘.

Унда ■
ь

. \ f ( x ) d x  =  <S(x) |*
а • ;

булади.



М и с о л л а р .  1. Ушбу
ь
^xdx
а

аник интегрални хисобланг.
Равшанкй, f {x)  = х  ни$г бошлангич функцияси 'Ф (л) =  ~-х2 

булади. Унда Ньютон Лейбниц формуласидан фойдаланиб тонамиз:

г J
\ XdX =  ~2 ' а

2. Ушбу
i

' ^x nd x-
о

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги f ( x)  — х п функциянинг бошлангич функцияси- 

ни топиш учун ]xnd x  аникмас интегрални хисоблаймиз: ^ x nd x ~

rt-f- I • I •
= —— - Демак, бошлангич функция — — булади. Ньютон-Лейбниц п+1 п+ 1
формуласига кура. •

п , хп+' 11 ■ 1_______о _  1
х  а х —  я +  1 j 0 n +  1 „ +1 „ 4.1 •

^ О !

*з. Ушбу ■ / ;

S „ ,о>0; ■о *
интегрални хисобланг. -

Авйало интеграл остидаги функциянинг бошлангич функциясини 
топамиз: • ■

Унда (1§) формулага кура

Ŝ r?“i ln<‘,,+д:’, - I 1""- '
о

= - j  In 2а 3—— In а3— ~  In 2.



2°. У з г а р у в ч и н и  а л м а ш т и р и ш  у с у л и  б и л а н  а ^ и к  
и н т е г р а л л а р н и  х и с о б л а ш .

Функцияларнинг аник интегралларини узгарувчиларини алм аш 
тириш усули ёрдамида хам хисоблаш мумкин. f ( x )  функциянинг

Ь '

аник интеграли ^ f ( x ) d x  ни хисоблаш максадида х = ф ( / )  муносабат
а

билан х  узгарувчини алмаштирамиз.
5 - т е о р е м а .  f ( x )  ф ункция  [а ,  6] сегментда, х ~ <p(t) функция  

эса [а, р] сегментда аницланган, узлукси з  булиб, t узгарувчи  [а, Р] да  
узгарганда х =  ц, ( t)  нинг цийматлари [ а, Ь] ни ташкил этсин.

А гар  cp(t) ф ункция  fx, р] да узлуксиз  <р' ( t )  ^осилагц эга булиб,  
с р ( а )= а ,  (р(Р) =  Ь булса, у  х;олда

ь f)

\ f ( x ) d x = y ( 4 ( t ) ) . y ' ( t ) d t  (20)
а а

тенглик уринли  булади. . '
И с б_от . Ш артга кура f ( x )  функция [а, Ь\д а  узлуксиз. Бинобарин, 

у бошлангич функцияга эга. Уни Ф (х)  билан белгилайлик:

Ф ' ( * ) = / ( * ) - .

Ньютон-Лейбниц формуласига кура:
/

ь ‘

$./(х ) й х  =  Ф { Ь ) - Ф ( а ).
а -

Энди [а, р] сегментда Ф (ф ( / ) )  мураккаб функцияни карайлик. 
Равшанки, Ф(ср(^)) функция [а, р] да узлуксиз булиб, унинг хосиласи

[Ф (ф ( ; Ж * = ф ' ( ф ( 0 ) - ф' ( 0  ,

булади. Н атиж ада

. [Ф (ф ( 0 ) ] ' = / ( ф ( / ) ) - ф' ( 0

тенгликка келамиз. Бу эса [а , р] да Ф (ф ( / ) )  функция f(q>(t)) "<р'(0 
функциянинг бошлангич функцияси эканлигини билдиради. Яна 
Ньютон-Лейбниц формуласидан фойдаланиб топамиз:

ь -

5/ ( ф ( / ) ) . ф ' ( 0 ^  =  Ф ( ф ( Э ) ) - Ф ( ф ( а ) ) -
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Ш артга к$фа ф ( а ) = а ,  ф ( { 5 ) = 6  булганлигидан

р

^ ( Ф ( 0 ) - Ф , ( 0 ^  =  Ф ( й ) ~ Ф ( а )  ( 2 1 )
а

булади. (19) ва (21) муносабатлардан

ь р

j j / ( x ) d x =  ^ f ( y ( t ) ) - <p ' ( t ) d t
а а

булиши келиб чикади. Бу эса теоремани исботлайди.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

д / l - f - х 2 dx

интегрални хисобланг. _____
Бу интегралда х — s j t 2— 1 алмаштириш баж арамиз. Унда 

х = 0  да * = 1, х  =  1 да к —  д/2 булиб, каралаётган  алмаштириш 

[1, д/2]сегментни [0, 1] сегментга утказади. Равшанкй,

d x  = -----Д= - 2  tdt-- Ш
2 s j t 2— \ V * 2 — 1

булади. (20) формуладан фойдаланиб топамиз:

\ x ^ l l + x 2d x =  \  д//2- 1  • / — \ t 2d t  =
8 • I V< 2- t  ■ i

,  V5 ' ’_ 1Ъ j _  2 p  ■ 1 _ 2V2 -1
“  3 I ~  3 " 3 3 '

1

2. Ушбу

a ’___ '
[ x 2-у/a2 ~  x 2 dx  ( a > 0)

* . ; %

интегрални хисобланг.
Бу интегралда x =  asin£ алмаштириш бажарамиз. Н атиж ада,

(20) формулага кура:
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^x2-\Ja2—x2dx=  ̂ a2-sin2t ' -\ja2—a2sin2t •acostdt-
0 0

я/2

,= a4  ̂ sin,?/-cos2̂ .

Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални х,исоблаймиз:

.■я/2 п/2
 ̂ sm2t~cos2t-dt =   ̂ ~ ( 2sin/-cos0 2rf :̂

о . о
я/2 л/2

I f  . 2о1 I Г 1—cos4<j,
=  T  ) s,n =  T  J --- 2---dt==

о 0
г- п /2 л/2\л,-
_ о о J

Демак,

^x2-\j а2—х2 dx==~-

3°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  ус уд и б и л а н ' * а н и к  
н н т е г р а л л а р н и  х и с о б л а ш .

в-теорем  а. Агар U (x ) ва V (x ) функцияларнинг xjap бири 
{ а, Ь) сегментда анищланган ва узлуксиз булиб, шу сегментда 
узлуксиз U '(x ) %амда V '(x ) уосилаларга эга булса, у цолда

Ь Ь ’ '

^U (x)dV (x ) =  U (x )- V (x )\ b- \ V (x )d U (x )  (22)
в  в  .

тенглик уринли булади.
И с б о т . Равшанки,

[U (x) ■ V(x) ]'=  U '(x) ■ V(x) -f U(x) ■ V '(x ).

Демак, {я, bJ сегментда U{x)-V(x) функция U'{x) • V(x) -f-U(x) ■ V'(x) 
функциянинг бошлангич функцияси булади. Ньютон:Лейбниц 
формуласидан фойдаланиб топамиз:

t Ь ' Ь

J  Р'Хх) ■ V(x) +  U(x) ■ V'(x) ]dx =  U(x) ■ V{x) | .



Кейинги тенгликдан

Ь Ь
\j U '(x)V (x)dx-\-^U{x)’ V, (x )d x= U ( х)-К(х)

.а а
Ь Ь *

=►$/(*) -dU(x) +  -J£/<jc) -dV (x )= U (x ) • V(x)
a a “

b b b 

\ U (x )- d V (x )= U ( x)-V(x) | -  ^ V (x )-d U {i)

b

келиб чикади. Бу эса теоремани исботлайди.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

Л

^xcosx dx
0

интегрални хисобланг.
Бу интегралда U (x )= x , d V (x )=  cosx деб олиб, dU (х) =dx, 

l/(x)4=sinx булишини топамиз. Унда (22) формулага кура:

л *  я  . Г
^xcosxdx=x-sinx | — \smxdx — 0— ( — cosx) j =  — 2.
0 0 0 о

Демак,

^xcosxdx— ~~2.

2.Ушбу

^arctgxdx

интегрални хисобланг.
Бу интегралда U(x)=arctgx, dV (x )= dx  деб олиб, dU{x )=■

~ d x ,  К (х ) = x  булишини топамиз. Унда (22) формулага
.. 1+* 

кура:
1 1 <
 ̂arctgxdx—x-arcigx j — Т — j ~Y~~*n V^'

n 0 г» 0
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Демак,

$arctgJc d * = f - l n y 2.
о '

3. Ушбу
е

 ̂(л: - 1пд:)
I

интегрални хисобланг.
Бу интегралда и — \п2х, dv—x2dx деб олинса, унда du —

1— 21пх'-^х, V =  -3- булади. (22) формуладан фойдаланиб топа
миз:

е 3 е е 3 е
^(■Ып*)2(/х=.^-1п2.* | — ~^x4nxdx—~ —~ [ x 2-\nxdx.
1 . 1 . 1  •- 1

е

Бу тенгликнинг унг томонидаги Ŝ x2\nxdx интегралда и =  \пх,
1

dv= x2dx деб, сунг унга яна (22) формулани кУллаб топамиз:
е ' 3 4 е  е

ĵc2lnxdx=^-lnjc.|—

,/ 3 9 I 3 . 9 +  9 9 9'

Натижада

булади.

5-§. АНИК ИНТЕРРАЛЛАРНИ ТАКРИБИЙ ХИСОБЛАШ '

Фаннинг турли сохаларида, айникса, физика ва техникада 
учрайдйган масалаларни хал килиш купинча аник Интегралларни 
хиеоблаш билан боглик булади. Агар интеграл остидаги функция 
Мураккаб булса, равшанкй, интегралларни- хиеоблаш кийин булади. 
Бундай холларда уларни такрибий хисоблашга тугри келади. Аник 
интегралларни такрибий хисоблайдиган бир канча усуллар 
мав^куд. Ушбу параграфда улардан учтасини; тугри туртбурчаклар, 
трапеииялар хамда параболалар (Симпсон) усулларини келтира- 
миз.

1. Т у р р и  т у р  т б у р ч а к л а р  у сули.  
f(x) функция [а, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. Бу

i
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функциянинг аник интеграли y  (x)dx ни такрибий хисоблаймиз.
а

[а, 6] сегментни -
a — X b X i,X 2 ,...,X n - i,X a  — b

(x0< x i < . . .< * „ )  нукталар ёрдамида п та тенг булакка б^ламиз. 
Унда. аник интегралнинг хоссасига к^ра:

Ь *1 "*2 *« „ _ |  х*+1
jf(x)dx*= ^f(x )d x +  ^f (x )d x + ...+  J  f(x)dx=* 2  $ f{x)dx.
a xQ xn — l xk

xk + \
Хар бир  ̂ j (x )d x  (&=0,1,2, ... , n — 1) интегралга урта киймат

ч -
хакидаги теоремани куллаб топамиз:

**+!
J  f (x )d x = f(x k)- (x k+l—xk)^= f(rll)-&xk (Xk< rk<Xk±i)
ч

Равшанки,
% , b— a , n b— a | . b— ax0— a, x , = a 4 — , x2—a-\~2— — ,..., x *= a -ffe — — ,..., x „=

=ra +  n--^1̂ '= 6,
1 r t

Ax*>=x*+) —  * * = a  +  (ft-f

Энди

xk ~ — a + ^  +  y )-— • .(Xk<ZXt< X t4.t)

деб олиб,/(x*) «Ал:4(ха<т^<д;*+|) ифодани куйидагича 
fX tk )‘Axk=[f(Xk) +  (f(T:k).~f(xk)]'Axk—

==/{x*) *Ax/k4- [/(та) — /(xO I-A jc*

ёзиб оламиз. Агар f (x ) > 0  б^лса, у холда /(**) • Аде* микдор асоси [**, 
Xk+i} баландлиги /(х*) булган rj/три туртбурчакнйнг юзини ифода- 
лайди. Натижада •

хь+\ . . .  •

 ̂ f (x )d x = f(x k) - AXi-f [f(r*) — /(**)]• Ах*
*к -

б)'Либ, х



булади. Бу тенгликдаги '
'  * 4

П  —  I

/?„= 2  [/(т*) — /(-«*)]-Ajc* {Xk<Tk<Xk+\),
*-о -

/(*) функция [а, ft]сегментда уйлуксиз. Демак, у шу сегментда текис' 
узлуксйз. Унда е > 0  сон олинганда хам шундай б > 0  топиладики, 
[а, Ь] сегментни узунликлари 8 дан кичик булган [хк, Xfc+i] булаклар- 
га ажратилганда х,ар бир л/€[■**. Xk+1], х "  6 \хк, Хк+\] да

1/(0 - / ( * " )  | < е  

булади. Унда Ж б  булганда ^А,= т а х |&хк\ —

\f(tk) — f(Xk) I < в  
тенгсизлик бажарилади. Демак,

| / ? „ К  2  1/(т*) — /(**) | Ддг*<е 2  Ахк= е(Ь  — а).
4=0 А=0

Бундан lim/?rt= 0  булиши келиб чикади. Бу эса
U 0'

£ ‘ А л ' " - 1
U (x )d x & ——- 2  /(**)

деб олиш ймконини беради.
Шундай килиб, берилган аник интегрални хиеоблаш учун ушбу 
,ь
^f(x)dxm  -^-^[/(хо)-Ь/(дГ|)+ .. .+/(лг*)+ . . .-(-f(xn_ i ) ] (23у
а

(xk= r a ^ \ - ( ~ - \ - k Л ==0,1,2, . . . ,  п— 1) такрибий формулага ке- 
ламиз. (23) формула тугри туртбурчаклар формулами дейилади.

Э с л а т м а. Агар f(x) функция {j, Ь] сегментда аникланган,-узлуксиз булиб, у шу 
сегментда узлуксиз хосилагЗ эга булса, у холда 

* >
^ f(x )dx— - {/(-«о)+/(JCi ) +•••+/(•**)+.-.+/(^n_i)]+^?n
а

булиб, ‘ '

=  ( - ~ д) f " (c )  (а < с < Ь )
24п

булади (каралсин, [7], И-боб).
' Д \ис‘ол. Ушбу

. ' j !  ' О
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интегрални турри туртбурчаклар формуласи ёрдамида такрибий 
Хисобланг.

[О, I]  ораликни 5 та тенг:

К !.И П ^ П ^ }:Н  •

булакка буламиз. Бу холда хар бир б^лакнинг узунлиги -jr га тенг 

булиб,

дсо =  0,1, Х\ =0,3, *2 =  0,5, Хз — 0,7, *4 =  0,9 
булади. _ 2

f(x ) — e х функциянинг; хо, Хи *2, Хэ> *4 нукталардаги киймати 
куйидагича булади;

/(*о) =0,99005, 
f(x t) =0,91393, 
f(jc2)=0,77680,i 
f(x3) =0,61263,

=0,44486.
(23) формуладан фойдаланиб топамиз:

1*
J е- *dx&  j (0,99005 ■+ 0,91393 +  0,77680-f 0,61263 +
о -

+  0,44486)=-|з,74027 »  0,74805.

Демак, • г ' .

; ' je-^dx»0 ,74805.
• о

2. Т р а п е ц и я л а р  у с у л и .  f(x) функция [а, Ь] сегментда 
аникланган ва узлуксиз булсин. Берилган функциянинг аник 
интегралини такрибий хисоблаш учун, бу холда хам [а, Ь] сегментни 
п та тенг булакка буламиз. Сунг

ь п - \  * * + '

^f(x)dx= Z  ) f(x)dx
й = 0 хк

деб ёзиб оламиз. Хар бир
*»+i ч 

 ̂ f(x)dx (6 =  0,1,2, ..., п— 1) 
и

интегралга яна урта киймат хакидаги теоремани куллаб топамиз: 
x*+i

 ̂ f{x )dx= f{Tk) • (**+,— **) — / (т* )-&хь (xk< .rk<~xk+l) .
хь

■ I
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Энди f(tk) '&Xk ифодани куйидагича
£/ \ 'л  ■ л , [ с, ч iW + f f ' ( + l ) l  4„<

/ ( т * )  - А л г * = ------------ g — 1 — Л х * 4 - [ / { т * ) --------- — J - Д д с ,

ёзиб оламиз. (Агар f(x) > 0  булса, у холда . д ;̂

микдор асослари [xk, /(**)] ва [х&+|, f(x>,+i)], баландлиги эса А 
булган трапеция юзини ифодалайди.) Натижада

лМ-1 /(**)+/(**+,)

булиб,

[ f{x)dx— 2  Г
I  * = - - 0  L

7  (**)+/(**+!)■ J- Axh-\-R„

булади, бунда

R

f(x) функциянинг [a, b] да текис узлуксиз булишидан фойдаЛана- 
миз. Ve> 0  сон олинганда хам шундай б > 0  топиладики, Ж б
булганда ^г=шах{Адгй}= ~^ ~ '^

\f(ik) ~ f {x k) I < 8, !/(т*) — f(xk+ t)I.< е
булади. Унда

fixk)+ f (x k + l )

я ~ I
<  S  у [/ (т * )  - / (* * ) i +  |/(т*) - f (* k +i) l]b*k<

n — l
•2-e- 2  Ахк— г. (b— a )

Jfe=0

б$ушб, lim R n~  0 булади. Натижада у-щбу
A-*-0 -

П— 1
^ f(x )dxv  2 ■Ax

06
та



такрибий формулага келамиз. Бу муносабатни куйидагича хам 
ёзиш мумкин: ^

f{x? l+J ^ + f ( Xl) + f  (x2) + ... +
fl

, + f {Xky+ ... +  f (Xn_ i ) ] ~ (24)

(xk= a  +  k--~-, 6 =  0,1,2, ... ,n) .  ,

(24) формула трапециялар формуласиДейилади.
Э с л а т м а .  Агар f(x) функция [а, 6] сегментда аникланган, узлуксиз булиб, у 

шу сегментда узлуксиз / " (* )  хосилага эга булса, у холда

+, , ] +<.
булиб,

R l b- ^ . . r i c) ( a < c < i b l  
12 л2

булади (каралсин, [7], 11-боб).
М и с о л .  Ушбу 1 ■ . ,

о
интегрални трапециялар формуласи ёрдамида такрибий хисобланг.

[0 1] сегментни 5 та тенг булакка буламиз.

Равшанки, хар бир булакнинг узунлиги га тенг булади. Интег

рал остидаги f (x) = e~ ** функциянинг х0= 0, х2=-̂ г, x3= - j \ 

х4= ~ , х5— 1 нукталардаги кийматлари куйидагича булади: ■О 1
fU o )= / (0) =  1,00000,
/ ( * . w ( - 5l )= 0 ,96079,

/ (*2)= / ( f - )= 0,85214,

!(х3) = / ( f ) = 0 ,69768,

/ (^ ) = / (” ) =0,52729,

f(x5)=*f( 1) =0,36788. / ,



(24) формуладан фойдаланиб топамяз:

•J е rdx
№

00000 + 0,36788
f

Демак,

5 V 2 ..

+- 0,96079 +  0,85214 -+ 0,69768 ■+ 0,52729 )  
=  4- 3,72184 «0,744371

3. П а р а б о л  ал ар ( С и м п с о н )  у с у  л и. f(x) функция: 
\а, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. Бу функция
нинг аник интеграли

Ь
\) f(x)dx
а

ни такрибий хиеоблаш учун аввало [tz, ft) ни
Ч . '

а ~ Х о ,  X i, Х 2, ..., X2k, X2k + \, Xskri-2, *2n —2.
’ . Х2п-\, X2n=*b(Xo<;Xl<:..<.X2n)

нукталар ёрдамида 2п Та тенг булакка буламиз ва интегрални ушбу

hk-2
f  . . - , £К , ■ .
куринишда ёзиб оламиз. Сунг Хар бир  ̂ f (x)dx '(£'==-1, 2,3, :.. , п)

хп - г
интегралда f{x) функции учта • .

^k{X2k~2t f (x2k — 2 ) )> $>t{x2k —1> f (x2k-l)) у
Dk{X2k, f{x2k))

нукталардан утувчи ах2H-px-fу квадрат учхад (парабола) билан 
такрибан; алмаштирилади: " ,

- ■ f(x) я* ах2 -j- рх +  у .
Унда

*2k
 ̂ / (x )d x «  I  (ax2-f-$x-\-yjdx

*2*-2 ' bk-2 
такрибий формула хосил булади. Бу формуладаги



' S (ajr'+ P * “b vM *

интегрални хисоблаймиз: .
■ x,ik ./ 3 <2k 2 ХП

 ̂ (ах 2+ р * +  7) dx — a^Y | , +  Р~у' I " Ь ? 1* | =
• . л̂ _.2 ,х2к~ 2 ' xii-l х'1к~г

va ’ г3 г2 — Г2

[2a(xjk+ x 2k-x2k̂ + x l k̂ )  +

+  З И х п - х 2к̂ + 6 у ]  =  ̂ ^ \ ( а . х 1 ^ 2+у\+

■ Ч , ,  ,  f x 2k - 2  +  x 2 k  V *  , о  * 2 * - 2  +  * 2 *  ! I

: ^ М г л - Н "  ( v )  + 4 [ а  —̂— 2---- J  +  Р - . — 2------ Г YJ ~т~

+  ( а  • • * 2 * - К Р * 2 а + ? ) }  —

?
,  ' - ■  у  ,  ■ * £  /  -*24  — 2 + - * 2 * \  , (  v l

= ----g~— [/ <-«2*—2) +4/^---- 2----/ + ' (■ lk’ J

Натижада берилган аник интегрални такрибий ифодалайдигай 
куйидаги формула хосил булади:

■ ъ • ' ’ 
^i(x)dx&
а

«  2  17( * 24_2) + 4 /  ( * « )  ]  •
' k= i

Агар .

■ x2k ~ i~ 0_h (26 — 2) х2к-\=й-Н (26— 1) • ,
b —  a  ' __ й — ах2к=а+-г/г— -— , -х2к— х2к- 2— „

(6 =  1, 2, 3, п) б у л и ш и н и  эътиборга олсак, унда такрибий- 
формулани куйидагича ёзиш. мумкин:

' Ь - ,

[ Ш * 0) + / ( * 2 * ) ) - И ( /  ( * , )  + / ( * з ) .  +  — +

+  M-sc2n-i)) + 2 (/(д:2) + f  ( * 4) +  >..+/ (*2*-?)) ]  ’ (25)

Ьу (25) формула параболалар ( Симпсон) формуласи дейилади:



Э с л а т м а. Агар f(x) функция [з, д] сегментда аникланган, узлуксиз булиб,*у 
сегментда узлуксиз f (,v> (х) хосил а га эга булса, у холда

! А .

 ̂f(x)dxaz— g~- [(/(-»0),+f(*3n)) + 4(f (* i)  +/(*з> +  •■■ +  
a

+  1)) + 2 ( / ( x 2) + / ( * 4 )  -t"----H f (-̂2/1 — 2) H-

булиб,

(b—a)

булади (каралсин, [7], 11-боб). /
■Ми сол.  Ушбу

2880 -я'

ie

интегрални параболалар формуласи ёрдамида такрибий хисобланг.

[0, 1] сегментни. *о = 0, *i=^q> х2= ~ ,  х3= — , х4=10’ 10 ’ 10’
5 б 7 \ 8, . _  9

9— “ jo "! -*I0 :10 > xrr 10
, х7= _  о __ э __,

ю ’ * 8~ ~ кг  Х9— ~ ’ л:ш—

•нукталар ёрдамида 1Q та тенг булакка буламиз. Бунда хар бир 
булакнинг узунлиги га тенг булади.

Интеграл остидаги

f (x )= e '

функциянинг jci, (/= 0,1, ... , 10) нукталардаги кийматлари 
куйидагича булади:

' f(xo) = / (0 ) =  1,00000,
/U .) = / (- i)= 0 ,99005,

f ix J  =/(^-)==0,96079, 

/(*з)==/(-^)== 0,91393, 

f i x  4 ) = / ( ~ )= 0 ,85214, 

7 ( * 5) ==/(--)=0,77680, 

f (x6) ==/(— )=0,69768,
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/ (* r )= / (- ^ )= 0 ,61263,

f txs) ~ / (~ ^ )= 0 ,52729,

«*■> = f (± )= 0 ,W M ,
/<*,„) = f ( l )  “ 0,36788.

(25) формуладан фойдаланиб топамиз: 
i
J  е - 1,00000 +  0,36788) +  4 (0,99005 +
о
+ 0,91393 +  0,77680 +  0,61263 +  0,44486) +
+2(0,96079 +0,85214 +  0,69768 +  0,52729)]=
=-^-(1,36788 +  6,07580 +  14,96108) «0,74682.tiU

I ‘
Демак, ^e~^dx ̂ 0,74682.

о '
Шундай кнлиб, 1

/ =  r̂fJC

интегрални т^рри т^ртбурчаклар формуласи ёрдамида хисоблаб 
J  =0,74805, трапециялар формуласи ёрдамида хисоблаб J —0,74437, 
параболалар формуласи ёрдамида хисоблаб 7=0,74682 булишини 
топ дик. .



АН ИК ИНТЕГРАЛНИ Н Г БАЪЗИ ТАТБИК.ЛАРИ

Аник интегралнинг татбик доираси кенгдир. Жумладан 
узунлигини, текис шаклнинг юзини, узгарувчи кучнинг бажарга 
ишини, айланма жисмнинг ён сиртини, жисмнинг огирлик марказй 
ни ва х,<казбларни топиш масалалари аник интеграл ёрдамида ха 
этилади. : .

1- §. ЁЙ УЗУНЛИГИ ВА УНИ ХИСОБЛАШ

Фараз килайлик, f{x) функция [а, Ь\ сегментда аникланган в^ 
узлуксиз булиб, бу функция графиги 4 чизмада курсатилган эгрц 
чизик, ёйини тасвирласин. Уни АВ  деб бслгилайлик. ‘

[а, 6] сегментнинг бирор, Р=|хо, хи ... ; хп} (а — х0 < X 1 < X 2 <C', 
< . . . < Х п  —  Ь) булинишини олиб, унинг булувчи Xk{k —  o,n) нукта- 
лари оркали Оу укига параллел тугри чиаиклар утказамиз.
Уларнинг А В  ёйи билан кесишган нукталари

Ак= (хкУ f(xk))
(Ao— ( a , f ( x ) ) , A n — B — (b , f {b ) ) , k  — l , n — l)  булсин.

_ •
АВ  ёйдаги A k (k — o, п) нукталарни 

бир-бири билан тугри чизик кесмалари 
ёрдамида бирлаштирйб АВ  ёйига чизил- 
ган синик чизикни хосил киламиз. Бу 
синик чизик периметрини L билан белги- 
лайлик. Унда текислиКда икки нукта 
орасидаги масофа формуласидан фойдала
ниб, Л* =(**,/(**)) ва Л*+1 =  (л*+1,7 ('лс*+1)) 

нукталар орасидаги масофа ' .

V (Xk+i—Xk)*-)- (f (xk+i) ~ f ( xk))2 
ва L  синик чизик периметри

1 =  s ' У  ( 1)
- =о

булишини топамиз. ,



Равшанки, си ник чизик периметри f(x) функцияга хамда [а, Ь] 
сегментнинг булинишига боглик булади: ,

Р булинишнинг булувЧи нукталар сонини орттириб борилса, 
Л В  ёйига синик чизиклар шу А В  ёйига якитащ а  боради.

1- т а ъ р и ф. Агар АВ  ёйига чизилган синик чизик ( [а, Ь] ора- 
ликнинг ихтиёрий Р  булинишида) периметри

l p=  s' у  ч  ?

*.,,->-0 да чекли лимитга эга булса, у холда А В  ёй узунликка эга 
деб аталади ва ушбу

• MmLp~ {
■ч '

ЛВ ёйнинг узунлиги дейилади.
Каралаетган f{x) функция [а, 6] сегментда узлуксиз булиши 

билан бирга у шу.сегментда узлуксиз f'(x ) косилага хам эга бу'лсйн. 
Юкоридагидек, [a, 6) сегментнинг ихтиёрий Р  булинишини олиб,

АВ ёйига чизилган унга мос синик чизикни х<?сил киламиз. Бу синик 
чизик периметри ( 1) формулага кура

2  л/(xk+l- x k) 2+ (f (x klrl) — (f(xk) ) 2
к~0 , •

булади. •
f(x ) функция [а, 6] сегментда Лагранж теоремасининг шартлари- 

ни каноатлантирадн. Унда бу теоремага кура шундай 
нукта топиладики, '

f(Xk+l)—l{Xk)— f'{tk)(Xk+\~Xk) 
булади. Натижада

2  ЩХк+х — х ^ Ч ' Ы )  (xk+l '~xk) 2 ==

«  z ‘' V * + n 5 .  =  "s  V T + r i i j  A** (2)A-.--0 ■ 4 = 0
тснгликка келамиз. . ' '

_______ ■ , ' . ■■
Равшанки, \А+ / (■*) функция [а, й] да узлуксиз. Бинобарин, у

шу сегментда интегралланувчи'. Бу функциянинг интеграл йигин- 
дней



булиб, унинг*лимити [**, xk+i] ораликлардан олинган нукталарг 
борлик, эмас. Демак, |* =  т* ларда

i™ Е ^  -А**=  ̂Vh-П*) (3
V*°*=--o / 5

булади.
(2) ва (3) муносабатлардан

булиши келиб чикади. Бу эса АВ  ёйининг узунликка эга ва у

функция тасвирлаган эгри чизик ёйининг узунлигини топинг. 
Аввало берилган функциянинг хосиласини хисоблаймиз:

(ЗТ
а

булишини билдиради. 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

/ ( * )= х 2 4)

f'(x ) =  (x * ) '= \ x 2 .
Унда

булиб, (3') формулага биноан

9булади. Кейинги интегралда 1-|—j X — t алмаштириш бажарамиз.



/=  ~“ (Ю  -у'То — 1).

2. Ушбу

/ М ~ £  (р> 0 )
параболанинг [0, а] ораликдаги ( а > 0) кисмининг узунлигини топинг. 
Аввало f(x ) функциянинг хосиласини хисоблаб, ~\j 1 -j-f 2(х) ни то
памиз: ,

n * ) = f >  1+ ГЧх)= ~£± ^, у Т + № )  = ~ л /р 2+ х 2-

(3')  формулага кура каралаётган згри чизикнинг узунлиги

1=— \ ^ x 2+ p 2dx 
р о

булади. Энди, ушбу
,  ̂^jx?+p'2dx 

аникмас интегрални хисоблаймиз. Агар
и— У х2+ р 2, dv=dx

дейилса, унда

булади. Демак,

бч’либ, \ •

булади.1 Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл куйидагича 
хисобланади:

\ .[ l ± £ 2s z £ dx=  ( _ ^ L d x - A - T S — -
'  л }з? +  р2 ' V ^ + P 2 yjx2 +  p2  ̂ V-^ + P2

=  $ -yjx2-j-p2dx—p2^~-j^ = ^  ■yjx2+ p 2dx — p2\n\x+ д / г Ч -p21-

Демак, ■.

 ̂-\Jx2~{-p2dx=x- -\jx2+ p 2 — ^ -\jx2-\-p2dx +  p2An\x-\- д/х2+ Р 2! ■ 

Бу тенгликдан

2-  ̂^ x 2+ p 2dx—x^jx2+ p 2 + p 2ln U +  ^ x 2-+p2\
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булищи келиб чйкадй. 
Натижада

^ = 7 $ л1х2+ Р 2Л х ^ ~ [~  ^ х 2+ р 2 +^-\п\х +  л/х2+ р 2 | ] о==

:л/а2+ р 2 +  -|1п |а+  д/а2+ р 2 — -|ln р2р~ У~ ' г 1 2 
булади.

Фараз килайлик, Лй ёй (эгри чизик) 

{ x=q>(t);
(а  < /< Р )-

тенгламалар системаси, билан яъни параметрик холда берилган бу- 
. либ, x — <p(t), у =  ’ф(() функциялар [а, р] да аникла'нга'н, узлуксиз ва 

— * ч-; / 
ф '(/ ) ,  »■»)/(/) узлуксиз хосилаларга эга" булсин. Бунда АВ’ ёйи узун-
ликка эга булиб, унинг узунлиги

=  $ л/ф'2(0  + ^ '2(0  dt (4)

формула ёрдамида топилади.
(4) тенгликнинг уринлилигини (3') формула ёрдамида хамда 

аник интегралда узгарувчини алмаштириш формуласидан фойдала
ниб келтириб чикариш мумкин. '

М  и с о л. Ушбу
' /ф(0  = а - (/-sin/),

дг|з(/) =  а- (1 — cos/) ;
тенгламалар системаси билан аникланган эгри чизикнинг (цикло- 
иданинг) узунлигини топрнр»

ф(/) =  а(/ — sin/), i|>('/) — а( I — cos/) фуикцияларнинг хосилалари- 
ни хисоблаймиз:

' ф/. (/ )= а (1— cos/),
v):'(/) =a-sin/. ' .

Унда ■ '
ф'2 (/) -f ij)'2(/) === a2(1 — cos/)2 +  a2sin2/ .= a2 ? 2 • (1 — cos/)

б^либ,
д/ф'2(/ )+i|>'2(/) = a  -\J2(1 — cost)

булади.



(4) формулага кура эгри чнзикнинГ узунлиги
' 2it i 

/ =   ̂а д/2(1 — cos/) dt
о, • .

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални х,исоблаймиз:"
2я 2л т— -------------

 ̂a-\j2(\ — cost) dt =  a  ̂ д A-sin2-^rf/ =
П О . *

2л  2л  2я

— 2а  ̂s'm~dt=4a  ̂s\n~d{~ j=  — 4a-cosy | =  8а .

Демак,
/— 8а

Фараз килайлик, АВ  эгри чизик кутб координата системасида

Р =  Р(0) ( « < 0 < Э )  (о)
тенглик билан берилган булсин. Бунда р =  р(0) функция [а, Р] да 
узлуксиз ва узлуксиз р' (0) хосилага эга.

Аввал о (4) муносабат билан берилган эгри чизик тенглам&сини 
параметрик куринишда ифедалаб оламиз:

ы в ) - Р( в ) .с « в .  e < w
l4 i(e )« .p (0 )-s in9

■ , . . • I > ■* w
Сунг (4) формуладан фойдаланиб АВ, эгри чизик ёйининг узунли- 
гини топамиз:

?=  5 V 'P 2̂ )  + ^ 2(9) dQ=  ̂ д/(р(0) -cosS)'2-̂  (р (0) -sinQ)'2̂

 ̂ д/ (р '(0 ) -COS0 — р (0 ) • cos0) 2+  (р '(0 )  -sinO-l-pO-cosO) 2dQ —

- . =  s y p '2( 0 ) + p ^ ) d 0.

Демак, (5) муносабат билан берилган эгри чизик ёйининг узунлиги

1= J  д/р^?0| Н- р'2<9)
' а ’

булади. -
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psx£a('l -f Cos0) (O < 0 <  2л)
эгри чизик (кардиода) ёйининг узунлигини топинг. . *

Бу ёпик чизик булиб, кутб укига нисбатан симметрик жойлашг 
(5-чизйа). Шунинг учун эгри чизикнинг узунлиги, унинг кут 
Укининг юкорисида жойлашган кисми узунлигининг иккиланганиг' 
тенг булади. (6) формуладан фойдаланиб топамиз:

/==2 J  У р '2( 0 ) + р 2( 0)  d0 =
О

=  2  ̂ У  (2a ( l  ~(“ COs9))'2-h (2a ( l  -f-cos0 ))2 =
о

=  2*2a  ̂ y s in 29+  (1 -J-cos0) 2rf0=4 -\J2a  ̂ д/i +  cos0d0=
0 / 0 

n
=  8a  ̂cos-|rf0 == 16a.

! 0 t
Демак, кардоида ёйининг узунлиги

, / =  16a
булади.

е
5-чизма 6-чизма

2-§. TLKUC Ш АКЛНИНГ ЮЗИ ВА УНИ *ИСОБЛАШ

Г .  МаълумКи китобхон текис шакллар — учбурчак, тугри 
туртбурчак ва хоказоларнинг юзи тушунчаси билан мактаб математи
ка курсидан таниш^-Уткбу параграфда текисликда чегараланган 
шаклнинг юзи тушунчаси ва уни интеграл оркали ифодаланиши 
билан шугуллана.миз.

Текисликда бирор чегараланган (р) шаклни карайлик (6-чиз
ма). Бу шаклнинг ичига купбурчак чизамиз. Бундай купбурчаклар 
чексиз куп булиб, улар ташкил топган тупламни (А ) оркали 
белгилаймиз. Худди шунга ухшаш (р) шаклни Уз ичига олувчи 
купбурчак караймиз. Бундай купбурчаклар хам чексиз куп булиб, 
улардан ташкил ¥опган туилам (В )  булсин.
: ‘ (А ) купбурчакларнинг юзини S A билан, (В )  купбурчакларнинг 
юзини S B билан белгилаш натижасида (р) шаклга ички чизилган
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купбурчак юзаларидан иборат jS ^  туплам, {р^шаклни уз ичига 
олган купбурчак юзаларидан иборат {Ss} ;Н?плам хосил булади. 
Равшанкй, туплам юкоридан, {5^; туплам эса куйидан
чегараланган. Шунинг учун туплам аник юкори чегарага, {S ^ 
туплам эса аник куйи чегарага эришади. •

sup{5 in f { 5 J= p
2- т а ъ р и ф. Агар р — р, яъни '

' sup {5^— in f{5^
тенглик уринли булса, у холда (Р )  шакл юзага эга дейилади ва 
p=zp =  p микдор ( 1) шаклнинг юзи дейилади.

2°. Энди; (р) шакл сифатида юкоридан узлуксиз f(x) 
(/ (jc )^O ) функция графиги, ён томондан х =  а, х =  Ь 3‘ертикал 
чизиклар хамда пастдан О х— уки билан чегараланган эгри 
чизикли трапецияни карайлик (7- чизма). Бу эгри чизикли трапеция 
юзага эга экрнини ва у аник интеграл оркали ифодаланишини 
курсатамиз.

[а, Ь] ораликнинг бирор Р  — {хо, х\, ... , х„) (а — х0<CX1<CX2<  
...<Хп =  Ь) булинишини олайлик. f(x) функция [а, 6] ораликда 
узлуксиз булгани учун бу ораликда чегараланган ва

inf { / (х )}=  
sup { / (х ) }== Affc •

(х Xi+i], k =  0,\, ... , п — 1) лар мавжуд. (Каралсин, [7], 11-боб.)
Куйидаги йигиндиларни тузамиз.

. ' п—i п — I
5 =  *2 т ^ х ь S — 2  M k-Axk

Бу йИРиндилардан биринчиси аАВЬ эгри чизикли трапециянинг. 
ичига чизилган купбурчак — турри туртбурчаклар юзалари йирин- 
дисидан,иккинчиси эса бу эгри чизикли трапецияни уз ичига олган 
купбурчак — тугри туртбурчаклар юзалари йигиндисидан ибо- 
ратдир.

Равшанкй, бу купбурчаклар^ юзалари f(x) функцияга хамда 
[а, Ъ] ораликнинг булинишларига боглик булади:

. s — sp(f), S — Sp(f).
[а, b) ораликнинг турли булинишлари олинса, уларга нисбатан 

аАВЬ эгри чизикли трапециянинг ичига чизилган хамда бу эгри 
чизикли трапецияни Уз ичига олган турли купбурчаклар хосйл 
булади. Натижада бу купбурчаклар юзаларидан иборат куйидаги 
{5P(/)J, {S„(f)} тупламлар хосил булади. Бунда {sp(f)) туплам 
юкоридан jSP(f)} туплам эса куйидан чегараланган булади. Демак, - 
бу тупламларнииг

s u p M / ) }  inf {Sp(/ )j , "
аник чегаралари мавжуд. -
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. Шартга .fd?pa f(x) функция [a, b} ораликда узлуксиз. У хол/ 
Кантор теоремасининг натижасига к$ра V e > 0  сон олинганда 
шундай 6 > 0  сон топиладики, [а, Ь] ораликнинг диаметрлари кр- 
булган ихтиёрий б^линишлари Р  учун хар бир орали*
функциянинг тебраниши ' '

М ь

булади. Унда

Ч ~ т кС-

inf{SP(/)}-sup{sp(/ )}< 5 p (/ )- s p(f) =
п — 1 Л—1
2 (М к- т к)Ахк< - 2  Ахк

1 *=.о
Демак, [а, Ь] ораликнинг диаметри кр< Ь  булган хар кандай! 
булиниши олинганда х^м бу булинишга мос аАВЬ эгри чизикли! 
трапециянинг ичига чизилган хамда бу трапецияни уз ичига олган| 
к^лбурчак юзалари учун хар доим

0 < in f \Sp(f)}— sup{sp(/ )}< e
тенгеизлик уринли булади. Бундан эса '

in{{Sp (/)}== sup{sp(/)} (7)1
тенглик келиб чикади.

(7) тенглик аАВЬ эгри чизикли трапециянинг юзага Sira булишини| 
билдиради, • '

3°{ Энди бу трапещ*». юзининг интеграл оркали ифодаланиши- 
ни к^рсатамиз. Маълумки, f(x) функция [а, Ь] ораликда узлуксиз

At — 1 - >
брлиб, унинг интеграл йигиндиси ар=  2 f ( l k)Axk учун

=  0
Sp <  (ip <z Sp

тенгсизликлар уркнли. кр~>~0 да sp-+I, SP-*~I булишини эътиборга 
олсак, у холда кр-+0 да ар~*~1 эканлиги келиб чикади. Шундай 
килиб аАВЬ эгри чизикли трапеция юзи f(x) функциянинг 
fa, £] ораликдаги интегралига тенг экан. Демак,

■ь ■
(8 )\f(x)dx.

«о



1 - э с л а т ^ а ,  Агар /(*) функция [а, Ь] ораликда узлуксиз булиб, унда ишора 
савдамаса (8) формуладаги интеграл эгри чизикли трапециАлар юзаларинииг 
йигиндисидан иборат булади. Бунда Ох укинииг юкорисидаги Щза мусбат ииюрр 
билан, Ох ^кининг пастидаг(1 юза манфнй ишора билан олинади (8- чизма).

2- э с л а т м а. Агар (х), fi(x ) функциялар [а, Ь\ да аникланган па узлуксиз ва 
Vx€[a, ft) ларда б^лса, юкоридан /i(x), пастдан fi{x ) функциялар 
графиги, ён томонларидан х= а, х**Ь вертикал чизиклар билан чегараланган 
шаклнинг юзи

(9)

формула оркали ифодаланади (9-чизма).

М и с о л .  Ушбу
4у—8х—х2, 4у—х+6  

чизиклар билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.

Бу чизиклардан бири парабола, иккинчиси тугри чизик булиб, 
улар бир-бири билан ва 5 (6 ; 3) нукталарда кесишади

(10-чизма). (9) формулага кура '
 ̂ ’V\,,

S=-^-  ̂[(8лг— jc2) — (jc-}-6) ]с/д: === ~  ̂ (7л:— я2— 6)d Jc^  
1 . -‘i

= j ^ j x 2- ± — 6x) I
> .2L

- 5 f • = 5~кв.бир
V  "

2.-* /

4°. Энди кутб координаталари системасийа ушбу р =  р (0)
УД

( а ^ б ^ Р )  функция тасвирлаган АВ ёй хамда ОА ва ОВ радиус — 
векторлар билан чегараланган шакл — эгри чизикли секторни 
карайлик (п-чизм а). Юкоридагига Ухшаш бу эгри чизикли сектор 
хам юзага эга экавлиг^ ку^сатилади ва у ушбу

S=-i-$p2(0)rf0 (1 0 )

формула оркали хисобланади.
6—690 81



11- чизма 12- чизма

М и с о л .  Ушбу

5 = За со5ф sirup 
sm3q)4-cos3<p

чизик билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.
Каралаетган шаклнинг юзини ( 10) формуладан фойдаланиб 

топамиз:
л

* J  L sin q)~(-cos <р J

п л/2 о о
9а Г '■ coŝ qpsin <р ,
2 j  (sin3<p-f-cos3(p)2 •

Энди бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални х,исоблаймиз:

Г cos tp-sin ф . ■ f  lg29  d<p __
J  (sin3<p-f cos3.}))2 J  ( I -f- tg3cp)2 cosV

rt/2

^ ( 1-f tg V ) ~ ^ ( l+ ig 3«ip) =
'*0

я/2

-(14-tg3qp) 3 ‘

Демак,
c  9a2 1 3a2 S = _ . T « — КВ.6ИР.

О л я т л я  n  —  3 a c o s y s in < p  Д \
sinV-fcos^  V ^  2 /  чизик Декарт япрот  дейила-

. ди. Декарт япроги билан чегараланган шакл 12- чизмада тасвир-
ланган. ' ,



З- f  АЙЛАНМА СИРТ ЮЗИ ВА УНИ ХИСОБЛАШ

y = f (x) функция [о, 6] сегментда аникланган, узлуксиз булиб, 
V * 6 (a, b] учун / ( х ) ^ 0  булсин (13-чизма)- f(x) функция графиги- 
нинг Qх Уки атрофида айлантиришдан айланма сирт хосил булади 
(14-чизма).

Бу сирт юзасининг аник интеграл оркали ифодаланиШинй 
курсатамиз. [a, b] ораликнинг ихтиёрий P={jco, Xi , т.. , хп} 
(a=xo<Xi < ... <.Хп*=Ь) булинишини олайлик. Р  булинишнинг хар 
бир х*(й =  0,1, ... , п) булувчи нукталари оркали Оу укига параллел

тугри чизиклар утказиб, уларни АВ  ёй билан> кесишган нукталари- 
ни Ak ( X k , f ( X k ) )  билан белгилайлик. Бу Ak(xk,f(xi,)) (k =  0,l, ... ,п),

Ао=А,Ап =  В

сиртларидан ташкил топган сирт хосил бул&ди. Бу сиртнинг юзи 
ушбу • \'

формула билан ифодаланади.
Р  булинишнинг диаметри Хр-*-0 да АВ  ёйига чизилган L синик.

чизик периметри А В  ёйи узунлигига интилади. Демак, Я,р-»-0 да 
L  синик чизикни Ох Уки атрофида айлантиришдан хосил булган 
сиртнинг юзаси Q нинг лимити биз караётган айланма сиртнинг 
юзасини аниклайди. Бу юзанинг аник интеграл оркали ифодасини 
топамиз. ■

Бунинг учун f(x ) функция [а, 6] да узлуксиз f'(x ) хосилага эга деб 
оламиз.

f(x) функция [a, Ь]% ораликда узлуксиз булгани учун [л:*, 
Xi+ij ораликда шундай I*'нукта топиладики,

у
8

х

Z
13- чизма 14- чизма -

нукталарни узаро турри чизик кесмалари билан бирлаштириб
w ^ _ u АВ  ёйга. L  синик чизик чизамиз. АВ. ёйни ва L  чизикни О* Уки ат

рофида айлантирамиз. Натижада L  нинг айланишидан кесик конус

У  (**+,— * * )2+  [f(xk+i )— f{x k) )2 ( 11)

2 /(£*)> bh€[xb xk +1]



тенглик урия^и булади, Иккинчи томондан Лагранж теоремасига 
кура [хб, **_ц] ораликда шундай т* нукта топиладикй

f 1) f z===f (т*) {Xk + I Xk) , Th 6 [Xk, Xk-f-1 J 
тенглик хам уринли булади. Натижада (11) мун'осабат ушбу

, Q =  2n 2  f (h )  ^ (x k+l~ x k) 2-i-f’2{Tk) (x k+l — xk) 2 =  
fe=0/

& 2л £ / (|А) д/1+ /'2(т*) -Лх* ( 12)

к^ринишни олади. Бу тенгликнинг унг томонидаги

' п2 / ( у у т + г ы  Axk
fe==0 '

ЙИРИНДИ
f(x)- \ j\+ г 1 ix) { 12')

*
функциянинг интеграл йигиндисини эслатади. ( 12') функция 
интегралланувчи булганлиги сабабли £* нукта сифатида т* ни олиш 
мумкин.

Хр-̂ О да ( 12) тенгликдан топамиз:
■ 1 . IП— I

limQ== Нгп2л 2
. Хр-+0 кр °̂ fc=0

’ ъ _______
=  2л ^Цх) у  1 + } 2(х) dx.

О ’
Шундай килиб, айланма сиртнинг юзи учун ушбу

_ ь _ ___________,

5= 2я.^/(*) ~ \ J I f 2(х)'dx
а

формула уринли.

4-§. Уз г а р у в ч и  к у ч н и н г  б а ж а р г а н  и ш и  в а  у н и  х ,и с о б л а ш

Фараз килайлик, бирор жисм Ох укй буйлаб F  ^уч таъсири 
оетида харакат кнлаётган булсин. Бунда F  куч жисмнинг Ох 
укидаги холатига боглик. Ш у F  =  F(x) кучнинг йуналиши ва 
харакат йуналиши устма-уст тушсин. Бу куч таъсирида жисмни 
а нуктадан Ь нуктага утказишда бажарилган ишни топиш масаласи 
юзага келади. Маълумки, F =  F(x) куч |а, ft}, ораликда F (x )= c  
(c=const) булса, жисмни а нуктадан Ь нуктага утказишда 
бажйрган иш. А=хс(Ь — а) формула билан ифодаланади.

/(**)• У 1 +  /'2(т*) -Axt=



F ~ F (x )  куч [а, 6}ораликдд *  узгарувчининг узлуксиз функцияси 
булсин. [а, Ъ) ораликнинг ихтиёрйй

. Р  =  {хо, хи ■■■ , Хп} {а =  Х о < Х \ < . . . < х п =  Ь)

булинишини олиб, бу булинишнинг хар бир [хк, •**+[] (k =  0, 1, 2, ... , 
rt— 1) оралигида ихтиёрий g* (|*€[х*, лг*+ i ]) нукта оламиз.

Агар хар бир (к*, Xk+i\ ораликда жисмга таъсир этаётган F(x) 
кучни узгармас Р Ц к) га тенг деб олсак, у холда [xk, х*+1] ораликда 
бажарилган иш тахминан F{\k) (xk+i—xk) формула билан, {a, 
Ь\ оралигида бажарилган иш эса тахминан

- n̂ F { l k) (xk+i~ x k) = n̂ F { l k)Mck (13)
*=о ■ *=0

формула билан ифодаланади. Бу формула такрибий булиб,‘ п— I
'-'•̂ 2 F ( l k)Axk йигинди F  =  F(x ) функция билан бир каторда
'*4=0
b] ораликнинг булинишига хамда [Хк, хн + \] ораликдан олинган 
нукталарга богликдир. Р  булиниш диаметри Хр->0 да (13) йигинди 
киймати изланаётган иш микдорини тоббра аникрок ифодалайди. 
Хр-̂ О да (13) йигинди [а, Ь] ораликнинг булиниш усулйга хамда 
нукталарни танлаб олишга боглик булмаган холда чекли А сонга 
интилса, буА сон ^згарувчи F (х) кучнинг , [а, Ь] ораликдаги бажарган 
иши деб аталади. ■ *

Демак,

Л =  lim 2  F ( l k)Axk. ■'
Л -”0 *=о

F(x ) функция [a, Ь] ораликда узлуксиз эканлигини эътиборга 
олсак. ' j  ■ I

ь ■’

\ *■- 
V .
фмулага эга буламиз.
^Шундай килиб, узгарувчи F(x) кучнинг (а, Ь] ораликда бажар- 
г« йши

I ' ь

форм^ билан ифодаланади.
\ ' • " -



S-f. ГЕОМЕТРИК ШАКЛЛАРНИНГ СТАТИК МОМЕНТЛАРИ 
ВА ОГИРЛИК МАРКАЗИНИ ТОПИШ

! Агар геометрик шакл юкоридан у —у(х) пастдан Ох уки, 
томонидан х = а , х =  Ь вертикал чизиклар билан чегараланг 
булса, бундай фигуранинг Ох ва О у . укларига нисбатан стат 
моментлари

м *= \ -\y2{x)dx, М у=  j x-y(x)dx
а а

формулалар ёрдамида, огирлик маркази эса

ь
формула топилади, бунда S =  \y(x)dx— геометрик шаклнинг юзи.



К А Т О РЛ А Р

1-§. СОНЛИ КДТОР ТУШУНЧАСИ СОДДА ТЕОРЕМАЛАР

Бирор (а„):
, Oi, 0 2 , аз, ... , ап, •••

кикий сонлар кетма-кетлиги берилган булсин.
1-т а ъ  риф,  {а„} к етма-кетлйкнинг %'адларидан ташкил топган 

ушбу
Qi -\-a2 -j- язЧ~... -\-ап ...

оо

ифода сонли к,атор (щиск,ача щатор) дейилади, у 2 ап каби ёзи-
п =  1

ладя:
оо

2 а „ = а 1 +  а2-|-аз+... +  а„+ ... ( 1)
л — 1 , 1 '

а\, аг, аз, ... сонлар ( 1) каторнинг уадлари, а„ эса каторнинг умумий 
уади дейилади.

Масалан,

I 1!— Х-— I— — + . +  -— 1---- 1-.'. •1-2 2-3 (я — 1)ге
' / 

каторда хар бир ^ Т Т ’ ••• сонлар шу каторнинг хадлари

~"(n-Tij~n эса Унинг умумий хади булади.
( 1) катор хадлари ёрдамида куйидаги

А\ =  а\,
A 2 — al -j-a2,
А з =  а | -j- 0 2  -|- а%,

Ап — а.\ *-)-<22 Нг •• • +  ая>

йигиндиларни тузамиз. Бу (1) каторнинг кисмий йигиндилари 
дейилади.



Натижада (1) катор берилган хсшда бу каторнинг кисмий 
йигиндиларидан иборат {Д„}:

А и  Аг, Аз, . . . , А п, , . . .
сонлар1 кетма-кетлиги хосил булади.

2- г а ъ р и ф. Агар п-+- оо да {Ап} кетма-кетликнинг лимф.' 
мавжуд ва чекли булиб, .

\imA„=A
t П~*- ОО

м (1) л;атдр як,инлашувчи дейилади. Бу муносабатдаги Л сон 
к.порнинТ йигиндиси дейилади:

оо

S  а „= й |+ й 2+ ...+ < 1»+ -- '4 '

к
t
t

3 г а ъ р и ф. /1г«/? п—уоо да {Ап} кетма-кетликнинг лимит 
чексиз ёки лимити мавжуд, булмаса, ( 1) к;атор узощлашув:•$§ 
дейилади. '

М и с о л л а р .  1. Ушбу

11 -I------ !------ (_ _ ! ------L. _1_
^  1-2 2-3 (п - \ )п

к*аторни карайлик. Бу каторнинг кисмий и и р и н д и с и

1 , 1 , ,  1А ~  1 
п . ' 1-2 1 2-3

ни куйидагича ёзиб оламиз: >
(я — 1 )п

А а=  1 + 1-2 1 2-3

(лнг п-*-оо да лимитга утамиз; 4 ,
ПшЛ„== lim/2 — - Ц = 2.

П -^оа  п -+  оо \  . Я  /

/и-мак, берилган .катор якин^ашувчи, унинг йигиндиси 2 га тенг.
' 2. Ушбу ,

i 1 —2 т-j— 3 — _—f— л — ...
каторни карайлик. Арифметик прогрессиянинг дастлабки п та 
хадининг йигиндисини топиш формуласидйн фойдаланиб берилган 
каторнинг кисмий йигиндиси

А Л~  1 -f-2 +  3-j-.

.булишини t -опамиз. Равшанки,

\imAr
п~+оо

« (я+ 1) Ilim — — -г °о



Делгак, берилган катор узоклашувчи.
3. Ушбу

каторни карайлик. Бу каторнинг кисмий йигиндиси

{О, агар п жуфт сон булса,
1, агар п — ток сон оулса

буЛиб, п-+оо да унинг лимити мавжуд эмас. Демак, берилган катор 
узоклашувчи.

4. Ушбу
а - ( 7 а<7 +  а<72 + . . .  +  а < 7 " - ‘ +  ..."

к.аторни карайлик. Бу каторнинг х,адлари’ геометрик rip'oi р< :<си я и и 
ташкил этгани учун уни геометрик катор дейилади. Даралаётган 
каторнинг кисмий йигиндиси

A n=a-\-aq +  aq2+...-\-aqnJ-l= ~ S L -  {q=£\) 

булиб, ]<7|<1 булганда
a — a q n аЦ тАп— lim— ч * ~-q

булади.. Демак, геометрик катор |</|<1 булганда якиншшувчи 
булади. Геометрик катор \q\^\ булганда узоклашувчи булади.

5. Ушбу . • '

у 2 уз дIп
катор узоклашувчи булади, чунки унинг кисмий’ йигиндиси учун - 

л 1 I 1 I 1 I , 1 ^  1 1 1 | , 1  1 г

булиб,
Н п ъ 4 „= о о

П-*-со

булади. ,
Энди катор х^кидаги содда теоремаларни келтирамиз.
1 - т е о р е м а .  Агар г

со '

2  ап= а 1 +  а2+ а 3-\-...-\-ап+ ...
П= 1 ^

катор якинлашувчи булиб, унинг йириндиси А  га тенг булса. у хачда
оо

2 'с а „= ш 1 +  ш 2+ ш 34 - +
*.= 1

катор х,ам якинлашувчи ва унинг йигиндиси с-А га тенг була/ш (с 
узгармас сон). . - , 1

89



И с б о т. 2  ап катор якйнлашувчи булиб, унинг йириндис 

А булсин. Унда бу каторнинг кисмий йигиндиси
АП — fll 4  ̂ 2 4~ йз 4  • •• 4  On

учун
lim А „—А

булади. Агар 2 са„ каторнинг кисмий йигиндисини А'я билан
/г= 1 ■ -

белгиласак, у холда
А'п =  Сй\ -j- са.2 ~\- ... 4  can — c(cii -J- 02 •*}" ••• 4"^n) — с Ап

булиб, ундан • . ■
\imAn= UmcAn~c\im An=cAП-*- оо п-~*- оо rt—► со

. о о  /.

булиши келиб чикади. Бу эса 2 сап каторнинг якинлашувчили-
л = Г

гини хамда унинг йириндиси с-Л булишини билдиради. Теорема 
исбот булди. ,

2- т е о р е м а. Агар .

2  а „ = а 14-Й2+а з+--- +  ал+---

2  b „= 6, -f- Ь 2-|- Ь з • • • 4* Ь „ 4  ■ ■ •
п~ 1 ) *

щторлар яцинлашувчи булиб, уларнинг йигиндиси мос равишда
ОО

А ва В  га тенг булса, у %олда 2  ( а „4 ^ я) цатор %ам яцинла-
П = 1

щувчи ва унинг йигиндиси А-{-В га тенг булади.
ОО о о  ■ . J .

И с б о т .  2 ап ва 2  Ь„ каторлар якйнлашувчи булиб, улар-
п 5= ! п ass J V

hhhf йигиндиси мос^Уа’вишда Д ва В  булсин, Унда, бу каторларнинг 
.кисмий йигиндилари

An-O-I 4^2 4---4ая )
В п — Ь 1 -j- 62 4~ • 4" Ьп

учун , : ,
П тЛ „= Л , limВ п= В

tl—*- ОО /*-♦-ОО
булади. -с '

о о  '

2 .(а „4 6 л) каторнинг кйсмий йигиндисини Сп билан белгилай-

лик. Унда



Cn= (ai +  ftl) +  (02 +  62) +•*•*+■ (On-\-bn) =
=  (ai -j-fla-}" ••• “I-0») 4* (bi "j-fo-h••• ~\~bn) — An-j-Bn

булиб,
|imC„= \\m(An+ B n)f=  YwAn-\- A-\-B

n -*- 00 П-+- СЮ 00 " n -*- 00 4

00 '

булади. Бу эса 2  (an-\-bn) каторнинг якинлашувчи ва унинг
п~ I

йигиндиси А-\-В эканини билдиради. Теорема исбот булди.
3 - тео р ем а . Агар

00
2  ап= а х +  аг+ ...+ а п+...

П = \ ✓ - " .
цатор якинлашувчи булса, у %олда

liman—0
П-*- оо

булйди. оо
И с б о т .  2  ап катор якинлашувчи булсин. Унда бу каторнинг

п — 1

кисмий йигиндиларидан иборат {Лп} кетма-кетлик учун
ИmA„—A (Л — чекли сон) -

п—*~ оо

булади. Равшанкй,

■ An =  ai + a 2.-f-... -\-ап~ 1 ~{-ап—Аа- 1 +  Ол- 
Бундан эса ' .

а„ =  Ап— Ап— 1
булиб,

lima„= И т (Л „—Л п_ () == \imAn— ИгпЛ —Л — А =  0
rt—̂-oo^ п—*- оо А—*’ оо гс— оо

булади. Бу эса теоремани исботлайди.
Э с л а т м а .  Бирор каторнинг умумий хади я-»-ор да нолга интилишидан унинг 

якинлащувчи булиши, хар доим келиб чикмайди. Масалан,

1 + j b +~ k  + ' ' +~Tn+ ''

каторнинг умумий хади а„ = — =̂- булиб, п-*-оо да нолга интилади. Бирок бу каторУ ft
узоклашувчидир. Демак, ̂ 3- теорема катор якинлашишининг зарурий шартини 
нфодалар экан.

01 ■ - V



2-*5- м у сб а т  А а д л  и като р лар . с о л и ш т и р и ш  тео р ем ал ар и  

Бирор
оо

2  ал= а , +  а2-}-...

катор берилган булсин. Агар бу каторда
ап> 0  ( л *  1,2,3, ...)

булса, у мусбат хадли катор, кискача мусбат катор дейилади.
4 - т е о р е м а .  Мусбат

цаторнинг якинлашувчи булиши учун унинг щисмий йигиндилари 
кетма-кетлиги {Д„} нинг юкоридан чегараланган булиши зарур eg

булади. Чекли лимитга эга булган „кетма-кетликларнинг чегара
ланган булиши маълум. Шунинг учун {/Q юкоридан чегараланган 
.булади.

Е т а . р л и л и г и .  (2) каторнинг кисмий йигиндиларидан иборат 
{Ап) кетма-кетлик юкоридан чегараланган булсин. Равшанкй,

(чунки, ап^ 0 ).  Бу эса {Ап} нинг усувчи кетма-кетлик эканини 
билдиради. Демак, \Ап\ кетма-кетлик усувчи ва юкоридан чегара
ланган. Унда Монотон кетма-кетликнинг лимити вд кид аги  теоремага 
к^ра, {Л„} кетма-кетлик п-*- оо да чекли лимитга эга булади. Бу эса
(2) каторнинг якинлашувчи булишини билдиради, Теорема исбот 
б^ЛДИ.

Н а т и ж а .  Мусбат каторнинг кисмий йигиндиларидан иборат 
кетма-кетлик юкоридан чегараланмаган булса, у 'холда катор 
узоклашувчи булади^/

Энди 4-теоремадан фойдаланиб куйида келтириладиган теоре- 
маларни исботлаймиз. 1

, 5- т е о р е м а .  Фараз цилайлик,

оо

(2)

Зррурлиги. (2) катор якинлашувчи булсин. Унда 
UmA,:=A .

A n  +  \ — O l - j - C L 2 - j ~ - - - ^ r ( l n - ^ ~ C l n  +  \ — A n - \ - a n - j - i  ^ А п

оо

2 2  6rt=fafei +  62+---

мусбат цаторлар берилган булсин. Агар бу щаторларда
ап^ Ь п (п= 1, 2/з, ...) (3)

б§лса, у холда



1) 2  bn щатор яцинлашувчи булса, 2 я„ щатор х,ам яцинла-
П= 1  - Я5* 1

шувчи булади,
ОО ’  - чэо ' .

2) 2 а„ цатор узоклашувчи булса, 2  щатор %ам уэоцла-
П  =  1 Л =  1

шувчи булади.
ОО ОО ' ;

И с б о т .  2 а„ ва 2  Ьп каторнинг кисмий йигиндилари
- л=1 / i= i ,

<4П =  a i  - } -  (22 - ) -  . . .  ~ ь  в /I, В / г =  & 1 -| -  Ь г Н -  . . .  - f "  b n

учун (3) шартдан фойдаланиб
Ап^Вп  • (4)

булишини топамиз.
оо

Айтайлик, 2  Ьп катор якйнлашувчи булсин. УндГа бу каторнинг

кисмий йигиндиларидан иборат {Вл} кетма-кетлик чегараланган, 
жумладан юкоридан чегараланган булади. (4) тенгсизликдан {Ап} 
кетма-кетликнинг хам юкоридан чегараланган булиши келиб'

оо

чикади. 4-теоремага мувофик 2 ап катор якйнлашувчи бу'лади
п = 1  1

ОО 4 ! I

Энди 2 ап катор узоклашувчи булсин. Унда \Ап} кетма-кетлик
П= 1 '

юкоридан чегараланмаган булади. (4) тенгсизликдан эса кетма- 
кетликнинг хам юкоридан чегараланмаганлиги келиб. чикади.

оо

Натижага биноан 2 Ьп катор узоклашувчи булади. Теорема исбот
И —  1

булди. '■
Худди шунга ухшаш куйидаги теорема хам исботланади.

■ 6- т е о р е м а. Фараз цилайлик,

2 a „= a 1-ba2+ ...+ ’an+... 2  Ьп= Ь 1-\-Ь2-1Г:.-\-Ьп-\-...
п=1' . , ■ 1

мусбат цаторлар берцлган булсин. Агар бу цаторларда
^± 1  («=1,2,3, .,.)

булса, у х,олда:
1) 2  Ьп цатор яцинлащувчи булса, 2  а„ щтор %ам яцинла-

л=1 /i=i ■ ■ f ■ ,

шувчи булади,
оо оо ' '

2) 2  а, щтор узоклашувчи булса, 2 Ьп цатор %ам узщ ла*
1 / ( п== 1 -

шувчи булади.



Одатда 5- ва 6- теоремалар солиштириш теоремалари дейилади. 
Энди мусбат каторнинг якйнлашувчи ёки узоклашувчи булиши* 

ни аниклашда куп фойдаланиладиган Коши х,амда Даламбер 
аломатларини келтирамиз.

К о ш и  а л ом а т и. Агар
оо '
2  a„=a,-f-a2-f ...4-ап+--П** I

мусбат каторнинг у мумий уади ап учун

" 1 .(« =  1,2, ...) •
Оо

б$лса, у  %олда 2  а„ к,атор ящнлашувчи булади,
П*=* 1

’ 7 5 ; >1 (я =  1,2, ...)
ОО ф ' '

булса, 2  ап к,атор узоклашувчи булади.
Я»1

оо -
И с б о т .  2 а„ мусбат катор учун

гх= 1 '

^ O n< q<  г  . <* 
булсин. Бу тенгсизликдан

an^qn
' •• во , .

тенгеизлик келиб чикади. 2  qп геометрик каторнинг якйнлашувчи
- П=* 1

эканини эътиборга олиб  ̂ 5-теоремадан фойдаланиб берилган
об '*
2  ап каторнинг якйнлашувчи. булишини топамиз.

п = Т

Агар

б^лса, унда a„2> 1 булиб, п-*-0 да а„ нинг лимити нолга тенг 
б^лмайди. Катор якинлашишининг зарурий шарти бажарилмайди. 
Демак, бу адпда катор узоклашувчи. Коши аломати исбот булди.

Бу аломатнинг куйидаги куринишидан амалиётда кенг фййдала- 
н и лад и.

оо
Агар; 2  ап мусбат катор учун 

1
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lim л!an=q
п-*- оо

булса, q< \  булганда 2 an катор якинлашувчи, q>  1 булганда
n= 1

^  катор узоклашувчи булади.
Д а л а м б е р  а л о м а т ц. Агар 2  а „= а 1 + а2+ а 3+ +  ...

*= 1
мусбат щаторнинг а„ ва ап+\ уадЛари (п=\,2, ...) учун

1 ,аrt
о о  1

булса, у уолда 2  ап к,атор якинлашувчи булади,

булса, 2  ап щатор узоклашувчи булади.
Л=1

И с б о т. Берилган 2  ап мусбат катор учун
л-'1

1

булсин. Бу тенгсизлккни куйидагича
а„,  , ял+1--- ■ (5)

ап я*

* 00 
ёзиш мумкин. Равшанкй, 2  qn геометрик катор (0<<<7<;1) якин-

jn ** 1
лашувчи. Унда (5) муносабатни эътиборга олиб, б- теоремадан

оо

фойдаланиб берилган 2 а.п каторнинг. якинлашувчи булишини
я = 1

топамиз.
Агар

булса, унда ап+1^ й л булиб, л-»-<х> да ап нинг лимити нолга тенг 
булмайди. Бу холда катор узоклашувчи булади. Даламбер аломати 
исбот булди.
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Бу аломатнинг куйидаги к^ринишидан<амалиётда кенг'фойдала| 
нилади:

сю

Агар 2  ап мусбат катор’ учун
4= 1

lim
П-+- оо **п

-булса, q < l  булганда 2 ап катор якинлашувчи, q~> 1 булганда|

эса катор узоклашувчи булади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

i-V-i+4+4+~+4+~22 З3 ‘ ' пп
#

каторни солиштириш теоремаларидан фойдаланиб якинлашувчи- 
ликка текширинг.

Каралаётган каторда а п—~ .4 fl
.Равшанки, 1

♦ V  J _ _ J —I— L _ l . . _|— 1— .

2я 2 22 2 я

геомегрик кагор булиб, у якинлашувчидИр. Бу катор учун 

л ^ З  лар учун
а „ < 6я . I

^  1 / 
эканлигини эътиборга олсак, 5- теоремага к^ра 21 ^  каторнинг

л =1 2 ,■ОО
якинлашувчилигидан 2  —  каторнинг хам якинлашувчилиги ке- 

. 1 л«= 1 ' 
либ чикади. ^ '

Демак, берилган Катор якинлашувчи. -
2. Ушбу '

°° I
s i

л=2
каторни солиштириш теоремаларидан фойдаланиб якинлашувчи- 
ликка текширинг.

Берилган каторнинг барча аддлари а „= ™ -  учун тенг-

сизлик уринли булиб, 2  — катор узоклашувчидир.п«= 1

%



OO J
в- теоремага кура 2  катор адм узоклашувчи булади.

л» 2'
Демак, каралаётган катор узоклашувчи. 

3. Ушбу ' х I ■ ^  ^I оо 

2
О

( 1+± у

каторни Коши аломатидан фойдаланиб якинлашувчиликка текши- 
ринг.

Каралаётган каторнинг умумий хади ап =

lim Ц ая — lim
V r t

О НУ учун

г
lim

О Н )"
булади. — <1 булган и учун Коши а ломатига кура берилган катор
якинлашувчи.

4. Ущбу
у  '

п ~ I п
каторни Даламбер аломатидан фойдаланиб якинлашувчиликка 
текширинг.

Бу катор учун
5 V

ЯЯ- „ > ®п+1

эканлигини эътиборга олиб - - нисбатни хисоблаймйз:

5я+ |(«+ Ч )!
("+!)

an+1 5я+1(пЧ-1)! пя
(я + 1)«+ 1

5-пя
5ял! (л + 1 )л ОН)1 \« ■

Равшанкй,

lim “я + 1 lim
д—*-оо Я-+-00 ОН)'

5е>1 булгани учун Даламбер аломатига кура берилган катор 
узоклашувчи.
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Биз 2-§ да мусбат хадли каторларни карадик. Энди ихтиёри 
хадли сонли (хадларининг ишораси ихтиёрий булган) каторларн 
караймиз. Аввало бундай каторларнинг якинлашишини ифодалай? 
д«,ган теоремани исботсиз келтирамиз.

Фараз килайлик
оо ,
2 а„=а,-}-а2 +  +  о.п -f- ...

я- i *
ихтиёрий хадли сонли катор булсин.

7-теорема, (б ) щторнинг якинлашувчи булиши учун Ve >  0 сон 
олинганда %ам шундай п, сон топилиб, барча п> П\ ва m— 1, 2, 3, 
... ларда |a„+i-f an+2 +  ... +  fln+ml тенгсизликнинг бажарилиши 
зарур ва етарли.

Энди (6) ихтиёрий хадли катор хадларининг абсолют кийматидан 
ушбу

l^il +  |а2|+ .. ,+  J a „ | 2  |anl (6')
n== 1

каторни тузамиз. Равшанкй, бу мусбат хадли катор булади.
оо

8- т е о р е м  а .Агар  2  I ап\ цатор якинлашувчи булса, у уолда
П=>\

<30

2  ап щатор %ам якинлашувчи булади.
л = t •

оо

' . И с б о т .  Шартга кура 2  \ап\ катор якинлашувчи. Унда 7-
п =  t

теоремага биноан, V e> 0  сон олинганда хам шундай rio^N 
топиладики, барча п>по ва пг— 1, 2, ... булганда

IflSn+il +  lan+2| +  ... -f- la«+ml < е
тенгсизлик бажарилади. Абсолют киймат хоссасидан фойдаланиб,

оо

2  ап каторнийг хаДЛДри учун
л=! .

I Ол+ 1 ~bfln+2 “Ь ••• “{“ Оч-f-ml I & п+ 11 |Ол + 21 "Ь ••• ~f" I Q-n +  m I 
булишини топамиз. Демак,

|On+i + a n+2 +  .:. +  an-f-m| < е .
00

7- теоремага асосан 2  аЛ катор якинлашувчи булади.
П=1

00
Э с л а т м а .  2  Дп ихтиёрий хадли каторнинг якинлашувчи булишидан

. ' ftnl , '
’ ОО
2 \ал\ каторнинг якинлашувчи булиши хар доим келиб чикмайди.

3-§. ИХТИЁРИЙ КАТОРЛАР. ЛЕЙБНИЦ ТЕОРЕМ АС И



4 - т а ъ р и ф .  Агар 2  |лл1 № тоР якинлашувчи булса, 2  а п
Я = 1 * п =* I

к,атор абсолют якинлашувчи дейилади.
( j  оо оо

5-таъриф ' .  Агар 2  Iа п\ ^атор узоклашувчи брлиб, 2  а п
п = 1 п = !

щатор якинлашувчи булса,' 2  а п шартли якинлашувчи к,атор де-
п=1

йилади.
Энди ихтиёрий хадли каторларнинг битта мухим хусусий 

холини — х'адларининг ишоралари навбат билан узгариб келадиган 
каторларни караймиз.

Ушбу ‘ ^
Ci — Cl -f- С.з — С4~Ь ... -j-( — l ) n Cn-\~ ••• (7)

катор хадларининг ишоралари навбат билан узгариб келадиган 
катор дейилади, бунда

Л е й б н и ц  т е о р е м а с и .  Агар (7) щторда Cn+1<  Сп ( п= 1, 2, 
...) булиб, i

lim C„—d -
П-*-оо

булса, (7 ) щтор якинлашувчи булади.
И с б о т .  Берилган (7) каторнинг 2п хадидан иборат иириндиси

А2п —  С\ —  С 2 - ) - С з — C 4  +  - . .  +  C2/I— 1 — Сгп
ни олайлик. Теореманинг Cn-t-i< С п (« =  1, 2, ...) шартидан.фойдала
ниб кетма-кетликнинг усувчи хамда юк'оридан чегараланганли- 
гини топамиз.

Аввало
Агп+г—А2п-\- (Сгл-н— C2rt+2) 2>Л2п (п =  1, 2, ...) 

булишидан { А 2 п }  нинг усувчи экани келиб Чикади. Сунг
Агп =  С \— Сг +  Сз —  С4-(-... +  С 2л—i —  Сгп —

=  С |— (Сг — С з ) — (С4—'Съ) — ...— {Cin- 2  — C2n-\) — C2/i<Ci 
, > 

булишидан эса {Лгп} нинг юкоридан чегараланганлиги келиб чикади. 
Шундай килиб {А 2п} кетма-кетлик усувчи хамда юкоридан чегара- 
ланган^ Демак, бу кетма-кетлик чекли лимитга эга:

lim А 2п= А  . (8)
п-*- оо

Энди берилган^ каторнинг 2n-fl та хадидан -иборат кисмий 
ЙИГИНД/iCII .

A2n+i — Ci — С 2  +  Сз — С 4 +  . . . — Сгп -f- С2п4-1 
ни олайлик. Равшанки; -



V

булади. Теореманйнг
/4гп+1 — П2п-j- Сг«-(г i

lim С„ — О

шартидан хамда (8) муносабатдан фойдаланиб топамиз:

2л-Н lim(/42„+C2n+i) — lim Аг„-^
п—*~ оо п~+- оо

-j- lim С2„+1 =  Л +  .

Шундай килиб, берилган каторнинг кисмий йигиндиларида?, 
иборат кетма-кетлик п~^оо да чекли лимитга эга булишинг) 
курсатдик. Бу эса каторнинг якинлашувчилигини билдиради 
Теорема исбот булди. 1 I

М и с о л л а р .  1. Ушбу !|
«j .

n=i V"
каторни абсолют ёки шартли якинлашувчиликка текширинг.

Равшанкй, бу катор ишораси навбат билан узгариб келадиган 
катор булиё, у Лейбниц теоремасининг шартларини каноатланти- 
ради:

\ J j

С п = = ~ у'й* с ».+> л а р  у ч у н  с « + ‘ < с «*

! \2) lim Сп— lim У я 0 .

Демак, катор якинлашувчи.
Энди каторни абсолют ёки шартли якинлашувчиликка текшира- 

миз.

( - П я+1 .
у п учун | а п\ — —р.- булиб, 2  — катор узок- 

Уп ■ , . |  v«
лашувчи экани маълугл^ 1-§ га каралсин). Бундан берилган каторни 
шартли якинлашувчи эканлиги келиб чикади. '

2. 2 ( - 1)
п = 1

текширинг.

Д+I smn 
я(« + 1) каторни абсолют якинлашувчиликка

Бу каторнинг умумий хади а, — ( — 1 )п+> УЧУЙ

\ *  J ' ' ‘ ■
тенгсизлик уринли булиб, 2  ~̂ 7Г1т у ,  катор якинлашувчидир ( 1-§

rt «*» I , / '
га каралсин). Демак, берилган катор абсолют якинлашувчи.
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1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к  т у ш у н ч а с и .  ,
Натурал сонлар туплами N- ва бирор X  сохада (XczR)

йникланган функциялар туплами F  берилган булсин. Х,ар бир 
Натурал n£N  сонга F  тупламдаги битта функцияни мос куйиш

п~+и„(х)
иатижасида хосил булган .

ui(x), U2 {x), ип(х), ... (9)
!

туплам функционал кетма-кетлик дейилаДи ва \ип(х)} каби 
белгиланади. Одатда - ип(х) функция (9) функционал кетма- 
кетликнйнг умумий хади дейилади.

М и с о л л а р .  1. Хар бир натурал п сонга -г-!—j  функцияни
п + х

мос куйиш натижасиДа ( оо; ,-j- оо) да берилган
j ; 1_______ 1 _ ■ 1

12 +  х4 ” 22 +  х 4 ’ 32 +  xi ’ " ' , п2

у •
функционал кетма-кетлик хосил булади.

2. Х,ар бир натурал п сонга nsin-~ функцияни мос куйиш нати-

жасида ( — <*>, +  оо) да берилган ушбу

. х sinx, 2sin-£, 3sin^,...,nsinA..-I £  ̂ tl '

функционал кетма-кетликка келамиз.
Фараз_килайлик, X  тупламда (X.czR) бирор

U | (X), U2 (х), «з (х) >•••, ип (х), ... - - 
функционал кетма-кетлик берилган булсин. X  тупламда хо нуктани 
олиб, берилган функционал кетма-кетликнцнг хар бир хадининг шу 
нуктадаги кийматларини карайлик: Улар

и 1 (хо), М2 (хо), Ыз (хо) ,..., ип (Хо) (9')

сонлар кетма-кетлигини ташкил этади. •
6-та-ъриф.  Агар (9') сонлар кетма-кетлиги якинлашувчи 

(узоклашувчи) булса, у %олда {ип{х)\ функционал кетма-кетлик 
Хо ну^тада якинлашувчи (узоклашувчи) дейилади, хо ну^та эса 
якинлашиш (узощлашиш) ну^таси дейилади.

\ип(х)} функционал кетма-кетликнинг барча якинлашиш (узокла- 
шиш) нукталаридан иборат туплам, унинг якинлашиш (узоклашиш) 
сохаси дейилади. ■ '

Айтайлик, М  туплам (M czR) {ип(х)\ функционал кетма-кетлик
нинг якинлашиш сохаси булсин. Унда М  тупламдан олинган хар бир

4-f. ФУНКЦИОНАЛ КЕТМА-КЕТЛИК ВА К.АТОРЛАР



х нук.тада функционал 'кетма-кетлик сонлар кетма-кетлиг 
айланиб, у якинлашувчи, яъни чекли лимит

lim и„(х)
П-+- оо . ' ' '

га эга булади. М  т^пламдан олинган хар бир х га унга мос келади 
сонли кетма-кетликнинг чекли лимитини мос куйсак, унда функц 
га эга буламиз. Уни {«„(х )} функционал кетма-кетликнинг лим 
функцияси дейилади:

’ lim « „ ( * ) “ /(*) .
п-*- ОО

Бу холда \itn\x) } функци он ал кетма-кетлик М  сох&да (М  соханинг 
бир нуктасида) f(x) га якинлашади дейилади. Бошкача кил 
айтганда, хар кандай е > 0  сон хамда хар кандай х (х(~М) нукт 
олинганда хам шундай п натурал сон п (у олинган е ва х ларг 
богчлик) топиладики, барча п > п о учун

I ип{х) — Цх) t < е
тенгсиЭлик бажарилади.

7- т а ъ р и ф. Агар Vs >  0 сон олцнганда %ам, фанате, га бог ли 
шундай по натурал сон топилсаки, барча п>па учун

\un(x)—f(x) |< е  _ •
тенгсизлик бажарилса, \ип(х)\ функцибнал кетма-кетлик М туплам- 
да f (x) га текис якинлашади дейилади.

М  и с о л л а р. 1. Ушбу
i 1 i 1 1+х’ 2-f*’ 3+ х п +  х -

функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси f{x) = 0' булади, 
чунки

lim ип(х) — l im— = 0 .
П-+- оо Я ~ \ ~ Х

‘ 2. Ушбу . '
. . sinx, 2sin ~  3sin ,..., «sin—,...J  о П

'функционал кетма-кетлик ихтиёрий х (х £/?) нуктада якинлашувчи 
булиб, унинг лимит функцияси /(х )—х булади. Хакикатан хам,

. Xsin—
lim ип(х) =  lim «sin — =  lim — —  • x—

V.» ’ oo n—► of> ft rt—><co • fj- - П\ Xsin—
=  x lim — 2- =  x . 1 =  x .n~+oo %

П
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I  2°. Ф у н к ц и о н а л  к а'т op т у ш у н ч а с и .
I Энди функционал катор тушунчаси била$ танншамиз.
[ Бирор X' тупламда (XczR)
j  и\(х), U2 (x) ....  un{x), (9)
'функционал кетма-кетлик берилган булсин.

8-т а ъ р и ф. (9) кетма-кетлик уадларидан ташкил топган

и\(х)+  U2 (x) -+-•••+ ип(х )+  ...
оо

ифода функционал к,атор дейилади. Уни кискача 2  ип(х) каби
П= 1

кам ёзилади: ' т

2  ип(х) =и^(х) -\-и2(х) +  ... -\-ип{х) ■+... ( 10)
П = 1

и\(х), и2(х), ... функциялар ( 10) каторнинг уадлари, и„(х) эса унинг 
умумий уади дейилади.

(10) функционал катор хадлари' ёрдамиДа куйидаги
-si(a-) = « i (х), •
s2(x) — ui(x) +  U2(x),
S3 (x) — u\(x) + U 2 (x) + m (x ),

sn(x) —U\ (x) -f-M2(x) + ... +  «„(x )

йигиндиларни тузамиз. Улар (10) функциона^ каторнинг кисмий 
йигиндйлари дейилади. ч J

Натижада (10) функционал катор берилгац хонда бу каторнинг 
кисмий йигиндиларидан иборат (s„(.*:)}:

•Sl(*), S2(x), ..., Sn(x), ... (11)
функционал кетма-кетлик хосил булади. х

9- т а ъ  р и ф. Агар п->-оо да {sn(x)} функционал кетма-кетлик
оо

хо нущтада (хо£Х) якинлашувчи (узоклашувчи) булса, 2  ип(х )
я — 1

функционал к,атор хо нущтада якинлашувчи (узоклашувчи) дейила
ди, ■ .

{«п(д:)} функционал кетма-кетликнинг якинлашиш сохаси мос
оо

2  ип(х) каторнинг якинлашиш сох>аси дейилади. {sn (jc)} нинг лимит
п — 1 ,

функцияси s (x ):
 ̂ lim sn(jc) =  s(jc)

П~+ оо
ОО ‘ ■

2  ип(х) функционал каторнинг йигиндиси-дейилади.



М  и с о л. Ушбу

5  хп~'=1  + л :+ х2+ ...+ д:п- ' +  -.
П== 1

функционал (геометрик) каторни карайлик. Бу. каторнинг хар би 
. ип(х) —хп~ 1 хади ( — со; сю ) да аникланган функциядир.

Геометрик прогрессия хадлари йигиндисини топиш формулас 
дан фойдаланиб берилган функционал каторнинг кисмий йигинд 
сини топамиз: ,

З Д  =  1+ * + * Ч . . . '+ * " - ,=  [  -1^ - агаР бУлса>
, ч я ;  агарх=1 булса.

Унда Vx£ ( — 1, 1) да

lim S n(x) =  lim 4 ~ ~  =  lim — --- l i m --
n —► оо n—*- oo * ^  n—*~ oo * %  n~*~ oo I X  I X

Берилган функционал катор ( — 1; l )  да якинлашувчи булиб 
:унинг йигиндиси S(x ) =  ~j~_y булади.

Агар х >  1 булса,
с  , , l - х "  '
S « W = T = 7 -

булиб,
Н т 5 „(х ) =  оо

n-t- оо . 1

булади.
Агар х=  1 булса,,

5 „(х ) — п
булиб, ^ 4

. lim S n(x) =  оо
п-^оо

-  , *

бумади.
Агар х^. — 1 булса,

булиб, оо да S n(x) нинг лимита мавжуд б^лмайди.
Шундай килиб, берилган геометрик катор |х|<1 булганда 

якинлашувчи, \х\ >  1 ва х =  ±  1 булганда эса узоклашувчи булади. 
Фараз килайлик, М  тупламда {M.czR) бирор

оо

2  ип(х) = « ,(х )  -\-и2{х) +  -\-ип(х) +  4. ( 10)
л = 1  4
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ункционал катор берилган ва шу тупламда якинлашувчи б^либ, 
нинг й и р и н д и с и  S (*) булсин:

lim 5Л(* ) =  £ (* )  .
Л- v  ОО

10- т а ъ р и ф. Агар (10) функционал каторнинг кисмий йигинди- 
даридан иборат {S „(x )} кетма-кетлик М  тупламда S (x ) га текис 
■якинлашувчи булса, (10) функционал катор М  да текис якинлашувчи 
дейилади. i .

оо

9- т е о р е м а. 2  ип(х) функционал цатор М  тупламда S (x ) га
п= 1

текис яцинлашиши учун
lim sup|S„(.x;) — S ( jc) | = 0

rt-*-oo

булиши зарур ва етарЛи.
оо

И с б о т .  Зарурлиги. М  тупламДа 2  ип(х) функционал катор
Л=1 .

текис якинлашувчи булсин. Унда бу каторнинг кисмий йигиндила- 
ридан иборат (5л(х)} кетма-кетлик S(x ) га текис якинлашади. 
Таърифга кура, V e > 0  сон олинганда хам шундай по6 N  топиладики, 
n>tto булганда М  тупламнинг барча х нукталари учун

I S n ( * )  —  S  ( х )  | <  е

булади. Бундан эса барча п > п о лар учун
1 sup |S„(x) — S(x)  |

х£М
булиши келиб чикади. Демак,

sup |S „ (^ )— in л:) •
х (XI '

Етарлилиги. (10) функционал каторнинг кисмий йигиндиларидан 
иборат {5п(дг)} функционал кетма-кетлик М  тупламда лимит функция 
S (x ) га era булиб,

lim sup |S n(x) — jS(jc)|.= 0
n~*~ oo x

булсин. Лимит таърифига биноан, V e > 0  сон олинганда' хам 
шундай n0£N  топиладики, барча/г>«о учун'

sup |S„(x ) — S (* ) |  < ехем ‘
булади. Равшанкй,

|S„(x ) — S (x ) |<sup|5„(A:) — S(x ) I (jc€M) .
.vt.M

К^йинги тенгликлардан эса Vx£М  учун.
l S n ( x )  —  5 ( х )  i < к

I
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J r
булиши келиб чикади. Бу эса ( 10) функционал каторнинг S(jc) , 
текис якинлашишини билдиради. Теорема исбот булди.

Куйида функционал каторнинг теще.якинлашишини таъминла 
диган, айни пайтда масалаларни ечиШда кенг фойдаланиладиг 
аломатни исботсиз келтирамиз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .  Агар
оо

, - 2  и„(х) = « ,(х ) + и 2(х) +  ••• +  « „(* ) +  ...
' п= 1

функционал каторнинг хар бир хади M (M czR ) тупламда

1М * ) | < С Я ( « = 1 , 2 , 3 , . . . )  
тенгсизликни каноатлантирса, ва

\

оо

2  C„ =  C,-j-C24---.+  С„+ ...
п ~  1

оо

сонли катор якинлашувчи булса, у холда 2 ип(х) функциона
л =  )

катор М  тупламда текис якинлашувчи булади. j

5-§. ТЕКИС ЯКИНЛАШУВЧИ ФУНКЦИОНАЛ КАТОРЛАРНИНГ 
ХОССАЛАРИ

Фараз килайлик, fa, b] сегментда бирор якинлашувчи
оо

2  un(x )— U\(x)-\-иг( х ) - \ - и п(х) -
-

функционал катор берилган булиб, унинг хусусий йигиндиси 
S« (* ) =и\(х) +...-(-ып(х ), ййгиндиси эса S (x ) булсин.

оо

1- х ос с а. Агар 2  ип(х) функционал каторнинг уар бир уади
. " ' vWип(х) (n =  1, 2, ...) [a,. 6] сегментда узлуксиз булиб, щатор Uiy 

' сегментда текис якинлашувчи булса,. у уолда функционал щтор 
йириндиси 5 (х ) функция [а, b] сегментда узлуксиз булади.

И с б о т .  Аввало [а, £>] сегментда ихтиёрий хо нукта оламиз.
оо

Шартга кура 2  и„(х) катор [a, b] да. текис якинлашувчи. УйД'а

Уе> 0  сон олинганда' хам шундай гс0 б N топиладики, V « > n 0 ЙЙ 
*х € [а, Ь] учун ' ■ у

.■ Ч  ’ • | S „ ( * ) - S ( x ) j < |  (12)

тенгсизлик бажарилади. Жумладан х=Хо да хам
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<?лади. Равшанки,
S „(x ) =  ui (x).+  U2(x) +  un(x)  ̂ r

функция [a, b) сегментда узлуксиз. Демак, у х =  хо. нуктада дам 
узлуксиз. Унда таърифга биноан; юкоридаги V e> 0  учун шунДай 
б> 0  топиладики, |х —Хо| <6  булганда

|S „ (x )- S „U o ) l  < 1  ( I2 " j

булади.
( 12), (12') в а ( 12" ) ,  муносабатлардан фойдаланиб топамиз:

IS  (х) — Sn(xo) | — I S (х) — S „ (х) -|-S „ (х) — Sn(xи) +
’-l-Sn(xo) — S (x 0) < .|S (x ) — S „(x ) | - H S „(x ) —

• - S n ( x o ) | +  |S„(x0) - S (x c )  I < - f + f + i ~ e •

Демак, Ve> 0  олинганда хам, шундай б > 0  топиладики, |х— Хо!< 6  
булганда

\S(x) — S(xo) I < е
булади. Таърифга кура S (x ) функция хо нуктада узлуксиз. 1- хосса 
исбот б\71ДИ.

оо

2-х о с с а .  Агар 2 ип(х) цаторнинг уар бир уади ип(х) -(п —
п=!

=  1,2,...) [а, b] да узлуксиз булиб, к,атор шу сегментда S  (х) га текис 
якинлашувчи б^лсц •хуолда

f °° ° ° г  ' ' '\ 2 un(x)dx — 2  \un(x)dx
а 11 " '  i

булади.
оо. •-

И с б о т .  Берилган 2  ип(х) функционал датор [а, й ]да 5 ( х )  га 
0=1

* оо

текис якинлашсин: S(x ) =  2 U„(x). Унда таърифга биноан,
п=1

Ve > 0  сон олинганда хам шундай по£М топиладики, V/f>n0 ва 
Vx £{а, Ь] учун

j S 4 * ) - S ( x ) l < e  (13)
тенгеизлик бажарилади, бунда

S n(x) = щ (х ) + « 2(х) ип(х).

jS „(x 0) - S ( x rt) | < |  ' (12' )

107



хам мавжуд. 
Энди

. п — \
каторнинг кисмий йигиндиси

-Ь ь

оо и

2 J un(x)dx

ни олиб

^ux(x)dx-\- ^иг(х)ёх +•••+ ^un(x)dx—
а ' а  а

Ь . ь
$ М * )  + « 2(*) +  •••+ un(x)]dx— ^Sfl(x)dx
а а

Ь ж  ■ b b Ь
 ̂ 2  un(x)dx— \)S n(x)dx— ^S(x)dx— ^S n(x)dx

аиирмани караймиз. Аник интегралнинг хоссасидан хамда (13) му: 
носабатдан фойдаланиб топамиз:

| |  2  un(x)dx— ^Sn(x)dx <  i j | S (x )  — S n(x) fd x < e [dx =  e(b-
■ a rt==* a a a

Бундан эса

lim П i un(x)dx— \sn(x)dx j=
■ Li " V-! • a J

- * o o  /  к Ь \  -1

lim J  2  un( x ) d x - i - ^ u n(x)dx \ 1=0,

яъни

С ' °° $\ '£ u„(x)dx=  2  \ a n(x)dx
I  "=1 n=1 n

экани келиб чикади. 2-хосса исбот булди.
6датд|(; бу хоссани функционал каторнинг хад лаб  интеграллаш 

хоссаси дейилади. . - .
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'is o o  . . . .

3 - xb cca .  % u„{x) функционал цатор fci, Ь\ да якинлашувчи 

булиб, унинг йигиндиси S(jc) б§лсин: '

S{x ) =  |  ип(х)
. /1=1

Агар 2 ы„(х) каторнинг уар бир уади ип{х) '(п— 1, 2, ...) [а, Ь] да
П = \

1 ~ 
узлуксиз и 'п (х )  (п =  1, 2, ...) уосилага ?га булиб,

00
2 ы„(х) ==U)(x) + и 2(х) +  ...+ «„(*■) -j-... 

rt = 1
функционал щатор £г, 6] <?а гекыс якинлашувчи булса,'у уолда 

(  2 - « „ ( * ) )  =  2 и«(х)
\п=1 / п=I

б$лади. '
оо

И с б о т .  Шартга кура 2 и^х) катор [а, b] сегментда текис

якинлашувчи. Унинг йигиндисини S*(x ) дейлик:
< ' 1

S*(x) =* 2 ип(х) . (14)
п = 1

Унда 2-хоссага куда $у каторни [а, х] сегмент ( а < х ^ Ь )  буйи^а t 
хадлаб интеграллаш мумкин ■ , ;

х х оо' ° ° Г
2 un(t)d t— 2  \un{t)dt.

1   ̂ — * — • [
Равшанки,

oo . * °°
2 \ u n(t)d t— 2 «„(0
»=.! - ‘ n=l

2  un{x) — 2 « „(a )
Лет 1 , ......_ t l = i

Демак, 

Агар I

=  S ( x ) - S ( a )

X

S(x ) -  S (a )  =  J  •
a \

( ^ S ' ( t ) d t ^

ft »  h ^  
5? ?  ft •&/ ^ ft j?*

x нинг
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эканини эътиборга олеак (2- боб. 3-§ га каралсин), унда I 

[ S (x )- S (a ) ] '=  ^ S \ t ) d t ^  =  S '(x )

булиб, , ' *
S ' ( . v )=S* (x )  (14'

булади. Унда (14) ва (14') муносабатлардан
( с» \ '  Оо

2 «»(*).,) =  2 ип{х)
П = \ / П: |

булишини топамиз. Хосса исбот булди.
Бу хоссани функционал каторнийг хадлаб дифференциаллаш 

хоссаси дейилади. 1

6-§. ДАРАЖАЛ И КАТОРЛ АР

1. Д а р а ж а л и  к а т о р т у ш у н ч а с,и. Ушбу
оо

 ̂ 2 а„хп= а0-{-ахх а % х 2 а„хп (15)
п=0

куринишдаги катор даражали щатор дейилади, бундй по, а, ..., а„,... 
узгармас хакикий сонлар. Улар (15) даражали каторнинг коэффици- 
фнтлари дейилади.

Масалан,
• оо

2 '*"= 1  + х + х 2+... +  хп +  ... ,
• . п =  О

~  к" х  J  г «

20 -«T=l + T 7 + i - + '+ V +  - . ’П = 0
даражали катсрлардир.

Даражали каторла^ 5- §. да урганилган функционал каторлар-
НИНГ ХусуСИЙ, ЯЫ1Г'-

и,(х) — а,,хп
булган -холидир. . '

10- т е о р е м а  ( А ^ е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар
оо ;

• 2  а Х =  a<rf «1 х + ... -f а Х +  • ■ •
л=0 '

даражали цатор х— %>(хьф0) нуцтада, якинлашувчи булса, у уолда 
х нинг

I х| <1 *о|
тенгсизликни цаноатлантирувчи барча нуцталарида даражали 
щтор абсолют якинлашувчи булади.



И c f) от. Модомики даражали катор х=хо (хо=^0) нуктада 
якинлашувчи экан, унда

оо

2  a^cl=a{)-\-a\XQ-\-a.jxl-\-. . . . . .
п = О '

сонли катор якинлашувчи булади. К,атор якинлашишининг зарурий 
шартидан эса

0
П-*- оо

булиши келиб чикади. Демак, {а„х$} кетма-кетЛик чегараланган, 
яъни шундай узгармас Л/>0  сон ^авжуд булиб,

\апх81 (V n 6 Â ) 
тенгеизлик бажарилади. Бу тенгсизликдан фойдаланиб топамиз:

\аХ\ = I аХо • —п I = \а̂ о\ • I “  Г  <  м 1 \~г Г  <16)I X q I I *0 ■ I *0 * .

Равшанки, U i c U o l  тенгсизликдан 1 —  1 <1 булиши келиб чика-
1 хО I

ди. Демак, ушбу

■+'И1̂ Г+-
геометрик катор якинлашувчи. Унда (16) муносабатдан хамда 2-§ 
даги теоремадан фойдаланиб

оо

2 I а Х \  =  I а01 +  |а хх\ +  |а^хI + ... +  |а у \  +...
л =  0

каторнинг якинлашувчи булишини топамиз. Бу эса берилган
оо

2 а ^ п даражали каторнинг абсолют якинлашувчилигини билдира-
л =  0 • fI

ди. Теорема исбот булди.
со

Бу теорема 2  а^с" даражали катор хо(хоф^О) нуктада якинла-
•л=0

шувчи булса, у { — \ха\, Uol) интервалда абсолют якинлашувчи 
булишини ифодалайди (15-чизма).

11- т е о р е м а. Агар
\ оО

п *= О

даражали цатор х—х\ нуктада узоклашувчи булса, у уолда х нинг-
' U.l > U i |
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тенгсиэликни каноатлантирувчи барча кийматларида узоцлцшув 
булади.

И с б о т .  Тескарисини фараз килайлик. Берилган даражал’ 
кат.ор jo нуктада узоклашувчи булса хам |jr|>>|jci| тенгсизликн; 
Каноатлантирувчи бирор х* .нуктада (|x*| > |x i| )  якинлашувч 
булсин. У холда Абель теоремасига кура бу катор \х[<с\х* 
тенгсиэликни каноатлантирувчи барча х нукталарда якинлашувч 
булади. Жумладан юкоридаги xi нуктада хам якинлашувчи були 
колади. Бу эса каторнинг xi нуктада узоклашувчи булиши шартига; 
з^дднр. Демак, каралаётган даражали катор х нинг. |jc|>|a:i| 
тенгсиэликни каноатлантирувчи барча кийматларида узоклашувчи 
б^лади. . '

Теорема исбот булди. /
оо I ’

Бу теорема 2  а„хп даражали катор х\ нуктада узоклашувчи
п = 0 (

булса, у ( — оо; —  |*1 U (U i l ,  + ° ° )  тупламда хам узоклашувчи 
булишини ифодалайди (16-чизма). ,

вг.
\*А

15- чизма ‘16- чизма

2. Д а р а ж а л и  к а т о р н и н г  я к и н л а ш и ш  ра д и  у с и  ва 
я к ' н н л а ш и ш  и н т е р в а л  и. Бирор

оо
2 а пхп= а 0Ц-а1х + а 11х2+... +  а У + .. ,  (15)

П = 0 ,
даражали катор берилган булсин. Айтайлик, бу катор хо(хоФО) 
нуктада якинлашувчи, xi нуктада узоклашувчи булсин. Унда 
(15) даражали катор 10- теоремаларга мувофик f  нинг

\x\C\xo\
тенгсиэликни каноатлантирувчи барча кийматларида'якинлашувчи,

1 " "  }х\ >  U ii
тенгсиэликни каноатлантирувчи барча кийматларида узоклашувчи 
б^ладй- Равшанкй, бунда U o l< l* i|  булади. Агар (15) даражали 
катор яна бирор х' нуктада якинлашувчи булса, унда

/, ■ , | * o l^ U ‘ K U i l  (17)
тенгсизлик бажарилади. Берилган даражали каторнинг якинла
шувчи буладиган нукталар тупламини {|х|} билан белгилайлик. 
(17) ' муносабатдан {|лс|} тупламнинг юкоридан чегараланган 
булишини ’топамиз. Маълумки, бундай тупламнинг аник юкори 
чегараси мавжуд булади. Уни г билан белгилайлик:

sup {U |}= r. (18)
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Эн4и X  НИНГ I

U I < г
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида (15) даража
ли каторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз.

(17) тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий х олинганда хам, 
аник юкори чегара таърифига кура шундай х топиладики, \х\ <г
<  |х*| < г булиб, х* нуктада катор якинлашувчи булади. Унда Абель 
теоремасига кура х нуктада даражали катор абсолют якинлашувчи 
булади.

Худди шунга ухшаш х нинг
|х|>Г

тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида (15) даража
ли катор узоклашувчи булиши курсатилади.

Натижада, шундай г ( г > 0) сон топиладики, (15) даражали катор 
х нинг \х\<.г тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида 
абсолют якинлашувчи, \х\>г тенгсизликни каноатлантирувчи 
кийматларида эса узоклашувчи булади.

11- т а ъ р и ф .  (18) муносабат билан аник,ланган г сони
оо *
2 а Х  даражали к,аторнинг якинлашиш радиуси дейилади.

п =  0

( — г, г) интервал шу даражали каторнинг якинлашиш интервали 
дейилади.

(15) даражали катор х = ± г  нуктада якинлашувчи хам булиши 
мумкин, узоклашувчи хам булиши мумкин.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
\+ х + х2 +  ...+хп +  ...

даражали катор (геометрик катор) нинг якинлашиш радиуси r=  1, 
якинлашиш интервали ( — 1, 1) булади. Бу катор г = ± 1  нуктада 
узоклашувчи, чунки

1 +  1 +  1+ - • +  !+•••. ' . 
1-1 +  1-1 +  ...

сонли каторлар узоклашувчидир.
2. Ушбу • -

х  ^  х3 х п

Т  Т У п2
дар‘ажал.и каторнинг якинлашиш радиуси r=  1, якинлашиш интерва
ли эса ( — 1, + 1 ) булади. Бу катор r = ±  1 нуктада якинлашувчи 
булади. Чунки,



. каторлар якинлашувчидир. Демак, берилган даражали каторнинг 
якинлашиш сох,аси [— 1, 1] сегментдан иборат.

Энди даражали каторнинг як^ндашиш радиусини топиш
* имконини берадиган теоремаларни келтйрамиз.

12- т е о р е м а. Бирор
« .V

ОО

2  .Яя*Л=  О- о4" а I x~j~ а • • - +  впх'г~Ь ■ ■ ■
/1 =  0 ,

даражали цатор берилган булсин. Агар бу цаторда

lim у  j а,; =  I
Л-v ОО

оо
лимит мавжуд булиб, 1ф 0 булса, у уолда 2 а,рс" даражали

п=0

цаторнинг якинлашиш радиуса
1

г ~~1
булади.

И с б о т .  Айтайлик

lim ^ )а п 1 — I, I Ф  О
П—*~ оо

булсин. Бу тенгликдан фойдаланиб топамиз:

lim -\j\ay\ =  lim ^ Ja J  • \х\ =1 • \х\.
п~*~ ОО п~-*- оо

Коши аломатига кура
I ■ \х| <  1, яъни \х\ <  у

сю

булганда 2  а^сп катор якинлашувчи,
я=0

/• \х\ 1, ЯЪНИ U l > y  , •

б^лганда эса катор узоклашувчи булади.
Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш радиуеи

г =  у  га тенг булар экан. Теорема исбот булди.

13- т е о р е м а. Агар

2  а Х = а й+ а 1х-\-аг̂ + ... +  аХ-\-- 
/1=0 .

даражали цаторда
lim | > н- I =  I
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лимит мавжуд булиб, 1Ф  0 булсин, у уолда даражали цаторнинг 
якинлашиш радиуси

1
r ~  1

булади.
оо

Й с б о т, Айтайлик, 2  а„хп даражали каторда
л=0

lim I -а"+~ I = 1, 1фЪ ,
Л - » -  ОО I Q f l  I

булсин. Бу тенгликдан фойдаланиб топамиз:
„л  +  1

lim ип + 1А ап+1 ' *
а х*

Даламбер аломатига кура

Иш • \х\=1

1-\х I <  1, яъни |дс| <  ~
оо

булганда 2 катор якинлашувчи,
rt = 0

* 1t-\х\ >  1, яъни \х\ >  —
%булганда эса катор узоклашувчи булади. Демак, берилган 

даражали каторнинг якинлашиш радиуси r=-j- га тенг экан. Тео

рема исбот булди.
Э с л а т м а .  Юкоридаги 12 ва 13- теоремаларда / =  0 б^лса, унда 

даражали каторнинг якинлашиш радиуси г=  оо булади. 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

• V ( - ■ ) ; /  . :
п - I 3" у  л

даражали каторнинг якинлашиш радиуси хамда якинлашиш 
интервалини топинг.

Берилган даражали катор учун

( - 1)" ^  1 
3re- l v « ’ n+1, зяупТТ

а.+1 =  ( ~ 1-)"+| . ( - 1)" в  _ .1
: ап . Злл/л+Т ’ 3п~'л/« 3 У  ” "*-1’Vn + 1 3" У  

булиб, ■ '
1lim - - =  lim v  —

Л—*- ОО I ап I ■ П-*-00  ̂ . V 3
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булади. Дёмак, каралаётган даражали каторнинг якинлашиш, 
радиуси г — 3, якинлашиш интервали эса (— 3, 3) булади,

2. Ушбу

, „ = I п. 2я
даражаЛи каторнинг якинлашиш радиуси хамда якинлашиш 
интервалини топинг.

Берилган катор учун

п • 2' . 2
булиб,,

-2

булади. Демак, каралаётган каторнинг якинлашиш радиуси - 2, 
якинлашиш интервали эса ( — 2, 2) булади.

3. Д а р а ж а л и  к а т о р н и н г  х о с с а л а р и  
Бирор

2 а Х ~ а 0+ а 1х +  а2х2+,.. +  апхп+... (15)

даражали катор берилган булсин.
1- х ос с а. Агар (15) даражали каторнинг якинлашиш радиуси 

г (Г(>0) булса, у уолда бу щтор [— х% хо] сегментда (О с х о с г )  текис 
якинлашувчи булади.

И с б о т .  дго€ (— г, г) булганлиги сабабли

2  I а„| |а0| + 1 Oil •Яо'Н аг1 'х\~¥ ■■■ +  I a J  *о+ (19)

(19')
сонли катор якинлашувчи. Равшанкй, Ухв[—хо, х] учун

ЫпХ№\ <  [ап\-Хо
булади. Унда (19') муносабатдан хамда (19) каторнинг якинлашувчи 
б^лишидан (Вейерштрасс аломатига кура) берилган (15) даражали 
каторнинг [—хо, Хо] да текис якинлашувчи булишини топамиз. Хосса 
исбот булди. '. ‘ '

2- х о с с а .  Агар (15)даражали к,аторнинг якинлашиш радиуси
ОО -

г {г > 0 )  булса, у уолда бу . щаторнинг йигиндиси S (х) =  2  а /
П = 0

( — г, г) да узлуксиз функция булади.
И с б о т .  Берилган даражали каторнинг якинлашиш интервали 

( — г, г )  га тегишли булган ихтиёрий хо нукта ни олайлик. Равшанкй, 
IJfot < Г  булади, Унда . |хо| С c<Zr тенгсиэликни каноатлантирувчи

м в



с сони учун [— с' с ] с ( —- г, г) булиб,, 1- хоссага кура 2  а /  да-
/1 =  0

ражали , катор [— с, с] да текис якинлашувчи булади. Текис 
якинлашувчи функционал каторларнинг 1- хоссасидан фойдаланиб, 
берилган катор йигиндиси S (x ) нинг [— с, с] да узлуксиз, жумладан 
хо нуктада узлуксиз булишини топамиз. хо нукта ( — г, г) га тегишли 
ихтиёрий нукта булганлигидан катор йигиндиси S (x )1 нинг ( — г, 
г) интервалда узлуксиз экани келиб чикади. Хосса исбот булди.

Текис якинлашувчи функционал каторларнинг хадлаб интеграл- 
лаш , хамда хадлаб дифференциаллаш хоссаларидан фойдаланиб 
даражали каторларнинг куйидаги хоссалари хам исботланади.

3-х ос с а. Агар (15) даражали цаторнинг як,инлашиш радиуси 
г ( г > 0) булса, бу щаторни [a, b] ( [a, b]cz ( — г, г )) сегментда хадлаб 
интеграллаш мумкин.

4- х ос с а. Агар (15) даражали каторнинг якинлашиш радиуси ' 
г (г> 0 ) булса, ( — г, г) да бу каторни хадлаб дифференциаллаш 
мумкин.

4. Ф у н к ц и я н и  д а р а ж а л и  к а т о р г а  ёйиш.  Маълумки, 
Д х ) функция х — Р нуктанинг ( — 6, б) атрофида ( б > 0) /', 
тартибли хосилаларга эга булса, у холда

f ( x ) = m  +  ^ x  +  ^ x 2+ ...+  f̂ x n+ r n(x) , (20)
Тейлор формуласи уринли булар эди, бунда гп(х) колдик хад.

Фараз килайлик, Дх) функция ( — 6, б) да исталган тартибдаги 
'хосилага эга булсйн. Бу хол

йигинди хадлари сонини хар канча катта килиб олиш имконини 
бериб, куйидаги ; .

д о ) +  , (20')

даражал^ Каторни хосил килиш мумкин булади.
Одатда (20') даражали катор Дх) функциянинг Тейлор катори 

дейилади. ^
14- те  йр е м а. Д х ) функция ( — г, г) интервалда (л> 0 ) исталган 

‘ тартибдаги хосилага эга булсин. Бу функциянинг Тейлор катори

' ■ / (0) + Ш - х  +  f- ^ x 2+ ...+  f̂ - x ' '+ . . .  (20')

якинлашувчи булиб, йигиндиси f(x) га тенг булиши учун унинг 
.Тейлор формуласи , •

ю ч т +  u f * + ^ + . . . +

да г и г„(х) колдик хад п->-оо да нолга ирилиши зарур ва етарли.

it*. Ч  w ■
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с б о т. Зарурлигй. (20') к,атор якинлашувчи булиб, йигиндиси 
f(x) га тенг булсин:

f (x )*= f(0 )+ £ f- x  +  2, , fw (0 f-хг+ ...+ я! -Xя +
(« + !)
(0) ■

(n + l)!'
1

(2i )
Бу тенгликни- куйидагича

f(x) =  S„(x ) + rn(x) 
ёзиш мумкин, бунда

(20'') каторнинг кисмий йигиндиси, г„(х) — колдик х,ад. Равшанкй, 
Ух € (— /■, г) да -

булиб, ундан

lim S n(x )= f(x )

lim r„(x) =  lim [f(x) — S n(jr)]= 0

булиши келиб чикади. -
Етарлилиги. Энди

lim гп(х) = 0  ( Ух € (— /-, г )) ,
п-~*- оо

булсин. Унда (21) муносабатга кура
r „ (x )= f (x )— S n(x)

булиб,

> [ f (x )- S „ (x ) ]= 0 ,
п—►ОО .

Я Ъ Н И  «v ,

lim S n(x )= f(x )
П~*~ ОО j

булади. Бу эса (20') каторнинг йигиндиси f(x) га тенг эканнни 
билдиради. Теорема исбот булди.

Демак, f(x) функция ( — г, г) да (г > 0 )  14-теореманинг 
Шартларини каноатлантирганда

/(*)= /<  o) +  ^ + £ f

булади, Бу холда /(х) функция даражали каторга ёйклган дейилади.
Энди баъзи элементар функцияларнинг Тейлор каторларини 

келтирамиз.



а) /(дс)=агв* ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к а т о р и .  Маълумки, 
Дх) =е? функция ихтиёрий [— а, а] да (а > 0 ) исталган тартибдаги 
Хосилага эга б^либ, унинг Тейлор формуласи

e‘= ' + i  +  -£+■•■+-£+'■>« '

булади. Бунда колдик х,ад Лагранж куринишида куйидагича

' ' r . ( x ) - 1^ Tiete (q < 0< i )

булади (каралсин, £1 ], 20- боб). Ихтиёрий х£ [— а, а] да
евх̂ е а

булишини эътиборга олиб топамиз:

*  - Q x  I ___  l * !  0

(я+ 1)! I (п + 1)! ^  (и+1)!- 
Бундан эса

limr„(x) =0
ft-*- oo

булиши келиб чикади. Демак,/(x) = ех функциянинг Тейлор катори

X 1 | | | | ^  I ч-

е * = 1 + ^ +  2!+  •"+•„-+••• >

б^лади.
б) f(x) « s in x  фу н к ц и я н и н г Т е й л о р  к ат  ор и. f(x ) =  sinx 

функция ихтиёрий [— а, а} да ( а > 0) исталган тартибдаги х,осилага 
эга булиб, унинг Тейлор формуласи

«in* -  * - ! - + 4 -  - + ( - i ) ’ " , i £ l r ! + гМ  "
булади. Бу формуладаги колдик хад г2п(х) нинг Лагранж кури- 
нишидан фойдаланиб

а2п + 1
(2/г+1)!

булишини топамиз. Бундан эса . 4
limr2„(x )= 0

п~*-оо

булиши келиб чикади. Демак, Дх) =  sinx функциянинг Тейлор 
катори '

„3 5 2п-1
sin * ~ x - ^ - f i - . . . +  ( - 1) л- ' 12̂ т у ]+ . . .

булади.



... в) /(дс) =cosx ф у н к ц и я н и н г Т е й л о р  к а т о р  и. б) холдаги 
каби f(x\ =  cos* функциянинг Тейлор катори

■ c o s x = I- ^  +  ^ — , .+  ( - 1) » ^ + . . .

булиши келиб чикади.
Функцияларни даражали каторларга ёйишнинг бошКа усуллари 

Хам мавжуд. Куйида бундай усуллардан бирини келтирамиз. 
Айтайлик, f(x) =  In (1 +дг) функцияни даражали каторга ёйиш лозим 
булсин. Бунинг учун, аввало, ушбу

1 — х-\-х2 — х3-\-... 
каторни караймиз. Бу геометрик катор булиб, ( — 1, 1) да текис 
якинлашувчи. Унинг йигиндиси,-у-—- га тенг (q= — х, каралсин,

[1], 20-..боб). Домак, -

х +  х2 — х3+... ( — 1< х < 1)

Кейинги тенгликни [0, х] оралик буйича хадлаб интеграллаб
X X X X X
 ̂ ^dx— Ŝ xdx-{- ^x2dx— Jjc3djc-+-.- .

О 0 0 о о
яъни

i n ( i + x ) = x - 4 + 4 ~ 4 + -  (22)
булишини топамиз. Равшанкй, х==1 булганда (22) тенгликнинг унг 
томонидаги катор

■ 1 - 1  +  - L - - L + . . .  '2 ’ 3 . 4
куринишдаги сонли катор булиб, у Лейбниц теоремасига кура 
якинлашувчи булади. Демак, ,

X2 х3 X4 '
1П(1 + Х )  = Х — ^  -  у -  +  . . .

катор ( — 1, 1] да якинлашувчи булар экан.
М  и с о л. Ушбу

 ̂е **dx 
о

интегрални-такрибий хисобланг. ■ , '
F (x )= e x функциянинг даражали каторга ёйилмаси

2 3х 1 I X . X , X . '
е = 1 +Т? +  .-аг +  ~зГ +  -
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дан фойдаланиб

-х2 1 X2 . х4 Xя .
в ~~ 1! 2! 3! ^  "

булишини топамиз. ,
Равшанки, ушбу

е ж  1 х  4- 2| 3, + . (|, 5! ,+ 6!
Лтакрибий формуладан

f  i f ,  2 , X4 х 6 , л:8 * 10 . х 12 . ,
\ е  dx Ж X +  2 ! , 3 1 +  4 1  5! +  6! ^
0 0

келиб чикади. Бу такрибий тенгликнинг унг томонидаги интегрални 
вдсоблаймиз: S

„4  „ 6  ■ „ 8  „10  J 2 \
)dx--

И - И 6 ■ г8 „10 12 N
1- ^ + 1 г - 1 г  +  -4Т‘- ^ г  +  - б г )

о Ч

/ *3 5 /  *"■ * 13 \|
3 +  2 !-5  3 !-7  4 !-9  ~ 5 М I  ^  6 М З / 1 о

=  1 —у  +  1320" Тзёо ~  0,7469 •

Демак,
' , 1 ■ ' ' ' 

 ̂ e~*‘dx «  0,7468 .
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5 - Б О Б

КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР, УЛАРНИНГ ЛИМИТИ 
ВА УЗЛУКСИЗЛИГИ

Биз «Олий математика асослари»нинг 1-томида у**/(х) функция 
тушунчаси билан танишдик ва уни. б^тафсил ургандик. Бундд 
функция битта эркли узгарувчи х гагина борлик эди. Шунинг

1 учун уни бир узгарувчили (бир аргументли) функция дейилган эди. 
Табйатда, техникада учрайдиган купгина микдорлар бир неча 

эркли узгарувчиларга борлик булади. Масалан, томонлари х  ва 
у булган турри туртбурчакнинг юзи

S = x - y
булиб, у икки х ва у  узгарувчига боглик.

Ер юзининг хар бир нуктасидаги хаво хароратиучта  узга
рувчи—; шу нуктани аникловчи параллел, меридиан хамда вактга 
борлик булади.

Шунга ухшаш мисоллар жуда куплаб учрайди.
Бир неча узгарувчига боглик булган микдорларни урганиш: куп 

Узгарувчили функция тушунчасини киритилишини хамда уни 
Урганишни такозо этади. ,

Соддалик учун икки узгарувчили функцияларни караймиз. 
А ввал о /?2 фазо тушунчаси билан танишамиз. ,

1-§. R2 ФАЗО ВА УНДАГИ БАЪЗИ БИР ТУШ1АМЛАР

Икки х ъа у  узгарувчи микдорлар (*£/?, уб/?) берилган булиб, 
уларйинг кийматларидан (х, у) жуфтликларни хосил киламиз. 
Бундай жуфтликлардан ташкил топган ' . v

{(л:, у) :  * € Я , у£Щ ( 1)

тупламни караймиз. ( 1) тупламнинг элементи нукта дейилади в,а уни 
битта харф билан, масалан, М харфи билан белгиланади:

М = ( х ,  у),
Текисликда Декарт координаталар системасини одиб, абсцисса 

Укида х  Узгарувчининг кийматларини, ордината Укида эса 
у  узгарувчининг кийматларини жойлаштирамиз. У х,олда (х , 
у)  жуфтлик, текисликда координаталари х  ва у  булган М нуктани 
ифодалайди (1 7 -чизма).

Ушбу {(х, у) :х£ $, y£ R ] тупламда ихтиёрий икки (xi,//i) хамда (х2, 
Уз) нук^аларни олайлик. Равшанкй, бу нукталар текисликда
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м

17- чизма

координаталари х\ ва у\ булган Mi нуктани, координаталари хг, уч 
булган М2 нуктани ифодалайди. Аналитик геометрияда келтирилган 
формулага кура бу нукталар орасидаги масофа

р(М ь М2) =  У ( х 2—x , ) 2 - f  (Уз—У\)2

була^ди. Бу масофа куйидаги хоссаларга эга:
1°. Хар доим p(Afi, М2) ^ 0  булиб, p(M i, М г )= 0  да х> =  х2, у\ =  г/2 

ва аксинча Х) =  Х2 , #1= г/2 булганда p(Mi, М2) = 0  булади.
2°. р (М ь М 2) = р ( М 2, М ,) .
3°. р (М ь Мз) < p (M i ,  М2) - f  р (М 2, Мз)

(бунда Мз — координаталари хз хамда уз булган нукта).
Одатда

{'(*, y):x£ R , y€R )

туплам R2 фазо (икки узгарувчили Евклид фазоси) дейилади.
Юкорйда айтилганлардан R2 фазонинг геомётрик тасвири 

текисликдан иборат булишини курамиз. ,
Энди R2 фазодаги (текисликдаги) баъзи бир тупламларга 

мисоллар келтирамиз. v'
1. (а, Ъ) £./? нукта х,амда бирор узгармас мусбат г сон берилган 

булсин, Ушбу
{(х, у) €/?2: (х — а ) 2+  (у— 6 ) 2< г 2} (2 )
({(-«, у) (л: — a ) 2-f-(t/

туплам R 2 фазода ёпиц дойра ( очищ дойра) дейилади. Бунда (а, 
ft) нукта дойра маркази, г эса дойра радиуси дейилади (18- чизма). 

Куйидаги

\(х, y) £R2-. (х.— а ) 2 +  (у — й )2= г 2}

туплам айлана дейилади. У (2 ) доиранинг чегараси булади.
2. Айтайлик, а, Ь, с, d — узгармас хакикий сонлар булиб, a c b :  

c c d  булсин. Ушбу

' {(дг, y ) € R 2: a s ^ x ^ b ,  c ^ y ^ d }
(\(xy y)X R  - а < х < Ь ,  c < y < d } )

туплам R2 фазода ёпик, тугри туртбурчак ( очик, туррй туртбурчак) 
дейилади (1 9 -чизма).
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3. Ушбу .

, {{х, y ) £ R 2-. x^zy, y^zQ, x + y ^ h )
туплам R2 фазода сймплекс дейилади, бунда h — мусбат соН| 
Симплекс (simplex) лотинча суз булиб, у содда деган маънон^; 
англатади (2 0 - чизма).

2-§. Я 2 ФАЗОДА ОЧИК, ХАМДА ЁПИК ТУПЛАМЛАР

R2 фазоДа бирор А =  (а, Ь) нукта хамда е мусбат сонни олайлик.
1- т а ъ р и ф. Ушбу

{ (x t y )£ R 2: (х — о ) 2+  (у — 6 ) 2< е 2}
очик; дойра А нущтанинг атрофи (е-атрофи) дейилади ва уни U (А, е) 
кабы белгиланади: ’

U{A, e ) = { (x ,  y } e R 2'- (х — а ) 2+ ( у  — 6 ) 2< е 2}.
R2 фазода бирор G туплам берилган булсин.
2- т а ъ р и ф. Агар G тупламнинг А — (а, Ь) нуктаси узикинг бирор 

U ('А, е) атрофи билан бирга шу тупламга тегишли, яъни

А = ( а , 6) (; G 3 е > 0 ,  U (А, е) с :  G '

булса, у уолда  А нук;та G t y пламнинг ички нущтаси дейилади.
3- т а ъ р и ф. Фак,ат ищи нущталардан ташкил топган т§плам  

очик; туплам дейилади. Щасалан, R2 фазода очик дойра очик туплам 
булади, , . '

4- т а ъ р и ф. Агар А — (а,Ь) нущтанинг исталган U' (А, е) атррфида 
( V g> 0 ) G тупламнинг Л нуктадан фар^ли камида битта нуктаси 
бС/лса, А нук,та G тупламнинг лимит нуктаси' дейилади.

Равшанкй, А нукта G тупламнинг лимит нуктаси булса, 
Л нуктанинг ихтиёрий атрофида G тупламнинг чексиз куп нуктадари 
булади. •

R* фазодаги куйидаги

, { (х, y )E R 2: ( х —а ) 2 +  (у — Ь)2^ г ? }

ёгшк доиранинг хар бир нуктаси шу тупламнинг лимит нуктаси 
булади. '



R2 фазодаги / . <

{ (л:, y ) e R 2- (х — а ) г + ( у  — 6 ) 2< г 2} (3 )

очик дойра

{(*. У) 6R2: ( х ~ а ) 2+ ( у ~ 6 ) 2= г 2}

тупламнинг хар бир нуктаси лимит нуктаси булади.
Келтирилган мисоллардан куринадики, тупламнинг лимит 

нуктаси шу, Тупламга тегишли булиши хам мумкин, тегишли 
булмасдан колиши хам мумкин экан.

5- т а ъ р и ф. Агар F тупламнинг (F c z R 2) барча лимит нук,талари 
шу тупламга тегишли булса, F ёпик, туплам дейилади.

Масалан, #2 фазода ёпик дойра ёпик туплам булади. R2 фаэода 
бирор М тупламни олайлик. Унда

R2\M

туплам М ни /?2 га тулдирувчи туплам дейилади. ,
Агар A — (a, b )£ R 2 нуктанинг ихтиёрий V (А , е) атрофида 

( V e > 0 )М  тупламнинг хам, R2\M тупламнинг хам нукталари булса, 
А нукта М туцламнинг чегаравий нуктаси дейиЛаДи. М тупламнинг 
барча чегаравий нукталари унинг чегарасини ташкил этади. Одатда 
М тупламнинг чегараси д(М )  каби ёзилади.

6 - т а ъ р и ф. Агар R2 фазода шундай

U o = {  (х, у) £R2: х 2+ у 2< г 3}
' ■ ■ I

очик дойра топилсаки, . ,

. ' - > MczUo

б$лса, М чегараланган туплам дейилади.
Чегараланган ёпик туплам компакт, тЦплам , (Ын компакт) 

дейилади. .
R2 фазонинг (jc, у) : '

x = a i/ 4 -P i ,

y  =  0L-2t +  f c
(бунда a i ,  0 i, a 2, 02 — узгармас сонлар) нукталаридан ташкил топган

> { (х, у)  6 Я2: x =  a ii- f -Pu  t/ = a2* - f 02}

туплам равшанки, т^три чизик'тайцкил килади. фазода ихтиёрий 
(a i, 6 i ) ва (02, 6а) нукталарни олайлик. Унда ушбу

{ (х, у) £R2: (x= a\ -j~ t(b i— ai ) ,  y=*a2- H (&2 —аг)} '

1
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туплам (fli, bi) хамда (аг, £2) нукталарни бирлаштирувчи турри чизи 
кесмасИ булади. Чекли сондаги турри чизик кесмаларини бирлашти-* 
ришдан ташкил топган чизик синик; чизик, дейилади.

7 - т а ъ р и ф .  R2 фазода М тупламни карайлик. Агар М туплам _ 
нинг ихтиёрий икки нук,тасини шу тупламга тегишли булган синиц; 
чизик, билан бирлаштириш мумкин булса, М богламли туплам  
дейилади.

8 - т а ъ р и ф. R2 фазода очик, ва богламли булган туплам соуа деб  
щалади. '

Масалан, R2 фазодаги очик дойра соха булади.
' /

3-§. ИККИ УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР

Фараз килайлик, R2 фазода бирор М туплам берилган булсин.
9 - т а ъ р и ф .  Агар М тупламдаги уар бир (х, у )  нуктага бирор 

Коида ёки конунга кура битта хакикий и сони (u£R) мос куйилган 
булса, М тупламда ’ икки узгарувчили функция берилган (аниК- 
ланган) деб аталади ва уни

u = f ( x ,  у)

каби белгиланади. Бунда М — функциянинг аникланиш туплами, 
х ва у  эркли узгарувчилар .функция ар'гументлари, и эса х ва 
у  узгарувчиларнинг функцияси дейилади.

М и с ол л а р. 1. R фазонинг хар бир (х, у) нуктасига jc2+ y 2 сонни 
мос к^йиб, ушбу

функцияга эга буламиз. Бу функциянинг аникланиш туплами 
R булади. , *

2v R 2 фазода М = { ( х ,  у) £/?2: х 2+ у 2*̂ . 1}тупламнй олиб, унинг

хар бир (х, у) нуктасига -\J 1 — х 2—у 2 сонни мос куйиш натижасида

и =  л/ 1 — х 2— у 2 ■■ '

функция хосил булади. Бу функциянинг аникланиш туплами 
маркази (Q, 0) нуктада, радиуси I га тенг булган ёпик дойра
М=={(х, y )£ R 2: *2-f-t/2<  1}дан иборат,

Айтайлик, u —f (х, у) функция М  тупламда (M czR)  берилган 
б^лсиц. (х, у) нукта М  тупламда узгарганда функция кийматлари 
хакикий сонлар тупламида узгариб, ушбу *

{f ix ,  У)- ix, у )  ем }

хакикий сонлар тупламини хосил килади. Бу функциянинг 
к,цйматлари туплами  ёки функциянинг узгариш соуаси (туплами) 
дейилади. •
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Масалан, и =  х 2+ у 2 функциянинг кийматлари туплами [О, 
-J— оо) ярим интервзлдан, « = д / '1— х 2—у 2 функциянииг кийматла
ри туплами эса {О, 1] сегментдан иборат булади.

Одатда ушбу

и =  Рп(х, у) =Coo~f-Сюх-^-Coiy-i~ СгоХ2-j-C n x y-\~
■ f"  С о 2 * /2 ~ f -  ~t“  С п о Х п - j - . . .  - f -  С о п У "

функция п-тартибли к у щ а д  дейилади, бунда Соо, Сю,...,Со’п — 
узгармас хакикий сонлар. Бу функциянинг аникланиш туплами 
/?2 фазодан (бутун текисликдан) иборат.

Икки Рп(х, у) хамда Qm(x, у) купхадлар нисбатидан ташкил 
топган

функция рационал функция дейилади. Унинг аникланиш туплами

М = { ( х ,  y )£ R 2: Qm (x, y ) ^ 0 }

булади. ^
Маълумки, бир узгарувчили функциянинг геометрик тасвири 

(графиги) текисликда, умуман айтганда эгри чизикдан иборат 
булади.

Бир узгарувчили функциялар каби икки узгарувчили функция- 
ларни хам геометрик тасвирлаш мумкин. Икки узгарувчили 
функцмяларнинг геометрик тасвирлари- (графиклари) умуман 
айтганда сиртлар булади.

Айтайлик, u — f ( x , y )  функция М тупламда (М с / ? 2) берилган 
булсин. М тупламдан (хп, уо ) . нуктани олиб, функциянинг шу 
нуктадаги киймати ио==[(хо, уо) ни топамиз. Натижада координата- 
лари хо, уо, uq булган (хо, уо, «о) нуктага эга буламиз. Бу эса фазода 
нуктани тасвирлайди (2 1 - чизма) .

Фазода (х, у, и) нукталарнинг ушбу

{(х, у, и): (х, у) ЕМ, u =  f(x, у)}

туплами u — f(x, у\ функциянинг графиги дейилади.
Масалан, и =  х -\-у2 функциянинг графиги 22- чизмада тасвир- 

ланган параболоидни ифодалайди.
Мазкур параграфнинг пировардида R2 фазо нукталари кетма- 

кетлиги тушунчасини келтирамиз. ■ . _
Фараз килайлик, хар бир натурал п сонга R2 фазонинг битта (ха, 

уп) нуктани мос куювчи коида берилган булсин:
П  —У- ( Х п ,  У п )  ■

' Бу мослик R2 фазо нукталаридан иборат ушбу
( * 1 ,  У \ ) ,  ( Х 2 ,  У 2 )  ........  ( Х п ,  У п ) , -



кетма-кетликни хосил килади. Уни {(х„, у п)} каби белгилана 
Равшанкй, {(*„, у п)} нукталар кетма-кетлигининг координаталар 
дан ташкил топган {х„}_ ва \уп\ кетма-кетликлар сонлар кетм 
кетликлари булади.

Масалан,

( т ! ) ...... ( i - i ) - -  , ■

(Т;°).. (i°) ■

- ( 1, 1) , ( - 1. - I ) .....  ( ( - 1)*+|, ( - 1) ‘ +' ) ,

-кетма-кетликлар R2 фазо нукталаридан иборат кетма-кетликлар
лир-

21- чизма 22- чизма

. 4- §. ИККИ УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯ ЛИМИТИ

1°. К е т м а - к е т л и к  л и м и т и .  Аввало R2 фазода кетма-кетлик 
лимити тушунчаси билан танишамиз.

Айтайлик, R2 фазода бирор
[х\,у\), (Х2 , уг) . (хп, у„)

кетма-кетлйк хаяда  (а, Ь) нукта ( (a ,  b) £R2) берилган булсин.
1 0 - т а ъ р и ф.  Агар V e > 0  сон олинганда уам шундай натурал 

по сон топилсаки, V n > по учун

Р ((хп, у п), (а, Ь ) ) < е .  ■
тенгсизлшс бажарилса, (а, Ь) нущта {(хп, уп) } кетма-кетликнинг 
лимити дейилади ва >

-  . lim (хп, у п) =  (а, Ь)
fl—*‘ оо

каби белгиланади. .
Бу холда \(хп, уп) } кетма-кетлик (а, Ь) нуктага интилади деб хам 

айтилаДи. ’ ■,
Масалан, (0,0) нукта | | кетма-кетликнинг лимиту була

ди:



1 - т е о р е м а .  Ф араз щилашшк, R2 ф азода  {(*„, Уп)\ кетма- 
кетЛик (а , Ь) лимитга э га  бул син :

lim (х„ у„) =  (а , Ъ).
«-►оо . "  (

У %олда б у  {(*,,&)} кетма-кетлик координаталаридан ташкил 
топган (*„} ва  \уп} сонлар кетма-кетликлари лимитга э га  брлиб, улар  
мос равиш да (а , Ь) нуцтанинг координаталарига тенг бул а ди :

11тх„='а,Итуя—Ь.

И с б о т . Шартга кура

Иш(хп, уп) — (а , Ь). ,П-+-00

Кетма-кетлик лимита таърифига биноан, у е > 0  сон олинганда хам 
шундай натурал по сон топиладики, уп >по учун

Р ((хп, Уп), (а, Ь ) ) < е  

тенгеизлик уринли булади. Равшанки,

Р ( (хп, Уп), {а, 6 ) )  =  V (хп—̂ а)2+[Уп—Ь)2 ■

Унда

У  (хп—a) 2- f  (уЙ—Ь) 2 <  е 

булиб, кейинги тенгсизликдан

\хп—а\ < е ,
\ у п  —  Ь\ < е

келиб чикади. Сонлар кетма-кетлигининг лимити таърифидан ■ 
фойдаланиб, , . . •

Ншдгл==о, ] \ т у а = Ьп-+- оо п-+-<х>
булишини топамиз. Теорема исбот бУлди.

2- т е  ор е м а . Ф араз цилайлик, Н ф азода  {(*„, у п)\ кетма-кетлик 
координаталаридан иборат  {*„} ва  {у„} сонлар кетма-кетликлари 
лимитга э га  булиб, улар ('а, Ь) н уф анин г м ос координаталарига 
тенг бул син :

fimxe=sa, lim y n—b.
ft-*- оо Я-*-оо

■У %олда {(Хп,уп) } кетма-кетлик лимитга э га  булиб, у  (а , Ь) га  тенг 
брА^ди: ■

**z(a,6).
. Л~*гОО '
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И с б о т. Теореманинг шартига кура ■
limx:„=a, lim y n= b  .

Л—► оо л—̂со . . .

Сонлар кетма-кетлиги лимити таърифига ' биноан, V e > 0
олинганда дам  сонга кура шундай натурал п'о сон топиладV 2 ,
Уя ]р> По учун

\хп—а | <
V2 .

тенгсизлик бажарилади.
Шунингдек, V e > 0  сон олинганда хам, — сонга к^ра шунд

натурал пб' сон топиладики, V n>n'd  учун
V2

I (/„—&| < V2 ( 4

тенгсизлик бажарилади. f
Айтайлик, т а х { я 6, п6'}=«о булсин. У холда Vn>/io учун б 

вактда (4), (4 ') тенгсизликлар бажарилади. Шуни эътиборга ол 
топамиз: <

№ ) ) * =  ~\1(хп—а)?+ ( у п—Ь)‘‘

<

Бу эса

е" , г  
_ + т = = 8 .

!im (хт уп)*={а,Ь)

эканини билдиради. Теорема ис0от булди. 
Келтирилган теоремалардан ушбу

lim ( К у п) =  (а, д) о
Ит х„—а,

П-*-оо

i i m y n==6

муносабат келиб чикади.
Демак, R2 фазодй кетма-кетликни урганиш сонлар кетма- 

кетлигининг лимитини урганишга кел ар экан.<
Айтайлик, R2 фазода М  туплам берилгай б^либ, (дсо, уо) нукта ■ ((хо, 

уо) € R2 ) шу М  нинг лимит нуктаси булсин, Унда М ■ туплам 
нукталаридан тузилган хамда нуктага интилувчи {(хп, уп) } кетма- 
кетлик ( (х„, у п) (ЕМ, п =  1,2,...) мавжуд булади. Бундай кетма-кетлик 

^чексиз к£п булади. Бу холда 1- теоремага Kj?pa {хп) сонлар кетма- 
кетлиги *о га, \уп) сонлар кетма-кетлиги эса уо га интилади.

2°. Ф у н к ц и я  л и м и т и .  М  тупламда u = f ( x ,  у) функция 
берилгай булсин. i

' ■*. • I и- •
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1 1 - т а ъ р и ф.  Агар М туплам ну^таларидан тузилган, (ж0, 
уо) нущтага интилувчи у  ар щандай {(хп, у„)} кетма-кетлик ( (х„, у„) Ф  
Ф ( хо ,  уо), п — 1,2 ,...) олинганда уам мос \f(xn, уп)} кетма-кетлик уар  
доим ягона I га интилса, у уолда I f ( x , у) функциянинг (хо ,  
уп) нуцтадаги лимити дейилади ва уни

lim f { x , y ) —.l ёки lim f ( x , y ) — l
(х, у)-+ (х0, у0) ' Х~*Х0

У~У0 .

каби белгиланади.
Функция лимитига куйидагича хам таъриф бериш мумкин:
1 2 - т а ъ р и ф.  Агар V e > 0  сон олинганда уам шундай 6 > 0  сон 

гопилсаки, 0 < р  ( (х, у ), (хо, уо) ) < б  тенгсиэликни каноатлантирувчи 
барча (х, у )£ М  нукталарда

|f(x , у) —/| < е
тенгсизлик бажарилса, I сон [(х, у) функциянинг (хо, уо) нук,тадаги 
лимити дейилади.

Функция лимитининг бу таърифлари узаро ■ эквивалент таъ- 
рифла.рдир.

М и с'ол л а р. 1. Ушбу

1 f(x, у ) = х 2+ х у + у 2 \

функциянинг ( 1, 1) нуктадаги лимитини топинг.
R2 нинг нукталаридан тузилган ва (1, 1) нуктага интилувчи 

ихтиёрий {(*„, г/яХ}|<етма-кетликни ((хп, уп) Ф  (1, 1), п =  1,2,... ) оламиз.
Унда '

{ / (Хп, Уп)}— С̂п-\-Х1г'Уп-\-Уп}

булиб,
lim f i x m y n)==\\m ixl+xn- y n+ y l ) = Z  

V *1 
*""и

булади. Демак,
\\т(х2-^-ху-\-у2) = 3 .
*-*-1
9 - '  ' , ' '

2. Ушбу

функцияни карайлик. Бу функция M = i l x ,  y )£ R 2: х + у Ф  0} 
тупламда аникланган. Берилган функция (0,0) нуктада лимитга эга 
булмайди, чунки (0 ,0 ) нуктага интилувчи

{(»}!(»■ i)}
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кетма-кетликлар учун

К0’ т)Ь[^г}-1-ч
б^либ, уларнинг лимити 1 ва —1, яъни бир-бирига тенг эмас.

3°. Л и м и т г а  э г а  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с с а л а
P и.

Фараз килайлик, а (х ,  у) функция М  тупламда аникланган булиб| 
(хо, уо) эса М  нинг лимит нуктаси булсин.

Агар
lim а (х ,  у) =  0
jw*0

булса, у холда а (х ,  у) функция (х, у)-*-(хо, х/о) да чексиз кичик; 
функция дейилади.

3- т е о р е м а. М тупламда берилган f(x, у )  функциянинг ( х, 
у)-*-(хо, уоУ да чекли I лимитга э га  булиш и учун

«(*> у) = f { x ,  у) — I
нинг ч ек си з  кичик функция булиши з арур  ва  етарли.

Бу теореманинг исботи функция лимити таърифидан бевосит.а 
келиб чикади. *

Биз [ 1] нинг 18- бобида чекли лимитга эга булган функция
ларнинг хоссаларини келтирган эдик. Чекли лимитга эга булган 
икки узгарувчили функциялар хам мос хоссаларга эга булади. 
Куйида лимитга эга булган икки узгарувчили функциянинг хоссала
рини келтирамиз.

f(x , у) ва g ( x . y )  функциялар М тупламда ( M c :R 2) берилган 
б^Либ, (хо, уо) 6 # эсгГ'Тй тупламнинг лимит нуктаси булсин. ~

1°. Агар f(x, у) функция (Хо, уо) нуктада чекли лимитга эга б^лса, 
шу (хо, уо) нуктанинг етарли кичик атрофида чегараланган булади.

2®. Агар f(X, у) ва g(x , у) функциялар (хо, уо) нуктада чекли 
лимитга эга булиб, шу нуктанинг U ((хо, уо), 6 ) атрофидаги барча 
нукталарида

"  }(х, У ) < 8 ( х ,  у)
_ б^лса, у холда . • :

l im /(* , */)<lim g (* ,  #)
jr—*0 ■*-*■•*0
s'—»о

булади.
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3°. Агар f(x, у) ва g{x, у) функциялар (ад уо) нуктада лимитга 
эга булса, у холда f ix ,  у) d tg (x ,  у) функция хам лимитга эга ва

lim [/(*, у) ± g (x ,  у) ]== lim f{x, у) ±  lim g(x, у)
X~-*-Xq X—*-Xq X~*-XQ
У -У ц  . -  ' У— У() . 1Г~У0

булади.
4°. Агар f(x , у) ва g (x ,  у) функциялар (лго, г/о) нуктада лимитга эга 

булса, у холда f(x, y ) - g ( x ,  у) функция хам лимитга эга ва

\im [f (х, у) ■ g(x, у) ]=Um f(x, у ) -Wm g{x, у).
X~*-Xq X~*'XQ Х~~*'Х0
у - у 0 , У-+У0 у~+у0

булади. . ' ' ,
5°. Агар f(x, у) ва g(x, у) функциялар (ад уо) нуктада лимитга
булиб, lim g (x ,  у) фО  булса, у холда функция хам ли-

митга эга ва ’ ,
lim f(x, у) 

х~*х0
lim ж») ----- о
х~х0 8(х<У) H m g(x ,y)  ,

булади. ^
4°. К а р р  а* л и в а  т а к р о р и й  л и м и т л а р н и  с о л и ш т и 

риш.  Юкорида келтирилган икки узгарувчили функциянинг ( а д  
уо) нуктадаги лимити унинг. каррали лимита дейилади. \

Икки узгарувчили функцияга нисбатан каррали лимитдан' 
бошкача лимит тушунчаси хам киритилади.

Фараз килайлик, f(x , у) функция R2 фазонинг
М = {{х , у) £/?2: \х — дс0| < 0 , \у— г/о| < й ) 1

тупламида берилган булсин. ;
f(x, у), да у  узг&рувчини тайинЛасак (хозирча узгармас 

хисобласак),, натижада у факат х гагина боглик булган функцияга 
айланади.

х-*-хо да бу функциянинг лимити lim f(x, у) мавжуд булсин дей-
*-**о

лик. Равшанки, бу лимит тайинланган у  нинг кийматига боглик, 
бинобарин у  нинг функцияси булади:

lim Цл, у) =q>(у ) .

Эцди у—*~уо, да ф (у) функциянинг лимитини караймиз. Фараз 
килайлик, у-»-уо да ф (у) функциянинг лимити

lim ф (у)
У -+ В о
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ч
мавжуд булсин. Натижада f(x, у) функциянинг аввал х-*-хо да^су^ 
у-+-уо да лимиту

lim limf(x,y)
У~*~Уо

га эга буламиз. Бу лимит / ( i ,  у) функциянинг такрорий лимит 
дейилади.

Юкорида келтирилган муло\аза юритиш билан f(x, у) функция 
нинг аввал у-*-уо да, сунг х-^хо даги

lim lim f ix ,  и) 
v ' *—*о У-+Щ

такрорий лимитига келамиз.
i Шундай адлиб, f(x, у) функция (хо, уо) нуктада битта

lim i(x, у)

каррали лимитга, иккита
lim lim f ( x , y ) , .
У-*-Уо х ~ * хо

lim lim f(x, и)
x " ~ x ;  У ^У С Г

такрорий лимитга эга булиши мумкин экан.
М и с о л л а р .  1. Ушбу ■ ./

■ . f  „ , !() = { j 3 ' a r a p j r + 3!' ’ b 0 № c a -
( О, агар х +  Зг/ =  0 булса

функциянинг (0 , 0 ) нуктада такрорий лимитларини топинг. 
Бу функциянинг такрорий лимитларини топамиз:

lim/(x,
х->-0 х -^ 0  Х ~ Г ЛУ

- I
з у 3 ’

l imlimf(x, у) =  l i m( — -— 1- ,
у-*-0 jc-vO . у-*-0 \ З  /  о

Umf (x, у) = U m ~ ^ - = ~ = = 2 ,
у-+0 (/-*-0 х ~ Т й У х

limlim/(x, у) =  И т2 = 2 . '
х-+0 у~+- О Ж-+-0 '

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари.

limlim/(x, у) =  — liml im/(x,  у)

булади.
*-»-0 y-*Q х—*-0 у~*-0
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функциянинг (0 , 0 ) нуктадаги каррали ва такрорий лимитларини 
топинг.

Равшанкй,
\ im f(x ,y)= x , lifnlim/C*, у )  = 0
у-+0 • х-*~0 {/—►О • ' •

булади. Бирок, да sin— функция лимитга эга б^лмаганлиги

сабабли берилган функциянинг
U m lm f(x,y)

• JC—<-0 i/-»0

такрорий лимити мавжуд эмас.
Энди ушбу

!/(*,</)- 0 |
■ 1

айирмани бахолаймиз:

\f(x, у ) — 0 |= jx  +  (/>sih-~ | <  |х| +  |у|, хфО.

Бу тенгсизлиКлан эса лг->-0, у-*-0 да  f(x,y)-*-b  булишини курамиз..
Шундай килиб, берилган функциянинг (0, 0) нуктада битта 

такрорий хам^а каррали Лимити мавжуд б'/либ, улар^нолга тенг 
булар экан. <

Энди 1(х, у) функциянинг такрорий хамда каррали лимитлари 
орасидаги муносабатни ифодаловчи теоремаларни келтирамиз.

4 - т е о р е м а .  Агар (х, у)-+(хо, уо) да f(x, у) функциянинг 
каррали лимити '

l im f(x, у )=  I 
■ * ■ 

мавжуд булиб, х;ар бир тайинланган х да
U m f(x,y) — q>(x)

лимит мавжуд ёрлса, у цолда ушбу
Иго \imf(x, у)
*-**о

такрорий лимит мавжуд ва

l im lim f(x, y ) =  l . '
У~*-Уо ,

булади. 4
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И с б о т .  Шартга к^ра (х, у)-*-{Хо, уо) да f ( х, у) функция» 
каррали лимити

lim/(*, у) =/
*-~*а ■
у~у»

мавжуд. Лимит таърифига кура, Ve> 0  сон олинганда хам шунд 
6 > 0  сон топиладики, ]х—хо\ < 8 , \у — уо\ < 6  тенгсизликларни к 
ноатлантирувчи барча (х, у) 6М нукталари учун

I f(x, у) — /1 <  е (
тенгеизлик бажарилади.

Энди
lim f(x, у )= (р (х )
У-+Уо ■ . '

лимитнинг мавжудлигини эътиборга олиб, (5) тенгсизликда у-*~у 
да лимитга утиб тодамиз:

|ф(х)—/|<е.
Бу эса

Пшф {х)—1
г!.. ■ . *-**0.
эканини билДира^и. Демак, , ■

- lim lim f { x , y ) = l .
1-*УЬ

-Теорема исбот .булди.
Худди шунга ухшаш куйиЗцаги теорема исботланади.
5 - т е  о р е м  а. Агар (х, у)-+(хо, у  о )  да  f (x, у )  ф ункциянинг 

каррали лимити

Иш f ( x , y ) = l
*~v

мавж уд булиб,  %ар бир^гайинланган у  да
M m f ( x , y ) = ' ¥ ( y )

■

лимит м авж уд бул са , у  %олда у шб у
lim lim f ( x , y )
»-*m *~+ч

. такрорий лимит м авж уд ва г

lim lim f  (x, у}*=1
о-̂ Уо *~*в

булади .
Энди ы—/(х, у) функциянинг лимити (каррали лимити) мавжуд- 

лиги х,ак,идаги теоремани' исботсиз келтирамиз.



Фараз килайлик, u= f (x ,  у )  функция М тупламда (Mb i R2) бе
рилган булиб, (хо, уо) эса М нинг лимит нуктаси булсин.

6 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и  ) .  }(х, у )  ф ункциянинг (хо,  
у  а) нуцтада чекли лимитга э га  б улиши учун,  V e> 0  сон  берил ганда  
х,ам ш ундай  6 > 0  со н  топилиб, 0 <  р ( (х ,  у ) ,  (хо, у  о) ) < 6  0 <  р( (х,  
у) ,  (хо, Цо)_)<.Ь тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий (х, 
у )£М, (х, у ) £ М  ларда

\f(x, у )  f (x,  у )  \ <  8 

тенгсизликнинг бажарилиши з арур  ва  етарли. ,

, 5-§. ИККИ УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ

u — f(x, у )  функция М тупламда (М сг/?2) берилган. (хо,уо) нукта 
М тупламнинг лимит нуктаси булиб, тупламга тегишли булсин.

13- т а ъ р и ф. Агар (х, у)-+(хо, уо) д а  f(x, у )  ф ункциянинг лимити 
мавжуд  ва чекли б§либ,  /

\im f(x,  у )  = f ( x a y Q) р(6)
х~*'х0 ,
и-ч/о ■ '

булса,  f(x, у )  ф ункция (хо, иа) нуктада у зл ук си з  д е б  аталади.
Масалан, f  (x, у )  *=х2+ у'^функция ихтиёрий (дго, y o ) €R 2 нуктада 

узлуксиЗдир, чунки
l im /(*,*/)= lim (x2+ y 2) = x 20+ y l = f ( x (>y 0). '

Ч .  » -» о  ■ . о
if  ' ' .

Энди М т^пламдаги (хо, уо) нуктанинг координаталарига мос 
равишда Ах ва Ду  орттирмалар берамизки, (хо+Ах, у о + А у ) в М  
булсин. Агар ' .

\ xo-\-Ax—xt .
у о + А у = у

дейилса, у холда f(x, у )  =/(хо-|-Дх, уо +  Ау) булади.
Ушбу

Af(xo, y o ) = f (x o  +  Ax, y o + k y ) —fixo, уо)
айирма f(x, у )  функциянинг (хо, уо) нуктёдаги т^лик орттирмаси 
дейилади.

 ̂ Х->~Х0 да Ах-*-0 ва у-*-уо Да At/—»-0
булишини эътиборга олиб, (6 ) тенгликдан топамиз: •

lim f{x, у )  —f ixo  у 0)=> liftt \f (x , y )—f ( x <>y 0)\=0=>х-*-х0 x-*-Xq~*-0
, - J^o ’ P+yQ’+Q , ,

=>- lim AfiXo i/q) = 0 .
i j .V»»0
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Бу эса
lim ДД х» у 0) —О
\х-~хп

булганда f(x, у) функция (хо, уо) нуктада узлуксиз дейилади.Д| 
караш мумкинлигини курсатадй.

Функциянинг (хо, уо) нуктадаги узлуксизлигини куйидагича хЙ 
таърифлаш мумкин.

И - т а ъ р и ф. Агар М тупламнинг нукталаридан тузилган ва (.£$ 
уо) нущтага интилувчи %ар щандай {(х„, у п) } кетма-кетлик ( (хп, уп) ,£Щ 
п =  1,2,3,...) олинганда %ам, мос { f  (xn, уп)} кётма-кетлик %ар доищ 
f{xо, уо) га интилса, f(x, у) функция (хо, уо) нуктада узлуксиз 
дейилади. ч

15,' т а ъ р и ф. Агар  Ve >  0 сон олинганда %ам шундай 6 > 0  cot 
топилсаки, р ((х, у) , {хо, уо) ) < 8  тенгсизликни щноатлантирувч  
барча (х, у )£ М  нуцталарда

\f(x, у) — f ( x 0, уо) I < е
тенгеизлик бажарилса, f(x, у) функция {хо, уо) нуктада узлуксиз' 
дейилади.

Ц ь т а ъ р и ф .  Агар  /(х, у) функция М тупламнинг %ар бир 
ну^тасида узлуксиз булса, функция М тупламда узлуксиз дейилади.

Виз юкорида f(x, у) функциянйнг (хо, уо) нуктада узлуксизлиги' 
таърифларини келтирдик. Бу та>рифлар узаро эквивалент таъ- 
рифлар. ,

[7- т а ъ р и ф. Агар (х, * / . ) - * - уо) да  f(x, у) функциянинг лимиты,
мавжуд булмаса, ёки

lim f(x, у) == оо
X-+XQ
У-*»;)

булса, ёки
lim f(x, у ) = 1 ф ( ( х 0 у 0)

у~уа
булса, у цолда f  (x, у) функция (хо, уо) нущтада узилищга эга 
дейилади. - ,

М и с о л л а р .  1 . -УШ'бу ' , '

’ / ( * , > ) =  ( S ' > ™ Р  б у ж а ,  ■ , .

{ 1. агар х + у  — 0 булса .

фуйкция (0 , 0 ) нуктада узилишга эга булади, чунки (х, у ) - + (0 , 0) да 
, бу функциянинг лимити мавжуд эмас. •

2. Ушбу

f ( x ,y )
sin (x~- j - y*)

о,

, агар (х, у) Ф  (0 , 0 ) булса, 

агар (х, у) **= (0 , 0 ) , булса
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ункция (0 , 0 ) нуктада узилишга эга булади, чунки

1lim f(x, у) =  Пт
х-±0

sin (х2+ у2)
*2 + У2

булиб, у /(х, у) функциянинг (0 , 0 ) нуктасидаги кийматига (/(О,
0 ) = 0 ) тенг эмас.

Фараз килайлик, f(x, у) ва g  (х, у) функциялар М тупламда 
берилган булиб, (х0, уо) €М нуктада узлуксиз булсин. У хол да

/ (х, у) ± g  (х, у), f (х, у ) -g (х, у), f(x, у) 
g(x,y) (g (х ,у )ф О )

функциялар хам (хо, l/о) нуктада узлуксиз булади.
Бу тасдиклардан бирини, масалан икки функция йигиндисининг 

узлуксизлиги исботини келтирамиз.
f ( x ,y )  ва g (x ,y )  функциялар (хо, t/о) нуктада узлуксиз булганлиги- 

дан таърифга биноан V e> 0  сон олинганда хам шундай S > 0  сон 
топиладики, р ((х , у),  (хо, уо)) < 8  тенгсизликни Каноатлантирувчи 
барча (х, у) £М нукталарда

\f(x> У) ~ f{xo, уо) I < у ,  

lg (* .  У) — g(*o, уо)! < ~

генгсизликлар бажарилади. Бу тенгсизликлардан фойдаланиб 
топамиз: ' .

\ l f ( x , y ) + g ( x , y ) ] - \ f ( x o , y o ) + g ( x o , y o ) } \ ' =
=  I U(x, У) — f{xо, 1/о)]+ Ig(x, y) —g ( x о, t/o)]| <

<  \f(x. У) — f(xo, Уо) | +  |g(x, у) —g (x о, уо) | <
ч

^  е , е
■ • < j +  j = e -  ■

Шундай килиб,
I [f{x, y )+ g (x >  y ) ] — [f(xo, yo )+ g (xn ,  i/o)] I < e

тенгсизликка келамиз.
Бу эса f(x , y)-j~g(x, у) функциянинг (хо, уо) нуктада узлуксиз 

булишини билдиради.

УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ

Узлуксиз функциялар катор . хоссаларга эга. Одатда уЛар 
теоремалар оркали ифодаланадилар.
. 1°. Б о л ь ц а н о - К о ш и  т е о р е м а с и .  Агар f(x , у )  функция 

D coqada ( D c  Я?)  анщ ланган ва узлуксиз булиб, шу сощ даги
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иккита турли (ху, у\) ва (х% у 2)  нуцталарда xsap  хил иш ор  
цийматларга э га  булса,  у  %олда D да  ш ундай  (I, ц )  н у  
топиладики,

„  . ' иг .  .1) • обулади .
- И с б о т ,  Аникликучун f(x, у) функциянинг (jci, у\) нуктада 

КИймати f ( x  1, у\) манфий ишорали: f ( x t, у\) < 0 ,  (дг2, г/г) нуктада! 
киймати f ( x 2, г/2) мусбат ишорали: f ( x 2, г/2) > 0  деб оламиз.

D соха, яъни богламли очик туплам булганлигидан (х\,у\), (х2, у  
нукталарни бирлаштирувчи хамда D га тегишли булган Р  син 
чизик мавжуд булади.

Бу Р  синик чизикнинг учлари (су, d\), (с2, d2) ,..., (с„, dn) булси 
Ушбу икки холдан биттаси албатта бажарилади:

1) бирорта (Ci, di) нуктада f(c h di) = 0  булади (бу халда теоре!^ 
исбот б^лади),

2) барча (ci, di) (t =  1,2,3,..,,п) нукталар учун/(с,-, di) Ф 0  б^ли 
бунда синик чизикнинг шундай {ch dj), (c/+i, dj+ \) учлари мавжу 
буладики,

5 , f ( c it di) < 0 , /(С7+1, rfy+i) > 0
булади.

f Энди (Cj, dj) ва (c/+i, d j+ 1) нукталарни бирлаштирувчи сини 
чизик кесмасини караймиз. Бу кесманинг параметрик тенгламас 

вкуйидагича
,s x=Cj +  t (c,+i — с,), (0 < / <  1

y — dj-\-t (d j+1—dj)
булади.

Берилган f{x, у) функцияни шу кесМада карасак, унда [0,1] ора 
ликда берилган ушбу

. <Р(0 j f ( ci +  t (с}+ \ — Cj), d} +  t {d j+t— dj)) (7)
' функция хосил булади. Бу функция [0, 1] сегментда узлуксиз булиб,

<р(0) =  f ( c i< d j )  < 0 ,  
ф (1 )  = / ( с / + 1, rf, + i ) > 0

булади. Унда [1] нинг 19-бобида келтирилган теоремага кура, 
шундай to нукта (̂ о 6 [0 , 1 ]) топиладики,

<p(ft>) = 0

б^лади. (7) тенгликдан фойдаланиб топамиз:
f(Cj +  to (cj+ , — Ci), dj +  to id j+ i— dj ) ) = 0 .

Энди
l=rCi +  to (Cj+i— Cj), r\ =  dj +  to (dj+ l — dj) 

деб оламиз. Равшанки, (|, x\)£D, -
7(1 .  Л)



By эса теоремани исботлайди; Узлуксиз функция кейинги хоссалари- 
ни ифодаловчи теоремаларни исботсиз келтирамиз.

2°. В е й е р ш т р а с с н и н г б и р и н ч и  т е о р е м а с и .  Агар f(x, 
у) функция М  компакт тупламда {M cz R 2) аникланган ва узлуксиз 
булса, функция М да чегараланган булади.

3°. В е й е р ш т р а с с н и н г и к к и н ч и  т е о р е м а с и .  Агар f(x,  
у) функция М  компакт тупламда (M czR 2) айикланган ва узлуксиз 
булса, функция М да узининг аник юкори хамда аник куйи 
чегяраларига эришади, яъни М тупламда шундай (хо, уо), (х\, 
у ) нукталар топиладики,

f(xo , yo )— sup\f(x, у)}, 
f ( x u y\ )— mi\f(x, у)}

булади.
1 8 - т а ъ р и ф.  Агар V ,e> 0 сон олинганда %ам шундай 6 > 0  сон 

топилсаки, М тупламнинг (M czR 2) р ( (х', у ') , (х", у ” ) ) С  б 
тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий (х', у ')£ М , (х", у ” ) £М 
нуцталарида

- \f(x'3 у') — f(x", У ' ) !  < е  1

тенгеизлик бажарилса, f(x, у) функция М тупламда текис узлуксиз 
дейилади.

7 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и  ) .  Агар f(x,  у )  функция 
компакт K ^M czR 2)  тупламда аникланган ва  у зл ук си з  б&лса, 
функция ш у тупламда текис у зл ук си з  булади .



6 - Б О Б
\

ИККИ УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ Х.ОСИЛА ВА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ

1-§. ФУНКЦИЯНИНГ ХУСУСИЙ \ОСИЛАЛАРИ

u —f(x, у) функция М  тупламда (M czR 2) берилган булиб, (хо, 
уо) I нукта шу М тупламга тегишли булсин. Бу (хо, уо) нуктанинг 
бирилчи координатаси лго га шундай Дх орттирма берайликки, 
(хо +  Дх, уо)£М  булсин. Натижада f(x, у) функция х узгарувчиси 
буйича

Axf(xo, yo )— f{xo + A x, уо )— f(x 0, уо)
орттирмаГа эга булади.

1 - т а ъ р и ф. Агар  Дх->-0 да

V  (% Уо)
Ах

нисбатнинг лимити мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(x , у) функция
нинг (хо,- уо) нуктада х узгарувчиси буйича хусусий уосиласи  
дейилади ва

df(x0,y 0) .. df .. ' ,
~~Тх— ’ еки 17* еки Уй)

каби белгиланади. Демак,
. df & J ( x 0, y 0) f  (x0 +  l±x,yQ) - f  {х0, у 0)

=  /*(% У о) =  lim -----Т -----=  lim ------- ;----- — г - ------ .
о х  Д х-Ю  Ь Х

Худди шунга >хшаш /(х, у) функциянинг (хо> уо) нуктада 
у  узгарувчиси буйича хусусий хосиласи таърифланади:

“ = fy (x 0, у 0) =  lim lim {{ 'х^ У о + Ь у)Ч (хо>Уо)At, I yv̂ U» i? и/ — ***** . - — mu ----- --------- ---- ------------Ду-vO &У ■ д^о А*/
М и с,ол л а р.
1. Ушбу

■f{x: у)= е*У  .

функциянинг (1, 1) нуктадаги f'x, % хусусий хосилаларини хисобланг. 
Т&ърифга кура:
-g/O.l) __ jjm Ml + Ax;! ) ' -/ ( ! , l) a/<l,i) __ Um / (1,1 +Ау) —/(1.1)

• @х Лх-»-0 Ах ду д_у Ai/



булиб
lim / О +Д*. 1) —f(U )

Худди шунга Ухшаш:

Демак»
г

2. Ушбу

/(*, у) -  д/х 3+ у 3

функциянинг (О, 0 ) нуктадаги f'x, f'y хусусий хосилаларини хисобланг. 
Таърифга кура

Демак, /(х, у) функциянинг х  уэгарувчиси буйича хусусий 
хосиласи таърифланганда у  ни узгармас, у  уэгарувчиси буйича 
хусусий хосиласи' таърифланганда х ни Узгармас деб хисобланар 
экан. Бу хол 1-том, 2 0 -боб, 4- § да келтирилган бир узгарувчили 
функциянинг хосиласини хисоблашда маълум булган коида' ва 
жадваллардан тулик фойдалаииш мумкинлигини курсатади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
u ^ f\ x ,y )= > ~ j

' у 1 
функциянинг хусусий хосилаларини топинг.

а/(о,р) __ ;И т  f(o+Ax.o) -f(o,Q)
вх Ах

т . 0 )  .... )}_  » 0,0+Ау) - / ( 0,0) 
а» д Д

булиб

Демак,
4KP.Q) _ 1
• ^
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Берилган функциянинг х уэгарувчиси буйича хусусий косил 
ни хисоблаш да у  ни узгармас деб топамиз:

Худди шунга ухшаш, функциянинг у  узгарувчиси буйича хусус 
хосиласини хисоблашда х ни узгармас деб топамиз:

fa x , У) “ ( f + т ) , в 'г ( 7 Х + Т !“  ~ 7 + Т ‘
2. Ушбу

U—X' )п —X
функция куйидаги '

1 ди . диX —---НУ -Z-—Uдх 17 ду

тенгламани каноатлантиришини курсатинг.
Берилган функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

т ; = - к { х Л п  т ) ==̂ г Н ,ш ' - а д =

=  1 *1П!/ — \ПХ~Х'~-=*]П 1,

* dli д г \ | 1  1 х- r - = —  ftln y—дс1а*]=х--- .ду ду я  1 у  у

Унда

* 1 ^ + у  1 ^ = Ч 1п т -  O + y f = ^ ln i - x + x = x -In f  = «

булади. Бу эса берилган функция тенгламани каноатлантиришини. 
бйлдиради.

Айтаилик, f ( х, у )  функция М тупламда (MczR2) берилган булсин. 
Бу М тупламда (хог^^йГхамда (хо+Д*. У<Н-Ду) нукталарни олиб 
функциянинг тулик орттирмаси

&f(xo, уо)=/(хо4-Д*> уо+ Д у) — f{xa, уо)
ни караймиз.

«£_т а ъ р и ф. Агар f(x, у )  функциянинг (хо, уо) нуктадаги 
орттирмаси Af(xo, уо)  ни 

Af(xo,yo)~AAx +  BAy-haAx-j -pAy  (1)

kypuHuuida ифодалаш мумкин булса,  f(x, у )  функция  (хо, уо) нуктада 
т ф ф е^ Ш ал л ан увчи  д е б  аталади, бунда А, В — узгармас, а , р 
лар э с г гж М а  А у  ларга боглик ва Дх-»-0, Ау-*-0 да а-*-0, 0->-О.



Ar*p f (x, у ) функция M тупламнинг хар бир нуктасида 
дифференциалланувчи булса, f{x, у )  функция М тупламда диффе- 
ренциалланувчи дейилади.

Ми с о л .  Ушбу
Цх, у ) = * 2+ у 2+ х у

функцияни у  о)  6  R да дифференциалланувчи булишини
кУрсатинг.

Берилган функциянинг (хо, уо) нуктадаги орттирмасини топамиз: 

Д/(х0, у0)= /(хо4-Д *. у о + Д у )—/(хо, i/o) =
=  (дсоЧ-Длс)2-4- (уа+&у)2+  (* 6 + Д*) (уа +  Ау) —хо—уо—хоуо*=

=  (2ха+уо)Ах+(2уо+хо)Ау+(Ах +  Ау)Ах+АуАу. ■
Агар А=2хо-\'Уо, В = 2уо■+■*о, а = Дх +  Ду> Р—Ау дейилса,

Д/(*о, у о ) —ААх+ВАу +  аАх-\-$Ау
булаДи. Бу эса берилган функциянинг V(xo, у  о) €R2 нуктада 
дифференциалланувчи эканини билдиради.

1 - т е о р е м а .  Агар f(x, у) функция ( х о ,  у о ) £ М  нуктада 
дифференциалланувчи булса, у %олда бу , функция шу ну/рада 
узлуксиз булади.

И с б о т .  /(х, у )  функция (хо, уо) нуктада дифференциалланувчи 
булсин. Л^ърифга кУра

Af(xo, уо) ~ААх+ВАу+аАх+РАу
булади. Бу тенгликдан

НтД/(хо> Уо) =* Hm(/4Длс-+-З Л « / е ж = 0&X-+Q Дх~+0 . *
Ду-*-0 , Ау-+0

булиши келиб чикади. Демак, f (x, у )  функция (хо, уо) нуктада 
узлуксиз. Теорема исбот булди.

2- т е  о р е м  а.  Агар f(x, у) функция ( xq, уь)вМ  нуцтада 
дифференциалланувчи булса, функция т у  нуцтада щ х о, уо ) fyfxo, 
уо)  хусусий %осилаларга эга ва

fx(xOr Уо )  —A, fy(xo, уо) —В
булади.

И с б о т .  /(х, у )  функция (хо, уо) нуктада дифференциалланувчи 
булсин. Таърифга кура

Д/(хо, уо) *=ААх+ВАу-\-аАх-\-$Ау -
булади. Бу тенгликда, аввал Д х^О , .Д у= 0 деб

• Д*/(х0, уо) — /(хо +  Дх, уо) — /(хо, уо )= Л Д х  +  аДх, (2) .
сунг Дх==0, АуФ й  деб ,

ШХхоуУо) — /{хо, yo -f Ду) —/(хо, уо )—Я Д у+ рД у (3)
булишини топамиз.
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Юкоридаги (2 ) ва (3) тенгликларнинг хар икки томони^и.м 
райишда Ах хамда А у  ларга булиб, Ax-*-Q да хамда &у-*~0 д 
лимитга утсак, унда -

lim
Ддс-М)

&tf(x0,y 0)
Ах

f(x0 + A x ,y 0) ~ f { x 0, y 0) 
Ах . = lim (Л - j-a )  —А,Ах-+0

Ш(хо’ Уо) ... 1(хо,^+Ау)~Пк0,уа) , пч _
l i m ----- г — "  Ьш — — — г------- Hm (J34-B) = 5

Ду-м) У 1 *-0 Ау л ^ о

■-А, fi(xo, уо) — В.
булади. Демак,

/И*0. уо)
Теорема исбот б^лди.

Э с  л  а  т м a. f(x, у) функциянинг бирор (*о, i/o) €М  н уктада  /Н*о, go), уо) 
хусусий *осилаларининг м авж уд  б^лишидан, функциянинг шу н уктада дифференцн- 
алланувчи б?лиши хар доим келиб чикавермайди. -

М и с о л. Ушбу ,

/(*.*/)== У * 3+</?

функцияни (0 , 0 ) нуктада дифференциалланувчанликка текширинг, 
Маълумки бу функция ( 0 , 0 ) нуктада -~ ,4£ - хусусий хосила-- оХ Off

-ларга эга будив, улар 1 га тенг ( 2 - мисолга Каранг). Функциянинг 
(0 ,0 ) нуктадаги орттирмасини топамиз: '

Щ 0 .0 )  = f ( 0 + A x ,  Q +  A y ) - f № } ~ f ( A x ,  Ay) =  У А х 3+ А у 3 .

Фараз килайлик берилган функция (0, 0) нуктада дифференци- 
аллануйчи булсин. Унда' Д/(0 ,0 ) —% (0 , 0 )Дх+/£((>,0 )Д у4 - а 1Д * + а 2Д1/ 
б^либ, Дх~*-0, Ау->-0 да ai-*-0, аг->-0.

f t  (0 ,0 ) =  1, f'y (0 ,0 )== 1 булишиниэътиборга алеак, ^
Д/ (0,0) == Длгг{- Д у  -}- a  I Ах -f- азАу  

келиб чикади. Натижаддлутйбу

i
V  ' уItf
■и'

Дх3+  А у3 =  Ах 4- Д«/ +  a  i А *  Ч*«  Л У  

тенгликка келамиз. Кейинги тенгликдан А х = А у  булганда
. s ■ Г ■ , 3  —

Д х у 2  = 2 A x - f  ( a , - f  а 2)Ддг,

ЙЪНИ ;
3'— , *■.«, '

. у 2 — 2 —a|-t-a2

булиши келиб чикади. Бу 5са Ддс-*0, Ду-»-0 да  'cti-*-0, аг-»-0 були: 
шига зиддир. Зиддиятнинг келиб чикишига сабар, функциянинг



(О, 0) нуктада дифференциалланувчи булсин деб каралишидир. Демак, 
каралаётган функция (0 , 0 ) нуктада дифференциалланувчи эмас.

Энди f(x, у) функциянинг (д;0, уо) £М нуктада дифференциалла
нувчи б^лишининг етарли -шартини ифодаловчи теоремани исботсиз 
келтирамиз.

3 - т е о р е м  а. Агар f(x, у )  ф ункция (хц, уо) нуцтанинг бирор  
атрофида ( б у  атроф М тупламга тегишли) f x(x, у ) ,  f'y( х, у )  ху с у сий  
Хосилаларга э га  булиб,  б у . хус у сий уосилалар (хо, уо ) ну/рада  
у зл ук си з булса,  f(x, у )  ф ункция (хо, у  о) нуктада дифференциалла
нувчи булади .

Энди мураккаб функциянинг хусусий хосилаларини келтирамиз. 
Фараз килайлик, F —f{u, v) функция (Uo, vo) 6 /?2нуктанинг бирор 

U(uo, vo) атрофида аникланган ва узлуксиз булсин. и хамда 
v ^згарувчиларнинг хар бири уз навбатида х ва у  ларнинг 
функцияси <

и =  ф(х, у ) ,  у=5=1|?(дс, у)
булиб, «о =  ф(хо, уо),  ио='ф(хо, уо) булсин. Бу функциялар ёрдамида 
куйидаги -

у ) ,  $(х,  y ) )=*F(x,  у)
мураккаб функция тузилган булсин.

Агар ф (х, £/) (х, у )  хамда f (u,  v)  функциялар узлуксиз хусусий 
хосилаларга эга б^лса, у холда мураккаб функция хам хусусий 
хосилаларга эга булади, Бу хусусий хосилаларни куйидагича 
топамиз: / ■ '

х узгарувчига Дх орттирма берсак, унда ы =  ф (х, у ) ,  у =  т|з (х, у )  
функциялар

Д*м =  ф(х +  Дх, у ) — ф(х, у ) ,
Д ^  =  \|5(х +  Дх, у ) — у (х,  у)  

орттйрмаларга, F =f ( u ,  v)  функция эса

AxF = f ( u + A <u, v +  Axv ) —f(u,  v)

орттирмага эга булади. Бу AXF нинг ифодасини куйидаги куринишда 
ёзиб оламиз:

AXF =  {f (и +  Ахи, v +  Axv) — f (u,  »4 -Д * у ) ]+
+  I/  ( и ,  V +  A x V )  —f(u,  У ) ] .

У рта киймат хакидаги теоремадан (каралсин, 1-том, 2 0 -боб. 7-,§) 
фойдаланиб топамиз:

f ( u + A xU, v +  Axv ) - f ( u ,  b + A xv ) = f ' u(:u +  e !Axu, v + A xv ) .A xu, 

f{u\v +  Axv ) ~ f \ u „ v )=zf'a(u, v +  Q2.Axv)A xv
( O < 0 J ,  0 2 < 1 ) .
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•Натижада v ■'
Адг/;’=/Цы-[-01ДЛ:Н,у-}-Длу) ’ Axu +  f'viu, v +  Q2-Axv)Axv 

булади: Бу тенгликнинг хар икки томонини Ах га булиб,

А/
Д*

Ам
—  fu(u +  BrA^t, V +  Aj}) - ~ - + f ' v(u, v +  S^Ap) ■V

Д* ’

сунг Дх-^ 0  да лимитга утсак,

l i m ~ =  lim / ;(u -f  0,-Д^ы, о -ЬД^) -  lim
Длг-+-0 & х  &Х-+0 Ах-*-0 ^ х

+  lim/Uu, у +  0 ^ у )  • l im -^ j-=
•Дх-М) Дх-*0 ах

Ддг—̂0 & х  Ах-+0 Д х

булади. Агар

lim
Дх-*-0

A .F
Ах

вР
,  um в и V

д*-ю Дх
dv
дх

булишини эътиборга олсак, кейинги тенгликдан

6F
дх

df ди . df dv 
ди ? дх dv дх

булиши келиб чикади. 
Худди юкоридагидек

(4)

(40
1 d F __ df ди . df dv

ду ди ду ди ду ,

булиши топилади.
Шундай килиб, (4) ва. (4') формулалар

F (х, у) =*/ (й, v) = /  (q>(x„ у) , 1|з (х, у )

мураккаб функциянинг хусусий хосилалари ларни топиш

формулалари булар экан.
Ми с о л .  Ушбу

(лг-h
функциянинг хусусий хосилаларини топинг.

Бу функция ,
F = u v, u = x + l ,  v = y + l

функциялардан тузилган мураккаб функциядир. (4) ва (4^  
формулалардан фойдаланиб топамиз:
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1 L . U l + 1 L .  v . uv- 1 • 1 +  u ln u  • 0 =
dx du dx dv dx

=  («/+ !) ( x + l ) y,
I L ^ I L . 1 1 =  v . u ° - 1. 0 + «"• ihu • 1 =
dy du dy dv dy

=  ( x + l ) y+, -ln ( x + l ) .

2- §. ЙУНАЛИШ БУЙИЧА Х.ОСИЛА

f(x , У) Функция M тупламда (Mcz/?2) берилган булсин. Бу 
тупламда ихтиёрий А о =  (хо, уп) нуктани олиб, у оркали тугри чизик 
утказамиз ва ундаги икки йуналишдан бирини. мусбат йуналиш, 
иккинчисини манфий йуналиш деб кабул киламиз. Йуналган бу 
тугри чизикни / дейлик. I нинг мусбат 
йуналиши билан Ох укнинг мусбат йуна- 
лиши орасида(ги бурчак а ,  Оу укнинг 
мусба-г йуналиши орасидаги бурчак эса р 
булсин (23- чизМа).

Агар Л0=  (л .- ,уо) хамда А — (х, у) 6 / 
нукталар орасидаги масофани р- десак, 
унДа тугри бурчакли учбурбурчак АсАВ дан

X .— Хп У-~~Уо а—-—- = c o s a ,  -----  — cos|J

булиши келиб чикади.
3- т а ъ р и ф. Агар А нук,та I тугри чизик,буйлаб А 0 нущтага 

интилганда (А-*~Ао) ушбу

f ( A ) —f(A 0) f ( x , y ) —f(x0, y 0)
Р ( А 0, А ) Р ( (JCo’ Уо)< ( * . » ) )

нисбатнинг лимити мавжуд булса, бу лимит f{x, у) —f ( A ) функция
нинг А а=  (х о, у  о) нуктадаги I йуналиш буйича %осиласи деб аталади  
ва - 1

df(A0) .. dj(x(), y n) 
di eKU ........д) " ............

каби белгиланади. Демак,

ЩАо)
д1 = Иш

A- * / L

f(A) —f(A Q) 
Р(А,А0)

f ( x , У) функциянинг I йуналиш буйича хосиласининг мавжудлигини 

ни топишни куйидаги теорема ифодалайди. Бу теоре-хамда d f ( x , У ) 
dl

мани исботсиз келтирамиз.
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4 - т е о р е м а .  Агар f(x,  у )  ф ункция Ао=(хо, у о )  нуцта 
дифференциалланувчи булса,  у  уол да  функция ш у нуцта 
уа р  цандай I йуналиш буйича цосилага э га  ва

3f(A0)
dl

У)
dl

d f ( x0, y 0) , d f ( xo ’ Уо)cosa-|-------cos^dx dy

булади .
M и с ол. Ушбу

f{x, у) — arctg —
У

функциянинг ( 1, 1) нуктадаги (0 , 0 ) нуктадан ( 1, 1) нуктага караб 
йуналган / чизик буйича хосиласини топинг.

Равшанкй, берилган функция Ло= (1 ,1) нуктада дифференци
алланувчи. Унда 4- теоремага кура

а / ( М )
dl

3/(1,1) л . д/(1,1) я
J J _ L X < ;o S  —  Н------ -—  CO S----------

dx ду

булади.
Энди

df( 1,1) 
ду

3/(11)

(arclg7H;;: х2 +  у 2
х=* I 2 ’

. V 2

2 ’

CO S

булишини эътиборга олиб,

а/0 ,1)

эканини топамиз.

V 2  / 1

dl (i-l ь«

3-§. ФУНКЦИЯНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛИ

fix , у) функция М тупламда (MczR2)  берилган булиб, (хо, уо) €АА 
нуктада дифференциалланувчи буксин. Унда функциянинг диффе- 

„ренциалланувчи булиши таърифига кура f(x, у) функциянинг {хо, 
у о )  нуктадаги орттирмаси

Afixo, y o ) = f ix o + A x ,  yo-\-Ay)— f(xo, уо)
учун

д1/ . <?/(*„, г/0)
Д/(*о У о) —----- ;------&х-

3f{x0,y0) '
• dx ду

Ду +  аДх +  рДу

булади, бунда Ддг-*-0, Ду->-0 да а-*-0, {5-^0.



4 т а ъ р  и ф. f{x, у) ■функция орттирмаси А/(эд, уо) нинг Ах %амда 
Ау ларга нисбатан чизикли боШ щисми .

. дНх0'.Уо} . , д1(х0'У<>> л 1 
:-----ЛлЧ-------- Г -   Ау '.■ дх - ,ду

f(x, у) функциянинг (ха, уп) нуктадаги дифференциала (тулищ 
дифференциал) деб аталади ва '

df ёки df(xn, уо) 

каби белгиланади. Демак, . '
■ ' \ ■ ,  d f(x 0, y {)) «?/(.*„. u0 l  ' •
df — d/ (x0, y 0) =  — <5л—  Ax ~f, - - .....А у .

'Одатда -^ ~ ~ ^ -A x ,  у  лар f{x, у), функпиянинг (хо,

уо) нуктадаги Хусусий дифференциаллари дейилади за улар мос 
равишда dxf, dyf каби белгиланади:

' о ?  d f ( x n, y a) d f ix Q, y 0)
d х1 ' 1 Ах, dyf — . .——у - —Аи.

Ми с о л .  Ушбу
/(х, у) = х 2+ 5 х у 2— у 3 ;

функциянинг (х, у) 6 R2 нуктадаги дифферёнциалини топинг. 
Берилган функциянинг (х, у) нуктадаги хусусий х,осилалари

(х2+ 5 х у 2-~у%==2х +  Ьу\

. & + ь ху* - у % ~ т у - ц \

буриб, унинг диффёренциали ,

d f=■~ - А х + -|^Ау =  ( 2х  4- 5у 2) Ах  +  {1 Оху — Зу2) Ау

булади.
Агар Ах ва Ау ларни мос равишда dx ва d y r a  алмаштирсак, унда 

f ix ,  у) функциянинг дифференциали куйидаги

d f(x lh у о) =  .....dx  - f  — уу— dy (5)/

куринищга келади. ^
Фараз килайлик, F = f { u ,  b) функциянинг и ва v узгарувчилари 

рз навбатида х ва у ларн'инг функцияси
u — ср(х,'у),'У==^Н-£, У) 

булиб, улар ёрдамида куйидаги



41
F=/(<p(jc, у ) ,  Ъ(*. У)) =*F{x, у)

мураккаб функция тузилган булсин.
Агар ы=*<р (х, у ) ,  y==i|> (х, у )  функциялар (хо, уо) нуктад 

дифференциалланувчи булиб, F — f(u, v)  функция мос (ио, с/о) нукт' ’ 
д а  (ио=ф (хо, уо), vo=\p (хо, уо) )  дифференциалланувчи булс 
У холда

булади. М ураккаб функциянинг хусусий хосиласини топиш форму- 
лаларидан фойдалансак, унда

хосил булади. Н атижада (6 ), (8) ва (8 ') муносабатлардан

б|лган холда хам унинг дифференциалининг куриниши (6) дагидек 
булишини аниклаймиз. Одатда бу хосса дифференциал шаклининг 
инвариантлиги деб аталади.
■ » Ф араз килайлик, /(х, у ) функция М тупламда (М ег/?4) берилган 
булиб, (хо, уо) 6М нуктада дифференциалланувчи булсин. У холда 

ДДхо.уо) =f(xo+Ax, . yo+&yy^f (x<}yo)  =
= f'x (хо,уо) Ax+f'y (xo,yo) -Ау+аАх+ 0Ay

булади. Агар

dF==rf/=—  du-\—~ d v (6) ;

булади. Шуни исботлаймиз.
Fp=fF(x, y )  фуйкциянинг дифференциали

Я Р  Я П
(7)

SF __ 9F d u  | dF dx)__ d f  Эи . д / d v
dx du  dx -dv dx d u  dx d v  dx (8)

(8 ')

булиши келиб чикади. Демак,

... ? (9)(9)

(6) хамда (9) муносабатларни солиштириб, функция мураккаб

d f  (*о, Уо) — fx (хо, уо) A* - f  /*(хо, уо) ♦Ау



булишини эътиборга олсак, уида

У ( * 0 ’У0) М х о ’УоУЬ* +  (у(Ч-Уй)Ьу+ + №уl Jrn-—----- г =  ПШ —------ ------- г------ ;------------------- =  1
т Х р У о )  1х{х0,у0) А х + { у {х0,у0)Ау

Ду-*0 Ду-*0

булиб, ушбу

&f(x0, ' y o ) t t d f (x0,tfQ), ,
яъни

Д*о-+-Л*, у о+Ау)  «/ (х о , t/o) + / i(x 0, yo)&x+f'y (xb у 0)Ау  (10) 
такрибий тенгликка келамиз.

М и с о л .  Ушбу 1,083,96 микдорни такрибий хисобланг.
Куйидаги

f{x, у ) = х у
^функцияни карайлик. Бу функция'учун (*о,уо) нуктада (10) формула

ми ёзамиз:

( Х о + Ь х ^ ^ & х ^ + у - х » * '  | -Дя+дЛшс | -Ду.
St*”V0 ’ уш*уо

Агар
ж0=  1, t/o==4, Д *= 0,08, Ду =  — 0,04 

дейилса, у холда 
*

(1 -f-0,08) 4- 004«  1 •О.Ов+д:1' . Injcf • ( - 0 ,0 4 )  =
»«4 - у-4

=  1 -+-4*0,08== 1,32 .
булади. Демак,

’ 1,083-96да 1,32.

4 -| . ФУНКЦИЯНИНГ ЮКОРИ ТАРТИ6ЛЦ ХОСИЛА ВА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ

f  (x, у )  функция М тупламда (М €R2) берилган булиб, V(x, у )  £М 
нуктада f'x(x, у ) ,%(х,  у )  хусусий хосилаларга эга булсин. Равшанки, 
бу хусусий хосилалар х ва у  узгарувчиларга боглик булади.

5- т а ъ р и ф.'Дх; у )  ф ункция JfocuAcuapuf'x{x, у ) , f'y (x, у )  ларнинг 
хус у сий %осилалари берилган функциянинг иккинчи тартибли 
хус у сий уо сил а си  дейилади.

f'x(х, у )  нинг х ^згарувчйси буйича хусусий хосиласи

£<*. У) ёки -У



f'x(x,y) нинг у узгарувчисн буйича хусусий хосиласи

. ■ и ^ У У .  ёки
каби белгиланади. Демак,

f y(x,y) функциянинг х уэгарувчиси, буйича хусусий хосиласи

ПЛх>У) ёки

каби белгиланади. Демак, ' .

f y(x,y) функциянинг у  уэгарувчиси буйича хусусий хосиласи

Г  , .л  .4 , , . ,  д 2[(х,у) .
еки : >

каби белгиланади. Демак,

. ' г ^ )

Одатда иккинчи. тартибли хусусий хосилалар

^ д ‘*1 ( х>У) d2f(x,y) 
дхду ’ дудх

га apa.iaui хосилалар дейилади. .
Худди кжоридагидек, f(x,y)  функциянинг учинчи, туртинчи 

хоказо тартибдаги хусусий хосилалари таърифланади.
М и с о л .  Ушбу

f ( x ,y ) = * 4  +  & ly 3 +  7 x y + l  '
функциянинг иккинчи тартибли хусусий хасилаларйни топинг. 

Аввало берилган функциянинг хусусий хосилаларини тойамиз

'■ \ ^ = ^ ( х 4+ * х У ^ 7хУ + л У ^ * х * + & у 3+ 7 у .

~ = <*4+ 4 л У -j-7ху +  1) =  \ 2 х У + 7 х  . -

каби белгиланади! Дема#,



• Энди 5 - таърифдан фойдаланиб функциянинг иккинчи тартибли 
хусусий хосилаларини топамиз:

Ъ Г - Ш У - к  -■ I ^  +  V .

(fe3+ 8^ >+ 7*') -  W + 7 .

T s f c H r  ( f  ) = i r  12* V + 7 * )  = 2 4 V + 7 ,

( J L ^ J L  (\2х 2у 2+ 7 х ) = 2 4 * V
- % 2 д у \ д у )  ду У У ^  3

5- т e о p e м a. f(x, у )  функция M тупламда (M(^R2)берилган булиб, 
у  ш у тупламда f„  f y уам да f"xy, f yx уосилаларга э га  бул син . Агар
f  'xy, f  'yx аралаш уосилалар ( х о ,  у о ) 6М нуктада у зл ук си з  булса,  
у  холда
i fxy(X0’ Уо)— fyх(Х0> Уо)

булади . \
И с б о т .  (jco, уо) нукт.анинг координаталарига мос равишда 

шундай А х > 0 , А у > 0  орттирмалар берайликки,
(хо +  Ах, уо +  Ау) €М

булсин. Сунг ущбу
u = f ( x o  +  Ax,yo +  A y ) — f(xo +  Ax,yo)— f(xo,yo +  &y)+f(xo,yo)  

ифодани караймиз. Агар

(p(x)=*f (x ,yo- fAy)— f{x,yo),
У{У) = f ( x 0 +  Ax,y) — f ( x 0, у)  И 1)

деб олинса, унда юк,оридаги ифода учун

и =  Ф (*<,-[-Ах) — <р(хо), 
и =  у>(уо +  А у ) — ^(уо)

булади.
. Лагранж теоремасидан фойдаланиб топамиз:

ср {хо +  &х) ~  ф (хо) — ф' (*о 4- 01 Ах) • Ах, 
г|> (у0 +  Ау) — -ф (у0) =  г|з' (уо +  02Ду) Ау,

( О < 0 1 , 0 2 <  1) •

Иккинчи томондан (11) муносабатдан ф(х) хамда ч|з(у) функция- 
лар'нинг хосилаларини топиб, сунг Лагранж теоремасини кулласак, 
унда

ф'(*)  = f  х(х,Уо~\~Ау) — f x(x,y0) = { 1 у(х,у0+ в £ у ) - А у ,

Ф'(У) = L ( x 0+ Ax,y )  —f'Axо, у )  = f 'yx(x0+ d t-Ax,y)Ax.



булиши келиб чикади (О < 0з, 04< 1)- Натижада1

и =  (р(хо +  Ах)  — ф(^0) — f ^ o + Q r  Д * .У о + 6 э ^ )  '&хАу,

и =  Ч>(Уо+Ау) — ф (i/о) = ^ х(Хо+^4Ах,у0+в^Ау)АхАу  
булади. Бунда эса ушбу

f  x!/(-^o_b 0 i ^ ,  Уь~\~ 03^ 1/ ) — f y x( x Уо~\~ ®i/Ay) (12)

тенглик хосил булади. '
Шартга кура f"y, /^аралаш хосилалар ( *о ,  г/о) нуктада узлуксиз. 

Унда Дх-»-0, Ау-^0  да

fxy(xo+  0 1 •Ах’ Уо+ вэДу) -*-fч(Хо,Уа) ,
f'yx(Xo+e*-&x,y0+Q2Ay)-+f"x(x0,y0)

булади. ( 12) 'тенгликда Лх-*-0 , Ду-*-0 да лимитга утиб,

f ху ( Х®Уо)  ~ f  ух (Х0’У<))

булишини топамиз. Бу тенглик хеоремани исботлайди.
Фараз килайлик, f  (x, у) функция М  тупламда берилган булиб, 

унинг хар бир (х, у) нуктасида дифференциалланувчи булсин, 
Маълумки, бу функциянинг дифференциали

4 ( * .  У ) ~ ^ - Ч Х+ в- И ^ уду (13)

булади (бунда dx, dy лар Jt ва у  узгарувчиларнинг Дх хамда А у  
орттирмаларидир).

6 - т а ъ р и ф. f(x,y) функциянинг (х,у) нуктадаги дифференциа
ли df(x,у) нинг дифференциали берилган Нх,у) функциянинг иккинчи 
тартибли дифференциали деб аталади ва d f(x,y) каби белгиланади:

d2f ( x ,y ) = d ( d f ( x ,y ) ) .  '
(13) тенгликни эътиборга *Ьйиб топамиз: 

d 2f{x,y) = d ( d f ( x ,y ) )  = d [ df(x,y) д х _^.Щ х,у)
дх ду dy]--

=  d x . d ( ^ + d y . d ( ^

____ lWr-4- &7 (*. У)
^  dxdy

d2f(x, y) d2f(x ,y )
дудх ~dx -j-- d'fx, y) 

dy2 ф ] :

д2̂ » ц х*+  2 y±dxdy 4 - Щ ^ у 2 ■
дх

Шундай килиб, /(х, у) функциянинг иккинчи тартибли дифференциа
ли унинг иккинчи тартибли хусусий хосилалари оркали куйидагича
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-  ‘- J S g + f + i  Ц ^ * < 4 , +  ■

ифодаланар экан.
Функциянинг учинчи, туртинчи ва хоказо тартибли дифференци- 

аллари хам худди юкоридагидек таърифланади.
Функциянинг кейинги тартибли дифференциалларини унинг 

хусусий хосилалари оркали ифодалаш борган сари муракктблащиб 
боради. Юкори тартибли дифференциалларни символик равишда 
ифодалаш кулай булади.

f(x, у) функциянинг дифференциали

d f = - £ d x + - § d y

ни символик равишда (f ни кавсдан ташкарига чикариб) куйидагича 
ёзамиз:

Унда

деб караш мумкин. Бу ерда кавс ичидаги йигинди квадрат га 

к^тарилиб, сунг / га «купайтирилади». Кейин ~  ва ~~ ларнинг

дараж а курсаткичлари хусусий хосилалар тартиби деб каралади.
Шундай й^л билан киритилган символик ифодалаш f ( x ,y )  

функциянинг п- тартибли дифференциалини

d n f = ('Jxd x ^ Jh d y ) f

каби ёзиш имконини беради.
Энди мураккаб функциянинг юкори тартибли дифференциалла

рини топамиз.
Айтайлик, F — f(u, v) функциянинг и ва v узгарувчилари 

уз навбатида х ва у  ларнинг функцияси
и =  ц>(х, у ) ,  v —#>(x, у) 

булиб, улар ёрдамида куйидаги

F=/(cp(x, у), У))
мураккаб функция тузилган булсин.

и =  ф(х, у) ,  у =  г|з(л:, у) функциялар (х, у)  нуктада узлукс 
иккинчи тартибли барча хусусий хосилаларга, F = f { u ,  v) фу 
эса мос (и, -у) нуктада барча иккинчи тартибли узлуксиз 
хосилаларга эга булсин. Шуни эътиборга олиб топамиз:
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d2f - d ( d f )  {du) +

+  d v d ( ^ L ) + ~ U ( d v )  ~ d { £ ) d u  +  d ( £ ) d v + ^ d * u  + .

+ ^ 2^ ( - Ь ё и + ^ и У ^ ^ 2 и + 1 ^ 2 и -

Шу йул билан берилган мураккаб функциянинг кейинги тартиб
даги дифференциаллари топилади.

5-§. УРТА КИЙМАТ Х.АК.ИДА ТЕОРЕМА

f(x, у) функция М тупламда берилган булсин. Бу М тупламда 
{ау,Ьi) хамда (а2, Ь2) нукталарни оламизки, бу нукталарни 
бирлаштирувчи тугри чизик кесмаси

1 =  {(х,у) £/?2 :x =  ai +  t{bi — a,) ,  y  =  a 2 +  t(b 2 — a 2)}.

каралаётган тупламга тегишли булсин.
6- т е ор  е м а. Агар }(х, у )  функция I кесм анинг ( а ь 6 )) уамда  

( а 2} Ь2)  нуцталарида у зл ук си з  булиб,  кесм анинг цолган барча  
нуцталарида дифференциалланувчи булса,  у  цолда I кесм ада  
ш ундай ( c i ,  с 2)  нуцта топиладики,

f ( a * b i) —H a i,b \ )= f' j(c ^ T )-(d 2— a J + f ' !i(cvc2) ( b t— b xy

булади . J
И с б о т .  f(x, у) функцияни I кесмада караймиз. Унда

f(x, y ) = f { a i  +  t { b i— ai) ,  a 2 +  t(b 2-^ a2)) 
б^либ, у [0, 1] сегментда берилган F ( t ) функцияга айланади:

F(t)  = f ( a l +  t (b l — a\), a 2 +  t(b2 — a 2)) .
Бу F (t)  функция (0, i )  да хосилага эга булади.

Мураккаб функциянинг "Х,осиласини топиш коидасидан фойдала
ниб хисоблаймиз:

^ '( 0  = = £ ( < * » oi), a2-\-t(b2~ а2) )  • (bi - a i )  -}~fy(ai~{-t(bi—a i) ,  
a 2-t~t(b2 — a2) ) ' ( b 2—a 2).

Шундай килиб, [0, 1] сегментда берилган F(t) функция Лагранж 
теоремасининг шартларини бажарар экан. Лагранж теоремасига 
кура (0 , 1) интервалда шундай to нукта ^топиладики,

F ( l ) - F ( 0 ) W ' ( M - O - 0 )  (15)
булади. -

Равшанки,

F ( 0 ) = / ( a b аз), F ( l ) = f ( b ^ b . 2).



Юкоридаги (14) тенгликдад фойдаланиб топамиз:
■ F'ifo) ^ ft i& i- fa to i f f i— a i ) ,  aa-f*^p(^2—o a ) ) (6 i i—at)~b 

-Mo(^i —ai ) ,  a2-\rto(b2—o j) ) (6 j — an) ~
—frx(cu d )  ■ ( b i—ai) + f y{ c u c i )  {Ь2 — Ог).

Бу ерда
Ci =  0 ) -f'^o (b\— at) ,
C2 —fl2”f*^0 (&?— 0 2 ) 

деб белгиладик. '
.Натижада (15) тенглик ушбу

f{ai,b2) ^-f{an  61) • (a2~-ai) +fi(cy,c*) • (bt — by)
тенгликка келади ((с  1, с2) 6/)• Бу эса теоремами исботлайди.

6-§. ФУНКЦИЯНИНГ ТЕЙЛОР ФОРМУЛАСИ

f ix ,  у) функция М сохада (AfcrR2) берйлган булиб, (*о, Уо) 6А*
, булсин. Бу {хо, Уо) нуктанинг Us(x0, уо) а^рофини (Us(xo, уо) c:Af) 
оЛйб, унда шундай/ (х, у) нуктани караймизки, ушбу

/={(х', у') €R2:x '—xo +  t ( x — xo), у '= у о - Ь Ц у —уо))
кесма (/«(*о, уо) га тегишли булсин (0 < / <  1).

Фараз килайлик, f(x, у) функция (/«(х0, уо) да  барча биринчи, 
иккинчи ва хоказо (п +  1)-тартибли хусусий хосилаларга эга 
булиб, бу хусусий хосилалар узлуксиз булсин,

Агар f{x, у ) функцияни I кесмада карайдиган б^лсак, унда 
f{x, y ) —f ( x o + t ( x - x o ) ,  yo +  t ( y —г/о)) (0 < * < 1) •

б^либ, у t ^зга^ув^ининг функцияеига айланади: ;
F( t ) ** f (x0 +  t ( x - x 0 h  y o + t { y - y o ) )  ( 0 < « \ ) .

Бу функциянинг хосйлаларини хисоблаймиз: 
j F'(t)==f'x{xo+i(x—хо), y o + t ( y — у о ) ) - { х —дсо) +

+ fy ( x 0+ t ( x — x0), y o + t ( y - y o ) ) ( y - ^ y o ) ,

F " ( t ) —f}(xo+t{x—xo),yo +  t{y—yo) ){x—xo)2 +

-j~2fxy(Xo +  t{X-'Xo),yo +  t i y  — yo))(X  — Xo)(y — yo) +
> .. +f}{xo +  t{x—Xo), y o - b t ( y —y o ) U y —yo)\ (16)

умуман, ‘

;  ,

( * = 1 ,2 ,  3, ..., n +  l)
Равшанкй, .

F(0)~f (xo ,  yo),  F ( l ) = f ( X> y ) ,

; F w ( 0 > = ^ - ^ ) f - ~ ( y - * / a ) ) k (16')
' "■ ■ ,  '
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б^лади. Бу тенгликдагй f {x t у)  функциянинг барча хусус' 
хосилалари (лк>; уо) нуктада хисобланган,

Бундай F (t)  функция учун 1- том, 20- боб, 8- § да келтйрилга’ 
ушбу

F ( t ) = F ( Q + F ' ( h ) ( t - t 0) + Р (У  
2! ( t—^о)2+ •••■+*

(17)

НГейлор формулаей Гринли б^лар эди, бунда R„(t ) — колдик 
х,ад. Унинг Лагранж к^риНишдаги ифодаси

Rn(t)
F<"+'> (*0+e ( f - f 0))

( « + 1)!

булади. Хусусан, t — l,  6)=в0 булганда
/ " * 

F ( 1) =  f  (0 ) +  M - + F " ( 0 ) F<a)(°> +  * « 0 )

булади. Юкоридаги (16), (16 ') ва (17) муносабатлардан фойдаланиб 
топамиз:

\

f ( x . y Y * * f ( x »  У о )  +  — а г ~  +  ~ ~ а у—  +

+ 2 ! Г а*2
( х — х 0) (У—Уо) +

' +
д 1(х0,Уь) 

а / ( У — « / о ) ■ ] * , +

1 р л + ' 

+ 1 ) 4

dnf(x&y0)
ду"

'Эд

(У— У о)'

/<х0«(-в (* -  ж0) ,%+в (у - у0)')
( «+ !) !  L aV +l

дя+,/(^о+в(^-^о).'/о+в^-Уо))
4-

вуя-М

(X- x j >  +

(и*~Уа) Л+ ]

*US?£i^ . Г̂аРУВЧИЛИ ^  ФУНК—  7 > ^

г и ч а С ё з и Т м у м б к Т Л а Ш Л а Р  ё р д * М и д а  Т е й л о Р  Ф о р м у л а с и н и  к у й и д а -
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f { x , y ) ^ f ( x ^ y 0) ^ ~ i ~ ( x — x 0) - ^ ~ ( y - - y 0) y +  '

(x ~ x o) + ~ fc  ( У - У о ) )  f + -  +

+ i i X - h ( x - x o ) + ~ £ f ( y - y o ) ) f + R n ,  ( i 8 )

бунда функциянинг барча хусусий хосилалари (х0, уо) нуктада 
хисобланган, колдик хад эса

булиб, барча (я  + 1) -тартибли хусусий хосилалар (*о +  0 (х — хо), 
УоЧ-0(£/*— У о ) ) нуктада хисобланган (О < 0 < 1 ) .
(18) формулада хо = 0 , уо— 0  дейилса^ унда ,

Цх.у)  - / ( 0 , 0 ) +  ±  (J - . X + - L y ) f + 1  ф + ^ . ^ 1  +  . . ,+  

булиб,

булади. Бунда барча (л -) -1 )-тартибли хусусий хосилалар (0*, 0у) 
нуктада хисобланган (О < 0 < 1 ) .

7-§. ФУНКЦИЯНИНГ ЭКСТРЕМУМ КИЙМАТЛАРИ

Фараз килайлик, / (х, у) функция М (M c z R ?) тупламда берилган 
б^либ, (лг0, уо)£М  булсин.

Маълумки, ушбу

; C/e (хо,уо)={(х,у) 6 /?2: -yj( х —x 0) 2- f  (У—Уо)2<Ь)

(6 > 0 ) туплам (хо ,  Уо)  нуктанинг атрофи деб аталар эди.
7- т а ъ р и ф. Агар (хо ,  Уо)  нуктанинг М тупламга тегишли Uв(хо, 

у 0) атрофи топилсаки, V(x,y) £Us{xo, уо) учун
.v Цх, у) </(хо. Уо) (} (х ,у )  < / (х 0, Уо ) )

тенгеизлик бажарилей, /(х, у) функция (хо, Уо) нуктада максимумга 
(цатъий максимумга) эришади деб аталади, f{xo, уо) щ ймат аса f(x,  
у) функциянинг максимум (цатъий максимум) к^иймати дейилади. 

Функциянинг максимум киймати

f (x 0, yo) — maxtf(x, у)} ((х, y )e U b (x 0, уо))
каби белгиланади.

8 - т а ъ р и ф. Агар (х0, уо) нуктанинг М тдпламга тегишли Ub(*о, уо) 
атрофи топилсаки, V(x,y) 6 Unix?, уо) учун

’f(x , y ) > f { x o ,  Уо) ( f ( x , y ) > f ( x 0, уо)) 
тенгеизлик бажарилса, f(x, у) функция (хо, уо) нуктада минимумга
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( щатъ'ий минимумга) эришади деб аталади, f(xo,yo) к,иймат эсй / 
у) функциянинг минимум (цатъий минимум) щиймати дейилади. 

.Функциянинг минимум киймати

f ( x 0, г/о) =min{f(x, у)} ((х, у ) € Щ х 0, у0))
каби белгиланади. v

f(x, У) функциянинг максимум хамда минимуми умумий н 
билан- унинг экстремумы дейилади.

7 - х,амда 8 - таърифлардаги (хо, уо) нукта-мос равишда f(x, у  
функцияга максимум, минимум киймат берадиган нукта дейилад

7 - т е о р е м а ,  Агар f(x, у )  ф ункция (ха>уо) нуктада экстрему 
га  эрш и са  ва ш у нуцтада f'x(x 0, уо), f ' y(xо, У о) хус у сий цосилал  , 
м авж уд б ул с а , у  %олда

i*(xo, у  о) =  0, j'y(  х0, уо) =  О

булади.
И с б о т .  Айтайлик, f(x, у) функция (*о,Уо) нуктада м аксимуму 

эришиб, шу нуктада ) ’х, f'y хусусий хосилаларга эга булсин. Унда; 
таърифга кура (хо, у0) нуктанинг Ub(xо, уо) czM  атрофи топиладики* 
V(x, у) £Ub(xo, уо) учун

f(x, У) < f(x o ,  уо) -
жумладан

. f(x, уо) < f ( x о, уо)

булади. Бу эса f(x, у 0) — бир узгарувчили (х  — узгарувчили) 
функциянинг U&(xо, уо) да энг катта киймати Д х0, уо) га эришишини 
билдиради. Унда 1- том, 20- боб, 7- § да келтирилган Ферма 
теоремасига биноан

f'x (*о, Уо) = 0
булади.

Худди шунга ухшаш
f'y (хо, уо) = 0  

булиши курсатилади, Тевр&м! исбот булди.
' Э с л а т м a. f(x, у)  функциянинг бирор (х* , у* ) н уктада fi, f'e хусусий хосила

ларга  эга ва f'x(x* , у* ) = 0 , , у* ) —0 булишидан унинг (**  , у* ) нуктада 
экстремумга эга булиши хар доим келиб чикавермайди. М асал'ан,

f ( x , y ) = x ' - y ,
функциянинг хусусий хосилалари , ‘ '

¥*(*, У )= У , fi(*> У) — х  - 
(0 ,0 ) н уктада нолга айланадн:

/И0, 0 ) ^ 0 ,  К(0,  0) = 0 .

Бирок бу функция (0,0) н уктада экстремумга эга эмас. (Бунн^функция графиги- 
гиперболик параболоиднингтасвиридан куриш мумкин. (К,аралсин [I] , 15- боб, 4- §.)

Шундай килиб, 7 - теорема икки узгарувчили f  (х, у) функция 
экстремумга эришишининг зарурий шартини ифодалар экан.
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/(х, у) функция хусусий хосилалари f'K, f'y ларни нолга айлантира- 
диган нукталар унинг стационар нук,талари дейилад^.

Энди икки узгарувчили функция экстремумга эришишнинг 
етарли шартини топиш билан щугулланамиз.

Фараз килайлик, f(x, у) функция f(xo, уо) нуктанинг бирор U&f(xo, Уо) 
атрофлда берилган булсин.

Агар V(x, у) £U{,(x0, Уо) -учун
A — f ( x , y ) —f ( x o , y o ) > 0  

булса , у холда f(x, у) функция (х0, уо) нуктада минимумга эга булади. 
Агар А (х ,у )  €Uf,(xo,yo) учун

A — f(x,y)  — { (хо, уо) <;0
булса, у холда f(x,y) функция (*о,уо) нуктада максимумга эга булади.

Демак, /.(х, у) функциянинг (х0, уо) нуктада экстремумга 
эришишини аниклаш А айирманинг Ub (хо, уо) Да ишора саклашини 
курсатишдан иборат экан.

Айтайлик, /(х, у) функция U& (хо, уо) Да узлуксиз fx, f'g хамда /'Я 
f"y> %  узлуксиз хусусий х,осилаларга эга булиб,

Гх(х0, уо) = 0 ,  f'y {xo,yo) = 0  (19)
булсий.

6 -§  да келтирилган Тейлор формуласидан фойдаланиб, (19) му- 
носабатларни хисобга олиб топамиз: ♦

f ( x , y ) = f ( x 0,yQ) + ~ [ } ' 7 (x0+Q Ax,y0+ Q A y )-A x 2+

+  2 ГХу(Хо+йАх,у0+ в А у )А х -А у  +  Г^(х0+ д А х ,  у 0+©Ау) Ау2] •

бунда

Унда
А х = х  — Хо, А у ~ у —уо, О < 0 < 1 .

' Д==Т  [/ ) (х о+0Ах,уо+0Ау).-Ал:2+

-f- 2f Ху{х о+ 0 Ах,{/ о+ 0Ау) Ах • А у f'^(x 0-f- в Ах, у о+0А у) Ау2]- (20) 

- f  2%y(x0+QAx,y0+ Q A y )A x -А у + ^ { х 0+ в А х ,  у о+ 0А у)Д у2] 

булади.
. Кулайлик учун Куйидаги белгилашларни киламиз:

I '
а п= // (*о> Уо) >

<*18—&(*о»1/о). 

а й =// (*о, У о),
Д- айирманинг ишораси

a l l ' a 22

микдорнинг ишорасига боглик булади
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1°. a n -a 22~ a j 2:> 0 булсин. Бу халда Д нинг ишорасини аникл 
учун уни куйидагича 

1
Ц7^(*®+вД*, у 0+ЪАу) -А х +^(хо+в-Ддс,уо+04и/)

+  f'xy {x0+ Q A x ,y 0+QAy) -Д у )2+  ( f ? {x0+Q Ax,ya+ § A y )  

/ (̂•л:о+0Дл, г/о+0Д£/) — /^(Хо+Дл-0, г/о+вДг/)) • Ду2] (21 '
ёзиб оламиз. 

Айтайлик,
f j  (хо>Уо) —в ц > 0

булсин. Унда иккинчи тартибли хусусий хосилаларнинг' узлукси 
булишидан /

У т К ( х 0+ в А х ,  уо+ОДу) = а „ > 0 ,Д*-*0
Ау~*0

шунингдек

Уо~1~0Ду) -//(^о+вДх. Уо~Ь0Ду)
Ду-*-0

-fty(xD+ S A x , y 0+ Q A y))  =  а и- а 22—а?2> 0

келиб чикади .,
Ах хамда Ду  лар етарлича кичик булганда (21) муносабатдан 

Д ^ О  булишини топамиз. ■
Демак,

а и- а 22~ а 212> 0  ва а и> 0  булганда

& =  f{x,y) — f(x о, у о ) > 0 ,
яъни

f { x ,y )> f{ x o ,  уо)
булади. Бу холда f(x^ 'y)*  функция (хо,уо) нуктада минимумга 
эришади.

Худди шунга ухшаш курсатиш мумкинки, а п -а 22—а ?2> 0  ва
а ц > 0  булгайда

A =  f ( x ,y ) — f(xo, у 0) ^ 0 ,  .
яъни

f i x ,У) </(*о, Уп)
булади. Бу холда f(x, у) функция {хо,. у0) нуктада максимумга 
эришади.

2°. au * a 22~of2<:0 булсин. Ушбу

а я ? 2 "b 2a )2z -j- а ! j
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квадрат учхаднинг дискриминанта /
D = 4 a \ 2— 4 а иа 22— — 4 ( а ц а 22— af2 ) > 0

булганлиги сабабли А айирма ишора сакламайди, яъни шундай а и 
а,2 кийматлар топиладики,

a 22a 2l +  2 a i x̂,l -\-au > 0 , • 

а 22а2+ 2а ,2а2+ ап< 0

булади. Аввало
fl22a  I +  2а !2«  I +  <2 11 >  о

булган холни караймиз.
Иккинчи тартиб хусусий хосилаларнинг узлуксизлигидан фойда

ланиб топамиз:
lim \f',(x0+Q Ax,yo+  Q A y ) a l+ 2 f 'y(x0+  QA!x, y 0+QAy) <*,+
Д.г-*-0 •- У

Ду—*-0 - •; ,
+  ̂ ( jco-f-Ax0, y o+0A y) ] = a 22-oc?-f-2al2a , - f  a tl> 0 .

Унда (лго, уо) нук,танинг шундай Ue(xo,yo) атрофи топиладики, 
(АГо +  Дх.уо +  Ду) czU t (xo,yo) булганда

■fy (*0-f- 0Ajc,yo- f  0Ду) a ?+ / ^ (*0+  0Ax,yo- f  0Ay) a  /'-f

о-}~вДдс,£/0—{— 0At/) >  0 (22)

булади^ ' '
Энди (x0, Уо) нуктанинг етарлича кичик U ы(х0,уа) атрофини 

олайлик. Унда шундай кичикр сон топиш мумкинки, (j£o +  p> yo +  pai)  
нукта хам U е(лг0, Уо), хам U J x 0,yo) атрофга тегишли булади. Агар

Дл: =  р, Ay==pai
дейилса, (20) хамда (22) муносабатлардан

A =  f ( x 0+ A x ,y 0+ A y ) — ЦхьУо) = 4 -р 2 [f"2v(xo-f M x ,  y u- f  0Ду) +

+  2 f”!,(X0+  А х -0,уо4-0А у)a , +  /£(х0+  0Дх,уо+  0Ау) • « ? ] > 0  
булади.

Шундай килиб, (хо, уо) нуктанинг атрофида шундай (хо +  А*. 
уо +  Ау) нукта топиладики,

Д > 0
булади. 1

Шунга ухшаш
a 22a 2 + 2 a 12a 2+ a i i < 0

булган холда (хй, у 0) нуктанинг атрофида шундай нукта (Хо +  Ах, 
уо+-Ду) топилиши курсатиладики,

А =  /(хо-|-Д*> уо +  Ау ) — f (x 0, У о)< 0 ( 
булади. ,



Демак, (*о, уо) нук,танинг атрофида А айирма ишора сакламай* 
Бу халда f(x, у) функцйянинг (х<>, уо) нуктада экстремуми булмайди.,

' . 3°. a u »a22--to?2=0 булсин. Бу холда f(x, у) функция (х0, >
нуктада экстремумга эришиши хам мумкин, эришмасдан коли 
хам мумкин. Уни кушиадча текшириш ёрдамида аниаданади.

М и с о л. Ушбу
/(*, у) = х 2+ х у + у 2 — 2х — Зу

функциянинг экстремумини топинг. -
Берилган функциянинг хусусий хосилаларини хисоблаймиз:

f*(x ,y)  — (х2-+-ху +  у2 — 2х~ З у)'х =  Ъ с + у —2 %
ГЛХ, у )  =  ( х 2 +  ху-\-у2— 2 х - ~ З у ) ' у = х  +  2у — 3.

Бу хусусий хосилаларни нолга тенглаб,
2х-\-у—2 = 0 ,  
х -j- 2у — 3 =  0

системани хосил киламиз ва уни ечнб,
1 4

. — 3 ’ Уо ~  3

булишини топамиз. Демак, 

нуктаси.
Берилган функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилаларини 

хисоблаб, уларнинг стационар нуктадаги кийматларини топамиз:

f} (х ,у )  =  (2х +  у — 2 )1= 2 , 

й  (х, у) =  { 2 х + у  — 2)'у= \ ,

% (х ,у )  =  (х +  2у — 3 ) у= 2 ,

/Хтт) ’̂ ^ ( т - 1*! ЫД’ ̂ ) = = 2 ’
f l| t= = 2 , O l2 = = l, 0,22 —  2.

Энди ai ]022 —а ?2 микдорни топамиз:

clwQ.22 — о ? г = 2 -2 — 1—3.

Д ем ак ,.ацагг —а?2 > 0  на ап = 2 > 0 .-  Берилган функция

нуктада минимумга эришади. Функциянинг минимум киймати 
— ~ га тенг: min f{x, у) =  — ~г.U & у

Фараз килайлик, f(x , у) функция чегараланган ёпик 
D (D czR 2) сохада берилган булсин. Равшанкй,

- ч D =  D{jdD.
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Каралаётган функция D да узлуксиз булсин. Унда Вейерштрасс 
теоремасига биноан f(x , у) функция D да ^зининг энг катта хамда 
энг кичик кийматларига эга булади. Функциянинг D даги энг катта 
(энг кичик) киймати куйидагича топилади:

1) f ( x , у) .функциянинг D сохадаги максимум (минимум) 
кийматлдри топилади, ■  ̂ ,

2) f(x, у) функциянинг dD даги максимум 
(минимум) кийматлари топилади.

1) ва 2) холлардаги топилган максимум 
(минимум) кийматлар таккосланиб, улар ора
сидаги энг каттаси (энг кичиги) аникланади.
Бу f(x, у) функциянинг D даги-энг катта (энг 
кичик) киймати булади.

М и с о л .  Ушбу

f(x, у ) — х2-\-2ху — Зу2+ у  
функциянинг

£ = { (* ,  у) 1, 0 < у < 1 ,  0 < х  +  1/г
даги энг катта в а энг кичик кийматларини топинг ,(24 -чязма). 

Равшанки, _
D =  D\JdD, / " •

бунда £>={(*, у) £R2'- 0 < * <  1, 0 < i /<  1, 0 < х + у С  1},
dD =  OA(]AB{]OB

Берилган функциянинг стационар нукталарини топамиз: .

, у) =  2х +  2 у = 2 ( х  + у), f'y {x, у) = 2 х — 6t/-f 1,
( х+</ =  0

1}'
/

1 = 0
=>х — — 8 ’ у = -

Демак, ^— §"’ 1г) нУКта Функциянинг стационар нуктаси. Бирок,

бу нукта D сохага тегишли булмагани учун уни карамаймиз.
Энди функцияни D соханинг чегараси dD да караймиз.
а) (х, у) 6 ОВ булсин. Бунда 0 < j t <  1, у = 0 булиб, берилган /.(х, у) 

функция куйидаги

f(x, у) = х 2
к^ринишга эга булади. Равшанки, бу функциянинг ОВ даги энг 
кичйк киймати /i(0, 0) = 0 ,  энг катта киймати /г(1, 0) =  Ьбулади.

б) (х, у) €ОЛ булсин. Бунда х=?0, О^уг^Г 1 булиб, берилган f (x, у) 
функция куйидаги •

/(*. у) =  — 3у2+ у  
куррнйшга эга булади. Бу функциянинг [0, 1] даги экстремумини
топамиз:

f ' — — 6«/-f-1; - 6 у + 1 = 0 = >  у--
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Демак, (0, стационар нукта. f"  =  —6, демак ^ 0 , -| }нукт 

да f(x, у) максимумга эришиб, унинг максимум киймати f 3(o, --- ^

-J2 булади.

в) (ж, у) £АВ булсин. Бунда х + у  = 1  ( 0 < х <  1, 1) б$'-ла-
ди. у = 1 — х булишини эътиборга олиб топамиз:

f(x , y)*= f(x ,  1 ~ х )  — х 2+ 2 х  (1 — х) — 3 (1 — х ) 2+ ( 1 — *) =
=  - 4 * 2 +  7 * - 2 .

Бу функциянинг экстремумини топамиз:

8 ’

У— 1—х — 1 ■ 8 8

Демак, -̂g-, стационар нукта. булганлиги сабабли

функция нуктада максимумга эришади ва унинг максимум

киймати
JL
16

булади.
. Юкорида келтирилган мулохазаларда А ~ А  {0, 1)  нукта эъти- 

бордан четДа колди. Щу сабабли берилган f(x , у) функциянинг (0, 1) 
нуктадаги киймати

U (0, 1) =  —2 /
х,ам хисобга олиниши лозим. '

Функциянинг f 1, fz, /з, /ч> fs кийматларини солиштирнб, берилган
функция 4- \ нуктада энг катта киймат 1 ~  га, (0, 1) нукта-

\ о  о  /  -  . •"» 1 Ь

да энг кичик киймат —- 2 га тенг булишини топамиз.

8-§. ОШКОРМАС ФУНКЦИЯЛАР

Икки х ва у  узгарувчиларни богловчи ушбу
F (x , у) —0  ■ * (23)

тенгламани карайлик.
х узгарувчининг бирор х=лго кийматини олиб, уни (23) тенглама- 

даги х  нинг ^рнига куямиз. Натижада у щ  топиш учун

тенглама хосил булади.
F(xq, у) = 0  (23')
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Айтайлик, (23') тенглама ягона уо ечимга эга булсин. Унда, 
равшанки,

F .(x o ,y o )~ 0
булад||. '

Энди X (XczR)  туплам х узгарувчининг кийматларидан иборат 
шуйдаи туплам булсинки, бу тупламдан олинган хар бир х (х £Х) 
кийматда

F(x, у ) = 0  ,
тенглама ягона у ечимга эга булсин.

X тупламдан ихтиёрий х сонни олиб, бу сонга F(x, у) — 0 тенгла- 
манинг ягона ечими булган у  сонни мос куямиз. Натижада 
X тупламдан олинган хар бир х  га курсатилган коидага кура битта 
у ни мос куядиган y  — f(x)  функция хосил булади. Одатда бундай 
аникланган функция ошкормас функция дейилади.

Демак, ошкормас функция F { x , y ) — 0  тенглама ёрдамида аник- 
ланар экан.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

F(x, у) =  у  д/1 — х 2 — 2 =  0 (24)

тенглама ошкормас функцияни аниклайдими?
Агар х узгарувчининг (0, 1) интервалдаги ихтиёрий хо кийматига 

у  узгарувчининг !

v

кирматини мос куйсак, унда

Fix,» уо) = у 0 : ^ j\ —x l — 2 =  - --1 ^  . д/1 — jtg — 2 ^ 0
. V 1 ~ х<>

булишини топамиз. Демак, (24) тенглама ошкормас функцияни 
аниклайди.

2. Ушбу ,
F ( x , ' y ) = x 2+ y 2-1-1=0 

тенглама ошкормас функцияни ^аниклайдими?
Бу тенглама х узгарувчининг ( — op, -j-oo) ораликдан олинган 

хеч бир кийматида ечимга эга эмас. Демак, берилган тенглама 
ошкормас функцияни аникламайди.
■ Келтирилган мисоллардан к^ринадики, F(x, у) =  0 тенглама хар 

доим хам ошкормас функцияни анивдайвермас экан.
Куйида F(x, у) функция кандай шартларни бажарганда

F(x, у) = 0
■ тенглама ошкормас функцияни аниклашини, яъни ошкормас 
функциянинг мавжуд булишини ифодаловчи теоремани исботсиз



8 - т е о р е м а .  F (х, у )  ф ункция (х  о,  у  о )  нуктанинг ( (хо ,  у  о )  6  
бирор  (J&(xo, у  о )  атрофида ( 8 > 0 )  анщ ланган , у зл ук си з  %ам 
у зл ук си з  Fx (х, у ) ,  Fy(x,  у) ху с у сий уосилаларга эга  б у  леи

■ Агар ( х о ,  у  о )  нуктада '“*■
1) Р(х0, у о ) = 0 ,
2) Fy(xn,  у о ) Ф О  - ; ■

бул са , у  уол да  х0, у  о нущталарнинг ш ундай Un0(x0), U&0{y0 
атрофлари (б0> 0 )  топиладики, Vx iUb(xo) учун F(x, у )  
= 0  Тенглама ягона y £Ub ( yb ) ( y = f ( x ) )  ечимга э га  ва

О  f ( x o ) = y o
2) f ( х)  ф ункция U s 0 ( x о) да  у зл ук си з уосил а га  э га  ва

Одатда бу теорема ошкормас-функциянинг мавжудлиги х,ак,ида 
ги теорема дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

теоремага кура

F (х, у ) = х у + х - \ - у —1=0 '
тенглама (2 —6о, 2-}-8о) атрофда ошкормас функцияни аниклайди.

2. Ушбу ;

функцияни карайлик. Бу функция_(0, 0) нуКтанинг {/«(0,0) атрофида 
( 6 > 0 )  узлуксиз, узлуксиз \  '

(*)

булади .

F(x, у )  = х у + х + у  — 1

F(x,y) = х —у  - f  — sin у

F'x( x , y ) ~  1, F'y{x, у )  =  — 1 - f  — cosy
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хусусий хосилаларга зга булиб,
F(0, 0) = 0 ,

Fy(0, 0) =  — — —у  Ф  0

булади. Демак, берилган функция (0, 0) нуктанинг атрофида
8 - теореманинг барча шартларини каноатлантиради. Унда шу 
георемага кура

F(x, у) =  'х — у +  j  siny =  0

тенглама ( —бо,, 6о) атрофда (бо>0) ошкормас функцияни аниклай-
ди. \ ,

3. Ушбу
, F(x, у) =  х2 - f  у 2 — 1 =  0

тенглама билан аникланадиган ошкормас функциянинг хосиласини 
топинг.

F(x, у) — х 2-\-у2— 1 функциянинг хусусий хосилаларини хисоб- 
лаймиз:

Fl(x, у) =  (х2+ у 2- 1 ) ' х =  2х,
F'y(x, у) =  (х2+ у 2- 1 ) ' у =  2у.

Унда (*) тенгликка кура ошкормас функциянинг х,осиласи
' х ■

булади.
4. Ушбу ”

F(x, у) =  х-(?-\-уех- 2 =  0
тенглама билан аникланадиган ошкормас функциянинг хосиласини 
топинг.

Аввало F(x, у) = х ^  -\-уех — 2 функциянинг хусусий хосилалари
ни топамиз:

, F'x(x, у) =  ( х е * + у е * - 2 ) 'х =  е!' + у е х,
F'y(x, у) =  (хеу-\-уе* — 2)у =  хеУ +  е*.

Ошкормас функциянинг хоснласи

■ ' — рЛ х<У) _  еу+уех 
У Fy(x, у)  , xtP +  e*

булади.
Агар F {х, у) =  0 тенглама y = f  (х) ошкормас функцияни 

аниклаб, функция барча иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 
Хосилаларга эга б у л с а , ' унда ошкормас функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласини хам хисоблаш мумкин.

Иккинчи тартибли хосила таърифига биноан

1 У " = ( У ' ) '
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булади. Мураккаб функциянинг хосиласини хисоблаш кридасидай 
фойдаланиб топамиз:

( F'x( x ,y ) X  , Ру{х,У) ■ F ^ (x ,y)  — Fx(x,y) ■ Fxy(x,y)  

- i & i . ) ; ' - ----------------------- ~ (Fv(x ,y )Y

Fy(x,y)  • FXy(x,y)  — Fx(x,y) ■ F j(x ,y )
_ _ _  _ -

■ F'A^y) \  

• F ' y (x , y ) )

(Ру(х, y ) f  ■ F'^{x,y) — 2Fxy(x,y) ■ Fx(x, y) ■ F^x, y) +  (Fx{ x , y ) f  ■ F”2(x, y)

(Fy {x, У)Г

Демак,

У =
(Fy(x, У)) - F A * ’ У) —2 F (x, y) - Fx {x, y ) -F  (x, y) +  (Fx(x, y) ) 2- F".,{x, y)

(F J x , y ))

(**)
М и с о л .  Ушбу

F(x, y ) = x 2 +  xy +  y 2- 3  =  0
.тенглама билан аникланадиган ошкормас функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласини топинг.

Аввало ошкормас функциянинг биринчи тартибли хосиласини 
Хисоблаймиз:

F'x(x, y ) — 2x-j-y, F'y(x, у ) ~ х  +  2у,
F'xi^y) 2 х + у

Ри{х,у) х +  2у ‘

Равшанки,
F } ( x , y )  = 2 , „  К у =  1 .  F j ( x t у)  = 2  .

Унда (**) формуладан фойдаланиб топамиз:

„ ______(x +  2 y f - 2 - 2 . 1 • (2 х + у )  (х +  2у) +  (2х +  у )2-2у  , ■ {x + ̂ yi

_  2х2 +  &ху +  8у2 — 4х2 — 2 ху — Я ху~ 4у2 +  8х2 +  8 ху + 2  у2 

~  ’ ( x + 2 y f  

__ 6х2+ 6 х у + 6 у 2 _____ 6(д^+^у+у^)____,, 6-3 __ ______ 18

(х + 2 у ) (х-{- 2у) ' (х +  2у)
Демак,

18

(х + 2  у )
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7 - Б ОБ

т  УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР

«О л и й  м а т е м а т и к а  а с о с л а р и » н и н г  1 - т о м и д а  бир  у з г а р у в ч и л и  
ф у н к ц и я ,  м а з к у р  к и т о б н и н г  5, 6 -  б о б л а р и д а  э с а  и кки  у з г а р у в ч и л и  
ф у н к ц и я л а р  б а т а ф с и л  у р г а н и л д и .

Ф а н  в а  т е х н и к а н ц н г ,  т у р л и  с о х а л а р и д а  у ч р а й д и г а н  к у п г и н а  
м а с а л а л а р  э р к л и  у з г а р у в ч и л а р н и н г  сони  и к к и д а н  о р т и к  б у л г а н  
ф у н к ц и я л а р г а  б о г л и к  б у л и ш и  х ,ам м у м к и н .  Б у  э с а  у з  н а в б а т и д а  
т  у з г а р у в ч и л и  ( т > 2 )  ф у н к ц и я л а р н и  у р г а н и ш н и  т а к о з о  э т а д и .

т  у з г а р у в ч и л и  ф у н к ц и я л а р  ( т >  2 )  б и л а н  б о г л и к  т у ш у н ч а  в а  
т а с д и к л а р  и к к и  у з г а р у в ч и л и  ф у н к ц и я л а р д а г и  к а б и  б у л и ш и н и  
н а з а р д а  т у т и б  у ш б у  б о б д а  т  у з г а р у в ч и л и  ф у н к ц и я л а р  б и л а н  б о г л и к  
б у л г а н  а с о си й  т у ш у н ч а л а р н и  т а ъ р и ф л а б ,  т а с д и к л а р н и  э с а  и сб о тси з  
к е л т и р и ш  б й л а н  к и ф о я л а н а м и з .

l - § .  Rm ФАЗО ВА УНИНГ МУХ.ИМ ТУПЛАМЛАРИ

У ш б у
{(Х|, Хт) : Xi £ R ,  Х2 (:R, ..., х те  R] (1)

т у п л а м н и  к а р а й м и з .  Б у  т у п л а м н и н г  э л е м е н т и  ( x i ,  х г ,  х т ) ш у  
т у п л а м  нущтаси д е й и л а д и  в а  у  о д а т д а  б и т т а  х а р ф  б и л а н  б е л г и л а н а 
д и :  '

Х =  (Xl, Х2, Хт ).
Б у н д а  x i ,  Х2 , . . . .  хт  с о н л а р  х  н у к т а н и н г  м о с  р а в и ш д а  биринчи , и кки н ч и  
в а  х о к а з о  т -  координаталари д е й ц л а д и .

( 1 )  т у п л а м д а  и хти ёр и й

Х = ( Х 1 , Х2, . . . ,  Хт), у  =  ( у |, г/2, Ут)

н у к т а л а р н и  о л а м и з .  К у й и д а г и
1,______ • _______________

р (x,y) =  V ( f / i — х , ) 2+ ( г / г — х 2) а-Ь- ...' +  (ут — х т) 2 = :

=  Л / 2  ( У ь -х к) 2
V *“ *

м и к д о р  х ва у  н у к т а л а р  о р а с и д а г и  масофа  д е й и л а д и .
М а с о ф а  к у й и д а г и  х о с с а л а р г а  э г а :

.1°. р ( х ,  y ) ^ Q  в а  р ( х ,  у ) = 0 о х  — у;
2°. о(х, у) =  р(у, х) ;
3°. р ( х ,  г) <  р ( х ,  у) + р ( у ,  г) ,  ( z = (z \ ,  z2, ..., zn))-
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О д атд а (1 )  туплам R M фазо деб аталади.
Бирор а =  (a i, аг, ..., am)€#m нукта ва г > 0  сонни оламиз.
Куйидаги

{хв#т : р(х, а) <г},
(xER™ : р ( х ,  а)

тупламлар мос равишда очик, шар хамда ёпик, шар дейилади. Бунда 
а  нукта шар маркази, г эса шдр радиуси дейилади.

Ушбу

{(*1, Х2 , . . . ,  х т ) ERm : а\< х\< Ь \,  а 2< Х 2< & 2, ..., а т < х т < Ь т},
{(xi, Х2 , .... хт ) ERm : a t < x i  < 61, а г< Х 2< Н  a m^ x m^ b m\.

(cfi, й2 , ..., am; b 1, Й2, ..., —хакикий сонлар) тупламлар мос равишда 
Очик, параллелепипед хамда ёпик, параллелепипед дейилади.

Айтайлик, бирор х °= (х ? ,  х§, ..., x°m)E R m хамда мусбат е сон 
берилган булсин.

1 - т а ъ р и ф. Маркази х° нуктада, радиуси е га тенг булган очик, 
шар х° нуктанинг атрофи (г атрофи) дейилади ва Ue(x°) каби 
белгиланади: .

Ue(x°) =  {xERm : р ( х ,  хо) < е } .

Rm фазода бирор G туплам берилган булсин: G cR™
2- т а ъ р и ф. Агар  х 6 G нуктанинг бирор атрофи Ut (x°)czG  

булса, у %олда х° нук,та G тупламнинг ички нуктаси дейилади.
3 - т а ъ р  иф. G тупламнинг ^ар бир нуктаси унинг ички нущтаси 

булса, бундай туплам очик, туплам дейилади.
Масалан, очик шар очик туплам булади. ■
4- т а ъ р и ф. Агар х° ERm нуктанинг %ар к,андай Ue{x°) атрофида 

F тупламнинг (F czR m) х° дан фарщли камида битта нущтаси булса, х° 
нуцта F тупламнинг лимит нуктаси дейилади.

5- т а ъ р и ф. F тупламнинг (F c z R m) барча лимит нук,талари-шу 
тупламга тегишли булса, F ёпик, туплам дейилади.

2-§. m Уз г а р у в ч и л и  ф у н к ц и я  в а  у н и н г  л и м и т и

Rm фазода бкрор М туплам берилган булсин:
^ M c .R rn. '

6 - т а ъ р и ф .  Агар 1ft тупламдаги щ р  бир x = ( x i ,  хг, ..., х т ) 
нуцтага бирор к,оида ёки к,онунга кура битта х,ак,ик,ий у  сон (уЕЮ 
мОс щуйилган булса, у  %олда М тупламда m узгарувчили функция 
аник,ланган ( берилган) дейилади ва унц

у —.f{x  1, х2, ... хт )
каби белгиланади. Бунда М туплам функциянинг аникланиш туп
лами, XI, Х'2 , ..., хт  — функция аргументлари, у  эса Xi, хг, ..., хт лар
нинг функцияси дейилади. <

Масалан, / — Rm фазодаги хар бир х =  (xi, хг, ..., хт ) нуктага шу 
нукта координаталари квадратларининг йигиндисини мос куювчи 
коида булсин. Бу холда

у  — Х\-(- х !  -{-... -j- Хт 
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функцияга эга буламиз. Функциянинг аникланиш туплами M==Rm 
дан иборат.

y —f ( хи  х2, .... Хт) функциянинг аникланиш туплами М дан 
олинган х° =  (х?, Х2 , ..., xQm) нуктага мос келувчи уо сон y =  f ( x i, xi, 
хт ) функциянинг (Х и  Х 2, Хт) нуктадаги киймати дейилади:

yo —  f (XI, Х% х°т).
Масалан, юкорида келтирилган y  — x^-j-xi-h.-. +  x i  функциянинг 
(1 ,1 ,'..., 1) нуктадаги киймати

У—/(1,1, •••, 1) — 1 -+■ 1 4-... -f-1=  frt
булади.

y  =  f{x\, X2i ...,хт) функциям (Af с= Rm, х— (xi, Х2, ..., хт ) ) тупламда 
берилган булиб, a = ( a i ,  аг, ..., ат ) нукта М тупламнинг лимит 
нуктаси булсин.

7 - т а ъ р и ф .  Агар  V e > 0  сон олинганда %ам шундай 8 > 0  сон 
топилсаки, ушбу р(х, а) < б  тенгсиэликни каноатлантирувчи барча 
х б М нуцталарда

j / (X  1, Х2, ..., Х т)  — 6| < е

тенгсизлик бажарйлса, Ь c q h  f(x\, х2, ..., хт ) функциянинг а  нуктадаги 
лимити дейилади ва . > '

j lim/(xi, х* . . . , х т) =  b
Jr°i
*Г*аИ* • * 4

каби белгиланади. - v
1- т е о р е  м а  (К  о ш и т е о р е м а с и ) .  f(x  i , х 2, ..., xm). функци

янинг а— (а  1, 0 2 , .... a n)  нуктада чекли лимитга э га  булиш и учун  
V e> 0  олинганда %ам ш ундай  6 > 0  сон  топилиб, 0 < р (х , ’ а) < 6 , 
0 < р ({ х , а) < 6  тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий х£М, 
хЕЩх—х 1 , * 2, ..., Хт) ,  х=  ( л ,  ль, ..., нуцталарда

l / ( X l ,  Х2, . . . ,  Xm) ~f ( Xi ,  Х2, . . . ,  Хт ) | < 6

тенгсизликнинг уринли булиши з арур ва етарли.
Энди к^п узгарувчили функциялар учун такрорий лимит 

тушунчасини кнритамиз. , .
/(х 1, х2, ..., хт ) функциянинг х\ аргумент а\ га интилгандаги 

лимити (бунда Х2, хз, хгт тайинланган деб каралади)

lim /(х,, х ъ ...*хт)

ни карайлик. Бу лимит хг, хз* хт узгарувчиларга боглик функция 
булади:

l im /(х,, х ъ ..., х т) =  ф,(х2> х 3, ..., x j ,
v ДГ*-«ргА



С?нг ф|.(*2, хз, .... Хт) функциянинг хг ap tументи а 2 Га интилМ 
ги (бунда хз, Xi, ..., хт  тайинланган деб каралади)

ИШ Хз> ..., Хт) =  ф2(ДГз, х 4, ..., х т)

ни карайлик.
Юкоридагидек' бирин-кетйн хз-+аз, х 4-*-й4, ..., хт-*■ 

лимитга утиб
lim l i m. , ,  lim /(*,, х ь ..., х т)

т т т -

ни хосил киламиз. Бу лимит f (x  1, хг, ..., х т ) функциянинг такрс 
лимити дейилади.

3-§. т  УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ

f ( X[, хг, ..., хт ) функция M c z R m тупламда берилган булиб, а=
02, ..., а„)£М  нукта эса М нинг лимит нуктаси булсин. > ,

8- т а ъ р и ф. Агар  V e>  0 сон олинганда %ам шундай 6 Х )  | 
топилсаки, ушбу р (х, а) с  8 тенгсизликни каноатлантирувчи ба 
x = ( x i ,  хг, ..., Хт) 6 М ну^таларда

|f(xi, хг, ..., xm) — f(a i ,  02, ..., a j , < e  $
тенгеизлик баж арилса,!(х\,хг , ..., хп) функция (ai, а 2, .... ат ) нуф 1  
узлуксиз деб аталади.

Агар f ( x i, хг, ..., хт ) функция М тупламнинг (M czR m) хар 
нуктасида узлуксиз булса, функция - шу М .тупламда уЗлуц 
дейилади. '

т  Узгарувчили функциялар учун хам икки узгарувч 
функциялар каои Вейерштрасс хамда Больцано-Коши теорема;! 
уринли булади.

9- т а ъ р  и ф. Агар  V e > 0  сон олинганда %ам шундай 8: 
топилсаки, М тупламнинг р(х', х") < б  тенгсизликни к,аноатл& 
рувчи ихтиёрий х '= (х \ ,  х'г, х'т ) 6 М, х " — (х\', хЦ, ..., Хщ'Щ 
нукталарда  ' та

у \f(x'\, М , ..., x'm) — f(xV, х'г'.......Х т)  |< 6
тенгеизлик бажарилса^(Х\, х 2, ..., хт ) функция М тупламда. 
узлуксиз функция деб аталади. . р

2 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар f ( x i, хг, 
функция чегараланган ё п щ  М тупламда (Mc zRm)  анЩламгш\ 
у зл ук си з  бул са , ф ункция ш у  тупламда текис у зл ук ец з  бул ади . i

4-§. m УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ ХУСУСИЙ 
ХОСИЛАЛАРИ

f(-X\, Хг,..., Хт) функциям (M czR m) тупламда берилган булсин.!| 
тупламда (х°, Д ..., х°п) нукта билан бирга (дг?-j- Ах, x i  ..., Хт) нукт! 
сушб, ушбу

Д */  =  / ( * ? + Л * Ь  Х% . . . .  X°m) —  f(X°b Х% ..., Х°т)
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айирмани караймиз. Уни f ( x  1, хг, ..., хт ) функциянинг (х?, хг, ' 
х£) нуктадаги xi аргументи буйича хусусий орттирмаси дейилади.

10- т а ъ р и ф. Агар  Дх|-*-0 да

■■ /
Аж,

нисбатнинг лимити м авж уд(ва чекли булса, бу лимит f(xt, хг, ..., xm)
функциянинг (х°, х?.......х°т ) нуктадаги х\ аргументи буйича хусусий
%осиласи деб аталади  ва

£ (х% х%, .. . ,x°J  ёки 

каби белгиланади. Демак,

/*, (*?» *2 ’ •••> х т) =

. . . .х р
дх,

&xf
lim —~
Ах.̂ -0 *̂1

Худди шуига ухшаш f ( x  1, хч, ..., x m) функциянинг хг, хз ва хоказо хт 
аргументлари буйича хусусий хосилалари таърифланади.

Энди М тупламда (х?, х2, ..... х°т ) нукта бил'ан бирга (x?-fAxi,
JC2 +  ДХ2, ...,Xm4-Axm) НуКТЭНИ ОЛИб, у ш б у  Af =  f(X^ +  Axi, X2 +  Ах2, .... 
*m+A*m) — / ( * 1,  *2, . . . .  Х°т )  айирмани караймиз. Одатда бу айирма 
функциянинг тулик орттирмаси дейилади.

11 - т а ъ р и ф. Агар функциянинг трлиц орттирмаси Af ни

Af=A\Axy -j- Лг Дхг-Ь •• • -\-Am Axm Hr a  t Ax i -f- агДхг -)-... -)- <xmAxm (2)

куринишда ифодалаш. мумкин б£/лса, /(xi, хг, .... xm) функция (x^ Xz, 
..., x°m) нуктада дифференциалланувчи деб аталади, бунда А\, A i ,
Am узгармас сонлар, ось а г , ..., а т  лар эса Axi, A x i , ..., Axm ларга боглик 
ва ,Axi-»-0, Ахг-»-0, ..., Лхт->-0 да ои-»-0, аг-»-0, ..., а т-»-0.

Агар f(x i,  Х2, хт ) функция М  тупламнинг хар бир нуктасида 
дифференциалланувчи булса, функция М  тупламда дифференци
алланувчи дейилади.

3- т е о р е м а- Агар f ( x ь х г , ..., хт ) функция (х?, х ° , ..., х%) нуктада 
дифференциалланувчи булса,  у  з$алда б у  ф ункция ш у нуктада 
у зл ук си з  булади .

4- т е о р е м а. Агар f  (х )( х г , ..., xm) ф ункция (х?, хВ,.... Хт) нуктада 
дифференциалланувчи булса,  у  %олда б у  функциянинг ш у нуктада 
барча х усусий  хосилалари f'Xx, f v  ..., f'x м авж уд ва улар м ос ра 
виш да (2 ) муносабатдаги A i ,  А 2, ..., А т  ларга тенг булади :

f ' x j f r i x i - y x Z j ^ A , ,  

f  'x, (x t  х» ->*%)=: А, ,

-690

f'xjxl, x i ..., x i ) = A m.
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5 - т е о р е м а  ( ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а  л л а  н 
б у л и ш и н и  и г е т а  р л и ш а р т и). Агар f { x i , x 2 , ..., хт ) ф\
(xi, Х2 ...... Хт) ну/дтанинг бирор атрофида барча аргументлари \
хисусий цосицаларга эга булиб, бу хусусий уосилалар  (*?, л* 
Хт) нуцтада узлуксиз булса, f  (x\, х2, хт ) функция (х\, Д  
хт ) нуцтада дифференциалланувчи булади.

5-§. m УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛИ

Фараз'кй^айлик , f ( x i ,  х2, ..., хт ) функция M ( M a R m) туила 
берилган булиб, (xi, Х2 , ..., х°т )Е М  нуктада-дифференциаллан 
булсин. Унда шу нуктадаги функциянинг тулик орттирмаси ^
Af=A\Ax\ -{-АгАхг-Ь ■■■ -\-Ат Ахт -\-а\Ах\-\-<Х2Ах2-\- ... -\-ат -Ахт  
булади.

12- т а ъ р и ф. Ушбу

А 1 Axi -j-ЛгАхг-)- ... -\-Ат Ахт
ифода f{xi, Х2 , ..., хт ) функциянинг (х°, х2, ..., x i )  нук,та 
дифференциала деб аталади ва df(x4, х% ..., х°т ) каби белгиланади

df {X1, Х2, Хт) — А 1 AjCi -{-А 2АХ2-\- ... -\-AmAXm-

Axi, Ахг, ..., Ахт  орттирмаларни мос равишда уларнинг диффере 
алларй dx\, dx2, ..., dxm билан алмаштириб, сунг 8- теорем 
эътиборга олиб, f(x i, ..., хт ) функциянинг дифференциа ‘ 
Куйидагича

, df{x% х% ...,х°т) =  f'Xi( x l x l . . . , x ° m) d x i +  ..

..., x°m)d x 2+  ... 4 - fxJ x ° h-x°2, x°m) •d x m
ёзиш мумкинлигини курамиз.

Равшанкй, f(.xi, Х2 , ..., xm) функциянинг (x°\, xt, x„) нуктад 
тулик орттирмаси Af(x°, x'i ..., xm) хам, шу функциянинг каралаёт 
нуктадаги дифференциали df(x°i, х° , ..., х%) хам аргумент орттирма 
ри Ах\, Ахг, ..., Ахт  ларга боглик. '

Бир томондан функциянинг дифференциали Axt, Ах2 , ..., 
'ларга содда, яъни чизикли боглик булиши, иккинчи томондан эс 

Axi-^O, Ах2->-0, Ахтг+0Г%ъ
а\ А х\ + а2Ах2 -\г — -\-а.т Ахт

ифоданинг юкори тартибли чексиз кичик микдор булиши ушбу;

Af  (x°l, Х ° ,  Х т )  «  df(x°l, Х 2 , . . . ,  Х % )

такрибий формулани ёзиш^Г ймкон беради.
Демак,

'f(x4 +  AXl,  Х2 +  ДХг, ...,-Хт +  Ахт ) &f(x% Х2 ....... Х°т) +  v
' + K l( x l x l . . . , x 0m)A x i+ f'X2(x°b x A*2+ . . . +

+  f'xn( x l x i  ...,х°т) Ахт .

Бу формуладан такрибий хисоблйшларда кёнг фойдаланилади.
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6-§. т  УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ ЮКОРИ ТАРТИБЛИ 
ХОСИЛА ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ

f ( x |, Х2, ..., х т ) функция М ( M a R m) тупламда берилган булиб, 
унинг хар бир (х\, Х2, ..., х т ) нуктасида f'Xj, f'4 , .... f'Xm хусусий хоси-

* лаларга эга булсин. Бу хусусий хосилалар xi, Хг, ..., хт ;узгарувчи- 
( ларга боглик, булиб, уз навбатида уларнинг хусусий хосилаларини 

караш мумкин.
1 3 - т а ъ р и ф .  f ( x i, Х2 , ..., хт ) функция хусусий хосилалари  

(х„ х  ̂ ..., x j ,  /^(х„ Хъ . . . , x j . . . x j  ларнинг x*(£*=l, 2,
ii, ... m) уэгарувчиси буйича хусусий хосилалари берилган 
функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилалари дейилади #а

(fe=i, 2, з , ...,«)
Ми

d2f  d 2/ d*f ( k — \ 2  m )
dx{dxk' dx2dxk' dxmdxk y ’

каби белгиланади. Демак,,

дх
? ! L  =  - ± -  ( J L \
xdxk dxk \ d x j ’

d2f  _  / df \ 
dx2dxk dxk\ d x 2 ) ’

dxmdx,
L_ =  -a /  а/Л

Турли узгарувчилар буйича олинган иккинчи тартибли

А
хусусий хосилалар аралаш хосилалар дейилади.

Худди шунга ухшаш f(x\, хз,...., хт ) функциянинг учинчи, т^ртинчи 
на хоказо тартибдаги хусусий хосилалари таърифланади.

Маълумки, f (x  1, х%, ..., хт ) функция (xi, х2, ..., хт )£ М  нуктада 
дифференциалланувчи булса, унда бу функциянинг дифференциали

df  =  f x, • dx, +  f ^ • dx2 +  •••• +  f'Xm •
булади.

1 4 - т а ъ р и ф .  /(xi, х г , ..., xm) функция дифференциали df(x\, x2, 
xm) нимг дифференциалы берилган f ( x i, X2, ..., xm) функциянинг 
иккинчи тартибли дифференциали дейилади ва d 2f каби белгилана- 

,)и: , ' .
\  d2f  =  d {d f). 1 '
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Фараз килайлик,/(xi, * 2, хамда g (* h  * 2, хт ) функци 
(хи хз, Хт) £М нуктада дифференциалланувчи булсин. .У, холда 

1) d ( f ± g ) = * d f± d g , ,
2) d ( f - g ) = f : d g + g - d f ,  
3) d ( j )  = { ё ф0 )

булади. Бу коидалардан кейинчалик фойдаланамиз.
Энди функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини уки 

иккинчи тартибли хусусий хосилалари оркали ифодаланиШЦ 
курсатамиз. . -  •

Таърифга биноан

булади. Бунда биринчи тартибли хусусий хосилалар (х\, х2, ..., Хщ 
нуктада хисобланган. ‘

dx\, dx2, dxm — ихтиёрий орттирмалар булиб, Х\, х 2, 
узгарувчиларга боглик эмаслигини эътиборга олиб топамиз:

d (f'Xid x i+ f ' JCtdx2+ . . .  +  f'x dx т) = d x }- d f ^ + d x r df'X2+ . . .  +  d x m-df'x̂  

=  ( Q  • .,2 • d x2- f  ... ■ d x j - d x >  +

■+■ (/%x, • d x {-\-f g - d x ^  ... - i - f d x m) • d 2x-\-

+ ................................................... ............................................

+  +  • dx2+  ... + f ^  • dx J  • dxm=

~ f ' dx\-\-f^ * dxf-J- ... +/*m • rfx* -f- 

+ 2 f ’iX2 • rf*, ♦ dxs+ 2 f l 4  - tfx, • йГдгз-Ь -  + 2 / ^  • rfJf, • +  > 

+  2/"*, • dx,dx3- f  ... 4-2/",m • <ix2 • ... +

+  2 / ^ , ^  • • dxmr

/■(jci, *2, ..., Хр,) фукциянинг (X), хц, ..., x m)£ M  нуктадаги учинчи, 
тУртинчи ва хоказо тартибли диффер'енциаллари хам худдн 
юкоридагидек таърифланади.
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ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Дифференциал тенгламалар олий математиканинг мухим, айни 
иайтда фан ва техниканинг турли сохаларида кенг фойдаланилади- 
ган булимларидан бири.

Табиат ва техникада юз бераётган жараёнларни кузатишда, бу 
жараёнларни ифодаловчи микдорларнинг бир-бири билан турлича 
богланганлигини курамиз. Масалан, Р ’С хароратли ( Г > 0 )  жисм- 
иинг вакт утиши билан совуши T(t) — Ньютон конунига биноан

= - k - T ( t )  (I )

(k — узгармас мусбат сон) тенглама билан богланган булиб, у шу 
тенгламадан топилади.

(1) тенгламада номаълум T(t) функция билан бирга унинг
х,осиласи хам к^тнашгандир.

Умуман, номаълум функция ва унинг хосилалари катнашган 
тенгламаларга келадиган масалалар жуда куп. Куйида улардан 
баъзиларини 'келтирамиз. ■ ■ ■ >

1-м а с  а л  а. Идишда 140 л аралашма б^либ, унинг таркибида 
14 кг туз бор. Бу идишга-иккита кувур уланган. Биринчи кувурдан 
хар минутда таркибида 1 кг туз булган 7 л аралашма узлуксиз 
равишда куйилади, иккинчи кувурдан эса шу тезлик билан 
аралашма окизилади. Бир Соатдан сунг идишдаги аралашма 
таркибида канча туз булади?

t  вактни зркли узгарувчи сифатида кабул киламиз'. Равшанки, 
аралашмадаги тузнинг микдори t га боглик булади. Уни y(t)  дейлик. 
Унда t +  At пайтда аралашмадаги туз микдори y ( t  +  At) булиб, xAt 
пакт оралигида туз микдори y{t-\ -A t)—y(t)  га узгаради.

Масаланинг шартига биноан At вакт ичрда идищга 1«Д/ кг туз 
тушади ва

~ ~  • 7 • At кг == « Ж  -, ы  кг
I ;

гуз чик,иб кетади. Уларнинг фарки эса

At

булади. Х,ар онда идишдаги аралашма таркибида туз микдори 
узгариб турганлиги сабабли ■ .

y ( t  +  A t ) - y ( t )  »  At -  • At (2)

булади.
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Агар At нолга йнтила борса, (2) такрибий тенглик катъии т 
ликка айлана боради. Бинобарин,

lim —У(0 _  | _  уЩ_
At 20

булади. Натижада
y ( t )

20 (

тенгламага келамиз.
Шундай килиб, идишдаги аралашма таркибидаги туз'микдори 

топиш — номаълум функция y ( t )  ва унинг хосиласи y'(t) катнашг 
тенгламани ечишга келар экан.

2- м а с а л а. Массаси т  га тенг булган, огирлик ку 
таъсирида маълум баландликдан тушаётган жисмнинг харак 
конуни топилсин. ,

Жисм вертикал укнинг О нук^асидан бошлаб пастгй кар 
тушишида унинг босиб утган й^ли 5  — вактнинг функцияси булади.

Айтайлик, S ( t )  жисмнинг t вак,т ичида босиб утган йулини, v(t)  
тезлигини, a{t)  эса тезланишини анивдасин.

Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилаларини* 
механик маъноларини эътиборга олиб топамиз:

S '( t)  =  v ( t ) ,
S " ( t ) =  a ( t ) .

Масаланинг шартиРа кура, жисмга таъсир этувчи кучлар:
1) пастга караб йуналган огцрлик кучи

Р =  т  - g
(g — эркин тушиш тезланиши, g « 9 8 1  см/с2),

2) юкорига караб йуналган каршилик кучи

Q — — ®  •  v ( 0

( а > 0 — пропорцйоналлик коэффициента).
Ныотоннинг иккинчи йГонунига асосан, жисмга таъсир этув'-;'.' 

кучларнинг тенг таъсир этувчиси F(t)  учун

F ( t ) = m - a ( t )

муносабат уринли. Демак,

• т  • a  (t) =  т  • g  — а  • v ( t ) .

(4) муносабатларни эътиборга олиб топамиз:

т  • S" (t)  ~  т  • g  — а  • S '( t ) .  (5)
Шундай килиб, жисмнинг харакат конуни S(/) ни'топиш номаълум 
функция S ( t )  нинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилалари 
катнашган тенгламаларни ечишга келар экан.
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Умуман, жуда к^п масалалар юкоридагига ухшаш номаълум 
функция ва унинг турли тартибдаги х,осилалари катнашган 
тенгламаларга келади. Улар эса дифференциал тенгламалар 

1' тушунчасига олиб келади.
Битта эркли узгарувчи, номаълум функция ва унинг турли 

1 тартибдагц хосилалари катнашган тенглама оддий дифференциал 
j тенглама дейилади.
s Масалан, юкоридаги (3) ва (5) тенгламалар оддий дифференциал 
F тенгламалардир.
| Айтайлик, х — эркли узгарувчи, у унинг, функцияси (у = ,у { х ) ) ,  

У '= У '(х ) ,  y w = y w ( x )  лар эса шу функциянинг х,осилалари. 
' булсин.
I Бу х, у ,,у', у", ..., t/W ларни богловчи ушбу

ф (х, у, у', у"., у М ) = 0  (6)
тенглик дифференциал тенгламанинг умумий куринишини ифода- 

! лайди.
j (6) тенгламада катнашган номаълум функция хосиласининг
I юкори-тартиби (6) дифференциал тенгламанинг тартиби дейилади.
! Масалан,j \

У' =  5л/~у, у ' + у - tg x = cos2*

биринчи тартибли дифференциал тенгламалар,
[ y // =  arcsinx,^£/" +  4 y '4 -4 y  — О

иккинчи тартибли дифференциал тенгламалар,

у'" =  21 ^ ц  у'" _  З у" + 3у  - у = 0  
sm X

ч
учинчи тартибли дифференциал тенгламалардир.

Фараз килайлик, cp(jc) функция (а, Ь) да аникланган, узлуксиз
• булиб, у шу ораликда узлуксиз ф ' ( х ) ,  у" (х ) ,  ...,ц>м(х) хосилаларга эга 

булсин.
Агар (6) тенгламадаги у нинг урнига tp(x), у' нинг урнига ф'(х), 

у"  нинг урнига ф"(х), ..., y w  нинг урнига ф<«)(лг) куйилганда у 
айниятга айланса:

Ф(х, ф(х), ф'(х), ..., Ф(п> М ) = 0 ,

ф(х) функция (6) дифференциал тенгламанинг ечими дейилади. 
Масалан, ушбу

у' =  V 1 - у 1 

дифференциал тенгламанинг ечими

у = smx ( - v e [ -  • ] )
\ •\ ' 1 .
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у  =  sin*, у ' == ( s i r u ) ' =  cos* 
лар берилган дифференциал тенгламани

булади. Чунки

co s (x ) = 3  д/ l — sin2*  ( * б [ — f> -f])
айниятга айлантиради.

Дифференциал тенгламаларнинг ечимини топиш масалащ 
дифференциал тенгламаларни интеграллаш масаласи хам ‘| 
юр-итилади. , S

Биз, аслида содда дифференциал тенгламалар ва уларни еШ 
билан аввалрок, функция интеграли тушунчасини урганишда !  
келганмиз. (Каралсин, [1 ] ,  1-боб, 1-§.) Берилган узлуксиз ft 
функциянинг бошлангич функцияси. у  =  у(х)  ни топиш

дифференциал тенгламани ечиш демакдир. Маълумки, бу тенгл4; 
нинг сч и ми

дифференциал тенгламанинг умумий ечими дейилади. Узгарщ 
С нинг тайин бир кийматидаги ечим эса (7)-  дифференЦи! 
тенгламанинг хусусий ечими дейилади. • |

Дифференциал тенгламалар назариясининг асосий масалал-а{| 
дан бири тенглама ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги бул!| 
иккинчиси тенгламаларни ечиш, яъни, дифференциал тенгла^! 
ларнинг ечимини топишдан иборат. V

y ' ( x ) = f ( x )

у{х)  =  \ f(x )d x  -h С
булади. Д емак , (7) дифференциал тенглама чексиз куп ечимла] 
эга. Узгармас С нинг турли кийматларида (7) тенгламанинг ту} 
ечимлари хосил булаверади.

Одатда (8 ) ечим

y ' { x ) - f ( x )



8- Б О

БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Биз ушбу бобда биринчи тартибли оддий дифференциал 
тенгламаларни урганамиз.

Маълумки, биринчи тартибли дифференциал тенглама, умумий 
х,олда

' Ф (ху у , у ' ) = 0  ( 1 )

куринишда булади. Бу ерда х — эркли узгарувчи, у = у ( х )  — номаъ
лум функция, у' эса у —у(х)  функциянинг хосиласи.

Фараз килайлик, (1) тенглама у' га нисбатан ечилган булсин:

у' =  f ix .  У). /  (2)
Одатда (2) тенглама, хосилага нисбатан ечилган дифференциал 

тенглама' дейилади. . I
( 2 ) тенглама у = у ( х )  функция хосиласи у'(х)  ни ( х 6 (а , Ь)) 

текисликдаги бирор D сохада берилган f i x , у)  функция билан 
богловчи тенгликдир. Равшанки, бу тенглик маънога эга булиши 
учун хар бир х£ ia, Ь) да (х, у) — (х, y (x ) )£ D  булиши лозим. 
Кейинчалйк бу шарт хар доим бажарилган  деб караймиз.

Агар ф('£) функция (а , Ь) д а  аникланган, узлуксиз хам да узлуксиз 
ф'(х) хосилага эга булиб, ихтиёрий х £ (о, Ь) д а  (х, ф (д :) )б £  ва

ф '(* )  =?=/(*. ф ( * ) )  
булса, яъни (2 ) тенглама </ =  ф(х), у ’ =  ф'(х) ларда айниятга айланса, 
ф(х) функция (2 ) тенгламанинг ечими дейилади.

Айтайлик, у  =  ф(х) функция (2) дифференциал тенгламанинг 
ечими булсин. Бу функция графиги, умуман айтганда, эгри чизикни 
ифодалайди. Шунинг учун уни (2) дифференциал тенгламанинг 
интеграл эгри чизиги хам дейилади.

Биринчи тартибли

y ' = f ( x ,  У) (2)
дифференциал тенглама чексиз куп ечимларга эга булиб, улар 
тенгламанинг ечймлари тупламини ташкил этади.

Куп холда (2) дифференциал тенгламанинг барча ечимларини, 
битта ихтиёрий узгармас С га боглик булган

у =  ц>(х, С) ёки F(x, у, С ) = 0
муносабат 'билан умумий куринишда ифодалаш мумкин. Уни 
дифференциал тенгламйнинг умумий ечими дейилади. Бунда,

г ’
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узгармас С нинг хар бир тайин кийматида л: ва унга мос у  лар 
{х, у )  ££> булиши керак. Узгармас С нинг хар бир кийматида 
мос ечим хосил булади. Бундай ечим берилган диффереи 
тенгламанинг хусусий ечими дейилади.

Масалан,
у '  =  ех—у

дифференциал тенгламани карайлик, бунда

}(х, у) =  ех—у
булиб, у текисликнинг барча нукталарида аникланган. Куйидаги'

ф о(*)  — \ е * ( * €  ( — ° ° ,  +  ° ° ) )

функция берилган дифференциал тенгламанинг ечими бул 
чунки (3) Фенгламадаги у  нинг урнига <Ро(х) ни, у'

урнига ф0(*) =  =  ~  е* ни куйсак, у айниятга айланади:

■е =  е

Щунингдек,
Ф ,( х )  =  е 

Ф2 (х) =  2е~

функцияларнинг хар бири (3) тенгламанинг ечими булади. 
берилган дифференциал тенгламанинг хусусий ечимларидир.

(3) тенгламанинг умумий ечими ; , ■-*

ф(х) =  С • е.~

куринишда булиб, бунда С — ихтиёрий узгармас сон.
Айтайлик, .

y' — f ( x , y )
дифференциал тенгламанинг умумий ечими

У — 4>(х, С)
булсин. Бу ечимдан тенгламанинг хусусий ечимини келтир 
чикариш учун изланаётган у —у(х)  функция аргументи х  нинг бир 
хо кийматида функция уо кийматни ( у о - у ( х о ) )  кабул  килиши 
билиш етарлидир. Одатда, хо аргументнкнг^ уо эса изланаётг 
функциянинг бошлангич кийматлари дейилади. х —хо д а  излаяв' 
ётган функциянинг кйймати уо га тенг булсин, деган шарт бошланРиЧ 
шарт дейилиб, куйидагича

У I x—Xq == У о
ёзилаДи.
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Бошлангич шартдан фойдаланиб

у0 =  ф(л-0> С)
тоигламага келамиз. Ундан эса С топилади. Топилган С нинг 
киймати Со га тенг булса, берилган дифференциал тенгламанинг
хусусий ечимй '

у — у(х ,  Со)
гм тенг булади.

Биринчи тартибли

y ' — f(x, У)
дифференциал тенгламалар назариясининг асосий масалаларидан 
бири бошлангич шар’т

у 1 * = * 0 =  У О

ни каноатлантирувчи ечимни топишдан иборат. Бу м асала Kouiu 
масаласи дейилади.

Биринчи тартибли
=  У)

дифференциал тенглама ва унинг ечими содда геОметрик маънога 
эга. Тенгламадаги /(х, у) функция текисликдаги D сохада 
яниклансин. Бинобарин, бу соханинг хар бир (jc, у) нуктасида т.айин 
кийматга эга. М асалан , (дсо,* i/o) 6  ^  нуктада f(x, у) функциянинг 
киймати ' - :

f (хо, уо) =  ко \

булсин. Унда (2) га кура

у '(х о) =  ko . ]
булади. Д ем ак , ko — у = у ( х )  эгри чизикка (хо, уо) нуктада '■ 
утказилган уринманинг бурчак коэффициенти. '

М аълумки, уринманинг бурчак коэффициенти тугри чизик 
йуналищини ифодалайди. Д емак , D соханинг (лсо, уо) нуктасида 
йуяалиш аникланар экан.

Шундай. килиб

•У' =  f(x, у)
дифференциал тенгламанинг берилиши билан D соханинг хар бир 
нуктасида йуналиш аникланади. Бу йуналишлар биргаликда 
йуналишлар майдони дейилади.

Д емак, (2) дифференциал тенглама йуналишлар майдонини 
аниклайди.

Энди (2) дифференциал тенглама ечимининг геометрйк маъноси- 
ни келтирамиз. Маълумки, D сохадаги у = у ( х )  эгри чизик учун

ф'(*) =  }(х, ф (х ) ) 
булса, (унда ф(х) функция (2 ) тенгламанинг ечиМи булар эди.
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Г  ' . : - i i f
{ Демак , (2) тенгламанинг ечими D соХада шундай у = у ( х у  
. чизикки, бу чизикка, унинг ихтиёрий ( jc , у) нуктасида узказил 1

• уринма йуналиши D соханинг шу нуктадаги майдон-йунал» 
билан бир хил булади. ■

|-§. y'z=f(x, у) ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА ЕЧИМИНИНГ 
МАВЖУДЛИГИ ВА ЯГОНАЛИГИ

Ушбу параграфда биринчи тартибли дифференциал тенглама '
У'— Цх, У)

ечимцнинг мавжудлиги ва ягоналиги масаласи билан шугулла!|
МИЗ.

Аввало баъзи тушунча ва тасдикларни келтирамиз.
Ф араз цилайлик, f(x, у) функция икки узгарувчининг функци: 

сифатида R2 фазодаги ёпик тугри туртбурчак
D = {{x , у) £R2: \х — хо\< а ,  \у — г/0| < 6 }=

— ((х, у)  £R 2: хо — а ^ х ^ х о  +  а, yo — 6 ^ y ^ y o - h b l

да берилган булсин. " |
1 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас мусбат k сон мавЩ 

булсаки, f(x, у) функция х аргументнинг \х — хо\ ^ а  тенгсизлш 
|, , каноатлантирувчи ихтиёрий кийматларида, у  аргумент,

! у  —У о К Ь  тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий у  за  
кийматларида '

\f(x, у) — f(x, у  ) | < £ - \у— у  I

тенгеизлик уринли булса, f(x, у) функция иккинчи аргуменщ 
у  буйича Липшиц шартини бажаради дейилади.

Агар f(x, у) функция D да  узлуксиз булса, у шу сохада чегар 
. ланган, яъни шундай узгармас мусбат М сон мавжудки, V(x, у) 

учун

’/(*, у) к м  (!

булади (каралсин, 5 - боб» 5 -§ ) .
1 - т е о р е м а .  Агар

I y = f ( x , y )
тенгламада f(x, у) функция ' '

D =  {(x, y)£R2:\x—дсо|<а, 1у —уо|<6}
да узлуксиз булиб, иккинчи аргументи буйича Липшиц шарти,

( бажарса, у уолда (2) дифференциал тенгламанинг [ jc0 — h, xo-f-Aj
сегментда (h =  min(a; ) бошлангич

(Ц

У\е-,а==Уо .

шартни цаноатлантирадиган ечими мавжуд булиб, у ягона булади.
<чя



у ' = П * , у )
тенгсизликнинг х а р  йкки томонини [ко, а:] оралик, б у й и ч а  интегр ал-  
л а й м и з : "X X

^ У'(t)dt — ^ f ( t , y ( t ) ) d t .
*0 ■ *0 ■

Бошлангич шартни хисобга олиб топамиз:
X •
\j y '{ t)d t  =  y { x ) ~ y { x a) ^ y { x ) — y 0.
хо

Натижада берилган (2) дифференциал тенгламага эквивалент 
булган ушбу ' *

У ( х ) = У о +  \ f ( t , y ( t ) ) d t  ( 2 ' )
*0

тенгламага келамиз. (Номаълум у ( х ) функция интеграл белгиси ' 
остида булганлиги сабабли (2') т ен гл ам а . интеграл■ тенглама 
дейилади.)

Д емак , берилган дифференциал тенглама ечимининг мавжудли- 
ги ва ягоналигини курсатиш учун {2') тенглама ечимининг 
мавжудлиги ва ягоналигини курсатиш етарли булади.

(2 ') тенглама ечимининг мавжудлигини исботлашда кетма-кет 
якинлашиш усулидан фойдаланамиз. Берилган бошлангич киймат 
уо ни олиб, /(х, уо) ни караймиз. f(x, уо) функция fco — h, xo +  /i] да  
узлуксиз булганлиги сабабли ; ,

X .

$/(/, y (l)d l
*0

интеграл м авж уд  ва у л: нинг функцияси сифатида [jco — /г, лго+Л] да 
узлуксиз., Бу функция ёрдамида у\(х) функцияни куйидагича 
тузамиз: , ' . ’ ■

У М = У о +  \ f{ t ,y o ) d t .  (2 " )  .
. *0 . '

Равшанкй, у\(х) функция [хо — h, xo-\-h] да  узлуксиз ва х=Хо  да 
у\ =  г/о булади.

(2") тенгликдан, x£[xo — h, Х0 +  /1 ] эканини эътиборга олиб 
топамиз: *

y i ( x ) — y o ^ \ f ( t , y o i d t = > \ y i ( x ) — y ^ \ < .  • ч ■
' -*0

*  - *

< 1  $ \ f( t ,y0)\dt\ = ^ \ y i(x )— у 0\'<М-\ J d f l  =*- 
*0 *

 ̂ =*- \у\(х) — уо\ Jfol =►'\yi{x) — уо\\ ^ M - h .

И с б от. Аввало
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б^лганлиги учун кейинги тенгсизликдан 

\У\(*) —уо\ К Ь

эканлиги келиб чикади. Бу эса х£[хо  — A, xo-j-fi] да y t (x j  функц 
нинг кийматлари [уо — Ь, уо-\-Ь] га тегишли булишини курсатадий 

Шундай килиб, у\(х) функция [xo — h, хо +  А'] да  аникланган 
узлуксиз булиб, V x £ [x 0 —A, Хо +  А] учун (х, у\(х)) ££) булади. ;

Энди маълум булган бу у\(х ) функция ёрдамида г/г(х) функци" 
куйидагича тузамиз:

X
У2 ( х ) = У о +  \ f ( t , y t( t ) ) d t .

*о
• 1Бу у 2 (х) функция х,ам [x0— h, Хо+А] да аникланган, узлуксиЗ' 

х — хо Да у  2= у  о булади. (б) тенгликдан топамиз:
X

y 2 ( x ) —y 0= \ f ( t , y l( t ) )d t= > \ y 2 ( x ) —y 0\ =
■*ь

X X
— I ^f(t>yi(t))dt\  =► 1«/2 (* )  —y o f < M i

*0 *о

< A f - U - r j c 0| =>■ \у2 (х ) ■—г/о! <Л4-А=>- \у2 {х) — г/о! < 6 .

Бу эса хо € [хо —А, ХоЧ-А] да  г/г (х) функциянинг кийматлари [г/о С 
г/о+  6 ] га тегишли эканини билдиради. > >'

Шундай килиб у 2 (х) функция [хо — А, хо +  А] да  аникланганJ 
узлуксиз булиб, Vx£[xo — A, Хо +  А] учун (х, у 2 (х ) )  ££> булади. | 

Бу жараённи давом эттирабориб, п та кадам дан , кейин [xo-rf 
хо-fA ] аникланган, узлуксиз ва х = х о  да  у п =  уо бошлангич шар 
каноатлантирувчи

- I
-  . ' ^  X ■ 1'

У п (х)= У о+  y „ - i ( t ) ) d t  ("
«о

функцияни косил киламиз. Бу функция учун
X

1Уп(х)—УоК1  ̂IW .y,.- i(*))I^KAH*— 0̂1

булади. ,
Шундай килиб, у„ (х )  функция [xo — h, хо +  А] да аникланган в#' 

узлуксиз булиб, V x 6 [xo — h, xo + h ]  учун (х, y n(x)) £D булади.
Бу жараённи чексиз давом эттириш натижасида

г/о, у\ (х ) ,  t/г (х),. . .„ уп (х),... ( 7 )
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функционал кетма-кетлик хосил булиб, унинг хар бир хади fco — h, 
Хо +  А] да  у зл укси з ,х€  {со — h , Х о + Л ] учун (х, */„ (* ))  6  Д  (л =  0 ,1 ,2 , . . . )  
ва х =  хо да у п= у о  (п =  0 , 1 ,2 ,... ) булади.

(7) функционал,кетма-кетлик хадлари ёрдамида ушбу
уо +  l y i ( x ) — уо]+ [уг ( х ) — у х (х ) )+  [ у з  ( х ) — у 2 (х) ] + . . . +

+  [Уп(х)— у п - i ( x ) ] + . . .  ( 7')

функционал каторни хосил киламиз. Бу функционал каторнинг 
дастлабки п + 1  та  хадидан иборат хусусий йигиндиси:

S n+i (х) = у о +  [у 1 (х) — у 0] +  [у2 (х) — у\(х) ]+
+  [Уз(х) — У2 (х) ] + . . . +  [ у п  (х) —y „ _ i (x ) ]= l/ n (х ) .

Энди (Т) функционал каторнинг хадларини бахолаймиа. 
Равшанки,

X
\У\{х)— Уо\ =  \ ^ f ( t , y 0) d t\ ^ M - \ x  — х 0| . (8 )

Каторнинг кейинги хадларини бахолаш да f(x:, у) функциянинг 
иккинчи аргументи буйича Липшиц шартининг бажарилишидан 
фойдаланамиз: ■ ч

X
\y2( x ) ~ y i ( x ) \ K ^ \ f ( t , y l ( t ) ) — f ( t , y 0)\ d t\ ^

•S)
* ■ X I _ |2

<А| J U - X o l d / K A j . M - ^ - ,  (8 ')
Ъ *о

х /
1уз(х)—у2(х)1<1 \ if(t,y2 (■t ) ) - ' f { t , y l (/ ))|Л |.< ’

, - - 

x 2 х j |3

] \У2(П - у lit) \dt\ <  -4 ^ 1  j U - x 0|2d/| • У з ° - .
-̂o

Умуман, ' —

- \yn( x ) - y n̂ x ) \ ^ \ \ \ f { t , y n- A t ) ) - f { t , y n-2{t))\dt\^ ,

•<n ' ' ' '

• -U^ ° -  (8 " )
, n\ (

булади. (Кейинги тенгеизлик математик индукция усули ёрдамида 
исботланади.) '

Энди_|х—хоI < А  булишидан фойдалансак, унда юкоридаги (8 ) ,  
(8 ')  ва  (8 " )  мунбеабатлар куйидаги



'T'W®

\у> <-*•) —yo\ < а г - л ,

\у*(х) —y\{x) \ < A f  

Iy 3(x) —y i ( x ) | < A f

k-h?
2 ! ’

A2 -/.3
3!

t/4

n!

куринишга келади. 
Ушбу

3!k2-h3
+  . . .+  M

kn~'hn
n\

сонли каторни карайлик. Д аламбер аломатидан фойдаланиб,. 
■ ■ ■ ~ knhn+lМ-

lim
м

= l i m - g r = 0 < i .  
k n ~ l h n П* о о  я  +  1

п\

( 1 0 ) каторнинг якинлашувчи эканини топамиз.
Д емак , (7') функционал каторнинг хар бир Хадининг аб 

киймати, (9) муносабатга кура якинлашувчи (10) сонли кате 
мос хадидан катта эмас. Вейерштрасс аломатига биноан! 
функционал катор fto—Л,, лго +  Л] д а  текис якинлашувчи. Демак, 
функционал каторнинг кисмий йигиндилари кетма-кетлиги- д ; 
да  у  (х) лимитга эга ва бу лимит функция узлуксиз булади. 

Агар
S„+ i ( x ) = y n (*)

*  ̂ . "*■ * 
эканлигини эътиборга"Ьлсак, унда

уо, у\(х), у 2(х) у п (х),..: 

функционал кетма-кетлик учун
„ Иш у п { х ) = у ( х )  ( Vx £[x0— h, х 0+Л]

г П~+ оо

булади.
Эн'ди топилган у  (х) функция ;

л

У(х) =Уо+ \ f V . y  -(t))dt

тенгламанинг ечими булишини курс^тамиз.
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Юкоридаги (6 ' )

Уп ( х ) = У о +  \ f(t,  Уп- 1  (* )) dt

тенгликнинг унг томонига

\ f( t ,J ( t ) )d t
*о

ни хам  кушамиз, хам  айирамиз. Унда
X X .

уп(х)~у0+ \ - т  j{t))dt+ 5f{tj{t))dt оо')
*0 ' «о

(булади. Бу тенгликдаги 

I \ [ f { t , y n - M ) - f ( t ,n t ) ) ) d t

интегрални Липшиц шартидан фойдаланиб бахолаймиз:

; I f  [ f ( t , y n- M ) - f ( t , j ( t ) ) m <
хпх х

< 1 J ) / ( ^ y n- i ( 0 ) - 7 ( ^ / ( 0 l ^ l < f e - l :\\ya- i ( t ) - J ( ty \ d t\ ' . (П )

\Уп(х)\ функционал кетма-кетлик [*0—h, х 0+Н] д а  / (х ) га текис 
якинлатшганлиглдан, Ve> 0  сон олинганда хам шундай* натурал 
/го сон топиладики, ва Vx £[*го— К  x 0+ h ]  учун г

. .  1 У п - Л х ) - Л х ) \ < ~

тенгсизлик Гринли булади.
( 1 1 ) в а  ( 1 2 ) муносабатлардан

X 7 ' • х

*0 *° 
с ~  \х—х 0\ <  -~-h =  B

б^лишк келиб чикади. Бу эса

.Hm (  [ f ( ^ y „ _ , ( 0 ) - f ( < ,/ ( 0 ) ^  =  0
*rt-+*00 J

■ Д  -*0
эканини билдиради.

13—690 1 $
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( 1 0 ' )  тенгликда, п~*~оо д а  лимитга $тиб топамиз:
X.

lim у я(х) =  l im{г/0Н- \ { f i t  y ( i ) ) )  — f(t, J ( t ) )}d t  +
ft-*- 00 я-*- oo j

*0
X л

+  \f(t,J(t))dt}^ijQ+Um \[f{t,  y „ _ i ( 0 )  —
J  Я-+- 90- «*0 -*0 .

X X

- n t , n t ) ) ] d t + \ f ( t , J ( t ) ) d t = = y 0+ \ H t , H t » d t .
xo " . *0

Демак, ' ■
X

Цх) —Уо+ 5 Ш> Ht))dt
■ - Ч '

ва x — xq да  J ( x o ) - y o -
Шундай килиб, / (* )  функция (2 ')  тенгламанинг ечими,,' 

пайтда , ■
У ' Н ( х ,  у)

дифференциал тенгламанинг хам ечими эканлиги исботлйн, 
ечим бошлангич шартни каноатлантиради.

. Энди топилган / (jc) ечимнинг ягоналигини;йСботлаймиз. 1| 
рнсини фараз килайлик, ( 2 ' )  дифференциал тенгламанинг уЩ  
ечими, билан бир каторда, бошлангич шартни каноатлантира, 
иккинчи у==0'(х) ечими хам мавжуд булсин. A, хо-f-A],
д а  (/ (хо)= уо ; Н х) ф 1 ) ( х ) ) .  ■ \

1{х)  ва U(x) функциялар \х0~ А, хо+А] да  узлуксиз б^лган^ 
сабабли f/ (дг) — t/ (лс), I функция хам шу сегментда узлуксиз 
Узлуксиз функцияларнинг хоссаларига к^ра (хо—A, хо+й}, 
шундай ж* нукта топиладики, ,

|/(х*) — L/(x*) I =  max|/(x) — £/(х)| —А

булади. -
Иккинчи томондан 7 ( х )  iз а  U (x) функциялар (2 ') тенглама 

ечимлари булганлиги учун ' 7  .

S ( x ) = y 0+  ] f  ( t , J ( t ) )  dt, U(x) =*y0+  l f ( t , U ( t ) ) d t  ;
*0 ■

б^либ,
Mj-' Л

■ *0 ' •• r 
X ' - ■

О  • 1 , 1 1/(0  - 1/(01 dt) ^ k . A \ x - x 0\ < k ' A - h
*rj '

. . ..



флали. Агар h — min ( а ;  булиши билан бирга хам булса,

пли
k-A-/iCA j

булиб,
| J (х) — U(x) | < Л  ( V* £[xn— fi, *n+/i|

булади. Бу эса (13) муносабатга зиддир.
Бу зиддиятнинг келиб чикишига сабаб (2) тенгламанинг ечими 

нккита булсин деб олинишидир. Д емак , J (х) функция (2) диффе
ренциал тенгламанинг ягона ечими.

Теорема тулик исбот булди.
Исбот этилган теорема, D нинг хар бир ички (хо, уо) нуктасидан 

y ' - - f ( x ,  у) тенгламанинг ягона интеграл эгри чизиги утишини 
ифодалайди.

Мазкур бобнинг кейинги параграфларида турли хилдаги (турли 
' гипдаги) биринчи тартибли дифференциал тенгламалар ва уларни' 
t*4 mu билан шугулланамиз.

!i-§. УЗГАРУВЧИ ЛАР И АЖРАЛАДИГАН ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Ушбу ■
y' =  f i ( x ) - h  (у) ( 14)

куринишдаги тенглама узгарувчилари ажраладиган дифференциал 
тенглама дейилади. Бунда f i (x )  функция (а, Ь) да,'7г (у) функция эса 
(г, d) ораликда аникланган узлуксиз функциялардир.

Лввало (14) тенгламанинг баъзи холларини караймиз.
1°. (14) тенгламада /2  (у) = 1  булсин. Бу холда (14) тенглама

у ' Ч Л х )  (140

куринишда булади. Равшанкй, (14') тенгламанинг умумий ечими

y =  \f\{x)dx +  C — F{x) + С

булади, бунда С — ихтиёрий узгармас сон, F(x)  эса f i(x)  функция- 
нинг бирор бошлангич функцияси: F'(x) = f \ (х ) .

Агар (14') дифференциал тенгламани .

y\x=xa =  yo

бошлангич шартда карайдиган булсак, унда
yo =  F(xo) + С ,  - *

Н ЫП !

C = y o  — F(xo)
б у л и б , 4 *

y =  F(x) -\-уо — F (xq) = у о +  [^ (х )  — F(xo)]—y 0+  \ dx
*0

булади.

' ;J95 '



Шундай килиб, берилган (1,4') дифференциал тенглама 
бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими (хусусий ечими)

л

У = У о +  \ fi(x)d x

булар экан.
2°. (14) тенгламада f i(jc) =  1 булсин. Бу холда (14) тенпла$<|

y ' = h  (у) И
кУринишга эга булади. (14" )  тенгликда /а (у) фО булсин 
караймиз.

Агар

У —
dy
dx

эканини эътиборга олсак, унда (14") тенгликдан
dy
dx =  /2 iy)

ва ундан эса

dx — dy 
/2 (У)

булиши келиб чикади.' Кейинги тенгликнинг хар икки томонИ 
цнтеграллаб топамиз:

dy 
/2 (</) + с .

Д емак ,
y ' = h  (У)

дифференциал тенгламаницг умумий ечими

* = b f ( i 7 + c
/

булади. '
М и с ол. Ушбу

у' — 5 л[у
дифференциал тенгламанинг

' у  |*=0= 2 5

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими топилсин. 
Берилган тенгламани

dy



^ринишда ёзиб оламиз. Кейинги тенгликдан
dy . 

5 л1у
-dx

"5/лиши келиб чикади. Бу тенгликнинг х,ар икки томонини 
Интеграллаб топамиз:

dy

VF д/у =  * + £  :=*~У== Т̂~ (-С +  С ) 2.

Демак,
у = ~ - ( х + С ) ' -

К н р а л а ёт ган  дифференциал т е н г л а м а н и н г  у м у м и й  ечим и булади» 
Бошлангич ц)артга биноан л: =  0 д а  у  — 25. Шунга кура

25 = 25 ( 0 + С ) 2=>С =  2

Лулади. ' 1
Д емак, тенгламанинг бошлангич шартни каноатлантир!увчи 

хусусий ечими

У =  -Т- U + 2 ) 2 % ^

булади.
3°. Энди

у 'Н >  (х ) - Ь  (у )
дифференциал тенгламани караймиз. Уни куйидагича

dy
dx

ёшб оламиз. Бу тенгликдан, /2 (у ) 'Ф 0 булганда
dy

/2 (У)
■■f 1 (х) •dx

булиши келиб чикади. Кейинги тенгликнинг х,ар икки томонини 
иитсграллаб топамиз:

Sw”S,!W<1,c+c'
Му тенглик каралаётган

У'=Ы х) * /2 {у) 
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини беради. .



М и с о л .  Ушбу
у ' = х у  +  х +  у + А

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.. 
Берилган тенгламани куйидагича

dy
dx - = ( * + ! )  (У +  1 )

ёзиб оламиз. Бу узгарувчилари аж раладиган  дифференц| 
тенгламадир. Уни у ф  — 1 деб ечамиз:

dy 
у + 1-  =  (x+ \ )d x= >   ̂ \ (х +  1п|у +  1 | =  |

(* + 1Г
InC => ( t / + l )  - с  =  е

(«•ИГ
2

(*-НГ
=>у— С-е  — L

Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг ум ум  
ечими ;!1

(* + ') 
2у  =  С*е 2 - 1

булади.
4°. Энди узгарувчилари аж раладиган  тенгламаларга келади. 

баъзи дифференциал тенгламаларни караймиз.
Ф араз килайлик,

y ' = f ( x ,  у)

ди’фференциал тенглама берилган булиб, бундаги f ( x , у) функ 
учун

f f tx ? ty )= * f{x ,  у)  , ( 1
булсин. (Бу холда f(x ,y)  нал* улчовли бир жинсли функи 
(2 ) тенглама эса бир жинсли дифференциал тен глам а 1 дейилади.) 

\  (15) тенгликда

дейклса, у халда

f(x,  г/) = / ( l ,  - j )

1 Дифференциал тенгламанинг бир жинсли деб аталиши f(x, у) нинг бир ЖИНСД̂  
функция эканли^идандир.

■V
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К  ' - г/булиб, f (х, у)  функция эС% - -  нйнг функцияси булиб колади:

f{x, у ) = < р ( ^ .  | v

Натижада (2) дифференциал тенглама

4f) ( 16)

куринишга келади. Бу тенгламани ечиш учун

~ — и ■ (и =  и(х))

деб оламиз. Унда

булади.
Энди

яъни

у - и - х

у' =  ( ц -х) ' 5= и -j-'x • и',

dy, — „JL.Y du-~7- =  и X • —7— dx ах

эканлигини эъгиборга олиб, с^нг уни (16) тенгликка к$йиб, ушбу

и + х - ~ = < р ( и )  |

тенгламага келамиз. Равшанки, 
du 
dx

-*-dM==,lcp(U) - « H *  ■ *

du /  ̂ du / vф (u) ==ф ( ^ ) — «=►

( ф ( ы ) ^ и ) .

Кейинги тенгликнинг йкКала .томонини интеграллаб топамиз:

Бу тенглик берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечимини 
беради. ■

М и с ол. Ушбу ,

У' щ

дифференциал тенгламанинг умумий ечиминй топинг. 
Берилган тенгламада

J + y \  'fix, у) = - ху



булиб, унинг учун 

f(tx, ty) = Ux) ( ty ) ~$cy xy ■-f ( x ,y )

булади. Дем|ак, каралаётган  тенглама бир жинсли Дифферен 
тенглама экан. Куйидаги

■ ! у = и - х  (ы = ы (х ) )

алмаштлришни бажарамиз. Унда
у' s=zU+X'U'

булиб, берилган дифференциал тенглама уш б у :

х - и (х) и - х2 +  и2*2

яъни ;
х du _ l  

dx и

f^pHHHtura келади. Бу ^згарувчилари аж раладиган  тенглама* 
ни ечамиз:

da  I , dxх и - а и —— =*►
dx и х

=>-  ̂ udu==  ̂ -~=>- ~ - = 1п|х| - f  1пС=>

j ' =>м2 ==21п|х- С|.

Бу тейгликдаги и нинг урнига ~  ни к^йнб топамиз:

4 = 2 inU -C | =>• 4

==̂ -y2 — 2 д?21п | лс

Д ем ак , берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечимй 

булади.

у*=\х\ • y 2 1 n U 'C |

f  §. ЧИЗИК.ЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

ля у = у { х )  в а .  yi 
ган
у ' + р ( х ) ‘ у = д ( х )

'Номаълум функция у==у(х) в а .  унинг у'=*у'(х)  хосиласига, 
нисбатан чн^икли булган



тенглама биринчи тартибли чизикли дифференциал тенглйма 
дейилади. Бунда р —р (х)  ва  q= :q(x)  лар (a, b )czR  д а  аникланган 
Ва узлуксиз функцИялардир. . . '

1°. Аввало (17) да  q (x )  =  0 б р г а н  хусусий холии караймиз. Бу 
Холда (17) тенглама ушбу

У '+ р(х) 'У ~  0  j (17')
Kj/ринишга эга  булиб, уни бир жинсли чизикли дифференциал 
тенглама дейилади (берилган (17) тенгламани эса бир жинссиз 
чизикли дифференциал тенглама дейилади). (17 ') тенглама ^зга- 
рувчилари аж раладиган  дифференциал тенгла^адир. Уни ечамиз:

У' +  Р (х ) -y=0=>-4L=* —р (х ) .у=>4М-*ж —р  (*) dx-

=*- In I t/l — p (*)<£*:-fln|C| =►. In | f/t — ln|C| =

. , I f
== —  ̂ p ( * ) dx=*\n |-j | = —  ̂ p (x) dx=*~y =  C ’ e^ '  

Демак, бирижинсли (17 ') тенгламанинг умумий ечими

-  { PU)dx , i
у — С ‘ в •>’

булади, бунда С — ихтиёрий узгарм ас сон.
2°. Энди ,  !

рШ*

(17"'£

У'+Р (x) -y=zqix)

тенгламанинг умумий ечимини топиш билай шугулл 
тенгламанинг умумий ечимини топишда

у= *С-е - J p(x)dx

анамиз. Бу

|
ифодадаги С ни х нинг дифференциалланувчи фунциийси С = С (дг) 
булсин деб караб , (17) тенгламанинг умумий ечимини

P(x)dx

куринишда излаймиз. Равшанкй,

— С P(x)dx  -  С
y '= sC '(x ) -e  J — р ( х ) - С ( х ) - е  J

Бу у  ва у' ларнинг ифодасини (17) тенгламадагй у  b î ,у' ларнинг 
>'ржга к^ямиз: /

С'(х) >е. Л
p (x )d  х

-р ( х ) -С ( х ) - е. . - S p(x)dx
+ р ( х ) - С { х ) - е*е -у|

р(х)4х
■q(x).

201



Н ати ж ада , С (х) ни топиш-учун

I ■ j f  — \.рМ<1*
{ , С ' ( х ) й р 3 =

ЯЪНИ
д { х ),

дифференциал тенгламага келамиз. Унинг ечими

г  \ P (x )d x
' С(дг) =  5 q ( x ) - e )  dx +  C ,

булади, б у м а  Ci — ихтиёрий Узгармас сон. Топилган С (* )  
(18) тенгликдаги С (х) нинг урнига к^ямиз. Натижада,,

-  f p (x ) ix (  - [  p(x)dx \
у =  е 3 q (x )- e l  + C , J (Г

булади. Бу (117) дифференциал тенгламанинг умумий ечими булади,' 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

У ' + — У = Х .. *

чизикли дифференциал тенгламгГнинг умумий ечимини топинг. 
Аввал о |бу тенгламага мос бир жинсли тенглама

у ' + - ~ у = о
ни ечамиз: 

У' 1

dy

: 0 = ^ ~  = dx
dx_
х

Я М In\y\*= — In U l +JnC=>- у • * = С =*► */=?-£,

Д ем ак , бир! жинсли тенгламанинг умумий ечими
J  ■ - • С

-  . и =  —" х
булади. I ■

Энди бу  тенгликда С = С ( х )  деб
с  (х) W

X *

ларни берилган тенгламадаги у  ва у' ларнийг Урнига куямиз" ^
С '( х ) - х - С ( х )  , 1 С(х) .



Кейинги тенгликдан топамиз:

С (х ) = ^ x 2d x - ) - C i С),
"'’я"1- 4

бунда Ci — ихтиёрий узгармас сон. Д емак , берилган чизикли 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими

» - ® ? - г ( 4 + с . ) - т + т
бу'лади-.

2. Ушбу
у ' + у  =  ех 

чизикли дифференциал тенгламанинг

у.\х~ 0— 1

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини топинг.
Биз юкорида

у '+ р ( х )  = q ( x )  

тенгламанинг умумий ечими

булишини курдик. Берилган дифференциал тенглама учун
р (х) =  1 , q(x) = e K

булиб,
Г \ Р̂ х̂ х л } ‘

 ̂ p { x ) d x =  \ d x = x ,  =  } ex-exd x = — e2x

булади. Д емак ,
у ' + у  =  ех

тенгламанинг умумий ечими -

булади. ,
Энди бошлангич шартдан фойдаланиб, узгармас Ci ни топамиз:

Демак, берилган тенгламанинг бошлангич шартни .каноат^нти - 
рувчи ечими • .



4-5. БЕРНУЛЛИ,ТЕШЛАМАСН , /|f| , и

Ушбу •
у ' + р { х )  •y — q (x ) -ут  ( .

к^ринишдаги биринчи тартибли дифференциал тенглама Берн_ 
тенгламаси дейилади. Бунда р(х)  ва q(x) — (а, Ь) да  аниклайгй!*, 
узлуксиз функциялар, m эса узгармас сон. .

Равшанки, пг =  О булганда
у' +  р ( х ) - y = q ( x )

булиб, чизикли бир жинссиз дифференциал тенглам 
m== 1 булганда

у ' + \ р ( х ) — q ( x ) ] y = 0
■ '

булиб, чизикли бир жинсли дифференциал тенгламага келамиз.
Куйида т Ф О , т ф \  деб караймиз. (19) тенгламанинг хар и"’ 

томонини. ут га (уф О  деб) булиб топамиз: , 1 ^

- ^ + P ( x ) - - p = * q  (х),
I

яъни
А — тУ my' +  P ( x ) - y  m =  q{x). ( i

Кейинги тенгламада
и =  у х~т

алмаштириш бажарамиз. Унда
u ' = ( \ - m ) - y lm y f,

i ■ - i ■
ЯЪНИ '

У~ тУ'— •— и'3 и I —т

булади. Н атижада (19 ') тенглама

^ x -\-(l — r n l - p { x ) - u = ( \  — m) q (х) (Г

к^ринишга келади. Бу эса чизикли бир жинссиз дифференци 
тенгламадир.

Шундай-килиб. Бернулли тенгламаси (*) алмаштириш ёрдамид 
чизикли тенгламага келар экан. ,

•Маълумки, ~ I

у ' + р ( х ) -y = q { x )  '
дифференциал тенгламанинг умумий ечими .

\Я{ х ) . ^ Шх4х  +  С^



булар эди. Шунга ( Ю ^ ^ ^ гл .а м а н й н г  ^мумий ечими

- \  U - m )p (x )d x  Г -  \  (\ — m)p(x)dx  |

и =  е '  [ J  ( \ - m ) q ( x ) - e >  +  c j

булади. и = у 1~~т  эканини эътиборга олиб топамиз:

Бу берилган Бернулли тенгламасининг умумий ечимидир.
М и с о л .  Ушбу

У ' - ± У==- Ху

дифференциал тенгламани ечинг. Бу т  =  2 булган Бернулли 
тенгламасидир. Берилган тенгламанинг х,ар икки томонини —у2 га 
булиб топамиз:

— У~2’ У/~Ь~шУ~1—х3

Кейинги тенгламада
и = у ~ 1

алмаштириш бажарамиз. Унда
и ' * = - у - 2-у'

булиб, тенглама куйидаги

и ' + ~ и = х л (20)

куринишга келади. Шундай килиб, Бернулли тенгламасини. ечиш
(2 0 ) чизикли тенгламани ечишгачкелди. (2 0 ) чизикли тенгламанинг 
умумий ечими (18 ') формулага кура ' ■ .

и =  е ^  ^  [ j  х 3. J  ~ dXdx +  C ] = е - 31пЫ [С +  $ x V ,nWd * ] =

=  1x1 - 3 [ С +  J х 3'\х\ Ъ х]= \х)  _ 3 [ c + ^ L+ c ] = 4 + - ] ^ з 

булади. Д емак ,

Бундан .
• 71 х 13

У 7 C , + x 4 U|3

булиши келиб чикади. Бу берилган дифференциал тенгламанинг 
умумий ечимидир. \ ,



, ------------------ --------------------- ------Т—^

5-§. ТУЛИК ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА, г

1°. Биринчи тартибли ушбу
y ' = f ( x , y ) .

ЯЪНИ :)
d-У с/ \

дифференциал тенглама берилган булсин. Бу тенгламани
— f(x, y )d x  +  dy =  Q

куринишда дам ёзиш мумкин. Бу хал умумийрок
М (х у у) dx-\-N(x, у) dy=*Q ■(

дифференциал тенгламани караш  масаласини юзага келтиради.у 
Агар (21) тенгламанинг чап томонидаги

М(х, y)dx-\- N (х, y )d y

ифода бирор и(х, у) функциянинг тулик дифференциали, яъни ■*
du(x, у ) = М ( х ,  y ) d x + N ( x ,  y )d y

булса, у холда (2 1 ) тулик, дифференциал тенглама дейилади. .
Айтайлик, (21) тулик дифференциал тенглама булсин. У

(2 1 ) тенглама ушбу ' ' '
du{x , у) = 0  ' .

куринишда ёзилади. Бундан эса
и (х, у) =  С

булиши келиб чикади (С — узгармас сон). Бу тулик дифференцй*
(2 1 ) тенгламанинг умумий ечими булади. >t

Т^лик дифференциал тенгламалар мавзусини урганиШ; 
биринчидан тенгламанинг чап томонидаги

М(х, y ) d x +  N(x, y )d y

ифода бирор и(х, у) функциянинг гулик дифференциал булиши| 
аниклаш, иккинчидан шу ц(х, у) функцияни топиш му.химдир.

2Ч. Айтайлик, •'■■■
М(х, y ) d x + N ( x ,  y)dy== 0

тенглама берилган булиб, М(-х, у) ва Л^дг, у) функциялар D соха 
( D a R 2) аникланган, узлуксиз хамда узлуксиз

дМ (х,у)  dN(x,y)  
ду ’ ~дх

хусусий хосилаларга эга булсин.
Агар D сохада 4

дМ (х,у)  _  dN(x,y)



Улса, у  холда :н j > * -пи ■ ■ 1 

М (х, y )dx  +  N(x, у) dy

Нфода бирор и(х , у) функциянинг тулик дифференциали булади ва 
ВКсинча (бу тасдик кейинчалик, Грин формуласи ва унинг 
татбиклари баёнида келтирилади). •

3°. Ф араз  килай-лик,
' М(х, y )dx  +  N{x, у) dy =  О

Тенгламанинг чап томонидаги ифода бирор функциянинг тулик 
дифференциали, я-ьни М(х, у) хамда N (x , у) функциялар учун
(22) шарт бажарилган булсин. Энди масала шу функцияни 
Топишдан иборат.

Изланаётган функция и(х, у) булсин. Унда бир томондаН
4и(х , у ) = М ( х ,  y )d x  +  N(x, y)dy\ '

иккинчи томондан эса икки узгарувчили функциянинг тулик 
дифференциали таърифига кура

л , , , . . » ,  _  1 *  • Л>, , '

булади. Бу икки тенгликдан
ди(х,у)

дх
I

булиши келиб чикади. 
т Энди

= М ( х ,  у),

ди(х, у)

ди(х, у) 
ду ■N(x,y)

дх --М (х, у)

тенгликда у  ни узгарм ас Хисоблаб, унинг хар икки томонини 
х буйича интеграллаймиз. Н атижада,

и (х, у ) = \ М ( х ,  y )d x  +  C(y) (23)

булади, бунда С (у ) — ихтиёрий дифференциалланувчи функция. 
Сунг кейинги тенгликнинг иккала томонини у  буйича дифференци- 
аллаймиз:

ди'(х, у) 'д.*
ду ду

[ $ М ( х ,  y ) d x + C ( y )  y)dx) +  С '(у ) .

Агар
ди(х, у)

ду
*=N(x, у)

эканини эътйборга олсак, унда ушбу
I ' . . . . . .  дС'(у) ( J М (х, у) dx) =  N (х, у)
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тенглама xo cw i5 булади. Бу тенРламадан С^у) /;*йи аш ийа 
натижасида каралаётган т^лик дифференциал тенгламанинг ечим 
и(х, у) топилади,

4°. М и с о л л а р. 1. Ушбу ,
(2ху+  Зу2) d x (х2+Ъху — Зу2) dy — О

дифференциал тенгламани ечинг.
Бу тенгламада

М{х, у) =  (2ху +  3у2), N(х, у)=*х2+ 6 х у —3у2
булиб,

(Х*+Ьху — Зу2) = 2 х + 6 у , 

* B ^ ^ {2xy +  3y2)~ 2x+ Q y

булади. Демак,
дМ(х, у) _  dN(x, у) 

ду д х '

Бу эса берилган тенгламанинг чап томонидаги ифода бирор 
функциянинг т^лик дифференциали булишини билдиради:

du(x, у) =  (2xy+ 3y2)d x+  (Х2+ Ь х у ~ 3y2)dy.

Равшанкй,

W i J L - t o y + i у \  .

'(*•>

Энди

г г & Л = 2 е д + 3

тенгликнинг кар иккйГтомонини х буйича интеграллаб топамиз; 

и (дс, у) =  | (2х у+ 3i/2) dx=* 2у +  Зу2х - f  С {у )—

= х 2у+ З ху2 +  С (у).
Бу тенгликдаги С (у) ни топиш учун

и(х, у ) ^ х 2у + Щ 2 +  С (у) (***)
ни у буйича дифференциаллаймиз: '

(Х2у +  Зху2+ С  (у)) Ф х?+ Ь ху+ С ' (у).



***

зД ем ак, (**) 'муйосабатга кура
У +ъ*н+'счм) - ° х * + ь х у -г у 2,

яъни
С '( у ) - . - З у 2

булади. Бу узгарувчилари ажраладйган дифференциал тенглама 
дир. Уни ечамиз:

,  С'(у) =  - З у 2̂  - З у ^ С ( у )  - ~ 3 y 2d y ^

аф-С (у) =*—</3+СГ.
Бунда Ci — ихтиёрий Узгармас сон. Топнлган С(у) ни ( 
тенгликдаги С(у) Урнига кУйсак, унда

и(х, у) = х 2у + 3 х у г—«/3+ C i
эканлиги келиб чикади.

Шундай килиб, берилган тенгламанинг ечими
и(х. У) =x2y+3xys—y 3 + C\ — C, 

яъни ,
х?у+Зху2—у 3=вС*

булади. Бунда С* — Узгармас сон: .
2. Ушбу

2х (1 -h s jx2—y )  dx— ■̂ x2—ydy=*0
тенгламани ечинг.

Бу тенгламада

М {х;у) =®2дс(1 +  Удс2~ у ) , Ы(хлу ) »  — s jx 2—у

булиб,

Демак, V...
ЗМ(*. у) |да 0Щх,у) 

ду дх

Бинобарин, берилган тенглама тулик дифференциал тенглама экан:



Иккинчи томондан , , ,п

' dU(.i, у) = ! ^ d x + ! ^  dy.

Бу тенгликлардан

^ - 2 . ( 1  + У ? ^ ) ,

. :

булиши келиб чикаДи.
•. Энди , j

?Ц (Ы 1= 2х  ( 1  - f  V * 2~ У )

тенгликнинг дар икки томонини *  буйича интеграллаймиз:

■ •«(•*. У) = 5  [2 дг( I y * 2+j/)s]  <**=■= $ (2х +  2х'\/х'г—y ) d x  =

„ « J c 2+ 4 ( ^ 2-< / )3/4 C ( y ) .  , .

Бу тенгликдаги С (у) ни топиш учун

, и(х, у) ~ х 2-\г -^(х2—у ) 2-{-С(у)

ни у  буйича дифференциаллаймиз:

+ с , (у)

Иккинчи томондан >

Д ем ак , . . , ' ■ '

-  +  с '  ( у ) - - V ^ 11^  •
Кейинги тенгликдан ■■■■/■

. С (у ) = * 0 ,  С (у) =  C i - c o n s t

булиши келиб чикади.
Шундай ки'либ, берилган тенгламанищ: ечкми



яъни з
* 2 + 4  (* 2 - у ) 2= с *

булади. Бунда С* — ^згармас сон.
5°. Урганилаётган дифференциал тенглама

М(х\ у) dx +  N(x, у) dy*= О (2 1 )

куринишда булиб, унинг чап томонидаги ифода бирор функциянинг 
тулик дифференциали булмасин. Баъзи х,олларда шундай ц (х , у) 
функцияни топиш мумкин буладики, (2 1 ) тенгламани шу функцияга 
купайтиришдан х,осил булган '

тенгламанинг чап томони бирор функциянинг тулик дифференциа- 
лига айланади:

du (х, у) =|л (х, у) -М (х, у) dx +  v  (х, y ) - N  {х, у) dy.

Одатда бундай ц (*> У) функция интеграллрвчи купайтувчи 
дейилади.

Модомики,
ц (х, у) -М (х, у) dx +  ц, (х, y ) - N  (х, у) dy

ифода бирор функциянинг т^лик дифференциали экан, унда
( 2 2 ) шартга кура.

- ц (х, у) ■М (х, у) dx +  \i (х, у ) -N (х, у) dy — О

[\ i{x ,y ) -M {x ,y ) ]= * -^  [|л(х, y ) 'N ( x ,y ) \

булади. Равшанки,

[ц(х , у) 'М {х, у) }=•, у) • М,(х, у) (х, у)  +  и (х, у) •
дМ (х, у) * 

ду ’

Унда

M (x,y)-\-\i(x,y ) . d-  f y -y)~

ду  (х. У) 
дх

ЯЪНИ

булади.



Кейинги тенгликнинг хар икки тойОйини p.X'Jt,'!/} тр^булиб;'^Х 
д ^ (* .  У) дц(х, у)

М(х, у) - - р  — N{x, у) —
и(*> У) . р{х,у)  дх ду

сунг

ду-(х,у) ду,(х,у) '
ду __ й1п^(лс, у) дх __ д\пц(х, у)

ц (х ,у ) ду ’ ц(х, у) дх

эканини эътиборга олиб, ушбу

Щ х у )  31п* ^ У 1 _ м { х у )  a j ^ ^ = d j i ^ _ d j A ^ y i  (24)

тенгламага келамиз.
Шундай килиб, (21) тенгламани тула дифференциал тенгламага 

айлантирадиган интегралловчи купайтувчи (x(jt, у) (24) тенгламадан 
топилар экан. Бу тейгламани ечиш анча маш аккатли ишдир. 

Куйида битта содда холни караш билан кифояланамиз. 
Айтайлик, топиладиган интегралловчи купайтувчи фак’ат х гаги- 

на боглик булсин: ц, =  (л(лг).
Унда

булиб, (24) тенглама

— - = 0ду

дМ (х,у) dN(x, у)
d 1пц(дг) __ ду дх

dx ~  N (х, у)

куринищга келади. Бу тенгламадан ц(лг) ни топамиз:

дМ (х , у) dN(x,'y)

d  lrijjt (х) =  — ~у~ ■■— ------ dx=$~
N (х, у)

&М (х, у) dN(x, у)

Апц (х) =  J - - -?»■ N(x y) дх -d x + ln C -

д М( Х, у)  dN( x, y)

S t г а м  (л:, у ) 6N\xt y) 1

v , x ' s '  1 V V  *  J
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Хусуеан, 1 булганда битта

S

I f  дМ(х,ц)  вМ{х, у) 1  t

Ntx'y' Г  «  " ....i:...

интегралловчи купайтувчкга эга б^лами.ч.
М и с о л. Ушбу

{ x + y 2 ) d x ~ 2 x y d y  =  Q

тенгламани ечинг. Бу тенгламада

М ( х ,  y ) — x + y * ,  I V { x ,  у ) = — 2 х у

булиб,

9М (х,у)  dN(x,y)  g  
ду  дх У

булади:
У) л (*, у )  

ду дх

Берилган тенглама тула дифференциал тенглама эмае. Интеграл 
ловчичкупайтувчини топамиз. Аввало

дМ(дс, у) dN (x ,y ) *
dx v

,v(x;.v) :  .

v ни дисоблаймиз:

дМ (х,у)  dN(x,y)  
ду дх  __ 2</— ( —2у)   2 

N{x.y)  — 2дс</ * ' '

Унда
d ln ) i (x )  2 

7> Г ~ ~  ~х ■

булиб, .
' ~ Ilnjji(jc) — 2 ln| jcj, =

X

булади.
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Берилган тенгламани (j>(a: ) = - 4- га  к^пайтирсак, у т$лла диффе*
г  ■ • ,

ренциал тенгламага айланади:

Бу тенгламанинг чап томонидаги ифода учун

=?d\ri\x\ ~ d  - = d  (in \x\ — y-  

булади. Унда тенглама ушбу

d^ ln|x|— 7 " )= ^ 

к^ринишга келади. Бу тенгламанинг ечими 

, \п\х]—~ — \пС,

яъни

булади.
х =  С • е х J

6-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАНИНГ МАХСУС ЕЧИМЛАРИ

I Биз мадкур бобнинг 2 - § ида

У) ' ' (2)

дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги х,амда яГоналиги 
дакида теорема келтирган эдик. Бу теоремага кура, D =  \(x,y) 6  
6 /?2 : \х— хо1 < а ,  \у—Уо\^Ь) да :  , .

1 ) /(*, у) функция узлуксиз,
2) иккинчи аргументи буйича Липшиц шартини баж арса , унда

(2 ) тенгламанинг (хо, уо) нуктадан утувчи ягона интеграл эгри чизиги 
(ечими) м авж уд  булади.

f(x , у) функция шу шартларнинг бирини ёки иккаласини 
баж арм аса , унда (2 ) тенглама ечймга эга булиши мумкинми деган 
савол тугилади. Мисоллар келтирайлик.
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дифференциал тенгламани карайлик. Бу тенгламада f(x, у) —  
==— булиб, у  (0 , 0 ) нуктада  узлуксиз эм ас  -(Ь шарт баж арилм айди).

Равшанки, V(x, у ) £/?2, (х, у) Ф  (х, 0) да
■ I '

у ' J ^ y d y — ■Xdx =н/2 » . х2 +  С

булади. ■ <
Демак, t/2 = x 2 -f-С1 тенгламанинг умумий ечимидир. Айни пайтда 

берилган тенгламанинг
J / I , = о = 0  ■

шартни каноатлантирадйган, яъни (0 , 0 ) нуктадан утадиган 
ечимлари м авж уд  б^либ, улар иккита:

у — х, -у — —х

булади.
2. Ушбу

' ^ ,== д/?

дифференциал тенгламани карайлик. Бу тергламада /(X, у) =*2 '■ 3  __ * ____■ _

— л/У булиб, f'y{x, у) — ^-у 3 булади. Ох укдаги  нукталарда

( у = 0  булади) бу косила чексизга айланади. Бинобарин, бундай 
(дс, О) нукталарда функций Липшиц шартини бажармайдй. Берилган 
Т е н г л а м а н и н г  V(^c, у) 6 #2, (х, у ) ф ( х ,  0) булган нукталардаги 
умумий ечимини топамиз:

У'— ^У=>^-==У3=>У 3йу =  й х = > ~ у ^ х ~ С .

Куйидаги - '
у\х=с= 9

шартни каноатлантирадиган, яъни (С, 0) нуктадан j/тадиган 
ечимлар хам  м авж уд  б^либ, улар



3. Ушбу '" Я

. -  . У ' = х +  ^Jy ' 1

дифференциал тенгламани карайлик. Бу теигламада f(x,  #) =“ !■
• 3 у—

—х +  -\]У булиб, Ох укииинг нукталарида у  иккинчи аргументы j 
буйича Липшиц шартини бажармайди.
! Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, y ' — f(x> у)  
тенглама ечимининг мавжудлиги хам да ягоналиги хакидагИ| 
теореманинг шартлари бажарилмаган  нукталарда шу дифференци
ал тенгламанинг ё ечими м авж уд  бУлмайди, ёки бундай нукталар 
оркали тенгламанинг икки ва ундан ортик интеграл эгри чизиклари 
(ечимлари) утади. ^

Одатда дифференциал тенгламанинг бундай ечими унинг махсус 
ечими дейилади. ^

Д емак , берилган (2) дифференциал тенгламанинг махсус ечими 
шундай эгри чизик. эканки, у биринчидан (2 ) тенгламанинг интеграл ’ 
эгри чизиги булади, иккиичидан эса бу чизикнинг хар бир нуктасида 
мавжудлик теоремасининг шартлари бажарилмайди.

Ф араз  килайлик,
y ' ^ f ( x ,  У) ]

дифференциал тенглама берилган булиб,- »

F(x, у, С ) = 0  (25) ^
унинг умумий ечими-,

у=*<?(*) ■ ’
, эса топилиши лозиму булган махсус ечими булсин.

У ндахарбир  (x0,y 0)€D  нуктадан (бунда t/о— ф(*о)) (2) тенглама
нинг хеч булмаганда битта интеграл эгри чизиги Утади. Шунинг < 
учун

F(xо, уо, С) = О

булади. Бу муносабатдаги С олинган х0 га  боглик: С -С (х о ). ‘ 
Умуман, дго ни ихтиёрий х дейилса (х0= х ) .  унда - j

■ ' * 
F(x, у, С ( х ) ) = 0  j

булади. Ошкормас функция хосиласини хиеоблаш кокдасидан ? 
фойдаланиб топамиз:

П '+ Я -у '+ Р '- .С ш *  0 . (26)

' Иккинчи томондан (2) тенгламанинг умумий ечими

Р(х, у .  С) — 8
ни дифференциалласак,

булади.
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F'x+F'y . y ' = 0  (27)



(26) ва (27) муносабатлардан ,

' , . F i**0  ■

булиши келиб чикади. Бу тенглама (2) дифференциал тенглама 
махсус ечимиДаги нукталар учун уринли булади.

Шундай килиб,
* f f ( k j r , C ) - o ,  

1 К ~ о

тенгламалардан С ни й^котиШ натижасида берилган тенгламанинг 
махсус ечими келиб чикади.

М и с о л . Ушбу 
,• у '^ х ^ / Г ^ 5

дифференциал тенгламанинг махсус ечимларини топинг.
Бу тенгламада

f(x, у) —х -\J\ - у *

б5>либ, (х, — 1) хамда (ху 1) нукталарда Липшиц шарти бажарил
майди. '

Z)*»{(jc, y) €R 2: (x, у) Ф (х, — 1), (х, у) Ф (х, 1)} да берилгал 
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топамиз:

у'Ф х  у  1 - y 2= i^ - = x  V 1 

=>» —j^L^^=xdx=>arcsiny==~~ С =*• t/=sin С ̂

Демак,
y = s i n ( y —С )

тенгламанинг умумий ечими>
Берилган тенгламанинг махсус ечимларини топиш учун, унинг 

умумий ечими -

F(x, у, С ) = у —s in (| —  С)*=0 ' 

да С = С (х) Af6)C  буйича хосиласини хисоблаймиз:

F'c — (y —sin(~̂ —С) ^==cos(y~*c)==0.
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т
v- Энди

F(x, у , С) z=y — s in ( ~ — C ^= 0,

F'c= c o s ( ~ — C ) = 0
I Дан С ни йукотамиз. 

Агар
sin ( | - С ) =  ±  — cos2 С )  =  ±  1 

булишини эътиборга олсак, унда

У— гЫ
эканини топамиз.

Демак , у =  — 1, у== 1 берилган тенгламанинг махсус ечимлари 
экан.

7-§. ХОСИЛ АГА НИСБАТАН ЕЧИЛМАГАН БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Маълумки, биринчи тартибли дифференциал тенглама умумий 
к^риниши

Ф ( х , у , у ' ) = 0  (28)
булади. 1 ‘

М азкур бобнинг аввалги параграфларида хосила у '  га нисбатан 
ечилган ,

y ' = f ( x ,  У)

тенгламани карадик ва Ургандик. Шуни айтиш керакки, купинча 
кейинги тенгламанинг ечими сйикормас функция куринишвда 
топилди. Бундай вазият^28) тенгламага нисбатан хам  руй беради. 

Ушбу параграфда
Ф (х\ у, у ' ) = 0

тенгламани урганар эканмиз, аввало унинг ошкормас хамда 
= параметрик куринишдаги ечимлари тушунчасшш эслатиб утамиз.

■ - Агар
F{x, у) — 0

Тенглама у  ни х нинг функцияси сифатида аникласа ва бу функция 
(28) тенгламанинг ечими булса, у холда

F(x, у) =  0

(28) тенгламанинг ошкормас куринишдаги ечими булади.

ИЛ')!
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Агар x — qi(t), y =  ty(t) функциялар (а ,  0 ) д а  аникланган,узлуксиз 
хамда узлуксиз cp'(f), г| / ( 0  хосилаларга эга б}?либ,

ф ( ф « ) .  * « > .  v ^ ) - °

булса, у холда .
X=<f(t),
У =  Ч>Ь)

(28) тенгламанинг параметрик куринишдаги ечими булади. 
Каралаётган тенгламада •

X =  (f ( и ,  v ) ,

</ =  Ф (« , t/),
У' — %{и, v)

■V ■
деб, уни параметрик куринишда ифодалаимиз, бунда ф(ы, v ), 
г|)(и, и) х,амда %(и, о) дифференциалланувчи функциялар. 

Равшанки, ^
- ^ = у '  => dy= y>-dx.

Шуни эътиборга олиб топамиз:

d y = y ' - d x  =>• d [t j j (« ,  v ) ] — %(u, v ) •d [ф(«, у ) ]  =>- 
' а^(и, о) , a\i)(u,y) , л  гаф(и,и) , . бф(и,у)

do ==*(«, и) • [:<зи 1 ак м  ’ ' L дм n ali
V) . «5-ф(«, у) d v __ , . Гйф(ы, а) . d<p{u,v) dv

ди dv du
—vl'«  7.\ Гa<P(“’ °> I aq>(«, ») . -dt> ]  

;  I  du ^  dv du J

Кейинги тенгликдан ни топамиз: du
dv  t>) , ч <?<p(«, t>) 1 „ 4  g y ( « .  f ) ___ dty(u, y)
du L dv y>\u ' v >' dv ] = % { “ ’ v >' du

• аф(«.р)- аф(и.о)„
dv _ %y ' ’ du ■ du 
du d\b(u, v) , . dw(u, v)— -----V IU, V) — T-------- —du <?u

Бу хосилага нисбатан ечилган дифференциал тенгламадир. 
Шундай килиб, г (28) дифференциал тенгламани ечиш хосилага 

нисбатан ечилган тенгламани ечишга келар экан. (28) дифферен
циал тенглама хар доим хам осон ечилавермайди.

Энди баъзи хусусий холларни караймиз.
1°. Айтай/тик,

7  Ф(х, у, у ' ) — 0 ’ •

тенгламани х га нисбатан ечищ мумкин булсин:

x — f(y , У')- (29)
Л i ъ



by \<)лда и па v параметрлар сифатида у  ва у ' = р  (и — у, v==y') 
олипади. Сунг dy — y'dx тенгликдан фойдаланиб топамиз:

\ > d y = p d  (/(у, р)} =>.dy =  p

I д1(У’Р±лп 1 =±.Л=  df(y<p) I df(y>p) dP ^  dp П  p ду т  gp dy-

Х,(х ил Оулган дифференциал тенгламани ечамиз. Ф араз ки л ай - ' 
лик, by тч'нгламанинг ечими F (y, р, с ) = 0  булсин. Унда

Р(У> Р’ с ) = 0 ,  х — f  (у, р)

лардан р ни йукотиб, каралаётган  дифференциал тенгламанинг 
ечимига келамиз.

Э е  л а т  м а. (29) тенгламанинг чар икки томонини у  буйича дифферекциаллаш
.натижасида »

1 ан у' j р) dp
р ду Эр dy

тенглама хоси.,1 булади. 
Х,акик.атап \ам,

х ^ Ц у ,у ' )  = >dx~d If (у, y ') ]= ^dx= -d - ^ y - d y + - ^ ~ ’f  * dy' =»-
ду ду'

' ̂ х = Ш ы ^ + . Ш е 1 а р ■
ду Эр

ва

муносабатлардан

келиб чикали
М н е  о л. Ушбу

dy =  y'dx =>■ d y = p - d x

J L _  | д1(У’ Р) dp
р ду др  , dy

л: — in—= 0
У

Дифференциал тенгламани ечинг.
! Бу теигламада

Ф (х ,  у, у ' ) —х — 1п^-=0

булиб, у тенглам^ х га нисбатан ечилади:

У

Кейинги теигламада у ' ~ р  деб,

х =  \ п ^ \ п \ р \ -\ п \ у\  
if



булишини топамиз. Бу тенгликнинг хар икки томонини дифференци- 
аллаб,

d x —~ d p ------dy
р У

,сунг
d y = y ' d x = p - d x

эканини хисобга олиб, d y —p^~dp— -̂di/ ^ яъ н и  — — ^ - р = 1  тенг

л ам ага  келамиз. Бу биржинсли булмаган чизикли тенгламадир. 
Унинг умумий ечими (18 ') формулага кура

<v

яъни . ч
р = \ у \ { С  +  \п\у))

булади. Энди

р = \ у [(С + \ п \ у\ ) ,  

х — \п\р\ — 1п|у|

муносабатлардан р ни йукотиб (бунда 1п|д| ==sln|^| -f-ln|c-f-ln|£/| | 
эканини эътиборга оламиз),

х =  1п|е-(-1п|г/| I ёки е*— \с +  1п\у\\

булишини топамиз. Бу берилган дифференциал тенгламанинг 
умумий ечимидир.

2°. Айтайлик, Ф (х, у, у ' ) — 0  тенгламани у  га нисбатан ечиш 
мумкин булсин:

y — f(x, у ' ) . (30)

Бу холда ц в а  v_ параметрлар сифатида х ва у ' — р (и = х , v==y') 
олинади. Сунг

y=**f(x, р) .

ни дифференциал^аб топамиз;

y  =  f(x, р) =>dy =  d [f(x, p )]= ^dy =
^ j m £ L d x + »s b £ U p.

дх dp



sh

Кейинги тенгликдан

яъни

dy __ df(x ,p)  ■ д р )  dp 
dx d x  dp d x ’ ,

df(x,p) . df(x,p) dp
dx dp dx

I; № 
■''’I

. 1

'•i

булиши келиб чикади. /я
Ф араз килайлик, (30 ')  дифференциал тенгламанинг ечйЦ 

F(x, р, с) =  0 булсин. Унда |

F(x, р, с) = 0 ,  у = / (х ,  р)
лардан р ни йукотиб, каралаётган  дифференциал тенгламани» 
ечимига келамиз.

М и с о л. Ушбу

Щ

■ +  ̂  0

дифференциал тенгламани ечинг.
Бу тенгламада

ф{х, у, у ')=*у '2- - у ' ’ Х ~ у + ^ = О  

булиб, у тенглама у  га нисбатан ечилади:

У = У '2- У ' - Х +  ̂

Кейинги тенгламада у ' = р  деб, унинг хар икки томонини 
ренциаллаймиз:

2 , JC2, у = р 2- р х + 2 , 

d y = d ^ p 2— p x + ~ j^ = 2 p d p ~ x d p —pdx-\-xdx =

=  ( 2 p —x )d p — (p —x)dx.

Энди d y — y '-d x = p > d x  булишини эътибррга олиб топамиз:

' pdx*= (2p— x )d p — ( p — x ) d x = > p — (2 p —x ) - ^ ~ p + x  =*-

a p ~ \  (2р — х ф 0 ) .<2 p - s )

уРавшанки,
dp _ ,
dx

тенгламанинг ечими p = x - j - C  булади.
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Юкоридаги у=±р2—р х + - ~  хамда р = х + с  тенгликлардан р ни 

йукотиб топамиз:

( х + с ) 2- ( х  +  ̂ х  +  ^ ^ + С х + С * .

Бу берилган тенгламанинг умумий^ечими булади. ■#

8 - J. ЛАГРАНЖ ТЕНГЛАМАСИ

Ушбу I '
У — Ч{У')'Х+Ъ(У') У (31)

куринишдаги дифференциал тенглама Л агр ан ж  тенгламаси дейила
ди, бунда ф ва if лар дифференциалланувчи функциялар.

Бу тенгламада у ' = р  деб, с^нг унинг хар икки томонини х  буйича 
дифференциаллаймиз:

у = ф ( р ) - *  +  ф (р), 
dy =  d fy ( p ) -х-4--ф(р) ]==ф(р)- d x + x - d y ( p )  +  d y(p )  =  •

=  Ф (р ) -d x + x 4 p '(p )d p  +  ty'(p)dp. "

Н атижада

яъни

р  =  ф (р ) +  [ x Y ( p ) + t ' ( / > ) ]

тенгламага келамиз. Бу тенгламада х  ни номаълум функция, р ни 
эса унинг аргументи сифатида караб , уни куйидагича ёзиб оламиз:

dx _  * -< р '(р )+ ф '(р )  . dx | ф'(р) V (P )  ({. ( п \ П^ ь п \^ ( ф( р ) _ р * 0 )

Шундай килиб, Л а гр ан ж  тенгламасини ечиш

dp ф ( р ) - р  Р —<Р(Р)

члзикли тенгламани ечишга келади. Айтайлик, <5у чизикли 
Тенгламанинг ечими F(x, р, с) =±=0 булсин. Унда

' j  Г/Ч*. р, с) =  0
I ^ = *ф (Р )  Ч^НР)

система Л агран ж  тенгламасининГ параметрик куринишдаги ечими* 
ни беради.



If* ‘

М и с о л. Ушбу

i/= 2xt/ '+ lny'

дифференциал тенгламани ечинг. Бу Л агранж тенгламасидир. 
Берилган теигламада </'===р деб, уни куйидагича

y*=2xffi±\пр (32)
ёзиб оламиз. Кейинги тенгламанинг дар икки томонини диффер^нци- 
аллаймиз:

dy—d(2xp+lnp) =► y ' ’dx=2pdx-{~2xdp+~dp =► - ■

P'dx=2pdx  -)- 2xdp-j--jdp.

Натижада,
dx
dp

■2x— _L ***
P ’ dp

тенгламага келамиз. Бу Jf га нисбатан чизикли дифференциал 
тенгламадир. (18 ') формуладан фойдаланиб чизикли тенгламанинг 
ечимини топамиз: ^

* = е  ^  [с+ ^ Л , ) =

Топилгаи х ни (32) даги х нинг Урнига куямиз:

y = 2 /, 0 - l ) f l np « i n p - f ~ ~ - 2 .

Н атижада, берилган дифференциал тенгламанинг

рг р ’
2с

яараметрик куринишдаги ечими келиб чикади.

Ушбу
у=*Х’у '+ у ( У 'У (33)

куринишдаги дифференциал тенглама Клеро тенгламаси дейилади, 
бунда у(у')  дифференциалланувчи функция.



Клеро тенгламаси Л агран ж  тенгламасйнинг <р(£/') ^ у '  булган
хусусий холиДир. /опч . •

(33) тенгламада у'=~р деб оламиз. Унда (33) тенглама

y — px +  ty (р) ' (33')
к^ринишга келади. Бу тенгликнинг хар икки томонини дифференци- 
аллаб топамиз:

у = р . х + у ( р )  =► d y = d ( p x + t y ( p ) )  =► »

=> p 'd x = X 'd p + p d x - \ - ty ' (p )d p  ■
=*- x-rfp+\j)/(p )dp  =  0  =► fc-|-ij/(p)]d/? =  0 .

1 ) dp= Q  булсин. У холда р =  С — const булади. Бу топилган 
р нинг кийматини (33 ')  тенгликдаги р  нинг урнига куйиб, Клер о 
тенгламасининг умумий ечимини топамиз:

г / = С - * + ^ ( С ) .
(33) ва  (33 ') муносабатларни солиштириб, (33) те'нгламадаги у ’ нинг 
урнига ихтиерий узгарм ас С  ни куйиш натижасида Клеро 
тенгламасининг умумий ечими хосил булишини курамиз.

2) х + ф '(р )  = 0  булсин. Бу тенгликдан х =  — ty'(p) булиши келиб 
чикади. Топилган х  нинг бу кийматини (33) даги х нинг урнига 
куямиз: '

1/= ( —Ч>'(Р))-P-h45<P) =  —
Н атиж ада берилган дифференциал тенгламанинг

Г х = - ф ' ( р ) ,
\ у = —р -у> '(р )+ у (р )  

параметрик куринишдаги ечими келиб чикади.
М  и с о л .  Ушбу

дифференциал тенгламани ечинг. Бу Клеро тенгламасидир. Унинг 
умумий ечимини тенгламадаги у' нинг урнига ихтиёрий Узгармас 
с ни куйиш билан топилади:

У =  С - х +  ~и - . ■

Берилган тенгламада ф (у ')  булиб, (р) =  — булади. Шу
У 2  р

сабабли

__  * = - У ( р )
тенглик / '

куринишга келади.
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Унда
X= r-

2 р. 

у —рх -(- 2 р
берилган тенгламанинг параметрик куринишдаги ечими (махе 
ечими) булади.

10-f  ОШКОРМАС КУРИНИШДАГИ БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 
АЙРИМ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Энди
Ф ( х , у , у ' ) - 0  (34

дифференциал тенгламанинг чап томонидаги Ф (х ,  у, у') функцияД 
айрим аргументларнинг ощкор куринишда катнаш маган холлари ‘ 
караймиз.

1°, (34J" т е и г л а м а д а  х в а у л а р  к,а т н а  ш м а с и н. Бунд; 
холда (34) тенглама куйидаги

Ф (у‘ ) —0  (34
куринишга эга булади. Айтайлик,

у' =  а  ( a —-consf) (34'
булсин. •

Унда (34") тенгламанинг ечими ах-\-с га тенг:
у = а х г ^ с .  '■

Бу тенгликдан эса .булиши келиб чикади. Д ем а

Ф  (</')= О тенгламанйнг умумий ечими Ф ^“ ~ ) = 0  булади.
М и с о л. Ушбу

( у ' ) « - Ц у ' ) '  +  у'* +  у ' - 7  =  0 
дифференциал тенгламани ечинг. Бу теигламада

ф  (Ух) 6- 3  {y')z+  (y')2+ y ' - 7  
булади. Юкорида айтилганга кура берилган тенгламанинг ечймй ' I,

* » • ( ' ,  )  °-
яъни

булади. .
.2°. <34) “т е н г л а м а д а  у к а т и  а  ш м а с и н. Бундай ХОДЯ» 1 

: (34) тенглама куйидаги 
; Ф (х ,  у') = 0
куринишга эга булади. Бу +енгламани / параметр киритиш билан

, * =  ф (0. У' =  $  U)



ккита тенгламага ' алмаштирилади. Бунда d y — y'dx  эканини 
ГЬтиборга олиб топамиз: ’

dy=*y''dx=>dy =  ty (t) -d  
=*-dy =  ty ( 0  -tp'(t) .dt=>y=\ip (t) -ф'( t)  dt +  C.

Натижада, '
|х  =  ф(0 ,
I y =  \ 4(t)- i f ' ( t)d t  +  C

системага келамиз. Бу берилган дифференциал тенгламанинг 
иараметрик куринишдаги ечими булади.

М и с о л .  Ушбу

(У')ъ- У ' - Х - 1 = 0  (35)
дифференциал тенгламани ечинг.

Бу тенгламада у  узгарувчи катнашмайди. Агар параметр 
( сифатида у ' олинса, ' < . '

t=±y',
унда бир томондан (35) тенгламага  кура

x =  t3 — t ~ \ ,
иккинчи томондан эса .

dy=y'dx=>dy =  t ‘ d (t3 — t — 1 )=^
=>dy=;t ($t2- l  ) d t ^ y = ~ t 4— ~ t2+ C  - 

булишини топамиз. Н атижада

(x =  t 3— t — 1 , .

' \ y ~ ± t * - ± t * + C

система хосйл булади. Бу берилган тенгламанинг параметрик 
куринишдаги ечимидир.

3°. (34) т е н г л а м а д а  х к а т н а ш м а с й н .  Бундай холда 
(34} тенглама куйидаги •

Ф ( у , у ' ) = о
куринишга эга булади. Юкоридаги 2°- холга ухшаш, бу тенглама- 
ии t параметр киритиш билан

У =  <Р V ), У '= У  ( 0  
иккита тенгламага айлантирилади. Бу холда хам

dy =  y 'dx  
эканини эътиборга олиб топамиз:

dy . л.. dy{t) ^



Н атиж ада, '

[ - S ^ + c .  

f/=<p(0 >
системага келамиз. Бу берилган дифференциал тенглама» 
параметрик куринишдаги ечими булади.

М и с о л. Ушбу
(у ' ) 5+ ( у ' ) 3+ у ' ~ у + 5 = о

дифференциал тенгламани ечинг. Бу теигламада х  узгару, 
катнашмайди. Агар параметр / сифатида у' олинса:

t = y ' ,  
y==t5 +  t3+ t + 5

булиб,

d y —y ' d x ^ d x = y d x = *  ^■ * > у' t

=p-dx= (5/Ч-З/

=>x= 4̂ 4+ ^ 4 l n U i + C

булиши топилади. Н атижада

система хосил булади. Бу берилган тенгламанинг параметр 
куринишдаги ечимидир.



ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАНИНГ 
УМУМИЙ КУРИНИШИ

Иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг умумий к^рини- 
и куйидагича •

Ф(лг, у, у', у " ) = 0  ' (1)
J/лади. Бунда х — эркли j/згарувчи, у —у(х) — номаълум функция, j/ 

(и у"  лар эса номаълум функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 
Косилалари.

Масалан, ушбу '
1 )  У У " - У ' 2 =  0 ,

2 ) */' = X
3) х2-у -у"  =  (у — * у ')2, • . ■
4) у" — Ъу’ — 2у =  4х

П’нгламалкр иккинчи тартибли дифференциал тенгламалардир.
( 1 ) тенгламанинг баъзи хусусий холларини караймиз.
1°. Ф а р а з . к и л а й л и к ,  ( 1 )  т е н г л а м а д а  у  к  а т н а ш- 

М и с и н:

Ф<х, у', у") = 0 .  (2)
By холда* у ' —р алмаштириш натижасида у " = р '  булиб, ( 2 ) тенгла
ма Ф(х, р, р') = 0  — биринчи тартибли дифференциал тенгламага 
келади.

М и с о л .  Ушбу
у " - ± у '  =  0

дифференциал тенгламани ечинг. ' .
Бу тей^ламада у' — р деб оламиз. Унда у" =  р' булиб, берилган

тгнглама куйидаги р ' — ^р =  0, яъни — ~Р — 0 тенгламага ке

лади. Уни ечамиз: • -

=\п\х\ +\r\C,r>p =  Ci-x.
dx . х , р  х

X2
Демак, p =  y' =  C i ‘ X. Кейинги тенгламанинг ечими ^ С г у + С г

булади. . * ‘ .
Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг умумий 

ечими: -__

у - С г у + С *
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.12°. Ф а р а з  к и л а й л и к ,  ( 1 )  т е н г л  а м а д а  х у*з г а«р у, 
к а т н а ш м а с и н :  ■!

ф (у, у', у") = 0 .
Бу холда у ' = р  алмаштириш бажариб, р ни у нинг функ' 
сифатида каралса , унда ■ i«

, / _  dy' _ d p _ d p  dy _ _ d p  n' —  n dP 
dx dx d y ~ d x . d y . d y -

булиб, берилган дифференциал тенглама куйидаги

ф ( ^ ' | г ) = 0
-биринчи тартибли дифференциал тенгламага келади.

М и с о л. Ушбу
У У " - У ' 2= 0 

дифференциал тенгламани ечинг.
Бу тенглймада у ' = - ^ - = р  дейилса, унда у " булиб,'

рилган тенглама куйидаги y -p ~ f-— p2= 0 куринишга келади^

йинги тенгламани ечамиз:
dp „2У-Р- dy

, dp _ d y  , 

(р=^о) Р  У

’ =йп 1 р | =1п|у| +lnC)=^-p =  C i -у. 
Энди р =  у '  эканини эътиборга олсак, унда

У' =  С\-У
тенглама хосил булади. Уни ечамиз:

у' =  C i -y==>~— C\-y=>~==Cl 'dx=>-d y .
dx У

=>ln|y| = C j - x  +  lnCf=^ln —  — С, -x=>y — C 2-e

Шундай килиб, бериллы тенгламанинг ечими
С| ху  =  С2-е

булади.

2-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ХОСИЛАГА НИСБАТАН 
ЕЧИЛГАН ТЕНГЛАМАЛАР

Айрим холларда
Ф (х ,  у , у\ у") =  0

. тенгламани у ” га нисбатан ечиш мумкин булади:
y" =  f(x, у, у').  (3)

Одатда (3) тенглама иккинчи тартибли цосилага нисбатан ечилган' 
дифференциал тенглама дейилади.
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(1) ,  (3) дифференциал тенгламаларнинг ечйми туШунчаЛари 
налдагидек киритилади.
Фараз килайлик, (3) тенгламадаги f(x, у, у') функция (учта 

гарувчининг функцияси сифатида) R 3 фазодаги бярор D сохада 
икланган ва узлуксиз булсин.

1 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас мусбат N сони мавжуд  
$лсаки, ихтиёрий (х, у, у') £D, (х , у, y ')£ D  нуцталар учун 

\f(x, У> y ' ) — f(x, У, \ j> )K N (\ y  — У\+\У’ -^У*\) 
енгсизлик бажарилса, у  %олда f ( x t у, у') функция D сохада,у ва у' 
эгарувчилари буйича Липшиц мартини бажаради дейилади.

(3 ) дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги хамда 
гоналиги хакидаги теоремани йсботйиз келтирамиз.

1 - т е о р е м а .  Агар  .
y" =  f(x у, у')

Тенгламада f(x , у, у ')  функция
D = {(x ,  у, у')€-*?3ЧJf— «о! щ^а, \у —ya\ <;Ь, \у'—у'й\<&}  

да узлуксиз булиб, у ва у' аргументлари буйича Липшиц шартшш 
бажарса, у х!олда (3) дифференциал тенгламанинг [ ль — А, д&,+ AJ да
(A = m in (а,-^, M = m a x f ( x ,  y, t f ) )  бошлангич

У I * = ==У0* У 1 Jc = JCq == .
шартларни цаноатлантирадиган ечими мавжуд булиб, у ягона 
бфлади.

Энди (3) дифференциал тенгламанинг баъзи хусусий холларини 
Караймиз.

Г .  А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д , а г и  
ф у н к ц и я  ф а к а т  jt г а  б о г л и к  б у л с и н :  '

y " = f  (х). (4)
Агар у ' ' = : ~ -  экакини эътиборга олсак, унда (4) тенглама у ' m

ах
Нисбатан биринчи тартибли ушбу

N̂<*1
тенгламага келади. Равшанки, бу тенгламанинг ечими

У'— \f(x) d x + C v
булади.

Кейинги тенгламадан топамиз;'

t d y = ( y ( x ^ ) d x + C l)dx=>tf^ ^( fy (x )d x  +  C i)dx +

* f C 2 =>-у —  ̂ ( jj/. (x)dx)dx +  C ^ d x  +  C 2=>

=>У— J ( J f  {x )d i^ d x -\ -C & + C b 

бу ерда Ci, Ci — ихтиёрий Узгармас сонлар.
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Шундай килиб, y''*=f(x)  дифференциал тенгламанинг уму 
ечими:

г/= $(] f  .(*) dx) d x + C \ x + C 2.

М И с о л. Ушбу
у " = х е ?

тенгламани ечинг. Бу тенглама куйидагича ечилади:
dyr

= > y '= ^ x e xdx-\-Cf=>y'=xex—е х-\- С =>- 

= ь ~ ^ = х е х~  e x-i~ С r*~dy =  (хех— e x-j- С \) dx =►

=>У— ^{xex— eJC+ C l)dx +  C 2=>y={x — 2 )e x+ C lx-\-C2-

. 2°. А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а  
ф у н к ц и я  ф а к а т  ^ г а  б о г л и к  б у л с и н :

у"=Г(у). (Зп
, Бу тенгламани ечиш учун унинг дар икки томонини 2y ’dx  г 

купайтирамиз: '
2 y ' -y " d x = 2 y '- f (y )d x .

Агар 2у' •y/'dx =  d(y'_)2, y 'd x — dy  булишини эътиборга олсак, унд 
кейинги тенглик ушбу " 1 ‘

d {у'2) = 2 f ( y ) d y
куринишга келади. Бу .тенгликнинг дар икки томонини интеграллаб

y'2= 2 ^ f ( y ) d y + C l , 
яъни _____________

у ' = л] 2 \ ! Ш у + с <

булишини топамиа. Н атиж ада , узгарувчилари аж раладиган  диффе- 
" ренциал тенглама досил булади. Уни ечамиз:

dy
dx =  д / 2 [  f (у) dy +  С ,^ d y =  д / 2 5  f(y )  dy +  C^dx--

dy ■■dx ■ dy

(y )d y+ C \  * (y) dy +  C{

Демак. (3 ') тенгламанинг ечими

—x-f- C 2

S dy

булади.

Y 2 $  f(y )d y+ C 1
■■}c-t- c2
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М и с о л. Ушбу
- ' . ■■■■ у " = у

дифференциал тенгламанинг

Уо\\ —0s?  Ь =  0

бошлангич шартларни к,анйатлантирадиган ечимини топинг.
i  Берилган тенгламанинг хар икки томонини 2y'dx  га к^пайти- 

рамиз: ч
2y'y"dx =  2yy'dx.

Равшанки,
2 у ' -y " d x = d (y '2), y fdx =  dy.

Унда кейинги тенглама d (y '2) = 2 y d y  куринишга келади. Бу 
тенгликнинг хар икки томонинц интеграллаб топамиз:

y ' i= 2 £ + C \ = y * + C i.
- 1 

Бошлангич шартга биноан 0 =  1 +  Си яъни Ci — — 1 булади. Демак,
у'г—у2 — \- ' (5)

Энди (5) дифференциал тенгламани ечамиз:

у ,2— у 2— l=>y'— dz д/у2— 1 =*-— -^====r==dx=>

« =^ln|y-f s j y 2— 1 I =  ± x + C 2.

Яна бошлангич шартгд кура ln|l +  y i — 1 | =*0 + ^ 2, яъни С г = 0

булади. Д ем ак , Inly-)- д/у2— 1 j == ± х .  Бу тенгликдан

у + л / у 2— 1 = e ±j:\ a  ун д ан --------— е т * булиши келиб чиха-

ди. М ахраж да  иррационалликдан кутулиш натижасида

е**.у — д/у?— 1 — е * х' хосил булади. Н атиж ада  у ,-f У у 2— 1 =*

У— л}у2— 1 =е^*' б^либ, улардан у — - булишини топамиз.

Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг бош
лангич шартни каноатлантирадиган ечими-

- ! у - _ е* + £ ~ Х

булади.
3°. А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  ^ н г  т о м  он ид  а ги 

ф у н к ц и я  ф а к а т  у '  г а  б о г л и ^  б у л с и н :

—  У " Ч ( У ' ) -  (б)
Бу холда у ' —г д е б  белгил.асак, унда у //«=г/бУлиб, z' =  f(z) булади.
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Равшанкй,
dz
dx = ^ 4 k - dx~ \ m i = x + c '-

Ф араз килайлик, кейинги тенгликдан z ни топиш мумкин б 
яъни ' '

2 = ф ( х ,  C l ) ,
Унда

z = у '  =  ф (x> Cj) =>di/ =  ф (дс, C i )  dx=>

=>y=  ^ф(*, C [)dx-\-C2

булади. Бу эса (6 ) дифференциал тенгламанинг ечимидир. 
М и с о л. Ушбу

тенгламани ечинг. 
Бу теигламада

деб оламиз. Унда 

булиб,

У " = { 1  + У  )

у ' = г

у ' '— z'

3 _ 
2\ 22 ' ~ (  1 + 2  ) 

булади, Кейинги тенгламани ечамиз:
3

„2\ 2 ..dz
Itx ( 1  +  z ) 2=s

(1+z-,2 ч 2

dz

(1 + z2) 2 V i + r

-*dx=>

■ x - j - C i

Д емак ,

- Бу тенгликдан эса
л Л + г 2

лг-j-C).

У = '
x+C,

булиши келиб чикади. (7) тенглама куйидагича ечилади:

dl/. =>dy~- „ х  +  с 1 dx*>

,  =^.V+ C2— ±  V1 — ( * + C i ) 2=M*~|-'Ci)2+  (y  +  c 2) 2=  1 .

Бу берилган тенгламанинг ечИмадир.



(8)

4°. А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  ^ н г  т о м ' о н и д а г и  
ф у н к ц и я  у  х а м д а  у '  л а р г а  б о г л и к .  б у л с и н :

y " = f{y ,y ') -
by тенгламада у '  —р алмаштиришнй бажарамиз. Унда

u " — dp — d p - dy =  dp • в 
У dx dy dx dy

булиб, (8 ) тенглама куйидаги

P - ^ = f ( y , P )

биринчи тартибли дифференциал тенгламага келади.
М и с о л .  Ушбу

I +у'2 -
У

дифференциал тенгламани ечинг.
Бу тенгламада у' — р алмаштириш бажарамиз. Унда

(/ " = р . - ^ -  булиб, берилган тенглама У • р '-^f-.+p2+  1 = 0 ,  яъни* ut/ &У

Р-2 —rir,— — ^  тенгламага келади. Уни интеграллаб топамиз: (, ~dp
п2+ 1

Р 2 +

= -(рг + ! ) - ! / г= с ? .

ln (p 2+  1 ) == — 1п-|г/| -(-\пС,=

/U'MaK, (у -\-1) -у  =  С]. Кейинги тенгликдан у ' ~  dc у с ; - /
У

були

ши келиб чикади. Бу узгарувчилари аж раладиган  тенгламадир. Уни 
очамиз:

dy у
dx

=~dy =  dx=^:t ydy

V  с 2—у2 J V  С* -У 2

^dx=>±.-^J C 2i — y 2 — x +  C2=>{x +  C2) 2 +  y 2 =  C 2].

Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг ечими:
(х +  С2) 2 +  у 2 =  С1

5°. А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  ^ н г  т о м о н и д а г и  
ф у н к ц и я  х х а м д а  у '  л а р г а  б о г л и к  б у л с и н :

y" =  f(x, у').
Бу тенгламада у /==р алмаштириш бажарамиз. Унда у'

Пулиб, берилган тенглама куйидаги

dp
dx

dp . 
dx ■-fix, P)

биринчи тартибли дифференциал тенгламага келади.
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I

M и с о л. Ушбу .Щ

1 —2хъу' т

дифференциал тенгламани ечинг. ,■
Бу теигламада у ' = р  алмаштириш бажарамиз. Унда у " ‘

б^либ, берилган тенглама куйидаги dp
dx

= —  чиЭикли тенгламага келади. 8 - боб, 3- § да  келтирн| 

(18х) формулага кура

[С!+^ > Л]
булади. Бундан

р =  е — 21nU| [ с , +

Cj j , . 9
демак, p - — -— Бу тенгламанинг ечими у = ~ -

■ )С х ,  г
ди,

' ' . 1Л

l + c 2 OS

3-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ “  
ТЕНГЛАМАЛАР |

1. Ч и з и к л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а  т у щ у н ч а с Й| 
Номаълум функция у = у ( х )  ва унинг у', у"  досилалари 

д ар аж ад а  катнашган

y" +  pi(x) - y ' + p 2(x ) -y  =  q(x) ■' -'‘I

тенглама иккинчи тартибли чизикли тенглама дейилади. Бу ejl 
р\{х), p i(x)  тенгламанинг коэффициент лари, q(fX) эса озод. 
деййлиб, улар бирор (а, Ь) ораликда аникланган функциялардйр.'

(9) тенглама иккинчи тартибли чизикли бир жинссиз диф<| 
ренциал тенглама дам деб юритилади.

Агар (9) теигламада q(х)==0 булса, яъни тенглама ушбу

y" +  p i ( x ) - y ' + p 2(x ) -y  =  0

куринишга эга булса, уни иккинчи тартибли чизикли бир жинсА 
дифференциал тенглама дейилади.

М асалан, -
у " + х у ' +  (x2 +  i ) y  =  cosx, 

у " —4ху' +  (4х2 — 1) у =  — 3 .  е*

236



тенгламалар бир жинссиз дифференциал тенгламалар,
1

У ■ у'— х у = 0 ,

У"— ^ ' У ' + ( х + ф ) ' У = 0
тенгламалар эса бир жинсли дифференциал тенгламалар булади.

Энди чизикли дифференциал тенгламаларнинг иккита хоссасини 
келтирамиз.

1°. (9) тенгламада ,
* = Ф ( 0

(<р( 0  икки марта дифференциалланувчи функция), алмаштириш 
бажарилса у яна чизикли тенгламага айланади. '

И с б о т .  (9) тенгламада x — q>(t) алмаштируц» бажарамиз.
Равшанки,

У’ =
dy
dx

dy 1dy d t __ dy 1
dt dx dt* dx dt ' q/(<)

dt
(ф ' ( 0 * 0 )

У
' =  d / dy)=d2y 1

dx\ d x  / dt1 <f,2(t) 
Натижада (9) тенглама ушбу

dy Ф "(t) 
q>/3(<)

d2y

Ф ,2( 0

яъни
d r <p'(0

dy
^ - + Р 2 (ф(|}|-У =  <7(ф(0).

#"—(  р (ф ( ' » ф' ( 0 )  • '/ '+ Й (ф (0 )* ‘/=<7(ф(0) '
тенгламага келади. Бу иккинчи тартибли чизикли тенгламадир.

2°. (9) тенгламада номаълум функция
y = u (x ) -z + v (x )  (z= z(x ))

чизикли алмаштириш натижасида ( а ( х ) ,  v (x )  икки марта диффе
ренциалланувчи функциялар) яна чизикли тенгламага айланади. 

И с б о т .  (9) тенгламада
у  — и ( х ) - z - f  v(x)

алмаштириш баж!арамиз. Равшанки,

•z + v (x )]= u  (xy-z' +  u^x) -z +  v'(x),

y ' ' = ^ ~ - j ; [ u ( x ) . z '  +  u'(x)-z +  v'(x)}=*

==u-z" +  2u'-z' +  u'r ’ z-\rv".
Натижада (9) тенглама ушбу

u-z"+ 2u'z' +  u/'z +  v"+p\(x) IU'Z' +  U'Z +
+  v']+ p2(x) [u-z+v]**q(x),
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ЯЪНИ ■ ..V . Я
'z”  +  ± ( 2 u r+ p,i'x)  - и) . * + ± ( u " + p t{ x ) . u r + p t { x ) - u ) ' Z ^

■.■sjf'f*
=  -~ [q(x) — v" — p t(x) • i ,A Pi ix ) -v ]

тенгламага келади. Бу иккинчи тартибли чизикли дифферек 
тенгламадир. ' '

Э с л а т м а .  (10) бир жинсли теигламада у= и(х)  -г алмаштириш бажа^ 
тенглама яна бир жинсли тенгламага айланади. ' . j

Энди (9) дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги £л 
ягоналиги адкидаги теореманй, исбргтсиз келтирамиз.

2~ т ё о р е м а. Агар
y " + P i ( x ) - y ’ + p i ( x ) - y  =  q (x)

теигламада р\(х), р%(х) %амда q (x )  функциялар X тупла, 
( X а  Я )  узлуксиз булса, у холда X  да  ( 9 )  тенгламанинг'

y l  х^х0 =  Уо, У'\х=*х0 — Уо
бошлангич шартларни цаноатлантирадиган ечими мавжуд  
у  ягона булади.

4-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ БИР ЖИНСЛИ ЧИЗИКЛИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1°. Ушбу пapatpaфдa
y"-j-p i(x) -y '-hp-iix )- у = 0  , (

бир жинсли чизикли дифференциал тенглама ва унинг умум 
ечимини топищ билан шурулланамиз.

Аввало баъзи тасдиклар ва тушунчаларни келтирамиз.
3- т е о р е м а. Агар yi==yi(x) функция (10 )  тенгламанинг еч\ 

булса, С- у\ хам (С  — ихтиёрий узгармас сон) шу тенгламан 
ечими брлади.

И с б о т .  Шарага к$р,а-*у, функция (10) тенгламанинг ечи 
Д емак , ■ 1

у'{-\-рх( х ) -y\-\-p%{x )y i^ Q . (,
Энди .

. (С -уО "  +  р\(х) -{C-yi)'->rp2 {x) -С-у\
ифодани караймиз. Равшанкй,

- (C *yt) " ~ C - y ? v
(С -У1)' =  С -У\

Шу тенгликларни хамда ( 1 1 ) муносабатни эътиборга олиб, топамиз:

( C - y l) " + p i (x), • ( С .у 1) ' + р 2(х) • С - у 1 =  С - у ? + р 1'(х)*С-у\ +  
+ Р 2 { х ) ‘ С-у\=-С(у{'-\-рл(х)-у'х+ р 2( х ) - у 1 ) — С - 0 = 0 .
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Бу эса C ‘ yi функция берилган (10) дифференциал тенгламанинг 
ечими эканини билдиради, Теорема исбот булди.

4 - т е  о р е м  а. Агар У \ = У \ ( х )  уамда у-2 = уг(х) функцияларнинг 
цар бири (10 ) тенгламанинг ечимлари булса, У\-\-уг функция %ам 
uiy тенгламанинг ечими булади.

И с б от. Ш артга кура у\ хамда у2 функциялар (10) тенпвманинг 
ечимлари. Д емак , .

y i + P i  (дг) -yi +  р2 (х) -у\ = 0 ,
y ' i+ P i{ x ) -t/2 + P 2 ( x ) -у 2 =  0. ' (12)

Энди
( y i + y 2 )" +  pi(x) ( y i + y j ) ' + p A x )  (y i+ t j i )

ифодани караймиз. Равшанки, . ,

( y i + y * ) " = y ? + y l
(У 1+ У 2 ) '= У 1+ У !2-

Шу тенгликларни хамда ( 1 2 ) муносабатларни эътиборга олиб, 
топамиз: .

О/i -\-У2)"-\~Р\{х) (у\ -\~У2 )'-\-р2 (х) (у\ +{/2) =  •
f = У " + У 2 +  р 1 (Х) - y ' l+ p l ix )  -У2 + Р 2 (‘Х) -yt'+p2 (х) -У2±=

' =*= (y " + P i (* ) ■y\Jf P 2 {х) -III) +  (</H-Pi(*) -У2 +  р2 (х) -Уч) ==0.
Бу эса Z/1 +  1/2 функция берилган (10) дифференциал тенгламанинг 
ечими эканини билдиради. Теорема исбот б^лди.

1 - н а т и ж а .  Агар у  \ щ м д а  у 2 функциялар (10) тенгламанинг 
ечимлари б^лса, у уоЛда С\у\ -{-С2У2 функция щ м  (С  1, С2 — ихтиёрий 
узгармас сонлар) шу тенгламанинг ечими булади. < .

Бу натижанинг исботи' юкорида келтирилган теоремалардан 
келиб чикади.

2°. Шундай килиб, у \ =  yi(x)  хам да  у 2= у 2(х) функциялар 
( 1 0 ) тенгламанинг ечимлари булса, у холда

У=С\'У1-\-С2-У2 
функция хам ( 1 0 ) тенгламанинг ечими булар экан.

Табиий~равишда, бу ечим берилган ( 1 0 ) , дифференциал тенглама
нинг умумий ечими буладими деган савол тугилади. Бу саволни хал 
килищ функцияларнинг чизикли эркли хамда чизикли боглик 
булиши 'тушунчаларини к'иритишни такозо килади.

Ф араз килайлик, (а, Ь) интервалда tpt(x) ва фг(*) функциялар 
берилган булсин. t.

2 - т а ъ  р й ф. Агар шундай а i %амда аг сонлар топилсаки, 
уларнинг камида биттаси нолдан фарк,ли б^либ, ушбу

СС1ф1 (х) -Ь в 2 'ф2 (х) = * 0
тенглик бажарилса, ф| (дг) уамда  фг(х) функциялар (а , Ь) да  чизикли 
6 ofлик! дейилади.

3- т а ъ р и ф. Лг^Мф! (х) х;амда фг(х) функциялар учун
061 • ф1 (jf) + а 2 *ф2 (лг) —о



•тенглик фак,ат o c i= 0 , а 2 =  0  булгандагина бажарилса, ф)<-ф 
<р2 (х) лар  (о, Ь) да  чизикли эркли функциялар дейилади. ■'< 

'3°. Ф араз килайлик, у\(х) хам да  у*(х) функциялар
y " + p i ( x ) - y ' + p 2( x ) - y — 0i

дифференциал тенгламанинг ечимлари булсин.
Ушбу -

' W M - \ y 'W  Ы х )  I
I у'Лх) у 2(х) !

функционал детерминант Вронский детерминантй дейилади.
5 - т е  о р е м  а . Агар ( Ю)  тенгламанинг у\(х) %амда у2(  

ечимлари (а, Ъ) да чизщли боглик, булса, у %олда Ух£(а, Ь) да
W ( x j = 0

булади.
И с б  от. у\(х) х ам да  у 2(х) ечимлар (а, Ь) д а  чизикли богли 

булсин. Унда -
. a i - y i ( x )  +  а 2-у2(х) =  0

б^либ, * 1  хам да  аз сонларнинг камида биттаси нолдан фаркл 
Кейинги тенгликнинг хйр икки томонини дифференцяаллаб^ " 
хам да  а г  ларга нисбатан ушбу

(a& tix )  + а & 2( х ) = 0 ,

Ха-уУ'М) + и г у 2(х) =*0

системами хосил Киламиз. у х(х) 'хамДа у 2(х) лар чизикли богл 
булганлиги сабабли бу система тривиал булмага# ечимга эг 
Бинобарин, системанинг детерминанта

=0 ( V * 6 (a , Ь))
I У Ах) у 2(х)
I y'l(x) у2(х) 

булади (1-том, 7 - боб, 3 -§ ) .  Д ем ак , ( а , »  да
W(x) = 0 .

Теорема исбот булди-,,-* ,
4*. Энди W(x) ^ 0  булищидан уг{х) хам да  у2(х) ёчимларни 

чизикли боглик булишини ифодалайдиган, шунингдек Вронс. 
детерминантини тенгламанинг коэффициенти оркали ёзилиши 
курсатадиган теоремаларня исботсиз келтирамиз.

6 -т е  о р е м  а. Агар бирор х0£(а, Ь) нуцтада W(x0) = 0  б$. 
у щолда У\(х) з^амда у2(х) ечимлар чизикли боглик; булади.

;7 - т е о р е м а. Ушбу

-  j  рГ(')<« 

W(x) =  W (x0)  e *°
■ j .

формула уринлидир, бунда хо€(а, Ь)4
(13



ОдатДа (13) Лиувилл ’(Остроградский — Лиувилл) формуласи 
дейилади.

Юкорида келтирилган теоремалардан куйидаги хулосалар келиб 
чикади:

1) Лиувилл формуласи у\(х) хам да  уз(х) ечимларнинг Вронский 
детерминанти (а, Ь) да 1айнан нолга тенг ёки (а, Ь) нинг бирор 

. нуктасида нолга айлаимарлигини курсатади1.
2) Дгар Вронский детерминанти W (x )= 0  б^лса, у холда у\(х) 

хамда t/2 (х) ечимлар чизикли безлик б^лади в аак си н ч а .
3) Агар Вронский детерминанти W(x)=^ 0  булса, у холда yi(x) 

хамда уз{х) ечимлар чизикли эркли булади.
5°. 4- т а  ъ  р и ф. Иккинчи тартибли бир жинсли чизикли 

дифференциал тенгламанинг yi(x) уамда уг(х) ечимлари чизикли 
эркли булса, улар тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси 
дейилади.

8 - т  е о е м а. Иккинчи тартибли бир жинсли чиэш^ли диффе
ренциал тенглама фундаментал ёчимлар системасига эга.

И с б о т .  Маълумкй,
y " + p i(x )-y '+ p 2(x) -у = 0  *

тенглама (бунда р\ (х) ва  рз(х) лар (о, Ь) Да узлуксиз функциялар), 
бошлангич шартларни каноатлантирадиган ягона ечимга эга.

Иккита турли бошлангич шартларни караймиз:

У\\X—Xq~  У\I Д( = Л0 =  О,

Бу шартларни каноатлантирувчи y i—y\(x), у 2 —у%{х) ечимлар 
мавжуд . Дифференциал тенглама ечимларининг хо нуктадаги 
Вронский детерминанти V  '

1 0
W(x 0) =

0  1
=  1 # 0

булади. Бинобарии, у\(х) ва уз{х) лар берилган тенгламанинг 
чизикли эркли ечимлари, ягона фундаментал ечимлар системаси 
булади. Теорема исбот б^лди.

9- т е о р е м  а. Агар у\(х) цамда уз(х) лар (а, Ь)да
У "+ Р\(*)1/ + Р2(х)-У=*ъ (10)

тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси брлса, б у  тенглама
нинг умумий ечими

y=>Ci‘ y i ( x )  +  C3’ y t(x )
куринишда булади, бунда Си С2 — ихтиёрий узгармас сонлар.

И с б  от . у\(х) хамда уз(х) лар (а , Ь) да  (10) тенгламанинг 
фундаментал ечимлар системаси булсин. Унда 8 - теоремага к^ра

УЛх) у\(х)
Уз(х) Уз(х)

W(x) Ф 0 (*б (а, Ь))
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i ' l  булади. 1- натижага кура y = C i >yi (jf) -ЬСгуг(х) хам (10) тенглама 
■$y ; кмнг ечймн булади. •?•"
- Д 1 (а , ,Ь\ да ихтиёрий хо нукта олиб, бошлангич шартлар
• ' куйидагича

У11 х - ^ = У  1 (*о) г  Уi l УI (*о) .

W * - %=</2 (^o). г/2 1х-^==У2 (^о) 

аниклаймиз. Равшанки,

I С |У.(-*о) - f C 2 ' ^ 2(*o) - у о

система, У(хо)^ьО булганлиги сабабли ягона Ci, Сг ечимга эга- 
Демак, C fy i(x )  -^^ 2 'Уз(х) ечим ихтиёрий бошлангич шартни кано
атлантирадиган ечим булганлигидан

ч ■ У— С1’ У1(х ) +  С2’ У2(х )
нинг' берилган (10) тенгламанинг умумий ечими эканлиги келн 
чикади. Теорема исбот булади.

М и с ол . Ушбу
1

X— 1 •Г •{/== 0  (*=?М)

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Аввал о y t (х) *=*е*, у  2  (х) = х  функциялар берилга'Н тенгламанинг 

ечимлари бУлишинй курсатамиз:
у, (х) у\ (х) =<?*, у'{ (х) =*<:*■,
У2 (х) — х, у'% (х) Л ! ,  у% (х) =  О,

- ^ • ' - ^ ' - - г ^ т + т г г ) - 0 ’
x -S
х - \

О- ----г-  1 -------Г* х зг0 .с— I ' х—-1

Бу yi{x) ***е*-у2 {х) —х ечимлар берилган тенгламанинг фундамента, 
ечимлар системасини jatuiawj этадн, чунки

W(x).
е* х

1 = <?*(!-•*)

булиб, ТЯ̂ (О) =*1 ^ 0 .  Демак, 9 - теоремага кура берилган теорема- 
книг умумий ечими

у — С\'е*-\-С2'Х
булади, бунда Си С ?— ихтиёрий Узгармас сонлар. ' 

в*. Агар
y " + p i  (х) - у '+ р 2(* ) - у — 0  ( 1

тенгламанинг битта ечими маълум булса, унда (10) тенгламани 
бнринчи тартибли дифференциал тенгламага келтирищ, шунингдек.
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бу ечим билан чизикли боРлик. булмаган рккинчи ечимни хам топиш 
мумкинлиги хакйдаги теоремаларни келтирамиз.

10- т е о р е м а. Агар у-г(х) функция (10) дифференциал тенгла- 
манинг битта ечими булса, у х^олда (10 ) тенгламани ечиш биринчи 
тартибли чизикли дифференциал тенгламани ечишга келади.

И с б о т .  Шартга кура у\(х) функция (10) тенгламанинг ечими. 
Бинобарин,

y" + p i(x )-у\ +  р2(х )-yissO,
Куйидаги

y = y i - z  ( z = z ( i ) )
алмаштиришни бажарамиз. Унда

y '= y 'i-z + y i'z ', 
у” = yb  z +  2y\-z'+y\-z"

булади. Бу у, у', у" ларнинг кийматларини (10) тенгламадагй у, у', 
у" лар урнига куйиб, у х функция (10) тенгламанинг ечими эканини 
эътиборга олиб топамиз:

у'{ •Z +  2y[-z'-{-y\-z" +  pi(x) : (t/l-Z-f yi-z') + р 2(х) 'Ух -Zs=0 »=►
=>- (Уi '+ Р1 ( * )у\+ р2 (х) • у 1) • z +  (2у\ +  р 1 (х) • ух) • г '+ у . • г" «*0  *► 

=*ух-г"+ (2у\ +  рх(х) -ух)-г' —0, 
кейинги теигламада г' — и {и*=и(х)) деб олинса, натижада ушбу

ух‘ и'-\- (2у\ +  рх(х) -у ,) - u = 0  (14)
биринчи тартибли дифференциал тенглама хосил булади.

Шундай килиб, (10) тенгламани ечиш (14) тенгламани ечишга 
келди. Теорема исбот булди. .

7°. Агар , '■
у = ух • z ва z'—u (и =  и(х) )  .

муносабатлардан f , / , _ ч
y = y r  }u(x)dx  (15)

булишини эътиборга олсак, унда (10) теигламада (15) муносабат 
билан алмаштириш бажарилса, (10) тенглама биринчи тартибли 
дифференциал тенгламага келишини курамиз.

1 1 - т е о р е м а .  Агар у>(х) функция (10) тенгламанинг ечими 
булса, у уолда шу ечим билан чизщли эркли булган иккинчи ечим 
ушбу - J p,w * .

У2^ У 2( х ) = У с  (  ------- 2------dx
J

формула билан топилади. '
буксин-6 ° *  Айтайлик> У>—У>(х) функция (10) тенгламанинг ечими

У"+Рх (х) у( +  р2 (х) ‘ t/iamO.
(10) теигламада .

v  y ^ y ,)u d x  (16)
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цлмаштириш бажарамиз:
У' — Ул•

У"—У'1 J udx +  2y\u + y r u\

Е>У У, У'> у "  ларнинг кийматларини (10) тенгламадаги у, у', у" ларг 
урнига куйиб топамиз:

У г  ^udx +  2y'lu + y r u '+ p l(x)[y'i-\ u d x + y {‘ u\+p2{x)-y^udx=*

=0=>(y"+pt(x)y',+p2(x)y,)- ^udx+ yxu '+  [2у\ +  рЛх)у\\л —

=0=>i/iM/- f  {2у\ - f  р, (х )-у ,)и —0.
Кейинги тенглама Узгарувчилари ажраладиган дифференциал 
тенгламадир. Уни ечамиз:

y l-u'+(2y\ +  pi(x) -y i)u=0=>yr ^ =  — (2y\+pi{x)-yi)u=>- 

2y\ + Pl(x)-y,du
и У1 i« i — j

2y, +Pj (x)yt 
У\

-dx=y

l p { ( x) dx

=Ип|||| =  — 2 j ——— Jp,(jC)djf=>ln|M| as

-Jl
=  — 2ln|tf,| — ^Pi(x)dx=>u> e

(15) муносабатдан фойдаланиб

r
» - у , -  S '

A

I t*)dx

I?
-dx

булишини топамиз. Бу эса теоремани исботлайди. Келтирилган
теоремадан мисоллар ечишда куп фойдаланилади.

М и  с о л .  Агар „  , 2 , , п
' У + — У + У = *  о

тенгламанинг битта ечими_,  !-■*
У Is

sin*
X

булса, унинг умумий ечимини топинг.
Берилган теигламада

У*=*У\ ^U(x)dx
алма^тиришни бажарамиз, бунда к  — Номаълум функция. Равшан-
ки,

У -
jrcosj:—sin* sin*

*2sinx—2*cos*+ 2siru ^ ud x+ 2
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\

Бу кийматларни берилган тенгламадаги у, у', у" Ларнинг урнига 
куйиб топамиз: г

^ ^ udx^ 2^ ] u d x  +  2 - ^ \ u d x  +  2 ^ u - 2 ^ - u  +

-j- ™} û' +  2 ^ [ u d x  +  2 ^ u - 2 ^ [ u d x + ^ [ u d x  =  0.
X X2 j  X2 X J  *  J

Бундан эса
2——-м ы' =  О

тенглама хосил булади. Тенгламани ечамиз:

*!L= ~ 2 ^ 4 i x  = - 2 [ ^ d x ,
1 u sin* J  и J  smjf

с,-In|ы| =  — 21n|siru| 4-lnci=>u=-
s 'in X

Энди y = ^ ~ -  Ŝ udx эканлигини эътиборга рлсак,

=  - C r ^ + C ,
* J sm дс * л

sin*

булади.
Демак,

^  c o s *  . s in *
y — — Cf—Z— \-Cr-.—•

5-§. БИР ЖИНССИЗ Ч И З И М И  ДИФФЕРЕНЦИАЛ  
ТЕНГЛАМАЛАР

1°\Ушбу параграфда иккинчи тартибли бир жинссиз чизикли
y " + P i( x )y '+ P s (x )y = q (x )  (9)

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топиш билан шугул- 
ланамиз. Бунда . (9) тенгламага мос булган

у " + р > (х )у '+ р 2 (х)у =  0

бир жинсли чизикли тенглама хакидаги маълумотлардан фойдала- 
намиз. ,

Маълумки, (9) тенгламадаги p t (х), р,2 (х) вау(х)  функцияларнинг 
хар бири (а, Ь) да узлуксиз булса, у холда (9) тенгламанинг

J/l x = x0==f/o У \ хжхп“ У 0
• ’ " V -  ,
бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечими мавжуд ва бу 
ечим ягона булади.
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12-т е о р е м а .  Бир жинссиз чизицлц дифференциал тенглама ,

У" + P i  Iх)  • V' + Р 2(х)  • у  =  q(x)

нинг умумий ечими шу тенгламанинг бирор хусусий ечимц ва бир 
жинсли чизикли тенглама

y " + p i ( x ) - y ' - i - p 2( x ) - y = 0  ( 10)

нинг умумий ечими йигиндисидан иборат булади.
И с б о т .  Фараз килайлик, у(х) функция {а, Ь) да (9) тенгламанинг 

хусусий ечими, и(х) функция эса (10) тенгламанинг умумий ечими 
булсин. Унда

Ц>"(х) + р \ (х ) -ф 'М  + P i ( x ) -ф(а:) s=q(x), I 
и"(х) + P i (х)-и'(х) -^р2(х)-и(х)  = 0

булади. Бу тенгликларни хадлаб кушиб tonaMH3:
' “ "(*) +<Р"(х) + P i ( x ) -и'(х) - f  р [(х ) -i|/(a:) - f  . - .

• + P 2 ( x ) - u ( x ) + p 2(x)-< ((x)s= q(x)= > (U (x)+ y{x))"+  
+ P i ( x ) { U ( x ) + y ( x ) ) ' + P 2 (x)(u(x)+ (p(xy)s£ q(x).

Демак,

y =  u(x) + ф ( х )  .

функция (9) тенгламанинг ечими булар экан.
Маълумки, бир жинсли (10) тенгламанинг умумий ечими

u (x ) = c ,-y i ( x )  -±-с2-у2(х)

куринишда булиб, бунда у\(х) ,у2(ж) фундаментал ечимлар система
си,! Ci ва с2 лар эса ихтиёрий узгармас сонлар булади. Демак,

y = c , - y , ( x ) ; k c 2-y2 (x)-t-<p(x). ( 17J

ЭнДи (17) тенгликнинг хар икки томонини дифференциаллаб 
топамиз:

У' =  С) • у'} (х) -(- с2 • у / (х) +  ф' (ж).

Натижада, ушбу
’ i +  c2y 2= y  — ф(*),'( С\У\- 

I сЛу\-
( 18)

\ +  С.2у 2—у —^(х)
система хосил булади. Бу системада у\(х) ,у2(х) лар (10) тенглама
нинг фундаментал ечимлар системаси. Бинобарин, Улгб (а, Ь) да

У i(x) у 2(х)
y't(x) у 2(х)

W ( x )  = ¥=0.,
Г
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ДеМак, Vjc0€(a , b) да хамда y(xQ) ==г/о, у'{хо) —у'о ва. ф0 =  ф(.*о) 
ларнинг хар кандай Кийматларида (18) система сг хамда с2 ларга.. 
нисбатан ечимга эга. Бу хол ,

у =  и{х) +  ф(*) = C i-y L(x) +  с2-у2(х) +  ф(х)
4 \ . ‘ 1 . ■ 

нинг (9) бир жинссиз дифференциал тенглама умумий ечим эканини 
билдиради. Теорема исбот булди.

2°. Энди (9) бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечимини топищ 
усулларидан бирини келтирамиз.

Фараз килайлик, , !

y" +  p\(x)-y' +  p%{x)y=q(x)

бир жинссиз тенглама берилган б^лсмн. Бу теигламада pi(x), 
р2(х), q(x) лар (а, Ь) да берилган уЗлуксиз функциялар. 

Тенгламага мос бир жинсли

y" +  pi(x)y' +  p2 (x)y =  0

тенгламани караймиз. Айтайлик, у\ =у\ (*) вй у 2 —у 2{х) бу тенглама
нинг фундаментал ечимлар системаси булсин. Унда (10) тенглама
нинг умумий ечими

у — С\у\ -)- с2у% • : ;

булади. Бу ерда с\, с2 — ихтиёрий узгармас сонлар. Албатт’а, 
у=с\у\-\~с2у2 функция бир жинссиз (9) тенгламанинг ечими 
булмайди. ( '

у =  С\у\-\-с2у 2 даги Ci ва с2 ларни х узгарувчининг шундай 
функцияси булсин деб караймизки,

У ^ с А х )  -у-, +  с2(х) • t/г (18')

функция (9) бир жинссиз тенгламанинг. ечими булсин. Масала 
шундай Ci(x) хамда с2(х) ларни топишдан иборат. Щу максадни 
кузлаб (18')' тенгликнинг х,ар икки томонини дифференциаллаймиз:;

у' =  с,(х) -y't-j-csix) -yi+cH x) -y i+сЦх) -у2.

Каралаётган ci (дг), с2(х) лар учун

у,с',{х) + у 2с'2{х) —0

булсин деб караймиз. Натижада

y'=zCx( x ) -у\ +  с2{х) -у2 (19)

б улади . ■ "



(19) тенгликнинг хар икки томонини дифференциаллаймиз:

у" =  с\ (х) -y\+<j2(x) ‘у'2 +сЦх) -y 'l-f с2(х) -y i  (20)

Энди (18), (19) ва (20) муносабатларда ифодаланган у, у', у" 
ларни (9) тенгламадаги у, у', у" лар урнига кУйиб топамиз:

Ci(x)-yY +  c2(x)-yZ + у  W  (*)+«/£• с£(*) +

: pi(x) -(ct(x) -у\ +  С2 {х) •у'з) +рг(х) - (ci(x) -y i+ c 2(x)y2) =  q(x)=> 

^ C i(x ) (y '(+ y rp iix )+ p 2 (x ) y )+ c 2(x)(y'2'+ pi(x)-y'2+

+  Р2 (х)у2)+ у '1 -с'1 (х)+У'2-с'2 {х) =  д(х).
Агар ,

у'{+ pi {х) ■ у\+ р2 (лг> • УI ■■ 0,

У2 +р\ (ж) -у2+ р 2(х) -у2^ 0  V 

булишини эътиборга олсак, унда кейинги тенглама ушбу 
y b c i ( x )  + y 2'C2 ( x ) — q(x)

куринишга келади.
Натижада с\(х) хамда сЦх) ларни топиш учун куйидаги

[У\'с\{х)+у2-с2(х)=*0, (21)
\ y \ ' c \ { x ) + y r c2{ x ) = q { x )

еистемага келамиз. Бу система коэффициентларидан тузилган 
Вронский детерминанти

М , М  у , м  |

I У\(х) У2{х) I
Vjc6 (а, Ъ) да нолдан, фарклидир. Демак, система ягона ечимга 
эга. (21) системани ечишда 1-том, 7-боб, 3-§ да келтирилган 
формуладан фойдаланамдр;-»

I о у2 I

'/ V -  * — - У 2Ч(х)С\КХ)— щ х) — W(x) V

I У] 0 |
* _ I у\ <7(*)| _ УСЯ'(х)

с2\х)— r ( j c )  —  •

Шундай килиб ct(x) хамда с2(х) ларни топиш учун ушбу



узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламалар хосил 
булди. Уларни ечамиз:

УГЯМ  ^  dc^x) _  у2 -q(x) ^

С,(х) ~  W(x) ^  dx ~  Г ( х )

. ,■ ' - У г Я ( х )  . , > С Уг ч( х)  . , -  =^dc , ( * ) = — ^ r - c f ^ c 1(x) =  -  - rfx+c,.

</i</W ' dc2(x) yx-q(x)

W4*) dx W(x)

УГЧМ Г </| •<?(*)' , . J/1-9W , / л f Уr » W .  j  , -= ^ ( * )  “  -wWd**c*W =  J  П Г й Г Л с + с »
Топилган Ci(x) хамда сг(дг) ларнинг бу кийматларини (18) ифода- 

даги ci(jc) хамда Сг(*) ларнинг Урнига куямиз:

- у -  ‘ » + V " = ' ; - i■*
Бу (9) бир жинссиз дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
булади. Кейинги тенгликдан куринадики} (9) бир жинссиз тенглама
нинг хусусий ечими

»<*>“»>$ <22)
булади.

Хусусий ечимни топишдаги . бу усул Лагранж усули деб 
аталади.

М и с ол . Ушбу
// 4 f . • 6 2 4

у —- у  -\--^у—х — 1

бир жинссиз тенглама берилган. Агар бу тенгламага мос бир 
жинсли

у " - ^ у ’+ ~ у = о
Х JC

тенгламанинг битта ечими у х —х2 булса, берилган бир жинссиз 
тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Аввало бир жинсли
У " - ~ У ' + - 5 У = 0  . 

х X
тенгламаниг умумий ечимини топамиз. Шартга кура бу тенглама
нинг битта y i= jc2 ечими берилган. Унинг иккинчи ечимини ушбу 
бобнирг 3-§ да келитирилган ,

— \ Р\ (*)<**

. (  » ’ = « "  $ *— f i — i x

формуладан фойдаланиб топамиз.
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f Равшанкй, /?,(*) =  — Унда — ^p(x)dx— ^-~£/jc=41nUI =1пдс4

4 ' V
булиб, e J = e  ~ x  булади. Натижада:

У 2= x 2‘jj ̂ d x  =  х2х — х3.

Бу y\ =  x2, у^—х3 лар бир жинсли тенгламанинг фундаментал 
ечимлар системасини ташкил этади. Унда тенгламанинг умумий 
ечйми

у ~ с ]-х2-\~с2'х 3

булади.
Энди берилган бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечими ср(х) ни 

топамиз. Хусусий ечимни топишда (22) формула
' ' f  У1 ■«{*) , Г УгЧ(х)
4 ( x ) = y r } r w W dX~ y ')~ WW(x) dx

д&н фойдаланамиз. 
Агар

У(—х2) У г= х \  q(x) ±=х2— 1,
хамда

W(x) У1 У г X2 х3

у\ у\ 2х Зх2
г3ж4-2 л г4= х 4

булишини эътиборга олсак, унда

Ч> i dx t
\

— x 3  ̂ (1 — x~ 2)d x — x 2  ̂ [x — ~^)dx =  

--х4+ х 2- ~ - х 4+ х 2\п\х\=~х4+ х 2+ х 21п\х\

эканини топамиз. Демак, берилган бир жинссиз дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими ■ „

: У =  У +  Ц(х) = * с У + с # г-^-\х*+хг+ х 2 ,1п|х| —

(С ; +• 1 - f  I n \X\) Х2+ -С зХ3+ -£ Х *

булади .



Ю - Б О Б

ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ УЗГАРМАС 
КОЭФФИЦИЕНТЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Ушбу бобда куйидаги

y" +  a {y' +  a2y =  q(x), ( 1) 
, , у" -f- ai#' +  а2у =  0 ‘ (2)

иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенгламаларни ургана- 
миз. Бу ерда a i,  а2 — узгармас х,акикий сонлар, q(x) эса узлуксиз 
функция. , >

Одатда, (1) тенглама бир жинссиз чизикли узгармас коэффици
ентли дифференциал тенглама, (2) тенглама эса вир жинсли чизикли 
узгармас коэффициентли дифференциал тенглама дейилади. М аса
лан:

у ” — Зу'+ 2у =  sinx, '
У" +  2у' — З у = х 2ех

тенгламалар бир жинссиз узгармас коэффициентли тенгламалар, '

у " + у ' - 2 у  =  0,
Ч  у " - 2 у ' + у = 0

тенгламалар эса бир жинсли узгармас коэффициентли дифферен
циал тенгламалар булади.

1-§. БИР ЖИНСЛИ УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Маълумки, иккинчи тартибли бир жинсли
у " +  а 1у ’ -\-а2у =  0  (2)

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топиш учун унинг 
фундаментал ечимлар системаси у\(х) \амда у2(х) ларни топиш 
етарлидир. Шуни эътиборга олиб, аввало (2) тенгламанинг хусусий 
ечимларини топамиз. (2) тенгламанинг хусусий ечимларини

куринишда излаймиз, бунда к — узгармас номаълум соц.

251



Равшанки,
у '=  k -ekx, у" =  k2ek‘

булади, Бу у, у' хамда у" ларнинг кийматларини (2) тенгламадаги 
{/. У', У" ларнинг урнига куйиб топамиз:

k2efcx+ k - a lekx+ a 2-ekx=  О,
яъни

ekx-(k 2+ a r k +  a 2) = 0 .

Хар доим екх> 0  булганлиги сабабли

'A2+a,fc +  a 2= 0 (3)
булади.

Шундай килиб, (2) дифференциал тенгламанинг хусусий ечими 
буладиган

У = е кх
ифодадаги k (3) квадрат тенгламанинг илдизи булиши керак экан. 

Одатда .
k2-\-a[k-\-a2= О

тенглама (2) дифференциал тенгламанинг характеристик тенглача- 
си дейилади.

Демак, характеристик тенгламанинг илдизларига кура (2) диф
ференциал тенгламанинг хусусий ечимлари топилар экан.

Маълумки, (3) квадрат тенглама иккита турли х,акикии 
илдизларга, ёки бир-бирига тенг булган битта каррали хакикии 
илдизга ёки комплекс илдизларга эга булиши мумкин. Бу холларга 
караб дифференциал тенгламанинг хусусий- ечимлари турлича 
бУл'а/Ш- Бу холларни алохида караймиз.

1°. (3) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  ■. 
х а к .и к ,и й  в а х а р  хил. б у л с и н :

Бу хсйда
k , X kt>X

' ~ У \  =  е  , у 2= е 2

функциялар берилган (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечимлари булади. Улар (2) тенгламанинг фундаментал 

чечимлар системасини ташкил этади. . Чунки, бу системанинг 
Вронский детерминанти

W(x) =
ек'х е *  

k / ' x k .e i :

=  eklX. ^ . \ ]  1 L e (*1+*»)x. ( * * - * , )
J « j  « 2|

булиб, ki=£k2 булганлиги сабабли W(x )=£0 булади.
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Демак.
k,X kjXУ< =  е , Уъ—е

функциялар фундаментал ечимлар системаси.
Унда (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечими

" ! / = С / ' Ч С 2- Д
\

булади.
М и с ол . Ушбу

у " -З у '+ 2 = * 0

дифференциал тенгламанинг умумий ечнминн топинг.
Аввало берилган дифференциал тенгламанинг характеристик 

тенгламасини тузамиз. У
* 2- 3 * + 2 = 0

булади. Равшанкй, бу квадрат тенгламанинг илдизлцри fei =  l, 
/гг= 2  булади. Демак, берилган дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

у = С {е * + С ^ х

булади.
2°. (3) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а  б и р - б н р и г а  т е н г  

б у л г а н  к а р р а л и  и л д и з г а  э г а  б у л с и н :  =  Аге =  Н
( * ,=  —•—). Бу холда

hx

функция ^~(2) дифференциал тенгламанинг битта хусусий ечими 
булади.

Берилган дифференциал тенгламанинг иккинчи хусусий ечимини 
9 - бобнинг 3-§ ида келтирилган

-  \ Р| (*)■<<■*
y 3= y S e - 2 -~dx

J  У\

формуладан фойдаланиб топамиз.
Агар

у,**ек\ ру(х) *= а ,=  — 2k (к— —-у )  

эканини эътиборга олсак, унда

-  t ( - 2*)rfx
у 2= е кх- j  * - - d x = e k‘ - \ ~ ^ d x = eh*\dx=e'“ -x 

булишини топамиз.

ш
/ '



Демак, (2) тенгламанинг иккинчи хусусий ечими •
д2—Х'екх

булади.
Бу У\ — екх, у 2*=хекх ечимлар (2) дифференциал тенгламанинг

фундаментал ечимлар системасини ташкил этади. Чунки, бу 
системанинг Вронский детерминанти

Ibjr Ьг I
* . хе* | 
kekx (1 -\-kx)ek*\

булиб, хар доим е2кх> 0  булганлиги сабабли W{x) ^=0 булади. 
Демак,

у  i =  eix у 2= е кх-х

функциялар фундаментал ечимлар системаси.
Унда (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечими

у  — С Х'екх-\-С2'Х'екх

булади.
М и с о л л а р :  1. Ушбу

у " - 2 у ' + у  =  0

дифференциал тенгламанинг умумий ечцмини топинг.
Бу дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси

k2- 2 k  +  l = 0  . ’
булади. Квадрат тенгламанинг илдизлари й1 =  Л2= 1 .  Унда бе
рилган дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари

У\=ех, у 2= х е х

булиб, умумий ечими, эса
у = С хех+ С 2-Х‘ ех

булади.
2. Ушбу

y " - H y ' - H y = о
дифференциал тенгламанинг

' у'о=у' L0« 2=0

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.



Берилган дифференциал тенгламанинг характеристик тенглама- 
сини тузамиз: ^ J

ft2-f4 fc -M = 0 .
Бу квадрат тенгламанинг илдизлари &| = £ 2=  —2 булади. Демак, 
дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари

у х= е - 2\ у 2= х -е ~ 2х 

булиб, умумий ечими эса
у=±схе - 2х+ с 2-х-е~2х (4)

га тенг. ' '
Энди бошлангич шартлардан фойдаланиб, с\ хамда с% ларни

топамиз.
*о =  2 да г/о=4 булишидан ‘ ■

с , - е - 2'2+^2‘ е!,“2'г , 2 = 4 ,

*о= 2  да у 6= 0 булишидан >

• (схе~2х+ сг Х'е-'1*)'х„'?=
=  C re ~ 2x- (— 2) + с 2-е~2х— с& 'е~2х- ( —2 ) ) , _ 2*= ' ; 

=  -  2с , • е ~4+  с ~4+  с а- 2 • ( - 2) • е~4== е~4( - 2с ,—Зсг) — О
< ■ ' ' ' 

булиши келиб чикади. Натижада сх хамда с% ларни топиш учун ушбу

. f С|*е 4+ 2 с 2.е~ 4= 4 ,  ,
I ( —2с ,—Зс2) ^ _ 4= 0,

Я Ъ Н И  '

/ е |+2с2= 4 е 4,
12^ ,+ З с2= 0

система хосил булади. Бу системани ечиб"
С)= — 12е\ с2=«=8е*

булишини топамиз. сх ва.сг ларнинг кийматини (4) муносабатдаги о  
ва лар урнига к^ямиз:

у== — 12^4.^ - 2x+ 8«,4'Jf*^"'2*»a»

=  _  12в4- 2х-Н8х*е4_ 2х* е 4- 2х(8х т - 12) .

ДеМак, берилган , дифференциал тенгламанинг йзланаётган 
ечими (

( y =4e4-2x(2x-Z)
булади. -
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. к о м п л е к с  с о н л а р  б у л с и н :  «i==a-Hp, k2^ = a ~ ф, $Ф 0.
Характеристик тенгламанинг бу илдизларига (2) дифференциал 

тенгламанинг ушбу

4 > iW = € (a+w", Ф2( ж ) = е (“-

хусусий ечимлари тугри келади.
9-бобнинг 3- § ида келтирилган теоремаларга кура

У |= у[ф |(* ) + ф 2(* )] .

.У2=-^(ф |(*) - ф 2(* ) ]

функциялар хам (2) дифференциал тенгламанинг ечимлари булади.
• Энди куйидаги

e ‘T= cosY -ftsinY  v

Эйлер формуласидан (каралсин, [ 1] )  фойдаланиб топамиз: 

У .= у ( ф . ( * )  +  ф2(* ) )  **±(e<a™ x+ e ia~'n>) =  

= ± ( е ах-е1*х+ е ах- е - ‘х*) =

= - ^ ajr(cospji:-(-isin§x-|-cospjc—t'sinpx) =  eaj:*cosp.*, x

- 1  (e“*• eif>x— e ax- e ~ixf) == ~ e ах(е*х— e ~фх)

2i
7(e°*.e#*—e«*. e -«О) =- ±e°x (е**—e ~ifU)

==-^a*(cospx+/sinp;e—cospx+isinp*) ^ e ^ - s i n p * .

Шундай килиб, берилган (2) бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечимлари

е ' *" '
t у ^ е ^ с о в р ж ,  y 2s=*eax'Sinfix

куринишда булар экан. \
Бу t/i хамда у2 ечимлар (2) дифференциал тенгламанинг 

фундаментал ечимлар системасини ташкил атади. Чунки, бу 
ристеманинг Вронский детерминанти

■ . т . , ? - -



1 Г ( х ) * г Г “ ‘ 'СиР* e-sinpjc j =
\aeaxcosp x+ eax( — sinp*)p a^ s in p A :+ p eaJ(cosp|

_ e2 « l GOSPJC sin^jc I
|acosp*-^psinpx as inpx+pcospx |~

=  e2“ ^ospji:(asinpA:+pcospA:) — sin|5*(acospx — psinpje) ]==

=  e2ax$ • (cos2p* + 's in2px) =  p • e2ax
\

булиб, хар доим e2ax> 0  ва 0=^0 булганлиги сабабли W{x)=£О
булади.

Демак,
у , =  eajc-cospjc, i/2= e “*-sinpx

функциялар фундаментал ечимлар системаси.
Унда (2) бир жинсли дифференциал teHiyiaMaHHHr умумий 

ечими
у =  с ,e“*cosPx с2-еах' sinpjc=е ах(с , • cos|3x +  Сф'т$х)

булади.
М и с ол . Ушбу

У " + У '+ У =О

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Берилган дифференциал тенгламанинг характеристик тенглама- 

сини тузамиз: ■ '
fe2 +  f t - f l = 0,

Бу квадрат тенгламанинг илдизлари ' • ,

и _____1 л . J h  ь _____L— i b
Я|— 2 ^  ¥ '  2~  2 Т *

булади. Демак, а = —

Берилган дифференциал тенгламанинг хусусий ечимл&ри

— л/ 3 " .  У ?, у ,  =  е -cos-^-x, у 2= е

булиб, умумий ечими

у =  С\’ в 2 -cos-тр* +  с2-е 2 s in-^p* =  

=  е s((c) - cos -^ -х  с2 • sin

булади.
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2-§. БИР ЖИНСЛИ БУЛМАГАН УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ  
Д ИФФЕРЕНЦИАЛТЕНГЛАМ АЛАР

Мазкур китобнинг 9- боб, 5-§  да иккинчи тартибли бир жинсли 
булмаган* чизикли дифференциал тенгламалар ва уларни ечиш 
батафсил баён этилди. У ерда дифференциал тенгламанинг коэффи- 
циентлари pi(x) ва р 2(х) лар х узгарувчининг функциялари эди.

Ушбу параграфда, хусусий хол — pi (х ) хамда р2(х) лар узгармас* 
сонлар булган холни караймиз.

Фараз килайлик,

У" +  а,у' + а 2у =  q(x) . (1)
дифференциал тенглама берилган булсин, бунда ai, а%— узгармас 
Хакикий сонлар, q(x) эса узлуксиз функция.

Албатта, укувчи бундай тенгламани ечиш масаласини 9- боб,
5-§  да келтирилган усул билан, яъни:

1) ( 1) дифференциал тенгламага мос

у" +  а\у' +  а2у = 0  . ( 2)
бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини (бундай тенгламанинг 
умумий ечимини топиш 1-§  да урханилди) топиш,

2) Лагранж усули билан (1) тенгламанинг битта хусусий ечимини 
топиш,

3) (2) тенгламанинг умумий,ечими билан ( 1) тенгламанинг 
хусусий ечими йигиндисини топиш билан хал кила олиши мумкин. 
Бирок, бунда ( 1) тенгламанинг хусусий ечимини топишда анча 
кийинчиликлар содир булади.

Айрим холларда, яъни (1) тенгламанинг унг томонидаги q(x) 
функция маълум куринишга эга булган холда ( 1) тенгламанинг 
хусусий ечими бирмунча соддароК йул билан топилиши мумкин. 
К,уйида шу масалалар билан шугулланамиз.

1 °. А й т а й л и к , ' ;
у"  +  ai • у' +  а2 • у  =  q(x) (I)

т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  q(x) ф у н к ц и я г а - д а р а 
ж а л и  к у п х а д  .6-$-'Л1 с и н:

q (X) =  Ьохп +  Ь\Хп~ { +  Ь2хп~2 +  ... +  Ьп-\х-\-Ьп.
Икки холни алохида-алохида караймиз.

а) (1) тенгламада а2ф 0  булсин. Бу холда (1) тенгламанинг 
лусусий ечимини куйидаги

v (х) — Аохп -)- А\ХП 1 А 2 • хп 2 +  ... -(- Ап—\Х Ап (4)
куринишда излаймиз. Бунда /4о, Ai, А 2, ..., Ап номаълум Узгармас 
сонлар. ’

v(x) функциянинг биринчи хамда иккинчи тартибли хосилалари
ни хисоблаймиз:

v'(x ) =  п • Ао ■ жп~‘ +  (л — 1) • At • х п~ 2 +  ... -f- 2Asn - 2x + A n- i ,  

v"(x) = п (п  — 1)Ло-ж"_2+  (я — 1) (п — 2) ■Ai -xn- i +  ... +  2 -1 -Л „_2.
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Бу v(x ) ,  v '(x), v"(x)  \амда q\x) ларнинг ифодаларини мос равишда 
( 1) тенгламадаги у, у', у"  хамда q(x)  ларнинг урнига куямиз:

п{п — \)А0хп~2+  (п — 1) (п — 2)Aix/*~3-f- ... -\-2Ап~2+ai(n-Acixn~'1 +

-f-(п— [)А\'Хп 2-(- ... ~\-2Ап—2Х-f-Л,,— 1) -j-ci2 (Аохп-{-А\Хп 1-f- ... -f-
- j-y4 „ _ [X- ) -А п) =  box'1 - ( -b\xn 1Ц- ... -f- Ьл— ix-j~bn-

Кейинги тенгликда х нинг мос даражалари олдидаги козффициент- 
ларни тенглаштирилеа, унда Ао, At,-А2, . v  Ап ларни топищ учун ушбу 

aiAo — bo,
ащЛо +  а 2 • A\ =  b\, .

2А п - 2- \- .о .\  '  А п ...1 Ч - о 2/ 4 и —  Ь п

системага келамиз.
Бу системани ечиб, топилган Ао, А\, Аи, ..., А п ларни (4) ифодадаги 

Аа, А\, А 2, А п лар урнига куйиб, берилган ( 1) дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечимини топамиз.

М и с о л. Ушбу

у" — Ту' +  \2у — х
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Аввало бир жинсли
у " - 1 у '  +  \2у =  О

тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Равшанкй, бу дифференци
ал тенгламанинг характеристик тенгламаси

г  k2 — 7k +  12 =  О
булади.- Бу квадрат тенгламанинг илдизлари k\=3, кг =  4 булганли
ги учун бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечими

С ; <?'и +  С>еи
булади.

Энди берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечимини топамиз. Тенгламанинг унг томонидаги^ функция 
q(x) —х — биринчи даражали купхад хамда а г =  12 ф  0 булганлиги 
учун хусусий ечимни •

V ( x ) = A o x  +  Ai 
куринишда излаймиз. Бу функциянинг биринчи хамда иккинчи 
тартибли хосилалари

V'(x)=A<,, 1
V"(x) =  О

ни берилган тенглайага куйиб топамиз:
— 7 • Ао -f- 12 (Аох-^-А\) =  х.



Бу тенгликдан
( 12Л 0=  1,
(  - 7 Л 0+ 1 2 Л ,= 0

булиши келиб чикади. Бундан
Л — —  Л — 7 
Л ° ~  12 ’ Л > ~  144

булишини топамиз. Шундай килиб, хусусий ечим

булади. Унда берилган бир жинссиз дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими ,

у -  C f *  +  ( V -  +  +  ~
булади. '

б) (1) тенгламада 02 =  0 булсин. Бу холда (1) тенгламага мос бир 
жинсли тенглама куйидагича

у" +  а, • у' =  О
булиб, унинг характеристик тенгламаси

к2 а\к =  0
булади. Равшанки, бу квадрат тенгламанинг 'битта илдизи нолга 
тенг: k\ = 0.

' Бу холда ( 1) дифференциал тенгламанинг хусусий ечимини

V {х) =  х(АоХп -(- Л ixn 1 -(- ... -f~Лп— \Х-\~Ап) (5)
куринишда излаймиз.

Юкорида келтирилган а) холдагидек, бу V(x) функциянинг 
биринчи ва иккинчи тартибли хосилалари топилади, сунг уларни 
(1) тенгламага куйилади. Хосил булган тенгликда х нинг мос 
даражалари алдидаги коэффициентлар тенглаштирилиб, Ло, Л i , ..., 
А п лар, демак, берилган бир ^кинсли булйаган дифференциал тенгла
манинг хусусий ечими (5) топилади.

Ми с о л ;  Ушбу
у" +  у' =  Х —  2 ’

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама

У” +  У’ =  0 
булиб, характеристик тенглама эса

к2 +  к =  0
куринишда булади. Равшанки, & i=0, &2=  — 1. Демак, бир жинсли 
тенгламанинг умумий ечими

, ' Сх +  Сче~х
булади. ,
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. Энди берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечимини топамиз. Тенгламанинг ^нг томонидаги функция 
q ( x ) = x  — 2 — биринчи даражали купхад хамда а 2 =  0 булганлиги 
учун хусусий ечимни

V(x) =  х(Аох +  АО ,
куринишда излаймиз. Бу функциянинг биринчи хамда иккинчи 
тартибли хосилалари

V'(x) =*.2 Aox +  Ai,
i V"(x) = 2  Ао

ни берилган тенгламага куйиб топамиз:

2Ао -)- 2Аох -}- А 1 =  х — 2.
Кейинги тенгликдан эса

( 2 А 0= 1 ,  ;
{ 2А о +  А )=  —2 

булиб, ундан А0 =  у ,  А, =  —3 булишини топамиз.

Шундай килиб, хусусий ечим V(x) =  )с ( ~ х ~ 3 ^  булади. Унда 

берилган бир жинссиз дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
y =  Ci +  C3e~x +  х( •- х - з )

булади.
2°. А й т а й л'и к,

y " + ;a iy / +  a2y =  </(x) , ( 1)
д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а  м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  q(x) 
ф у н к ц и я у ш б у

q(x) =  eax(boxn +  biXn~'-\-...-{-bn—iX +  bn)
к у р и н и ш г а  э г а  б у л с и н :

у " -\-a\y'+  а,2у =  еа*{Ьохп-\-Ь[Хп~'1 -\-Ьп-\Х-\-Ьп)- (6)
(6) теигламада

у =  еаХи (и =  и(х ) ) 
алмаштириш бажарамиз. Унда

у' =  а  • еахй +  е“* • и' =  еах(аи-\-и'), 
у" =  аеах(au-j- и') -\-еах'(а • и' +  и") — еах{о.2и-\-2аи'-\-и") 

булиб,
eax(a2u +  2au' +  u")'-\-ai • eaJ:(au  +  u/) +

- f a 2 • еах • и — eax(boxn-\-bixn~ 1 -\-...-\-b„-]X +  bn),
яъни 1

(2a  +  fli) « '  +  (a 2 +  a\a +  a2)u =
=  boxn -)- 6 ix"~ 1 -j- bn -  \X -j- bn
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Агар 2 ’ c e - fa i  =d\, a 2-\-a.\a-\-a.2 =  d2 дейилса, кейингитёнглама Iй, 
пунктда урга^илган '

u" +  diu' +  d2U =  bQxn +  bixn~l +  +  bn~\x +  bn (7)
куринишдаги тенгламага келади. Равшанки,’ бундай тенгламада

а) ^2=^0 булганда, (7) тенгламанинг хусусий ечими .

Vt (х) =  Аохп-f-А\хп 1 -)-.. .-\-Ап~\х-\-Ап
куринишда,

б) 2̂ =  0 булганда, (7)^ тенгламанинг хусусий ечими

V\ (х) = х(Аохп~i~Aixn >-\-...~\-An~ix~^An)
куринишда изланиларди ва топиларди.

Агар ^2=^0 булганда, k =  a  сон

k — о, i к q.2 == 0
характеристик тенгламанинг илдизи булмаслигини, ^2=0  булганда 
эса, k =  a  сон шу характеристик тенгламанинг илдизи булишини 
х,амда у =  еахи эканини эътиборга олсак, унда (6) дифференциал 
тенглама учун:

а) k — a  сон характеристик тенгламанинг илдизи булмаганда 
хусусий ечим

V (ж) =  еах (А о ж1’ •+-А I хп ~ 1 + . . .  +  А п - 1 х + А „)
куринишда.

б) k =  a  сон характеристик тенгламанинг илдизи булганда 
хусусий ечим

V (х) = х е ах (Аохп А \хп 1 -\-Ап—\х-\-Ап)

куринишда изЛанади ва 1 ° даги каби топилади.
Э с л а т м а .  Агар k ~ a  сон характеристик тенгламанинг каррали илдизи булса, 

хусусий ечим
V{x)=x2e<u{Aox’'±A,x’'-' + ... + A„-,x+A„) 

куринишда изланади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

у ”  — 2у[ Ц- 4у =  еЪх (х 2)

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Аввало бу тенгламага мос бир жинсли

у" — 2у' +  4у =  0
тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Характеристик тенглама

k2— 2k-\-4 — 0

нинг илдизлари &1 =  1+УЗг, &2= 1 —л/Si булади. Унда бир жинсли 
тенгламанинг умумий ечими .

с^сов-у/Зх-^сге11 • sin-fex

булади .
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Энди берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечимини топамиз.

Дифференциал тенгламанинг унг томонидаги функция q(x) — 
=  е3х(х +  2) хамда а  =  3 сон характеристик тенгламанинг илдизи 
булмагани учун хусусий ечимни ’ ,

V ( x ) = e 3x{A0x +  A l )
куринишда излаймиз. Равшанкй,

V' (х) =  е3х (ЗАох +  А о+  ЗА ,),
У" (х) =  е3х (9Л ох +  6Л о 9Л1).

Бу кийМатларни берилган тенгламага куйиб

е3х(9Л о* + 6Л0 +  9Л|) - 2  • е3д:(ЗЛох +  Ло +  ЗЛ,) +
4е3х ( А о х A i) =  е3х (х-{-2),

яъни
 ̂ 7Аох-\-4Ao —7Л] = х -(-2 

булишини топамиз. Кейинги тенгликдан эса

булиши келиб чикади. Демак, хусусий ечим

К !*) -  +  i i )

булиб, берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечими 

y =  c\i^c0s^f3x +  c2ex • sin^!3x+,e3x(~ x-\ -^ ^

булади.
2. Ушбу

у" — у = е х(х2— 1)
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Берилган Фенгламага мос бир жинсли тенглама у" —у — О, 
характеристик тенглама эса ft2— 1 = 0  булади. Характеристик 
тенгламанинг илдизлари fti =  l, £2= '— 1 булганлиги сабабли бир 
жинсли тенгламанинг умумий ечими

с\ех +  с%е~х
булади.

Энди бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топамиз. 
Тенгламанинг унг томонидаги функция q ( x ) = e x(x2— 1) хамда 
а  =  1 сон характеристик тенгламанинг илдизи булганлиги учун 
хусусий ечимни

V{x) —7ce*{AoxJ-\-A\x-\-A2)



куринишда излаймиз. Бу функциянинг биринчи хамда тдаси 
тартибли хосилаларини хисоблаймиз: '

V'(x) =е*(Аох3+ А  ix2-\-A&) +  ех(ЗАох' +  2А ьк+Лг) =
=  йх(Л о^3-(-(ЗЛ o-f-Л i)a;2+ (2Л | Л  2)ж-|-Л 2), 

К"(дс) =*<?* [Л„*3+  (ЗЛо+Л , ) * 2+  (2Л ,+ Л  2)ж + Л  2]+
- ) - [  ЗЛ ох2-f-2 (ЗЛ о-(-Л 1) лг-}■ 2 Л 1-f-Л 2] ==

=  [Ло*-3 (6Лр+Л (бЛб~Ь4Л |Л г)ж -|-2Л  1-}-2Лг].
Бу' кийматларни берилган тенгламага куйиб

е* [Аох3-{- (6Л o-f- Л t) х 2-{-. (6Л оЧ" 4Л1 -j- А 2) x-j-2А 1 —f— 2Л 2] —
— ех\Аах3 А \Х2 А ех(х2— 1),

яъни

6Л IX2 +  (6Л о +  4Л1) jc+ 2  (Л 1 +  Л2) =  ж2 -  1 

булишини топамиз. Демак, ■ - -

' • ( 6Л0= 1, 
6Л0+ 4Л , =  0, 
2Л ,+ 2 Л 2=  — 1.

Бу системадан

А _  ±  л _____А -  - ±g > *Ч 4 > л 2 4

эканини топамиз.
Шундай килиб, хусусий ечим 1

V(x) =  х • e * ( j x 2 -  j-x  -  -J-)

булиб, берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечими

1/=»с,ех+ c s e - '  +  eX( i x 2 ~ i x ~ i )

булади. *
3°. А й т а й л и к ,

y"-hai ■ у' +  агу — q(x) ( 1)
д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  
q(x) ф у н к ц и я

q(x ) —eaxcos$x(boxn-\-b\Xn~l -\-.., -±-bn-\X-\-bn)
ё к и  . ,

q(x) = e axs,m$x(boXn +  biXn~*1 -\-... +  bn~tx+bn)
к у р и н и ш д а  б у л с и н .  Бу холда:

а) агар k — a  - f if i  сон
k2 +  a ik + O 2 = 0  

264



"Характеристик тенгламанинг илдизи б^лмаса, у холда (1) тенглама
нинг хусусий1 ечими

V(x) ==eax[cospx(Aaxn+A\xn~l +  ...-\-An-ix-j-An)  +  
s i n fix (A oxn+ A xn - 1 + . . .  +  A n - 1 x +  A 'n) ]

куринишда,
б) агар ft =  a + i 0  сон

ft2 + a if t  +  02 =  0
характеристик тенгламанинг илдизи булса, у холда (1) тенглама
нинг хусусий ечими (

V ( x ) = x  • еах[созрл:(Лол:п+Лиел^ 1 +  . . .+ Л п_|Х +  ̂  ^
+ sinJ3jc(Лбх™-)-А\хп 1 -j- ••• \x-\-Ah) ]

куринишда изланади ва аввалги холлардагидек топилади.
М и с ол л а р. 1. Ушбу

у"  — 4у' +  Зу =  2e*cos3x
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Аввало бир жинсли
у" — 4у' +  3 у = 0

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Бу тенгла
манинг характеристик тенгламаси

k2 — 4ft+  3 =  0
б^либ, унинг илдизлари fti =  l ,  ft2 =  3 булади.

Демак, бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
Ciex-\-C2e3x булади. '

Энди берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечимини топамиз. Тенгламанинг унг томонидаги функция 
q(;X) = 2 e xcos3x хамда а  +  /р =  1+3/ сон характеристик тенглама
нинг илдизи булмаганлиги сабабли хусусий ечимни 

V(x) =^(y4ocos3x+/46sin3x)
куринишда излаймиз. Бу функциянинг биринчи ва иккинчи 
тартибли хосилаларини хисоблаймиз:

V'{x) =  ̂ ^ 00053.*;+ЛбвтЗя) + е £( — /4osin3*‘ 3 +
+ АбсовЗд: • 3 « ^ [ ( Л о  +  ЗЛо) cos3jc +

+  {А'о — ЗАо) • sin3x],
V"(x) = ^ Р о  +  ЗЛ6)созЗд:+ (4 6 —3>1q) sin3jc]+
+  е* [— 3 (Ло+ ЗЛ6) sin3;t +  3 (Л6 —г ЗЛо) cos3x]=*

=  ̂  [(6Л6 -  8Ло) cos3x -  (6Ло +  8Л6) s in 3 4  
V(x), V'(x), V"(x) нинг ифодаларини берилган тенгламага куйсак,

6х [(Л66 — 8Ло) cos3x — (6Л0 +  8Л6) sin3xj—
— 4е* [(Л о +  ЗЛ6) cos3x +  (Л 6 — ЗЛ о) sin3x]+

+ Зе* (Л осоэЗж+ Л 6sin3x) =  26*0083;!:,
яъни

( — 9Л о—6Л6) cos3* +  (6Л о—9Л 6) sin3x =  2cos3* 
тенгликка келамиз. Бу'Тенгликдан
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10 в Л  о— " " -м.- ■' i

6/4 о—9Л o=0 !

келиб чикади. Бу системанинг ечими
д  _______ ?_ .■ __ ___4_

0 1 3 ’ 0 39
булади. ,

Шундай килиб, берилган бир жинсли булмаган дифференциал; 
тенгламанинг хусусий ечими 4

V (х) =  ех(̂ — c os 3 x -------- sin3jc) ^

булиб, унинг умумий ечими
ys=ctex+ c ^ 3x̂ -ex̂ — j|- совЗлг — sin3x^

булади.
2. Ушбу

у"-\-у =  3siru •* "
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама y"-{-y=Q  нинг 
характеристик тенгламаси А + 1 = 0  булиб, унинг илдизлари k\ — i, 
ki =  —i булади.

Демак, бир жинсли тенгламанинг умумий ечими
CiC0s;t +  C2Sim:

булади.
Берилган бир жисли булмаган дифференциал тенгламанинг Унг 

томонидаги функция q(x) ==3sinx хамда а+г'р =  / сон характеристик 
тенгламанинг илдизи булганлиги сабабли хусусий ечимни 

V{x) =  х (Лосоэл:+y46sinjt) 
куринишда излаймиз. Равшанки,

У'(л:) =i4ocosx +  /4osinx +  x:( —j4osinx:+y46cosx)4 
V"(x) — — ̂ osinx+y4ocosx+ {—v4osinx+/16cosjc) +

+ jt  ( —/4ocosx—/46sinx).
! Бу К(д:), V'(x), V"(x) нинг кийматларини берилган тенгламага куйиб

— 2i4osinx +  2i46cosjc+ х ( — A ocosx—A osinx) +  
+x(4ocosx+/46sinic) =3sinx , 

яъни —24osinx+246cosA: =  3sinjc тенгликка келамиз. Кейингиз
тенгликдан эса А 0= — А 0=  0 булиши келиб чикади.

Шундай килиб, берилган бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечими

У(х) =  — ~ х  COS* 
булиб, .унинг умумий ечими

у  =s Cjcosx +  Cssinx — —xcosa:

^Улади.
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4°. Куйида келтириладиган теоремадан. бир жинсли буЛмаган диф
ференциал тенгламанинг хусусий ечимини топишда фойдаланилади.

1- т е о р е м а. Агар V\ (х) ва Vi(x) функциялар мос равишда
у" +  а\у' +  a?y — q\(x), (8)
y" +  a ly' +  a2y =  q2(x) (9)

тенгламалар нинг хусусий ечимлари булса, у %олда

y , ( * ) + V 2(x)
функция

y"-\-aiy' +  a2y =  q i{x)+ q2(x)  (10)
тенгламанинг хусусий ечими булади.

Ис б о т .  Шартга кура V'i =  VV(x) функция (8) тенгламанинг, 
V2— V2 {x) функция (9) тенгламанинг ечими. Демак,

Vi-bfljVi-fflaV, =  q ,(*) ,
. V2 + a tV2+ a 3V2 =  q2(x) .

Бу тенгликлардан

v" j -f- У2л~ a \(v \~\~ ^г) "Ь а 2 ( ^ 2). =  у i(x ) ~\~qAx )

булиши келиб чикади. Агар
(l/, +  VYK=V4 +  l/'2, ■ 

7 (Vi +  V2) " = W  + V ¥
булишини эътиборга олсак, унда кейинги тенглик ушбу

,~(V  ̂+  V2)"  +  a^(V  ̂+  V2 ) , +  a2 {V̂  +  V2 ) =  q i ( x ) + q 2 (x)
куринишга келади. Бу эса функция (10) тенгламанинг ечими
эканини курсатади. Теорема исбот булди.

М н е  ол. Ушбу ’
у" — 2у' =  2х +  е3х , ( II)

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг. Бу тенглама
га 'мос бир жинсли у" — 2у' =  0 тенгламанинг характеристик 
тенгламаси £2~2£ =  0 булиб, унинг илдизлари kt = 0 ,  fo = 2  булади.

Демак, бир жинсли тенгламанинг умумий ечими С[-\-С2е2х 
булади.

Энди берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечимини топамиз. , .

Бунинг учун куйидаги'иккита

у"-~2у' =  2х, (12)
. . у " - 2 у ' ^ е 3х (13)

бир жинсли булмаган дифференциал тенгламаларнинг \ар бирииинг 
хусусий ечимларини топамиз. '

(12) тенгламанинг унг томонидаги функция q (x )—2x хамда 
k — 0 характеристик тенгламанинг илдизи булганлиги учун (12) 
тенгламанинг хусусий ечимини



Vi(x) =x(Aox+A\)  
куринишда иэлаймиз. Равшанки,

V 'i(x )= 2A ox+ A u
V V (x )= 2 A a.

Бу кийматларни (12) тенгламага куйиб

2Aa~2(2Aox-\-Ai) = 2х ,
яъни

~ 4 A o X + ( 2 A o - 2 A i) = 2 x  

тенгликка келамиз. Кейинги тенгликдан

булицхи1 келиб чикади. Демак, (12) тенгламанинг хусусий ечими

УЛх) =  =  - | ( * 2+ * )
булади.

Энди (13) тенгламанинг хусусий ечимини топамиз. />
(13) тенгламанинг унг томонидаги функция q { x ) = e 3x хамд^ 

3 сони характеристик тенгламанинг илдизи булмаганлиги сабаблА 
хусусий ечимни

У2( * ) = е 3* • Ао

куринишда излаймиз. Бу функциянинг биринчи хамда иккинчц 
тартибли хосилалари

УЦх) =ЗЛое3',
W {х) =<ЭАй • е*х 

ни (13) тенгламага куйиб

9А0е3х- 2  • ЗА0 • е3х= е 3х', 

яъни 3i4oe3j: =  e3jc тенгликка келамиз. Бунда А 0— ~̂ булиши келиб’ О

чикади. Демак, (1.3) те^гламайинг хусусий ечими V2(x) = — еЭх
О

булади.
Юкорида 1-теоремага кура • ,

VAx) + V 2{x) =  - ± ( х 2+ х ) + ~ е 3х

функции,(11) дифференциал тенгламанинг хусусий ечими булади.
Шундай килиб берилган ( II)  бир жинссиз тенгламанинг умумий 

ечими
у==с, +  с#3х — - i ( x 2-f-x) +  - j-e3*

б£лади. 1 -
: ' 268



и -  Б О Б

П-ТАРТИБЛ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Мазкур китобнинг 1—3 - бобларида биринчи ва иккинчи тартиб
ли дифференциал тенгламалар батафсил урганилди.

Фаннинг турли тзрмокларида, айникса техникада тартцби 
иккидан юкори булган дифференциал тенгламалар билан боглик 
масалаларга дуч келамиз. Бинобарин, уларни — п- тартибли ( п >  
> 2 )  дифференциал тенгламаларии урганиш вазифаси юзага 
келади.

п- тартибли тенгламалар назариясида хам, биринчи ва иккинчи 
тартибли дифференциал тенгламалардагйдек, дифференциал тенг
ламалар ечимининг мавжудлиги, тенгламаларии ечиш усуллари 
каралади. Келтириладиган тасдикларнинг исботланиши деярли 
аввалдагидек мулохаза юритиш асосида олиб борилишини эътй- 
борга олиб, куйида тасдикларни исботсиз келтирамиз.

1-§. Я  ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАНЙНГ 
УМУМИЙ КУРИНИШИ

п- тартибли дифференциал тенгламанинг умумий к^риниши 
куйидагича

Ф (х, у, у', у", ..., у м )  = 0  (1)
булади. Бунда лс — эркли узгарувчи, у —у{х) — номаълум функция, if, 
у", ..., у м  лар эса номаълум функциянинг биринчи, иккинчи ва X- к., 
п- тартибли хосилалари.

(1) дифференциал тенгламанинг баъзи мухим хусусий холларини 
караймиз.

1°. (1) дифференциал тенглама ушбу

Ум  =  f(x) (2)
куринишга эга булсин. Бу холда уЫ ни кетма-кет п марта 
интеграллаб, (2) тенгламанинг умумий ечими топилади.

Ми с о л .  Ушбу

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
У"' функцияни кетма-кет уч марта интеграллаб топамиз:



■чК
' %

^y '"d x  —  ̂ ^dx — й̂?1плг — 1п|х| +  С , , 

у" =  InUI +  Ci,
^y"dx =   ̂(In|л:| Jr C {)dx =  ^\n\x\dx-\-C.lx =  x\n\x\ —x-^Cix +  C? ,!f 

y'z=zx\x\\x\ —X~\~ C\X-j- C*2,
^y'dx =   ̂(jdn|x| — x +  C,x +  C2 )dx —

=  \x \n \x \d x ~ ~  + .C t y  + C . jX=-~- \n\x1 — ~ x 2—

-- ‘ r + C ,  'j' -f C jr  +  C.»

2 / 2 
у ==—  In |x | — x 2- f - C , C ^ - j - C 3.

2°. (1) дифференциал теигламада номаълум функция ва унинг,;’ 
дастлабки бир нечта тартибдаги хосилалари ^атнашмасин:

Ф ( х ,у 'к\ у « +1К...,ум )=гО' - (3 ) ;
/, «? 

Бу холда у {к)= р = р  (х) алмаштириш натижасида (3) дифференци
ал тенгламанинг тартиби пасайиб ушбу

Ф (х,р, р',...,р(я~к>) = 0

куринишга келади.
М и с 0 л. Ушбу

Xy W - g W = 0

дифференциал тенгламани ечинг.
Бу теигламада

Ул = Р  =  Р(х)

алмаштириш бажарамиз. Унда у {Х)= р '(х )  = ~  булиб, берилган 1
* ' ■ ?dp г,тенглама х - ~ — р =  0 куринишга келади.

Равшанкй,
x ~ —p =  Q ^ ~ = ^~ = ^ \n\p\  =  lnU I+ ln|Ci| => р =  С\х.

u X  р  X

Энди
р=у(Ю =  С\х

тенгламанинг ечимини кетма-кет интеграллаш билан топамиз:

\ у'" =  С х^ + С 2, ,

У "  — С 1 • ~g"+ C.jX +  C 3l>
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y' =  C r Jf i + C i - £ - + C * + C „

У = С {' ^ + С г ^ + С г ^ + С £  +  С5.

3°. (1) дифференциал тенгламада эркли узгарувчи х катнашма- 
син: ^

' Ф (у, У', У " . - .  y w ) = o .
Бу холда у '= р  =  р(х) алмаштириш билан дифференциал Тенглама
нинг тартиби бир бирликка пасаяди. Бунда 

, dy :
У = ^ = Р >

и" — dp =  dp ■ dy — Р . dp У dx dy dx ^ dy ’
,,, d ( dp\ d 1 dp\ dy о d2p . / dp \2

булиши эътиборга олинади.
Ми с о л .  Ушбу

у' . у " ' - 3 у ' 2 =  0

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Бу тенгламада

у' =  р = р (х )

алмаштириш бажарамиз. Унда

; , , = р л , у ,, ,= р(% у + р к ^

булиб, берилган дифференциал тенглама куйидаги

яъни
d2p !Ш’“° • <4)

куринишга келади. •
Шундай килиб, берилган учинчи тартибли дифференциал 

тенглама у''—р{х) алмаштириш натижасида иккинчи тартибли 
дифференциал тенгламага келди. (4) тенгламани ечиш учун

d y
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d d d алмаштириш киламиз. Унда — булиб,  p - z ~  — 2 z 2 =  0 ,
dy2 dp dp

яъни — — ^£~=0 буладй. Равшанки, 
г  p

ln\z\ — lnp2=ln|Ci I =>■ z —C\p2

Натижада,

С ,p2 С tdy =>

с,1у_|_с2=ф> — = С ^ -\ -С 2 =>
dx

^  - ~ % = С 1 У + С^ х = - С г - Т - С*у+ С * 

булади.
. 4°. (1) дифференциал тенгламада Ф(х, у, у', у",.-.., у {п)) функция у,' 

у', у",..., (/<"> ларга нисбатан k- тартибли бир жинсли функция, 
яъни • 4

Ф (x ,ty ,ty ' , ty " , . . . , ty M) = t k(b (x ,y ,y ' ,y " , . . . ,y M)

булсин.
Бу холда ,

y =  e^ dx, (г =  г (х))

алмаштариш билан (1) дифференциал тенгламани тартиби бир 
бирликка камайган дифференциал тенгламага келтирилади.

М и с ол. Ушбу.
х2у - у " — ( у - х - у ' ) 2 -

дифференциал тенгламан»* ечинг. Бу тенгламада
Щ х > у ,у ' , у " ) —х2-у -у " — (у —ху')2 > /

функция учун

Ф (х, ty, ty', t y " ) = x 2(ty)-(ty") — (ty —x (ty ') )2 =  

^ t 2xiy -y ' '— t2(y — xy')2=*t3\>c2yy/' — ( y --x y ' )2]==t2<J>,(x, у, у', у")

булади. ,
К,аралаётган дифференциал тенгламада:

y=ze^zdx ( z - z ( x ) ) .
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Унда

/  / /  /  \zdx ' / 4 # \zdx 2 i \zdx ,  , * . 0\  W d*y = e \  -z, t/ "= (eJ  • z ' ) = e J -2' = ( z  - f z 2) e J

булиб, берилган тенглама куйидаги

2 /  '  I 2 \  2 1  zdx /  \  zdx \  z d x 4 оj r ( z  + г г)е i = ( е } —x-ze}
( , 

куринишга келади. Кейинги тенгликнинг хар икки томонини

е2̂ г а  булиб, x2{z' - f  z2) =  (1 — zx)2, яъниx2z'1 +  2хг== 1 булишини 
топамиз. Агар x2z' - j-2xz=  (x2*z)' эканини эътиборга олсак, унда

dJ7 r - = '

тенглама хосил булади. Равшанкй, x2z= x-\ -C ь Бу тенгликдан
1 С, '

г = — |— -  булиши келиб чикади, Натижада,
•х х

г /i c i N. с, с,1п |х |---------- t-lnlCftl s .........

:е • '  = С 2хе х

булаДи. Бу берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечи
мидир.

2-§. /Z-ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА 
ЕЧИМИНИНГ МАВЖУДЛИГИ

Айтайлик, бирор п-тартибли дифференциал, тенглама 
Ф{х, у, у', у",..., у м ) = 0

берилган булсин. Баъзан бу тенгламани -ум  га нисбатан ечиш 
мумкин б^лади:

y w = f ( x ,  у, у', у",..., у  (»-*»): (5)

Одатда (5) тенглама п- тартибли уосилага нисбатан ечилган 
дифференциал тенглама дейилади.

Фараз килайлик, (5) тенгламадаги f(x, у, у',..., г/(я_1)) функция 
(я +  1 та узгарувчининг функцияси сифатида) Rn+I фазодаги бирор 
D сохада аникланган ва узлуксиз булсин.

1 - т а ъ р и ф.  Агар щундай узгармас мусбат N сони мавжуд

б§лсаки, ихтиёрий (х, у, у',..., y(n- l))£D, (х, у ,  у',..., у и ° ) 6 £  

нукталар учун | f(x, у, у',..., у^ + [̂ ) — f(x> У . У '<■■■’ 

У (n~l)) I < N (| У—У I +\\У'—У"\ +•••+ IУи‘- [)—У <я- г>|) тенгсизлик
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бажарилса, у х,олда f(x, y, у',..:, г/<™—и) функция D соуада у, у', у",-., 
у(п-1) узгарувчилари буйича Липшиц шартини бажаради дейилади.

1-т  е о р е м а .  Агар
y<n> = f(x ,y ,y ' ,y " , . : . ,y <a- l>)

тенгламада f(x, у, у', у ”,..., У(п~п) функция
D={(x, у, г/,..., у (п~’>.) еЯя+‘: I х -  х01 <  а, \ у -  у01 <  Ь,

I У' — Уо\ ^Ь,...,\уя~‘ —у ^ ' Ч  < 6 ,  да узлуксиз булиб, уо, у\
y(n-i) аргументлари буйича Липшиц шартини бажарса, у %олда 
(5) дифференциал тенгламанинг \x—h, хо+Л] да
( Ь < т Ъ , ( а ± ) )

У  | х ^ ^ — Уо, У'  | * = ^  =  У о > — > У (п~ 1) | х=х0 =  У {о ~ ' )

шартларни цаноатлантирадиган ечими мавжуд ва у ягона буладщ
Одатда

У  \х=х0= У ь  У ' ! х~хв= У ь - ,  У (" ~ 1! \х=х0= У  о _ , )  

шартлар бошлангич шартлар дейилади.
(5) дифференциал тенгламанинг бошлангич шартларни кано- 

атлантирадиган ечимини топиш масаласига Коши масаласи 
дейилади.

М и с о л. Ушбу

дифференциал тенгламанинг куйидаги

y U = i= 0 ,  | jc = i =  1, у"  U=i = 2 /

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.
Аввало берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечимини 

топамиз. Бунинг учун у'^функцияни кетма-кет уч марта интеграл- 
лаймиз.

___  In* f  d x __ Inx 1 , „

”  x J X? X

Демак,
y ~= _ ^ _ _ L + C l :

Иккинчи марта интеграллаймиз:

J y " d x  =  J (  ~ —± + C ^ d x ^  — i l n 2* ^ ln U | 4 - C ^ + C i j .  ■
' f _ -
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Демак, '
у ' = -----^ ln 2x — \n\xl-^-C,x +  C2.

Учинчи марта интеграллаймиз:

\ y'dx =  5 (■— \  1:п2Х — 1 п | XI +  С {х + C^jdx~

= — 1 п2л: +  С ! “ —(-C^jc-H С3,

‘ Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими

У= —-у \п2х-\- С ] - —[-СаХ+Сз (6)

булади.
I c i 'Энди у  | jc= 1 =  0 шартдан фойдаланиб ——(- С2+ С 3= 0  булиши

ни, у ’ | Л== 1 =  1 шартдан фойдаланиб С i -j- С2 =  1 булиШинй, 
y ” \x^ i = 2  шартдан фойдаланиб — l + C i  = 2  булишини топамиз. 
Натижада С1, С 2, Сз ларни аниклаш учун

С, и
]; 2 + С 2+ С 3= 0 ,

С[^-С2=  1,
. — 1 +  C t —2

система х,осил булади. Уни ечиб топамиз:

с ,= з ,  с 2=  — 2, с , =  :.л

Буларнинг кийматини (6) муносабатдаги С1, С2, С з ларнинг урнига 
ку.ямиз. Натижада, изланаётган ечим

, | t/ =  — * ln2jc-j- -| JC2-J-2A:-h

булиши келиб чикади.

3-§ П- ТАРТИБЛИ ЧИЗИК,ЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Номаълум функция у =  у(х) ва унинг у', у",..., у <п> х,осилалари 
биринчи да1ражада катнашган
у ^  +  рАх) у (п~[) +  р2 (ж) y in~2) +  - + p n-i(x )  У' +  Рп (ж) y =  q(x) (7)

тенглама п- тартибли чизикли дифференциал тенглама дейилади. Бу 
ерда pi (х), р2 ( х ) р п(х) — тенгламанинг коэффициентлари, q(x) эса 
озод %ад дейилади. Улар бирор (а, Ь) ораликда берилган функция- 
лардир.
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(7) тенглама я-тартибли чизикли бир жинссиз дифференциал 
тенглама х,ам деб юритиладй.

Хусусан, (7) да q =  0 булса, яъни тенглама ушбу
• y {") +  p A x )y i'r~l)+ p 2 (x )y (n~2)j!-: ~ + P n-i(x)y'+ P n(x)y= ;0  (8)

куринишга эга булса, уни п- тартибли чизикли бир жинсли 
дифференциал тенглама дейилади.

2- т е о р е м а . Агар (7) тенгламадаги р\ (х), рг (х),..., р„ (х) х,ам- 
да q(x) функциялар X тупламда (XczR) узлуксиз булса, у %олда 
X да (7) тенгламанинг

У | х=хв= Уо> У'\х= х= У » У" \х~х0=у'о,-*У(я~1)\*=х0= У <оа~1)

бошлангич шартларни щноатлактирадиган ечими мавжуд ва 
у ягона булади..

1°. :л - т а р т и б л и  ч и з и к л и  б ир  ж и н с л и  д и ф ф е р е н ц и -  
, ал т е н г л а м а л а р .

Энди

y {n[ +  p d x ) y {n- ' )+ P 2 (x )y (n- 2) +  ... +  pn̂ ( x )y ' .+ p n( x ) y ^ 0  (8)

Дифференциал тенгламэ тугрцсидаги маълумотларни келтирамиз.
3- те о р е м а . Агар у\—у\(х) функция (8) тенгламанинг ечими 

булса, С'У\ функция лщм (С  — ихтиёрий узгармас сон) шу 
тенгламанинг ечими булади.

4- т е о р е м а . Агар yi уамда yi функциялар (8) тенгламанинг 
ечимлари булса, у %олда с\у\ -\-с2у :2 функция %ам (с\, с% — ихтиёрий 
узгармас сонлар) шу тенгламанинг ечими булади.

(7) дифференциал тенгламанинг умумий ечимини аниклашда 
функцияларнинг-чизйкли эркли адмда чиаикли богликлик тушунча- 
Лари мух,имдир. К,уйида уларни келтирамиз.
V'- Фараз килайлик, (а, Ь) интервалда ф1 (лг), фг(х), фз(х),..., фя (х) 
функциялар берилган булсин.

2- т а ъ р и ф. Агар шундай а ; ,  аг,..., а п сонлар топилсаки, уларнинг 
камида биттаси нолдан фарщли булиб, ушбу

\ ос.1ф1 (лг) 4;р^ф2(д:) + . . .  +  а„фя (х) = 0  -
тенглик бажарилса, ф((х), ф2(х),..., фп(х) функциялар (а, 6) да чизикли 
боглик, дейилади.

3 - т а ъ р и ф. Лгор ф1 (х) ,фг(х) ,...,ф„(х) функциялар учун

СС1ф\(х) +ОС2ф2(х) -(-... -\-{Xn<fn{x) = 0
тенглик фак,ат a i  =  0, аг==0,..., а п — 0 булгандагина бажарилса, <р\ (х) , 
ф2(х);..., ф„(х) функциялар (а, Ь) да чизикли эркли функциАлар 
дейилади.

Фараз килайлик, у\ (х ) ,  </2 (х),..., уп (х) функциялар .

y M+ P i(x ) y (n-'')+ p 2(x )y (n- 2) +  . : .+ p n_ l(x)y' +  Pn (х)у =  0

дифференциал тенгламанинг ечимлари булсин.



Ушбу

W ( x )

У А*) Уз(х)  - У п ( х )  

'А?) Уз(х)  - у ' п ( х )

У\<*-'\х) y in~'\x) . . .у 1Г  'Чх)

функционал детерминант Вронский детерминант деб аталади.
5 - т е  о р е м  а. Агар (8) тенгламанинг у(х ),..., Уп (х) ечимлари 

(а, Ь) да чизикли боглик; булса, у %олда Vx f  (а, Ь) да
W (x j =  О

булади. -
6- т е о р е м а. Агар бирор Хо£(а, Ь) нуктада

W (x  „) =  0
булса, у х,олда у\ (х), уч ( х ) уп (х) ечимлар чизицли боглик; булади.

7 - т е  о р е м  а. Ушбу

W(x) =  W(xn) e
Р]

(9)

формула уринлидир, бунда хо£(а, Ь).
(9) формула Лиувилл (Остроградский-Лиувилл) формуласи 

дейилади. '
4- т а ъ р и ф. Агар у \ (х) , у 2  { х ) у п (х) функциялар (8) тенглама

нинг ечимлари булиб, чизикли эркли функциялар булса, улар
(8) тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси дейилади.

8 - т , е о р е м а .  Агар у\(х), у>(х),..., уп(х) лар (а, Ь) д а , 
у (п)+р1(х)у(*-1)-!Гр2(х)у<''-2> + ...+ рп~\(х)у' +  рп(х )у = 0  диффе
ренциал тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси булса, бу 
тенгламанинг умумий ечими

y — C iy i(x )+ C 2y 2 {x)+ ...+ C „y„(x)
булади, бунда ci, С2 ,..., сп — ихтиёрий узгармас сонлар.

М и с ол. Ушбу
, у { ( х )= х ,  у2 (х) = Х 2,. у* (х)= е*

функциялар бирор учиичи тартибли чизикли бир жинсли диффе
ренциал тенгламанинг фундаментал ечимл,ар системасини ташкил 
этишини курсатинг ва шу дифференциал тенгламани тузинг.

•Берилган у i= x ,  • г/2 =  х2; уз — е* функцияларнянг Вронский 
детерминантини топамиз:

W{x) =
х х е , 
1 2 х е х 
0 2 е'

■x-2-x-ex+ x 2-ex- 0 +  1 -2 -е х

- 0 - 2 x - e x- x - 2 - e x- l - x 2-ex =  ex(x2- 2 x  +  2 ) = e x [ ( x - l ) 2+ l l



Равшанки, Vx £R учун
W ( x ) = £  0.

Демак, г/i (х) —х, г/г(х) = х2, у.з(х) =£* функциялар бирор учинчи 
тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг фунда
ментал ечимлар системасини ташкил этар экан. Айтайлик, бундай 
дифференциал' тенглама .

у " '+  (х)у" +  а 2 (х)у' +  аз (х)у =  0 (10)
булсин.

Энди бу тенгламадаги номаълум a i ( x ) ,  аа (х ) ■ хамда аз(х) 
функцияларни топамиз. Бунинг учун у , ( х ) = х ,  у2{х )—х2 хамда 
уз(х) — ех ларни (10) тенгламага куямиз: •

у"' +  а  1 (х) у'\ 4- <Х2 (х )у\ +  аз (х)у\ — 0 =>- 
=>- 0-+-ai ( ж) -04 - а 2(х) • 1 4 - а з ( х ) - х = 0 ,  
y ’i" +  а  1 (х) у'г 4- аг  (х) у 2 +  а 3 (х) у 2 =  0 =>

=?► 0 +  a i  (х).- 2 - f  а 2(х ) -2 х  +  а з ( х ) - х 2= 0 , 
уз" +  a[(x)yi' +  а 2 {х)у'ъ +  аэ{х)уз~Ъ=>

-в =>ex +  ai (х)ех +  а 2 (х)ех +  схз(х)ех?=0.
Натижада, a i ( x ) ,  а г (х ) ,  аз (х )  ларни топиш учун ушбу

О-a i  (х) +  1аг(х) 4-жаз(х) = 0 ,
2 - a i ( x ) + 2 х а г ( х ) + х 2аз(х )  = 0 ,  

еха \ (х )+ е ха,2 ( х ) + е хаз(х) = —е*
системага келамиз. Бу системами Крамер коидасидан фойдаланиб 
^чамиз:

Д —
1
2х
ех

х
ех

-ех(х2- 2 х  +  2) =  -  ех[(х -  1) 24 - 1 ],

0
2

1 х
2х -.X2 -х2е\

0 0 
2 О 
е х —ех 

О 1 
2 2х 
ех ех

О
О

■ех
=  2ех,
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д,
М * )  = -£ ех(х2 — 2х +  2)

О , ?
Хг - 2 х + 2  ’ 

2х

а 3
А. - е * ( х 2- 2 х + 2 \

х2- 2 х  +  2 1

х2 — 2 х + 2  '
2

Бу топилган а\{х), а г ( * ) ,  а з ( х ) ларни (10) га к$йсак, унда 
( х 2 - 2 х  +  2 ) -  у'" -  х2у" +  2x1/' -  2(/ =  0

дифференциал тенгламага келамиз. Бу изланаётган у^инчи тартиб
ли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламадир.

2°. п- т а р т и б л и  ч и з и к л и  б и р  ж и н с с и з  д и ф ф е р е н 
ц и а л  т е н г л а м а л а р !

Ушбу пунктда л-тартибли чизикли бир жинссиз дифференциал 
тенглама

Ум  +  Р\(х) У{п l) +  p 2 (x )y (n 2) +  -  +  Рп-\(х) y' +  Pn (X) у ^ я  (х) (7)

нинг умумий ечимини топиш билан шугулланамиз. Бунда (7) тенгла 
мага мос булган

У{П)+РЛХ)У(П 1) +  р 2 (х )у {п 2) +  -  +  рп-Л х )у '  +  рп(х)у=*0 (8)

бир жинсли тенглама адкидаги маълумотлардан фойдаланамиз.
Фараз килайлик, (7) теигламада Pi(jc), р2 ( х ) р п(х) хамда q(x) 

функцияларнинг х,ар бири (а, 6) да узлуксиз булсин. Унда
(7) тенгламанинг ечими мавжуд булади.

9* т е о р е м а. п- тартибли чизицли бир жинссиз дифференциал 
тенглама (7 )  нинг1 умумий ечими у(х)  шу тенгламанинг бирор 
хусусий ечими у (х )  ва мос бир жинсли дифференциал тенглама
(8 )  нинг умумий ечими и(х) ларнинг йигиндиси

дан иборат булади.
Энди (7) бир жинссиз' дифференциал тенгламанинг хусусий 

ечимини топиш усулларидан бирини келтирамиз.
Айтайлик, у\(х ) , г/г (х),...,уп (х) лар (8) тенгламанинг фундаментал 

ечимлар системасини ташкил этсин. Унда (8) тенгламанинг умумий 
ечими

булади. Бу ерда с i ,  сг,..., с„ — ихтиёрий узгармас сонлар. Равшанкй, 
у — ау\-\-С2У2 -\-..--\-спуп функция бир жинссиз (7) тенгламанинг 
ечими булмайди.

Энди y =  C\yi - f  С2У2 +  ... +  СпУп даги ci, Сг,..., сп ларни х узгарувчи
нинг шундай функцияси деб караймизки, натижада ' ,

у(х)  — и(х) -f- <р(х)

у  =  С\у\ +  С2У2 +  ... +  СпУп
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y — Ci(x)y\+C 2 (x)y 2 + .. .  +  Cn(x)yn (11)
функция (7) бир жинссиз дифференциал тенгламанинг ечими 
булсин.

Бундай с 1 (ж), С2 (х),..., сп (ж) ларни топиш учун аввало
' с\(х)у1 +  с2(х )у 2+ . . .  +  сп(х )у п= 0 ,

с'Ах)у\ +  с2(х)у'2+ . . .  +  сп{х)уп==0,

....................................................  ( 12)
СI (х) у (,п~2> 4- с2(х) у  f - 2) + ... +  сп (х) у  =  о,

с'ч (ж) t/ Г "  п +  С2 (ж) у {2~ 11 + ... +  сп (х) у  1) =  q (х)
систёмадан сЦх), с'ч(х),..., с'п{х) ларни топиб оламиз. (Бу система 
коэффициентларидан тузилган детерминант Вронский детерми- 
нанти булиб, у нолдан фарклидир, чунки у\,у 2,..., уп (7) тенгламанинг ' 
фундаментал ечимлар системасини ташкил этади.)

Айтайлик,
с[(х) =a.i(x) ( i=  1,2,3,..., п)

булсин. Унда
ci(x) =  $ a i ( x )  dx +  c\, 
c2l,x) =  \ct2 (x) d x + c l ,

cn (x) =  J a n (x) dx - f Cn

булади.'Бу ерда с*, cl,-.., — ихтиёрий узгармас сонлар.
Бу Ci (ж), с2(х),..., Сп(х) нинг кийматларини (11) тенгликдаги а, с2,..., 

с„ ларнинг урнига куйиб, (7) бир жинссиз тенгламанинг хусусий 
ечими

q>(*) =  [J a i ( jc ) r fx .+  c l ] i / i+ '  [\a2(x)dx +  c$]y2 +  ...+
+  [ J  ССп(х)4х-\-Сп]Уп==С\у\ +  C2 l)2 -\- ...-\-С*пу п-\-у{\ а{{х)4х-\- 

4- У2\ « 2  (х) dx + ...  +  упа п (х) dx
булишини топамиз.

Унда 9- тебремага^ку'р'й (7) бар жинссиз тенгламанинг умумий 
ечими: П

У =  С1У[+С2У2 +  ...-\-спуп +  с*\у\-{-с*2у2 +  ... +  Спуп+  £  !ti]&i(x)dx=
1=1

_ п‘
==£1#1+с2{/2 + "- 4 'спУя+ Т, y $ a i(x )dxi=i ,

(Ci =  C i+ c l i =  \,2,3,.-.., п ) :
М и с ол. Ушбу - v

дифференциал тенгламанинг умумий, ечимини топинг.
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Бу тенгламага мос бир ж и н с л и  тенглама

У
з ■ „  - 6 , 6 „ 

- У " + ~ Т У ' ----- гУ  =  0

У1 У2 Уз X X 2 х 3

W ( x )  = у\ У 2 Уз = 1 2х Зх2

у'1 У 2 Уз 0 2 бх

X X

куринишда булади. Бевосита текшириб к^риш мумкинки, ;
у \ = х ,  У2 = Х 2, у з = Х 3

функциялар шу бир >йинсли тенгламанинг ечимлари булади. Бу 
ечимлардан" тузилган Вронский детерминанти

=  2х3=/=0

булганлиги сабабли у\ ,  уг, уз лар фундаментал ечимлар системасини 
ташкил этади. Демак, бир жинсли

' у ' " - ^ у ' ' + - \ у ' — \ у = о
х X X >

тенгламанинг умумий е ч и м и :  ' ,

U ( х )  = С 1 У 1  +  С2У2 +  СзУ з .

Энди бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечимини топамиз. 
Хусусий ечимни

<р (х) — Ci (x )y i+ C 2 (х) У2 +СЗ (х) уз
Iкуринишда излаимиз.

Бу холда (12) система куйидаги
с \ (х) х +  с2(х) x 2-j- с'3 (х) х 3?= О 

с\(х) • 1 -\-с2(х) -2х-]-с3(х) -3х2= 0  

с\(х)-О +  с^х ) • 2 +  с3(х )-6х  =
V *  + 1

куринишга эга булади. Уни ечиб топамиз:

А  ( х )  — ■
1

с2 (х) =

С з  (х) =-

V * +1 ’ 
1.

Натижада:

c'w=iS' x2dx
л!х +1

Цл}х+\) ’

у * 5 х2 1 у * 3
5 4
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' — !п(У* — 1 )4 - с*, с2 (л:) =  — j  +  c;==—-1 д / У - f * _ 2 д/х -f

4 -21n( д/* + 1 )  + 4  ^з(^) =  5“2Гл̂ + Т )  + C3=  V* ~ lrl( Vх +  1) + c3-

бунда, c*, cV, Сз — ихтиёрий узгармас сонлар.
Демак, бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечими:

• ф (*) =  Cl ( X )y i  +  С2 (х) г/2 4  с3 (х) у3 —

= [ t V * 5 - 4 * 2+ t  V х3 “ Т +  Л ^ ~ 1п ( \ £ - н  )]•■*+

- ь [ —-|л/ж3+ х —2 V-^+ 21п ( л/х 4 1 ) ] - * 24  

+  [ Vх ~ 1п ( Vх 4 1 ) ] х 34 с > + с ‘2х2+ с^г3.

Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими:

у =  ы (х) 4- ф (*) =  С|Д? 4  Агх2 4  Сзхъ 4

+ [ 4 V x5 - t * 2+ I  V x 3 - | * + V x ~ ln ( V * 4 d ] * 4

4 [ — | д/х3 4 л :—2д/х 4 2 In  ( д/х '4 1 ) j^ 24  

4 [ V x ~ ln ( V * 4 1 ) ) * a, Ci^Ci+c'; /= 1,2,3.

4-§. П-ТАРТИБЛИ ЧИЗИК.ЛИ УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Ушбу параграфда куйидаги
y {n) +  a\y{n~') +  a ^ in~2) +  ...-j-an_ ly'-\-any =  q(x), (13) 

>ч y {n) +  aM(n- V) +  a ^ n- 2) +  ...-\-aa__iy' +  a ry==0' (14)

п- тартибли чизикли^,дифференциал тенгламаларни урганамиз. 
Бу ерда дифференциал тенгламаларнинг коэффициентлари at, аг, 
аз,..., ап узгарма^ хакикий сонлар, q(x) эса узлуксиз функция.

Одатда, (13) тенглама чизикли бир жинссиз, узгармас коэффици
ентли дифференциал тенглама, (14) тенглама эса чизикли бир, 
жинсли узгармас коэффициентли дифференциал тенглама дейила- 
ди.

i 1°. л - т а р т и б л и  ч и з и к л и  б и р  ж и н с л и  у з г а р м а с '  
к о э ф ф и ц и е н т л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р

Фараз килайлик,

y in) +  a iy in- u +  a # (n- 2) +  ... +  a ri_ iy' +  a ny =  Q (14)!
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дифференциал тенглама берилган булсин. Унинг хусусий ечимлари-' 
ни

kxу =  е
куринишда излаймиз, бунда й — номаълум узгармас сон. Равшанки,

y' =  kekx, у" =  к<2екх,..„ у {п~^ =  кп ^екх, у [п) =  к'"екх

булади. Бу у, у', у",..., (/<"> ларнинг кийматларни (14) тенгламадаги у, 
у', у у < п) лар урниГа куйиб топамиз:

Г + а ^ - Ч а ^ Ч - .  +  а ^ + й ^ О ,  (15)

Бу (14) дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси 
дейилади.

Демак, характеристик тенгламанинг илдизларига кура (14) диф
ференциал тенгламанинг хусусий ечимлари топилар экан.

1) (15) характеристик тенгламанинг илдизлари k\, fa,..., kn 
хакикий булиб, улар турлича булсин. Бу холда

ъ
k.X ft,) Л- К- I *  ЬпХу 1==е , у 2= е 2 «/„_, =  <? , у п— е

функциялар (14) дифференциал ^тенгламанинг хусусий ечимлари 
б^лади. Улар фундаментал ечимлар системасини ташкил этади. ’ 

Демак, бу холда (14) дифференциал.тенгламанинг умумий ечими:

к,х к.,х Ь ,х , к.ху =  с,е 1 - { -е р 2 + .. .  +  сп_,е " ’ + с пе \

М и с о л .  Ушбу
. у ' " - 2 у ”  —Згу' =  ()

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Бу дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси

кл — 2k2 — ЗА; =  О
булади. Унинг илдизларини топамиз:

k * - 2 k 2- 3 k  =  0 ^ k ( k + \ ) ( k — 3 ) = 0 ^ k i = 0 ,  /г2=  — I, А а » 3.
Демак, характеристик тенгламанинг илдизлари ^акикий ва 

турлича. Унда берилган дифференциал „тенгламанинг умумий 
ечими

г/ =  с,е° '*+с,2е~х+  с3е3х=  с, - f  с2е ~*+с.#Лх
булади.

2) (15) характеристик тенгламанинг илдизлари kn Ка- 
кикий булиб, улар орасида карралилари булсин. Масалан, k\ =  
=  k2 =  ... =  kv =  k, яъни к — (15) тенгламанинг т  каррали илдизи, 
колган п — т  та k m+l,km+2,...,kn илдизи турлича булсин. Бу холда
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.функциялар (14) дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари 
булади. Улар фундаментал ечимлар системасини ташкил этади. 

Демак, бу холда (14) дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

у = ctekx+  c&ekx+  c ^ 2ekx+ ...  +  c^cm~ ст +]ekm + 'x+ ... - f  спеК\

М и с о л. Ушбу
у'" +  2у"  + «/ ‘ =  0

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Бу дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси

£3 +  2£2 +  6 =  0
булади. Унинг илдизларини топамиз: kr -{-2k2 -\-k =  0=̂ k\ =  k%= — 1, 
йз =  0. Демак, характеристик тенгламанинг илдизлари хакикий ва
— 1— икки каррали илдиз. Унда берилган дифференциал тенглама
нинг умумий ечими: -

y =  cie~x-\-c,2xe~x-\~c3e°'x= Cie~ x-\-c2xe~x-\-ci.

, 3) (15) характеристик тенгламанинг илдизлари орасида комплекс 
илдизлар булсин. Масалан, ki — a  +  кг — а — ifi, £з =  7 +  г'6, 
ki =  y — ib булиб, колган барча kb, къ,..., kn илдизлар хакикий ва 

. турлича булсин. Бу холда

y x=^eaxcosfix, y 2= e axsinfix, Уз— еухcosfix,
v r  ■' с k*x fa x  k„xy A= e yxsmbx, y 5= e  ,y6= e ^  ,...,yn =  e

функциялар (14) дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари 
! булади. Улар фундаментал ечимлар системасини ташкил этади. 

Демак, бу холда (14) дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

у ^ с ^ хсоц$£-\-Ссеах$,\п$>х-{-сАеухсо&Ьх-\: 

~\-с̂ еух5т8х-\-с5ек5Х+ с 6екбХ-\-... +  спек"х: /'

М. и с о л .  Ушбу
У"' +  4 у " + 1 3 у '  =  0 

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Бу.дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси

/j3+4fe2+  13/г =  0

булади. Унинг илдизларини топамиз:

к •’+  4Ar ~Н [\к =  0 (/г :’- И *  +  13 )=()=> у
' =ф-Л, =  0, 4fe+13 =  0=^fe,=0, 6 2=  — 2 — 3/, к г= — 2 +  Зг.

t/, =  e 4  y 2= x e kx, . . . , y m= x m lf x, у т+| =  Л +|*
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Демак, характеристик тенглама битта хакикий., иккита комплекс 
илдизларга эга экан. Унда берилган- дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

у =  с , +  c2e~2xcos3x +  с3е _2xsin3A:

булади.
М и с о л .  Ушбу

у ( т  — 4у'" +  5у"'—4 у ' + у ~ 0 .  
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Бу дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси

k4—4k3+ 5 k 2- 4 k + \ = Q

булади. Унинг илдизларини топамиз:

k4-  4k3+  5k2-  4k +  1 =  0 =*k Ч  -V -  4 (к + 1 )+  5 =*■° =► 

]№+i)~3}=0̂ +T=l’ к+\,==3;
• 1 ^ k 2- k + 1 = о  ^  * 2==т — 2 ^ ’

й+  ' = з  = ^- ’- 3 6  +  1 = 0 ^ 3 =  : ч 2" 5- * 2Ч5 •

Демак, характеристик тенглама иккита комплекс хамда иккита 
турли хакикий илдизларга эга. Унда берилган дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими:

' .. I — '1 — 3+ ->J5  ̂ 3— ^
t / ^ c ^ ^ c o s ^ + c ^ 2 s i n - ^ + c ^  2 + с 4е 2 .

4) (15) характеристик тенгламанинг илдизлари орасида комплекс 
илдизлар булиб, улар каррали илдизлар булсин. Масалан, 
fe1==a-ft 'P  илдиз т  каррали булсин. Унда k2= a ~ -if i  илдиз хам т

каррали булади Колган к 2т+1, k2m+2..., k„ илдизлар хаки

кий булсин.
Бу холда - .

у , — eaJccospx, £/2=  e^sinpx, г/3=  jceaxcos

у 4= х е ахsinpx, y 5= x 2eaxcpsfix, y 6—x 2eaxsinfix.....

y 2n_\—xm~le*xco$,$xly2m= x m~'eaxsm$xy
' fto™ J_ I * fto* ± o* *

У2т+1~е ’ У2т + 2 ~ е .....Уп =  е

функциялар (14) дифференциал тенгламанинг хусусий 'ечимлари 
булади. Улар фундаментал ечимлар системасини ташкил этади,
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Демак, бу холда (14) дифференциал тенгламанинг умумий ечими: 
у =  C|£°“cos|Ja: -f- c2eaxsinfix +  c^e^cos^x -j- c4xeaxsin$x -f-.., +

■ ' *

+  с2т^ х т ~'е«хсо$§х-\-с2̂ ст ~]еахъ\п§х +  с2т+/ 'ы+'х+  ...- f c„ev  -

М и с о л .  Ушбу
y M - . y m + y " > + .y " - y ' + y = s Q

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг. ;
Бу дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси'

k5—kA-\-k3-\-k2—%-f-1 = 0
Ч

булади. Унинг илдизларини топамиз:

k5- k * + k 3+ k 2- . k +  1 =  0=>{ks+ k 2) -  (k4+ k )  +
, + ( f t 3+ l)= 0 = > (fe3+ l ) ( f e 2- f e  +  l )= 0 = ^
^ { k  +  \)(k2- k  +  \)2 =  0; k -\-1 =0=^^,=  — 1,

 ̂ (Дг2—Дг+1) 2=0=^^2==^з=-^Н- /, .

ь__ь — 1 . 1«4 —й5— 2 2

Демак, характеристик- тенглама битта хакикий хамда иккита 
икки каррали комплекс илдизларга эга экан. Унда берилган 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

X •. лг д: ■ х ,-г
— x i  Т  л/ 3 - у . л / З  г Т  V3 | Т '  Л/З у ~ с {е + с 2е cos-Y-x +  c3e s in-5— AT-t-c4xe cos-^-x +  c ^  s in ^ - x .

2°. « - т а р т и б л и  ч и з и к л и  б ир  Жи н с с и з  у з г а р м а с  
к о э ф ф и ц и е н т л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р .

Фараз килайлик.

y w +  aMla~\) +  q1y l',- 2)- +  ... +  aa_ ly ’+'dny  =  q(x) . (16)

■ тенглама берилган булсин. / ' -
Маълумки, бу бир жинссиз дифференциал тенгламанинг умумий 

ечими унга мос бир жинсли

; ' ■'у{я] +  а ^ я- "  +  а ^ п- 2)+ ;.. +  ая_.]у ' + а 1ц =  0 . (16')

дифференциал тенгламанинг умумий ечими билан каралаётган
(16) тенгламанинг хусусий ечими йигиндисидан иборат булади. ,.ф 

Ушбу параграфнинг 1°-бандида б-ир жинсли дифференциал 
тенглама (16') нинг умумий ечимини характеристик тенглама /х

I kn-{-alkn~'i-\-аф,п' 2 ап_ f t -\-ап =  0 ( 16")
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нинг илдизларига караб топилишини курдик. Демак, (16) тенглама
нинг умумий ечимини топиш масаласи унинг хусусий ечимини 
топишга келади.

Умуман, бир жинссиз дифференциал тенглама (16) нинг хусусий 
ечимини 3 -§  да келтирилган усул билан топиш мумкин.

Куйида (16) тенгламанинг хусусий ечимини топишнинг амалий 
жихатдан кулай булган усулини келтирамиз.

Бу усул берилган (16) тенгламанинг унг томонидаги q{x) 
функциянинг куринишига караб хусусий ечимни маълум куринишда 
изланишига асослангандир. "*

1) (16) т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  ф у н к ц и я  т -  
д а р а ж а л и  к у п х а д  б у л с и н :

q { x ) = P m(x),

Бу холда (16) тенгламанинг хусусий ечими:
а) k = 0  сон (16") характеристик тенгламанинг илдизи булма- 

ганда '

<р(х)=рт (х),
б) k ~ 0  сон (16") характеристик тенгламанинг s каррали илдизи 

булганда •
<р(х) = x s-Pm(x)

куринишида изланади. Бунда Рт (х)^~т- даражали купхад.
М и с о л. Ушбу.

у ' " - у "  +  у ' - у  =  х2+ х

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Аввало бу тенгламага мос бир жинсли

y " ' - y " + y ' - y = Q

тенгла!иа*1инг умумий- ечимини топамиз. Равшанкй, унинг характе
ристик тенгламаси k3—k2-{-k— 1 = 0  булади. Бу тенгламанинг 
илдизларини топамиз:

k3Z -k2 +  k — l = 0 ^ { k — 1) (fe2+ l )  =0=>/г, =  1, k2= —i, йз =  1.

Бир жинсли тенгламанинг умуМий ечими y =  cier +  C2COsx +  
-f-C3sinx булади.

Каралаётган дифференциал тенгламанинг унг томонидаги 
функция 2 - даражали купхад хамда k =  0 сон характеристик 
Тенгламанинг илдизи булмаганлиги учун бир жинссиз тенгламанинг 
хусусий ечимини ушбу

ф(л:) —Л ^ + Л а Х - М з



куринишда излаймиз. Номаълум Ал.АгЛз сонларни топиш учун
ф (х) —AlX^-j-A'iX -{-Аз, ;
<р'(х) = 2 A ix-j-A 2 

Ф" (* )= 2 Л , .
Ф"' (х) = 0

ларни берилган тенгламадаги у , г/', (/", г/"' ларнинг урнига куямиз. 
Натижада

— А\х2-{- (2Л, -*Л 2)лг+ (А2 - 2 А 1 - А 3) =  *2+ х  
булади. Бундан эса

■Л,= - 1,
■ 2Л,—Л2=  1,

Л 2—2Л | — Л 3 =  О

булади. Бу системада Л (— — 1, Л2= — 3, Л3=  — 1 булиши келиб 
Чикади. Демак, бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечими 
<р(х) =  —х2 — Зх— \ булади. 1

Шундай килиб, берилган тенгламанинг умумий ечими:
/

Уумумий =  Cl е*+ с2с os* +  C3Sin*—х2 — Зх — 1.
М и с о л. Ушбу

У " '— У " =  1 2 х 2 +  6 х

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама

у ' " - у "  =  О
булиб, унинг характеристик тенгламаси k3— k2— 0 булади. Равшан- 
ки,

/fe3_ fe 2=0^/fe2(/fe- 1) =0=^fe1 =  fe2= 0 ,  k3— \.
>

Дема^бир жинсли тенгламанинг умумий ечими
y =  Ci +  сгх +  сзе*

булади.
Каралаетган дифференциал тенгламанинг унг томонидаги функ

ция 2- даражали купхад х,амда fc =  Q сон характеристик тенглама
нинг икки каррали илдизи булганлиги учун бир жинссиз тенглама
нинг хусусий ечимини ушбу

Ф (*) = х 2(Л1*2+ Л 2Х +Л3) 
куринишда излаймиз. '

Номаълум At, Л2, Лз сонларни топиш учун
Ф (*)= дг2(Л,х2-(-Л2Х-|-Лз) 

ф' (*) = 4Л]Х3--)-ЗЛ2Х2-(-2ЛзХ,
; ф " (х) =  12Л|Х2-)-6Л 2Х +  2Лз ’

Ф " ' ( * ) = 24Л 1Х + 6Л 2•’ ' I
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. лардан <р'"(х) хамда ф"(х) ларнинг кийматларини берилган 
тенгламадаги у " ' ;  у "  ларнинг урнига куямиз. Натижада,

— 12Л,лг2Ч- (24Л, —ОЛ2)д:-+- (6Л2—2Л3)

булиб, ундан
' —-12/4, =  12,

' 24/4, —6А>=6,
6А2—2А3= 0

системага келамиз. Бу системанинг ечими

Л|=. ■— 1 ,А 2— 5, А$— ~  15 I

булади. Демак, бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечими

Ф (х) =  — х4—5х3— 15*2

булади.
Шундай килиб, берилсан тенгламанинг умумий-ечими 

Уумумил—С\ +  С2х ч- Съе* — х4 — 5jc3 — 15х2
булади.

2) (16) т ен гл  а м а н и н г  у н г  т о м о н и д „ г и  ф у н к ц и я  у ш -
6 У . ' ,

q ( х ) = Р т {х)е™

к у р и н и ш д а  б у л с и н .  Бу холда (16) тенгламанинг хусусии 
ечими:

а) k =  a  сон (16") характеристик тенгламанинг илдизи б^лма- 
ганда

Ф  ( х ) = Р т (х)еах,

б) k =  a  сон (16") характеристик тенгламанинг s каррали илдизи 
булганда

< f(x )= x 'P n(x)e«*

куринишда изланади.
М и с о л .  Ушбу v

‘ у " '+ у ' '  =  3хех
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг. '

Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама

*/'" +  </" =  О
булиб, унинг характеристик тенгламаси

fe3 +  fc2 =  0
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булади. Равшанкй,

k3+  k2=0=>k2(k + 1 )  =  0=>k, =  k2=  0, fe3=  - 1 .

Унда бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

y =  cx +  ctf,-\-c#-x

б^лади.
Каралаётган дифференциал тенгламанинг унг томонидаги 

функция
\ q ( x ) =  Зхех

куринишда хамда o t= l сон характеристик тенгламанинг илдизи 
булмаганлиги учун бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечимини

ф(*) =  (Л,дс-М2)е* 

куринишда излаймиз. Равшанкй,

q/ ( x ) = e x(A\-\-A2 + A ix ) ,  

ф" ( х ) —ex(2 Ai-{-A 2 -{-Aix), 

у"' ( х ) = е х(2А1+ 2 А 2+ А ,х ) .
Буларни берилган тенгламага куйиб

<?*(4Л, +  ЗЛ2) +2AtXex= 3 x e x,

яъни
4 А | -(- ЗА 2 -f- 2 A fX= Зх ( 

булишини топамиз. Бундан эса

( 4 А 1-\-ЗА2—0,
1 ,  2Л, =  3

булиб, '
A i = ~  А 2=  —2

келиб чикади. Демак, бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечими:

ф (*) =  (-§*  — 2)<гх.

Шундай килиб, берилган дифференциа\л тенгламанинг умумий 
ечими

0 у Му* „ й = с ,  +  С з е _ д :+  ( - | * — 2 )  е*
б у л а д и .
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М и с о л .  Ушбу
• у ' " - 3 у "  +  3 у ' ~ у = е 2х

дифференциал тенгламанинг хусусий ечими кандай куринишда 
изланади?1  ̂ .

Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама у'" — Зу"-\-Зу' — у =  О 
булиб, унинг характеристик тенгламаси k3 — 3/г2-f-3fe— 1 = 0  булади. 
Равшанки,

k3 — 3к2 +  3к — 1 =  0=$-(А: — 1) (к — 2 )2=0=>& =  Л:г*»2, k .i= l,
Каралаётган дифференциал тенгламанинг унг томонидаги функция 
q (x )—e2x куринишда хамда а  =  2 сон характеристик тенгламанинг 
икки каррали илдизи булганлиги учун бир жинссиз тенгламанинг 
хусусий ечимини

Ф (х) = А х 2е2х

куринишда изланади.
3) (16) т е н г л а м а н и н г . у н г  т о м о н и д а г ^ и  ф у н к ц и я

q(x) = P m(*)cos0.x +  Qn(*)sinp*

к у р и н и ш д а  б у л с и н ,  бунда Рт ( х ) хамда Q„(*) лар мос равишда 
т  ва п- даражали купхад.

Бу холда (16) тенгламанинг хусусий ечими: 
а )£=±/|3 сон (16") характеристик тенгламанинг илдизи 

булганда
Ф,(х) = P , ( * ) c o s 0 *  +  Qx(*)sinPA:,

б) Л = ± / 0  сон (16") характеристик тенгламанинг s каррали
илдизи булганда

ф(д-) ==*s(P;i(a:)cosPa: +  Qx(jc) sinp-v)

куринишда изланади, бунда X =  max{m, п].
М и с о л. Ушбу • \

y{W)-\-4у"-\-4y =  xsm2x
Дифференциал тенгламанинг хусусий ечими кандай куринишда 
изланади? ^

Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама (/<1V)-f-4t/"~)-4i/ =  0 
булиб, унинг характеристик тенгламаси fe4 4 j r 4 »  0 булади. 
Равшанки,

к* 4k2 4 — 0=Ф-(к2 -\-2) 2=0=>kl= ’k2= i  -\/2, '

. , '  ̂ * .,= —г \J2.

Каралаётган дифференциал тенгламанинг унг томонидаги функция

q (x ) = x -s in 2 x
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куринишда хамда k = ± :2 i  сон характеристик тенгламанинг илдизи 
булганлиги учун бир жинссиз дифференциал тенгламанинг хусусий 
ечими

ф (х) =  (А ,д: 4- А 2) sin2x +  (А& + А 4) cos2x

куринишда изланади.
4) (16) т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  ф у н к ц и я

V (*) =tfax Pm (* )cospx-f  Q„(*)sinp*]

к у р и н и ш д а  б у л с и н .
Бу ^олда (16) тенгламанинг хусусий ечими:
а) /г =  а± /р  сон (16") характеристик тенгламанинг илдизи 

булмаганда

Ф ( х ) = е ах р  ~^(r)cosp*+Q^*)sinp*],
* 1

б) ft =  a ± »P  сон (16") характеристик тенгламанинг s каррали 
илдизи»булганда

ф(х) = x s-еах P^(jc) cosPx +  Qx(x) sinpx]

куринишда изланади.
М и с о л. Ушбу

• У " ' У '  =  (cos2x +  sm2je)
дифференциал тенгламанинг хусусий ечими кандай куринишда 
изланади?

Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама у'"-\-у' =  Cf булиб, 
унинг характеристик тенгламаси k3-\-k =  0 булади. Равшанкй,

* 3+А>=0^Л(£2+  1) = 0 ь ^ ,  =  0, k2= i ,  k3=  - i .
' . V

Каралаётган дифференциал тенгламанинг унг томонидаги функ
ция

cos2x+sin2x)

куринишда хамда А =  1 ± 2 t  сон характеристик тенгламанинг илдизи 
булмаганлиги учун бир жинссиз дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечими -

Л>(х) = Л  •eJt(cos2jc-f-sin2*)

' куринишда изланади.



■ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ

1-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ ЕЧИМИНИНГ 
МАВЖУДЛИГИ ВА ЯГОНАЛИГИ

Фараз килайлик,
{х,У1.У2,-,Уп),)й=*Ь (*. УиУз,..;Уп), .... yh =  fn (*, у и У2 ,-,Уп)

п та дифференциал тенгламалар берилган булиб, улардан ташкил 
топган

y\ =  fi (х, У и Уз,-, Уп)

Уг=1*(х,УьУ2 .....Уп) m

Уп =  1п {х ,у х, у ь .. . ,уп)

системани карайлик-. Бунда * — эркли узгарувчи, У\=У\{х), Уй— 
= У 2( х ) , - ,У п  — У п (х )  — номаълум функциялар, у\, уЬ.,.,у'п лар эса 
шу функцияларнинг з^осилалари.

Одатда ■ (1) система дифференциал тенгламалар системаси 
дейилади.

Масалан,
! , ■

У\— У1==У\-+-У2— У г У ь

У 2 = У 1 + 1  J  У 2=  —  У\—  У 2 +  У Г У 2 )

у \ = у 2sinx, ) '

У 2 = У ^ Х I
дифференциал тенгламалар системаларидир.

Фараз килайлик, ф(х), фг(х), ..., ф«(х) функцияларнинг хар бири 
(а> 6) интервалда аникданган, узлуксиз х,амда узлуксиз <ф{(х), 
фг(х) фп(х) хосилаларга эга булсин.

Агар (1) системадаги у\, у 2,..., уп ларнинг урнига ф( (х ), фг^х),— * 
Фп(х) лар, у{, г/£ ,..., у'„ ларнинг урнига эса фНх), ф£(х) ф«(дс) л аР 
куйилганда ундаги' тенгламалар айниятга айланса:

^SSf^ X ,  ф1,ф2)..„фп), ;

Ф2^/1(*,Ф1>Ф2.....ф п\>

фП̂ /1(х,ф1,ф2,-.фп).



у Холда tpj (лг), (р2 (х) ,...,фл (х) функциялар (1) дифференциал 
тенгламалар системасининг ечими дейилади.
' Масалан, i

У \—У'2, V
У'г=—У\) ■

системанинг ечими

ф1 (х) ~  Cicos (х — С2) ,
(Ci С2 =  const)

Ф2 (х) =  — Cisin (х — С 2) ,
булади, чунки

ф! =ф[ (х) =  Cicos(x — Cz), ф '^ф'^х) =  — C,siri(x —С2),
Фг — фг(^) =  —  C|Sin(x  —  С2), ф г = ф 2(^) =  — C,cos(x — С 2)

лар учун ‘
ф'((х) = ф 2(лг), 

ф2(х) =5 — ф| (лг)

булади, ^
Дифференциал тенгламалар системасини ечиш усулларини баён 

этишдан аввал (1) система ечимининг мавжудлиги хамда ягоналиги 
хакидаги теоремани исботсиз келтирамиз.

Айтайлик, /,(х, у\, у2,..., уп), /г(х, у^уг,..., уп) ,..., f n ( x ,  yiyz,..., уп) 
функцияларнинг хар бири л + 1  узгарувчининг функцияси сифатида 
R"'‘ 1 фазодаги ^

0 =={{х,уи у 2,...,уп)^ Я п+л:\х — х °\ ^ а ,
\у\— y t lK b i ,  I//2— г/2|<Й2..., [уп—Уп\^Ьп\

ёпик «тугри туртбурчак»да берилган булсин. (а, Ь, Ь2,..., Ьп) — 
узгармас мусбат сонлар, х0, y °, у2,..., yn)£Rn+\)

1 - т а ъ р и ф .  j/4гар шундай узгармас мусбат k сон мавжуд 
бЦлсака, fi (х, у\, у 2,..., уп) функция (7=1,2, ...> п) х аргументнинг 
U —дс0|< ;а  тенгсизликни к,аноЗтлантирадиган ихтиёрий к,ийматла- 
рида, у\, г/г.....уп аргумент ларнинг

\У\—у°\<Ьи \Ут-уг\^Ь2,...,\уп — у ап\<;Ьп

тенгсизликдарни щаноатлантирадиган ихтиёрий у {, у 2, ..... Уп хам да
у и №, ..., уп кийматлари учун . '

\М*,Уи Уп)—Ь{х,у}, Я - , 0 » )  I <
\у—У1 I +  \у2 — А/21 +  ••• +  \уп—Уп i )

(г =  1,2,3, ..., п) тенгеизлик уринли булса, /Дх, у\, у 2...........уп),
h ix ,  у |, г/г........уп) ......... f n ( х, у и г/г, ••• , Уп) функциялар у\, у 2, ... , уп лар
брйича Липшиц шартини бажаради дейилади.



1 - т е о р е м а .  Агар >. » ;
■yi—f i(*> У и У% ••• , Уп), : ■! ' 1 ;

• У2 = / 2(х, Уь У2, , Уп), i ‘ ‘

л y'n =  fn{x, У и  у2, ... , Уп)
дифференциал тенгламалар системасида f\ (х, у  i , у 2, . . . ,  уп ), Ь (х, у  i , 
у 2, ••• , Уп),.-4п(х, у\, у 2, ... , у п) функцияларнинг щр бири О да 
узлуксиз булиб, у\, у 2 , . . . ,  у п аргументлари буйича Липшиц шартини 
бажарса, у %олда (1) дифференциал тенгламалар системаеининг
[xo— h,  х 0 +  Л] сегментда (h ^  m i h ( a , , \ f i \  i =  1 , n )

бошлангич
У>I У°» 021 х х̂0— У»—> Уп\ У“п

шартни каноатлантирувчи ечими мавжуд ва у ягона булади.

2- §. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИ ЕЧИШ УСУЛЛАРИ
Г. Д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р  с и с т е м а с и н и  

б и т т а  ю к о р и  т а р т и б л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а г а  
к е л т и р и б  е ч иш.  *

Дифференциал тенгламалар системасини ечишнинг . турли 
усуллари мавжуд. Шулардан бири маълум шартлар бажарил- 
ганда дифференциал тенгДамалар системасини битта юкори 
тартибли дифференциал тенгламага келтириб ечиш усулидир. Бу 
усулда (1) системага кирган тенгламалар билан : бирга,/ шу 
системага кирган тенгламаларии , дифференциаллашдан, хосид 
булган тенгламалар бирга каралади- Сунг топилган функция 
Х,осилаларнинг урнига куйиш йули билан битта номаълум функция
га нисбатан юкори .тартибли дифференциал тенглама . хосил 
Килинади.

Соддалик учун икки номаълум функция ва уларнинг хосилалари 
катнашган иккита дифференциал тенгламадан иборат

y'i =  fi(x, у  1, 1/2 ), 
y 2= h ( x ,  У\, уг) (2 )

. • f
системани караймиз. Бу системанинг биринчи тенгламаси

y\ =  fi(x, у и у 2) . . (3 )
ни дифференциаллаб топамиз: • '

' „ ,5/| . "/) , , ■ 
У1 = -аГ + ~в^;У1+ д̂ 2 -уь '

Бу тенгликдаги у\, у 2 ларнинг ур.цига- (2) системадаги унинг 
кийматларини;куйсак, унда

" г д t I d,i f dfi I f t \ t 9i t t \• y ' ,n: + 1+ dx + ^ - f 2 ( x , y x , y J  , (4)

булади.
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(3) тенгламадан у2 ни топиб (бу у2 функция х, у\, у\ лар оркали 
ифодаланади) уни (4) тенгликдаги г/2 нинг Урнига куйсак, натижада

у\'==Ф(х, у и У \ )

иккинчи таря-ибли дифференциал тенгламага келамиз.
М и с о л л а р. 1. Ушбу ‘

у'\=у'ъ I 
’ у'ъ— —~У\ I

системани ечинг.
Бу системанингj биринчи1 тенгламасининг хар икки томонини 

дифференциаллаймиз:
, J t __t .f

У 1 = У 2 .

Сунг у !2 нинг урнига (берилган системанинг иккинчи тенгламаси- 
га кура) — у\ ни куйиб куйидаги

УГ+У1 =  0

иккинчи тартибли дифференциал тенгламага келамиз. Бу тенглама
нинг умумий ечими

j/i==CiCosjc +  C2sinx
булади.

Берилган системанинг биринчи тенгламасидан фойдаланиб 
* У2=Ул~  (CiCosjc +  C2sinx)/=  — Cisinx+C2COsx

булишини топамиз.
Демак, системанинг ечими

у\ =  Cicpsx-j- C2sinx,
У2— — Cisin^ +  Gcosx

булади.
2. Ушбу

.„-У* *
y\= y\+sinx,'

• системани ечинг.
Бу системанинг биринчи тенгламасининг х,ар иккй томонини 

дифференциаллаймиз:

у"— 2у2 • у2 -\- COSX. "
Берилган системанинг иккинчи тенгламасидан

2у2-у2=у1
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у"—У i =  cosx
булиши келиб чикади. Бу чизикли бир Жинссиз тенгламанинг 
умумий ечими

y l=±Clex+ C 2e ~x— ^cosx

булишини топамиз. Кейинги икки тенгликдан

булади.
Сунг

г/i =г/2-Ь sinjcr, 
y l =  C lex-{-C^ ~ x—~ co sx

тенгликлардан
у \ = С {ех— Сф х—т  sin*

булиши келиб чикади.
Демак, берилган системанинг ечими

у х =  С хех+С<2е~х-~ - c o s x ,

' У ,=  (г  \ех- С $ - х- ~  s in x ^

булади.
2°. Д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р  с и с т е м а с и н и  и н 

т е г р а л л а н у в ч и  к о м б и н а ц и я л а р н и т о п и ш  б и л а н  
е ч и ш.  , 1

Дифференциал тенгламалар системасини ечишнинг бу усулида, 
системага кирган тенгламалар устида арифметик амаллар бажа- 
риш натижасида интегралланувчи комбинация хосил килинади,
яъни амаллар натижасида х, у\, уч.....  уп ларга боглик шундай
номаълум

и =  и(х, У\, У2,.:,Уп)
функция ва унинг хосилалари богланган тенглама топиладики, 
у енгил интегралланувчи булади.

М и с о л л а р. 1. У шбу

г/,=±-

i/ 2 = -

У2_
X ’ 

X
системани ечинг.

Аввало системага кирган тенгламаларни х,адлаб кушамиз:

y/l +y'2= - ~ ( y l +  y 2) ^ ( y l+ y 2) , =  - ~ ( y l +  y 2).
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Равшанки,
d{yx+y2) 1 , . d( y t + y 2) • dx
—  ~  r  ( 0 .  +  У**^  y l + y2 = ------

' ■ ' C,
=>\n\yl +  y 2\ =  -\n\x\+\n\Cl\=>yl +  y 2= ~ - .

Сунг системага кирган тенгламаларии хадлаб айирамиз:

УI — 02 — \ (У  г -  Уч) =► (У 1 — 02>' = у  (У I — 0 2) ■

Равшанки, ,
■ d ( y l - y 2) I d( y l —y2) dx

(У— У;) 'dx х v ; ; l  У\—У% х

=>\п\у\—у 2\=\п\х\+\п\С2\=*у1 — у г= С ^ -
Натижада

, ■ С,
«/1 +  0 2 = — .

У\ Уг— С 2* 

система х,осил булади; Бу системадан
С,

0 i = i  (тf + е д ,2 v л:

булиши келиб чикади. Бу берилган дифференциал тенгламалар 
системасининг ечимц булади.

2. Ушбу
01 = 0  г  02.

/ У2 . 2
02 == ------01*02

системани ечинг. '
Берилган системадаги биринчи тенгламани у2 га, иккинчи 

тенгламани эса г/i га купайтириб х,осил булган тенгламаларии 
хадлаб кушамиз:

2 ,,2 | У\'У2 2 .,2 . .. I .. У\'У2
, 01 * 02 +  02 * 01 =  01 • 02 Н----- - 0 1 - 0 Й - 0 2 - 0 1 + 0 1 - 0 2  — - 7 ~ -

Агйр ■ - '■ ■'*■■ ■'■
02-01 +01 -02= (01 -02:).' 

булишини эътиборга олсак, унда кейинги тенглама куйидаги

куринишга келади.
( 0 г 0 2) '  =  ~  (01 -02)
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Равшанкй,
d(y{-y2) 1 , d(yr y2) dx

\Ух'У2)=> — 'dx i  151 У\'У2 x

=>\п\уг у 2\ =  \п\х\ +  \п\Сх\=>у\-у2-=*Х'Сх. ^

Бу тенгликни эътиборга олиб, берилган системанинг биринчи
тенгламаси у'\=уЬу2 ни ушбу

у'\ =  у 1‘'С\-х , ; (6)
куринишда ёзиб оламиз. Энди (6) тенгламани ечамиз: •*

- ^ = C r x - y f? ~ = C r x-(tx**'\r\\yl\** -

2 х̂ ф
т= С I • ~  +1 n | С21 =^у, =  с 2 • е С|1 ~т  .

"т-

(5) тенгликдан фойдаланиб топамиз: ‘
2 * J

сг с, * ~tv 4 -
УI 'У2— С\Х=$-у2‘ С2-е 2 — С\Х=$-у2~-р~Х'е ( С 2 ^ 0 ) «

Шундай килиб, . ’ /

У i =  С г-eС'’~2

С] ~ci‘~  1 У2= - ^ ‘ Х-е

берилган дифференциал тенгламалар системасинингечими булади.
3. Ушбу ’ ,

у\ =  Зу1+Ъу2, |
у/2= —2у1 — 8у2 J

дифференциал тенгламалар системасининг
«/lL = 0 = 2. У21х- 0 = 5 .

шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.'
Системадаги биринчи тенгламани 2 га купайтириб, уни иккинчи 

тенглама билан х,адлаб кушиб топамиз:

2 у\ + У 2 =  2 (3t/i +  5у2) +  ( — 2у | — 8у2)=>(2у\ +  у2)' »  2 (2t/i +  у2) . 
Кейинги тенгламани ечамиз:

— — —=2( 2ы,  +  у 2)=>- —о—1—1— =2dx=>

=^1п|2г/,-|-i/2| = 2 x - f ln | C l|=>-2i/1+ y 2= C 1e 2jt=w/2=C|e2j(— 2 у , .  . (7)
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Агар у 2 нинг' бу ифодасини берилган системадаги биринчи 
тенгламада катнашган у2 нинг урнига куйсак, унда

^  =  3У!+ 5 ( С , ^ - 2 У1),

яъни
у \ = - 7 У1 +  5С г е2*

чизикли дифференциал тенглама хосил булади. Бу чизикли 
дифференциал тенгламани 8- боб, 3- § да урганилган усул билан 
ечиб, унинг ечими

У: =  С2е - 7‘ + 1 с г е2\
булишини топамиз.

Юкоридаги (7) тенгликдан фойдаланиб,

У 2 - С , . ^ - 2 ( С 2в - + | с |е- ) ,

y 2= - ~ C le2x- 2 C r e~ix , .

булишини топамиз. .
Шундай килиб,берилган дифференциал тенгламалар системаси- 

нинг ечими:
' у { =

- 2 С > - 7*. (8 )

Энди У\\х=̂ 0 ~ 2 > У2 \х = 0= 5

шартларни эътиборга олиб, (8) тенгликлардаги к нинг урнига 0 ни, у, 
Хамда i/г ларнинг урнига эса мос равишда 2 ва 5 ларни куямиз.
Натижада

2 =  С2+ | С „

5  = = - ^ - 2  С 2
(9)

булади. (9) системани ечиб
C i =  9 , С 2 =  — 3

б^лцшини топамиз.
Демак, берилган дифференциал тенгламалар системасининг 

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечими

Ух= ( - Ъ ) - е - 7х+-^е2х-% =  Ье£х- ? > е -1х
\_
9У 2=<— }г9е2х—2( — 3 ) е - 7х= - е 2х+ 6 е - 7х

булади .



А Д А Б  И Ё Т Л  А Р

1. Т. Ж у р а е в ,  А.  С а ъ д у л л а е в ,  Г. X у д  о й б е  р г а н о в, X. М а н с у р о в ,  
А.  В о р и с о в. Олий математика асослари. I- том. Тошкент, «У збекистан», 1995.

2. В. С. Ш и п а ч е  в. Высш ая математика. М ., «В ы сш ая ш кола», 1990.

3. В. В. С т е п а н о  в. Курс дифференциальных уравнений, М., 1968.
4. Л . Э. Э л ь с г о л ь ц. Дифференциальные уравнения и вариационное исчисление.

М ., «Н ау ка » , 1969.
5. Л . Н. Т и х о н о в, А. Б. В а с и л ь е  в а, Л. Г. С в е  ш н и к о в. Дифференциальные

уравнения, М ., «Н ау ка » , 1980.
6. М. С. С а л о х и т д  и н о в ., F. Н. Н а с р и т д и н о в .  Оддий дифференциал

тенгламалар . Т., «У збекистан», 1994.
7. Т. А з ^  а р о а, X. М а и с у р о в. М атематик анализ, I—II том. Тошкент, 1994, 1995.
8. Е. У. С о'а т о  в. Олий математика. I— II том. Тошкент, «У китувчи», 1993, 1994.
9. В. А. К у д  р я в ц е в, Б. П. Д  е м и д  о в и ч. Краткий курс высшей1 математики. М ., 

1986.
10. А. С а ъ д у л л а е в ,  X. М а н с у р о в ,  Г. Х у д о й б е р г а н о в ,  А.  Б о р и с о в ,  

р .  Р у л  о м о в .  М атематик анализ курсидан мисол ва м асалалар  туплами. I—
II томлар. Тошкент, «У збекистан», 1994, 1995.

— . y # G / .iS  ,
Лу



М У Н Д А Р  И Ж А

СУЗ БОШИ ........................................................ .................................................  . . . . .  3

1- б  о б. АНИКМАС ИНТЕГРАЛ .........................  4

1-§. Бошлангич функдия. Аникмас интеграл т у ш у н ч а с и ......................................4
2- §. Аникмас интегралнинг асосий хоссалари . \ 7
3- §. Аникмас интегралнинг ж адвали . Мисоллар 8
4  ̂§. Интеграллаш усуллари . . ..................................................................... ...... 11
5* §. Содда касрлар ва уларни и н т е г р а л л а ш ...................................................  16
6- §. Рационал. функцияларни интеграллаи) .........................................................18
7 :§ .  Баъзи иррационал функцияларни Интеграллаш . . . . . . . .  28
8- §., Тригонометрик функцияларни интеграллаш . ............................................ 35

2 - б о б .  АНИК, ИНТЕГРАЛ . .........................  . ......................... ...... . 38
1 - §. Аник интеграл тушунчаси . . . . ., • ..  ...................................... ......... 38
2-§ . Аник интегралнинг мавжудлиги . ........................................................................... 44
3-§ . Аник интегралнинг Хоссалари . . ...................................... .................................. 49
4-§ . Аник интегралларни хиеоблаш . ......................................................... . . . 55

■ 5 -§ .  Аник интегралларни такрибий х и е о б л а ш ...................................................................62

3 - б о б .  АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ БАЪЗИ ТАТБИКЛАРИ . . .  . . ' . * 7 2
1-§. Ей узунлиги ва уни хиеоблаш . . . ..................................................... 72
2-§ . Текис шаклнинг юзи ва уни хиеоблаш . ............................................................... 78
3 -§ ,  Айланма сирт юзи ва уйи х и е о б л а ш ............................... ...... 83
4 -§ .  Узгарувчи кучнинг б аж арган  иши ва, уни хиеоблаш ......................... 84
5- §. Геометрик шаклларнинг статик; моментлари ва огирлик марказини .топиш 86

4 - б о б. КАТОРЛАР . ' . . . . . . . . . . . .  87
1-§. Сонли каторлар тушунчаси. Содда теоремалар . . . . . . 87
2-.§. Мусбат хад^и каторлар. Со^иштириш т е о р е м а л а р и ......................... ...... 92
3-§ .  Ихтиёрий каторлар. Лейбниц теоремаси . . ......................................98
4-§ . Функционал кетма-кетлик ва каторлар . . . . . . . ' .  . 101 
-5- §. Текис якинлашувчи функционал каторларнинг хоссалари .. . . . 1Q6
6-§ .  Д араж ал и  каторлар ......................................  . . . . . . . . 1 1 0

5 - б о б .  КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР, УЛАРНИНГ ЛИМИТИ
ВА УЗЛУКСИЗДИГИ ......................................................... . . . 1 2 g

1-§. R 2 фазо ва ундаги баъзи бир тупламлар ............................... 122
2-§ . ^  фазода очик хамда ёпик тупламлар . . ...................................... ...... . 124
3-.§. Икки узгарувчили функциялар, ■ ................................126

. 4- §. Икки узгарувчили функция л и м и т и .................................................. . . . . 1 2 8
- 5 -§ . Икки узгарувчили функциянинг у з л у к с и з л и г и .................................................. 137

в - б  О б. ИККИ УЗГАРУБЧИЙИ ФУНКЦИЯНИНГ ХОСИЛА ВА ’ *
- ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ . . . . . . . . . . 1 4 2

v 1-§. ФуиКциянинг хусусий хосилалари .................................................. ......  142
2-|. Йуналиш буйича хосила ............................................ . 149
3-§ . Функциянинг дифференциали . . . 1 5 0
4 - , Функциянинг  юкори тартибли хосила ва дифференциаллари . . .  153
5 -§ . .У р та ..киймат хакидаги теорема . . , . .V .  . . .. .. . 1§£ 
Ь-§. Функциянинг Тейлор формуласи . . ...............................................................159

, .7-, §. Функциянинг экстремум кийматлари . ............................... " . 161
8-§ .  Ошкормас функциялар . . 7 ............................................ ......  . 168

302



7- б о б. т -  УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР .................................................. ...... . . 1 7 3
1 - 4  R™ фазо ва унинг мухим т у п л а м л а р и .....................................................................173
2 -§ . т -  узгарувчили функция ва унинг л и м и т и ........................................................ 174

3 - 4  т -  узгарувчили функциянинг у з л у к с и з л и г и ..................................... ' . . . 176
4 -§ . т -  узгарувчили функциянинг хусусий хосилнлари ......................................176
5 - 4  т -  узгарувчили функциянинг дифференциали . . ............................... 178

6- §. т -  узгарувчили функциянинг юкори тартибли косила ва дифферен-
циаллари ............................... ...... ....................................................................................... 179

8 - б о б. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР . . . 1 8 5
1 - 4  t/=f(x, у) дифференциал'тенглама ечимииииг мавжудлиги ва яго

налиги ................................................................................................................................... 188
%2-§. Узгарувчилари аж раладиган  дифференциал тенгламалар ........................... 195

*3-§. Чизикли дифференциал тенгламалар  ...............................................................200
v4 -jk  Бернулли тенгламаси ........................................................  • 204
*б-| . Тулик дифференциал тенглама ...............................................................• ■ 206

6 - 4  Дифференциал тенгламанинг махсус е ч и м л а р и ....................................... 2 1 4
7 -§ . Х осилага нисбатан ечилмаган биринчи тартибли дифференциал тенг

лам алар  .......................................... . . . ............................................ ...... . 218
8-.§. Л агр ан ж  тенгламаси ...................................... •.........................................................223
9 -$ . Клеро тенгламаси .......................................................................................................... 224

10-f  Ошкормас куринишдаги биринчи тартибли айрим дифференциал тенг
лам алар  ..................................................................... ........................................................226

вс б о б. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР . . • 229
1-§. Иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг умумий к?риниши . 229
2 - 4  Иккинчи тартибли хосилага нисбатан ечилган тенгламалар . . . .  230-
3-.§. Иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенгламалар .........................  236 '
4 - 4  Иккинчи тартибли бир жинсли чизикли дифференциал тенгламалар  . 238
5-$ . Бир жинсли булмаган  чизикли дифференциал тенгламалар . . . .  245

1 0 -б о б. ИККИНЧИ ^АРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ УЗГАРМАС КОЭФФИ
ЦИЕНТЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР ......................................251

1 -4  Бир жинсли узгар м ас коэффициентли дифференциал тенгламалар . . 2 5 1
2 -$ . Бир жинсли булмаган узгарм ас коэффициентли дифференциал тейгла- 

м а л а р ......................... ................................................................................................... . . . 258

11- б о б .  п- ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ Т Е Н Г Л А М А Л А Р ..................................269
1 :’§- п~ тартибли дифференциал тенгламанинг умумий к^риниши . . . .  269
2 - 4  я-тарти бли  дифференциал тенгламанинг ечими мавжудлиги . . . . 2 7 3

' 3 - 4  п- тартибли чизикли дифференциал тенгламалар ............................................ 275
4- 4  я- тартибли чизикли Узгармас коэффициентли дифференциал тенгла

малар . . . . * . . ..................................................  282.

1,2- б о б. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР С И С Т Е М А С И ............................... 293
1 -4  Дифференциал тенгламалар системаси ечимииииг мавжудлиги ва 

ягоналиги ............................................ ...............................: ........................................... 293
2- 4  Дифференциал тенгламалар системасини ечиш усуллари . . . . .  295

303



СУЗ БОН

I - б о б. А

>-§ I , ' '
2- §. /
3- §• •' ' '
1-§. I ■
')• §. ( . . .
!'>§■ 1 
М- L8-§.,Т

2 - б о б. ЛГ

1-§. А
2-§ .  А
• 'И -  А . .
4-§ .  А ■ ^
5 §- Л ,

3 - е  о б. AF

!•§. Е ' <
. . 2 - « .  Т ■ . -
!' 3- §.. А 4

4- §. У '
5- §. Г< , V -  , • ■ '

4- 6 о б. КА

> i-§. <:• -
з -1. и Тухтамурат Жураев, Азимбой Саъдуллаев,
4-§. ф Гулмирза Худойберганов, Хожиакбар Мансуров,
! '  | J  Азизжон Борисов

5- б'о б. к ;  ‘
В А Издательство «У збекистан»—1999, .

j . j  ^2 ^  700129, Т аш кент, Н авои, 30.
2-§.' R2 - . . • ' ■
3 -§. И,

• 4- §• И> , Кичик муздррир Ш. Соибназарова
5- §. Иг- Бадиий мухаррир Т. Каноатов 

„ Техник мухаррир А. .Горшкова
i М усавдих М, Мажитхужаева

v Ф\,2- §. й у , Тсришга берилди 9.10.95. Босишга рухеатэтилди 12.02.99. Бичими 6 0 х 90 ‘/|f>. Офсет
3- §, Ф} босма усулида босилди. Ш аргли босма т. 19,0. Н аш рт. 18,53. Нусхаси 3000,
4 -§ ;;Ф * Г  Бую ртма № 690. Ба^оси шартнома асосида.
5-§. Ур, ■ •
6- §. Фу; . .

: o f '  «Узбекистон* нашриёти, 700129, 'Тошкент, Навоий к^часи, 30. Нашр К» 135—95.
о -S- UUJ1 : •

«Узбекистон Респ убли кам  Д а в л а т  матбуот кумитаси ижарадаги Тошкент матбаа 
' комбинатида босилди. 700129, Тошкент, Навоий к^часи, 30.


