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formulasi.

2 Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri. Cheksiz usoglashgan nugta.
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1 Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Misollar yechish.

Kompleks sonning geometrik tasviri. Kompleks sondan n-tartibli ildiz
chiqgarish. Misollar yechish.
Kompleks tekislikda chiziglar va sohalar.

Kompleks o’zgaruvchili funksiya limiti va uzluksizligi.

Kompleks o’zgaruvchili funksiya differensiallanuvchanligi. Koshi—Riman
shartlari.
Garmonik funksiyalar va ularning xossalari
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Elementar funksiyalar (chizigli, kasr-chiziqli, darajali), ko’rsatkichli,
trigonometrik, eksponensial, logarifmik, Jukovskiy funksiyalari  orqali
konform akslantirish. Misollar yechish.

Kompleks funksiyaning integrallarini hisoblash. Misollar yechish.
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~ Koshining integral formulasi yordamida integrallarni hisoblash.
10. Darajali qatorlar. Koshi-Adamar formulasi.

11. Golomorf funksiyalarni gatorga yoyish. Teylor gatorlari

12. Golomorf funksiyaning nollari.

13, Loran qatorlari. Maxsus nuqtalar va ularning turlari

14. Chegirmalar (qoldiglar) nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni
hisoblash formulalari.

15. Chegirmalar (goldiglar) nazariyasini aniq integrallarni hisoblashga tadbigi.
Jordan lemmasi.
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FANNING ANNOTATSIYASI

Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi matematikaning tarkibiy qismi
bo’lishi bilan bir qatorda matematika yutuqlarini hayotga bevosita qo’llash imkonini
beradigan asosiy fanlardan biridir.

Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi fanini o’qitilishidan magsad
talabalarga muhim ahamiyatga ega bo’lgan Koshining integral teoremasi, Koshining
integral formulasi, yagonalik teoremasi va analitik davom ettirish prinsipi, goldiglar
nazariyasining asosiy teoremasi hamda shu asosda yopiq kontur bo’yicha olingan aniq va
xosmas integrallarni hisoblash usullari, elementar funksiyalar orgali konform akslantirish
tushunchasidan samarali foydalanish usullarini o’rgatish, ularda kompleks analiz
sohasiga tegishli muammolarni hal etishda yetarli bilim va ko’nikmalarni shakllantirish,
kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasining muhim xususiyatlaridan unumli
foydalana olish gobiliyatini rivojlantirishdan iboratdir.
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Fanni ozlashtirish bo’yicha Davlat ta’lim standartlari

asosida qo’yilgan talablar
Fanni o‘zlashtirish darajasi (saviyasi)

1. Matematik analiz, chiziqli algebra va geometriya kurslaridan olingan bilimlarni
to‘ldirish, hamda o’zlashtirilgan bilim va ko’nikmalarni kompleks o’zgaruvchili
funksiyalarga moslab qo‘llay bilish, kompleks sonlar va ular ustida amallar bajarish,
kompleks hadli sonly ketma-ketlik va gatorlar, haqiqgiy parametrli kompleks giymatli
funksiyalar, chiziq, Jordan jizig’l va soha, kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi
va integrali, funksional gatorlar va ularning yaginlashish alomatlari, darajali gator uchun
yaqginlashish radiusi va sohasi kabi tushunchalar bilan tanishish va ularning asosiy
xossalarini o‘rganish. Regulyar, analitik, garmonik va qo’shma garmonik, meromorf
funksiyalar hagida tasavvurga ega bo‘lishi;

2. Bir va ko’p bog’lamli sohalarda Koshi teoremasi va integral formulalari, Koshi
tipidagi integrallar, analitik funksiya hosilalari formulalari, analitik funksiyalarning
yagonalik teoremasi, analitik davom ettirish prinsipi, maxsus nuqtalar va ularni tiplarga
ajratish, Loran gatori va uning yagonaligi, qoldiq tushunchasi va uni hisoblash
formulalari, konform akslantirish, chizigli, kasr chizigli, Jukovskiy, trigonometric,
ko’rsatkichli gunksiyalar orqali konform akslantirishlar hagida umumiy tasavvurga ega
bo’lishi, teoremalardagi _shart va tasdigni_farglay bilishi, ularning muhimligini
anglashi va nazariy bilimlardan amalda foydalana bilishi lozim;

2. Avval o‘rganilgan fanlar bilan bog‘liqligi
Maktab, akademik litsey va kollejlar matematikasi. Matematik analiz, algebra,
geometriya, differensial va matematik fizika tenglamalari.

3. Fan bo‘yicha o‘quv mashg‘ulotlari turlari va ularning semestrlar bo’yicha
hajmi (soatlarda)

Ne Dars turi Mustaqil Ma’ruza Amaliyot Seminar Jami
Yo’nalish Ta’lim
1 Amaliy 90 30 30 - 150
matematika
VIl semestr
4 JAMI 90 30 30 - 150




3. Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan fan dasturi va sillabusi
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Auditoriya Mustaqil ta'lim | Jaml yuklama
Fanning nomi mashg'ulotlari (soat) (soat)
1. (soat)
Kompleks o*zgaruvchili 60 120 180
funksiyalar nazariyasi

2| Fanning mazmuni

Fanni o'qgitishdan maqsad ~ talabalami kompleks o'zgaruvchili funksiyalar
nazariyasining asoslan, elementar funksiyalar yordamida bajariladigan konform
akslantirishlar, golomorf funksiyalar va ulaming xossalari, chegirmalar nazariyasi
bilan tanishtirish, kompleks analiz metodlari va ular yordamida turli masalalami
yechish ko*nikmalarini hosil gilishdan iborat.

Fanning vazifasi — talabalarda nazariy bilimlar, amaliy ko‘nikmalar,
mantigiy fikrlash, to‘g‘ri xulosa chigarish, matematik madaniyatini oshirish
hamda ilmiy dunyoqarashini shakllantirishdan iborat,

I1. Asosiy nazariy gism (ma’ruza mashg*ulotlari)

IL.1. Fan tarkibiga quyidagi mavzular Kiradi:

1-mavzu. Kompleks tekislik.
Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Kompleks tekislik. Riman sferasi.

ompleks tekislikda chiziglar va sohalar,
2-mavzu, Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar.

Funksiya limiti, uzluksizligi va differensiallanuvchiligi. Koshi-Riman
hartlari. Golomorf funksiya tushunchasi. Hosila moduli va argumentining
metrik ma'nosi. Konform akslantirishlar,
3-mavzu. Kompleks o‘zgaruvchili elementar funksiyalar.
Kasr-chizigli funksiya va uning xossalari. Kasr-chizigli akslantirishlaming
lassifikatsiyasi. Jukovskiy funksiyasi, darajali va ko‘rsatkichli funksiyalar,
igonometrik funksiyalar, logorifmik fuksiyalar va ularning xossalari.
4-mavzu. Kompleks argumentli funksiyalarning integrali.
Kompleks argumentli funksiyalarning integrali, xossalari, egri chizigli
ntegrallar bilan bog'lanishi. Koshi teoremasi. Boshlang‘ich funksiya tushunchasi.
hining integral formulasi.




_ S-maveu. Darajall q:.lnrlnr. '
. ha"nll:l teoremasi. Koshi—Adamar formulasi. Golomorf funksiyalami gatorga |
Feyish. leylor qutorlar. Koshi tengsizliklari. Liwvill va Morera teoremalari. |
Wagonalik teoremasi, Veyershtrass teoremasi. |

G-mavew. Golomorf fusksiyalarning xossalari,

mﬂmﬁulﬂm funksiyaning nollan. Loran qatorlari. Maxsus muqtalar va ulaming

. T-mavrw. Chegirmalar nazariyasi elementlari.
Chegirmalar nazariyasi va uning tadbiglari. Jordan lemmasi.

11 Amaliy mashg*ulotlari buyicha ko‘rsatma va tavsivalar
Amaliy mashg'ulodlardan magsad ma'roea materiallari bo*yicha talabalaming

bilim va ko‘nikmalarini chuqurlashtifish va kengaytirishdan iborat. Bunda
talabalar amaliy mashg'ulotlarda misol va masalalami yechishda, yechimlarni
tahlil gilishda olgan nazariy bilimlarini go'llay olishlari nazarda tutiladi,

Amaliy mashg*ulotlar uchun quyidapgl mavzular tavsiya efilndi:
. Kompleks sonlar va ular ustida amallar.
. Kompleks sonlami geometrik tasvirlash, Kompleks tekislik.,
. “Stereografik proeksiva. Riman sferasi,
. Kompleks tekislikda chiziglar va sohalar,
. Kompleks o*zganuvchili funksiyva limiti va uzluksizligi.
Kompleks o zganuvehili funksiya differensinllanuvchiligi. Koshi—Riman
shartlan, Golomar! funksiya tushunchasa,
Garmonik fuksiyalar va ulaming xossalari.
8. Hosila moduli va argumentining geometrik ma'nosi, Konform

akslantirishlar.
9, Kasr-chizigli funksiya va uning xessalari {doiraviylik, simmetriyani saqlash
xossalari),

10, Jukovskiy funksiyasi.
11.Darajali funksiyalar.
12, Ko*rsatkichli funksiyalar.
13. Trigonometrik funksiyalar.
14, Logorifmik fuksiyalar.
15.Kompleks argumentli funksiyalaming integrali.
16.Koshi teoremasi. Boshlang'ich funksiya tushunchasi,
17.Koshining integral formulasi yordamida integral xisoblash.
18. Darajali qatorlar, Keshi—Adamar formubasi.

19.Golomorf funksiyalami qatorga yoyish. Teylor qatorlari.
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20, Veyershirass {enremast,




21 Golomarf funksiyaning nollari. . :
22, Loran gatorlari, Maxsus nugtalar va ulaming turlari,
23.Chegirmalas va ulami hisoblazh,

24.Chegirmalar nazarivasining ayrim tadbiglari,

1V, Mustagil ta'lim va mustagil ishlar
Hozingi davr mutaxassisidan yuqori darajadagi tayyorgarlik, mustagil ravishda
qarorlar gabul gila olish, belgilangan vazifalami bajarish uchun ko'p ma’lumotiar
orasidan kerakligini tanlab olish va bu ma’lumodlami gayta ishlay olish talab
qilinadi.
Talabalaming  mustagil

ibaratdir:
~ yangi bilim olish usullarini egallash, jarayonlarni mustaqil tahlil gila olish;

— auditorivadagi  mashg'ulotlarda  olgan  bilimlarini  mustahkamlash,
chuqurlashtirish, kengaytirish va tartibga solish;

- ma’lumoilar va maxsus adabiyotlar bilan ishlashni o'rganish;

- o'quv materiallarini mustagil of rganish;
Mustaqil ta'lim uchun tavsiya etiladigan mavzular:
. Stereografik prosksiya,
Kasr chizigli funksivalar vordamida bajariladigan akslantirishlar,
Giarmonik funksiyalar.
Jukowskiv funksiyasi, darajali va ko'rsatkichli funksivalar,
Trigonometrik funksiyalar yordamida bajariladigan akslantirishlar,
Koshi tipidagi integral,

Chegirmalar yordamida xosmas integrallami hisoblash,
Ezusn._ o“zlashtinladigan mavaular bo*yicha talabalar tomonidan referatlar

tayyorlash va uni tagdimat gilish tavsiva etiladi,

ta'limidan asosiy magsadlar  quyidagilardan

4.

V1. Ta'lim texnalogivalari va metodlari:

= ma"ruzalar,
= interfool keye-stadilar;
- amaliy mashg olotlar (mantigiy fiklash, tezkor saval-javablar);
= puruhlarda izhlash;
— _tagdimotlar gilish;
VI Kreditlarni olish wehun talablar:

Fanga oid nazariy va uslubiy wushunchalarni o'la o*zlaghtirish, whiil natijalorini
to'g'ri aks ettimn olish, o'rganilayoigan joreyonlar hagida mustagil mushohsda yuritish
wva joriy. oraliq nazorat shakllarida berilgan varifa va topshiriglami bajarish, yakuniy
nazorat bo'yicha vozma ishai topshirish,

V. Fan o*qitilishining natijalari (shakllanadigan kompefensiyalar)

Fanni o*zlashtirish natijasida falaba:

* polomorfl funksiyalar, konform akslantirishlar, kompleks o*zgarevchili
funksiya integrali, Teylor va Loran qatorlari, chegirmalar nazariyasi hagida
tasavenr va bitimga epa bo'fishi;

* polomorf funksivalas, konform akslantirishlar, kompleks o'zgaruvehili
funksiya integrali, Teylor va Loran gatorlari, chegirmalar nazariyasiga oid
masalalami yechishni bilishi va ulardan foydalanish ko'nfkmalarige ega
bl i

= talaba  nazariy  bilimlami pusta o'zlashtirgan  bo'lishi, mavzulaming

mohiyatini tushungan bo'lishi va amaliy masalalami yechishda nazariy

ma'lumotlamni tadbiq et bilish malakasipa ega bolishi kerak. o
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KOMPLEKS O°’ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR NAZARYASI
FAN SILLABUSI

Bilim sohasi: 500000 — Tabiiy fanlar, matematika va statistika
Ta’lim sohasi: 540000 — Matematika va statistika
Ta’lim yo‘nalishi: 60540200 — Amaliy matematika

Umumiy o‘quyv soati -150 soat

Shu jumladan:

Ma’ruza — 30 soat (7—semestr)

Amaliy mashg‘ulot — 30 soat (7—semestr)

Mustagqil ta’lim —90 soat (7-semestr)

Fan sillabusi Mirzo Ulug‘bek nomidagi O°zbekiston Milliy universiteti Kengashining 20221-vyil
25-avgustdagi 1 — sonli buyrug’l bilan tasdiglangan “Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazaryasi”
fan dasturi asosida tayyorlangan.
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Tagrizchi: Sh.Qurbonov — SamDU, “Matematik fizika va funksional analiz” kafedrasi dotsenti,
PhD.
Fan sillabusi “Amaliy matematika” kafedrasining 2023-yil < ” dagi -sonli

yig‘ilishida muhokamadan o‘tgan va fakultet uslubiy Kengashiga muhokama gilish uchun tavsiya
etilgan.

Kafedra mudiri: X.Sharipov

Fan sillabusi “Amaliy matematika” fakulteti uslubiy Kengashida muhokama etilgan va filial

ilmiy-uslubiy Kengashiga muhokama uchun tavsiya gilingan. (2023 - yil “__ ” dagi - sonli
bayonnoma).
Fakultet uslubiy Kengashi raisi: S.Aliboyev

Fan sillabusi filial ilmiy-uslubiy Kengashida muhokama etilgan va foydalanishga tavsiya
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Modul / kurs sillabusi

Amaliy matematika
60540200 — Amaliy matematika— ta’lim yo‘nalishi

Kurs: Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazaryasi
Kurs turi: Majburiy
Kurs kodi: KUFB405
Yil: 2023/2024
Semestr: 7
Ta'lim shakli: Kunduzgi
Mashg‘ulotlar shakli va semestrga ajratilgan 150
soatlar:

Ma’ruza 30

Amaliy mashg’ulot 30

Mustaqil ta’lim 90
Kredit migdori: 5
Baholash shakli: Sinov va imtihon
Kurs tili: O‘zbek

Kurs magsadi (KM)

Fanni o‘qitishdan magsadi — talabalarni kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazaryasining
asoslari, elemenat funksiyalar yordamida bajariladigan conform akslantirishlar, golomof
funksiyalar va ularning xossalari, chegirmalar nazaryasi bilan tanishtirish, kompleks analiz

KM1 | metodlari va ular yordamida turli masalalarni yechish ko nikmalarini hosil gilishdan iboratdir.
Fanning vazifasi — talabalarda nazariy bilimlar, amaliy ko’nikmalar, mantiqiy fikrlash
to’g’ri xulosa chiqarish, matematik madaniyatni oshirish hamda ilmiy dunyoqarashni
shakllantirishdan iboratdir.
Kursni o‘zlashtirish uchun zarur boshlang‘ich bilimlar
Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazaryasining fanini o’rganishda talaba matematik analiz
1 va algebra fanlariga oid tushunchalar: To‘plam, qism to’plam, akslantirish, fazo, qism fazo,
yuza, hajm, funksiya, limit, uzluksizlik, kompleks son, integral va hokazolar hagida
boshlangich bilimga ega bo'lishi kerak.
Ta'lim natijalari (TN)
Bilim jihatdan:
TN 1 | Kompleks sonlar va ular ustida amallarni bilishi
TN 2 | Kompleks tekislikda chiziglar va sohalarni farglay olishi
TN 3 | Funksiya limiti, uzluksizligi va differensiallanuvchanligini bilishi
TN 4 | Kasr-chizigli va elementar funksiyalarning xossalarini bilishi
TN 5 | Kompleks argumentli funksiyalarning integrali xossalarini bilishi
TN 6 | Darajali qatorlar haqida tushunchalarga ega bo’lishi
TN 7 | Golomorf funksiyalarning nollarini topa olishi
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IImiy bilimlar, tadgiqot ishlarida olingan natijalarni matematik gayta tahlil gilishni, kompleks

TN 8 . . -
analizning zamonaviy metodlarini va asosiy prinsiplarini bilishi
Fan va texnikada, xalq xo‘jaligida va boshqa sohalarda uchraydigan amaliy masalalarni hal
TN . . . R
etishda matematik metodlardan amaliyotda qo‘llash mexanizmini bilish
olgan nazariy bilimlarini amaliy masalalarni yechishga tadbiq eta bilish, ayrim matematik
TN 10 | muammolarni hal etishda mantigiy mushoxada qilish, fazoviy tasavvur etishi, qo‘llanishini
ta’min etishni bilishi
Kurs mazmuni
Mashg‘ulotla shakli: ma'ruza (M)
Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Kompleks sonning geometrik tasviri. Modul va argument
16. hagidagi teorema. Muavr formulasi va n-tartibli ildiz chigarish formulasi.
17. | Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri. Cheksiz usoglashgan nugta.
Ketma-ketlikning limitik nugtasi. Bolsano-Veyershtrass teoremasi. Limitlar nazariyasining asosiy
18. teoremalari. Koshi kriteriyasi.
19. | Uzluksizlik va tekis uzluksizlik tushunchalari. Kantor teoremasi. Geyne —Borell lemmasi.
Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi. Hosila mavjud bo’lishining zaruriy va yetarli
20. shartlari (Koshi-Riman shartlari).
Analitik funksiyalar. Analitik funksiyaning hagigiy va mavhum gismlari qo’shma garmonik
21. | funksiyalar. Analitik funksiyani berilgan haqiqiy yoki mavhum gismining koeffitsenti bo’yicha
tiklash.
Bir yaproqlilik tushunchasi, Hosila moduli va argumentining geometrik ma’nosi. Konform
22. akslantirish.
Elementar funksiyalar (chizigli, kasr-chiziqli, darajali), ko’rsatkichli, trigonometrik, eksponensial,
23. logarifmik, Jukovskiy funksiyalari orgali konform akslantirish.
Kompleks funksiyaning integrali. Integralning mavjudlik sharti. Integralni xisoblash. Kompleks
24. funksiya integralining xossalari.
Oddiy kontur uchun Koshining integral teoremasi. Murakkab kontur uchun Koshining integral
2. teoremasi. Boshlang’ich funksiyaning mavjudligi haqidagi teorema. Nyuton-Leybnits formulasi.
Darajali gatorlar. Abelning birinchi teoremasi. Koshi-Adamar formulasi. Golomorf funksiyalarni
26. Teylor gatorlariga yoyish.
Yagonalik teoremasi. Analitik davom ettirish prinsipi.
21. Analitik funksiyalarni darajali gatorga yoyish.
28. | Golomorf funksiyaning nollari. Loran gatorlari. Maxsus nugtalar va ularning turlari.
29. | Chegirmalar (goldiglar) nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni hisoblash formulalari.
30. | Chegirmalar (goldiglar) nazariyasini aniq integrallarni hisoblashga tadbigi. Jordan lemmasi.
Mashg‘ulotlar shakli: Amaliy mashg‘ulot (A)
Al Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Misollar yechish.
A2 | Kompleks sonning geometrik tasviri. Kompleks sondan n-tartibli ildiz chigarish. Misollar yechish.
A3 | Kompleks tekislikda chiziglar va sohalar.
A4 | Kompleks o’zgaruvchili funksiya limiti va uzluksizligi.
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A5 | Kompleks o’zgaruvchili funksiya differensiallanuvchanligi. Koshi—Riman shartlari.

A6 | Garmonik funksiyalar va ularning xossalari

A7 Elementar funksiyalar (chizigli, kasr-chiziqli, darajali), ko’rsatkichli, trigonometrik,
eksponensial, logarifmik, Jukovskiy funksiyalari orgali konform akslantirish. Misollar yechish.

A8 | Kompleks funksiyaning integrallarini hisoblash. Misollar yechish.

A9 | Koshining integral formulasi yordamida integrallarni hisoblash.

A10 | Darajali gatorlar. Koshi—-Adamar formulasi.

A1l | Golomorf funksiyalarni qatorga yoyish. Teylor gatorlari

Al12 | Golomorf funksiyaning nollari.

Al13 | Loran qgatorlari. Maxsus nuqtalar va ularning turlari

Al4 | Chegirmalar (goldiglar) nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni hisoblash formulalari.

A15 | Chegirmalar (goldiglar) nazariyasini aniq integrallarni hisoblashga tadbiqi. Jordan lemmasi.

Mashg‘ulot shakli: Mustaqil ta’lim uchun tavsiya etiladigan mavzular (MT)

MT1 | Stereografik proyeksiya.

MT2 | Kasr chizigli funksiyalar yordamida bajariladigan akslantirishlar.

MT3 | Garmonik funksiyalar

MT4 | Jukovskiy funksiyasi, darajali va ko’rsatkichli funksiyalar.

MT5 | Trigonametrik funksiyalar yordamida bajariladigan akslantirishlar.

MT6 | Koshi tipidagi integral.

MT7 | Chegirmalar (qoldiglar) yordamida xosmas integrallarni hisoblash

Kredit-modul tizimida talabalar bilimini baholash mezonlari

Oliy va o‘rta maxsus ta’lim vazirining 2018-yil 9-avgustdagi “Oliy ta’lim muassasalarida

talabalar bilimini nazorat qilish va baholash tizimi to‘g‘risidagi Nizomni tasdiqlash haqida’gi 19-
2018-son buyrug‘i bilan tasdiglangan nizom asosida belgilaniladi.

Unga ko‘ra 100 ballik tizim asosida tashkil etiladi.

1-jadval
Baholashni 5 baholik shkaladan 100 ballik shkalaga o‘tkazish
JADVALI
5 baholik b;?l(i)k 5 baholik | 100 ballik 5 baholik | 100 ballik
shkala shkala shkala shkala shkala shkala
5,00 — 4,96 100 4,30 — 4,26 86 3,60 — 3,56 72
495 —4,91 99 4,25 —4,21 85 3,55 —3,51 71
4,90 — 4,86 98 4,20 — 4,16 84 3,50 — 3,46 70
485 —4,81 97 4,15—4,11 83 3,45 — 3,41 69
4,80 — 4,76 96 4,10 — 4,06 82 3,40 — 3,36 68
475 —4,71 95 4,05—4,01 81 3,35—3,31 67
4,70 — 4,66 94 4,00 — 3,96 80 3,30 — 3,26 66
4,65 —4,61 93 3,95—3,91 79 3,25—3.21 65
4,60 — 4,56 92 3,90 — 3,86 78 3,20 — 3,16 64
455 —451 91 3,85—3,81 77 3,15— 3,11 63
4,50 — 4,46 90 3,80 — 3,76 76 3,10 — 3,06 62
445 — 4,41 89 3,75—3,71 75 3,056 —3,01 61
4,40 — 4,36 88 3,70 — 3,66 74 3,00 60
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60 dan

435—4,31 87 3,656— 3,61 73 3,0 dan kam
kam

“Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazaryasi” fani bo‘yicha talabalar bilimini baholash va
nazorat mezonlari

Ajratilgan ballar
Ne | Nazorat turlari Nazorat shakli Engri Octish Umumiy
yuq ball ball
ball
1 Joriy nazorat Amaliyot _mashg u_Io_tda 20 20
talabaning faolligi
30
Yozma ish yoki 15
2 Oraliq nazorat Test 30
Mustagqil ish 15
3 | Yakuniy nazorat Yozma ish yoki 50 30 50
Test
Jami 100 60 100

Izoh: Joriy va oraliq nazorat hamda mustaqil ishlarni baholash mezonlari
Talaba joriy nazoratda 4 ta topshirig bajaradi va har bir topshiriqga misollar beriladi. Talaba 2 marta oraliq
nazorat (1-oralig 7 ball, 2-oraliq 8 ball) topshiradi. Semestr davomida talaba 2 ta mustaqil ish topshiradi (har bir
mustagqil ishga mavzular beriladi).
Quyidagi holatlarda talabaga 5 ball go‘yiladi:
-barcha savollarga to’liq javob bersa;
-xatolarga yo‘l go‘ymasa;
-javobi ilmiy va mantiqiy jihatdan to‘g’ri bo‘lsa;
-fikrlar asosli va faktik ma’lumotlarga asoslangan bo‘lsa.
Quyidagi holatlarda talabaga 4 ball go‘yiladi:
- savolga javob berish jarayonida ba’zi kamchiliklarga yo‘l go‘ygan bo’lsa;
- ayrim juz’iy noaniqliklarga yo‘l go‘ygan bo’lsa;
- 0z fikrini asoslashda ayrim kamchiliklarga yo‘l go‘ysa;
-bildirilgan fikrlar faktik ma’lumotlarga asoslanib berilsa;
Quyidagi holatlarda talabaga 3 ball go‘yiladi:
- savolga javob berish jarayonida ba’zi kamchiliklarga yo‘l go‘ygan bo’lsa;
- ayrim juz’iy noaniqgliklarga yo‘l go‘ygan bo’lsa;
- 0z fikrini asoslashda ayrim kamchiliklarga yo‘l qo‘ysa;
- fikrlar asosli lekin faktik ma’lumotlarga asoslanmagan bo’lsa;
Quyidagi holatlarda talabaga 2-0 ball qo‘yiladi:
- barcha savolga ham to‘g‘ri javob bera olmasa;
- barcha savollarga berilgan javoblar noto‘g‘ri va asossiz bo’lsa.
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Yakuniy nazorat baholash mezonlari

Yakuniy nazorat yozma ish variantlari 5 ta topshirigdan iborat bo‘lib, unda talaba har bir topshiriq uchun
10 ballik tizimda baholanadi.

1 Talaba savolga yozma va og‘zaki to‘lig javob bersa, umuman xatoga yo‘l 10
go‘ymasa, javobi ilmiy va mantigiy jihatdan to‘g‘ri bo‘lIsa.

2 Talaba savolga yozma va og‘zaki to‘lig javob bersa, umuman xatoga yo‘l 9
go‘ymasa, javobi ilmiy va mantigiy jihatdan asoslashda ayrim kamchiliklarga
yo‘l go‘ysa.

3 Talaba savolga to‘liq yozma yozsa, og‘zaki javob berishda ba’zi 8
kamchiliklarga yo‘l go‘ysa, javobi ilmiy va mantiqgiy jihatdan to‘g‘ri bo‘lsa.

4 Talaba savolga qisman yozma yozgan, to‘liq og‘zaki javob bersa, javobi ilmiy 7
va mantiqiy jihatdan to‘g‘ri bo‘lsa.

5 Talaba savolgato‘liq yoza olmasa, to‘liq og‘zaki javob bersa, javobi ilmiy va 6
mantiqiy jihatdan to‘g‘ri bo‘lsa.

6 Talaba savolga to‘liq yoza olmasa to‘liq og‘zaki javob bera olmasa, javobi 5
ilmiy va mantiqiy jihatdan to‘g‘ri bo‘lsa.

7 Talaba savolga to‘liq yoza olmasa to‘liq og‘zaki javob bera olmasa, javobi 4
ilmiy va mantiqiy jihatdan to‘liq asoslanmagan bo‘lsa.

8 Talaba savolga gisman yozma javob yozgan va og‘zaki gisman javob bergan 3
bo‘lsa, javobi mantiqiy asoslanmagan bo‘lsa.

9 Talaba savolga gisman yozma javob yozgan va og‘zaki umuman javob 2
bermagan bo‘lsa, javobi mantigiy asoslanmagan bo‘lsa.

10 | Talaba savolga umuman yozma javob yozmagan va og‘zaki javob bermagan 1

bo‘lsa, javobi mantiqiy asoslanmagan bo‘lsa.

Yakuniy nazorat test shaklida bo‘lganda har bir talabaga 25 ta test beriladi. Har bir test 2 balldan

baholanadi. Otish bali -30 ball (15 ta test) va maksimal ball — 50 ball (25 ta test)

Asosiy adabiyotlar
1 Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T. Kompleks analiz. T. Universitet, 1998.
Tuychiyev T.T., Tishabayev J.K., Djumabayev D.X., Kitmanov A.M., Kompleks
2 o ’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi fanidan mustaqil ishlar, T. —Mumtoz
so’zl, 2018.
Sadullayev A., Xudoyberganov G., Mansurov X. T., Vorisov A. K., Tuychiyev T. T.
3 Matematitk analiz kursidan misol va masalalar fo ‘plami (kompleks analiz) 3 qism. T.
—O’zbekiston, 2000.
4 Shabat B. V. Beegenue B koMiuiekcHbii anamms M. URSS, 2015.
5 Volkovskiy L. I., Luns G. A., Aramanovich |. G. Céopnuk 3adau no meopuu
@yuryuii komnaekcroeo nepemernozo M. «FIZMATLIT», 2002.
Tavsiya qilinadigan qo‘shimcha adabiétlar
1 Palka B. P. Complex analysis. Springer, Germany, 1995.
2 Privalov I. I. BeedeHue 8 meoputo pyHKYul KommnaekcHoz2o nepemeHHo2o. M. URSS, 2015.
3 Sirojiddinov S. X., Saloxitdinov M. S., Maqsudov Sh. Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar

nazariyayasi. T. —0O’gituvchi, 1979.
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Sidorov Yu. V., Fedoryuk I. V., Shabunin M. I. /lekyuu no meopuu ¢yHKYul KOMMaeKcHo2o
4 nepemeHHozo. M., «Nauka», 1984,
Bisadze A. V. OcHo8bl meopuu aHaauMuU4YecKkux hyHKYyuUl KOMsaeKcHo20 nepemeHHo20 M.
S «Nauka», 1972.
Axborot manbalari (saytlar):
1. http://www.ziyonet.uz/
2. http://www.allmath.ru/
1 3. http://www.mcce.ru/
4. http://lib.mexmat.ru/
5. http://www.webmath.ru/
6. http://www.exponenta.ru/
Sillabus muallifi: O¢. Halimov O‘zMUJF, “Amaliy matematika” kafedrasi v.b. dotsenti,
PhD
E-mail: uktam-8719@mail.ru
Tashkilot: O°‘zMUIJF, “Amaliy matematika” kafedrasi
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4. Mashg’ulotlarning pedagogik texnologiyasi

MA’RUZA

1-mavzu. Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Kompleks sonning
geometrik tasviri. Modul va argument haqidagi teorema. Muavr formulasi va n-
tartibli ildiz chigarish formulasi.

Kompleks sonning geometrik tasviri. Modul va argument hagidagi teorema.
Muavr va n-tartibli ildiz chigarish formulalari

Vaqt: 80 minut

Tinglovchilar soni: 25-30

O’quv mashg ulotining
shakli va turi

Ma’ruza

Ma’ruza rejasi

1. Kompleks sonlar hagida tushuncha.

2. Kompleks sonning geometric tasviri.

3. Kompleks sonning moduli va argumenti tushunchalari.

4. Kompleks sonning moduli va argumenti tushunchalari
hagidagi teoremalar.

5. Muavr formulasi.

6. n-tartibli ildiz chigarish formulasi.

O’quv mashg ‘uloti

magsadi:

Tinglovchilarga kompleks sonlar haqida tasavvur uyg’otish
uni amalda qo’llanilishini milollarda ko’rsatish bilan
ko’nikmalarni mustahkamlash, ba’zi matematika masalalarini
oson yechimini shu mavzu orqali ko’rsatish,

ushbu fandan tinglovchilarga qiziqish uyg’otish va iloji
boricha keyingi mavzularda keng qo’llash mumkinligini
tushuntirish.

Pedagogik vazifalar:

O ’quv faoliyati natijalari:

Kompleks sonlar hagida tushuncha,
kompleks sonning geometric tasviri
kompleks sonning moduli va argumenti
tushunchalari,  kompleks  sonning
moduli va argumenti tushunchalari
hagidagi teoremalar. muavr formulasi.
n-tartibli ildiz chiqgarish formulasi
tushunchalar bilan tanishtirish;

e Kompleks sonlarning o’ziga xo0s
jixatlari bilan tanishtirish;
Kompleks sonlardan
usullarini o’rgatishi;
Kompleks sonlar nazariy axamiyati
hagida tushunchalar berish;

foydalanish

-kompleks sonlar bilan tanishadilar;

-kompleks sonlarning o’ziga xos jixatlari bilan
tanishadilar;

-kompleks sonlar va
usullarini o’rganadilar;
-kompleks sonlar axamiyati hagida tushunchalar
oladilar.

ulardan foydalanish
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Kompleks sonlar xaqida ma’lumot

berish;

Ta’lim usullari

Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, agliy
Xujum metodi.

Ta’lim shakli

Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari

Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, tarqatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti

Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va kichik guruhlarda
ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va
baholash

Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshirig.

2-mavzu.

Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri. Cheksiz
usoglashgan nugta.

Vaqt: 80 minut

Tinglovchilar soni: 25-30

O’quv Ma’ruza

mashg ‘ulotining

shakli va turi

Ma’ruza rejasi 1. Kompleks sonlar limitlari nazariyasining asosiy
prinsipi.
2. Kompleks sonli ketma-ketlikning limitik nuqtasi
tushunchasi.
3. Chegaralangan va chegaralanmagan kompleks
sonli ketma-ketliklar.
4. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.
5. Yaginlashuvchi ketma-ketlik tushunchasi.
6. Limitlar nazariyasining asosiy teoremalari.
7. Koshi alomati.

O’quv  mashg uloti
magsadi:

a) Ta’limiy magsad: O’quvchining matematik analiz
kursidan o’zlashtirgan haqiqiy sonlar ketma-ketligiga oid
bilimlarini kompleks hadli ketma-ketliklar,
chegaralanganlik, yaginlashish hamda uzoglashuvchi
ketma-ketliklar, ularmning xossalari kabi bilimlar bilan
boyitish. Ketma-ketliklarning yaginlashish tushunchalari
bilan tanishtirish, ularning haqiqiy sonlar ketma-ketligidan
farqli va o’xshash jihatlarini ajratishga o’rgatish.
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b) Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustaqil fikrlash
va faol mustaqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro
hurmat, hamkorlik fazilatlarini shakllantirish, 0’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talqin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

¢) Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi
izlanuvchanlik faoliyatini rag’batlantirish, muammoli
topshiriqlarga mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini
hosil qilish hamda ularda natijalarni umumlashtirish,
mantigiy va ijodiy qobiliyatni, mulogot madaniyatini
rivojlantirish.

Pedagogik vazifalar:
kompleks sonli ketma-ketliklar hagida
tushuncha, Kompleks sonli ketma-
ketliklarning yaqginlahishi. Kompleks
sonli ketma-ketliklar hagidagi ba’zi
teoremalar va asosiy tushunchalar bilan
tanishtirish.

O’quv faoliyati natijalari:

-kompleks sonlar limitlari nazariyasining
asosly prinsipi;

-kompleks sonli ketma-ketlikning limitik
nuqtasi tushunchasi;

-chegaralangan va  chegaralanmagan
kompleks sonli ketma-ketliklar;
-Bolsano-Veyershtrass teoremasi;
-yaqginlashuvchi ketma-ketlik tushunchasi;

-limitlar nazariyasining asosiy
teoremalari;

-Koshi alomati kabi tushunchalar hosil
giladi.

Ta’lim usullari

Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, aqgliy
Xujum metodi.

Ta ’'lim shakli

Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari

Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, targatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti

Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va kichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring
baholash

va

Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshiriq.

3-mavzu. Ketma-ketlikning limitik nuqgtasi. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.
Limitlar nazariyasining asosiy teoremalari. Koshi kriteriyasi.

Vagqt: 80 minut

Tinglovchilar soni: 25-30

O’quv
mashg ‘ulotining shakli
va turi

Ma’ruza
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Ma’ruza rejasi 1.  Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri.
2.  Steriografik proyeksiya formulalari.
3. Steriografik proyeksiyaning 0sosiy xossasi.

O’quv mashg uloti | @) Ta’limiy magsad: O’quvchida kompleks sonlar
magsadi: tekisligi, cheksiz uzoglashgan nuqgta hagida bilim hosil
gilish, kompleks sonlar tekisligi va chekli radiusga ega
bo’lgan Riman sferasi nuqtalari orasida o’zaro bir qiymatli
moslik o’rnatish ko’nikmasini hosil qilish hamda uning
xossalarini  o’rgatish  mavzuning asosly  maqsadi
hisoblanadi.

b)  Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustaqil fikrlash va
faol mustagqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro hurmat,
hamkorlik fazilatlarini shakllantirish, o0’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talqin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

C) Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi
izlanuvchanlik faoliyatini rag’batlantirish, muammoli
topshiriglarga mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini
hosil qilish hamda ularda natijalarni umumlashtirish,
mantigiy va ijodiy qobiliyatni, mulogot madaniyatini
rivojlantirish.

Pedagogik vazifalar: O’quv faoliyati natijalari:
kompleks sonlarning Riman sferasidagi | -kompleks sonlarning Riman sferasidagi
tasviri, steriografik proyeksiya tasviri;
formulalari va uning asosiy xossasi kabi | -steriografik proyeksiya formulalari;
tushunchalari bilan tanishtirish. -steriografik proyeksiyaning asosiy xossasi
kabi tushunchalarni hosil giladi.

Ta’lim usullari Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, aqliy
Xujum metodi.

Ta’lim shakli Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, tarqatma

materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti | Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va Kkichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va | Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshirig.
baholash

4-mavzu. Uzluksizlik va tekis uzluksizlik tushunchalari. Kantor teoremasi. Geyne
—Borell lemmasi.

Vaqt: 80 minut Tinglovchilar soni: 25-30
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O’quv
mashg ‘ulotining shakli
va turi

Ma’ruza

Ma’ruza rejasi

1. Yaginlashuvchi va uzoglashuvchi sonli gatorlar
tushunchasi.

2. Qator yaginlashishing zaruruiy sharti.

3. Absolyut yaqginlashuvchi gator tushunchasi.

4. Qatorlarni qo’shish va ayirish.

5. Ikkilangan gatorlar hagida teorema.

6. Qatorlarni ko’paytirish.

7. Koshi Kriteriyasi.

O’quv mashg 'uloti
magsadi:

a) Ta’limiy magsad: Kompleks sonli qatorlar,
yaqginlashish, absolyut yaginlashish, uzoglashuvchi
gatorlar, cheksiz uzoglashgan nugta, Yyaginlashuvchi
gatorlar ustida amallar va gatorlarning muhim xossalarini
o’rgatish.

b)  Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustagil fikrlash va
faol mustaqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro
hurmat, hamkorlik fazilatlarini shakllantirish, o’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talqin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

c) Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi
izlanuvchanlik faoliyatini rag’batlantirish, muammoli
topshiriglarga mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini
hosil qilish hamda ularda natijalarni umumlashtirish,
mantigiy va ijodiy qobiliyatni, mulogot madaniyatini
rivojlantirish.

Pedagogik vazifalar:

O’quv faoliyati natijalari:

yaqinlashuvchi va uzoglashuvchi sonli | - yaginlashuvchi va uzoglashuvchi sonli
gatorlar, gator yaqinlashishing zaruruiy | gatorlar tushunchasi;
sharti, absolyut yaginlashuvchi qator | -qator yaginlashishing zaruruiy sharti;

tushunchasi, qatorlarni

qo’shish  va | -absolyut yaginlashuvchi gator tushunchasi;

ayirish, ikkilangan qatorlar hagida | -qatorlarni qo’shish va ayirish;
teorema, qatorlarni ko’paytirish, Koshi | - ikkilangan gatorlar hagida teorema
kriteriyasi  kabi tushunchalari bilan | -qatorlarni ko’paytirish;

tanishtirish.

-Koshi kriteriyasi kabi tushunchalar hosil
giladi.

Ta’lim usullari

Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, aqgliy
Xujum metodi.

Ta’lim shakli

Frontal, jamoaviy
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Ta’lim vositalari

Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, targatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti

Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va kichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va
baholash

Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshirig.

5-mavzu. Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi. Hosila mavjud
bo’lishining zaruriy va yetarli shartlari (Koshi-Riman shartlari).

Vaqt: 80 minut

Tinglovchilar soni: 25-30

O’quv  mashg ulotining
shakli va turi

Ma’ruza

Ma’ruza rejasi

1.  Kompleks o’zgaruvchili funksiya hosilasi.

2. Analitik funksiya tushunchasi.

3. Kompleks o’zgaruvchili funksiya differensiali.
4. Hosila mavjudligining zaruriy va yetarli shartlari.
Koshi — Riman sharti.

O’quv mashg ‘uloti
magsadi:

a)  Ta’limiy magsad: Kompleks o’zgaruvchili funksia
orttirmasi va hosilasi tushunchasini haqiqiy o’zgaruvchili
funksiya kabi kiritish, muhim farglarni ajratish, sohada
regulyar, monogen va analitik funksiya tushunchalarini
berish, kompleks o’zgaruvchili funksiyaning
diffrernsiallanuvchanligini  ta’minlaydigan zaruriy va
yetarli shartlarni bayon qilish, talabaga bu tushunchalarni
yetkazib berish, ularda komplek o’zgaruvchili funksiya
diffrensiali, analitik, regulyar funksiyalar haqida ko’nikma
hosil gilish.

b)  Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustagil fikrlash va
faol mustaqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro
hurmat, hamkorlik fazilatlarini shakllantirish, 0’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talqin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

c) Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi
izlanuvchanlik faoliyatini rag’batlantirish, muammoli
topshiriglarga mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini
hosil gilish hamda ularda natijalarni umumlashtirish,
mantigiy va ijodiy qobiliyatni, mulogot madaniyatini
rivojlantirish.

Pedagogik vazifalar:
Kompleks  o’zgaruvchili
differensiallash, hosila

O’quv faoliyati natijalari:
funksiyalarni | -kompleks o’zgaruvchili funksiya hosilasi;

mavjudligining | -analitik funksiya tushunchasi;
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zarurity va yetarli shartlari

bilan tanishtirish.

tushunchalari | -kompleks o’zgaruvchili funksiya

differensiali;
-hosila mavjudligining zaruriy va yetarli
shartlari. Koshi — Riman sharti kabi

tushunchalar hosil giladi.

Ta’lim usullari

Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, aqliy
Xujum metodi.

Ta’lim shakli

Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari

Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, tarqatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti

Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va kichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va baholash

Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshirig.

6-mavzu. Analitik funksiyalar. Analitik funksiyaning haqgigiy va mavhum

qismlari qo’shma garmonik funksiyalar. Analitik funksiyani berilgan haqiqiy yoki

mavhum qismining koeffitsenti bo’yicha tiklash.

Vaqt: 80 minut

Tinglovchilar soni: 25-30

O’quv
shakli va turi

mashg ‘ulotining

Ma’ruza

Ma’ruza rejasi

1.  Analitik funksiyaning haqigiy va mavhum gqismlari
qo’shma garmonik funksiyalar sifatida.

2.  Berilgan garmonik haqgiqiy yoki mavhum gismi
yordamida analitik funksiyani tiklash.

O’quv
magsadi:

mashg uloti

a)  Ta’limiy magsad: talabalarga analitik funksiyaning
hagigiy va mavhum qismlari, garmonik funksiyalar,
ularning qo’shma garmonik funksiyalar haqida tushuncha
hosil qilish, qo’sma garmonik funksiya sifatida
ifodalanuvchi haqgiqiy yoki mavhum gismi orgali analitik
funksiyani tiklash usulini o’rgatish.

b)  Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustaqil fikrlash va
faol mustaqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro
hurmat, hamkorlik fazilatlarini shakllantirish, 0’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talqin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

c)  Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi
izlanuvchanlik faoliyatini rag’batlantirish, muammoli
topshiriglarga mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini
hosil qilish hamda ularda natijalarni umumlashtirish,
mantigiy va ijodiy qobiliyatni, mulogot madaniyatini
rivojlantirish.
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Pedagogik vazifalar:

Analitik funksiyaning haqigiy va mavhum
qismlari go’shma garmonik funksiyalar
sifatida, analitik funksiyani berilgan
garmonik qismi bo’yicha tiklash
tushunchalari bilan tanishtirish.

O’quv faoliyati natijalari:
-analitik funksiyaning hagigiy va mavhum
qismlari qo’shma garmonik funksiyalar
sifatida;
-berilgan garmonik haqiqgiy yoki mavhum
gismi yordamida analitik funksiyani tiklash
kabi tushunchalar hosil giladi.

Ta’lim usullari

Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, aqliy
Xujum metodi.

Ta’lim shakli

Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari

Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, targatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti

Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va kichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va baholash

Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshirig.

7-mavzu. Bir yaproglilik tushunchasi, Hosila moduli va argumentining geometrik

ma’nosi. Konform akslantirish.

Vaqt: 80 minut

Tinglovchilar soni: 25-30

O’quv  mashg ulotining
shakli va turi

Ma’ruza

Ma’ruza rejasi

1. Qoldig tushunchasi.
2. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasi.
3. Qoldiglarni hisoblash formulalari.

O’quv mashg ‘uloti

magsadi:

a) Ta’limiy magsad. Qoldiq tushunchasi. Qoldiglar
nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni hisoblash
formulalari o’rgatish.

b) Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustaqil fikrlash va faol
mustaqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro hurmat,
hamkorlik fazilatlarini  shakllantirish, o’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talqin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

¢) Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi izlanuvchanlik
faoliyatini rag’batlantirish, muammoli topshiriqlarga
mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini hosil qilish
hamda ularda natijalarni umumlashtirish, mantigiy va ijodiy
gobiliyatni, mulogot madaniyatini rivojlantirish.

Pedagogik vazifalar:

goldiq tushunchasi, qoldiglar
nazariyasining asosiy teoremasi,
goldiglarni hisoblash formulalari
tushunchalari bilan tanishtirish.

O’quv faoliyati natijalari:
-goldiq tushunchasi;
-goldiglar nazariyasining asosiy teoremasi;
-goldiglarni hisoblash formulalari bilan
tanishadilar.
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Ta’lim usullari

Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, agliy
Xujum metodi.

Ta 'lim shakli

Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari

Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, targatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti

Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va kichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va baholash

Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshiriq.

8-mavzu. Elementar funksiyalar (chiziqgli, kasr-chizigli, darajali), ko’rsatkichli,
trigonometrik, eksponensial, logarifmik, Jukovskiy funksiyalari orgali konform

akslantirish.

Vagt: 80 minut

Tinglovchilar soni: 25-30

O’quv  mashg ulotining
shakli va turi

Ma’ruza

Ma’ruza rejasi

4. Qoldiq tushunchasi.
5. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasi.
6. Qoldiglarni hisoblash formulalari.

O’quv
magsadi:

mashg uloti

a) Ta’limiy magsad. Qoldiq tushunchasi. Qoldiglar
nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni hisoblash
formulalari o’rgatish.

b) Tarbiyaviy maqgsad: talabalarni mustaqil fikrlash va faol
mustaqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro hurmat,
hamkorlik fazilatlarini ~ shakllantirish, o’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talgin gilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

¢) Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi izlanuvchanlik
faoliyatini rag’batlantirish, muammoli topshiriqlarga
mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini hosil qilish
hamda ularda natijalarni umumlashtirish, mantigiy va ijodiy
gobiliyatni, mulogot madaniyatini rivojlantirish.

Pedagogik vazifalar:

goldiq tushunchasi, goldiglar
nazariyasining asosiy teoremasi,
goldiglarni hisoblash formulalari
tushunchalari bilan tanishtirish.

O’quv faoliyati natijalari:
-goldiq tushunchasi;
-goldiglar nazariyasining asosiy teoremasi;
-goldiglarni hisoblash formulalari bilan
tanishadilar.

Ta’lim usullari

Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, aqgliy
Xujum metodi.

Ta’lim shakli

Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari

Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, tarqatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti

Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va Kkichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.
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Monitoring va baholash | Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, taqdimot, topshirig. |

9-mavzu. Kompleks funksiyaning integrali. Integralning mavjudlik sharti.
Integralni xisoblash. Kompleks funksiya integralining xossalari.

Vaqt: 80 minut Tinglovchilar soni: 25-30

O’quv  mashg ulotining | Ma’ruza
shakli va turi

To’g’rilanuvchi chiziqlar.

Kompleks funksiyaning integrali.
Integralning mavjudlik sharti.

Integralni hisoblash.

Integralning xossalari.

Integralning sohaning funksiyasi sifatida
additivligi.

7. Integral belgisi ostida limitga o’tish va
takroriy integrallarning tergligi hagidagi

Ma’ruza rejasi

ok wdPE

teoremalar.
O’quv mashg uloti | @)  Ta’limiy magsad: talabalarga kompleks funksiyaning
magsadi: integrali va uning xossalari bilan tanishtirish, integrallarni

hisoblashni o’rgatish.

b)  Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustaqil fikrlash va
faol mustaqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro
hurmat, hamkorlik fazilatlarini shakllantirish, o’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talqin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

c) Rivojlantiruvchi magsad: talabalarning
izlanuvchanlik faoliyatini rag’batlantirish, muammoli
topshiriglarga mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini
hosil qilish hamda ularda natijalarni umumlashtirish
mantigiy va ijodiy qobiliyatini, mulogot madaniyatini
rivojlantirish.

Pedagogik vazifalar: O’quv faoliyati natijalari:
Kompleks funksiyaning integrali va uning | -to’g’rilanuvchi chiziqlar;
xossalari tushunchalari bilan tanishtirish. -kompleks funksiyaning integrali;

-integralning mavjudlik sharti;

-integralni hisoblash;

-integralning xossalari;

-integralning sohaning funksiyasi sifatida
additivligi;

-integral belgisi ostida limitga o’tish va
takroriy integrallarning tergligi hagidagi
teoremalar kabi tushunchalar hosil giladi.
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Ta’lim usullari Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, agliy
Xujum metodi.

Ta’lim shakli Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, tarqatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va Kkichik

guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va baholash | Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshirig.

10-mavzu. Oddiy kontur uchun Koshining integral teoremasi. Murakkab kontur
uchun Koshining integral teoremasi. Boshlang’ich funksiyaning mavjudligi
haqgidagi teorema. Nyuton-Leybnits formulasi.

Vaqt: 80 minut Tinglovchilar soni: 25-30
O’quv  mashg ulotining | Ma’ruza
shakli va turi
Ma’ruza rejasi 1. Asosiy lemma va uning isboti.

2. Oddiy kontur uchun Koshinning integral teoremasi
uning isbotini soda holga keltirish.

3. Oddiy kontur uchun Koshinning integral
teoremasining sodda hol uchun isboti.

4. Teorema shartlarining muhimligini ko’rsatuvchi

misollar.
O’quv mashg uloti | @)  Ta’limiy magsad: oddiy kontur uchun Koshining
magsadi: integral teoremasi va uning isbotini o’rgatish, misollar
yechish.

b)  Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustaqil fikrlash va
faol mustaqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro
hurmat, hamkorlik fazilatlarini shakllantirish, o’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talqin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

c) Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi
izlanuvchanlik faoliyatini rag’batlantirish, muammoli
topshiriqlarga mulohazali javoblar berish ko’ nikmalarini
hosil qilish hamda ularda natijalarni umumlashtirish,
mantiqiy va ijodiy qobiliyatni, mulogot madaniyatini
rivojlantirish.
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Pedagogik vazifalar: O quv faoliyati natijalari:
oddiy kontur uchun Koshinning integral | -asosiy lemma va uning isboti;
teoremasi tushunchasi bilan tanishtirish. -oddiy kontur uchun Koshinning integral
teoremasi uning isbotini soda holga
keltirish;
-oddiy kontur uchun Koshinning integral
teoremasining sodda hol uchun isboti;
-teorema shartlarining muhimligini
ko’rsatuvchi misollar bilan tanishadilar.

Ta’lim usullari Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, aqliy
Xujum metodi.

Ta’lim shakli Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, tarqatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va kichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va baholash | Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshirig.

11-mavzu. Darajali qatorlar. Abelning birinchi teoremasi. Koshi-Adamar
formulasi. Golomorf funksiyalarni Teylor gatorlariga yoyish.

Vaqt: 80 minut Tinglovchilar soni: 25-30
O’quv  mashg ulotining | Ma’ruza
shakli va turi
Ma’ruza rejasi 1.  Darajali kompleks gatorning yaginlashish sohasi.

Abelning birinchi teoremasi.

2.  Darajali kompleks gatorning yaginlashish doirasi.
3. Manfiymas sonlar ketma —ketligining yuqori limiti.
4.  Koshi —Adamar formulasi.

O’quv mashg uloti | @)  Ta’limiy magsad: kompleks o’zgaruvchili funksional
magsadi: gatorning xususiy holidan iborat darajali gator, uning
yaginlashish sohasi, yaginlashish radiusi hagida umumiy
ma’lumotlar berish, darajali qatorning yaqinlashish radiusi
va yaqinlashish doirasi haqida tasdiglarni o’rgatish va uni
misollar orqgali o’quvchiga tushuntirish bilan talabada
kompleks hadli darajali qator haqida bilim va ko’nikma
hosil qgilish.

b)  Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustaqil fikrlash va
faol mustagqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro hurmat,
hamkorlik fazilatlarini shakllantirish, o’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talqin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

c)  Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi
izlanuvchanlik faoliyatini rag’batlantirish, muammoli
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topshiriglarga mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini
hosil qgilish hamda ularda natijalarni umumlashtirish,
mantigiy va ijodiy qobiliyatni, mulogot madaniyatini
rivojlantirish.

Pedagogik vazifalar:

darajali gatorlar, Abelning birinchi
teoremasi, Koshi —Adamar formulasi
tushunchalari bilan tanishtirish.

O’quv faoliyati natijalari:
-darajali kompleks gatorning
yaqginlashish sohasi. Abelning birinchi

teoremasi;

-darajali kompleks gatorning yaginlashish
doirasi;

-manfiymas sonlar ketma —ketligining
yugori limiti;

-Koshi —Adamar formulasi kabi

tushunchalar hosil giladi.

Ta’lim usullari

Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, agliy
Xujum metodi.

Ta’lim shakli

Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari

Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, tarqatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti

Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va kichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va baholash

Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshirig.

12-mavzu. Yagonalik teoremasi. Analitik davom ettirish prinsipi.
Analitik funksiyalarni darajali gatorga yoyish.

Vaqt: 80 minut

Tinglovchilar soni: 25-30

O’quv  mashg ulotining
shakli va turi

Ma’ruza

Ma’ruza rejasi

1. Murakkab kontur uchun Koshining integral
teoremasi.

2. Boshlang’ich funksiya mavjudligining yetarli
sharti.

O’quv mashg ‘uloti

magsadi:

a) Ta’limiy magsad: murakkab kontur uchun Koshining
integral teoremasi, boshlang’ich funksiya mavjudligining
yetarli shartlfrini o’rgatish.

b) Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustaqil fikrlash va faol
mustaqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro hurmat,
hamkorlik fazilatlarini = shakllantirish, o0’z atrofidagi
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jarayonlarni idrok etish va uni talqin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

¢) Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi izlanuvchanlik
faoliyatini rag’batlantirish, muammoli topshiriqlarga
mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini hosil qilish
hamda ularda natijalarni umumlashtirish, mantiqiy va ijodiy
gobiliyatni, mulogot madaniyatini rivojlantirish.

Pedagogik vazifalar:

murakkab kontur uchun Koshining integral

teoremasi,  boshlang’ich

mavjudligining yetarli sharti tushunchalari

bilan tanishtirish.

O’quv faoliyati natijalari:
-murakkab kontur uchun Koshining integral
funksiya | teoremasi;
-boshlang’ich  funksiya mavjudligining
yetarli sharti kabi tushunchalarni hosil
giladi.

Ta’lim usullari

Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, aqliy
Xujum metodi.

Ta’lim shakli

Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari

Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, tarqatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti

Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va kichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va baholash

Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshiriq.

13-mavzu. Golomorf funksiyaning nollari. Loran gatorlari. Maxsus nuqtalar

va ularning turlari.

Vagt: 80 minut

Tinglovchilar soni: 25-30

O’quv  mashg ulotining
shakli va turi

Ma’ruza

Ma’ruza rejasi

1. Bir bog’lamli va ko’p bog’lamli sohalar uchun
Koshining integral formulalari.

2. Analitik funksiyaning cheksiz
differensiallanuvchanligi.

O’quv
magsadi:

mashg uloti

a)  Ta’limiy magsad: bir bog’lamli va ko’p bog’lamli
sohalar uchun Koshining integral formulalari, analitik
funksiyaning cheksiz differensiallanuvchanligi o’rgatish.
b) Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustaqil fikrlash va
faol mustaqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro
hurmat, hamkorlik fazilatlarini shakllantirish, 0’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talgin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

c) Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi
izlanuvchanlik faoliyatini rag’batlantirish, muammoli
topshiriglarga mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini
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mantigiy va
rivojlantirish.

hosil qilish hamda ularda natijalarni umumlashtirish,

ijodiy qobiliyatni, mulogot madaniyatini

Pedagogik vazifalar:
bir bog’lamli va ko’p bog’lamli sohalar
uchun Kaoshining integral formulalari,
analitik funksiyaning cheksiz

O’quv faoliyati natijalari:
-bir bog’lamli va ko’p bog’lamli sohalar
uchun Koshining integral formulalari;
-Analitik funksiyaning cheksiz

differensiallanuvchanligi tushunchalari

bilan tanishtirish.

differensiallanuvchanligi kabi
tushunchalarni hosil giladi.

Ta’lim usullari

Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, aqgliy
Xujum metodi.

Ta’lim shakli

Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari

Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, tarqatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti

Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va Kkichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va baholash

Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshirig.

14-mavzu. Chegirmalar (goldiglar) nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni

hisoblash formulalari.

Vaqt: 80 minut

Tinglovchilar soni: 25-30

O’quv  mashg ulotining | Ma’ruza

shakli va turi

Ma’ruza rejasi 1. Bir nuqtadagi maxsuslikni yo’qotish haqidagi
teorema.
2. Liuvill teoremasi.
3. Regulyar funksiyalarning yakkalangan maxsus

nuqtalari va ularning xillari.
4. Butun va meromorf funksiyalar.

O’quv
magsadi:

mashg uloti

a) Ta’limiy magsad: maxsuslikni yo'qotish hagidagi
teoremalar, Luivill teoremasi, regulyar funksiyalarning
yakkalangan maxsus nugqtalari, butun va meromorf
funksiyalarni o’rgatish.

b)  Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustaqil fikrlash va
faol mustaqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro
hurmat, hamkorlik fazilatlarini shakllantirish, 0’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talgin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.

¢) Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi izlanuvchanlik
faoliyatini  rag’batlantirish, muammoli topshiriqlarga
mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini hosil qilish
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hamda ularda natijalarni umumlashtirish, mantiqiy va ijodiy
gobiliyatni, mulogot madaniyatini rivojlantirish.

Pedagogik vazifalar:

Maxsuslikni yo'qotish hagidagi teoremalar,

Luivill teoremasi, Regulyar

funksiyalarning yakkalangan maxsus
nuqtalari, butun va meromorf funksiyalar
tushunchalari bilan tanishtirish.

O’quv faoliyati natijalari:
-bir nuqtadagi maxsuslikni
hagidagi teorema;

-Liuvill teoremasi;

-Regulyar funksiyalarning yakkalangan
maxsus nugqtalari va ularning xillari;
-butun va meromorf funksiyalar
tushunchalarni hosil giladi.

yo’qotish

kabi

Ta’lim usullari

Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, aqgliy
Xujum metodi.

Ta’lim shakli

Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari

Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, tarqatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti

Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va kichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va baholash

Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshirig.

15-mavzu. Chegirmalar (goldiglar) nazariyasini aniq integrallarni hisoblashga

tadbiqi. Jordan lemmasi.

Vaqt: 80 minut

Tinglovchilar soni: 25-30

O’quv  mashg ulotining
shakli va turi

Ma’ruza

Ma’ruza rejasi

1. Loran teoremasi.
2. Loran gatorining regulyar va asosiy gismlari.
3. Loran gatorining yagonaligi.

O’quv
magsadi:

mashg uloti

a) Ta’limiy magsad: Loran qatori, uning asosiy va
regulyar gismi, koeffisientlari va gatorning yagonaligini
o’rgatish.

b)  Tarbiyaviy magsad: talabalarni mustaqil fikrlash va
faol mustaqil ish faoliyatiga jalb etish, ularda o’zaro
hurmat, hamkorlik fazilatlarini shakllantirish, o’z atrofidagi
jarayonlarni idrok etish va uni talqin qilishga o’rgatish
hamda fanga bo’lgan qiziqishni o’stirish.
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c) Rivojlantiruvchi magsad: talabalardagi
izlanuvchanlik faoliyatini rag’batlantirish, muammoli
topshiriglarga mulohazali javoblar berish ko’nikmalarini
hosil qilish hamda ularda natijalarni umumlashtirish,
mantigiy va ijodiy qobiliyatni, mulogot madaniyatini
rivojlantirish.

Pedagogik vazifalar:

O’quv faoliyati natijalari:

Loran gatori, uning regulyar va asosiy -Loran teoremasi;
gismlari, Loran gatorining yagonaligi - Loran gatorining regulyar va asosiy
tushunchalari bilan tanishtirish. gismlart;

-Loran  qatorining  yagonaligi  kabi
tushunchalarni hosil giladi.

Ta’lim usullari

Muammoli ma’ruza, namoyish yetish, savol-javob, aqliy
Xujum metodi.

Ta ’'lim shakli

Frontal, jamoaviy

Ta’lim vositalari

Ma’ruzalar matni, marker, doska, skotch slaydlar, targatma
materiallar va qog’ozlar.

Ta’lim berish sharoiti

Maxsus texnik vositalardan foydalanishga va kichik
guruhlarda ishlashga mo’ljallangan auditoriya.

Monitoring va baholash

Og’zaki so’rov: tezkor-so’rov, tagdimot, topshirig.
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5.« Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi» fani bo‘yicha reyting
nazoratlari grafigi

Amaliy matematika yo’nalishi uchun

Ta’lim yo’nalishi: Amaliy matematika

O’quv shakli: kunduzgi; Semestr:7.

Jami o’quv yuklama -150 soat, Ma’ruza-30 soat, Amaliy mashg’ulot -30 soat,
Mustagqil ish - 90 soat.

Ne | Ishchi o’quv O’quv yuklamasi Baxolash | Nazorat Ball Muddati
dasturidagi turi shakli (hafta)
mavzular tartib S| <
raqami.(qo’shimcha | E = T | c
topshiriq mazmuni) | 2 %‘ S| 8| _ E |z

s | e 8 3| E 3 g
S l<|lal 2| S S | &

1 16 | 16 60 {92 |1-JB Kundalik 15 |9 | Oktabr
1-8, nazorat, 3-hafta
1-8 davomat,

nazorat ishi,
laboratoriya,
kurs ishi, uy
ishi,
go’shimcha mavzu kollokvium
bo’yicha referat 1-OB Himoya
Og’zaki 10 |6 | Oktabr
3-hafta

2 14 | 14 30 |58 |2-B Kundalik 15 |9 | Dekabr
9-15 nazorat, 2-hafta
9-15 davomat,

nazorat ishi,
laboratoriya,
kurs ishi, uy
ishi,
amaliy topshiriq kollokvium Dekabr
2-0B Himoya 2-hafta
Og’zaki 10 |6

3 YaB Og’zaki 50 |30 | 2024y

yanvar

3 | JAMI 30 | 30 90 | 150 100 | 60
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6. Baholash mezonlari.

Kredit-modul tizimida talabalar bilimini baholash mezonlari
Oliy va o‘rta maxsus ta’lim vazirining 2018-yil 9-avgustdagi “Oliy ta’lim muassasalarida
talabalar bilimini nazorat qilish va baholash tizimi to‘g‘risidagi Nizomni tasdiglash haqida”gi 19-
2018-son buyrug‘i bilan tasdiglangan nizom asosida belgilaniladi.
Unga ko‘ra 100 ballik tizim asosida tashkil etiladi.

1-jadval
Baholashni 5 baholik shkaladan 100 ballik shkalaga o‘tkazish
JADVALI
5 baholik bg?l?k 5 baholik | 100 ballik 5 baholik | 100 ballik
shkala shkala shkala shkala shkala
shkala
500496 | 100 430426 86 3,60 — 3,56 72
495—491 | 99 425421 85 3,55 3,51 71
490486 | 98 420416 84 3,50 _ 3,46 70
485481 | 97 415411 83 3,45 3,41 69
480—476 | 96 410 — 4,06 82 3,40 — 3,36 68
475—471 | 9 4.05— 4,01 81 3,35 3,31 67
470466 | 94 4,00 — 3,96 80 3,30 3,26 66
465—461 | 93 3,95 3,91 79 3,25 3,21 65
460456 | 92 3,90 _ 3,86 78 3,20 3,16 64
455451 | ol 3,85 3,81 77 3,15 3,11 63
450 —446 | 90 3,80 — 3,76 76 3,10 — 3,06 62
445441 | 89 375 3,71 75 3,056 3,01 61
440436 | 88 3,70 — 3,66 74 3,00 60
435431 | 87 365361 | 73 3,0 dan kam Gﬁ;i”

“Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazaryasi” fani bo‘yicha talabalar bilimini baholash va
nazorat mezonlari

Ajratilgan ballar
Ne | Nazorat turlari Nazorat shakli Eng. Octish Umumiy
yuqori :
balli ball
ball
1 Joriy nazorat Amaliyot _mashg u_Io_tda 20 20
talabaning faolligi
30
Yozma ish yoki 15
2 Oraliq nazorat Test 30
Mustagqil ish 15
3 | Yakuniy nazorat Yozm_?elzth yoki 50 30 50
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| | Jami | | 100 | 60 | 100 |

Izoh: Joriy va oralig nazorat hamda mustaqil ishlarni baholash mezonlari
Talaba joriy nazoratda 4 ta topshiriq bajaradi va har bir topshirigga misollar beriladi. Talaba 2 marta oraliq nazorat
(1-oralig 7 ball, 2-oralig 8 ball) topshiradi. Semestr davomida talaba 2 ta mustaqil ish topshiradi (har bir mustaqil
ishga mavzular beriladi).
Quyidagi holatlarda talabaga 5 ball qo‘yiladi:
-barcha savollarga to‘liq javob bersa;
-xatolarga yo‘l qo‘ymasa;
-javobi ilmiy va mantiqiy jihatdan to‘g‘ri bo‘lsa;
-fikrlar asosli va faktik ma’lumotlarga asoslangan bo‘lsa.
Quyidagi holatlarda talabaga 4 ball qo‘yiladi:
- savolga javob berish jarayonida ba’zi kamchiliklarga yo‘l qo‘ygan bo‘lsa;
- ayrim juz’iy noaniqliklarga yo‘l qo‘ygan bo‘lsa;
- 0°z fikrini asoslashda ayrim kamchiliklarga yo‘l qo‘ysa;
-bildirilgan fikrlar faktik ma’lumotlarga asoslanib berilsa;
Quyidagi holatlarda talabaga 3 ball qo‘yiladi:
- savolga javob berish jarayonida ba’zi kamchiliklarga yo‘l qo‘ygan bo‘lsa;
- ayrim juz’iy noaniqliklarga yo‘l qo‘ygan bo‘lsa;
- 0°z fikrini asoslashda ayrim kamchiliklarga yo‘l qo‘ysa;
- fikrlar asosli lekin faktik ma’lumotlarga asoslanmagan bo‘lsa;
Quyidagi holatlarda talabaga 2-0 ball qo‘yiladi:
- barcha savolga ham to‘g‘ri javob bera olmasa;
- barcha savollarga berilgan javoblar noto‘g‘ri va asossiz bo’lsa.

Yakuniy nazorat baholash mezonlari

Yakuniy nazorat yozma ish variantlari 5 ta topshirigdan iborat bo‘lib, unda talaba har bir topshiriq uchun
10 ballik tizimda baholanadi.

1 Talaba savolga yozma va og‘zaki to‘lig javob bersa, umuman xatoga yo‘l 10
go‘ymasa, javobi ilmiy va mantigiy jihatdan to‘g‘ri bo‘lsa.

2 Talaba savolga yozma va og‘zaki to‘lig javob bersa, umuman xatoga yo‘l 9
go‘ymasa, javobi ilmiy va mantigiy jihatdan asoslashda ayrim kamchiliklarga
yo‘l go‘ysa.

3 Talaba savolga to‘liq yozma yozsa, og‘zaki javob berishda ba’zi 8
kamchiliklarga yo‘l qo‘ysa, javobi ilmiy va mantiqiy jihatdan to‘g‘ri bo‘lsa.

4 Talaba savolga qisman yozma yozgan, to‘liq og‘zaki javob bersa, javobi ilmiy 7
va mantiqiy jihatdan to‘g‘ri bo‘lsa.

5 Talaba savolgato‘liq yoza olmasa, to‘liq og‘zaki javob bersa, javobi ilmiy va 6
mantiqiy jihatdan to‘g‘ri bo‘lsa.

6 Talaba savolga to‘liq yoza olmasa to‘liq og‘zaki javob bera olmasa, javobi 5
ilmiy va mantiqiy jihatdan to‘g‘ri bo‘lsa.

7 Talaba savolga to‘liq yoza olmasa to‘liq og‘zaki javob bera olmasa, javobi 4
ilmiy va mantiqiy jihatdan to‘liq asoslanmagan bo‘lsa.

8 Talaba savolga gisman yozma javob yozgan va og‘zaki gisman javob bergan 3
bo‘lsa, javobi mantiqiy asoslanmagan bo‘lsa.

9 Talaba savolga gisman yozma javob yozgan va og‘zaki umuman javob 2

bermagan bo‘lsa, javobi mantigiy asoslanmagan bo‘lsa.
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10  Talaba savolga umuman yozma javob yozmagan va og‘zaki javob bermagan 1
bo‘lsa, javobi mantigiy asoslanmagan bo‘lsa.

Yakuniy nazorat test shaklida bo‘lganda har bir talabaga 25 ta test beriladi. Har bir test 2 balldan
baholanadi. O‘tish bali -30 ball (15 ta test) va maksimal ball — 50 ball (25 ta test)
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7.Fan bo’yicha kalendar ish reja

Kurs mazmuni

Mashg‘ulotla shakli: ma'ruza (M)
Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Kompleks sonning geometrik tasviri.
Modul va argument hagidagi teorema. Muavr formulasi va n-tartibli ildiz chigarish
formulasi.
Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri. Cheksiz usoglashgan nugta.
Ketma-ketlikning limitik nuqtasi. Bolsano-Veyershtrass teoremasi. Limitlar
nazariyasining asosiy teoremalari. Koshi kriteriyasi.
Uzluksizlik va tekis uzluksizlik tushunchalari. Kantor teoremasi. Geyne —Borell
lemmasi.
Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi. Hosila mavjud bo’lishining zaruriy
va yetarli shartlari (Koshi-Riman shartlari).
Analitik funksiyalar. Analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari go’shma
garmonik funksiyalar. Analitik funksiyani berilgan hagigiy yoki mavhum
qismining koeffitsenti bo’yicha tiklash.
Bir yaproqglilik tushunchasi, Hosila moduli va argumentining geometrik ma’nosi.
Konform akslantirish.
Elementar funksiyalar (chizigli, kasr-chiziqli, darajali), ko’rsatkichli,
trigonometrik, eksponensial, logarifmik, Jukovskiy funksiyalari orgali konform
akslantirish.
Kompleks funksiyaning integrali. Integralning mavjudlik sharti. Integralni
xisoblash. Kompleks funksiya integralining xossalari.
Oddiy kontur uchun Kaoshining integral teoremasi. Murakkab kontur uchun
Koshining integral teoremasi. Boshlang’ich funksiyaning mavjudligi haqidagi
teorema. Nyuton-Leybnits formulasi.
Darajali qatorlar. Abelning birinchi teoremasi.  Koshi-Adamar formulasi.
Golomorf funksiyalarni Teylor gatorlariga yoyish.
Yagonalik teoremasi. Analitik davom ettirish prinsipi.
Analitik funksiyalarni darajali gatorga yoyish.
Golomorf funksiyaning nollari. Loran qatorlari. Maxsus nugtalar va ularning
turlari.
Chegirmalar (qoldiglar) nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni hisoblash
formulalari.
Chegirmalar (goldiglar) nazariyasini aniq integrallarni hisoblashga tadbigi. Jordan
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lemmasi.
Mashg‘ulotlar shakli: Amaliy mashg‘ulot (A)

Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Misollar yechish.

Kompleks sonning geometrik tasviri. Kompleks sondan n-tartibli ildiz chigarish.

Misollar yechish.

Kompleks tekislikda chiziglar va sohalar.

Kompleks o’zgaruvchili funksiya limiti va uzluksizligi.

Kompleks o’zgaruvchili funksiya differensiallanuvchanligi. Koshi—-Riman

shartlari.

Garmonik funksiyalar va ularning xossalari

Elementar funksiyalar (chiziqgli, kasr-chiziqli, darajali), ko’rsatkichli,

trigonometrik, eksponensial, logarifmik, Jukovskiy funksiyalari orgali konform

akslantirish. Misollar yechish.

Kompleks funksiyaning integrallarini hisoblash. Misollar yechish.

Koshining integral formulasi yordamida integrallarni hisoblash.

Darajali gatorlar. Koshi—Adamar formulasi.

Golomorf funksiyalarni gatorga yoyish. Teylor gatorlari

Golomorf funksiyaning nollari.

Loran gatorlari. Maxsus nuqgtalar va ularning turlari

Chegirmalar (qgoldiglar) nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni hisoblash

formulalari.

Chegirmalar (goldiglar) nazariyasini aniq integrallarni hisoblashga tadbigi. Jordan

lemmasi.

Mashg‘ulot shakli: Mustagqil ta’lim uchun tavsiya etiladigan mavzular

(MT)

Stereografik proyeksiya.

Kasr chizigli funksiyalar yordamida bajariladigan akslantirishlar.

Garmonik funksiyalar

Jukovskiy funksiyasi, darajali va ko’rsatkichli funksiyalar.

Trigonametrik funksiyalar yordamida bajariladigan akslantirishlar.

Koshi tipidagi integral.

Chegirmalar (qoldiglar) yordamida xosmas integrallarni hisoblash
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8. Mashg’ulotlarning texnologik xaritasi

1. Tashkiliy gism (3-6 minut): Dars xonasining darsga tayorligini va sanitariya
holatini kuzatish, talabalarning davomatini gayd etish, talabalarning darsga tayyorligini
tekshirish.

2.0’tilgan mavzuni mustahkamlash (8-12 minut): Avval o’tilgan mavzular talaba
tomonidan qay darajada o’zlashtirilganligini aniqlash magsadida sodda munozarali
topshiriglar, 0’z — o’zini tekshirish savollariga javoblar olish magsadida gisga muddatli
munozarali, jonli mulogotni amalga oshirish, individual, kichik guruhlarda yoki guru
bo’yicha topshiriq berish yoxud test nazoratini amalgam oshirish. Talabalarni mavzu
bo’yicha asosiy tushuncha va natijalar hagida fikr — mulohazalarni bayon qilishga
o’rgatish, jonli mulogat, kichik guruhlarga bo’lish, va aqliy hujum usullaridan
foydalanib, o’zlashtirishga erishish. Asosiy iboralarga alohida izoh berish va o’tilgan
mavzudan tug’ilgan savollarga javob berish orgali uni mustahkamlash.

3.Yangi mavzu bayoni (45-55 minut): Boshga fanlardan va ushbu fandan oldin

o’tilgan bilim va ko’nikmalarga asoslangan holda, yangi mavzuning tayanch iboralariga
e’tibor berib fikrlar hujumi, aqliy hujum, boomerang, kichik guruhlarga bo’lish va bahs-
munozara kabi pedagogic texnologiyalarning mosini tanlash orgali yangi mavzuni bayon
gilish. Undagi yangi tushunchalarni sodda misollarga tatbiq gilish, talabalarni mustaqil
ishlashga yo’naltirish, bahs-munozarani qo’llab jonli muloqotni ta’minlash orqali ularni
talaba ongiga yetkazish. Amaliy mashg’ulot va seminarda ma’ruzadagi tushunchalarni
misol va topshiriglarda mustahkamlash, talabalarning mustaqil ishlashini uzviy nazorat
qgilish bilan mavzuga oid yangi bilimlarning o’zlashtirilishiga erishish.

4. Yangi mavzuni mustahkamlash (8-15 minut): Talabalar bilan mavzu yuzasidan
dars oxirida savol-javob o’tkazish, ulardan oson yechiladigan misollar so’rash, oson
yechiladigan va qisqa muddatli test topshiriglari so’rash va tushinilmagan tasdiq, teorema
va formulalarni qayta izohlash va misollar asosida tushuntirish bilan o’tilgan mavzuni
mustahkamlash.

5. Uy vazifa berish va baholash (3-6 minut): Mavzuni o’qish va konspekt gilishni
ta’kidlash, mavzudagi tayanch iboralarni yodlash va mohiyatini tushunish, muammoli
topshiriglarga mustaqil javob berishni tayinlash. Ma’ruza darsida mavzu bo’yicha har bir
talabaga test savollari tuzishni, amaliyot darsida mavzuga oid turli toifali aniq belgilangan
misollarni yechishni, seminar darsida esa ma’ruza va amaliyot darslarida ochiq
qoldirilgan tushunchalarni o’rganishni vazifa qilib berish tavsiya etiladi.

Dars davomida faol gatnashgan va qoniqarsiz qatnashgan talabalarni ta’kidlash va
yanada faolroq bo’lishga chorlash. Qo’yilgan ballarni e’lon qilish va gayd etish.
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9. Maruzalar ishlanmasi

1-mavzu: Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Kompleks sonning geometrik tasviri. Modul
va argument haqidagi teorema. Muavr formulasi va n-tartibli ildiz chigarish formulasi.

Dars rejasi:

1. Kompleks son tushunchasi.

2.Kompleks sonlarni qo’shish va ko’paytirish amallari.

3.Kompleks sonlarni ayirish va bo’lish amallari.

4. Kompleks sonlarning tekislikdagi nuqgtalar yoki vektorlar orgali tasvirlash.
5. Qo’shish va ayirish amallarinng geometrik ma’nosi.

6.Modul va argument hagida teorema.Muavr formulasi.

7.n -tartibli ildiz chigarish formulasi.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1] - [14]

Dars maqgsadi: Kompleks sonlar, kompleks sonlarni qo’shish, ayirish, ko’paytirish va bo’lish
amallari, kompleks sonning geometrik tasviri, kompleks sonning trigonometric va ko’rsatkichli shakli,
kompleks sonning moduli va argumenti. Muavr formulasi, kompleks sondan n -darajali ildiz
chigarishni o’rgatish.

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: Kompleks son,qo shish va ko paytirish amallari, mavhum
birlik, o’zaro qo’shma kompleks sonlar,kompleks sonning moduli, kompleks sonning argumenti,modul
va argument haqgidagi teorema, Muavr formulasi, n—tartibli ildiz chigarish formulasi.

1.1. Kompleks son tushunchasi.

Ta’rif 1.1. Ma’lum bir tartibda olingan 2 ta haqiqiy sonlardan tashkil topgan o =(a,b)=a
juftlik kompleks son deyiladi.

Agar b=0 bo’lsa, a = (a,0) deb olinadi. Demak, biz shu vaqtga gadar bilgan hagiqgiy sonlar
to’plami kompleks sonlar to’plamining qism to’plami bo’lar ekan.

1.2. Kompleks sonlarni qo’shish va ko’paytirish amallari. Agar bizga ikkita « =(a,b) va
£ =(c,d) kompleks sonlar berilgan bo’lsa, u holda ularning yig’indisi deb (a+c,b+d) kompleks
songa aytiladi va u xuddi hagiqiy sonlardagi kabi « + £ kabi belgilanadi. Agar garalgan kompleks
sonlar haqiqiy son bo’lganda bu kiritilgan qo’shish amali haqiqiy sonlar arifmetikasi qo’shish amali
bilan ustma-ust tushadi. Hagigatan ham agar « =(a,0), £ =(c,0) bo’lsa, u holda

atf=(a0)+(c0)=(a+c0)=a+c.

Ikkita o = (a,b) va f = (c,d) kompleks sonlarning ko’paytmasi deb (ac—bd,ad +bc)
ko’rinishdagi kompleks songa aytiladi va bu son «f kabi belgilanadi. Bu holda ham agar « = (a,0),
S =(c,0) bo’lsa, u holda

af =(a,0)(c,0)=(ac—0,a0+0c) =ac.

Demak, ko’paytirish amali ham haqiqiy sonlar arifmetikasining ko’paytirish amaliga qarama-
qarshi emas. Bu amallar arifmetikaning 5 ta qonuniyatiga bo’ysunadi:

a) qo’shishning kommutativligi:a + =B+« ;

b) ko’paytirishning kommutativligi: af8 = fa ;
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€) qo’shishning assosiativligi: ¢+ (S +y)=(a+ p)+y;

d) ko’paytirishning assosiativligi: a(S8y) = (ef)y ;

e) ko’paytirishning  qo’shishga nisbatan  distributivligi, ya’ni  tagsimot  qonuni:
a(f+y)=af+ay.

Kompleks sonlar ustida arifmetik amallar bajarish jarayonida quyidagi son muhim ahamiyatga
ega: bu i =(0,2) sondir. Bu sonning kvadratini hisoblaymiz: i* = (0,1)(0,1) = (0—1,0) = —1. Demak,

i =+/—1. Bu son mavhum birlik deb ataladi. Qo’shish va ko’paytirish amallarining kiritilishidan
foydalanib har ganday kompleks sonni quyidagi shaklda yozish mumkin:
a =(a,b) =(a,0)+ (0,b) =(a,0) + (b,0)(0,1) =a +bi.

Kompleks sonning bu tasviri odatda uning algebraik ko 'rinishi deyiladi. a haqiqiy songa o
komnpleks sonning haqgigiy gismi, b ga esa mavhum gismining koeffisienti deyiladi va mos ravishda
quyidagicha belgilanadi:a=Rea, b=Ima.

Ikkita kompleks sonlar o =a+bi va f=c+di teng bo’lishi uchun a=c, b=d bo’lishi zarur va
etarli,ya’ni = <> a=c,b=d . Agar kompleks sonlarning haqiqiy gismlari teng bo’lib, mavhum
qismlari faqat ishorasi bilan farq qilsa, u holda ular o’zaro qo’shma kompleks sonlar deyiladi va
o =a-+Dbi va a=a—hi kabi belgilanadi. Bu yerdan aa =a*+b?.

1.3. Kompleks sonlarni ayirish va bo’lish amallari. Bu amallarni mos ravishda qo’shish va
ko’paytirish amallariga teskari amallar sifatida aniglaymiz. § = ¢ +di sondan o =a+bi sonning
ayirmasi deb shunday z kompleks songa aytamizki, u o +z = # tenglikni ganoatlantirsin. Bu
tenglikning ikkala tomoniga (— « ) ni qo’shsak, z = f+ (—a) = (¢ —a) + (d —b)i tenglik hosil bo’ladi.

o #0 uchun 1 nimadan iborat? Avval shu amalni aniglaymiz. o = 0 bo’lganda 1 deb shunaga
a a

z kompleks songa aytamizki, u quyidagi munosabatni ganoatlantirsin: « -z =1. Bu tenglikning

ikkala tomonini ga ko’paytirsak, z = " i 5z mi hosil gilamiz, ya’ni — = . U holda
a

a’+b? a’® +b?

a #0 bo’lganda B ning « ga bo’lish amalini g = éﬂ kabi aniglaymiz. Demak, bo’lish amalini
bajarish uchun kasrning surat va maxrajini maxrajning qo’shmasiga ko’paytirish kerak ekan. Har bir
kompleks sonni noldan farqli istalgan kompleks songa bo’lish mumkin. Natijada yagona kompleks son
hosil bo’ladi.

1.4 Kompleks sonlarning tekislikdagi nuqtalar yoki vektorlar orqgali tasvirlash. Dekart
koordinatalar sistemasida har bir &z =a+bi kompleks sonni koordinatalari a va b lardan iborat
a = (a,b) nugta orqali tasvirlash mumkin. Agar tekislikda (a,b) nuqta berilgan bo’lsa, u holda unga

yagona a+bi sonni mos qo’yish mumkin. Demak, barcha kompleks sonlar to’plami va tekislikning
barcha nuqtalari o’rtasida o’zaro bir qiymatli moslik o’rnatish mumkin. Bunday moslikda haqiqiy
sonlarga OX o’qining nuqtalari, sof mavhum sonlarga esa OY o0’qining nuqtalari mos kelgani uchun
OX 0’qi haqiqiy 0’q, OY 0’qi esa mavhum o’q deb aytiladi. Nuqtalari kompleks sonlarni tasvirlovchi
tekislikka kompleks sonli tekislik yoki gisgacha kompleks tekislik deb aytiladi va C bilan belgilanadi.
Koordinata boshi 0 sonni tasvirlagani uchun u nol nugta deb aytiladi. Bundan tashgari, har bir
kompleks o =a+bi songa O(0,0) nugtadan chiquvchi va a(a,b) nugtaga boruvchia(a,b) vektorni
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ham mos qo’yish mumkin. Bunday moslik ham o’zaro bir qiymatli bo’ladi. Bu vektorning
r=+a’*+b’? uzunligiga & kompleks sonning moduli deyiladi va |a|=r =+va’ +b® kabi belgilanadi:
(1.1-chizmaga garang)

A Y
h-—-———————————- ~ a(a,b)
|
|
|
|
|
|
|
N7 |
3 '
1.1-chizma

Bu vektorning haqiqiy o’qning musbat qismi bilan tashkil qilgan ¢ burchagiga a kompleks
sonning argumenti deyiladi va  Arga kabi belgilanadi. Argumentning 0 <@ <27z giymati uning
bosh giymati deb aytiladi va arge kabi belgilanadi.U holda Arga =arga + 27k .1-chizmadan
a=rcose,b=rsing niolamiz. U holda har bir kompleks o =a +bi sonni
a =a+bi=r(cose+ising) ko’rinishda ifodalash mumkin. Kompleks sonning bu ko’rinishi uning

trigometrik shakli deyiladi.
1.5. Qo’shish va ayirish amallarinng geometrik ma’nosi. Faraz gilaylik, bizga 2 ta
a =a+bi, f=c+di kompleks sonlar berilgan bo’lsin, u holda ularning yig’indisi

a+ p=(a+c)+(b+d)i bo’ladi.Kompleks sonlarning yig’indisiga a va S vektorlarning yig’indisi
mos keladi,ya’ni tomonlari & va b vektorlar bilan ustma-ust tushuvchi va tomonlarining uzunliklari

mos ravishda |§| va ‘5 ‘lardan iborat bo’lgan parallelogramning dioganali mos keladi(2-chizmaga

garang.).

><V

1.2-chizma

48



B —a = f+(—a)deb olsak va B va (—@) vektorlarni qo’shsak, £ —a ayirmaga « nugtadan
chiquvchi va £ nugtaga boruvchi vektor mos kelishiga ishonch hosil gilamiz.Demak, |ﬂ—a| - a va

P vektorlar orasidagi masofadan iborat bo’lar ekan (3-chizmaga garang).

A Y
o
o
///
7/
7
7
/ //
Ve
, /
v /
’ /
/ // >
Ve
a—f7 X
<=5,
//
/ //
7
7
7
7
7
7
1.3-chizma

1.6. Modul va argument haqgidagi teorema. Bizga ikkita « va S kompleks sonlar quyidagi
trigonometrik shaklda berilgan bo’lsin:
a =r(cosp+ising), f = p(cosy +isiny).
U holda ularni ko’paytirib quyidagi tenglikni olamiz:
af3 = rp|(cospcosy —singsiny) +i(singcosy +cospsiny) | = rp[cos(p + w) +isin(p + )] .

Bundan |af| =|a|B|, Arg(epf) = Arga + Arg ekanligiga, yani quyidagi teoremaga ega
bo’lamiz.

Teorema-1.1. lkkita kompleks sonlar ko ’paytmasining moduli ular modullarining
ko ’paytmasiga, argumenti esa ular argumentlarining yig’indisiga teng.

Bu modul va argument hagidagi teoremadir. Matematik induksiya usuli orqali oson ko’rsatish
mumkinki, ushbu teorema tasdig’i ko’paytuvchilar soni n (N >2) cheklita bo’lganda ham o’rinlidir:

aB-y|=le|B+[y)] va Arg(ep---y)=Arga+ArgB+---+ Argy .

Agar bu munosabatlarda ko’paytuvchilarning soni n ta bo’lib, ularning hammasi bir biriga

an

teng bo’lsa, u holda =|a|", Arga" =nArga kelib chigadi. Agar a = r(cosp +ising) shaklida

berilgan bo’lsa, u holda yuqorida aytilganlardan
a" =[r(cosp+isip)|" =r"(cosng+isinng) (1.1)
hosil bo’ladi. Odatda (1.1) ga Muavr formulasi deyiladi va u kompleks sonni darajaga ko’tarish
amalini ifodalaydi.
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1.7. Kompleks sondan n -tartibli ildiz chigarish formulasi. n -tartibli ildiz chigarish amalini n -
darajaga ko’tarish amaliga nisbatan teskari amal sifatida aniglaymiz:  =r(cose +ising) kompleks

sonning n -tartibli %e ildizi deb n -darajaga ko’targanda « hosil bo’ladigan z = p(cosy +isiny)

kompleks songa aytiladiki, yani z" =« . U holda (1.1) formulaga ko’ra
z2" = p"(cosny +isinny) = r(cosp +ising) ,

Bundan p" =r va ny =@+ 27K, yoki p=4r, y/=(p+2ﬂk,keZ,ya’ni
2, = %o =Ur (cos?H2X L isin 22K (1.2)
n n

Bu formulada ildizning n ta har xil gqiymatlarini topish uchun k =0,1,2,...,n—1deb olish
kifoya.

Yana modul va argument hagidagi teoremani P B ko’paytma uchun qo’llasak, a|ﬁ‘ =14,
o o

yoki ‘ﬁ‘ =% va Arga + Arg I = Argg, yoki Arg s = Argf — Argfa munosabatlarni hosil
al |a a a
gilamiz. Quyidagi 4-chizmada uchburchak tomonlari orasidagi ma’lum munosabatlardan foydalanib,

o + | <|a| +| 4] va |a - g =|a|-|B| =|e|-|p| tengsizliklami olamiz.

o_——" o+ /

/
- f //
B

Yangi maviuni mustakidandash (10 minut): Talabdlar bilan mavzu yuzasidan savol-javob
o’tkazish, oson yechiladigan misollar so’rash, tushinilmagan tasdiq, teorema va formulalarni qayta
izohlash va misollar asosida tushuntirish.

Uy vazifasini berish va baholash (5 minut): Mavzuni o’qish va konspekt gilish, mavzudagi
tayanch iboralarni yodlash va mohiyatini tushunish, muammoli topshiriglarga mustaqil javob berishni
tayinlash. Dars davomida faol qatnashgan va qoniqarsiz qatnashgan talabalarni ta’kidlash va yanada
faolroq bo’lishga chorlash. Qo’yilgan ballarni e’lon qilish.

1-mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari
1. Kompleks son ta’rifini ayting
2. Kompleks sonlarni qo’shish va ayirish amallarini keltiring.
3. Kompleks sonlarni ko’paytirish amallarini keltiring.
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4. Kompleks son hagigiy gismi, mavhum gismi deb nimaga aytiladi va u ganday belgilanadi?.

5. Kompleks sonning geometrik tasviri deganda nimani tushinasiz?

6. Kompleks sonning moduli va argument nima va ular ganday belgilanadi?

7. Ko’paytmaning moduli va argumenti ko’paytuvchilarning modullari va argumentlari orqali
ganday ifodalanadi?

8. Muavr formulasini yozing.

9. Kompleks sonning n -tartibli ildizi den nimaga aytiladi?
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2-mavzu: Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri. Cheksiz usoglashgan nuqta.

Dars rejasi:
4. Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri.
5. Steriografik proyeksiya formulalari.
6. Steriografik proyeksiyaning 0sosiy xossasi.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1], [2], [5], [6], [8]

Dars magsadlari: O’quvchida kompleks sonlar tekisligi, cheksiz uzoglashgan nugta hagida
bilim hosil qilish, kompleks sonlar tekisligi va chekli radiusga ega bo’lgan Riman sferasi nuqtalari
orasida o’zaro bir gqiymatli moslik o’rnatish ko’nikmasini hosil gilish hamda uning xossalarini
o’rgatish mavzuning asosiy maqsadi hisoblanadi.

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: Cheksizga intiluvchi ketma —ketlik, sferaning qutbi,
steriografik proyeksiya, Riman sferasi, cheksiz uzoglashgan nugta, kengaytirilgan kompleks tekislik,
steriografik proeksiya formulalari, steriografik proyeksiyada aylana aksi hagidagi teorema.

1. Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri. Biz natural sonlar ketma-ketligi
1, 2,3,---,n,--- misolida ko’rishimiz mumkinki, chegaralanmagan va chekli limitik nuqtaga ega

bo’lmagan ketma —ketliklar mavjuddir. Bunday ketma— ketliklar cheksizga intiladi deb aytamiz va
bu munosabatni

limz, = oo 2.1)

N—o0

kabi belgilaymiz. (2.1) munosabat {z,} ketma — ketlikning chekli limitik nugtaga ega emasligini
ifodalaydi. Bu munosabatni geometrik jihatdan tushuntirish uchun ketma — ketlik sonlarini sfera

nugtalari bilan tasvirlaymiz. Shu magsadda XOY tekislikning markazi O nuqtaga urinuvchi sfera
olamiz.

Z / /

3.1-chizma 3.2-chizma

Shu O nugtadan chiquvchi tekislikka perpendikulyar sferaning diametri sferani biror P nugtada
kesib o’tadi. Sferaning bu nuqtasini uning qutbi deb ataymiz. Ma’lumki, har bir z =Xx-+iy kompleks

songa kompleks tekislikda aniq bir z(x,y) nugta mos keladi. Bu nugtani P nugta bilan P, to’g’ri
chizig kesmasi orgali tutashtiramiz. P, kesma sferani biror S nuqtada kesadi. Bu nugtani

z = x+1iy nuqtaning sferadagi tasviri sifatida gabul gilamiz. Va aksincha, agar sferaning S, # P
nugtasini P sfera qutbi bilan tutashtiruvchi nurni tekislik bilan kesishguncha davom ettirsak, u
holda tekislikda gandaydir Z, nugtani hosil gilamizki, uni tekislikning S, nugtaga mos nugtasi
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barcha nugtalari (uning qutbidan tashqari) o’rtasida o’zaro bir qiymatli uzluksiz moslik o’rnatiladi.
Endi P nugtaning sfera boshqga nugtalari bilan munosabatini gqaraymiz. Agar limz, =oo

N—o0

bo’lsa, u holda z, nuqgtalarning sferadagi tasvirlari shunaga S, nugtalardan iboratki, n— o da bu

nugtalar P nuqtaga yaqinlashadi. Bundan ko’rinadiki, cheksiz uzoqlashgan nuqtaning sferadagi
tasviri sifatida P nugtani olish tabiiy va P nuqgtaga mos tekislikning yagona nuqtasi cheksiz
uzoglashgan nugta deb aytiladi. Shunday qilib, tekislikning cheksiz uzoglashgan nugtasi bilan birga
barcha nugqtalari va sferaning barcha nuqtalari o’rtasida o’zaro bir qiymatli moslik o’rnatish
mumkin ekan. Bunday moslik steriografik proeksiya deb aytiladi.

Nugtalari barcha kompleks sonlar va cheksizni ifodalovchi sfera Riman sferasi deyiladi.

Kompleks sonlar va cheksizning sferada tasvirlashning afzalligi tekislik yagona cheksiz
uzoglashgan nugtasining ravshan ifodalanishidir. Agar sfera P nugtasining atrofi deb, uning P
nugtani saglovchi va OP diametrga perpendikulyar tekislik bilan kesishdan hosil bo’lgan
gismini olsak, u holda cheksiz uzoglashgan nuqtaning atrofi uning steriografik proyeksiyasidan,
ya’ni markazi O nuqtada bo’lgan biror doiraning tashqarisidan iborat bo’ladi. Cheksiz
uzoqlashgan nuqta atrofi tushunchasini kiritgandan so’ng, limz, =00 munosabatni geoometrik

jihatdan chekli nugtaga intilish kabi ifodalash mumkin: agar cheksiz uzoglashgan nugtaning
ixtiyoriy atrofida z,,z,,z,,..., z,,...ketma —Ketlikning chekli sondagi nuqtalaridan tashqari barcha
nuqtalari yotsa, u holda {z,} ketma— ketlik cheksiz uzoglashgan nuqtaga yaginlashadi deb
aytamiz.

Kelgusida z orqali tekislikning ixtiyoriy nuqtasini belgilaymiz. Bu tekislikni kompleks
o’zgaruvchi tekisligi, yoki qgisqacha kompleks tekislik deb ataymiz va C kabi belgilaymiz.
Kompleks tekislik cheksiz uzoglashgan nugta bilan birgalikda kengaytirilgan kompleks tekislik
deyiladi va C belgilanadi.

Cheksiz uzoglashgan nugta O nugta kabi anig argumentga ega emas.

3.2. Steriografik proyeksiya formulalari. Bu gismda biz kompleks son komponentlari
yoki koordinatalari orqali sferadagi mos nuqta koordinatalarini topish va unga teskari masalani
yechish bilan shug’ullanamiz. Buning uchun O¢&nd fazoviy koordinatalar sistemasini shunday
tanlaymizki, O va On o’qlar tekislikning OX va QY o’qlari bilan ustma-ust tushadigan qilib,
hamda O& o’qni esa OP diametr yo’nalishi bo’yicha olamiz. Soddalik uchun OP diametr

uzunligini birlik sifatida gabul gilamiz. U holda sfera markazi (0,0%) nuqtadan va radiusi r =%

dan iborat bo’ladi. Agar sfera nugtasini (5,77,4’) deb olsak, u holda bu nugta quyidagi tenglamani
ganoatlantiradi (3.2- chizmaga garang):

G+ (C—) =y yoki £ 7" =C(-0) (3.2)

Ushbu (0,0,1), ((5,77,4’)) va (X, y,O) nuqtalar bir to’g’ri chiziqgda yotadi. Shuning uchun
bu nugtalar quyidagi munosabatlarni ganoatlantirishi kerak:
E-0 -0 ¢-1
x—0 y-0 0-1

Bu yerdan
x=—° va y=-T_ (33)

Formulalar kelib chigadi. Ulardan foydalanib z ni tiklaymiz:
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z=x+iy=§+i77, (3.4)

va (3.2) gako’ra
2 2
x2+y2=§ +772= ‘. (3.5)
1-9)° 1-¢
(3.3) va (3.4) formulalar z nugta yoki z kompleks son koordinatalarini sferaning mos nuqgtasi
koordinatalari orgali ifodalaydi. Endi teskari formulalarni keltirib chigaramiz. (3.5) formuladan ¢
ni topamiz:

B XZ + y2
X2 +y2+1
& ning bu ifodasini (3.3) ga qo’yib,
X y x> +y?
_ R I b A 3.6
d x> +y*+1 7 x2+y?+1 ¢ X +y>+1 (3.6)

formulalarni hosil gilamiz. (3.6) formulalar sfera nuqgtasi koordinatalarini z kompleks son
koordinatalari orqali ifodalaydi. Shunday gilib 3.2-qismga qo’yilgan masala to’la yechildi.

3.3. Steriografik proyeksiyaning asosiy Xossasi.

Teorema-3.1. Steriografik proyeksiyada tekislikning har bir aylanasi sferaning aylanasiga
o’tadi va aksincha.

Bu yerda aylana tushunchasi keng ma’noda, ya’ni to’g’ri chiziqlni radiusi cheksizga teng
aylanadan iborat deb tushunish kerak.

Isbot. Tekislikdagi ixtiyoriy aylana quyidagi tenglama orgali ifodalanadi:

A(X*+y?)+Bx+Cy+D=0 (3.7)

Bu yerda A,B,C,D ixtiyoriy haqigiy sonlardan iborat. Agar A=0 bo’lsa, u holda aylana to’g’ri
chiziqga aylanadi. Steriografik proyeksiyada (3.7) aylananing aksini topish uchun X,y
o’zgaruvchilarni ularning (3.3) va (3.5) ifodalari bilan almashtiramiz:

Aév+ Be +CI7+D:O
1-¢ 1-¢ 1-¢ ’

bu yerdan

BS+Cn+(A-D)+D=0 (3.8)
tenglamani hosil qilamiz. Bu chiziqli tenglama bo’lib, fazoda tekislikni ifodalaydi, ya'ni sferadagi
mos S(é,ry,cj) nugtaning koordinatalari ikkita (3.2) sfera tenglamasini hamda (3.8) tekislik
tenglamasini ganoatlantiradi. Bu yerdan ko’rinadiki, tekislik aylanasining aksi (3.2) sfera va (3.8)
tekislikning kesishmasi, ya’ni sfera aylanasidan iborat. Tekislikning to’g’ri chizig’iga sferaning P
nuqtadan o’tuvchi aylanasi mos keladi. Chunki, agar (3.8) da A=0 bo’lsa, u holda (0,0,1) nugta bu
tenglamani ganoatlantiradi. Bu moslik geometrik nugtai nazardan ham ravshandir. Chunki,
tekislikning cheksiz uzoglashgan nugtasiga sferaning P qutbi mos keladi. Aksincha, agar sferaning
ixtiyoriy aylanasi berilgan bo’lsa,uholda A,B,C,D sonlarning ixtiyorligidan foydalanib, uni sfera
bilan kesishish natijasida hosil giluvchi tekislikning tenglamasini (3.8) shaklda ifodalash mumkin
va shu tenglamaga ¢,7,¢ larning (3.6) ifodalarini qo’ysak, (3.7) tenglamani hosil qilamiz. Bu
tenglama esa tekislikda keng ma’noda tushuniladigan aylanani ifodalaydi. Teorema-3.1 isbot bo’ldi.

Yangi mavzuni mustahkamlash (10 minut): Talabalar bilan mavzu yuzasidan savol-javob
o’tkazish, oson yechiladigan misollar so’rash, tushinilmagan tasdiq, teorema va formulalarni qayta
izohlash va misollar asosida tushuntirish.
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Uy vazifa berish va baholash (5 minut): Mavzuni o’qish va konspekt gilish, mavzudagi tayanch
iboralarni yodlash va mohiyatini tushunish, muammoli topshiriglarga mustaqil javob berishni
tayinlash. Dars davomida faol qatnashgan va qoniqarsiz qatnashgan talabalarni ta’kidlash va yanada
faolroq bo’lishga chorlash. Qo’yilgan ballarni e’lon qilish.

2-mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari
Cheksiz uzoglashgan nugta deganda nimani tushunasiz?
Riman sferasi nima?
Steriografik proyeksiyaning asosiy mohiyati va afzalligi nimadan iborat?
Kompleks sonlarni sfera nuqgtalari bilan, tasvirlashning afzalligi nimada?
Cheksiz uzoglashgan nugta atrofi nima?
Steriografik proyeksiya formulalari nima va ular ganday isbotlanadi?
Steriografik proyeksiyaning asosiy xossasi nimadan iborat va ganday isbotlanadi?

NoakownE
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3-mavzu: Ketma-ketlikning limitik nuqtasi. Bolsano-Veyershtrass teoremasi. Limitlar
nazariyasining asosiy teoremalari. Koshi kriteriyasi.

Dars rejasi:
8. Kompleks sonlar limitlari nazariyasining asosiy prinsipi.
9 Kompleks sonli ketma-ketlikning limitik nuqtasi tushunchasi.

10.  Chegaralangan va chegaralanmagan kompleks sonli ketma-ketliklar.
11.  Bolsano-Veyershtrass teoremasi.

12.  Yaginlashuvchi ketma-ketlik tushunchasi.

13.  Limitlar nazariyasining asosiy teoremalari.

14.  Koshi alomati.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1] - [14]

Dars magsadlari: O’quvchining matematik analiz kursidan o’zlashtirgan haqiqiy sonlar
ketma-ketligiga oid bilimlarini kompleks hadli ketma-ketliklar, chegaralanganlik, yaginlashish hamda
uzoglashuvchi ketma-ketliklar, ularmning xossalari kabi bilimlar bilan boyitish. Ketma-ketliklarning
yaginlashish tushunchalari bilan tanishtirish, ularning haqiqgiy sonlar ketma-ketligidan fargli va
o’xshash jihatlarini ajratishga o’rgatish.

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: Kompleks sonlar limitlari nazariyasining asosiy prinsipi,
kompleks sonli ketma-ketlikning limitik nugtasi, nugta atrofi, chegaralangan va chegaralanmagan
kompleks sonli ketma-ketliklar, yaginlashuvchi kompleks sonli ketma-ketlik, Koshi alomati.

2.1.Kompleks sonlar limitlari nazariyasining asosiy prinsipi. Haqgiqiy sonlar limiti
nazariyasini quyidagi prinsip asosida qurish mumkin. Bizga n — « da uzunliklari nolga intiluvchi
va har biri keyingisini 0’z ichiga olgan

P FAURY IS (2.1)
haqiqiy o’q kesmalaridan iborat ketma-ketlik berilgan bo’lsa, u holda son 0’qining yagona X,
nugtasi mavjudki,u barcha i, kesmalarga qarashli bo’ladi, ya’ni X, €i,, Ve N .

Teorema-2.1. Faraz gilaylik bizga
(1 OO o

n,...

(2.2) tomonlari koordinata

o’qlariga parallel, har biri keyingisini oz ichida saqlagan va dioganallarining uzunliklari n — oo da
nolga intilib boruvchi to’g’ri to rtburchaklar ketma-ketligi berilgan bo’lsa, u holda tekislikning
yagona z, nugtasi mavjudki, u (2.2) ketma-ketlikning barcha to rtburchaklariga qarashli bo’ladi,

ya'ni 312,€C,VneN,z,er, (2.1-chizmaga garang.)
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Py 4

W TR

X0

2.1-chizma
Isbot. (2.2) to’g’ri to’rtburchaklarning haqiqiy va mavhum o’qlardagi proeksiyalarini
[ PR FRRRS
[T TORTE T
bilan belgilaymiz. U holda teorema shartiga ko’ra i, va j, oraliglarning uzunliklari ham n — oo da
nolga intilgani uchun yuqoridagi mulohazalarga asosan haqiqiy o’qda yotuvchi yagona X, nuqta va
mavhum o’qda yotuvchi yagona Yy, nuqta mavjudki, ular bir vagtda i, va j, kesmalarning
barchasiga garashli bo’ladi, ya’ni vn uchun X, €i,,Y, € J,. U holda ¥n uchun z, =x, +iy, €r, va
bu z, nugta ham yagonadir. Teorema-2./ isbot bo ldi.
Bu prinsip kompleks sonli ketma-ketlik limitlari nazariyasining asosiy prinsipi deyiladi.

2.2. Kompleks sonli ketma-ketlikning limitik nugtasi tushunchasi. Faraz gilaylik, har biri
kompleks sondan iborat

2,2

11£0900 4y

Z,,... (2.3)
ketma-ketlik berilgan bo’lIsin.

Ta’rif-2.1. Agar Ve >0 uchun |z, —z|< & tengsizlik n ning biror natural sondan katta
cheksiz ko’p qiymatlari uchun bajarilsa, u holda 7 kompleks son (2.3) ketma-ketlikning limitik
nugtasi (soni) deyiladi.

Odatda U, (z) ={¢ :|¢ — 7| < £} nugtalar to’plami (doira) z nugtaning & atrofi deyiladi.

Endi bu ta’rifni geometrik nuqtai nazardan quyidagicha ayta olamiz: z nugtaning har gancha
kichik atrofini olmaylik, unda (2.3) ketma-ketlikning cheksiz ko’p hadlari yotsa, u holda z nuqta
(2.3) ketma-ketlikning limit nugtasi deyiladi.

Misol 2.1. 1,-1,1,-1,--- ketma-ketlikning limitik sonlari (nugtalari) ikkita. Bu 1 va —1

sonlardir. Chunki 1 va —1 nugqtalarning ixtiyoriy atrofida mos ravishda cheksiz ko’p sondagi 1 va
—1 nugtalar yotadi.

2

Misol 2.2. z, = (~1)" —— +i nZ”

ketma-ketlik ham ikkita 1+1i,—1+1i limitik nugtalarga ega.
n+1 +2

2.3. Chegaralangan va chegaralanmagan kompleks sonli ketma-ketliklar.
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Ta’rif-2.2. Biror M >0 son topilib, barcha ne N natural sonlar uchun |zn|< M tengsizlik
bajarilsa, u holda (2.3) ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Geometrik nugtai nazardan (2.3) kompleks sonlar ketma-ketligining chegaralangan bo’lishi
uchun uning barcha hadlari markazi nol nugtada yotuvchi biror M radiusli ochiq doiraga garashli
ekanligini bildiradi.

Agar musbat M sonning qanday bo’lishidan gat’iy nazar (2.3) ketma-ketlikning hech
bo’lmaganda bitta z, nugtasi topilib, |z, [>M tengsizlik bajarilsa, ya’ni z, nuqta |Z| <M doiraning
tashgarisida yotsa, u holda (2.3) ketma-ketlik chegaralanmagan deyiladi.

2.4.Bolsano-Veyershtrass teoremasi.

Teorema-2.2. Har ganday chegaralangan cheksiz ketma-ketlik hech bo’Imaganda bitta limitik
nugtaga ega.

Isbot. Teorema shartlari bajarilsa (2.3) ketma-ketlik hadlarini tomonlari koordinata o’qlariga
parallel bo’lgan biror I} kvadratning ichiga joylashtirish mumkin (2.2-chizmaga garang).

AY

<V

Bu kvadratning garama-qarshi tomonlari o’rtalarini tutashtirib, uni to’rtta kongurent kvadratlarga
bo’lish mumkin.Ulardan hech bo’1f1455% 8 ®ittasida (2.3) ketma-ketlikning cheksiz ko’p nuqtalari

yotadi. Bu bo’lakni I, bilan belgilaymiz va yuqoridagidek to’rtta teng qismlarga ajratamiz.Y angi
bo’laklarning hech bo’lmaganda bittasida (2.3) ketma-ketlikning cheksiz ko’p nuqtalari yotadi. Uni I,
bilan belgilab, bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. Natijada har biri keyingisini 0’z ichida
saglovchi, dioganallari uzunliklari n — oo da nolga intiluvchi kvadratlar ketma-ketligi r,,r,,....r,,...
hosil bo’ladi. Limitlar nazariyasining asosiy prinsipga ko’ra tekislikning yagona z, nugtasi mavjudki,
u barcha kvadratlarga bir vaqtda qarashli bo’ladi. Shu nuqgta (2.3) ketma-ketlikning limitik nugtasi
bo’lishini ko’rsatamiz. Buning uchun V& >0 son uchun z, nugtaning U_(z) = {Z eC :|Z — ZO| < 8}
atrofini olamiz. r, kvadratlarning tuzilishidan ma’lumki, n — ooular z, nuqgtaga cheksiz tortilib boradi
va yetarlicha katta indeksli r, kvadratlarning barchasi U,(z) atrofda joylashadi. Ularning har biri
(2.3) ketma-ketlikning cheksiz ko’p nuqtalarini saglagani uchun U (z) atrofda ham (2.3) ketma-
ketlikning cheksiz ko’p nuqtalari joylashadi.Demak, z, nuqta (2.3) ketma-ketlikning limitik nuqtasi

bo’ladi. 2.2-Teorema ishot bo ’Idi.
Bolsano-Veyershtras teoremasidan chegaralangan cheksiz ketma-ketlikning hech bo’lmaganda
bitta limitik nuqtaga ega bo’lishi kelib chiqadi.

2.5.Yaginlashuvchi ketma-ketlik tushunchasi. Agar (2.3) ketma-ketlikning limitik nugtasi
yagona bo’lsa, u holda u yaqinlashuvchi deyiladi.Ya’ni (2.3) ketma-ketlikning nuqgtalari bitta nugta
atrofida to’plansa, bunday ketma-ketlik yaginlashuvchi deyiladi. Shunday qilib, chegaralangan ketma-
ketlik yaginlashuvchi bo’lishi uchun u yagona limitik nuqtaga ega bo’lishi lozim, ya’ni V& >0 son
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uchun 3N = N(g) nomer topilib, vn > N lar uchun |zn - z| < ¢ tengsizlik bajarilsa u holda (2.3) ketma-
ketlik yaginlashuvchi va uning limiti z ga teng deyiladi hamda rI1I_TO Z, = Z kabi belgilanadi.

Geometrik nuqtai nazardan bu ta’rifni quyidagicha ifodalash mumkin: z nuqtaning har ganday & >0
atrofida (2.3) ketma-ketlikning ma’lum nomerdan boshlab barcha nuqtalari yotsa, u holda u z
nuqtaga intiladi deyiladi.

2.6. Limitlar nazariyasining asosiy teoremalari. Faraz gilaylik, bizga ikkita

2 SUU S (2.3)
va

2,,2,,...2) ... (2.4)
kompleks sonli ketma-ketliklar berilgan bo’lsin. Bu ketma-ketliklardan foydalanib quyidagi

W, Wa,.ey W, e (2.5)
kompleks sonlar ketma-ketligini tuzamiz. Bu yerda

W, =2, £2
yoki
W, =2,2,

yoki

n

w :Z—?,zr’] #0Vn=12,....
Zn

Agar (2.3) va (2.4) ketma-ketliklar mos ravishda z,, z; limitlarga intilsa, u holda (2.5) ketma-
ketlik yaqinlashuvchi bo’lib, uning limiti mos ravishda
W, = Z, + 2o, W, = ZyZg, W, =Z—?,(z{) #0)
ZO

ga teng boladi. Boshgacha aytganda,

7 limz,
lim(z, +z)=limz, +limz,, limzz, =limz,limz,, lim=="22— (z; #0).
N—>0 N—>0 N—>0 N—>0 n—>0 = N Nn—>0 Z:] lim Zr:

Bu teoremalarning isboti haqiqgiy sonlar limitlari nazariyasidagi xuddi shu kabi teoremalar isboti
kabidir.
2.7.Koshi alomati. Faraz qgilaylik, bizga
2 SN S (2.3)
kompleks sonli ketma-ketlik berilgan bo’lsin.
Teorema-2.3. (Koshi alomati). (2.3) ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo ’lishi uchun V& >0
son uchun shunaga N = N (&) nomer topilib, barcha m=1,2,3... natural sonlar uchun
|z

N+m_ZN|<5

tengsizlikning bajarilishi zarur va etarlidir.
Geometrik nugtai nazardan bu teoremani quyidagicha bayon gilish mumkin: (2.3) nugtalar
ketma-ketligining yaqinlashuvchi bo lishi uchun V& >0 son uchun shunaga N = N(&) nomer topilib,

shu nomerdan boshlab (2.3) ketma-ketlikning barcha nugtalarining markazi z, nuqtadan iborat ¢
radiusli doiraning ichida yotishi zarur va yetarlidir.
Isbot. Zaruriyligi. (2.3) ketma-ketlikni yaqinlashuvchi,ya’ni limz, =z deb, |zN+m —zN|< £

tengsizlikning bajarilishini isbotlashimiz kerak.(2.3) ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lsa,u holda
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V& > 0son qanday bo’lmasin shunday N =N (%) nomer topilib, ¥n> N uchun |Zn - z| <% tengsizlik
bajariladi. U holda barcha m=1,23... va n=N uchun
E &€
Zyim — N1 S| Zpam — 2|+ |2 =2 | <=+ ==¢
| N+m N| | N+m | | N| 2 2
tengsizlikni olamiz.
Yetarliligi. Faraz gilaylik, Koshi sharti bajarilsin.Ya’ni V& >0 son uchun shunaga N = N(¢)

nomer topilib, shu nomerdan boshlab (2.3) ketma-ketlikning barcha nugtalari z,, nugtaning ¢ atrofida

joylashsin.U holda (2.3) ketma-ketlik chegaralangan bo’ladi. Bolsano-Veyershtras teoremasidan bu
ketma-ketlikning kamida bitta limitik nugtaga ega ekanligi kelib chigadi. Faraz gilaylik, (2.3) ning
limitik nugtalari ikkita har xil Ava B nugtalardan iborat bo’Isin.Ular orasidagi masofani | A—B|>0

bilan belgilab,¢ ni O<e¢ <%| A—B| deb tanlaymiz. Bu & uchun ham Koshi sharti bajariladi: shunaga

N = N(&) nomer topilib,barcha m=1,23... uchun |z, —Zy|< & tengsizlik o’rinli boladi, ya'ni

|zN+m - zN| < ¢ doiraning tashqgarisida (2.3) ketma-ketlikning fagat cheklita nugtalari yotishi

mumkin.U holda A va B limitik nugtalar shu doiraning yo ichkarisida,yoki chegarasida joylashadi,
ya’ni | A-B|<2¢ bo’ladi. Bu esa ¢ ning tanlanishiga ziddir. Bu garama-garshilik (2.3) ketma-

ketlikning limitik nuqtalari ikkita har xil deyilgan farazimiz noto’g’ri ekanligini bildiradi. Demak,
(2.3) ketma-ketlik chegaralangan va yagona limitik nuqtaga ega, ya’ni u yaqinlashuvchidir.
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3-mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari

1.Ketma-ketlikning limitik nuqtasi deb nimaga aytiladi?

2.Ketma-ketlik gachon chegaralangan deyiladi?

3.Ketma-ketlik gachon yaqginlashuvchi deyiladi?

4.Uzoglashuvchi yoki yaginlashmaydigan ketma-ketlik deb nimaga aytilad? Misollar keltiring.
5.Limitlar nazariyasining asosiy teoremalarini ayting.

6.Koshi kriteriyasini ayting.
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4-mavzu: Uzluksizlik va tekis uzluksizlik tushunchalari. Kantor teoremasi. Geyne —Borell
lemmasi.

Reja:
1.Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.
2.Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksizligi.
3.Kontor teoremasi.
4.Geyne-Borel lemmasi.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1], [5], [6]

Dars magsadlari: kompleks o’zgaruvchili funksiyasi limiti, uzluksizligi va tekis uzluksizligi
hagida tushunchalar berish ular orasidagi bog’lanishlarni tushuntirish, xossalarini o’rgatish va
talabalarning matematik analizdan haqiqiy o’zgaruvchili funksiyalar haqidagi bilimlarini kompleks
o’zgaruvchili funksiyalar uchun umumiylashtirish va tatbiq etishga o’rgatish orqali ularni mustaqil va
jjodiy mushohada yuritishga o’rgatish.

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: kompleks funksiyaning uzluksizligi, sohaning limitik nugtasi,
ko ’phadning uzluksizligi, ratsional funksiyaning uzluksizligi, tekis uzluksizlik, yopiq to ’plam,
chegaralangan to plam, Kantor teoremasi, Geyne-Borell lemmasi.

1.Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi. Faraz gilaylik w= f(z) bir giymatli
funksiya G sohada berilgan, a nugta G sohaning limitik nuqtasi bo’lsin.

Ta’rif 6.1. Agar ixtiyoriy ¢ >0 uchun shunday 6 =d(¢) > 0 topilib, |z —a| <o tengsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha z lar uchun |f(z)— A| < ¢ tengsizlik bajarilsa, u holda w = f(z) funksiya

z—a intilganda A songa intiladi deyiladi.

A va a sonlardan biri yoki ikkalasi ham oo bo’lgan holda ham bu ta’rif shunga o’xshash
ifodalanishi mumkin.

Ta’rif6.2. Agar a limitik nugta G ga garashli bo’lib, W = f(z) funksiyaning z — a dagi
limiti A= f(a) ga teng bo’lsa, ya’ni lim f(z) = f (a) tenglik bajarilsa, u holda w = f(z) funksiya
z=a nugtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksizlik ta’rifini ¢,6 tilida quyidagicha ifodalash mumkin.

Ta’rif 6.3. Agar Ve >0 sonuchun shunday o =0o(e,z,) >0 son topilib,
|z—8| <5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha z lar uchun

|f(z)— f(zo)|<g (6.1)

tegsizlik bajarilsa, u holda w = f(z) funksiya z, nugtada uzluksiz deyiladi.

Geometrik nuqtai nazardan bu ta’rifni quyidagicha bayon qilish mumkin: agar z,
nugtaning ixtiyoriy yetarlicha kichik atrofidagi barcha nuqgtalarga mos w = f(z) nugtalar
w, = f(z,) nugtaning istalgancha kichik atrofida joylashsa, uholda w= f(z) funksiya z =z,

nugtada uzluksiz deyiladi,.
Ta’rif 6.4. Agar W= f(2) funksiya G sohaning har bir nugtasida uzluksiz bo’lsa, u holda

u G sohada uzluksiz deyiladi.

Agar w = f(z) funksiya biror L chizigda yoki yopiq G sohada aniglangan bo’lsa, u holda
z, € L yoki z, € 6G nugtalarda w = f(z) funksiyaning uzluksizligi yuqoridagiga o’xshash
ifodalanadi. Fargi shundan iboratki, (6.1) ni ganoatlantiruvchi z nugqtalar to’plami z, nugtaning
yetarlicha kichik ixtiyoriy atrofidagi barcha nugtalar uchun emas, balki fagat atrofning L ga yoki
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G ga qarashli nuqgtalari uchungina talab qilish lozimdir. Kompleks o’zgaruvchili funksiya
uzluksizlik ta’rifi shakl jixatdan haqiqiy funksiyaning uzluksizligi ta’rifiga o’xshash bo’lganligi
uchun haqiqiy analizdagi uzluksiz funksiyalar ustidagi amallar kompleks analizda ham o’rinli
bo’ladi.
Agar f(z),9(z) funksiyalar z=z, € G nugtada (G sohada) uzluksiz bo’lsa, u holda

1. T(2)£g(2)

2.1(2)-9(2);

3. f(2)/9(2),9(z,) #0(9(z) #0,Vz € G)
funksiyalar ham z, nugtada (G sohada) uzluksiz bo’ladi.

Misol 6.1. w=2z",zeC funksiyani aniglanish sohasida uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Berilhan funksiya barcha kompleks z sonlarda aniglangan, shuning uchun aniglanish
sohasi butun kompleks tekislik bo’ladi, ya’ni yuqoridagi ta’riflarda G sifatida C kompleks sonlar

to’plamini olamiz. Faraz gilaylik vz, € G bo’lsin. U holda w, =z; bo’lib, Vz: |z—zo| <0 uchun

_ n1, _n-2 n-1
W —wp| = 2"+ 2"z + .+ 2]

Sy +0) " +(r,+0)"r +..+ 1) <no(r, +8)" " < ¢
tengsizlik bajariladi. Bundan ko’rinadiki, w = z" funksiya butun kompleks C tekislikda uzluksiz
bo’lar ekan.
Bu misol va yuqorida keltirilgan fikrga ko’ra P, (z) =a,z" +a,z2"" +...+a, algebraik
ko’phad C da uzluksiz, R(z) = P,(z)/ P, (z) ratsional funksiya esa G =C/{z, P, (z) =0} sohada

uzluksiz bo’ladi.
6.2. Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksizligi. Faraz gilamizki, w = f (z)

n n
2" —1z;

=|z-1,|

<

funksiya yopiq chegaralangan G sohada uzluksiz bo’lsin. Demak, Vz, € G nugta uchun quyidagi
munosabat o’rinli bo’ladi: Ve > 0,36 =9d(¢,2,) >0,Vz e G: |Z - ZO| <o=> | f(z)-f (ZO)| < ¢ kelib
chigadi. Faraz gilamizki, {5(¢,2)},.s to’plamning eng kichik musbat soni mavjud. U holda w = f (2)
funksiya G sohada tekis uzluksiz deb aytiladi. Biz tekis uzluksizlikning quyidagi ta’rifiga keldik:
Ta’rif 6.5. Agar Ve >0 soniuchun 36 =4d(g) >0 topilib, ixtiyoriy bir juft
z,7'eG: ‘z' - z"‘ < & nugtalar uchun
f(Z)-f(2")<e
tengsizlik o rinli bo’lsa,u holda W = f(z) funksiya G sohada tekis uzluksiz deb aytiladi.
Agar {5(s,2)},.5 to’plamning eng kichik musbat soni mavjud bo’Imasa, u holda W = f (z)

funksiya G sohada tekis uzluksiz bo’Imaydi. Bu holda shunaqa musbat & >0 son mavjudki,
V6 >0 son ganday bo’lmasin hech bo’lmaganda bir juft z',z" € G nugtalar topiladiki, ‘z' — z"‘ <s

bo’lishiga qaramasdan ‘f (z)- f(z")‘ > ¢ tengsizlik bajariladi.
Teorema 6.1. (Kontor teoremasi). Agar w = f(z) funksiya yopiq chegaralangan G sohada

uzluksiz bo’lsa, u holda bu funksiya G sohada tekis uzluksiz bo’ladi.
Bu teoremani isbotlash uchun quyidagi Geyne — Borel lemmasidan foydalanamiz.

Lemma 6.1.( Geyne -Borel lemmasi). Agar G yopiq chegaralangan sohaning har bir z € G

nuqtasi biror K, doiraning markazi bo 'lsa,u holda G sohani chekli sondagi {KZ} doiralar bilan
goplash mumkin.
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Isbot. G sohaning chegaralanganligidan foydalanib uni tomonlari koordinata o’qlariga
parallel bo’lgan biror kvadratning uchiga joylashtiramiz. Faraz qilamizki, lemma o’rinli emas. U

holda bo’lakchalarning hech bo’lmaganda bittasining ichida joylashgan G ning qismi chekli
sondagi K, doiralar bilan goplanmaydi. Bu kvadratchani Q, bilan belgilab , uni yugoridagidek
to’rtta kongruent bo’laklarga ajratamiz. Ulardan hech bo’lmaganda biri uchun uning ichida

joylashgan G sohaning qismini chekli sondagi K, doiralar bilan goplash mumkin emas. Uni Q,
bilan belgilaymiz va bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. Natijada har biri keyingisini 0’z ichida

saglagan dioganallari n — oo da nolga intiluvchi va har birining ichida joylashgan G ning
gismini chekli sondagi K, doiralar bilan goplash mumkin bo’lmagan kvadratlar

Q>oQ,0.0Q,>.. (6.2)

ketma —ketligini hosil gilamiz. Limitlar nazariyasining asosiy prinsipiga ko’ra barcha (6.2)
kvadratlarga tegishli tekislikning yagona z, nugtasi mavjudligini olamiz. Bu nugtaning istalgan
atrofida yetarlicha katta nomerli Q, kvadratlar joylashib, ularning ichida yotuvchi G soha gismini
chekli sondagi K, doiralar bilan goplash mumkin bo’lmaganligi uchun bu atrofda z, nugtadan

fargli z eG nugta albatta topiladi, yani z, G ning limitik nugtasidir, shuning uchun z eG . Uholda
yetarlicha katta nomerli Q, kvadratning dioganali K, —{K, | doiraning p, radiusdan kichik

bo’lib, Q, ning ichida yotuvchi G sohaning gismi bir K, doira bilan goplanadi. Bu garama —
garshilikdan lemaning isboti kelib chigadi. Lemma 6.1 isbot bo’ldi.

Kantor teoremasining ishoti. Faraz qgilaylik, w= f(z) funksiya teorema shartiga ko’ra G
sohaning har bir z nuqtasida uzluksiz bo’lsin. Ya’ni Ve >0 son uchun shunday & >0 mavjudki,
ixtiyoriy £eG va |§— Z| < bo’lganda

f&- 1@<
tengsizlik bajariladi.
Bu yerdan Vz eG uchun markazi z nugtada, radiusi o, = ¢ bo’lgan biror K, doira
mavjudki ixtiyoriy bir juft z,z e K, nugtalar uchun
f(2)-1(2)<e (6.3)

= . . .1
tengsizlik o’rinli bo’ladi. Agar har bir VZ € G nuqtaga markazi shu nuqtadan iborat radiusi 2 P,

ga teng K, doirani mos qo’ysak, u holda Geyne — Borel lemmasiga muvofiq cheklita {K;}

doiralar sistemasi topiladiki, u G sohani gamraydi. Bu doiralar radiuslarining eng kichigini &
bilan belgilaymiz. Mana shu ¢ ning tekis uzluksizlik ta’rifida qatnashuvchi & ekanligini ko’rsatamiz.
Hagigatdan ham,

vz',z eG, ‘z'—z"‘<5 (6.4)
va
7 €K}, yani ‘Z'—§‘<%p§ (6.5)
bo’lsin. U holda
7 -d<f -]+ - g <o+ 2p <, (6.6)
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Bu yerdan z nugtaning ham K doiraga garashli ekanligi va shuning uchun ham
‘ f(z)-f (Z")‘ < & tengsizlikning o’rinli ekanligi kelib chiqadi. Kantor teoremasi isbot bo ldi.

6-mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari
Kompleks o’zgaruvchili funksiya limiti deb nimaga aytiladi?
Uzluksiz funksiya deb nimaga aytiladi? (misolda tushuntiring)
Tekis uzluksiz funksiya deb nimaga aytiladi? (misolda tushuntiring)
Kantor teoremasini ta’riflang.

PonbRE
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S5-mavzu: Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi. Hosila mavjud bo’lishining zaruriy va
yetarli shartlari (Koshi-Riman shartlari).

Dars rejasi:
5. Kompleks o’zgaruvchili funksiya hosilasi.
6. Analitik funksiya tushunchasi.
7. Kompleks o’zgaruvchili funksiya differensiali.
8. Hosila mavjudligining zaruriy va yetarli shartlari. Koshi — Riman sharti.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1], [5], [6]

Dars magsadlari: Kompleks o’zgaruvchili funksia orttirmasi va hosilasi tushunchasini haqiqiy
o’zgaruvchili funksiya kabi kiritish, muhim farglarni ajratish, sohada regulyar, monogen va analitik
funksiya tushunchalarini berish, kompleks o’zgaruvchili funksiyaning diffrernsiallanuvchanligini
ta’minlaydigan zaruriy va yetarli shartlarni bayon qilish, talabaga bu tushunchalarni yetkazib berish,
ularda komplek o’zgaruvchili funksiya diffrensiali, analitik, regulyar funksiyalar haqida ko’nikma
hosil qilish.

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: kompleks o’zgaruvchili funksiya hosilasi, sohada analitik
funksiya, nugtada analitik funksiya, kompleks o ’zgaruvchili funksiya differensiali, erkli o zgaruvchi
differensiali, hosila mavjudligining zaruriy sharti, hosila mavjudligining yetarli shartlari.

9.1.Kompleks o’zgaruvchili funksiya hosilasi tushunchasi. Faraz gilaylik, bizga biror G
sohada bir giymatli kompleks o’zgaruvchili w = f(z) funksiya berilgan bo’lsin. vz € G nugtani gayd
qgilib, unga Az orttirma beramiz. Buning natijasida f(z) funksiya

Aw=f(z+Az)— f(2)
orttirma oladi. Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatan olamiz:
Aw  Af(z)  f(z+Az)-1(2)
Az Az Az

Ta’rif 9.1. Agar Az ning nolga qanday intilishidan qat’iy nazar (9.1) nisbat biror aniq
chekli songa intilsa, u holda w = f (z) funksiya vz e G nugtada differensiallanuvchi deyilib, shu
limitning giymatiga w = f (z) funksiyaning z nuqtadagi hosilasi deb ataladi va u f'(z) kabi
belgilanadi, ya’ni

(9.1)

IimM: lim f(z+Az)-f(2) _
Az—0 A7 Az—0 AZ

f'(z). (9.2)

9.2. Analitik funksiya tushunchasi.

Ta’rif 9.2. Agar W= f(z) funksiya biror z = z, nugtada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda
u shu nugtada monogen deb aytiladi.

Agar w = f(z) funksiya biror G sohada bir qiymatli bo’lib, uning har bir nugqtasida monogen
bo’lsa, u holda bu funksiya G sohada analitik deb aytiladi.

Kelgusida bir giymatli analitik funksiyani golomorf yoki regulyar deb ham aytamiz.

9.2-Ta’rifga muvofiq, biror G sohaning har bir nugtasida differensiallanuvchi w = f(z)
funksiya shu sohada analitik deyiladi. Bu holda w = f(z) funksiya G sohaning har bir nugtasida
ham analitik deyiladi. Ya’ni w= f(z) funksiyaning biror z € G nuqtada analitik bo’lishi uchun
uning shu nuqtaning biror atrofida differensiallanuvchi bo’lishi talab qilinar ekan.

Kompleks o’zgaruvchili funksiya hosilasi ta’rifi shakl jihatdan haqiqiy o’zgaruvchili funksiya

hosilasi ta’rifidan farq qilmaydi. Shuning uchun haqiqiy funksiyalarning barcha differensiallash
qoidalari kompleks funksiyalar uchun ham o’rinli. Kompleks o’zgaruvchili funksiya
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differensiallanuvchan bo’lishi talabi haqiqiy ma’nodagi differensiallanuvchanlikdan keskin farq qilib,
juda katta talabdan iboratdir. Shuning uchun ham sohada analitik funksiyalar 0’ziga xos ajoyib
xossalarga ega bo’lib, bunday xossalarga haqiqiy differensiallanuvchi funksiyalar ega bo’la olmaydi.
Bu xossalarni biz kelgusida o’rganamiz.

Misol 9.1. f(z) =zRez funksiyani aniglanish sohasida analitiklikka tekshiring.

Yechish. Bu funksiya butun kompleks tekislikda aniglangan bo’lib, u fagat z =0 nuqtadagina
differensiallanuvchi. Hagigatan ham
Aw _ (z+Az)Re(z+Az)—zRez _ , Re(z+Az)-Rez
Az Az Az

+ Re(z + Az).
Bu yerdan

. Aw . . .
1) z=0 bo’lsa, Alzlrrg)—z limReAz=0= f'(0) =0 bo’ladi;

Az A0
AW . . . ..
2) z#0 bo’lsa, uholda A|IrTE)E limitning mavjud bo’lish yoki bo’lmasligi
Z—>!

. Re(z+Az)-Rez
m

Alzl—>0 AZ (93)
limitdan bog’liq. Oxirgi
. AX
lim -
220 AX + 1Ay
limit esa mavjud emas. Chunki agar Ax =0,Ay — 0 deb olsak, u holda

. AX . .
lim - :|Im_i=|lm0=0
220 AX + 1Ay 2;:00 IAy 40

vaagar Ay =0,Ax — 0 deb olganimizda esa quyidagi natijani olamiz:
AX AX

. . . AX .
lim — = |lim — =|lim—=1liml=1
22-0 AX + IAY ﬁ?ZBO AX+IAY M0 AX M0

Demak, (9.3) limit intilish yo’liga bog’liq holda turli giymatlarni bergani uchun mavjud emas. Shuning
. Aw . - .
uchun ham vz = 0 nuqtalarda AIHTE)E mavjud emas. Shunday qilib, f(z)=zRez funksiya z=0

nuqgtada monogen bo’lib, barcha Vz =0 nuqtalarda differensiallanuvchi emas. Demak u z=0
nugtada va vz = 0 nuqtalarda ham analitik emas.
Misol 9.2. f(z) =Rez funksiya hech bir nugtada differensiallanuvchi emas, chunki (9.3) limit
hech bir nugtada mavjud emas. Lekin bu funksiya butun C kompleks tekislikda uzluksiz.
Misol 9.3. f(z) =z =x—iy. Bu funksiyaham f(z) =Rez funksiya kabi butun C kompleks
tekislikda uzluksiz bo’lib, C ning hech bir nugtasida differensiallanuvchi emas. Bunga ishonch hosil
qgiling.

9.3. Kompleks o’zgaruvchili funksiya differensiali. Faraz qgilaylik, w = f (z) funksiya biror

. Aw . .
Z = 7, nuqtada monogen bo’lsin, u holda shu nuqtada AlzlrnOE = f'(z,) hosila mavjud va bu yerdan

@)
tenglikni olamiz. Bunda 7 =7(z,Az) bilan Az — 0 da nolga intiluvchi funksiya (cheksiz kichik
miqdor) belgilangan. Oxirgi tenglikdan
Aw = f'(z,)Az +nAz (9.4)
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ni hosil qilamiz, ya’ni z, nuqtadagi funksiya orttirmasi ikki cheksiz kichik miqdorlarning yig’indisi
shaklida ifodalanadi. Bu migdorlarning biri  f'(z,)Az bo’lib, agar f'(z,) # 0 bo’lsa, uholda u Az
bilan bir xil tartibdagi cheksiz kichik migdordir va uning koeffisienti Az dan bog’liq emas. Ikkinchi
miqdor 7nAz esa kichiklik tartibi Az dan yuqoridir. Qaralayotgan orttirmaning f'(z,)Az qismi
funksiya orttirmasining chizigli gismi yoki funksiya differensiali deb aytiladi va

dw=df(z,) = f'(z,)Az
kabi belgilanadi.

Agar w=1z bo’lsa,uholda dz=1-Az=Az teng bo’ladi, ya’ni erkli o’zgaruvchining
differensiali uning orttirmasiga teng bo’ladi. Bu yerdan dw= f'(z,)dz yoki f'(z,) =?j—vzv. (9.4)
ifodadan ko’rinadiki, agar Az argument orttirmasi cheksiz kichik bo’lsa, u holda funksiya orttirmasi
Aw ham cheksiz kichik bo’ladi, ya’ni w = f(z) funksiya z =z, nuqtada uzluksiz bo’ladi.

Shunday qilib, agar w = f (z) funksiya biror z =z, nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u
holda u shu nuqtada albatta uzluksiz bo’ladi.

9.4. Hosila mavjudligining zaruriy va yetarli shartlari. Koshi — Riman shartlari. Biror G
sohada bir giymatli w= f(z) funksiya berilgan bo’lsin. Agar z = x+iy deb olsak, u holda bu
funksiyani w= f(z) =u+iv shaklida ifodalash mumkin. Biz yuqorida ko’rdikki, f(z)=z=x—iy
funksiya tekislikning hech bir nugtasida differensiallanuvchi emas. Lekin uning haqgiqiy gismi
u=x va mavhum gismining koeffitsenti v=-y hamma yerda ixtiyoriy tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega. Bu yerdan f(z) kompleks funksiyaning differensiallanuvchi bo’lishi uchun u va
v funksiyalar bir-biri bilan gandaydir bo’glangan bo’lishi kerak degan xulosa kelib chiqadi. Biz
quyida ushbu bog’lanishni oshkor qilamiz. Faraz qgilaylik W = f (z) funksiya biror z =z, = x, +1y,
nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda bu nugtada

. Aw . AU + AV ,
lim—= Iim ———=1'(z,)
-0 Az Mx=04-0 AX + TAY
limit mavjud bo’ladi. U holda intilish yoliga bog’liq holda tanlangan quyidagi xususiy limitlar ham
mavjud va ularning giymatlari ham f'(z,) ga teng bo’lishi lozim:

1. Ay =0,AXx — 0 bo’lganda

fim AUV i AU A _ 400 Y0) L V9 Vo) _ gy, 9.5)

-0 AX M0 AX Ax0 AX OX OX

2. Ax=0,Ay — 0 bo’lganda esa

lim AUFIAV L AU i &Y 21U Yo) | V(o Vo) _ gy ). (9.6)

-0 JAY | -0 Ay >0 Ay oy oy

(9.5) va (9.6) dan
au(X07 yO) +| aV(X07 yO) — } au(x07 yO) + aV(XO' yO)
OX OX i oy oy
tenglikni olamiz. Bu yerda kompleks sonlarning tenglik ta’rifini qo’llasak

ou_ov ou_ ov 9.7)

x oyey o
munosabatlarning o’rinli ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib, agar w = f (z) funksiya biror z =z,

nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda shu nuqtada (9.7) munosabatlarning bajarilishi zarurdir.
Odatda (9.7) shartlar Koshi —Riman yoki Dalamber —Eyler shartlari deyiladi. (9.7) shartlar
w=f(z)=u+iv
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funksiyaning z =z, nuqtada differensiallanuvchi bo’lishi uchun yetarli bo’la olmaydi. Quyidagi
teoremada w = f(z) funksiya differensiallanuvchi bo’lishining yetarli shartlari keltiriladi.

Teorema 9.1. Agar u va v funksiyalar biror z, =(X,,Y,) € C nugtada ikki o’zgaruvchili
haqiqiy funksiyalar sifatida differensiallanuvchi bo’lib, shu nugtada (9.7) Koshi—Riman shartlari
bajarilsa, u holda w= f(z) =u+iv funksiya z, =X, +1y, nugtada differensiallanuvchi bo’ladi.

Isbot. u va v funksiyalar differensiallanuvchi bo’lganligii uchun ularning xususiy hosilalari
mavjud bo’lib, u va v larning orttirmalarini

ou ou

AU = —dx+—dy+ 9.8
p Y y+m (9.8)
oV ov

AV =—dx+-—dy+ 9.9
o oy y+n, (9.9)

ko’rinishda ifodlash mumkin. Bu yerda 77, va 17, lar p =./d*x+d?y ga nisbatan yuqori
tartibli cheksiz kichik miqdorlardir. Endi f'(z,) ning mavjud ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun

z =z, nugtada AIJLn()A—\IZV limitning mavjud ekanligini isbotlash lozim. (9.7), (9.8), (9.9)

munosabatlardan foydalanib (9.2) ko’rinishdagi limitni hisoblaymiz:
Maxr My + (N ay+ Y ay
y oy OX

AW AUHIAV L OX m+in,
lim— = lim — = lim - + 12
Az>0 Az 4250 AX+IAY A0 dx+idy dx+idy
ou ov . OV .ou
—dx——dy+i—dx+i—dy
= lim(&X X~ X Xy =M Y imy, =M i Y (g,
AZ—0 dx+idy OX  OX A0 oX  OX

Bu esa biz isbotlashimiz lozim bo’lgan tenglikdir. Teorema 9.1 isbot bo ldi.
Koshi —Riman shartlari bilan birga qo’shimcha u va v funksiyalarning ikki o’zgaruvchili
w= f(z) =u+iv funksiyaning z = z,nugtada differensiallanishi uchun yetarlidir.

5-mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari
1. Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi deb nimaga aytiladi?
2. Kompleks o’zgaruvchili funksiya qachon monogen deyiladi?
3. Kompleks o’zgaruvchili funksiya qachon sohada bir qiymatli analitik deyiladi?
4. Hosila mavjud bo’lishining zaruriy sharti nimadan iborat?
5. Hosila mavjud bo’lishining yetarli sharti nima?
6. Koshi-Riman sharti nimadan iborat?
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6-mavzu: Analitik funksiyalar. Analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari qo’shma
garmonik funksiyalar. Analitik funksiyani berilgan haqiqgiy yoki mavhum gismining
koeffitsenti bo’yicha tiklash.

Dars rejasi:
3. Analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum gismlari qo’shma garmonik funksiyalar sifatida.
4. Berilgan garmonik haqiqiy yoki mavhum gismi yordamida analitik funksiyani tiklash.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1], [5], [6], [7]

Dars maqgsadlari: talabalarga analitik funksiyaning haqigiy va mavhum gismlari, garmonik
funksiyalar, ularning qo’shma garmonik funksiyalar haqida tushuncha hosil qilish, qo’sma garmonik
funksiya sifatida ifodalanuvchi hagiqiy yoki mavhum qismi orgali analitik funksiyani tiklash usulini
o’rgatish.

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar:: Koshi-Riman shartlari, ikkinchi tartibli aralash
hosilalarning tengligining etarli shartlari,garmonik funksiya,o zaro qo’shma garmonik
funksiyalar,ikkinchi jins egri chizigli integralning integrallash chizig ining formasidan bog’liq
bo’lmasligi alomati.

10.1.Analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari qo’shma garmonik funksiyalar
sifatida. Faraz qilaylik, bizga biror G sohada bir giymatli va analitik w = f (z) funksiya berilgan
bo’lsin. Kelgusida isbot qilamizki, agar funksiya G sohada differensiallanuvchi bo’lsa, u shu sohada
ixtiyoriy tartibli uzluksiz hosilalarga ega. Bu kompleks funksiyalarning ajoyib xususiyatlaridan biridir.
Shu jumladan, w=u +iv funksiyaning hagigiy va mavhum gismidan iborat u va v funksiyalarning
itiyoriy tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega ekanligi ham kelib chigadi. Xususan, u va v
funksiyalar barcha ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi. Bundan tashqari ular
0’tgan mavzuda isbotlangan Koshi-Riman shartlarini ham ganoatlantiradi

ou _ov ou_ ov
ox oy oy  ox

Agar bu tenglikning 1-shartini X bo’yicha, 2-sini Y bo’yicha differensiallab, natijalarni
qo’shib, keyin esa turli tartibda olingan ikkinchi tartibli xususiy hosilalarning tengligi uchun yetarli
shartlarning bajarilishini e’tiborga olsak

(10.1)

02u+82u AR _o
x> oy® Oyox oxoy

(10.2)

tenglikni olamiz.

Yuqoridagi kabi (10.1) tenglikning 1-shartini Y bo’yicha, 2-sini X bo’yicha differensiallab,

natijalarni ayiramiz va yana aralash hosilalarning tengligidan foydalansak, u holda
ov oV du o

2T 2= - =0
OX~ 0y° Oxoy 0yox

(10.3)

tenglikka ega bo’lamiz.
Ta’rif 10.1. Agar ikki o zgaruvchili hagigiy ¢(X,y) funksiya G sohada ikki marta uzluksiz
o 07
differensillanuvchi bo’lib, Laplas tenglamasini qanoatlantirsa, ya’'ni Ap = % + gf =0 munosabat
bajarilsa, u holda ¢(x,y) funksiyaga G sohada garmonik funksiya deyiladi.
Bu ta’rifdan va (10.2), (10.3) munosabatlardan kelib chiqadiki, G sohada analitik w = f (z)
funksiyaning haqgigiy gismi va mavhum gismining koeffisientlari u va v funksiyalar shu G sohada

garmonik funksiyalardan iborat ekan.
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Ta’rif 10.2. Agar u va v funksiyalar o zaro Koshi-Riman shartlari bilan bog’langan bo’lsa, u
holda ularni o’zaro qo’shma garmonik funksiyalar deb ataymiz.

10.2. Berilgan garmonik haqgiqgiy yoki mavhum gismi yordamida analitik funksiyani qurish.
Faraz qilaylik, bizga biror bir bog’lamli chekli G sohada garmonik bo’lgan ¢(X,y) funksiya berilgan
bo’lib, u shu sohada qandaydir analitik w = f(z) funksiyaning haqiqiy qismidan iborat bo’lsin:
o(x,y)=u(x,y), Re f(z) =u(x,y). Endi biz f(z) funksiyani tiklash masalasini garaymiz. Bu
masalani yechish uchun f(z) funksiyaning mavhum gismi v(x,y) funksiyani izlash kerak:

Im f (z) =v(X,y) =? Koshi-Riman shartlaridan foydalansak, v(X, y) ning xususiy hosilalarini berilgan
u(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari bilan ifodalash mumkin:

ov ou ov au
T o =P(Y), —=—=0Q(x,Y).
X oy (X, y) o ox Q(x,y)
Endi 0’z navbatida P(x,y) va Q(X,y) funksiyalar ham xususiy hosilalarga ega va bu
funksiyalar differensiallanuvchi funksiyalardan iborat:

oP o @__@Va@_azu oQ _ du

X oyox oy oy:  ox  oxt'oy  oxoy
oP 0Q o e . D ,e 1
Bu yerdan E Y tenglikning bajarilishini olamiz. U holda quyidagi teorema o’rinli.

Teorema 10.1. Agar P(x,y) va Q(X,y) Z—I; va 2—3 xususiy hosilalari bilan birgalikda

tekislikdagi G sohada uzluksiz bo’lsa, u holda

(x,y)

w(6y) = [P0 Y)dx+Q(x y)dy
(X0.Yo)
egri chizigli integralning ixtiyoriy (X,,Y,) va (X,Y) nugtalarni tutashtiruvchi chizigdan bog’liq

Q

bo’lmasligi uchun Vz € G uchun P _ x tenglikning bajarilishi zarur va G soha bir bog’lamli

bo’lganda esa yetarlidir. (L.D.kudryavsev.Kurs matematicheskogo analiza.Tom 2. 47.9,Teorema 4,
str. 399-401).
Boshlang’ich nuqtani 0’zgarmas deb olib, oxirgi nuqtani o’zgaruvchi deb qarasak, y (X, Y)

funksiya G sohada aniqlangan bir qiymatli funksiyadan iborat bo’lib qoladi. Ikkinchi tomondan
w(x,y) funksiya xususiy hosilalariga P ning mos xususiy hosilalariga G sohada aynan teng:

W oy = W ooy
ax_P(X’y)_ax’ay Q(x,y) "

U holda v va v funksiyalar fagat o’zgarmas son bilan farq giladi. Chunki ularning
ayirmasining xususiy hosilalari aynan nolga teng. Shunday qilib,
D Bu au
v(x,y)= I (——dx+—dy)+C.
(X0.1Y0) ay aX
Endi v(X,y), u(x,y) funksiyalar ikki o’zgaruvchili funksiyalar sifatida G sohada uzluksiz

differensiallanuvchi bo’lib, Koshi-Riman shartlarini ganoatlantiradi. Demak, kompleks funksiya
differensiallanuvchi bo’lishligining etarli shartlari bajariladi. Shuning uchun f(z) =u(x,y) +iv(x,y)

funksiya G sohada analitik funksiyadir. Shunday qilib, analitik f(z) funksiyani uning berilgan
garmonik Re f(z) =u(X,y) gismi bo’yicha
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(x.y)
f@)=u(xy)+i[ | (——udx+—dy)+C] (10.4)
(X0.Yo) 5‘y
ko’rinishda tiklash (qurish) mumkin ekan. Bu berilgan haqiqiy qismi bo’yicha analitik funksiyani
tiklash formulasidir.
Shunga o’xshash w = f(z) funksiyaning berilgan garmonik mavhum v(x, y) qismi bo’yicha
ham analitik f(z) =u+iv funksiyani tiklash mumkin.
Misol 10.1.u(X, y) = Xy berilgan bo’lsa, u holda w= f(z) =u+iv analitik funksiyani tiklang.

Yechish. Avvalo bu funksiyaning butun C kompleks tekislikda garmonik ekanligini
ko’rsatamiz:

2 2
a_uz a_lizo’a_uzx a_uzo
OX OX oy
Demak, u(x,y) funksiya C da garmonik ekan. G soha bir bog’lamli va chekli bo’lganligi
uchun (10.3) formulaga ko’ra

(x.y)
v(Xx,y) = J (—a—ud +5dy)+C

(X0.Y0)
V(X, ¥) ni ifodalovchi integralning qiymati chizigning shaklidan bog’liq bo’lmaganligi uchun
integrallash chizig’i sifatida chizmada ko’rsatilgan chizigni olamiz. U holda

X y 2 2 H
V(X,Y):I_XdXJfJ.ydnyC Z—X?+y7+C. Bundan f(z)= xy—'E(x2 —y?)+iC.
0 0

Z+127 1-1 o . . : : :
Agar bu yerda X = > Y= % ekanligini hisobga olib, x va Yy larning o’rniga qo’yib, hosil

bo’lgan ifodani soddalashtirsak, u holda
_ ; )2 _5\2 2 52 (.2 -
f(z)_z 7’ i (z+2) +(z Z))+iC:Z _z (77 +2z2
4i 2 4 4 2 4

7 +22-277+7%) . 72 - 7%
+ +1C =

——(z +Z )+|C———z +iC.,
4 4 2

10- mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari

1. Analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari qo’shma garmonik funksiyalar sifatida.

2. Analitik funksiyaning ta’rifi va tasvirini ayting?

3. Garmonik funksiyaning ta’rifi va tasvirini ayting?

4. Qo’shma garmonik funksiya deb nimaga aytiladi?

5. Analitik funksiyaning haqiqiy qismi ta’rifi va tasvirini ayting?

6. Analitik funksiyaning mavhum qismlari ta’rifi va tasvirini ayting?

7. Analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari qo’shma garmonik funksiyalar sifatida
tasvirlanishini ko’rsating.

8. Berilgan garmonik haqgigiy yoki mavhum gismi yordamida analitik funksiyani tiklash formulalarini
yozing.

9. Koshi-Riman sharti nimadan iborat?

10. Funksiya bir qiymatli analitik bo’lishi uchun uning haqiqiy va mavhum qismlari ganday bog’langan
bo’lishi kerak?

/<L



7-mavzu: Bir yaproqlilik tushunchasi, Hosila moduli va argumentining geometrik ma’nosi.
Konform akslantirish.

Dars rejasi:
Hosila argumentining geometrik ma’nosi.
Hosila modulining geometrik ma’nosi.
Konform akslantirish tushunchasi.
Ba’zi muhim teoremalar.

el N =

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1], [5] - [8]

Dars magsadlari: Hosila argumenti va modulining geometrik ma’nosi, konform akslantirish
tushunchasi hamda unga oid ba’zi muhim tushunchalarni o’rgatish.

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: Kompleks funksiyaning hosilasi, egri chizigqa o tkazilgan
urinma, ikki chiziq orasidagi burchak, konform akslantirish, 1-tur konform akslantirishlar, 2- tur
konform akslantirishlar.

22.1. Hosila argumentining geometrik ma’nosi. Avval son o’qining biror E =[a,ﬂ]
segmentida z = A(t) uzliksiz kompleks funksiyani qaraymiz. Ma’lumki, bu funksiya tekislikda
biror L uzluksiz egri chizigni ifodalaydi. Faraz gilaylik, gandaydir t, € E nuqtada E to’plam
bo’yicha A(t,) hosila mavjud va A(t,)#0 bo’lsin. U holda L chizigning t, ga mos
z, = A(ty) nugtasida T urinma mavjud va haqiqiy o’qning musbat qismi hamda T urinma
orasidagi burchak ArgA(t,) ga teng ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun z, =A(t,) va
z, = A(t,) nugqtalarni tutashtiruvchi kesuvchi o’tkazamiz. A (t,) =0 dan kelib chigadiki,

z, = A(t,) nugtani z, = A(t,) nugtadan fargli gilib tanlash mumkin. Agar bunga teskari fikrni

faraz qilsak, u holda, shunaga {t, } —t, ketma—ketlik topiladiki, ¥ natural n lar uchun
o . At - Alt)

A(ty, ) = A(t,) = 0 bajariladi. U holda, 4(t,)= lim ————

t, >t tl —
n

talabga ziddir, ya'ni farazimiz noto’g’ri. U holda yuqorida tavsiflangan kesuvchining yo’nalishi
(Zl — Zo)

tl _to

=0 bo’ladi. Buesa A(t,)#0

0

vektor yo’nalishi bilan bir xil bo’ladi. Shuning uchun

Y

Argh'(t,)

22.1-chizma
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lim2 =22 = 7(t,) #0 ning mavjudligidan lim Arg(@) — ArgZ(t,) ning mavjudligi yoki

bt —1 L

kesuvchilar limitik holatining mavjudligi, ya’ni L chizigning z, nuqtasida o’tkaziladigan T
urinmaning mavjudligi va OX o’qining musbat qismi hamda T urinma orasidagi burchakning
ArgA (t,) ga tengligi kelib chigadi. (22.1-chizmaga garang).

Faraz qilamizki, biror z, € G nugtada f'(z,) hosila mavjudva f'(z,)#0 bo’lsin. z,
nugtadan biror L:z=A(t) (¢<t<p,A(a)=2,) egri chiziq o’tkazamizki, A(t,) mavjud va
A(t,) #0 bo’lsin. L chizigning w= f(z) funksiya orqgali akslantirishdagi aksi wv tekislikdagi
r:w= f[At)]= ut), (@<t<p, ut,)="f(z,)=w,) tenglama orgali ifodalanadigan chiziq
bo’lsin. U holda u (t,) = f (z,)A (t,) #0 bo’lib, G yegri chiziq w, nugtada urinmaga ega va
bu urinma hamda haqiqiy o’qning musbat qismi orasigadi burchak

Arglul(to) = Arg[ﬂvl (t)f ‘(Zo)] = Arg/f (t) + Argf‘(zo)
ga teng. Bu erdan ko’rinadiki, L chizigni w= f(z) funksiya orqali akslantirishdagi G ning w,
nugtasidagi urinmani hosil gilish uchun L chizigning z, nugtasidagi urinmani L chizigdan
bog’liq bo’lmagan Argf (z,) burchakka burish lozim yekan. Hosila argumentining geometrik
ma’nosi ana shundan iborat. Shuning uchun z, nuqtadan o’tuvchi ixtiyoriy ikki chiziq orasidagi
burchak w= f(z) (3f (z,) #0) funksiya orqali akslantirishda ham giymat va ham yo’nalish
jihatdan saglanadi.

22.2. Hosila modulining geometrik ma’nosi.

. f(z2)-f
Tushunarliki, ‘f (zo)‘z IimM b

i |Z . | o’lib, bu yerdan hosila modulining geometrik
0 4o

ma’nosi W= f(z) funksiya orgali akslantirishda z, nugtadan chiquvchi vektorlar cho’zilish

koeffisentlari (agar ‘f'(zo)‘ >1 bo’lsa) yoki gisilish koeffisentlari (agar ‘f'(zo)‘<1 bo’lsa) ning
Z — z, dagi limitidan iborat ekanligi kelib chigadi.

22.3. Konform akslantirish tushunchasi.

Ta’rif 22.1. Berilgan nuqtadan o’tuvchi ixtiyoriy ikki chiziq orasidagi burchakni
saqlovchi va shu nuqtada o’zgarmas cho’zilishni ta’minlovchi uzluksiz funksiya orqali
bajariladigan akslantirish shu nuqtada konform akslantirish deyiladi.

Ta’rif 22.2. Agar bunday akslantirish fagat burchaklar emas, balki ularni hisoblash
vo 'nalishi ham saqlansa, u holda bunday akslantirish qaralayotgan nuqtada birinchi tur
konform akslantirish deyiladi.

Quyidagi 22.2-chizmaga garang:




22.2-chizma

Ta’rif 22.3. Agar bunday akslantivishda burchaklar saqlanib, ularni hisoblash yo nalishi
teskariga o’zgarsa, u holda bunday akslantirish garalayotgan nuqtada ikkinchi tur konform
akslantirish deyiladi.

Ushbu mavzuning 22.1- va 22.2- gismlaridan kelib chigadiki, biror G sohada regulyar

w = f(z) funksiya orqali bajariladigan akslantirish shu sohaning har bir f (z) =0 shartni
ganoatlantiruvchi z nuqtasida birinchi tur konform akslantirishdan iboratdir.

Ikkinchi tur konform akslantirishga f(z) =z funksiyani oddiy misol sifatida ko’rsatish
mumkin (22.3- chizmaga garang).

L1
L2
20
0 z X
I3
I

22.3- chizma

Ikkinchi tur konform akslantirishga umumiy misol sifatida f (z) =0 shartni

ganoatlantiruvchi regulyar funksiyaga qo’shma w= f(z) funksiya bajaradigan akslantirishni olish
mumkin.

Ta’rif 22.4. Agar f(z) akslantirish G sohada bir yaprogli va uning barcha nugtalarida
konform bo’lsa, u holda u G sohada konform akslantirish deyiladi.

22.4. Ba’zi muhim teoremalar. Konform akslantirishga ta’luqli ba’zi muhim
teoremalarni keltiramiz.

Teorema 22.1 (Sohaning saglanish prinsipi). Regulyar va aynan o’zgarmasdan farqli
funksiya orgali akslantirishda sohaning aksi yana sohadan iborat bo’ladi.

Teorema 22.2 (Riman teoremasi). Chegarasi bittadan ortiq nuqgtalardan tashkil topgan

har ganday bir bog’lamli sohani |W <1 doiraga konform akslantiruvchi meromorf w = f (z)
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funksiya mavjud bo’lib, u f(a)=0,arg f'(a)=A4 (a- sohaning ixtiyoriy nugtasi, A —ixtiyoriy
haqiqiy son) shartlar yordamida yagona aniglanadi.

7- mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari
10. Hosila argumentining geometric ma’nosi nimadan iborat?
11. Hosila modulining geometric ma’nosi nima?
12. Qachon akslantirish nugtada (sohada) konform akslantirish deyiladi?
13. Konform akslantirish ganaga turlarga ega?
14. Qanaga funksiyalar 1-tur va 2- tur konform akslantirishlarning umumiy ko’rinishiga misol
bo’la oladi?
15. Konform akslantirishga doir ba’zi muhim teoremalarni bayon qiling?
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8-mavzu: Elementar funksiyalar (chizigli, kasr-chiziqli, darajali), ko’rsatkichli, trigonometrik,
eksponensial, logarifmik, Jukovskiy funksiyalari orqali konform akslantirish.

Dars rejasi:
1. Chizigli akslantirish va uning asosiy xossalari.
2. Kasr — chizigli akslantirish va uning asosiy xossalari.
3. Uchi cheksiz uzoglashgan nugtadagi burchak tushunchasi.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1] - [14]

Dars magsadlari: Chizigli, kasr — chizigli akslantirishlar va ularning asosiy xossalari, uchi
cheksiz uzoglashgan nuqtadagi burchak tushunchalarini o’rgatish.

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: chizigli asklantirish, kasr — chizigli akslantirish, bir
vaproqli akslantirish, to’g’ri chizigqa nisbatan simmetrik nugqtalar, aylanaga nisbatan simmetrik
nuqtalar, teskari akslantirish, uchi cheksiz uzoglashgan nugtadagi burchak.

23.1. Chizigli akslantirish va uning asosiy xossalari.

Ta’rif 23.1. Agar w= f(z) akslantirishda Vvz,,z, €G, z, #2, nugtalarga w tekislikdagi
har xil f(z,)# f(z,) nugtalar mos kelsa, u holda w= f(z) G sohada bir yaprogli deyiladi.

Chizigli akslantirish w= f(z)=az+ f, o, f€C, ya’ni chizigli funksiyadan iborat. Bu
funksiya butun C kompleks tekislikda aniglangan bo’lib, uning hosilasi f'(z) =« o’zgarmas va
a#0 bo’lsa, noldan fargli bo’ladi. Shunga ko’ra f(z) funksiya butun kompleks C tekislikda
konform bo’ladi. Bu funksiya orqali akslantirishda (z) tekislik egri chiziqlariga o’tkazilgan

urinmalar bir xil Arga burchakka burilib, barcha nuqtalardagi cho’zilish || ga tengdir. Agar
a =1 bo’lsa,u holda Arga =2kz, |a|=1 bo’lib, burilish ham cho’zilish ham yuz bermaydi.
Bu holda funksiya shakli w=z+ £ bo’lib, tushunarliki, akslantirish butun kompleks tekislikni
B vektorga siljitishdan iborat. Agar =1 (va a=0) bo’lsa, u holda akslantirishni

W—y =a(z—y) shaklda ifodalash mumkin bo’lib, ¥ y =ay+ f tenglamadan topiladi. Bu
yerdan y nugtadan chiquvchi har bir z—y vector akslantirish natijasida Arga burchakka
burilib, |a| marta cho’zilib, y nugtadan chiquvchi W—y vektorga o’tishi kelib chiqadi. Shuning
uchun o #1(va a#0) bo’lganda f(z)=0z+ f,a,p €C, akslantirish butun tekislikni

v =pfBI/(l-a) nugta atrofida Arga burchakka burish va shu nuqtaga nisbatan |a| marta
cho’zishdan iborat bo’ladi. Ravshanki, bu markazi y = #/(l1-«a) nuqtada, o’xshashlik koyeffisenti
|a| bo’lgan va shu y nuqgta atrofida Arga burchakka burishdan iborat o’xshashlik
akslantirishidir.

23.2. Kasr- chizigli akslantirish va uning asosiy xossalari.
Kasr- chizigli akslantirishning umumiy shakli

az+b
"= f(Z):cz+d

ko’rinishda bo’lib, unda a,b,c,d € C kompleks sonlar, ad —bc=0. Agar ad —bc=0 bo’lsa, u
holda f(z) =4 =const- o’zgarmas bo’ladi. Kasr- chizigli akslantirishning asosiy xossalari
quyidagilardan iborat.

(23.1)
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Xossa 23.1. (23.1) kasr - chizigli akslantirish butun kengaytirlgan kompleks tekislikni
0’zini o’ziga konform va bir yaprogli akslantiradi.
ad—bc 1
(cz+d)? " (z-6)°
mavjudligini olamiz. Demak, w = f(z) akslantirish barcha z =6 chekli nugtalarda birinchi tur
konform akslantirish bo’ladi. Ravshanki,

Isbot. ad —bc = 0. dan z¢5=—% bo’lganda f (z) = # 0 hosilaning

. az+b .az+b a
6 ez +d >ecz+d €
w = f(z) funksiyani z=¢ va z=o nugtalarda quyidagicha aniglaymiz: f(6)=w va f(x)=a.
= :ZZ:b tenglamadan teskari funksiyani topamiz:
7= f(w) = —IW*rD,
cw-—a
Avval faraz qgilamizki, w#o va w=q, U holda z# &,z # . Yuqoridagidek, f *(0)=6 va
f a) =oo.

Shunday qilib, teskari finksiya ham kasr - chiziqli bo’lganligi uchun w= f(z) funksiya
kengaytirilgan kompleks tekislikni o’zini o’ziga o’zaro bir qiymatli akslantiradi. z=6 va Z=o
nugtalarda w = f (z) funksiyaning konformligini tekshirish mumkin bo’lishi uchun uchi cheksiz
uzoglashgan nugtadagi burchak tushunchasini Kkiritish kerak.

23.3. Uchi cheksiz uzoglashgan nuqtadagi burchak tushunchasi.
Buning uchun faraz gilamizki, C, va C,- ikki koordinatalar boshidan o’tuvchi chiziglar bo’lib,

6 burchakni tashkil qilsin. & =7 funksiya yordamida tekislikni o’zini o’ziga akslantiramiz. U

holda C, va C, chiziglar umumlashgan ma’noda uzluksiz C, va C, chiziglarga akslanadilarki,
bu chiziglar &=« nuqtadan o’tadilar. C, va C, chiziglar « nuqtada & burchak tashkil giladi

deb aytamiz. Masalan, bu ta’rifga muvofiq haqiqiy va mavhum o’qlar « da % burchakni tashkil
giladi. Umuman, z =9 nuqtadan o’tuvchi ixtiyoriy ikki C, va C, chiziglar shu nugtada ularning

§=% akslantirishdagi akslari C, va C, lar koordinatalar boshida ganday burchak hosil gilsa

shunday burchak tashkil giladi deb aytiladi.
Endi xossa 23.1 ning isbotini davom ettiramiz.

Faraz qgilaylik, ikki C, va C, chiziglar uchi 5=—E nuqtada bo’lgan € burchakni tashkil

gilsin. f(5) = bo’lganligi uchun ularing aksi C, = f(C,) va C, = f(C,) chiziglar z=w
1 . . . .

nuqgtadan o’tadi. Ta’rifga ko’ra ular orasidagi burchak ¢& ZW akslantirishdagi ularning akslari

C, va C, koordinatalar boshida tashkil gilgan burchakka teng. Ravshanki, C, va C, chiziglar
C, va C, chiziglarning natijaviy §:£= cz+d
W az+

iborat. Lekin, oxirgi akslantirish kasr- chizigli bo’lib, z=¢ nuqgtada ( bu nugtaning aksi & = 0dir)
konformdir. Demak, C, va C, chiziglar & =0 nugtada @ burchak, ya’ni C, va C, chiziglar

funksiya orqgali akslantirishdagi akslaridan

78



w=o nuqtada € burchakni tashkil giladi. Shunday qilib, biz w= f(z) funksiyaning z=¢6
nuqtada konform ekanligini ko’rsatdik. Bu xulosa « nugtada teskari z= f *(w) funksiya uchun
o’rinlidir, ya’ni w = f(z) akslantirish ham z = nuqtada konformdir. Demak, har bir kasr-chizigli
az+b . . = e . . .
W= sz+d (ad —bc=0,c#0) funksiya kengaytirilgan C kompleks tekislikni o’zini o’ziga bir

+
yaprogli va konform akslantiradi. Bu xulosa w=az + £ chizigli akslantirish uchun ham
o’rinlidir, lekin yagona farqi shundaki, cheksiz uzoqlashgan nuqta o’ziga o’tadi.

Xossa 23.2. Ketma-ket ikki marta bajariladigan kasr-chizigli akslantirishning natijasi kasr-
chizigli akslantirishdir. Kars-chizigli akslantirishga teskari akslantirish ham kasr- chizigli
akslantirishdan iborat.

Xossa 23.3. Kasr - chizigli akslantirishda ixtiyoriy aylana va to’g’ri chizigning aksi yana
aylana yoki to’g’ri chizigdan iboratdir. Bu yerda aylanani keng ma’'noda, ya’ni to’g ri chizigni ham
radiusi cheksizga teng aylana deb tushunish lozim.

Isbot. Bu xossani bevosita isbotlaymiz. Qandaydir |z—zo|: R aylanani olib, kasr-chizigli

akslantirishda uning nimaga o’tishini qaraymiz. Faraz qilaylik, kasr - chizigli akslantirish
, . aw+ b

Cw +

ko’rinishda bo’lsin. Z ning ifodasini aylana tenglamasiga qo’yib,

(@a—czy)w+ (b—dz,)| = Rlew+d| ni yoki ‘a'w+ b"2 =R2[ow+d|” ni olamiz. Ixtiyoriy &

kompleks son uchun |§|2 =&*& yekanligini hisobga olib, oxirgi tenglikdan
(aw+b)@w+b)=R?(cw+d)(cw+d)
yoki
|a'|2|vv|2 +|b'|2 +a'bw+ab'w= R2(|c|2|vv|2 +|d|2 +cdw+ cd w)
ni hosil gilamiz. Agar w=u+iv deb olib, hosil gilingan tenglamani (u, v) tekislik dekart
koordinatalari bo’yicha yozsak, u holda
AU? +v*)+Bu+Cv+D=0

aylana yoki to’g’ri chiziq tenglamasiga ega bo’lamiz. Xossa isbot bo’ldi.

Ta’rif 23.2. Z,,Z, nuqtalar |z—a| =R aylanaga nisbatan simmetrik deyiladi, agar ular a

nugtadan chiquvchi nurda joylashib, ulardan a nugtagacha masofalarning ko ’paytmasi R
radiusning kvadratiga teng bo’lsa, ya’ni

|z, —a|z, —a]=R?
a va o nugtalar o’zaro |z—a=R aylanaga nisbatan simmetrik deb aytiladi.
Ta’rif 23.3. Agar Z,,Z, nuqtalar L to’g’ri chizigning turli tomonlarida undan bir xil
masofada joylashgan va z,,Z, nugtalarni tutashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi L Qa
perpendikulyar bo’lsa, u holda 7., 7, nuqtalar L to’g’ri chizigga nisbatan simmetrik deyiladi.

Masalan, z,z nuqtalar haqiqiy o’qqa nisbatan 2,2 nuqtalar mavhum o’qqa nisbatan
1 : : I
hamda z va = nugtalar |z =1 aylanaga nisbatan simmetrikdir.
Z

Xossa 23.4. Agar Z,,Z, nuqtalar L' aylana yoki to’g’ri chizigqa nisbatan simmetrik va
ularning w= f(z) kasr — chizigli akslantirishdagi akslari W,, W, bo’lsa, u holda W,,W, nugtalar
I" = T (L") aylana yoki to’g’ri chizigqa nisbatan simmetrik bo’ladi.
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Teorema 23.3. Agar z,, z,, z, (z) tekislikning, w,,w,,w, esa (w) tekislikning turli
nuqtalari bo’lsa, u holda yagona kasr - chizigli funksiya mavjudki, u z, nugtalarni w,
nuqtalarga akslantiradi va quyidagi formula yordamida aniglanadi:

W—W, W, =W, 2-1, 2,-12,

(23.2)
W=W, Wy =W, Z-2, Z;—2

24.1. Ko’rsatkichli va logarifmik funksiyalar orqali akslantirishlar.

Ko’rsatkichli w=e”’ funksiya orgali akslantirishni o’rganish uchun avval haqigiy o’qqa
parallel to’g’ri chiziglar oilasini qaraymiz. Ularning tenglamasi z=x+iB, —oo <X <o,
B=consteR dan iborat. w=e’ funksiya orgali akslantirishda ularning aksi w=e*"® =te®,
O<t<oo,ya’ni argw=B nurdan iborat. B sonni a vaziyatdan b vaziyatgacha uzluksiz
o’zgartirsak, u holda argw=B nur argw=a vaziyatdan argw=b vaziyatgacha uzluksiz
burilib, natijada (z) tekisligida a <Imz <b gorizontal yo’lak (w) tekisligidagi a <argw<b
burchakka o’tadi (24.1-chizma).

AY

b | -
- b—a<2r AV
¥ a -
n " argW=b

B argW=a
» X
0 f4.1-(:hizmad

el 4

z=c+iy  (2) d
Agar a<lImz<b ochiq yo’lakning eni

b—a<2r bo’lsa,u holda bu yo’lak w=e¢’
funksiya yordamida a<argw<Db burchakka (W)
konform va bir yaproqli akslantiriladi. Agar
a<Imz<b yo’lakning eni b—a>2z bo’lsa, u holda u wW=e" funksiya yordamida
0< |vv| <o halgaga akslanadi, lekin bu holda akslantirishning bir yaproqliligi buziladi. Bu
akslantirish butun C kompleks tekislikning har bir nuqtasida konform bo’ladi, chunki
(e*)'=e* #0,VzeC.

Bundan tashgari w=e* funksiya 2zi davrlidir. Shunday qilib, quyidagi xulosaga ega
bo’lamiz.

Xulosa 24.1 . Har bir

a+2kr<lmz<b+2kzr (keZ) (24.1)
gorizontal yo’lak W=e" funksiya orgali b—a <2z bo’lganda
a<argw<b (24.2)
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burchakka bir yaprogli va konform akslanadi. Agar b—a > 27z bo’lsa, u holda (24.1) yo’lak

0< W <o (24.3)
halgaga akslanadi, lekin konformlik buziladi, chunki bu holda w =e* akslantirish (24.1)
vo’laklarda bir yaproqli emas.

Teskari z =Inw akslantirish (24.2) burchakni (24.1) yo’laklarning biriga konform
akslantiradi. Bu yerda k soni Inw funksiyaning (24.5) doiraviy sektorda tanlanadigan regulyar
tarmog’idan bog’liq.

Endi w=e* funksiyaning akslantirish xossalarini tekshirishni davom ettirish uchun
z=B+iy, oo<y<oo vertikal to’g’ri chiziglar oilasini olamiz. Uning W =e” akslantirishdagi aksi
w=e®" =e®e" chiziqdan, ya’ni cheksiz marta o’tiladigan markazi w=0 nugtadan, radiusi e® dan
iborat [w|=e® aylanadan iborat. Har bir uzunligi 27 ga teng kesmada Y ning o’zgarishiga bir

marta o’tiladigan to’la aylana mos keladi. Agar bu to’g’ri chiziqni B=c vaziyatdan B=d
vaziyatgacha (d > c¢) o’ng tomonga uzliksiz siljitsak, u holda (z) tekisligida vertikal

c<Rez<d yo’lak hosil bo’lib, uning (W) tekisligidagi aksi cheksiz marta o’tiladigan
e’ < |W| <e” halgadan iborat bo’ladi.
Gorizontal va vertikal yo’laklar kesishganda (z) tekisligida to’g’ri to’rtburchakni hosil

giladi. Uning w = e” akslantirishdagi aksi (w) tekisligida burchak va halganing kesishmasidan,
ya’ni halqali sektordan iborat bo’ladi.

Xulosa 24.2. w=e’ funksiya ixtiyoriy butun k son uchun
c<Rez<d, a+2kr<Imz<b+2kr (24.4)

to’rtburchakni b—a <2z bo’lganda
e’ <wi<e’, a<argw<b (24.5)

doiraviy sektorga bir yaprogli va konform akslantiradi.
Teskari z =Inw funksiya (24.5) doiraviy sektorni (24.4) to’rtburchaklarning biriga bir
yaprogli va konform akslantiradi.

24.2. Jukovskiy va unga teskari funksiyalar orgali akslantirishlar.
Ushbu

1 1
W=E(Z+;) (24.6)

funksiya Jukovskiy funksiyasi deyiladi. Unga teskari funksiya
Z=W+Vw’ -1 (24.7)
dan iborat.
W'= %(1—%) #0, VzeC/{0,£1}
z

bo’lganligi uchun bu funksiya 0, +1 nugtalardan tashqgari C kompleks tekislikning barcha

nuqgtalarida regulyar va 1- jins konform akslantirishdan iborat. Bu funksiyaning akslantirishga doir
xossalarini tekshirish uchun quyidagi chiziglar oilasini garaymiz:

1) |z|=r - markazi 0 nugtada va radiusi r bo’lgan aylanalar oilasi.
2) argz=¢ - z =0 nugtadan chiquvchi nurlar oilasi.
|z|=r aylana z=re",0< ¢ <27, parametrik tenglamaga ega. Jukovskiy funksiyasi uni

1, ., 1 : . - . . .
W:E(re"" +Fe"“’) =Uu+1v chizigga akslantiradi. Uning parametric tenglamasi
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1 1 1 1, .
Uu=—(r+-)cosep, v=—(r—-)sin 24.8
S (r+)c0sp, v="(r=S)sing (24.8)

2 2
. AT Y ..
yoki oshkor tenglamasi — +—bz =1 ko’rinishga ega, bu yerda

QD

1 1 1 1
a=—(r+=), b ==(r-- 24.9
=) ,r=7) (24.9)

Demak, akslantirish natijasida |z|=r chizigning aksi fokuslari —1,1 nugtalardan va

yarim o’glari  @,,b, dan iborat ellipsdir.

AY
Y
J

(2) 24.2-chizma

U

Agar r <1 bo’lsa, u holda ellips soat strelkasi yo’nalishida, r >1 bo’lsa, u holda ellips
soat strelkasiga teskari yo’nalishda chiziladi. Agar r =1 bo’lsa, u holda (24.8) dan
uU=cosep,v=0 bo’lib, ¢ 0 dan 2z gacha o’zgarsa, u holda (u,v) nugtalar (w) tekisligida ikKki
marta har xil yo’nalishda o’tiladigan [-1,1] kesmani, ya’ni [-1, 1] kesimni chizadi.

Agar r ni 1 dan c gacha uzluksiz o’zgartirsak, u holda (W) tekisligida hosil bo’ladigan
ellipslar uzluksiz ravishda kengayib, cheksizga intiladi, chunki a,,b, mos ravishda 1 dan o gacha
va 0 dan oo gacha uzluksiz o’sadi. Natijada (w) tekisligida [-1 1] kesimning tashqarisi hosil

bo’ladi. Ya’ni Jukovskiy funksiyasi |z =1 aylana tashqarisini [-1 1] kesim tashgarisiga
akslantiradi. Endi bu akslantirishning bir yaproqgliligini tekshiramiz. z va % nuqtalarda Jukovskiy
funksiyasi bir xil giymat gabul giladi. Agar (24.7) teskari funksiyaning ikki giymatli ekanligini
nazarga olsak, (w) tekislikning har bir w nugqtasiga (24.7) akslantirish fagat va fagat z va %
nuqtalarni mos qo’yadi. Bu yerdan Jukovskiy funksiyasining biror D sohada bir yaprogli

bo’lishi uchun D soha va % akslantirishdagi uning D' aksi bir- biri bilan kesishmasligi zarur

va yetarlidir. Xulosa 24.3. Jukovskiy funksiyasi |z|>1va |z| <1 sohalami [-1,1] kesmaning

tashgarisiga bir yaprogli va konform akslantiradi.
Endi z =0 nuqtadan chiquvchi nurlarning aksini topamiz. Ularning parametrik tenglamasi

argz=¢ yoki z=re'", 0<r <o dan iborat. (24.8) dan ko’rinadiki, bu nurlarning aksi

u? v2

=1 (24.10)
cos’p sin‘e
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tenglamani qanoatlantiradi, ya'ni fokuslari —1 va 1 dan iborat giperbola shoxlarining biridan
iboratdir.

Ay dBZ=Q tv

%
- -
o
- 4
v
c

(2)

24.3-chizma (W)

Agar @ =0 bo’lsa, u holda (24.8) dan u=a,,v=0 ni hosil gilamizki, bu [1,oo) kesimni
ifodalaydi. Agar (p=% bo’lsa, u holda (24.8) dan Uu=0,v=Db, ni olamiz, bu mavhum o’qni

ifodalaydi. Agar ¢ =7 bo’lsa, u holda (24.8) dan u=-a,,v=0 kelib chigadi va bu (—00,—1]
kesimdan iborat.

Xulosa 24.4. Jukovskiy funksiyasi quyidagi bir yaprogli va konform akslantirishlarni
amalga oshiradi:

1) birlik |Z|<1 doirani [-1,1] kesim tashqarisiga, ya'ni E/[—l,l] ga;

2) yugori yarim tekislik Imz > 0ni C/{(—,-1]U[L, %)} ga, ya'ni (—,—1] U[1 o) kesimning
tashqarisiga;

3) birlik yarim doira |z]<1, Imz>0 ni Imw<0 - quyi yarim tekislikka, chunki

Im W(%i) <0;
4) bu yerda (w) tekislikdagi sohalarni saglagan holda (z) tekislikdagi sohalarni ularning
% funksiyasi orqgali akslantirishdagi akslari bilan almashtirish mumkin.

Xulosa 24.5. Teskari (24.7) akslantirish esa teskari bir yaprogli va konform akslantirishlarni
amalga oshiradi.

23- mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari
1. Qanday akslantirish bir yaprogli deyiladi?
2. Chiziqgli akslantirishning asosiy xossalari nimadan iborat?
3. Cheksiz uzoglashgan nugtadagi burchak ganday kiritiladi?
4. Kasr —chizigli akslantirish gayerda konform? Nima uchun?
5. Kasr —chizigli akslantirishning asosiy xossalari nimadan iborat va ular
ganday isbotlanadi?
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9-mavzu: Kompleks funksiyaning integrali. Integralning mavjudlik sharti. Integralni xisoblash.
Kompleks funksiya integralining xossalari.

Dars rejasi:
15. To’g’rilanuvchi chiziglar.
16. Kompleks funksiyaning integrali.
17. Integralning mavjudlik sharti.
18. Integralni hisoblash.
19. Integralning xossalari.
20. Integralning sohaning funksiyasi sifatida additivligi.
21. Integral belgisi ostida limitga o’tish va takroriy integrallarning tergligi hagidagi teoremalar.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1], [4], [6], [8]

Dars magsadlari: talabalarga kompleks funksiyaning integrali va uning xossalari bilan

tanishtirish, integrallarni hisoblashni o’rgatish

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: to’g rilanuvchi chiziglar, to’g rilanuvchi chizigning
uzunligi, silliq chiziq, bo’lakli sillig chiziq, kompleks funksiyaning integrali, integralning mavjudlik
sharti, integralni hisoblash formulasi, integralning sohaning funksiyasi sifatida additivligi, integral
belgisi ostida limitga o tish haqidagi teorema, takroriy integrallarning tengligi haqidagi teorema.

12.1.To’g ’rilanuvchi chiziglar. Biz kompleks funksiyaning to’g’rilanuvchi egri chiziq bo’yicha

olingan integrali tushunchasini garaymiz. Tekislikdagi to’g’ri chiziq ta’rifini 5-mavzuda keltigan edik.
To’g’rilanuvchi chiziq nima?-degan savol tug’iladi.

Ta’rif 12.1. Agar tekislikdagi chizigga ichki chizilgan barcha siniq chizglarning uzunliklari
yuqoridan chegaralangan bo’lsa, u holda bu chiziq to’g rilanuvchi chiziq deyiladi.

Ta’rif 12.2. To’g rilanuvchi chizigning uzunligi deb shu chizigqa ichki chizilgan siniq
chiziglar uzunliklarining aniq yuqori chegarasiga aytiladi, ya’ni dI” =supdL .Bu yerda dI" berilgan
to’g’rilanuvchi I' chizigning uzunligi, dL unga ichki chizilgan siniq chizigning uzunligi, supremum
barcha I ga ichki chizilgan L chiziglar bo yicha olinadi.

To’g’rilanuvchi chiziqqa misol sifatida aylanani olish mumkin. Ma’lumki, agar aylananing
radiusi R ga teng bo’lsa, u holda shu aylanaga ichki chizilgan barcha siniq chiziglarning uzunliklari
aylana uzunligidan, ya’ni 27R dan oshmaydi. Demak, ta’rif bo’yicha aylana to’g’rilanuvchi chiziqdir.

Ta’rif 12.3. Agar chiziq uzluksiz o’zgaruvchi urinmaga ega bo’lsa, u holda u sillig
deyiladi,ya’'ni agar chizigning parametrik tenglamasi z = z(t) = x(t) +iy(t) (a<t<b) bo’lib,

2'(t) = X'(t) +iy'(t) wzluksiz va noldan farqli bo’lsa, u holda bu chiziq silliq deyiladi.
Misol 12.1. Har ganday aylana sillig chiziqdir.Hagigatan, agar |Z —a| =R markazi a nugtada

bo’lgan R radiusli aylana bo’lsa,u holda uning parametrik tenglamasi z=a+Re" (0<t<27)
bo’lib, z'(t) = i Re" uzluksiz va noldan farglidir.

12.2. Har qanday to’g’ri chiziq kesmasi silliq chiziqdir.(isbotlang.)

Ta’rif 12.4. Agar chiziq chekli sondagi silliq bo’laklardan tashkil topgan bo’lsa,u holda u
bo’laklari silliq chiziq deyiladi.

Bo’laklari silliq chizigqa oddiy misol — siniqg chiziqdir.

Teorema 12.1. Silliq va bo’laklari sillig chiziglar to’g rilanuvchi chiziglardir.

Isbot. Silliq chizigning to’g’rilanuvchi ekanligini ko’rsatish kifoya. Faraz qilaylik, 7" silliq
chizigning parametrik tenglamasi

z=z(t)=x({t)+iy(t) (a<t<h)

bo’lsin.U holda unga ichki chizilgan har qanday siniq chizigning uzunligi
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dL = Szt~ 2(0)) = ZxE) X6+ - V)<

Lagranj
teoremasi

= :Z:;\X(tm) = X(t,)]+ g\y(tm) -yt =

buyerda t <t;, t_ <t,., gandaydir nugtalar. ‘X'(t)‘ va‘y'(t)‘ funksiyalar sillig chizigning
ta’rifiga ko’ra [a,b] oraligda uzluklsiz funksiyalardir. Shuning uchun ular chegaralangan:

X'(t) <M, |y'(t) <M,, vt e[a,b] (3M;,M, >0 sonlar uchun).

Shunga asosan (12.1) dan

n-1 n-1
dL< MlZ(tk+l_tk)+ + MzZ(tk+1_tk) = (b_a)(Ml + Mz) <o
k=0 k=0

K60+ Y61, (12.1)

tengsizlikni olamiz. Bu yerda (b—a)(M;+M,) L ga bog’liq bo’Imagan o’zgarmasdir. Shuning
uchun to’g’rilanuvchi chiziq ta’rifiga ko’ra I” to’g’rilanuvchidir.

12.2.Kompleks funksiyaning integrali. Endi kompleks o’zgaruvchili funksiya integralining
ta’rifini beramiz. Tekislikdagi I to’g’rilanuvchi chizigda w= f(z) bir giymatli funksiya berilgan
bo’lsin. /" chizigning boshlang’ich & nuqgtasidan oxirgi B nuqtasiga garab uzluksiz harakat
gilinganda ketma-ket uchraydigan Vo =2,,2,,...,Z, =  nugtalarni olamiz va quyidagi integral
yig’indini tuzamiz:

ni f(2)(2—2) (12.2)

A chizigning z, va z,,, nuqtalarini tutashtiruvchi gismini S, ,uning uzunligini esa dS, bilan
belgilaymiz.
Ta’rif 12.5. Agar maxdS, —0 da (12.2) yig'indi {z, }_, nuqtalarning tanlanishiga bog liq

0<k<n-1
bo’lmagan holda aniq chekli limitga intilsa, u holda f(z) funksiya I" chiziq boyicha
integrallanuvchi deyiladi. Bu limitning qiymatiga f(z) funksiyaning I chizig bo yicha integrali deb
ataladi va u

n-1
[f@dz=_lim > f(2)(.-2)
r Ok<n-1 k=0
kabi belgilanadi.

12.3.Integralning mavjudlik sharti.

Teorema 12.2. Agar f(z) funksiya I" to’g rilanuvchi chiziqgda uzluksiz bo’lsa, u holda
If(z)dz integral mavjuddir.
r

Isbot. Buning uchun quyidagi belgilashlarni Kiritamiz:

z, =X +iy,, f(z,))=u(x,y,)+iv(X.,Y.)=U, +iV Az =2, -7 =Ax +iAy,.
U holda (12.2) yig’indi quyidagicha ifodalanadi.

'il f (Zk)(zk+l - Zk) = E(uk + in)(AXk + iAYk) =
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n-1 n-1
=D (UAX —V AY )+ D (VAX +UAY,) . (12.3)
k=0 k=0

Bu (12.3) ifodaning haqiqiy qismi va mavhum qismining koeffisenti haqiqiy analizda o’rganilgan
J. P(x, y)dx+Q(x, y)dy ko’rinishdagi ikkinchi tur egri chiziqli integrallarning integral yig’indilaridir.
r

Agar P(X,y) va Q(x,y) funksiyalar I" to’g’rilanuvchi chizigda uzluksiz bo’lsa, u holda bunday
integral mavjuddir.(G.M.Fixtengols, Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya,tom
3,1949.p.560 ga qarang).Teorema shartiga ko’ra u(X,y) va v(X,y) funksiyalar to’g’rilanuvchi I~

chiziqda uzluksiz bo’lganligi uchun bu yerdan maxdS, — 0 da (12.3) tenglikning 0’ng tomonidagi
O<k<n-1

har bir yig’indining mos ravishda aniq chekli Iudx—vdy va Ivdx+ udy limitlarga intilishi kelib
r r
chigadi. Demak, (12.3) ning chap tomoni ham aniq chekli limitga ega va bu limit quyidagiga teng:
_[f(z)dz:_[(udx—vdy)+ijvdx+udy. (12.4)
I I r
Teorema 12.2 isbot bo ldi.

12.4. Integralni hisoblash.(12.4) formula quyidagicha yozilsa yaxshi esda saglanadi:
[ f(z)dz = [ (u+iv)(dx+idy). (12.4"
A

A
Bu integralni hisoblash magsadida 7" chizigni silliq va z = z(t), (a <t <b) tenglamaga ega
desak, (12.4") dan quyidagiga ega bo’lamiz:

J f (@)dz=[{ulz]+ MzOTHX O +iy O3t = [ [2O)) (Bdt =

= j Re{f[z(t)]z'(t)}dt +i j Im{ f[2(t)]Z'(t) }dt. (12.5)

(12.5) formulaga ko’ra kompleks funksiya integralini hisoblash masalasi haqiqiy funksiyalarning
odatdagi aniq integrallarini hisoblashga keltirilar ekan.

Misol 12.2. I
z-al-r £ — @

teskari yo’nalishda o’tiladi.
Yechish. Aylana silliq chiziq bo’lib, uning parametrik tenglamasi z=a+Re",(0<t<2z) dan
iborat. dz=z'(t)dt =iRe" dt bo’lganligidan (12.5) ga asosan

dz  fiRe"dt . .
j - a:! U :l_([dt:27z|.

integral hisoblansin. Bu yerda |z —a| = R aylana soat strelkasiga

|z-a]=R
dz
(z—-a)

Vazifa:

|z-a]=R

integral hisoblansin, bunda n = —1 butun son, aylanadagi yo’nalish Misol

n

12.1 dagidek.
12.5. Integralning asosiy xossalari. Quyida keltiriladigan xossalarning barchasidagi

integrallarni mavjud deb hisoblaymiz.
Quyidagi to’rtta xossa integral ta’rifidan bevosita kelib chiqadi.
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12.1".Agar I" chizigni musbat va manfiy yo’nalishlarda o’tishdan hosil bo’lgan chiziglarni mos
ravishda 7" va I desak,u holda I f(z)dz= —I f(2)dz.
I~ r*

12.2'. Ixtiyoriy kompleks 0’zgarmas « uchun [of (z)dz=q| f(z)dz.
r I

12.3".Agar A chiziq bo’ylab musbat yo’nalishda harakat qilganda u ketma-ket uchraydigan
A, A,, ..., A, chiziglardan tashkil topgan bo’lsa, u holda

jf(z)dz:jf(z)dz+jf(z)dz+-.-+jf(z)dz.
124" [[,(2)+ f,(2) +--+ £, (2)]dz = [ f,(2)dz +[ f,(2)dz +---+[ f, (2)dz

(12.1' —12.4' xossalarini isbotlash talabalarga havola gilinadi).
12.5'. Agar I” chizigda [f(2)| <M, M =const tengsizlik bajarilsa, u holda

<Mdr

j f(2)dz
r
tengsizlik o’rinli, bunda d7"— I chizigning uzunligi.
n-1 n-1 n-1

z f (Zk)(zk+l - Zk) = Z| f (Zk)||zk+l - Zk| <M Z|Zk+1 - Zk| <Mdr’.
k=0 k=0 k=0

Bu tengsizlikda Max ds, — 0 da limitga o’tsak, 12.5' xossa kelib chigadi.

Ishot.

12.6'.12.5" xossa quyidagi yanada anigroq tengsizlikdan ham kelib chigadi.
n-1

[t@dz<[[t@ldd= lim > |f(z )z -2

r r k=0

max dS, —
k

Bu xossaning isboti

”Z_: f (Zk)(zk+1 B Zk)

Kompleks analizda sohaning chegarasi bo’yicha olingan integrallar muhim rol o’ynaydi. Faraz
gilaylik, D soha chegarasi chekli dona yopiq to’g’rilanuvchi Jordan chiziglaridan iborat bo’lsin.
Ta’rif 12.6. Agar f(z) funksiya D sohaning chegarasi oD da uzluksiz bo’lsa, u holda oD

bo ’yicha musbat yo 'nalishda T (Z) funksiyadan olingan integral deb, 6D ni tashkil etuvchi barcha

n-1
<> |f(z)]z... — 2] tengsizlikdan kelib chigadi.
k=0

chiziglar bo’yicha f(Z)dan olingan integrallarning yig indisiga aytiladi:
n-1
j f(z)dz=> j f(z)dz,
oD k=0 r,
bu yerda Ak -chiziglardagi integrallash yo’nalish shunaqaki, shu yo 'nalish bo’ylab harakat gilganda
soha chap tomonda goladi.

12.6. Integral sohaning funksiyasi sifatida additivligi.
Teorema 12.3. Agar D sohaning chegarasi cheklita to’g rilanuvchi yopiq Jordan chiziglaridan

iborat bo’lib, f(z) funksiya D sohaning yopig’ida uzluksiz bo’lsa va D soha to’g rilanuvchi A,

chiziglar yordamida cheklita bir-birini goplamaydigan D, sohalarga bolingan bo’lsa, u holda

p(D)=[f(@)dz= [T (2)dz =3 p(D,)

k=1 5D,
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tenglik o rinli.

Isbot. Chizmadan ko’rinadiki, Z I f(z)dz= J- f (z2)dz tenglikning chap tomonidagi yig’indi
k=1 oD, oD
o’ng tomondagi integraldan barcha 77, chiziglar ikki marta har xil yo’nalishlarda olingan integrallar
qo’shilganligi bilan farq qiladi. Oxirgi integrallar yig’indisi nolga teng. Demak, tenglik o’rinli va
Teorema 12.3 isbot bo’ldi.

12.7.Integral belgisi ostida limitga o’tish va takroriy integrallarning tengligi haqidagi
teoremalar.

Teorema 12.4. Faraz qilaylik, A-to ‘grilanuvchi chizig, E -gandaydir to ’plam bo’lib, f(z,w)
funksiya I'xE da aniglangan va uzluksiz bo lsin. Agar W — W,,we E da f(z,w) funksiya ¢(z) ga
I da tekis intilsa, u holda lim j f (z,w)dz :>j o(2)dz bo’ladi.

W—W,
weE I’ r

Isbot. Teorema shartiga ko’ra Ve >0 son uchun 35 > 0 son topiladiki, barcha we E,

|W — W0| <0 lar uchun | f(z,w)- go(z)| < di]“ tengsizlik o’rinli.Integralning 6° xossasiga ko’ra

J;[f (z,W) — p(2)]dz sd%ydz\ :diAdA —&.YWe E,W—w,| < & uchun Teorema

12.4 isbotlandi.
Teorema 12.5. Agar I" va C to’g rilanuvchi chiziglar bo’lib, f(z,w) funksiya 7"xC da

uzluksiz bo’lsa, u holda F(w) :I f(z,w)dz funksiya ham C da uzluksiz bo’lib,
r
jj f (z,w)dzdw= jj f (z,w)dwdz tenglik o rinlidir.
cr rc
Teorema 12.5 ning isboti ushbu kursga kirmaydi.

Yangi mavzuni mustahkamlash (10 minut): Talabalardan mavzu yuzasidan savol-javob
o’tkazish, oson yechiladigan misollar so’rash, tushinilmagan tasdiq, teorema va formulalarni qayta
izohlash va misollar asosida tushuntirish.

Uy vazifa berish va baholash (5 minut): Mavzuni o’qish va konspekt qilish, mavzudagi tayanch
iboralarni yodlash va mohiyatini tushunish, muammoli topshiriglarga mustaqil javob berishni
tayinlash. Dars davomida faol qatnashgan va qoniqarsiz qatnashgan talabalarni ta’kidlash va yanada
faolroq bo’lishga chorlash. Qo’yilgan ballarni e’lon qilish.

12- mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari
16. To’g’rilanuvchi chiziglarni ta’rifi va tasvirini ayting
17. Kompleks funksiyaning integrali ta’rifi va tasvirini ayting
18. Integralning mavjudlik shartini tushuntiring
19. Integralning xossalarini ayting
20. Integralning sohaning funksiyasi sifatida additivligi ko’rsating.
21. Integral belgisi ostida limitga o’tish va takroriy integrallarning tergligi haqidagi teoremalarni
ayting
22. Kompleks argumentli funksiya integrali deb nimaga aytiladi?
23. Qanday funksiyani integrallash mumkin?
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24. Kompleks argumentli funksiya integralining ganday xossalarini bilasiz? (misollar keltiring)
25. Integralning hisoblash formulalarini keltiring (misollar yordamida).
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10-mavzu: Oddiy kontur uchun Koshining integral teoremasi. Murakkab kontur uchun
Koshining integral teoremasi. Boshlang’ich funksiyaning mavjudligi haqidagi teorema. Nyuton-
Leybnits formulasi.

Dars rejasi:
Asosiy lemma va uning isboti.
Oddiy kontur uchun Koshinning integral teoremasi uning isbotini soda holga keltirish.
Oddiy kontur uchun Koshinning integral teoremasining sodda hol uchun isboti.
Teorema shartlarining muhimligini ko’rsatuvchi misollar.

o No O

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1] - [14]

Dars magsadlari: oddiy kontur uchun Koshining integral teoremasi va uning isbotini o’rgatish,
misollar yechish.
Mavzu bo yicha tayanch iboralar: uzluksiz funksiya, bo’lakli silliq chiziq, asosiy lemma, kompleks
Sfunksiyadan bo’lakli silliq chiziq bo’yicha olingan integral 0ddiy kontur, bir bog’lamli chekli soha, analitik
funksiya, Koshining integral teoremasi.

13.1. Asosiy lemma va uning isboti.
Asosiy lemma.  Agar W= f(z) funksiya biror D sohada uzluksiz bo’lsa, u holda ixtiyoriy bo’lakli

silliq C chiziq bo’yicha olingan j f(z)dz va Ve >0son uchun D sohada yotuvchi va C chizigga ichki
C
chizilgan shunday P siniq chiziq topiladiki,

j f(2)dz— j f(2)dz

<&

tengsizlik bajariladi.

Isbot. Shunday G soha olamizki, u chegaralangan bo’lib, C chiziqni o’zida saqlasin va GcD
bo’Isin. Berilgan f (z) funksiya G sohada uzluksiz bo’lganligidan Kantor teoremasiga ko’ra u shu
sohada tekis uzluksizdir,ya’ni Ve >0 son uchun 36 = (&) > 0 son topiladiki, VZ',z" € G da
7'-7"

< 0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar uchun

f(2)- (2"

tengsizlik o’rinli bo’ladi (bu yerda | —C cizigning uzunligidir). C chiziqni uni musbat yo’nalishda
o’tganda ketma-ket uchraydigan z,,z,,7,,...,Z, nugtalar bilan shunaga s;,S,,...,S, bo’laklarga

&
<= 13.1
ol (13.1)

ajratamizki, ixtiyoriy k uchun s, bo’lakchaning uzunligi uchun dS, < J shart bajarilsin.Qo’shni

nuqtalarni bir-biri bilan to’g’ri chiziq kesmalari orqali shunaqa tutashtiramizki, natijada hosil bo’lgan

P siniq chizig G sohada yotsin. Istalgan holda nugtalar sonini oshirish evaziga bunga erishish mumkin
(13.1-chizmaga garang).
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13.1-chizma

Endi o’tilgan 12-mavzuda yechilgan misolni eslatamiz: agar C — boshlang’ich va oxirgi
nuqtalari z, va z dan iborat bo’lgan ixtiyoriy bo’laklari silliq chiziq bo’lsa, u holda istalgan n= -1

butun son uchun

1
2"dz=——(z"" - 2", 13.2
[z =— (" -7") (13.2)

Bu yerda n manfiy bo’lsa, u holda C chiziq z = O nuqtadan o’tmaydi. (13 2) formulaga ko’ra
S = Zf(z )2, —2,)= kz(;sjf(z )dz (13.3)
va integralning 12-mavzuda isbotlangan 3° xossasiga ko’ra +
j f(z)dz —Z [ f(2)dz (13.4)
k=ls, .,
(13.1), (13.3), (13.4) munosabatlar va 12-mavzuda garalgan integralning 6° xossasiga binoan

Z J'[f(z)—f(z )]dz <Z J'|f(z)—f(z )||dz|<—z j|dz| —|_g (13.5)

k= 05k+1 - Sk+1

j f(2)dz-S|=

Shunga o’xshash P ning gismlarini I, orgali belgilab,

f(z)dz-S
P
O’rinli ekanligini ko’rsatamiz. Lemmaning isboti (13.5) va (13.6) tengsizliklardan kelib chiqadi:

[ f(2)dz— [t (2)dz

<< 13.6
5 (13.6)

jf(z)dz:njjf(z)dz,

k=0 |k+1

<&

<|[ f(z)dz-s

+|[ f(2)dz—s

Lemma isbot bo’ldi.
13.2. Oddiy kontur uchun Koshining integral teoremasi va uning isbotini sodda holda keltirish.
Koshining integral teoremasi Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi kursining eng asosiy
teoremasidan iborat bo’lib, boshqa barcha muhim teoremalar shu teorema yordamida isbotlanadi.
Teorema 13.1 (Oddiy kontur uchun Koshining integral teoremasi). Agar W = f (z) funksiya chekli
va bir bog’lamli G sohada analitik bo’lsa, u holda G sohada yotuvchi ixtiyoriy yopiq bo’lakli-silliq C
chiziq bo’yicha f(z) funksiyadan olingan integral 0 ga teng, ya’ni
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[f(z2)dz=0.

Bu teorema quyidagi teoremaga ekvivalent (teng kuchli).

Teorema 13.2. Agar Koshining integral teoremasining shartlari bajarilsa, u holda f(z) funsiyadan
G -da yotuvchi har qanday L bo’lakli silliq chizig bo’yicha olingan integralning qiymati chizigning formasi
(shakli)dan bog’liq bo’lmasdan, uning boshlang’ich va oxitgi nuqtalaridangina bog’liq bo’ladi.

Teorema 13.2 isbotini sodda holga keltiramiz. Asosiy lemmaga ko’ra agar biz teoremani G sohada
yotuvchi ixtiyoriy yopiqg siniq chizig uchun isbotlasak, Koshi teoremasi isbot bo’ladi. Haqiqattan, asosiy
lemmaga binoan Y& > 0 son uchun shunaga C ga ichki chizilgan yopiq siniq P chiziq (P < G) topiladiki,

[ f(@)dz- [ t(2)dz [ f(2)dz

< &,ya’ni

<& bajariladi. Agar I f (z)dz =0 bo’lsa, u holda
P

j f(z)dz =0 (13.2-chizmaga garang).

13.2-chizma
Bu yerdan va integralning additivlik xossasidan, agar biz Koshi teoremasini G sohada yotuvchi ixtiyoriy

ko’pburchakning perimetri uchun isbotlasak, u holda umumiy hol uchun Koshi teoremasining isboti
kelib chigadi (13.3- chizmaga garang):

[ f(z)dz =] f(2)dz+] f(2)dz

13.3-chizma
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Har bir P ko’pburchakni chekli sondagi bir-birini qonlamaydigan A, , Kk =ﬁ
uchburchaklarga ajlatish mumkin. Demak, integralning soha chegarasi funksiyasi sifatida additivlik
xossasiga ko’ra

n
j f(z)dz=> jf(z)dz
[ k=1 oA,
bo’lganligidan, Koshi teoremasining isboti uchun G sohada yotuvchi ixtiyoriy A uchburchakning
perimetri bo’yicha olingan I f (Z)dZ =0 ekanligini ko’rs atish kifoya (13.4-chizmaga garang).
P

13.4-chizma
13.3. Oddiy kontur uchun Koshining integral teoremasining sodda hol uchun isboti. Faraz gilaylik,
A G sohaga garashli ixtiyoriy uchburchak, 0A uning perimetri, d(0A) — A uchburchak perimetrining

uzunligi bo’Isin. U holda j f(z2)dz =0 ekanligini isbotlash kerak. Teskari fikrni, ya’ni

OA

=M > 0 ni faraz gilamiz.

[ f(2)dz

OA

13.5-chizma
A uchburchak tomonlari o’rtalarini to’g’ri chiziq kesmalari bilan tutashtiramiz.Natijada A
uchburchak to’rtta kongruent (teng) A,,i =1,2,3,4 uchburchaklarga bo’linadi. Bu A,

uchburchaklarning hech bo’Imaganda biri (uni A” deb belgilaymiz) uchun
M

[ f(2)dz> = (13.7)%

oa® 4

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Aks holda integralning soha chegarasining funksiyasi sifatida additivlik

xossasidan va uchburchak tengsizligidan quyidagi zidlik kelib chigardi:

93



M:

[f@dz=[3 [ F(2)dz <3| [ f (2)dz

A" uchburchakni ham yuqoridagi kabi to’rtta kongruent uchburchaklarga ajratamizki, ulardan
hech bo’Imaganda biri (uni A bilan belgilaymiz) uchun

[ f(2)dz

an?
tengsizlik o’rinli. Bu jarayonni cheksiz davom ettirib, natijada har biri keyingisini 0’z ichida saqlovchi,
va A" uchburchak uchun

<4M:M.
4

M
> 13.7)?
2 (13.7)

[ f(2)dz
o™
o’rinli bo’lgan uchburchaklarning A,A®,A?,... A", . ketma-ketligini hosil gilamiz.
Kompleks sonlar limitlari nazariyasining asosiy prinsipiga binoan G sohada yagona z, nuqgta

M
> 13.7)™
2 (13.7)

topiladiki, u barcha A™ uchburchaklarga qarashli bo’ladi. Bu z, nugtada w = f (z) funksiya

differensiallanuvchi, ya’ni V& >0 son uchun shunaga & >0 son mavjudki, har bir z :|z - zo| <0
uchun

‘f(Z)— f(zo) _ .I:!(ZO) <&
-1,
yoki
1f(2)— f(z0)— T'(2o)(z—25)| < €]z 2, (13.8)

tengsizlik o’rinlidir.
n— oo da A™ uchburchaklar z,nuqtada cheksiz tortilib borganligi tufayli shunaga n, nomer

topiladiki, ¥n > n, tengsizlik uchun barcha A U, (z,) = ={z:|z - z,|< 6}. U holda mavzu 13.1-
gismidagi (13.2) formula, (13.8) tengsizlik va integralning 6° — xossasiga ko’ra ¥n > n, tengsizlik
uchun

[ f(z)dz

oAtm
—f(z,) - F'(zo)(z - Zo)]dz| < J.
oA
d(0A) d2(oA)
2 [lo-zofld<e=""= | Jdzf=2=—, = (13.9)
d2(6A)

4n

J[f (@)~

aA™

f(z)—f(z,)— f'(z,)(2—2,)|dZ = <

aA(”) aA(n)

(13.7)™ va (13.9) tengsizliklarni solishtirib, % <e yoki M < &d?(8A) ga ega bo’lamiz.

Bu esa bizning M > 0 degan farazimizga garama-qarshidir. Demak, farazimia noto’g’ri. Teorema
13.2 isbot bo’ldi.
13.4. Teorema shartlarining muhumligini ko rsatuvchi misollar. 13.1-teorema shartlaridan hech birini
talab gilmasdan yoki shartlarning hech birini kamaytirib u o’rinli bo’ladi deb aytish mumkin emas:
1) funksiyaning differensiallanuvchilik shartini hech bir nugtada talab gilmaslik mumkin emas.
2 it
Hagigatan ham agar f(z) = %,G ={z:|z| < 2},C ={z:|7|=1} bo’Isa,u holda % = Iee—idt =271 #0:

C 0
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2) G sohaning chekli ekanligini talab gilmaslik mumkin emas.Agar G ={z :|z| > %} deb olsak, u
dz .
holda C = G vayana I?:Zm #0;
C
3) G sohaning bir bog’lamlilik shartini talab gilmaslik mumkin emas.Agar G ={z :% < |Z| <2} deb

olsak, u holda C =G va yana I% =21 #0;
C

ze?
z°+9

4) | = '[ Zzigdz integralni hisoblang.Agar G ={z:|z|< 2},C ={z:|7 =1} f(2)=

21

kabi

tanlasak, u holda oddiy kontur uchun Koshi teoremasining hamma shartlari bajariladi. Demak, | =0.

14.1.Murakkab kontur uchun Koshining integral teoremasi.
Awval quyidagi tasdigni isbot gilamiz: Agar w=f{z) funksiya biror yopiq bolakli sillig I" Jordan
chizig’i va uning ichkarisida analitik bo’lsa, u holda

If(z)dz =0.

Isbot. I" chiziqg va uning ichkarisidan iborat yopiqg sohaning har bir nugtasi uchun markazi shu
nugtadan iborat shunaga doira topiladiki, uning har bir nugtasida w=f(z) funksiya analitikdir.Geyne-
Borel lemmasiga ko’ra shu doiralarning cheklitasi mavjudki, ular birgalikda /" chiziq va uning
ichkarisini goplaydi.Agar bu doiralarning summasini G bilan belgilasak, u holda G bir bog’lamli
chegaralangan soha bo’lib, A =G bo’ladi.Shuning uchun oddiy kontur uchun Koshining integral
teoremasiga binoan

[f(2)dz=0

dir. Tasdiq isbot bo’ldi.
Teorema 14.1 (murakkab kontur uchun Koshining integral teoremasi). Agar G soha
chegaralangan, chegarasi n+1 ta yopiq bo’lakli sillig Jordan chiziglaridan iborat soha bo’lib,

yopiq G sohada w=f{z) funksiya analitik bo’lsa, u holda
If(z)dz:0c> jf(z)dz:zjf(z)dz (14.1)
oG K,

k=1 A,

(14.1-rasmga garang)
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Isbot.G soha chegarasi 6G ning kompanentalarini to’g’ri chiziq kesmalari bilan tutashtirish
orgali G ni ikkita bir bog’lamli G, va G, sohalarga ajratamiz.Integralning siha funksiyasi sifatida
additivligiga ko’ra

j f(2)dz = j f(2)dz+ j f(z)dz .

oG 3G, oG,

Isbot gilingan oxirgi fikrga binoan
[f(2)dz=0.i=1.2.
oG

Demak,

[f(2)dz=0.
oG
Teorema 14.1 isbot bo’ldi.

14.2. Boshlang’ich funksiya mavjudligining yetarli sharti. Oddiy kontur uchun Koshining
integral teoremasidan G soha chekli va bir bog’lamli bo’lganda, boshlang’ich nuqtasi z, va oxirgi
nugtasi z dan iborat ixtiyoriy A =G bo’laklari silliq chiziq bo’yicha G da analitik w=f(z) funksiyadan
olingan integralning qiymati chizigning formasidan bog’liq bo’lmasdan, uning z, va z nuqgtalaridan
bog’liq ekanligidan

F(2)=[F(0)dS (142)

funksiyani aniglash mumkin.Agar z, qayd gilingan, z esa o’zgaruvchi deb olsak, u holda F(z) G

sohada bir giymatli funksiya bo’ladi.Endi vz € G uchun F(z) funksiya hosilaga ega va F'(z) = f(z)
ekanligini ko’rsatamiz.Haqgiqatan ham, z nuqta kichik atrofidan ixtiyoriy z+1 nugtani olib,

z+h z+h

F(z+h)-F(2)= [ f($)d¢—[()d¢ = [f(£)dg

ni hosil gilamiz. Bu yerda integral z =z +h nugtalarni tutashtiruvchi L to’g’ri chiziq kesmasi bo’yicha
olinadi.Bu yerdan

F(z+h)-F(z 14
CHZFE )= i1~ 1M (149
w = f (z) funksiya { = Z nuqtada uzluksiz, chunki u G da differensiallanuvchi.
Shuning uchun

Ve>0,36>0,¢ -2/ <5=|f()-f(2)|<¢ (14.4)
tengsizlik bajariladi.Agar |h|< & bo’lsa, uholda V¢ e L uchun |f(¢) - f(z)| <& tengsizlik
bajariladi.Bu yerdan va (3) munosabatdan

1
&

[F(z+h)-F(2) 1
- o)< h=e¢,

i fim = E=FE - 1) yoki vz € G uohun F'(2) = £(2).

Ta’rif 14.1. Agar Yz G uchun O'(z) = f(z) bajarilsa, u holda G sohada analitik
W = O(2) funksiya shu sohada aniqlangan f{z) funksiya uchun boshlang’ich funksiya yoki anigmas
integral deyiladi.

Yuqorida biz quyidagi teoremani ishotladik.
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Teorema 14.2. Agar f(z) funksiya G sohada uzluksiz bo’lib, G da yotuvchi ixtiyoriy yopiq
bo lakli-silliq I" chizig uchun I f(2)dz =0 bajarilsa, u holda f(z) funksiya G sohada boshlang ich
3

funksiyaga ega bo’lib, ulardan biri
F(2)= [ f($)dg

kabi ifodalanadi.
Endi isbotlaymizki, agar f(z) funksiya boshlang’ich funksiyaga ega bo’lsa, u holda u cheksiz
ko’p boshlang’ich funksiyalarga ega bo’ladi va ularning umumiy ko’rinishi

O(z)zjf(g)dgm

bu yerda c =const e C kabi ifodalanadi. Hagigatan ham, agar

w(z) = #(2) - F(2)
deb olsak, bu funksiya hosilasi
v'(2)=¢(2)-F'(2) = f(2)- f(2) =0 (vz€G)
tenglikni olamiz. U holda y(z) = U +1V bo’lsa,
Ap(2) _ou ov v au_

W(Z)_IAIHQ Az OX 8x_5_ 5=
Bu yerdan
u_ou_ov_ov_,
oXx oy ox oy
ya’'ni

u(x,y) =const,v(x,y) =const
bo’lib, bundan y(z) =c € C ekanligini olamiz.
Demak,

#(z) =F(z)+c=[f(&)dE+C.
Faraz qilaylik, #(z) f (z) ning biror boshlang’ich funksiyasi bo’Isin. U holda

¢(2) = _[ f(£)dE +C Buyerda z=2z, deb olsak, ¢(z,)=C ni hosil gilamiz. Shunday qilib,

0

I f(£)dé = @(2) — ¢(z,) , ya’ni Nyuton-Leybnits formulasi o’rinli.
Demak, agar G bir bog’lamli chekli soha bo’lib, w=f(z) funksiya unda analitik bo’Isa, u holda
integrallash jarayonini differensiallashga nisbatan teskari jarayon deb garash mumkin ekan.

10- mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari
To’g’rilanuvchi chiziglarni ta’rifi va tasvirini ayting
Boshlang’ich funksiya mavjudligining yetarli shartini tushuntiring
Integralning xossalarini ayting
Integralning sohaning funksiyasi sifatida additivligi ko’rsating.
Integral belgisi ostida limitga o’tish va takroriy integrallarning tergligi haqidagi teoremalarni

ayting

orwdPE
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6. Murakkab kontur uchun Koshining integral teoremasini isbotlang.
7. Qanday funksiyani integrallash mumkin?
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11-mavzu: Darajali gatorlar. Abelning birinchi teoremasi. Koshi-Adamar formulasi. Golomorf
funksiyalarni Teylor gatorlariga yoyish.

Dars rejasi:
5. Darajali kompleks gatorning yaginlashish sohasi. Abelning birinchi teoremasi.
6. Darajali kompleks gatorning yaginlashish doirasi.
7. Manfiymas sonlar ketma —ketligining yuqori limiti.
8. Koshi —Adamar formulasi.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1], [2], [5], [6]

Dars magsadlari: kompleks o’zgaruvchili funksional gatorning xususiy holidan iborat darajali
qator, uning yaqinlashish sohasi, yaqinlashish radiusi haqida umumiy ma’lumotlar berish, darajali
qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish doirasi haqida tasdiglarni o’rgatish va uni misollar
orqali o’quvchiga tushuntirish bilan talabada kompleks hadli darajali qator haqida bilim va ko nikma
hosil gilish.

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: kompleks hadli darajali gatorlar, darajali gatorning
yaginlashish sohasi, absolyut yaginlashuvchi gator, Abelning birinchi teoremasi, darajali kompleks
gatorning yaginlashish doirasi, manfiymas sonlar ketma —ketligining yugori limiti, Koshi-Adamar
formulasi.

8.1. Darajali kompleks gatorning yaqinlashish sohasi. Abelning birinchi teoremasi.
Ta’rif 8.1.
Co+C(z—a)+C,(z—a)’* +...+C,(z—a)" +... (8.1)
ko’rinishdagi qatorlarga kompleks hadli darajali qator deyiladi, bunda c,,c,,c,,...,C,,--- va a berilgan

kompleks sonlar, z - kompleks o’zgaruvchi.
Xususiy holda, agar (8.1) da a=0 bo’lsa, u holda
Co+CZ+Cyz% +...4+C, 2" +... (8.2)

ko’rinishdagi darajali qator hosil bo’ladi.

Darajali kompleks gator kompleks hadli funksional gatorning umumiy hadi u,(z) =c,z"
bo’lgan xususiy holidan iboratdir.

Ta’rif 8.2. (8.1) qator yaginlashuvchi bo’ladigan barcha 7 nugtalar to’plamiga (8.1) darajali
gatorning yaginlashish sohasi deyiladi.

Aniqlanishidan (8.1) va (8.2) ko’rinishdagi istalgan darajali qatorlarning yaqinlashish sohalari
mos ravishda z =a va z =0 nuqtani o’zida saqlaydi. Yaqinlashish sohasi faqat bitta nugtadan
masalan, 0 nuqtadan iborat darajali gator mavjudmi yoki yo’qmi degan savol tug’iladi. Bu savolning
javobi musbatdir, ya’ni bunday darajali qatorlar mavjud. Masalan,

142+2°2% 4 4n"2" +---. (8.3)
Hagigatan ham, agar vz, = 0 kompleks son bo’lsa, u holda = (n[z,)" > 2" tengsizlik

non
n"zg

2 . .
barcha n > H lar uchun. Bundan garalayotgan (8.3) gatorning vz, # 0 nugtada uzoglashuvchi
0

ekanligi kelib chigadi, chunki uning umumiy hadi nolga intilmaydi limn“zg =00,
Teorema 8.1. (Abelning birinchi teoremasi). Agar (8.2) gator biror z =z, # 0 kompleks

qgiymatda yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda z ning |Z| < |ZO| tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
giymatida (8.2) qator absolyut yaqinlashuvchi bo’ladi.
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Geometrik nugtai nazardan bu teoremani quyidagicha ifodalash mumkin: agar (8.2) gator
biror z =z, # 0 nuqtada yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda u markazi nol nuqtadan iborat va 2z,
nuqtadan o’tuvchi aylananing ichkarisida yotuvchi har bir z nuqtada absolyut yaginlashuvchi bo’ladi.

Isbot. Teorema shartiga muvofiq (8.2) gator biror z =z, # 0 nugtada yaginlashuvchidir, u

holda r|1imCn zy =0 bo’ladi. Bu ketma — ketlik chegaralangan ham bo’ladi, ya’ni shunday M > 0 son

=|c zo( ] u U <Mq", bunda g= U U <1. (8.4)

Ikkinchi tomondan cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyadan iborat iq” gator yaginlashuvchi
n=1

bo’lganligi uchun (8.4) va Veyershtrass alomatiga ko’ra har bir |Z| < |Zo| tengsizlikni

ganoatlantiruvchi z nuqtada (8.2) gatorning absolyut yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Teorema-8.1
isbot bo’ldi.
Bu teorema asosida darajali gatorlar yaginlashish sohasining tuzilishini aniglash mumkin.
8.2. Darajali kompleks gatorning yagqinlashishi doirasi. Yugorida yaginlashish sohasi fagat
0 nuqtadan iborat (8.2) ko’rinishdagi (8.3) darajali gatorni garadik. Yana shunaqa darajali qatorlar
ham mavjudki, ularning yaqinlashish sohasi butun kompleks tekislikdan iborat bo’ladi. Masalan,

topiladiki, ¥n - natural son uchun

1+ 2+ — L 2% +.. +iz +.. (8.5)
2° n"

Vz e C uchun < (%) ,vVn > 2|z|_ Bu tengsizlik va Veyershtrass alomatiga asosan (8.5) gator

i
n

Vz e C nuqtada absolyut yaqinlashuvchi bo’ladi. Endi faraz gilamizki, (8.2) darajali gator biror
z # 0 nuqtada yaqinlashuvchi bo’lib, boshqa bir nuqtada uzoqlashuvchi bo’lsin. Masalan, ushbu
tasdiqni

1+2+2°+..+2" +... (8.6)
o . - 1
gator ganoatlantiradi. Chunki, (8.6) darajali gator z = 3 nuqtada yaqinlashuvchi bo’lib, z =2 nuqtada

uzoglashuvchidir. Nima uchun shundayligini tushuntirish talabalarga havola gilinadi.

Bunday gatorlar yaginlashish sohasining tuzilishini Abelning birinchi teoremasi yordamida
aniglash mumkin. Buning natijasida biz yuqorida garagan (8.6) qatorning xususiyatlariga ega bo’lgan
har bir (8.2) darajali gator uchun markazi 0 nugtada joylashgan biror R, 0 <R < oo, radiusli doira
mavjud bo’lib, uning har bir ichki nuqtasida (8.2) gator absolyut yaqinlashuvchi, har bir tashqi
nuqtasida esa (8.2) qator uzoqlashuvchi bo’ladi. Agar biz yaqinlashish sohasi fagat {0} nuqtadan
iborat gatorlarni markazi O nuqgta radiusi R=0 dan iborat doirada yaginlashuvchi va yaginlashish
sohasi butun kompleks tekislikdan iborat gatorlarni esa markazi O nugtada radiusi R = oo dan iborat
doirada yaqginlashuvchi deb qabul qilsak, u holda quyidagi teoremaga ega bo’lamiz.

Teorema 8.2. Har bir (8.2) ko rinishdagi gator uchun markazi 0 nugtadagi biror R, 0< R < oo
radiusli doira mavjudki,bu doiraning har bir ichki nugtasida (8.2) gator absolyut yaginlashuvchi va
uning har bir tashqi nugtasida (8.2) gator uzoglashuvchi bo’ladi.

Bu doira (8.2) gatorning yaginlashish doirasi, uning radiusi esa (8.2) gatorning yaginlashish
radiusi deyiladi.

8.3.Manfiymas sonlar ketma —ketligining yuqori limiti. Faraz qgilaylik

Ay, 8y, Ay e (8.7)
manfiymas sonlar ketma — ketligi bo’lsin.
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1. Agar (8.7) ketma — ketlik chegaralanmagan bo’lsa, u holda uning yuqori limiti deb oo ni
gabul gilamiz.

2. Agar (8.7) ketma — ketlik chegaralangan bo’lsa, ya’ni ¥n=12,...uchun a, < A bo’lsa,
u holda u [0, A] kesmada joylashib, Bolsano - Veyershtrass teoremasiga ko’ra hech bo’lmaganda bitta

limitik nuqtaga ega bo’ladi. Bu ketma — ketlik barcha limitik nuqtalari to’plamini E bilan belgilamiz.
Agar E chekli sondagi nuqtalar to’plamidan iborat bo’Isa, u holda ularning hamma limitik nuqtalaridan
o’ngroqda joylashganiga mos keluvchi sonni (8.7) ketma — ketlikning yuqori limiti deb ataymiz. Agar
E to’plam cheksiz bo’lsa, u holda bu hol uchun ham isbotlash mumkinki, barcha limitik nuqtalardan
o’ngroqda joylashgan limitik A, nuqta mavjud bo’ladi. Shu nuqtaga mos keluvchi sonni (8.7) ketma —

ketlikning yugori limiti deb ataymiz. Shunday qilib, istalgan holda ham (8.7) ketma — ketlikning
lima, =1 yuqori limiti mavjud vau 0 <1 <o tengsizliklarni ganoatlantiradi.

n—oo

8.4.Koshi —Adamar formulasi. Faraz gilaylik bizga kompleks hadli
Co +CZ+Cp2% +..4C 2" +... (8.2)
darajali qator berilgan bo’lsin. Uning koeffisientlaridan foydalanib

Cablech yfea]s e - ©9
manfiymas sonli ketma — ketlikni tuzamiz.

Teorema-8.3 ( Koshi -Adamar). (8.2) gatorning yaqginlashish radiusi
R:%, 1= Timyle,| (8.9)

n—oo

ga teng.
Odatda (8.9) formula Koshi —Adamar formulasi deyiladi.
Isbot. Isbotni quyidagi uch hol uchun alohida alohida bajaramiz.

1.1=0,R=0; 2. 1 =0,R =0; 3,O<|<oo,R=|1.

1-hol. Faraz gilaylik 1 = (R =0) bo’lsin, ya’ni (8.8) ketma —ketlik chegaralanmagan. U holda

(8.2) gator z =0 nugtada yaginlashuvchi va z = 0 nugtalarda uzoglashuvchi ekanligini isbotlaymiz.
(8.2) gatorning z =0 nugqtada yaqginlashuvchanligi yuqorida ta’kidlanganidek ravshan. Faraz gilaylik
(8.2) gator biror z, # 0 nuqtada yaqginlashuvchi bo’lsin. Qator yaqinlashishining zaruriy shartiga

ko’ra rl]ianZS =0 tenglik bajariladi. Bu yerdan {ang} ketma — ketlikning chegaralanganligi, ya’ni

3M >0 son mavjud bo’lib,Vn =12,... uchun < M tengsizlik o’rinli bo’ladi. Oxirgi

CZo

tengsizlikni z, = 0 ekanligidan foydalanib |c,| <M /|z,|" yoki ”\/m < W/|zo| =M, >0 ko’rinishda

tasvirlab, ko’ramizki, {“ |Cn|} ketma — ketlik chegaralangan ekanligini hosil gilamiz. Buesa | = ga

ziddir, ya’ni farazimiz noto’g’ri va shuning uchun bu holda (8.2) gator vz, = 0 nuqtada

uzoglashuvchi ekan. Bu esa bizga kerakli tasdigdir.

2-hol. | =0 bo’lsin. Bu holda biz (8.2) qator kompleks tekislikning ixtiyoriy nuqtasida
yaqinlashuvchi ekanligini isbotlashimiz lozim. Bizga ma’lumki, (8.2) ko’rinishdagi ixtiyoriy qator
z = 0 nugtada yaqginlashuvchi. Shuning uchun (8.2) gatorning istalgan vz, # 0 nuqgtada

yaqinlashishini ko’rsatish kifoya . | =0 bo’lsa, u holda (8.8) ketma — ketlik uchun !im’n/|C”| =0,
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ya’ni Ve >0 sonuchun shuday n, natural son topilib, ¥n >n, larda ,”/|cn| < ¢ tengsizlik o’rinli
1

2z,|

deb olsak, u holda

1 1
“Iﬁ<ﬂ,“lmlzol<5:

tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlik va Veyershtrass alomatidan (8.2) gatorning z, nuqtada absolyut
yaginlashishi kelib chigadi.

bo’ladi. Agar ¢ =

CaZo

n

1
<—, Vn>n,
2

3-hol. Faraz qilylik, 0 <I < oo bo’Isin. Bu holda biz R =7 ekanligini isbotlashimiz lozim.
. . 1 : . .
Buning uchun (8.2) gatorning dastlab vz, :|Zl| < 1 nuqtalar to’plamida absalyut yaqinlashuvchi

ekanligini, so’ngra Vz, :|ZZ| >:|—L nugqtalar to’plamida esa uzoqlashuvchi ekanligini ko’rsatishimiz
kifoya. 1) | yuqori limit bo’lganligi uchun Ve >0, shunday n, nomer topiladiki, ¥n >n, uchun
n\/m <l+¢ tengsizlik bajariladi. Agar &= (1-1z,[)/(2|z,]) > 0 deb olsak, u holda

vlea] < (lz)+) 12z = yle.||z) < Uz +D/2=q <1

tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlik va Veyershtrass alomatiga muvofiq (8.2) gator z, nugtada
absolyut yaqinlashuvchi bo’ladi.

2) Endi (8.2) gatorning Vz, :|Zz| >I nuqtalar to’plamida esa uzoqlashuvchi ekanligini

ko’rsatamiz. | limitik nugta bo’lganligi uchun V& >0 son va n natural sonning cheksiz ko’p
giymatlari uchun 3ja,| > I —¢ tengsizlik o’rinli bo’ladi. Agar & = (I[z,|-1)/|z,| > 0 bo’Isa, u holda

ofle,| > 1/|z,| yoki %/|c,||z,| > 1 tengsizlik ne N ning cheksiz ko’p qiymatlarida bajariladi, ya’ni
rl]imcnz;‘ # 0. Demak, Z =2, nuqtada (8.2) gator yaginlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi.

Shuning uchun (8.2) gator z = z, nuqgtada uzoglashuvchidir. Koshi —Adamar teoremasi to’la isbot
bo’ldi.

11-mavzu bo’yicha 0°z-0’zini tekshirish savollari
1.Darajali gator deb nimaga ayiladi?
2.Darajali gatorning yaginlashish sohasi deb nimaga aytiladi?
3.Abelning 1-teoremasi nima hagida?
4.Haqigiy sonlar ketma-ketligining yuqori va quyi limiti deganda nimani tushunasiz?
5.Darajali gatorning yaginlashish radiusi uchun formulalarni yozing.
6.Koshi-Adamar formulasini yozing.
7.Yaqginlashish radiusi 0 ga va « ga teng darajali gatorlar yozing. Bu nimani anglatadi?
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12-mavzu: Yagonalik teoremasi. Analitik davom ettirish prinsipi. Analitik funksiyalarni darajali
gatorga yoyish.

Dars rejasi:
Analitik funksiyalarni darajali gatorga yoyish.
Koshi tengsizligi (darajali gator koeffisentlari uchun).
Yagonalik teoremasi.
Analitik davom ettirish prinsipi.

el N =

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1] - [14]

Dars magsadlari: analitik funksiyalarni darajali gatorga yoyish, Koshi tengsizligi, yagonalik
teoremasi va analitik davom ettirish prinsplarini o’rgatish.
Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: Analitik funksiya, Teylor gatori,yadro,tekis yaginlashuvchi
gator,yuagonalik teoremasi,analitik davom prinsipi.
16.1.Analitik funksiyalarni darajali gatorga yoyish.
Teorema 16.1. Agar W= f (z) funksiya G sohada analitik bo’lsa, u holda har bir a € G

nugtaning biror atrofida bu funksiya
f(z)=>.C,(z—a)",VzeU,(a), (16.1) ko ’rinishda
n=0
ifodalanadi, bu yerda

_1 f($) . 'C:w N=012
""2i ) Ea )n+1d§,Vp.0<p<ryok| ; a L12,... (16.2)

Teylor koeffisentlari, (16.1) gqator esa w= f(z) funksiyaning a nugta atrofidagi Teylor gatori deb
ataladi.
Isbot. Faraz gilamizki, Va € G, a nugtaning shunaga yetarlicha katta U, (a) atrofini olamizki,

U,(a) =G shart bajarilsin.U holda Koshining integral formulasiga ko’ra

f(z2)=— j ;(5) d&,vzeU, (a). (16.3) Koshi
LI
integrali yadrosini quyidagi gatorga yoyish mumkin:
1 1 (z-a)"
= = 16.4
f-7 -a-(z-a) A DG 04
(§-a)l
g—a
Ma’lumki, —— = iz“ oyilma |z| <1 doirada yaginlashuvchi, ixtiyoriy |z| <r,r <1 yopiq
n=0

z-a|_[z-4 _|z-4|
¢-al Je-a v
gilingan z €U, (a) ixtiyoriy nugta uchun £ ga nisbatan oU,(a) atrof chegarasida (16.4) qator tekis

yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.Agar biz (16.4) gatorni dU,(a) chegarada uzluksiz f (<)

funksiyaga ko’paytirsak,u holda uning tekis yaqinlashishi buzilmaydi.Shuning uchun (16.4)
yoyilmaning ikkala tomonini f (&) ga ko’paytirib, hosil bo’lgan qatorni integral belgisi ostida limitga
o’tish mumkinligi haqidagi teoremaning natijasidan iborat bo’lgan tekis yaqinlashuvchi qatorni hadlab

doirada tekis yaginlashuvchidir.Bu yerdan =@® <1 tengsizlikdan har bir gayd
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integrallash mumkin degan tasdigga muvofig hadlab integrallab,hosil gilingan tenglikning ikkala

.1 .
tomonini Py ga ko’paytirib, (16.3) dan

_ 1 f(é) ) Y TR
f(z)_Zméi F [ 5{ _a) dg}(z a) yoyilmani hosil

gilamiz.Bu yerdan va murakkab kontur uchun Koshining integral teoremasidan foydalanib,

f(z)=)c,(z-a)",VzeU, (a) va
n=0
_ 1 )
n 277/1‘% a‘p(g )n+1
Teorema 16.1 isbot bo ldi.
Ta’rif 16.1. Agar W= T (2) funksiya G sohaning har bir nugtasining biror atrofida darajali

gatorga yoyilsa, u holda u G sohada regulyar funksiya deyiladi.

Isbot gilingan 16.1-teoremadan G sohada analitik funksiyaning shu sohada regulyarligi kelib
chigadi.Bu tasdigning teskarisi ham o’rinli.Bu esa Veyershtrass alomatidan kelib chiqadigan darajali
gator yaginlashish doirasining ichkarisida tekis yaginlashishidan foydalangan holda oson
isbotlanadi.Buni mustaqil isbotlang.

Shunday qilib, sohada (nuqtada) analitik va regulyarlik tushunchalari o’zaro ekvivalent ekan.

—22 _d&, Vp:0<p<r yoyilmani olamiz.

16.2.Koshi tengsizligi (darajali gator koeffisentlari uchun).
Teorema 16.2. Agar

f(z2)=C,+C,z+C,2° +...+C 2" +... (16.5) darajali
gator |z|<R doirada yaginlashib, unda | f (z)| <M tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda

(16.6) Koshi

tengsizligi o rinli bo’ladi.
Isbot.Darajali (16.1) qator koeffisentlari C, uchun (16.22) integral formulalardan foydalansak,
1 f
= (g)df,(n:0,1,2,...),Vp:0<p< R.

n+1
\5\ =p

Bu koeffisentlarni baholab, |C,|< M J |d£|1 = ni olamiz.

Tie=p P
Oxirgi tengsizlik ixtiyoriy p (o <R) uchun o’rinli bo’lganligidan unda p — R da limitga o’tsak,

c <M
R

ga ega bo’lamiz. Koshi tengsizligi, ya’ni Teorema 16.2 isbot boldi.

16.3.Yagonalik teoremasi. Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi kursining eng muhim
teoremalaridan biri analitik funksiyalarning yagonalik teoremasidir.

Teorema 16.3. Agar w= f(z) funksiya biror G sohada analitik bo’lib, a <G limitik nugtaga ega

biror {z,} < G ketma-ketlikda f(z,) =0 bo’Isa, u holda G sohada f(z)=0.

Isbot. Avval a nugtaning biror atrofida f(z) =0 ekanligini ko’rsatamiz. Umumiylikni
kamaytirmasdan, z, — a,n — o deb faraz gilamiz. acG bo’lganligi uchun uning biror U, (a)
atrofida f(z) funksiya Teylor gatoriga yoyiladi:
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f(z):icm(z—a)m. Agar unda z =z,
m=0

deb olsak, u holda f(z,)=> C,(z, —a)" . Oxirgi tenglikda n — co da limitga o’tsak, 0=C, va

m=0

f(2)= icm(z —a)" niolamiz. U holda

m=1

f(2) _< m

——==>»C (z—-a

— Z; n(2-2)
m-1

vaundan 0= ZCm(zn —a) .Buyerdan n— o da limitga o’tib, C, =0 ni olamiz. Bu jarayonni

m=1
cheksiz davom ettirib, barcha m=0J,... uchun C, =0 ni,ya’ni VZeU, (a) da f(z)=0 xulosaga ega
bo’lamiz.Endi ixtiyoriy £ € G nugtada f (&) =0 ekanligini isbot gilamiz. Faraz gilaylik, G sohada
biror £ nugta mavjudki,unda f(&)=0.ava
& nugtalarni G sohada yotuvchi biror L = G siniq chiziqg bilan tutashtiramiz. U holda L chiziqda

biror @’ nugta mavjudki,u quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:
1) f(z) funksiya Lning adan a’gacha davom etadigan gismida nolga teng;

2) a’ nugtaning ixtiyoriy U, (a") € G atrofida hech bo’lmaganda bitta £’ nugta mavjudki,
f(&N=0.
L chiziqdan shunaga z, — a’,n — o ketma-ketlik olamizki, f (z;) =0 bo’lsin. a,z,, f (z) lar
uchun yugorida bajarilgan jarayonni a’,z;, f (z) lar uchun takrorlab a’ nugtaning biror atrofi U,.(a")
da f(z)=0 niolamiz.Buesa a’ nugta tanlanishining ikkinchi shartiga ziddir. Demak, farazimiz
noto’g’ri,ya’ni vz € G uchun f(z) =0. Teorema 16.3 isbot boldi.

Misol 16.1. f(z) = sin% Bu funksiya G = C\ {0} sohada analitik,n —> = da

z :i—>0eG,f(zn):0.
nz

n

Lekin f(z) # 0.Nima uchun yagonalik teoremasi o’rinli emas? Buning sababi shundan iboratki,
{z,} kema-ketlikning limitik nuqtasi 0¢G .
16.3.Analitik davom ettirish prinsipi.
Ta’rif 16.2. Agar D biror soha, E < D biror to plam bolsin. Agar
1) f(z) funksiya E da aniglangan,
2) F(z) funksiya D sohada analitik,

3) Eda F(z)=f(z) bo’lsa, u holda F(z) funksiya f(z) funksiyaning E to ’plamdan D sohaga analitik
davomi deyiladi

12- mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari
1. Analitik funksiyalarni darajali gatorga yoyilmasi ganday ko’rinishda bo’ladi?
2. W= f(2) funksiya gachon G sohada regulyar funksiya deyiladi?
3. Darajali gator koeffisentlari uchun Koshi tengsizligini isbotlang.
4.Yagonalik teoremasini tushuntiring.
5. Analitik davom ettirish prinsipi nimadan iborat?
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13-mavzu: Golomorf funksiyaning nollari. Loran gatorlari. Maxsus nugtalar va ularning turlari.

Dars rejasi:
5.Bir nuqtadagi maxsuslikni yo’qotish haqidagi teorema.
6.Liuvill teoremasi.
7.Regilyar funksiyalarning yakkalangan maxsus nuqtalari va ularning xillari.
8.Butun va meromorf funksiyalar.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1], [5] - [8]

Dars magsadlari: maxsuslikni yo'qotish hagidagi teoremalar, Luivill teoremasi, regulyar
funksiyalarning yakkalangan maxsus nugtalari, butun va meromorf funksiyalarni o’rgatish.

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: ko’p bog’lamli sohalar uchun Koshining integral formulasi,
analitik davom, hosilalar uchun Koshining integral formulasi, yakkalangan maxsus nugtalar, qutb
maxsus nugta, muhim maxsus nuqgta, butun funksiya, meromorf funksiya.

17.1. Bir nuqtadagi maxsuslikni yo’qotish haqidagi teorema.

Teorema 17.1. Agar f(z) funksiya biror D sohaning a € D nugtasidan tashgari golgan

barcha nugtalarida regulyar bo’lib, IMeM (&) =0 bo’Isa, bu yerda M (&) = ‘n}a‘\g\ f (Z)‘ , U holda

-0

f (z) funksiya D sohada regulyardir.

Isbot. Umumiylikni kamaytirmasdan D sohaning chegarasi biror bo’lakli-silliq yopiq Jordan
chizig’idan iborat bo’lib, unda f (Z) funksiya regulyar deb faraz gilamiz, a nugtaning shunaga U, (a)
atrofini olamizki,U_(a) = D bo’lsin, D, = D\U,_(a) belgilaymiz. U holda f(z) funksiya yopiq 55
sohada regulyar bo’ladi. Ixtiyoriy Z € D, uchun ko’p bog’lamli sohalar uchun Koshining integral
formulasiga binoan

1 ¢ £ 1) () f (&)

f2)=— [ =Zde=—| [~Zde- [ e (17.1)
27 05[55—2 ZM[OLg—z 5_'!55—2

Ikkinchi integralni baholaymiz. Teorema 17.1 shartiga muvofiq shunaga &, ketma-ketlikni

tanlaymizki,
I!im eM(g)=0 (17.2)
bo’lsin. Ikkinchi integralda & = &, deb olib va (17.2) munosabatdan foydalanib, uni modul bo’yicha
quyidagicha baholash mumkin:
f
&-1|

2r -2l

Demak, (17.1) da ¢ = &, deb olib, k —> o0 limitga o’tsak, u holda

1
dé| <
44 2n|z—a - &, Pl

f (§)|27rgk —0, K> o

1 1)
f(z)=— | —24d&, VZe D, =D \{a 17.3
(2) Zmig_zé o =D\{a} (17.3)
tenglikni hosil gilamiz. Regulyar funksiyaning cheksiz differensiallanuvchanligi hagidagi teoremaga
ko’ra (17.3) munosabatning 0’ng tomonidagi funksiya D sohada regulyardir. U holda (17.3) integral

f (z) funksiyaning D, sohadan D sohaga analitik davomidan iborat ekan. Teorema 17.1 isbot

bo’ldi.
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Misol 17.1. Agar limeM (&) = 0 shartni kamaytirsak, u holda teorema o’rinli bo’lmaydi.

-0

1
Masalan, W =———, lim éM (&) =1 bo’lgani uchun, bu funksiyani Z = a nugtaga analitik davom
z—a
ettirib bo’lmaydi.

17.2. Luivill teoremasi.
Teorema 17.2 (Liuvill). Agar f(z) funksiya butun kompleks tekislik C da regulyar bo’lib,
lim——=

( )

M (R) = n;agdf(z)\.

= 0 shart bajarilsa, u holda u darajasi N —1 dan oshmaydigan ko phaddir, bunda

Isbot. Hosilalar uchun Koshining integral formulasiga ko’ra

m n! F(s) .
@)= JR@_ )Mdf, Vz:|z|<R. (17.4)

Teorema shartiga binoan shunaga {R, } ketma-ketlik mavjudki,

k—>ow, R, — o, M(Rk)zﬁ(Rk“). (17.5)
(17.4) munosabatda R = R, deb olib, uning 0’ng tomonini modul jihatdan baholaymiz:
O(Rn+1) _
f™(z <—ma 2R, = =0(1
‘ ( )‘ 7 |€1=R (g)‘ ‘ ‘)n+1 k — R|?+1 ( )

Demak, f™(z2)=0 VzeC. f"(2) funk51yan1ng boshlang’ich funksiyasi

jf<">(§)d§+c

bo’lib, bu yerdan 0
f " (z) =C, =const va
f"?(z)=C,z+C,,...,
f(z)=C;z"" +C,z"? +..+C,.
Teorema 17.2 isbot bo’ldi.

17.3. Regulyar funksiyalarning yakkalangan maxsus nugtalari va ularning xillari.

Ta’rif 17.1. Agar f(2) funksiya biror 0<]z—al<r (aeC, a# o, r>0) halgaga
regulyar bo’lib, Z =@ nugqtada aniglanmagan bo’lsa, u holda Z =a nuqta f (z) funksiyaning
yakkalangan maxsus nuqtasi deyiladi.

f (z) funksiyaning Z = a nuqta atrofidagi xarakteriga garab yakkalangan maxsus nugtalar
uch xilga ajraladi.

17.1°. Agar |irTl f(z) = A# © bo’lsa, uholda Z=a yakkalangan maxsus nuqta yugotilib
-
bo’ladigan (yoki bartaraf gilinadigan) maxsus nuqta deyiladi. Bu holda, agar f (@) = A deb olsak, bu
funksiya Z = a nuqtada ham regulyar bo’ladi. Hagigatan ham, bu holda Iimo &M (&) =0 shart
E—>

Z = a nuqta atrofida bajariladi va shuning uchun ~ f (z) funksiyani Z =a nuqtaga analitik davom

ettirish mumkin.
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17.2°. Agar |im61 f (z) = 0 bo’lsa, u holda yakkalangan maxsus Z =@ nuqta qutb maxsus
-

nuqta deb aytiladi.
17.3". Agar |Z|fn>a f(2) mavjud bo’lmasa, u holda yakkalangan maxsus Z =a nuqgta muhim

maxsus nuqta deyiladi.

Ta’rif 17.2. Agar f(z) funksiya Z = a # oo nugtaning biror atrofida f(z)=(z—-a)" f,(2)
ifodalanib, bu yerda f,(z) z =a nugtada regulyar va f,(a) # 0 bo’lsa, u holda Z =a nuqta
f (z) funksiya uchun n-tartibli nol deyiladi.

Ta’rif 17.3. Agar f(z) funksiya z = oo nugtaning biror atrofida f(z)=z"f,(2)
ifodalanib, bunda f,(z) z =0 nugtada regulyar va f,(o0) # 0 bo’lsa, u holda Z = nugta
f (z) funksiyaning n-tartibli noli deyiladi.

1
f(z)
funksiyaning Z = a nugtadagi qutbining tartibi deyiladi.

Birinchi tartibli nol yoki qutb oddiy nol yoki qutb deyiladi.Agar Z =a # o bo’ib, f(2)
funksiya shu nuqtada regulyar bo’lsa, u holda n-tartibli nolning quyidagi alomati o’rinli: Z =a
nugtaning f (z) funksiya uchun n-tartibli nol bo’lishligining zaruriy va yetarli sharti

f(a)=f'(@)=..= f"¥(@)=0,f"(a)=0

Ta’vif 17.4. 9(2) = funksiyaning Z = a nugtadagi nolining tartibiga f (z)

munosabatdan iborat.
f(z)
9(2)

funksiya shu nugtada yo regulyar yoki Z = a nugqta bu nisbat uchun qutb maxsus nuqta bo’ladi
(Isbotlang!).

Lemma 17.1. Agar f(z) va g(z) funksiyalar Z = a nugtada regulyar bo’lsa, u holda

17.4. Butun va meromorf funksiyalar.
Ta’rif 17.5. Butun kompleks tekislikda regulyar funksiya butun funksiya deyiladi.

Masalan, €*,sin z,co0sz,shz,chz butun funksiyalardir.

Ta’rif 17.6. Agar f(z) funksiya G sohaning har bir yopiq gismida chekli sondagi qutblardan
tashqari regulyar bo’lsa (qutblar soha chegarasi atrofida to planishi mumkin), u holda bu funksiya G
sohada meromorf funksiya deyiladi.

Masalan, tgz,ctgz,secz,cosecz funksiyalar butun kompleks tekislikda meromorf

funksiyalardir.
13- mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari

Bir nugtadagi maxsuslikni yo’qotish haqidagi teoremani isbotlang.

Luivill teoremasini isbotlang.

Regulyar funksiyalarning yakkalangan maxsus nuqtalari va ularning xillarini aniglang.
Yugqotilib bo’ladigan (yoki bartaraf gilinadigan) maxsus nuqta deb nimaga aytiladi? (misollar
keltiring)

Qutb maxsus nugta deb nimaga aytiladi?

Muhim maxsus nuqta deb nimaga aytiladi?

Regulyar funksiyaning n-tartibli noli deb nimaga aytiladi?

Butun va meromorf funksiyalar deb ganday funksiyalarga aytiladi?

el oA

ONo O
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9. Bir nuqgtadagi maxsuslikni yo’qotish haqidagi teorema deb nimaga aytiladi?
10. Luivill teoremasini ayting.

11. Regulyar funksiyalarning yakkalangan maxsus nuqtalari va ularning xillarini  bilasizmi?
(misollar keltiring)

12. Butun va meromorf funksiya deb nimaga aytiladi? (misollar keltiring).
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14-mavzu: Chegirmalar (qoldiglar) nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni hisoblash
formulalari.

Dars rejasi:
7. Qoldiq tushunchasi.
8. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasi.
9. Qoldiglarni hisoblash formulalari.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1], [5], [6], [8]

Dars magsadlari: Qoldiq tushunchasi. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni
hisoblash formulalari o’rgatish.

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: funksiyaning nugtadagi qoldig’i, ko’p bog’lamli soha,
bo’lakli silliq yopiq Jordan chizig’i, yakkalangan maxsus nugta, n-tartibli nol, hosilalar uchun
Koshining integral formulasi, qutb maxsus nugta, muhim maxsus nuqta, Loran gatori.

19.1. Qoldig tushunchasi.
Lemma 19.1. Agar f(z) funksiya biror K:r <|z—al<R halgada regulyar bo’lsa, u holda
j f(z)dz, r < p <R, integralning giymati p dan bog’liq emas.
|z—al=p
Isbot. Hagigatan ham, lemmaning isboti uchun Vp, < p, :r < p, < p, <R larni olib,
J f(z)dz= J. f (z)dz tenglikni ko’rsatish kifoya. Buning uchun ichki radiusi p,, tashqi radiusi
lz-al=p [z-al=p,
p, daniborat K, :p, <|z—al< p, halgani olamiz. K, = K munosabatdan f(z) funksiya Kl yopiq
halgada regulyar ekanligini olamiz. Shuning uchun murakkab kontur uchun Koshining integral
formulasiga muvofiq
j f(2)dz=0 < jf(z)dz: jf(z)dz.
oKy lz-al=py |z-al=p,
Lemma 19.1 isbot bo’ldi.
Ta’rif 19.1. Agar f(z) funksiya uchun Z = a # 0 nugta yakkalangan maxsus nuqta bo’lsa, u
holda f (z) funksiyaning Z = @ nuqtadagi goldig’i deb

res f (2) = —— [ f(2)dz (19.1)
Z=a ‘z—a‘:pl

ga aytiladi, bu yerda p yetarlicha kichik musbat son.
Ta’rif 19.2. f(z) funksiyaning Z = o nugtadagi qoldig’i deb

resf(z) = —% Jf(z)dz (19.2)
= [7/=R
ga aytiladi, bu yerda R yetarlicha katta ixtiyoriy musbat son.
Lemma 19.1ga ko’ra (19.1) va (19.2) integrallarning giymatlari p va R dan bog’liq emas.

Agar a # oo nuqgtada f(z) funksiya regulyar bo’lsa, u holda I'es f(z) =0. Lekin a =oo bo’ib,
Z=a

f (z) funksiya z=co da regulyar bo’lsa hamki, €S f (Z) # O bo’lishi mumkin. Masalan,
=00
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f(z)= %; z=o f(z) uchun regulyarlik nugtasi bo’lsa ham (chunki, f (o) =0 deb aniglash
mumkin) resf(z) = —i_ az =-1+0.
=00 Z
|z|=R

19.2. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasi.
Teorema 19.1. Agar f(2) funksiya chekli bog’lamli chegerasi cheklita bo’lakli silliq yopig

Jordan chiziglaridan iborat G sohaning yakkalangan maxsus z,,Z,,...,Z, € G nugtalaridan

tashqari yopiq G sohada regulyar bo’lsa, u holda
j f(z)dz=27 resf(z). (19.3)
oG k=1 P

Bunda « ¢ 6G, agar o € G bo’Isa, u holda bu nuqta ham 2, nuqtalar qatoriga qo’shiladi.

|z|>1} deb
&

olib, & ni shu gadar kichik qgilib tanlaymizki, barcha U,(z,), U} (x) atroflar o’zaro va 6G bilan
kesishmay, 0’z chegaralari bilan birgalikda G soha ichida joylashsin. U holda (19.1-chizmaga garang)

G, =G \{UU g(zk)} yoki 0 € G bo’lsa, G, =G \{UU +(z, )UU ;(oo)} belgilashni olsak, G, -

k=1 k=1

Isbot. Agar z, # o bo’lsa, U,(z,) = {z|| z-12, g}; Z =00 bo’lsa, U] (x0) :{z

chegeralangan chekli bog’lamli soha bo’lib, f(z) funksiya Gg da regulyar bo’ladi.

19.1-chizma
Murakkab konturlar uchun Koshining integral teoremasiga muvofiq,

jf(z)dzzo

yoki

jf(z)olz:n jf(z)dz+A jf(z)dz, (19.4)

=l au,(z) aU! ()

lwoeG
o’rinli bo’ladi, bu yerda A= {0 5 (19.1) va (19.2) formulalarga ko’ra
0 &
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j f(2)dz=2zires f (2), j f(2)dz=2zxiresf(2). (19.5)
20 (z) AU () =

Agar (19.5) giymatlarni (19.4) ga qo’ysak, (19.3) formulani olamiz. Teorema 19.1 isbotlandi.

19.3. Qoldiglarni hisoblash formulalari.
Teorema 19.2. Agar F(z)= f(z)/g(z) va f(z),g(z) funksiyalar a # oo nuqtada regulyar

bo’lib, shu nugqta g(Z) funksiya uchun n-tartibli nol bo’lsa, u holda
1
reskF(z) = z—-a)"F(z 19.6
esF (@)= Ty {dnlk ) <>]} (196)

Isbot. N -tartibli nol ta’rifiga ko’ra §(2) =(2—2)"g,(2) ifodalanib, §,(z)  Z=a nugtada
regulyar va g, (&) # 0. U holda
F(2)=f@/|z-2)"0,(0)]= (@) /(2-2)"

Bu yerda (D(Z) = f (Z)/ gl(Z) Z = A nuqtada regulyardir. Qoldiq ta’rifi va Koshining hosilalar
uchun integral formulasiga binoan

rzeasF(z):% IF(Z)de% | 0@ 4, 0" (19.7)

e, A, 5, (2-a) (n—=1)!
formulaga ega bo’lamiz.
Agar ¢(2z)=(z-a)"F(z), z#4a, ni nazarga olsak, (19.7) dan (19.6) formulaning o’rinli

ekanligini olamiz.

Bu formula chekli qutb maxsus nuqtalardagi qoldigni hisoblash uchun qo’llaniladi.
Agar n=1 bo’lsa, u holda (19.6) formuladan
resF(z)=f(a)/g'(a) (19.8)

ni olamiz.

Agar Z=a muhim maxsus nugta yoki @ =00 bo’lsa, u holda bunday nuqtalarda qoldiqni
hisoblash uchun quyidagi teorema qo’llaniladi. Bu teoremadan Z =4d chekli qutb bo’lganda ham
foydalanish mumkin.

Teorema 19.3. Agar Z = @ # 0 yakkalangan maxsus nuqta bo’lib, f (Z) funksiyaning shu

nugta atrofidagi Loran gatori f(z ZC (z-a)" berilgan bo’lsa, u holda

nN=-o0

res f(z)=c, (19.9)

Agar & =00 nugta atrofidagi Loran qatori f(z)= Y _c,z" berilgan boIsa, u holda

n=—0

resf(z)=—c, (19.10)
Isbot. (19.9) formulani isbotlaymiz

Egasf(z)—— j zc (z—a)" =

IZaIPn‘oo ”‘°° IZalp

(hadlab integrallash mumkinligi Loran gatorining ixtiyoriy |z —a|=p, I < p<R aylanada tekis

yaqinlashishidan kelib chigadi). (19.9) formula isbot bo’ldi. (19.10) formulani ham shunga o’xshash
isbotlash mumkin. Teorema 19.2 isbot bo’ldi.

a)"dz=c,
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1
ZCOS—

Misol 19.1. | = j Z—Z_J'dz hisoblansin.
as 2 +4

Yechish. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasiga ko’ra
| = 27zi[r§25 f(z)+ res f(z)+ res f(z)]=—2nires f(z) =27, chunki agar f(z) funksiya

Z =0 daregulyar bo’lsa, u holda

1
ZCOS——

£ (2) = lim 2[f (o) — f(2)] =limz] 0— — 2= |=_1,
res f (2) Zlgjoz[ () - f(2)] =lim 72 4 4

14- mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari
13. To’g’rilanuvchi chiziqglarni ta’rifi va tasvirini ayting
14. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasini ayting
15. Qoldiglarni hisoblash formulalarini keltiring.
16. Funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasidagi qoldig’i deb nimaga aytiladi?

17. 1(2) funksiyaning Z = % nugqtadagi qoldig’i deb nimaga aytiladi?

18. Kompleks argumentli funksiya integralining ganday xossalarini bilasiz? (misollar keltiring)
19. Integralning hisoblash formulalarini keltiring (misollar yordamida).
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15-mavzu: Chegirmalar (qoldiglar) nazariyasini aniq integrallarni hisoblashga tadbiqi. Jordan
lemmasi.

Dars rejasi:
1. Berilgan chekli oraliq bo’yicha haqiqiy funksiya integralini hisoblash.
2. Berilgan cheksiz interval bo’yicha haqiqiy funksiya integralini hisoblash.
3. Jordan lemmasi.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [1] - [14]

Dars magsadlari: berilgan chekli oraliq va cheksiz interval bo’yicha haqiqiy funksiya
integralini hisoblashga o’rgatishda Jordan lemmasidan foydalanish.

Mavzu bo’yicha tayanch iboralar: odatdagi Riman integrali, Rimanning xosmas integrali,
goldiglar nazariyasining asosiy teoremasi, yakkalangan maxsus nugta, funksiyaning nuqgtadagi
qoldig’i, funksiyaning argz ga nisbatan nolga tekis yaqginlashishi, arcsinz ning darajali gatorga

yoyilmasi.

20.1. Berilgan chekli oraliq bo’yicha haqiqiy funksiya integralini hisoblash. Faraz gilaylik
b

chekli [a, b] oraligda haqiqiy f(Z) funksiya berilgan bo’lib, I f (x)dX Riman integralini hisoblash
a

talab qilinsin. Buning uchun shunaqa bo’laklari silliq yuqori yarim tekislikda yotuvchi C

qo’shimcha chiziq olamizki, C «U[a,b] chiziq biror chegaralangan bir bog’lamli D sohaning

chegarasidan iborat bo’lsin. f(Z) funksiyani [a, b] kesmadan D sohaga shunday davom ettiramizki,
natijada f(Z) yakkalangan maxsus d;,d,,...,d, € D nugtalardan tashgari D da regulyar bo’lsin.

Shu sohava f (Z) funksiya uchun qoldiqlar nazariyasining asosiy teoremasini qo’llasak, u holda

j f(z)dz =27 resf(z) (20.1)
D k=L # 7%
munosabatni olamiz. Bu yerdan
b n
jf(x)dx+jf(z)dz=27ziz res f (z). (20.2)
a C k=1 2%

b
Agar If(z)dz integralni bevosita hisoblash yoki If(x)dx integral bilan ifodalash imkoniyati mavjud
C a

b
bo’lsa, u holda [ f (x)dx integralni hisoblash masalasi yechiladi.

20.2. Berilgan cheksiz interval bo’yicha haqiqiy funksiya integralini hisoblash. Agar (a, b)
interval cheksiz bo’lsa, u holda kengayib boruvchi qo’shimcha shunaqa bo’lakli silliq chiziglar oilasini

olish lozimki, limitga o’tgan taqdirda (a, b) interval hosil bo’lgan sohalar chegarasining bir qismi
sifatida paydo bo’lsin. Agar (a, b) = (—00, 00) bo’lsa, u holda (20.2) ga o’xshash

[ £()dx+ [ f(2)dz =27 res f (2) (203)
“R Cy k=1 2%
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ni olamiz. Agar bu yerda - 0 markazli R radiusli yuqori yarim aylana bo’lsa va f (z) = F(z)e"

ko’rinishga ega bo’lsa, u holda berilgan integralni hisoblash uchun Flei m J. F (Z)ede ni hisoblash
-0
c

R
kifoya. Ko’p hollarda Li m I F (z)e”zdz =0 (A >0) munosabatni ko’rsatish uchun quyidagi
—o©
Cr

Jordan lemmasidan foydalaniladi.

20.3.Jordan lemmasi.

Jordan lemmasi 20.1. Agar §(Z) funksiya C. 1z|=R,, Imz>—a aylanayoylarida
N —oo(N — oo, R, — ) da nolga argz ga nishatan tekis intilsa, ya'ni /& > 0 uchun shunaga
N, (£) nomer topilib, YN >N uchun | g(2) |< &, Vz € C.. bo’lsa, u holda 2 >0 uchun

lim Ig (2)e”dz =0 bo’ladi.
CRH
Isbot. Quyidagi 20.1-chizmadan ko’rinadiki,
sine,, = i;an = arcsin Ri arcsin z =z +g(23) (z—>0)

n n

3
a a
yoyilmadan foydalanib, ¢, = R +0 (R—j (N — o) ga ega bo’lamiz. Bu yerdan

n n

3

a
a,R =a+ Q(—ZJ (n — o) kelib chigadi.
n
A Y
CRH
D o) B
E A
20.1-chizma
Bu yerdagi oxirgi ikki munosabatlardan
lime, =0 (20.4)
imao R =a (20.5)
larni hosil qilamiz. Lemma shartiga ko’ra
Mn(g)=m3x|g(z) |>0,n—>w (20.6)
2eCp,
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Yana 20.1-chizmadan foydalanib, VZ = X+1y € AB uchun

‘e”z‘ _ eRe(i}Lz) _ e—/ly < e/la (207)
tengsizlikni hosil gilamiz. Bu yerdan, (20.5) va (20.6) dan
[g(2)e™dz|< [|g(2) [l €™ [ dz| <M (g)e”a,R, —5—>0 (208)
AB
ni olamiz. Shunga o’xshash
= 0 (20.9)
5 i T
Agar VZ € BC bo’lsa, uholda Z=R €', 0< ¢ < 5 Vv
2
g (20.10)

iz Re(iAR.e'?) —AR, sing =
=€ <e

=e

e

_ Vs : 2 _ -

(ma’lumki, V¢ €[0,—] uchun Sin@ > — @). Lemma sharti va (20.10) tengsizlikdan foydalanib
T

dz\gMn(g)Rj d(p M (g)R( ZZR ]e =7 =

[lg(2)]e™

- Mn(g)i(l—e“") -0 (20.11)
bahoni hosil qilamiz. Shunga o’xshash
Jlo(2)le™|dzl= [la(2)e"|dz|—=0 (2012)
DC CD

ni olish mumkin. Jordan lemmasining isboti (20.8), (20.9), (20.11) va (20.12) munosabatlardan kelib
chigadi. Agar a <0 bo’lsa, u holda lemaning isboti yanada osonlashadi, chunki isbotda AB va DE

yoylar qatnashmaydi. Lemma 20.1 isbot bo’ldi.
Jordan lemmasini aylanalar yoylari oilasi uchun quyidagicha bayon gilish mumkin

Jordan lemmasi 20.2. Agar g(z) funksiya C,, ;| Z |= R, Imz > —a aylanalar yoylari
oilasida R — oo da argz ga nisbatan nolga tekis yaginlashsa, u holda ¥ A > 0 uchun

H iz _
FI{Lngocj‘g(z)e dz=0

bo'ladi.
Misol 20.1. Xosmas j&dx integral hisoblansin.
6x+90

Yuqorida bayon qlllngan fikrlarga binoan yetarlicha katta R>0 uchun quyidagi munosabat

o’rinli
R iX iz |z
(x+3)e (z+3)e (z+3)e
— " dx+ —dz—27z1 res————, 20.13
% 6x s 0 C{zz—62+90 7t _pre0 O

Endi f(2) :ﬂ funksiyaning maxsus nugtalarini topamiz:
7°-62+90 '
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72> —6z+90 =0, 2,,=3++v9-90 =3%0i.
Bu yerdan f(z) funksiyaning yuqori yarim tekislikda bitta 3+9i dan iborat qutb maxsus nugtaga ega

ekanligi kelib chigadi. g(z) =—2+3_ funksiya R —> oo da Cy, | Z|= R aylanalar oilasida nolga

argz ga nisbatan tekis yaginlashuvchi. Hagigatdan ham,

19(2)|= |2+3] c 128 R¥3 g RowvzeC Jordan lemmasiga

|(z—3+9i)(z-3-9i)| (|z|-v/90)*> (R—-+/90) ’ " |

ko’ra (1 =1) IimJ' (z “;3)620 =0. Agar (20.13) tenglikda a, =3+9i ni qo’yib, R —>oo limitga
R—x 7z +

o’tsak va oddiy z =3+ 9i qutbda goldigni hisoblash formulasidan foydalansak, u holda

0 ix iz N\ A1(3+9i) -9
I §x+3)e dx— 27 res (z+3)e o (6+9i)e _ e

° X°—6x+90 =3+9i 72 —62+90 2(3+9i)-6
giymatni hosil gilamiz.

(6+9|)e3'

15- mavzu bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari :
1. Berilgan chekli oraliq bo’yicha haqiqiy funksiyadan olingan integralni ganday hisoblash
mumkin?
2. Berilgan cheksiz oraliq bo’yicha haqiqiy funksiyadan olingan integralni hisoblash qanday
amalga oshiriladi?
3. Jordan lemmasi nimadan iborat va u ganday isbotlanadi?
4. Jordan lemmasini qo’llashga doir misol keltira olasizmi?
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10.Amaliy Mashg’ulotlar Ishlanmasi

1-amaliy mashg’ulot. Kompleks sonlar va ular ustida amallar.
Kompleks sonning geometrik tasviri. Modul va argument
haqidagi teorema. n -darajali ildiz chigarish (2 soat)

Dars rejasi:
1. Kompleks son va ular ustida arifmetik amallarga oid misollar yechish.

2. Kompleks sonlarning turli shakllariga oid mashglar yechish.
3. Modul va argumentni hisoblashga doir misollar yechish.
4. Kompleks sondan n -darajali ildiz chigarishga oid mashqlar yechish.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Dars magsadi: 0’quvchining kompleks son haqidagi nazariy bilimlarini misollar va
topshiriglarni yechish bilan mustahkamlash, ularninig amaliy ko’nikmalarini va ijodiy
mehnat qobiliyatini o’stirish, 0’z fikrini gat’iu matemati tilda ifodalash va boshqgalarga

yetkazib berishga o’rgatish.

Darsning tarkibiy gismlari
1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga

tayyorgarlik holati) 5 minut.
2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.
4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni.

1.1.Mashg’ulotning nazariy asosi.
Biz ma’ruzada ta’kidlaganimizdek, har bir (x,y) kompleks sonni x +iy ko’rinishda

tasvirlash mumkin. x+iy ko’rinishdagi yozuvga kompleks sonning algebraik shakli
deyiladi.
x songa z=x+iy kompleks sonning haqiqgiy gismi, y songa esa mavhum gismi
deyiladi va x =Re(x+iy) =Rez, y=Im(x+iy)=Imz ko’rinishda belgilanadi.
Kompleks sonning algebraik shakli yordamida z, =x, +iy, , z,=x, +iy,
kompleks sonlarning yig’indisi, ayirmasi va ko’paytmasini quyidagicha yozish mumkin
z,tz,=(x, £X,)+i(y, £ Y,),
Z,-Z, =XX, +iX Y, +iy,X, +i°y,y,.
Endi i’ =-1 ni hisobga olgan holda
(Xl + iyl)(x2+iy2) = (X1X2 - y1y2) + i(leZ +X; yl)
tenglikni hosil gilamiz.
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x—iy son z=x+iy kompleks songa qo’shma deyiladi va z ko’rinishda
belgilanadi:

Z=X+iy=x-ly.
Vx*+y? songa z=x+iy kompleks sonning moduli deyiladi va |z| yoki r bilan

belgilanadi, ya’ni
1z = [x+iy| = x*+y? .

Kompleks tekislikda z=x+iy nugtaning holati x, y dekart koordinatalar
sistemasida bitta nugtani ifodalaydi. Agar r bilankoordinta boshidan z nugtagacha
bo’lgan masofani, ¢ - haqiqiy o’qning musbat yo’nalishi bilan z vektor orasidagi
burchakni belgilaymiz. r=|z| -bo’lib unga z kompleks sonning moduli, ¢ ga esa

argumenti deyiladi va argz kabi belgilanadi. Ular uchun  quyidagi formulalar o’rinli:

r=yx’+y*, tg(p:%, X=rcose, y=rsing.

U holda Ixtiyoriy z=0 kompleks sonning
Z=X+I1y=r(cose +ising)
trigonometrik shaklda tasvirlash mumkin. Matematik analizdagi e'” = cosg +ising

Eyler formulasidan z =re" ko 'rsatkichli shakli hosil bo’ladi.
Ko’paytma va daraja shaklidagi sonlarning moduli va argumentini hisoblashda
quyidagi tengliklar asqotadi:

z
arg(zlzz) =argz +argz,, arg Z_l =argz, —arg z,, [z,z, |- z, || z, |.
2
(cosep +ising)" =cosng +isinng. (Muavr formulasi)
Ma’ruzadan ma’lumki, kompleks sonlar to’plamida ixtiyoriy ne N uchun
2" =a tenglamani doimo n ta yechimga ega va ular quyidagicha aniglanadi:

go+2k7ri

z =\re " = W(cos(er 2k +isin 2 Zk”j,k =01,...,n-1.
n n

Bunda r va ¢ mos ravishda a € C son moduli va argumenti.

1.2.Namunaviy yechilgan misollar

1.1-misol. z= 23_'

3 kompleks sonni algebraik shaklga keltirib, uning mavhum

gismi, haqigiy gismini toping.

Yechish. Bu bo’linma (kasr) shaklida berilgan kompleks sonni dastlab
soddalashtiramiz. Buning uchun uning surat maxrajini maxrajdagi kompleks sonning
qo’shmasiga ko’paytiramiz:
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_3-i (3-i)(2-3i)) 6-9i-2i+3i* 6-11i-3 9-11i _E_Ei

2+3i  (2+30)(2-3i) 22 +3 13 13 13 13~
tenglikning o’ng tomonidagi kompleks son haqiqiy va mavhum qismi biz izlagan javob
bo’ladi:

J: Rez:g; Imz=-=—=.
13 13

1.2-misol. z=1-i kompleks sonning moduli va argumentini toping.
Yechish. a) z=1-i kompleks son haqgigiy va mavhum gismlari Rez=x=1 va

Imz=y=-1 bo’lib, uning moduli ‘Z‘:\/X2+ y? =1 +(-1)? =2 . z=1-i nuqta

to’rtinchi chorakda  joylashganligi uchun tgp = il =-1  tenglamadan

arg(l—i) :77”+ ok, k=041+2,... .

1.3-Misol. |Rez| <1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi kompleks tekislikning barcha

nugqtalari to’plamini geometrik tasvirlang.
Yechish. a) [Rez|<1 = -1<x<1.J: Mavhum o’qgacha bo’lgan masofasi birdan

Kichik nuqgtalardan tashkil topgan yo’lak.
1.4-Misol. i ning darajalarini hisoblash fornulalarini keltiring:

Yechish. i ning kiritilishidan va natural ko’rsatkichli darajaning ta’rifidan
foydalanib quyidagi tengliklarga ega bo’lamiz:
itoi=v1, iP=-1 if=iti=—i; i*=(i?)2=(-D% =L i®=i*i=i;
i®=i"-i=-1 va hokazo.

Umumiy holda ixtiyoriy k=0, 1, 2,--- uchun quyidagi tengliklar o’rinlidir:
j4K :(i4)k 1k -1 A Ak 1= i
jAk2 k2 =1-(-1) =-1, jAk+8 ok i3 =1-(=i)=—i.

1.5-Misol. Berilgan (1+ 2i)x+ (3—5i)y =1-3i tenglamani yeching.

Yechish. Dastlab gavslarni ochib tenglmaning chap tomonida hagigiy va mavhum
gismlarni ajratamiz:

(x+3y)+i(2x-5y) =1-3i.

Kompleks sonlarning tengligi ta’rifiga asoslanib, bularning haqiqiy qisimlarini

o’zaro hamda mavhum qismlarini o’zaro tenglashtirib, quyidagi tenglamalar sistemasini

A . X+3y=1
hosil gilamiz: vy
2X -5y =-3.
: : : 4 . : .
Bu sistemani yechib, X==r1p yzli1 ekanligini topamiz. Bu esa berilgan

tenglamaning yechimidir.
1.6-Misol. Muavr formulasi yordamida cos3p va sin3¢ larni ¢ ning trigonometrik

funksiyalari orqali ifodalang.
Yechish. Muavr formulasi va gisqa ko’paytirish formulasidan foydalanamiz:
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2 =c0s3p +isin3p = (Cosp +ising)® = cos’ ¢ + 3icos® psing +
+3i% cospsin® g +i°sin’® ¢ = cos’ ¢ — 3cosgsin® ¢ +i(3cos’ psing —sin’ p),
Ikkala qismdagi sonlarninig tengligidan ularning haqgigiy va mavhum gismlari
tengligi kelib chigadi:
Re z = cos3¢p = cos’ ¢ —3cosesin® ¢,
Imz =sin3¢p =3c0s’ psing—sin® .
J: cos3p = cos’ p —3cospsin® @, sin3p =3cos’ psing —sin® .
1.7-Misol . 4/=i ni hisoblang.
Yechish. Oldingi misollarda ko’rsatilganidek dastlab ildiz ostidagi —i sonning
trigonometric shaklini yozamiz.

—1 :cos3—”+isin3—”, chunki r =1, ¢:3—”.
2 2 2

Ildiz chigarish formulasidan quyidagi giymatlarni olamiz:

3—7r+2k7r 3—7Z+2k7z

Y-i=z, =cosZT+isinzT_

(4k +3)x Lisin (4k +3)x

=CO0S . k=0123.

1.8-Misol. 51/ i_l ildizning giymatlarini toping.
-1+1

Yechish. Dastlab ildiz ostidagi kasrni trigonometrik shaklga keltirib olamiz:
\/§—i:2(c035—ﬂ+isin5—7[ . —l+i=+2 cos3—”+isin3—ﬂ :
6 6 4 4
Kompleks sonlarni bo’lishga asosan quyidagi munosabatlarni olamiz:

N coss—”+isin—”
I_ 6 6

—1+i _\E.

s s :ﬁ[cosﬁﬂsin”),
COS— +1Sin— 12 12
4 4

: : : T 3t &
Chunki bo’linma argumentiga asosan — —— = —

4 12
Ildiz chigarish formulasini qo’llab, berilgan ifodaning qiymartlarini olamiz:

T T
. —+2krx —+2kxz
6,{\/5_.|=Zk=6ﬁ cos12 +isinl2 -
—1+i 6 6

_ %(cos@+ i sin@} K=012345,

1.3.Mustaqil ishlash uchun misol va topshiriglar.

1. Berilgan kompleks sonlarning haqgigiy va mavhum gismlarini toping:
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-17 2 5
8)z=-3+4i; b) 2= V) Z:(I-sg+2j cg) =3 gy @2y
1+i i~ +1 (1-i)

j) Lr2D -G (—LiﬁJ g G2 oy L+itgar
(3+2i)° —(2+1) 2 2 (-1+1) 1-itga

2. Kompleks sonlarning moduli va argumentini toping.

a) i; b) z=-12+5i;V) z=—i; @) z=1+i""; d) z=i—;:.
3. Quyidagi kompleks sonlarni trigonometrik shaklga keltiring: i; —i; —2; 3,
§—7|, —COS@+ising; 1—cose+ising.

4. Tenglamani yeching:

a) X+ 2iy —3y +6ix=—1+8i; b) 5-8i)x+(7+3i)y=2-i;Vv) X* +4=0;

g) y2+3=0; d) (7+2i))x—(6-4i)y=-1-i; j) x*—-(4+3i)x+@1+5i)=0 .

5. Quyidagi tengsizlikni ganoatlantiruvchi kompleks tekislikning barcha nugtalari
to’plamini geometrik tasvirlang.

a) [Rez|>1; b) Rez>0; V) [z|<1; g) 1<|z-1<3.

6. Kompleks tekislikning quyidagi nuqtalar to’plamini tengsizlik yordamida yozing.

a) mavhum o’qdan chapda joylashgan yarim tekislik (0’qning nuqtalari kiradi);

b) haqiqiy o’qgacha bo’lgan masofasi birdan kichik nuqtalardan tashkil topgan
yo’lak;

V) Markazi z=0 nuqtada, radiusi 1 ga teng mavhum o’qdan chapda joylashgan
(aylanasiz) yarim doira;

g) umumiy z =1+i markazga; radiuslari 1 va 2 ga teng bo’lgan aylanalar orasidagi

(aylanalarsiz) xalga.
7. Berilgan kompleks sonlarni algebraik shaklga keltiring.

T 27
1

‘;g)e®.

8. Muavr formulasi yordamida

a) cos2¢; b) sin2¢; V) cosdy; g) sindp d) cosbe;e) sinby
larni ¢ argumentning trigonometrik funksiyalari orgali ifodalang.
9. Ifodaning giymatini toping:

a) ei%; b) elg; V) e

a) (1-iv3)’@+i)?; b) @+iv3)°a-i)*; V) (%—i;)m;
1 .3.2. . (1+i\/§)5
g) (_E‘H?) ) d) ) ) 10 Z)
(L+i)

10. Quiydagi ildizlarning giymatlarini hisoblang
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a) V—4;b) 4~i,g) ¥-i; d) V-1+i;e) 3-1-i; j) 1{’/(3\@“2:14‘@_3);

2-amaliy mashg’ulot. Ketma-ketlikning limitik nugtasi.
Bol’sano — Veyershtrass teoremasi. Limitlar nazariyasining
asosiy teoremalari. Koshi Kkriteriyasi (2 soat).

Dars rejasi:

1. Kompleks sonlar ketma-ketligi va xossalariga oid misollar.

2. Qismiy ketma-ketlik va limitik nuqtaga oid ko’rsatmalar.

3. Kompleks sonlarning chegaralangan va chegaralanmaganligiga oid mashglar.

4. Limitlar nazariyasining asosiy teoremalari, yaginlashuvchanlik, Koshi
Kriteriyasiga doir misollar yechish.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Kompleks sonlar ketma-ketligi, limitik nugta, nugqtaning
atrofi, chegaralangan va chegaralanmagan ketma-ketlik, yaginlashuvchi ketma-
ketlik, ketma-ketlik yaginlashishining zaruriy va yetarli shartlari.

Dars magsadi.  Ketma-ketlik, qgismiy ketma-ketlik, limitik nuqtalar,
chegaralangan  ketma-ketlik, = kompleks atrof, yaqginlashuvchanlik va
uzoglashuvchanlik kabi nazariy bilimlarni anig misol va topshiriglar vositasida
mustahkamlash va o’quvchini mustaqil ishlashga yo’naltirish.

Darsning tarkibiy gismlari

1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati) 5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni.

2.1.Darsning nazariy asosi.
Hadlari kompleks sonlardan tashkil topgan

21,25 2oy (YOKI {z,}7))
ketma-ketlik berilgan bo’lsin.
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2.1-ta’rif. Agar aeC nuqtaning ixtiyoriy £>0 atrofi U, (a)={z:z-a/<s} da
{z, 17, ketma-ketlikning cheksiz ko’p hadlari yotsa, u holda a songa ketma-ketlikning
limitik nuqtasi deyiladi.
2.2-ta’rif. Agar {z,}”, ketma-ketlikning har bir hadini moduli biror musbat sondan
kichik bo’lsa, ya 'ni shunday chekli M >0 son mavjud bo’lib, barcha ne N uchun
z,/<M, n=12,.
tengsizlik bajarilsa, u holda {z,}”, ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

2.3-ta’rif. Agar chegaralangan ketma-ketlik yagona limitik nugtaga ega bo’lsa, u
holda bu ketma-ketlik yaginlashuvchi deyiladi.

Demak, Ve >0 son olinganda ham shunday natural n, =n,(¢) son topilsaki, barcha
n>n, sonlar uchun

‘Zn—a‘<g (a# )
tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda {z,}”, ketma-ketlik a kompleks songa yaginlashadi
deyiladi va
limz, =a

n—o0o

yoki n—w da z, —a kabi belgilanadi.

2.4-ta’rif. Agar ketma-ketlik chegaralanmagan yoki bittadan ortiq limitik nugtaga
ega bo’lsa, u holda u uzoglashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

2.5-ta’rif. Agar Vve>0 son olinganda ham shunday natural n,=n,(¢) son
topilsaki, barcha n>n, natural sonlar uchun

z,|>¢
tengsizlik bajarilsa, {z,}”, ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va
limz, =0

N—o0

yoki n—w da z, —« kabi belgilanadi.

2.2.Namunaviy yechilgan misollar

2.1-Misol. Ta’rifdan foydalanib z, :n+'nn+1_' ketma-ketliklarning a=1+i
limitga ega ekanligini isbotlang.

Yechish. a) £>0 - ixtiyoriy son bo’lsin. a=1+i nuqtaning ¢ - atrofini qaraymiz.
Shunday N nomer topiladiki, n>N da qaralayotgan ketma-ketlikning barcha z,
nuqtalari a=1+i nuqtaning ¢ - atrofida joylashishini ko’rsatish kerak; boshqacha
aytganda,

z,~(+i) <&
tengsizlik bajariladi.

Shunday qilib,
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27, - (@+i) = 1N n+in+1-

g2
n

tenglik o’rinli, u holda

2

—< &
n

2
tengsizlik ixtiyoriy N> N (8) = |:— +1 uchun bajariladi. Bunday nomerli hadlar soni cheksiz ko’p
&
bo’lganligi uchun I-ta’rifga asosan @ =1+i nuqta berilgan {z, | ketma-ketlikning limitik nuqtasi bo’ladi.
Uning yagonaligidan berilgan ketma-ketlik yaginlashuvchi va a =1+1i uning limiti bo’ladi.
2.2-misol. {Zn }::1 = {1+ in}:;l ketma-ketlikning chegaralanmagan ekanligini ko’rsating.

=+1+n° tenglik o’rinli bo’ladi.

Ketma-ketlik chegaralanganlik ta’rifiga asosan, agar M - ixtiyoriy musbat son bo’ganda ham shunday n -

Yechish. Haqiqatdan ham kompleks son modulining ta’rifidan |Z

n

natural son mavjudki n > M tengsizlik bajariladi. Shuning uchun \zn\ =+/1+n? >n>M munosabat bajariladi.
Bu esa berilgan ketma-ketlikning chegaralanmaganligini bildiradi.

2.3-Misol. 1 {z,} = {$+i[1+(—1)”]e2“} ketma-ketlikni chegaralanganlikka
tekshiring.
Yechish. Bu ketma-ketlik chegaralanmagan. Hagigatan ham kompleks son moduli

ta’rifidan
2

2 n 2g4n
= 1 1
|z, | (n+1)° > +[1+(-1)"Te
tengsizlik o’rinlidir. Xususiy holda n=2m nomerli had uchun
2

|2, =

(2m+1)

Bu yerda m ixtiyoriy haqgiqiy natural son bo'lganligi sababli ketma-ketlikning

barcha hadlarini markazi koordinatalar boshida bo'lgan chekli radiusli aylana ichiga

joylashtirish mumkin emas. z_  ketma-ketlikning limitik nuqgtasi z,=1 ekanligini

tekshirish oson. Buning uchun n=2m+1,m=12,.. deb z va z, misollardagidek

mulohaza yuritish kerak. z_ketma-ketlikning boshqa limitik nugtasi yo'qgligini ko'rsating.

2.4-misol. z.}=fa"}  (aeC, aj<1) kompleks sonlar ketma-ketligini
yaginlashuvchilikka tekshiring va limitini toping.

Yechish. Ixtiyoriy £>0 sonni olib, |a|<1l bo’lganda shunday n, natural son

N, =Ny (&) =log,, ] ko’rinishda topiladiki (bu son |a" <& tengsizlikni yechib topiladi:

+4e*" >e*" |z, [>e'".

o' <¢ =log,[d" >log, & =n>log, &),
ketma-ketlikning barcha n>n, nomerli hadlari uchun
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z,/<ld" <&
tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’rifga binoan |a|<1 bo’lganda
limz, =lima" =0

bo’lishini bildiradi.
Agar berilgan ketma-ketlikda a=1 bo’lsa, u holda biz hadlarining hammasi
0’zgarmas aynan z_=1ketma-ketlikka ega bo’lamiz va bu holda ta’rifga asosan ixtiyoriy

£ >0 va har ganday natural ne N son uchun |z, —1|=| 0|= 0 < ¢ tengsizlik bajariladi va
limz =liml1l=1

tenglik o’rinli bo’ladi.
Agar [a|>1bo’lsa, u holda lima" = . Demak, ketma-ketlik uzoglashadi.

n—ow

Agar |aj=1, a#1 bo’lsa berilgan ketma-ketlik chegaralangan bo’lib, birlik

aylanada yotuvchi turli giymatlarni gabul giladi va limitik nuqgtasi yagona emas. Bu esa
ushbu holda berilgan ketma-ketlikning uzoglashuvchi ekanligini anglatadi.

2.5-Misol. {zn}f={ﬁ+inle} ketma-ketlikni yaginlashuvchilikka ~tekshirib,
+ +1),

yaqinlashuvchi bo’lsa, limitini toping
Yechish. Dastlab ketma-ketlik uchun z, =1+i limitik nuqta ekanligini ko’rsatamiz.
Buning uchun ta’rifga asosan avval |z, -z, > ni baholaymiz:

, (n V¥ (n Y 1 1 2 2
|2, -2, "= —-1] + > 1| = 2t 3 7 < 7 <37
n+1 n°+1 (n+1)° (n"+1)° (n+1)° n
Bu yerdan |z, -z, < Q,n=1,2... tengsizlik hosil bo'ladi. ¢ ixtiyoriy musbat son
n

uchun N:Ng:{ﬁ} 1 natural son topiladiki, ixtiyorty n>N uchun |z -z,|<e
n

tengsizlik bajariladi. Bundan {z,};" ketma-ketlikning cheksiz ko'p z,.,,Z,.,,... hadlari z,
nugtaning ¢ atrofida joylashishini ko'rsatadi. Demak ta'rifga asosan z, =1+i berilgan
ketma-ketlikning limitik nugtasi bo'ladi. Bu limitik nugtaning yagona ekanligini, ya'ni
1+i dan boshqga limitik nuqgtasi mavjud emasligini ko'rsatish giyin emas. Hagigatan faraz
gilaylik berilgan ketma-ketlikning z; limitik nuqtasi mavjud bo'lsin. z, =1+i nugtaning
itiyoriy kichik U,(z,) atrofida ketma-ketlikning ma'lum N =N, nomerdan boshlab
hamma hadlari yotganligi sababli bu ketma-ketlikning U_(z,) atrofida yotmaydigan
hadlarining soni cheklidir. z; nugtaning U, (z,) U, (z;)=@ shartni ganoatlantiruvchi
atrofini garaylik (bu shartni ganoatlantiruvchi U, (z;) atrof mavjud, chunki z, = z;).
Hozirgi aytilganga ko'ra Ugl(z;) atrof Dberilgan ketma-ketlikning fagat chekli sondagi
hadlarini o'zida saglashi mumkinligini anglatadi. Bu esa z, limitik nugta degan
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farazimizga ziddir. Demak garalgan ketma-ketlikning z, =1+i dan fargli birorta ham
limitik nugtasi mavjud emas.

2.6-Misol. {z,}’ {(n21n+i} ketma-ketlikning barcha limitik nugtalarini toping.

Yechish. Dastlab bu ketma-ketlik uchun 1+i va —1+i nugtalar limitik nuqgtalar
ekanligini ko'rsatamiz. Ikki holni garaymiz:
1-hol). n=2m,m=12,... bo’lsin. Bu holda
2m jz 1 1 1
= < < ——
2m+1) (2m+1)?* 4m* m?

|z, —(1+1i) |2=[1—

Bu yerdan, |z,, - (1+i)[< %,m =1,2,... hosil bo'ladi. Yuqoridagi kabi N=N_ = F}l

&
deb olsak, barcha m> N_ uchun |z, —(1+i)|< ¢ tengsizlik bajariladi. Bundan ko'rinadiki,

garalayotgan ketma-ketlikning 2N nomerdan boshlab barcha juft indeksli hadlari
U,(1+i) atrofda yotadi. Demak, 1+i ketma-ketlikning limitik nugtasidir.

2-hol). n=2m-1,m=12,... bo’lsin. Xuddi yuqoridagidek qaralayotgan ketma-
ketlikning 2N +1 nomerdan boshlab barcha toq hadlari U, (-1+i) atrofda yotishini

ko'rsatish mumkin. Demak, —1+i berilgan ketma-ketlikning limitik nugtasi bo'ladi.
Birinchi misolda ko'rsatilgani kabi berilgan ketma-ketlikning boshga limitik nugtalari
mavjud emasligini tekshirish qiyin emas.

Ketma-ketlikning limiti ta'rifida limitning giymati gatnashadi. Lekin har ganday
(hatto yaginlashuvchi) ketma-ketlik uchun ham ham limitning giymatini topish hamma
vaqt oson emas. Shu sababli amalda ketma-ketlik yaqginlashishining limitning giymati
gatnashmagan alomatini bilish zarurdir. Bu alomat Koshi kriteriyasidir.

2 n+m
2.7-Misol.2 Ushbu ; =2

o ?+"'+(n m)4,|a|<1 ketma-ketlikni
+

+

yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Bu ketma ketlik uchun |z, -z, | ayirmani baholaymiz:

\(n+1) (n+m) \

da |[ lal ., lal" AJS
(n+1)* (n+m)
cal” a1 |aff
(n+1)* 1-|a] 1-]a|(n+1)*
Demak Koshi kriteriyasiga asosan ketma-ketlik yaginlashuvchidir.

n+1 amm |

—->0,n—>oom=1,2,...

2.3.Mustagil ishlash uchun topshiriglar:

1. Ta’rifidan foydalanib, berilgan ketma-ketliklarni chegaralanganlikka tekshiring
va ko’rsatilgan limitga ega ekanligini isbotlang.
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n+1 i n? + 3i

a) z =——+—; a=1. b) z =———; a=1.
) 2,=" )2, =00

in? +2n° +1 ) in®+3 i
V)2 =———, a=2+1. Z, =%, a=_.
)z n%+i 9 2n® —i 2

2.Ushbu ketma-ketliklarning limitga (chekli yoki cheksiz) ega ekanligini aniglang
va limit mavjud bo’lsa uni toping. Kompleks tekislikda ketma-ketlikning birinchi beshta
hadini tasvirlang.

in\" =\ i
a) Z, = (e j b) z, =i™"; V) zn=(2+lj; 9 z,=(C-D"+—.
2 n n
3. a kompleks parametrning ganday giymatlarida ketma-ketlik yaginlashadi:
a"|” a" |’ o
Qs—¢ ; bymna'{; v ; +a+...+a" .
) { ) } ) ha'f v {“an}n_l 0 i o

4. Quyida berilgan ketma-ketliklarning barcha limitik nugtalarini toping

i n(-1" . n.
a) z, =(-1 b) z, = z=1",912,,=2-—ILnmeN
) 2, =(=D" +i,b) s VG 9) Z, -

nZ

o m k.
d) z,=a"+i" ) Z,.,, =+ nmkleN,

5. Quyidagi ketma-ketliklarning limitik nugtalarini toping:

) znzzf Pt B) 2,= (A e

V) 7,7, L (1)]2[}”1, 9) z,=3"+(- 1)““:1” ,

d) z, =[3+2(- 1)](fn 11) 33ini; ) 2,= (1) o+
D=t ) = 0y s 2=t ) i

1y 1 i
K) z,=2+i"; 1)z, :n[1+(—1)”]+i(1+Fj ;. m) z, :(E_ﬁ)n+(_1)ni

6. Quyidagi ketma-ketliklarni yaginlashishga tekshiring
a) z, = %(1+ei“’ +---+ei"“’), 0<p<2z; b)z —3+%+ +2n lal<1.

1 1.
V) z =a,+a,z+---+a z".z==+=i,]a, |[<2
n 0 1 n 2 3 k
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3- amaliy mashg’ulot. Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri. Cheksiz
usoglashgan nuqta. Steoreografik proyeksiya formulalari. Steoreografik
proyeksiyaning asosiy xossasi. (2 soat)

Dars rejasi:
7. Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri.
8. Steriografik proyeksiya formulalari.
9. Steriografik proyeksiyaning 0sosiy xo0ssasi.

1 . Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri. Biz natural sonlar ketma-
ketligi 1, 2,3,---,n,--- misolida ko’rishimiz mumkinki, chegaralanmagan va chekli limitik
nuqtaga ega bo’lmagan ketma —ketliklar mavjuddir. Bunday ketma— ketliklar cheksizga
intiladi deb aytamiz va bu munosabatni

limz, =0 (2.1)

n—oo

kabi belgilaymiz. (2.1) munosabat {z,} ketma — ketlikning chekli limitik nugtaga ega

emasligini ifodalaydi. Bu munosabatni geometrik jihatdan tushuntirish uchun ketma —
ketlik sonlarini sfera nugtalari bilan tasvirlaymiz. Shu magsadda Xxov tekislikning
markazi O nugtaga urinuvchi sfera olamiz.

- Q) i

3.1-chizma 3.2-chizma

Shu o nugtadan chiquvchi tekislikka perpendikulyar sferaning diametri sferani biror
P nuqtada kesib o’tadi. Sferaning bu nuqtasini uning qutbi deb ataymiz. Ma’lumki, har
bir z=x+iy kompleks songa kompleks tekislikda anig bir z(x,y) nugta mos keladi.
Bu nugtani P nuqta bilan P, to’g’ri chiziq kesmasi orqali tutashtiramiz. P, kesma
sferani biror s nuqgtada kesadi. Bu nugtani z=x+iy nugtaning sferadagi tasviri sifatida
gabul gilamiz. Va aksincha, agar sferaning S, =P nugtasini P sfera qutbi bilan
tutashtiruvchi nurni tekislik bilan kesishguncha davom ettirsak, u holda tekislikda
gandaydir z, nugtani hosil gilamizki, uni tekislikning S, nugtaga mos nugtasi sifatida
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barcha nugqtalari (uning qutbidan tashqari) o’rtasida o’zaro bir giymatli uzluksiz moslik
o’rnatiladi.

Endi P nugtaning sfera boshga nugtalari bilan munosabatini garaymiz. Agar
limz, =obo’lsa, u holda z, nuqgtalarning sferadagi tasvirlari shunaga S, nuqtalardan

n—oo

iboratki, n— o da bunugtalar P nuqtaga yaqinlashadi. Bundan ko’rinadiki, cheksiz
uzoglashgan nugtaning sferadagi tasviri sifatida P nugtani olish tabily va P nuqtaga
mos tekislikning yagona nuqtasi cheksiz uzoglashgan nugta deb aytiladi. Shunday
qilib, tekislikning cheksiz uzoglashgan nugtasi bilan birga barcha nuqgtalari va sferaning
barcha nuqtalari o’rtasida o’zaro bir qiymatli moslik o’rnatish mumkin ekan. Bunday
moslik steriografik proeksiya deb aytiladi.

Nugtalari barcha kompleks sonlar va cheksizni ifodalovchi sfera Riman sferasi
deyiladi.

Kompleks sonlar va cheksizning sferada tasvirlashning afzalligi tekislik yagona
cheksiz  uzoglashgan nugtasining ravshan ifodalanishidir. Agar sfera P nugtasining
atrofi deb, uning P nugtani saglovchi va op diametrga perpendikulyar tekislik bilan
kesishdan hosil bo’lgan qismini olsak, u holda cheksiz uzoqlashgan nuqtaning atrofi
uning steriografik proyeksiyasidan, ya’ni markazi O nuqtada bo’lgan biror doiraning
tashqgarisidan iborat bo’ladi. Cheksiz  uzoqlashgan nuqta atrofi tushunchasini
kiritgandan so’ng, LLrEzn:oomunosabatni geoometrik jihatdan chekli nugtaga intilish

kabi ifodalash mumkin: agar cheksiz uzoglashgan nuqgtaning ixtiyoriy atrofida
2,,2,,25, Z,,...Ketma —Ketlikning chekli sondagi nugtalaridan tashqari barcha nugtalari
yotsa , u holda {z,} ketma — ketlik cheksiz uzoglashgan nugtaga yaginlashadi deb
aytamiz.

Kelgusida z orgali tekislikning ixtiyoriy nugtasini belgilaymiz. Bu tekislikni
kompleks o’zgaruvchi tekisligi, yoki qisqacha kompleks tekislik deb ataymiz va C
kabi belgilaymiz. Kompleks tekislik cheksiz uzoglashgan nuqgta bilan birgalikda
kengaytirilgan kompleks tekislik deyiladi va C belgilanadi.

Cheksiz uzoglashgan nugta O nugta kabi anig argumentga ega emas.

3.2. Steriografik proyeksiya formulalari. Bu gismda biz kompleks son
komponentlari yoki koordinatalari orgali sferadagi mos nugta koordinatalarini topish
va unga teskari masalani yechish bilan shug’ullanamiz. Buning uchun 0¢&n¢ fazoviy
koordinatalar sistemasini shunday tanlaymizki, 0¢ va Op o’qglar tekislikning OX va
OY o’qlari bilan ustma-ust tushadigan qilib, hamda O¢ o’qni esa OP diametr

yo’nalishi bo’yicha olamiz. Soddalik uchun OP diametr uzunligini birlik sifatida

gabul gilamiz. U holda sfera markazi (o,o,%) nugtadan va radiusi r=% dan iborat

bo’ladi. Agar sfera nugtasini (&,7,¢) debolsak, u holda bu nugta quyidagi tenglamani
ganoatlantiradi (3.2- chizmaga garang):

Eante(G-2F =7 yoki & 4nP=50-0) (3.2)
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Ushbu (0,0,1), ((¢,7,¢)) va (x,y,0) nuqgtalar bir to’g’ri chiziqda yotadi. Shuning
uchun bu nugtalar quyidagi munosabatlarni ganoatlantirishi kerak:
-0 -0 ¢-1
x-0 y-0 0-1

Bu yerdan
__S_ _ 1
X_1—§ va vy Y (3.3)
Formulalar kelib chigadi. Ulardan foydalanib z ni tiklaymiz:
z:x+iy:i—z7, (3.4)
va (3.2) gako’ra
0 o &’ g
X +y?= =——, 3.5
ST e (39)

(3.3) va(3.4) formulalar z nugta yoki z kompleks son koordinatalarini sferaning mos
nuqtasi koordinatalari orqali ifodalaydi. Endi teskari formulalarni keltirib chigaramiz.
(3.5) formuladan ¢ ni topamiz:

Xty
§_x2+y2+1'
¢ ning bu ifodasini (3.3) ga qo’yib,
___ X _ Y _ Xyt 36
gg_x2+y2+1’ n_x2+y2+1' X2 +y2+1 (3.6)

formulalarni hosil gilamiz. (3.6) formulalar sfera nuqgtasi koordinatalarini z kompleks
son koordinatalari orgali ifodalaydi. Shunday qilib 3.2-qismga qo’yilgan masala to’la
yechildi.

3.3. Steriografik proyeksiyaning asosiy xossasi.

Teorema-3.1. Steriografik proyeksiyada tekislikning har bir aylanasi sferaning
aylanasiga o’tadi va aksincha.

Bu yerda aylana tushunchasi keng ma’noda, ya’ni to’g’ri chiziglni radiusi
cheksizga teng aylanadan iborat deb tushunish kerak.

2.2.Namunaviy yechilgan misollar

2.1-Misol. Ta’rifdan foydalanib z, =n+mn+1_' ketma-ketliklarning a=1+i
limitga ega ekanligini isbotlang.

Yechish. a) £>0 - ixtiyoriy son bo’lsin. a=1+i nuqtaning ¢ - atrofini qaraymiz.
Shunday N nomer topiladiki, n>N da garalayotgan ketma-ketlikning barcha z,
nuqtalari a=1+i nuqtaning ¢ - atrofida joylashishini ko’rsatish kerak; boshqacha
aytganda,

z, -(1+i)<e¢
tengsizlik bajariladi.

Shunday qilib,
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\zn—(1+i)\—n+m+l f

s

tenglik o’rinli, u holda

2

—< &
n

J2
tengsizlik ixtiyoriy N > N (8) = {—} +1 uchun bajariladi. Bunday nomerli hadlar soni cheksiz
&

ko’p bo’lganligi uchun 1-ta’rifga asosan a =1+ i nuqta berilgan {z,}”, ketma-ketlikning limitik nugtasi
bo’ladi. Uning yagonaligidan berilgan ketma-ketlik yaginlashuvchi va a =1+ uning limiti bo’ladi.

2.2-misol. {Zn }::1 = {1+ in}:;l ketma-ketlikning chegaralanmagan ekanligini ko’rsating.

1+n’ tenglik o’rinli

Yechish. Hagigatdan ham kompleks son modulining ta’rifidan

=
bo’ladi. Ketma-ketlik chegaralanganlik ta’rifiga asosan, agar M - ixtiyoriy musbat son bo’ganda ham
shunday n -natural son mavjudki n> M tengsizlik bajariladi. Shuning uchun \zn\ =J1+n®> >n>M
munosabat bajariladi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning chegaralanmaganligini bildiradi.

2.3-Misol. 3 {z,} = {$+i[1+(—1)”]e2“} ketma-ketlikni chegaralanganlikka
1
tekshiring.
Yechish. Bu ketma-ketlik chegaralanmagan. Hagigatan ham kompleks son moduli

ta’rifidan
2

12, = —— +[1+(-1)"Pe®

(n+1)°
tengsizlik o’rinlidir. Xususiy holda n=2m nomerli had uchun
2

| Z, |2:L

" (2m+1)?

Bu yerda m ixtiyoriy hagiqgiy natural son bo'lganligi sababli ketma-ketlikning
barcha hadlarini markazi koordinatalar boshida bo'lgan chekli radiusli aylana ichiga
joylashtirish mumkin emas. z  ketma-ketlikning limitik nuqtasi z,=1 ekanligini

tekshirish oson. Buning uchun n=2m+1,m=12... deb z va z misollardagidek
mulohaza yuritish kerak. z_ ketma-ketlikning boshga limitik nuqtasi yo'qligini ko'rsating.
2.4-misol. z.t=fa"}  (aecC, aj<)) kompleks sonlar ketma-ketligini
yaginlashuvchilikka tekshiring va limitini toping.
Yechish. Ixtiyoriy >0 sonni olib, |a|<1 bo’lganda shunday n, natural son
n, =y () = [log,, £] ko’rinishda topiladiki (bu son |a" <& tengsizlikni yechib topiladi:

+4e" > e |z, [>e'.

' <& =log,a >log, & =n>log, ),
ketma-ketlikning barcha n>n, nomerli hadlari uchun
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z,/<ld" <&
tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’rifga binoan |a|<1 bo’lganda
limz, =lima" =0

bo’lishini bildiradi.
Agar berilgan ketma-ketlikda a=1 bo’lsa, u holda biz hadlarining hammasi
0’zgarmas aynan z_=1ketma-ketlikka ega bo’lamiz va bu holda ta’rifga asosan ixtiyoriy

£ >0 va har ganday natural ne N son uchun |z, —1|=| 0|= 0 < ¢ tengsizlik bajariladi va
limz =liml1l=1

tenglik o’rinli bo’ladi.
Agar [a|>1bo’lsa, u holda lima" = . Demak, ketma-ketlik uzoglashadi.

n—ow

Agar |aj=1, a#1 bo’lsa berilgan ketma-ketlik chegaralangan bo’lib, birlik

aylanada yotuvchi turli giymatlarni gabul giladi va limitik nuqgtasi yagona emas. Bu esa
ushbu holda berilgan ketma-ketlikning uzoglashuvchi ekanligini anglatadi.

2.5-Misol. {zn}f={ﬁ+inle} ketma-ketlikni yaginlashuvchilikka ~tekshirib,
+ +1),

yaqinlashuvchi bo’lsa, limitini toping
Yechish. Dastlab ketma-ketlik uchun z, =1+i limitik nuqta ekanligini ko’rsatamiz.
Buning uchun ta’rifga asosan avval |z, -z, > ni baholaymiz:

, (n V¥ (n Y 1 1 2 2
|2, -2, "= —-1] + > 1| = 2t 3 7 < 7 <37
n+1 n°+1 (n+1)° (n"+1)° (n+1)° n
Bu yerdan |z, -z, < Q,n=1,2... tengsizlik hosil bo'ladi. ¢ ixtiyoriy musbat son
n

uchun N:Ng:{ﬁ} 1 natural son topiladiki, ixtiyorty n>N uchun |z -z,|<e
n

tengsizlik bajariladi. Bundan {z,};" ketma-ketlikning cheksiz ko'p z,.,,Z,.,,... hadlari z,
nugtaning ¢ atrofida joylashishini ko'rsatadi. Demak ta'rifga asosan z, =1+i berilgan
ketma-ketlikning limitik nugtasi bo'ladi. Bu limitik nugtaning yagona ekanligini, ya'ni
1+i dan boshqga limitik nuqgtasi mavjud emasligini ko'rsatish giyin emas. Hagigatan faraz
gilaylik berilgan ketma-ketlikning z; limitik nuqtasi mavjud bo'lsin. z, =1+i nugtaning
itiyoriy kichik U,(z,) atrofida ketma-ketlikning ma'lum N =N, nomerdan boshlab
hamma hadlari yotganligi sababli bu ketma-ketlikning U_(z,) atrofida yotmaydigan
hadlarining soni cheklidir. z; nugtaning U, (z,) U, (z;)=@ shartni ganoatlantiruvchi
atrofini garaylik (bu shartni ganoatlantiruvchi U, (z)) atrof mavjud, chunki z, = z;).
Hozirgi aytilganga ko'ra Ugl(z;) atrof Dberilgan ketma-ketlikning fagat chekli sondagi
hadlarini o'zida saglashi mumkinligini anglatadi. Bu esa z, limitik nugta degan
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farazimizga ziddir. Demak garalgan ketma-ketlikning z, =1+i dan fargli birorta ham
limitik nugtasi mavjud emas.

3-ma’ruza bo’yicha muammoli topshiriqlar

1. Sfera diametrini 2 yoki 3 birlik deb faraz qilib, stereografik proeksiya va unga oid
(3.2) — (3.6) formulalarga o’xshash formulalar qanday o’zgaradi?

2. 1-savol javobiga asoslanib shu holda stereogarafik proeksiyaning asosiy xossasini
ayting? Qanday o’zgarish bor?

3. Hosil qilgan formulangizda kompleks tekislikda o’zingiz biror aylana, yarim
tekislik, yo’lak, to’g’ri to’rtburchak olib, uning Riman sferasidagi aksini yasang.
Xulosa chigaring.
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4-amaliy mashg’ulot. Sonli qatorlar. Qatorlar ustida amallar. Karrali
qatorlar haqida teorema. Qatorlarni ko’paytirish. (2 soat)

Dars rejasi:

1. Sonli gatorlar va ularda yaginlashish tushunchasi.
2. Qator yaginlashishing zaruruiy va yetarli sharti.
3. Qatorlarning absolyut yaginlashuvchanligi.

Tayanch iboralar: Sonli gatorlar, sonli gatorlarni yaginlashishi va uzoglashishi,
gator yaqginlashishing zaruriy sharti, absolyut yaginlashuvchi gatorlar, gatorning
yig'indisi, qatorlarni qo’shish, ikkilangan qatorlar, qator yaqinlashishing zaruruy va
yetarli sharti.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Darsning tarkibiy gismlari

1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati) 5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni.

3.1.Darsning nazariy asosi .
Kompleks cheksiz {z,}, ketma-ketlikning hadlaridan tuzilgan

3 2. =2 +2,+2. 4. +7 +... 3.1
n 1 2 3 n

yig’indisiga sonli gator deyiladi.
S, =7, +2,+Z;+..+2,, ...
gatorning gismiy yig’indilari deyiladi.
3.1-ta’rif. Agar (3.1) qatorning S, gismiy yig’indisi n— o daanigq S chekli limitga
ega bo’lsa, u holda bu qator yaginlashuvchi deyiladi va S - songa (3.1) gatorning
vig'indisi deyiladi. Aks holda, (3.1) qator uzoglashuvchi deyiladi.
S=IlmS§S,

Agar gator yaginlashsa, u holda, uning umumiy hadining limiti nolga teng bo’ladi.
Lekin bu zaruriy shartdir, ammao yetarli emas.

= : 1 :
Masalan, ZE - garmonik gator uchun zn=H—>o bo’ladi, ammo bu qator

n=1
uzoqlashadi va uning yig’indisi cheksizdir.
Agar (3.1) gator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan nomanfiy hadli
gator yaginlashsa, u holda (3.1) gatorga absolyut yaginlashuvchi deyiladi.
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Agar qator absolyut yaqinlashsa, u holda u oddiy ma’noda ham yaqinlashadi.
(3.1) qatordan har xil yo’llar orqali qismiy cheksiz qatorlar
Z, +2, +2, +r,

e @2)

B
Z;,1 +Z},Z +Zy3 +---

tuzish mumkin, bunda gatorning har bir hadi fagat va fagat bitta gismiy gatorning
hadi bo’ladi.

3.1- asosiy teorema (sonli gatorning absolyut yaqinlashishi haqgida). Faraz
gilaylik (3.1) gator absolyut yaqinlashuvchi bo’lsin. U holda quyidagi tasdiglar o’rinli
bo’ladi:

1) (3.2) gatorlarning har biri absolyut yaginlashadi;

2) (3.2) dagi qatorlar yig’indilari mos holda S,S,,S,,--- orgali tuzilgan isk

k=1

Z, +17

A

gaator ham absolyut yaginlashadi;
3) (3.1) gatorning yig’indisi S uchun s = isk tenglik o’rinlidir.
k=1

Qatorlarni yaqinlashuvchanlikka tekshirishda bizga quyidagi alomatlar qo’l kelashi
mumkin.

1. Dalamber alomati. Agar >z, qator hadlari uchun

k=1

Iimwzi

n—oo |Zn|
limit mavjud bo’lib
a) A <1 bo’lsa, u holda i z, Qator yaginlashadi;
k=1

b) 4 >1bo’lsa, u holda i z, (qator uzoglashadi;
k=1

V) A =1 bo’lsa, u holda i z, gatorning yaginlashish masalasi ochiq goladi.
k=1

2. Koshi alomati. Agar LLer{/m = A bo’lib,

a) A <1 bo’lsa, u holda i z, Qator yaginlashadi;
k=1

b) A >1bo’lsa, u holda i z, Qator uzoglashadi;
k=1

v) A =1 bo’lganda qatorning yaqinlashish masalasi ochiq qoladi.
Ba,zi murakkabroq gatorlarni tekshirishda quyidagi alomatlardan foydalanishga
to’g’ri keladi. Faraz qilaylik, ushbu

a,+a,+a,+..+a,+a,,+..=.3a, (3.3)
n=1
musbat hadli gator hamda
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B, = n(l— hj
a‘n
bo’lsin.

3. Raabe alomati. Agar yetarlicha katta n natural sonlar uchun B >r (r—

o’zgarmas son) bo’lib, r >1 bo’lsa, u holda (3.3) qator yaqinlashuvchi, agar biror n
dan boshlab B, <1 bo’lsa, (3.3) qator uzoglashuvchi bo’ladi.

Endi quyidagi
ab +ab,+..+ab, +...:ianbn (3.4)
n=1

qator berilgan bo’lib (a,, b, kompleks sonlar bo’lishi ham mumkin ),
B, =b, B,=b +b,,...,B, =b +b,+..+b, n=123,.. bo’lsin.
4. Dirixle alomati. Agar a,, a,, a,,..., a,,... Ketma-ketlik monoton ravishda nolga
intilib, ushbu b, +b, +...4+b_ +... qatorning xususiy yig’indisidan tuzilgan
B, B,,..B, ...
ketma — ketlik chegaralangan bo’lsa, u holda (4) gator yaqinlashuvchi bo’ladi.
5. Abel’ alomati. Agar a ,a,,a,,..,a,,.. kKetma-ketlik monoton va chegaralangan

bo’lib, b, +b, +...+b, +... qator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda (3.4) qator ham
yaqinlashuvchi bo’ladi.

3.2.Namunaviy yechilgan misollar

3.1-misol. 1+z+z*+---+2z" +--- gatorni yaqginlashishga tekshiring.
Yechish. Bu gatorning qismiy S, yig’indisi
. 1+ ZI‘Hl 1 Zn+l
= = + .
1-z 1-z 1-z2
Bunda agar |z/<1 bo'lsa limz"™ =0, agar |z/>1 bo'lsa limz" =« va agar |z/=1

bo’lsa limz™* limit mavjud emasligigakelamiz. Ularning dastlabki ikkitasi ravshan,

n—oo

S, =1+z+2°+---+12

uchinchisi  esa |7=1  bo’lganda z=¢€", 0<p<2z  bo’lib, undan
2" =e'™V? = cos(n+1)e+isin(n+1)¢e tenglik o’rinli va limsinng va limcosng limitlar

mavjud emas.

Demak, gator |z| <1 bo’lganda yaqinlashadi va uning yig’indisi le bo’ladi. Ya’ni

‘ -

14242 ++2" 4=

z\<1.

-7

i bo’lgan holda |z|= \/411+; = ﬁ: ?<1.
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11
Ly Lt
2 3 2 3

Bundan 1+(£+Ei)+---+(£+3i)n+...:
2 3 2 3

3.2-Misol. ii—: gatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.
Yechish. Beﬁlgan gator hadlari absolyut gqiymatidan gator tuzamiz:

in © 1
=2

e
3
n=1 n

0

2

n=1

Bu garmonik qator yaginlashadi (buning yaginlashishini matematik analizdan

ma’lim usullardan masalan, integral yoki Raabe alomati yordamida ko’rsatish mumkin).

Shuning uchun berilgan kompleks hadli gator nafagat yaginlashadi balkim absolyut
yaginlashadi.

n3

3.3-Misol. %+2—22+%+2¥‘;+....+21n+... gatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.

Yechish. Bu gator uchun Dalamber alomatini qo’llaymiz:
[ Zral i +L 1 =1|im—”+1=1|im(1+3j=%<1.

lim ol 202 0
nA»mzl z, | n—ow| 2 2 2% 2 nox» n

Demak bu alomatga ko’ra berilgan qator yaqinlashuvchi ekan.

3.4-Misol. ie”‘ gatorni yaqginlashuvchilikka tekshiring.

n=1
Yechish. Bu misolni Koshi alomatidan foydalanib yechamiz.
z, =e" =cosn+isinn, n=123,...

ein

=|cosn+isinn|= ycos’n+sin*n =1

limg/lz,| =1, 2=1.

n—oo

bo’lganligi uchun Koshi alomati bu holda qgator yaginlashuvchiligi yoki
uzoglashuvchilik masalasini ochiq goldiradi.  Shu sababli

icosn va isin n
n=1 n=1

qatorlarni alohida tekshirib ko’ramiz. Ma’lumki,

Bo’lgani uchun Koshi alomatidan

. n+1 nx
Sin——XCc0S—
1+ COSX+C0S2X +...+COSNX = < 2
sin—
2
ayniyatda X =1 deb olsak
. h+1 n
sin——co0s—
o, =1+c0sl+cos2+...+cosn= 1 2
sin =
2
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tenglikni olamiz. Bundan ko’rinadiki, N — oo da kasrning suratidagi sinus va

kosinuslar aniqg bir songa intilmaydi. Shu sababli icosn gator, va demak, berilgan
n=1

gator ham uzoqlashuvchi bo’ladi.

w ain

3.5-Misol. Ze— gatorni yaginlashuvchanlikka tekshiring.
n=1

Yechish. Ma’lumki, kompleks son moduli ta’rifidan

ein

n

_1

ein
n

=|cosn+isinn|=1,

Bu tenglikning o’ng tomoni uzoglashuvchi garmonik qatorning umumiy hadi
bo’lgani uchun berilgan qator absolyut yaginlashuvchi emas. Endi uni shartli
yaginlashuvchilikka Dirixle alomati yordamida tekshiramiz:

. =1(cosn+isinn):@+iﬂ;
n n n n
Quyidagi gatorlarni garaymiz:

0

zlcosn va ilsinn
n “~n

n=1
Dastlab bu gatorning birinchisini tekshirib ko’raylik, buning uchun a, =% va

b, =cosn deb belgilaymiz. So’ngra

n+1l . n
cos—smE

B, =c0sl+c0s2+C0S3+...+CcosSh = 1

sin=
2

ayniyatdan hamda

<1

n+1
cosT <1 va

.. N
SIN —
2
tengsizlikdan foydalansak, quyidagi tengsizlikni olamiz:
1
B,|< —
SIn—
2

{an}:{l} ketma-ketlik monoton kamayib, nolga intiladi. Demak, Dirixle
n

n 1
alomatiga muvofiq, Z—cosn gator yaginlashuvchi. Xuddi shu usulda ikkinchi

n=1
qatorning ham yaqinlashuvchi ekanligini ko’rsatish mumkin.  Shunday qilib, berilgan
gator shartli yaginlashuvchi, lekin absolyut yaginlashuvchi emas ekan.

3.6-Misol. in(Z;—n—l) gatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.

n=1
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Yechilishi. Dastlab uning absolyut yaqinlashish masalasini tekshirib ko’raylik. Bu
misolga Koshi alomatini qo’llash qulay:

/2.‘ \ZIHH—[
3

A ‘Cn‘ =1

chunki

1 Inn n
=Inn=Inp, lim—=Ilim—-=0,
n

n—wo N n—wo 1
1
limn"=limp=1;

n—o

Biz bu o’rinda Lopital’ qoidasini tadbiq etdik, demak,
Iimr{/m \/§|Im\/_—£<l

Shunday qilib, Koshi alomatiga muvoflq, berilgan qator absolyut yaginlashar
ekan.

3.3.Mustagil ishlash uchun misol va topshiriglar:

1. Quydagi gatorlarni shartli yoki absolyut yaginlashuvchilikka tekshiring.

(in)"
a )
) le+n b) Z(3|)n Z(2n)I
DI ) M) Dy
n!) ~ 3 i (n+|)\/ﬁ
2. Quydagi qatorlarning yig’indisini toping:
a) 1+ L cos2a + L cosa + - cosba +--- b) lsin205+£sin405+Esin605+---
2 4 8 2 4 8
V) E005a+£c053a+ic035a+--- 9) 1sinoz+Esin3a+isin505+~-
3 9 27 3 9 27
Javoblar:

1. a) absolyut yaginlashadi, b) absolyut yaginlashadi, v) absolyut yaginlashadi,
g) absolyut yaginlashadi, e) absolyut yaginlashuvchi, j) absolyut yaginlashadi.

2(2-cos2a) 2sin2«a cosa

sina
5-4c0s2a b) v) 9)

2. a) . A A7 ¢ —2 .
S5—-4cos2a 2(1+3sin‘ a) 1+3sin“«

140



5-amaliy mashg’ulot. Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar. Soha
tushunchasi. Jordan chizig’i (2 soat)

Dars rejasi:
1. Kompleks tekislikda egri chizig tushunchasi
2. Soha tushunchasi

3. Jordan chizig’i

Tayanch iboralar: Kompleks giymatli funktsiya, chiziqg, yopiq chiziq, ichki nugta, ochig tuplam, soha, tashqi
va chegaraviy nuqta, yopiq soha, uzluksiz chiziq, Jordan chizig’i, bir bog’lamli soha, ko’p bog’lamli sohalar.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Dars magsadi. Talabalarga haqiqiy o’zgaruvchili kompleks qiymatli funksiya tshunchasini o’rgatish, u
orqali chizigning parametrik tenglamasi hamda undagi yo’nalishni tanlash nazariy bilimlarni misol va
topshiriglar yechish bilan mustahkamlash va amaliy ko nikmalar hosil gilishdan iborat.

Darsning tarkibiy gismlari

1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniqglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati) -5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish - 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni - 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish - 5 minut.

Darsning bayoni

4.1. Darsning nazariy asosi .

x va y harakatdagi nuqtaning koordinatalari bo’lsin, u holda har bir x va y ga
biror qoida yordamida x=x(t), y = y(t) hagigiy sonlar mos keladi, bunda t (ax<t<p)
haqiqiy o’zgaruvchi (parametr). U holda kompleks son (X, y) juftlik orgali ifodalangani
sababli, kompleks sonning z =x+iy algebraik shakliga mos holada

Z=X+1y =x(t) +iy(t) = o(t)

ko’rinishdagi kompleks qiymatli funksiya berilgan deyiladi,b, bu yerda x(t) = Re o(t)
vay(t) = Imo(t) -haqiqiy o’zgaruvchili funksiyalar.

4.1-ta’rif. o(t) =x(t)+iy(t) funksiyaning limiti

!Lrt? o(t) = !LT x(t)+1i !LT y(t)
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formula bilan aniglanadi.

4.2-ta’rif. Agar shu nugta (kesma) da x(t) va y(t) funksiyalar uzluksiz bo’lsa, u
holda o(t) = x(t) +iy(t) funksiya nuqta (yoki kesma)da uzluksiz deyiladi.

4.3-ta’rif. o(t)=x(t)+iy(t) funksiyaning hosilasi o'(t) = x'(t) +iy’(t) formula bilan
aniglanadi.

o(t) = x(t) +iy(t) funksiyaning integrali

B B B
[o®dt=[xmdt+i] y)dt

formula bilan aniglanadi.
Integralni hisoblash uchun Nyuton-Leybnis formulasi o’rinli bo’ladi.

B
Jotydt=2(8) - D),

bu vyerda ot funksiya ot ning Dboshlang’ich funksiyasidir, ya’ni
D't)=0o),a<t<p.
Kompleks giymatli z=o(t) uzluksiz funksiya chekli a<t< g kesmada berilgan
bo’lsin. U holda
z=0o(t), (a<t<p) 4.1)
uzluksiz chiziq berilgan, (4.1) tenglamaga esa bu chizigning parametrik tenglamasi
deyiladi. Demak,
z=0(t), (a<t<p)
funksiya [« 5] segmentni kompleks tekislik nuqgtalariga akslantiradi va bu nuqgtalar
to’plami esa kompleks tekislikda egri chizigni ifodalaydi.
4. 4-ta’rif. Agar o(a)=o(B) bo’lsa, ya’'ni egri chizigning boshlang’ich va oxirgi
nuqtalari ustma-ust tushsa, bunday egri chiziqga yopiq deyiladi.
4.5-ta’rif. Agar z=o(t) egri chiziqda t o zgaruvchining ikkita turli t, va t, @, =t,)
giymatlariga mos keladigan o«(t,) va o(t,) nugtalar ham turlicha bo’lsa, u holda egri
chiziq Jordan chizig’i yoki qisqacha uzluksiz chiziq deyiladi.
4.6-ta’rif. Agar o(t) funksiya uzluksiz va noldan fargli o'(t)=0 hosilaga ega
bo’lsa, u holda 7=0o(t), a <t < g tenglama bilan berilgan chiziq sillig deyiladi.
A4.7-ta’rif. |z-a|<e tengsizlikni ganotlantiruvchi z ( ze C) nuqtalardan iborat
to’plam a nugtaning atrofi (¢ -atrofi) deyiladi va U(a, &) kabi belgilanadi.
4.8-ta’rif. Agar aeD nugta o’zining biror atrofi bilan D to’plamga tegishli
bo’lsa, a nuqta bu to’plamning ichki nuqtasi deyiladi.
4.9-ta’rif. Barcha nugtalari ichki nuqtalardan iborat to’plam ochiq to’plam
deyiladi. Agar acC (aeC ) nugtaning ixtiyoriy o'yilgan atrofida DcC (DcC)
to 'plamning hech bo’lmaganda bitta nuqtasi bo’lsa, a nuqta D to’plamning limit
nuqtasi deyiladi.
4.10-ta’rif. Agar D to’plamning barcha limit nuqtalari shu to’plamga tegishli
bo’lsa, D ga yopiq to ’plam deyiladi.

142



4.2 Namunaviy yechilgan misollar

4.1-misol. z=cost, z<t<2r tenglama bilan ifodalangan chizigning geometrik o’rnini
aniglang.
Yechish. Bu chiziq z--1 nugtadan z-1 nuqtaga yo’naltirilgan

-« > .
(-1, 177 kesmadan iborat (1-rasm). - e

4.2-misol.  z=e" o<t<r  tenglama  Dilan
ifodalangan chizigning geometrik o’rnini aniqlang.
Yechish. Bu chiziq soat strelkasiga teskari
yo’naltirilgan |z/=1 Imz>0 yarim aylanadan iborat (2- !
rasm). 2-paci
4.3-misol. Ushbu to’plamlarni ochiq yoki yopiq ekanligini aniqlang.
a) D={zeC:z—a/<rf; b)D={zeC:z-a/<r}.
Yechish. a). Bu to’plam markazi a nugtada, radiusi I ga teng bo’lgan doiradan
iboratdir. Bunda a<C berilgan nugta, r esa musbat son.
4.9-ta’rifga asosan bu to’plam ochiq to’plamdir.
b) Markazi a nugtada, radiusi r ga teng bo’lgan ushbu D={ZEC:\z—a\£r}
to’plam yopiq doiradan iboratdir. 10-ta’rifga asosan bu yopiq to’plam bo’ladi.
4.4-misol. Bir bog’lamli sohaga misol keltiring.
Yechish. Kengaytirilgan kompleks tekislikning quyidagi sohalari bir bog’lamlidir:
a) [z|>1;
b) butun kengaytirilgan kompleks tekislik;
V) z=a - kengaytirilgan kompleks tekislikdan a nugtani chigarib tashlangani.
4.5-misol. Bir bog’lamli bo’lmagan sohaga misol keltiring.
Yechish. Quyidagi sohalar bir bog’lamli bo’lmaydi:

a) z=#1 1 - kengaytirilgan kompleks tekislikdan 1 va i nugtalarni chigarib
tashlangani;

b) butun kengaytirilgan kompleks tekislikdan [0,1] va [i,2i] kesmalarni girgib
olingani;

V) 1<lz<oo.,

4.6-misol. f(z) =z*+1+i funksiyaning hagigiy va mavhum gismini toping.
Yechish. Berilgan funksiyada z = x+iy ekanini e’tiborga olib, uni
f(z)=u+iv
ko’rinishda yozib, quyidagi tenglikni:
U+iv=22+1+i0=(X+iy) +1+i=x>+2ixy+(iy)> +1+i=x" -y’ +1+i(2xy+1).
hosil gilamiz. Bundan
u=u(x,y)=Ref(2)=x*-y*+1; v=Vv(X,y)=Im f(z) = 2xy +1.
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2
. . 2°Imz
4.7-misol. lim

(z#0) limitni hisoblang.

z—0 ‘Z‘
2
Yechish. Awvalo f(z)= z’Imz funksiyaning haqgigiy va mavhum gismlarini
z
topamiz:
f():zzlmz:(x+iy)2y X2y —y° 2Xy
7| \/x2+y2 Xy \/x +y?
Demak, Ref(z)=u(x,y)= Xy-y ,Imf(2) =v(xy) = zi
X +y° X2+ y?
Ma’lumki,
Xy -y’ 2xy
Ilmu(x y) = |Im7: 0, I|mv(x y) = Ilmizo.
yaO yaO N XZ + y2 yao );/:g \/X + y
Bundan
“Imz
limf(z) =1 =0
bo’ladi.

4.3.Mustagqil ishlash uchun misol va topshiriglar
1. Ko’rsatilgan tenglama bilan qanday chiziq berilganini aniglang va chizmasini
chizing:
a) z=i+2e" 3z <t<5z) . b) z=it+2 (~o<t<w) V) z=1-i)t+i (—o<t<w) Q)
Z=(1+Dt*+1 (o <t<w).
2. Ushbu tenglama bilan berilgan chizigni chizmada tasvirlang:

z-1
Z+3

a) | ——|=1.b) [z-2/+z+2/=4.V) 2-2/+|z+2/=6.9) [z—-2/—|z+2 =1

3. Ushbu tengsizliklar bilan kompleks tekislikdagi nuqtalar to’plami toping va chizmasini chizing:

z

2.0 -1>32-3.
z+1

a) |——|<1. b) +1>2 v)

Javoblar:

1. a) xX*+(y-1)°>=4 aylana. b) x=2 to’g’ri chiziq. v) x+y=1 to’g’ri chiziq. g)
y=x-1 (x2>1) «ikkilangan» nur.

2. a) x=-1 to’g’ri chiziq. b) haqiqiy o’qning [-2, 2] kesmasi. v) Fokuslari 2 va -2,
yarim o’qlari 3 va -/5 bo’lgan ellips.

2 2
) x Y giperbolaning chap tarmog’1.

(%)
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1

3.a) Rez>-= yarim tekislik. b) (x—;j +y2<(9 doira.

2
13y, 9 .
V) (x+ j ( j <E' 9) (x—4j +y <Ed0|ra'

6-amaliy mashg’ulot. Uzluksizlik va tekis uzluksizlik tushunchalari.
Kantor teoremasi (2 soat)

Dars rejasi:

1. Kompleks o’zgaruvchili funksiya aniqlanish sohasi va uzluksizligiga oid misollar
2. Funksiyaning uzilish nugtalariga doir misollar yechish.
3. Tekis uzluksizlikka oid misollar yechish.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Kompleks o’zgaruvchi, funksiya, aniqlanish soha, soha chegarasi, limit, chegaralangan
funksiya, chegaralanmagan funksiya, uzluksizlik, yo nalish, tekis uzluksizlik.

Dars magsadi. Talabalarning kompleks o’zgaruvchili funksiya, uning uzluksizligi va tekis uzluksizligi
haqgida olgan nazariy bilimlarini misol va topshiriglarni yechish orqali ko’nikma va malaka hosil qilish, ularni
ijodiy ishlashga undash.

Darsning tarkibiy gismlari
1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati) 5 minut.
2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.
3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.
4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Darsning bayoni.

5.1. Darsning nazariy asosi.

Faraz qilaylik, f(z) funksiya E to’plamda aniglangan va « nugta E to’plamga
tegishli bo’Isin.

5.1-ta’rif. Agar Vve>0 son uchun shunday o6 =4(¢) >0 son topilib, |z-alk s
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha z < E larda |f(z)- f(a)| <& tengsizlik bajarilsa,
f(z) funksiyaga « nuqtada uzluksiz deyiladi.
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5.2-ta’rif. Agar f(z) funksiya E to’plamning har bir nugtasida uzluksiz bo’lsa,
f(z) funksiya E to plamda uzluksiz deyiladi.

5.3-ta’rif. Agar ve>0 son uchun shunday oJ=05(¢)>0 son topilsaki, E
to plamning |z, -z,|<s tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy z, va z, (z,z, €E)
nugtalarida | f(z)) - f(z,) <& tengsizlik bajarilsa, f(z) funksiya E to’plamda tekis
uzluksiz deb ataladi.

5.2.Namunaviy yechilgan misollar

2% —(1+i)?
(z-1-i)(|z|+Re(z-1)
chegarasini toping va chegaraning gaysi nugtalarida funksiya limitga ega ekanligini
aniglang.

Yechish. Oldin funksiyaning aniglanish sohasining chegarasini aniglaymiz.
Aniglanish sohasining chegarasi shunday z <C nuqtalar to'plamidan iboratki, ulr uchun
quyidagi shartlar bajariladi:

5.1-Misol. 4 f(2)=

funksiyaning aniglanish sohasining

|z|+Re(z-1)=0, z-1-i=0
Bu yerdan z=1+i va birinchi tenglamada z=x+iy deb olsak, x*+y*=(1-x)*
tenglama hosil bo'ladi, bu yerdan esa y®>=-2x+1 kelib chigadi. Shunday qilib,
funksiyaning aniglanish  sohasini D bilan belgilasak, uning chegarasi
oD ={z:z=x+iy,y’ = -2x+1}u{1+i} to'plamdan iborat bo'ladi. U vaqtda Cc\éD=D.
Demak oD to'plamning nugtalari funksiyaning aniglanish sohasining limitik nugtalari
bo'lib, ular D to'plamga garashli emas. Endi z,=1+i nugtani olib, funksiyaning shu
nuqtadagi limitini hisoblaymiz:
lim 72 —(1+i)? ~im (z-1-i)z+1+i) _ 2+2i
214 (2—1—i)(|z| +Re(z -1) i (z—1-1)(|z|+Re(z-1) /2 +1-1
Qolgan barcha chegara nuqtalarda funksiya limitga ega emas, chunki bu nugtalarda
maxraj nolga aylanganligi uchun funksiya chegaralanmagan.
2(z% +1) .
5.2-Misol. 5  f(z)={ g7 ' 27?™KEZ fynksiyani aniglanish sohasida
i, z=0

= V2(1+1).

uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi D ning chegarasi
oD ={z:2=2ski,k €Z},D=C\dD. va istalgan z, e D(z, #0) nuqgtada funksiya uzluksizdir,
ya'ni funksiyaning bunday nugtadagi limiti, uning shu nuqtadagi qiy matiga teng. z=0
nugtada f(z) funksiyani uzluksizlikka tekshiramiz. Quyidagi yoyilma

Z Z
el =14+ e .
1! n!
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Ixtiyoriy z e C uchun o'rinli. Shuning uchun |ime—_l =1. Demak,

>0 Z

lim| (2% +1)—
70 e —

z
Shunday qilib, z=0 nuqgtada f(z) funksiya uzluksiz ekan. Demak, berilgan
funksiya D da uzluksizdir.

va |Zingf(z)=i= f(0)

1
=, |z]>1
z
5.3-Misol. 67 f(z)=4z |z|=1 funksiyaning aniglanish sohasini, uzilish
7%, |z|<1

nuqtalarini toping va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Bu funksiyaning aniglanish sohasi D=cC butun kompleks tekislikdir.
{z1z|<1}{z|z|>1} to'plamda bu funksiya uzluksizdir. Funksiya uzluksizligini birlik
aylana | z|=1 da tekshiramiz. f(z) funksiya |z|=1 aylananing biror z' nuqgtasida uzluksiz
bo'lishi uchun z nuqgta z’ ga |z|<1 doiraning ichkarisidan, tashqgarisidan va | z|=1 aylana
bo'yicha intilganda limitlar mavjud bo'lib, quyidagi tengliklar bajarilishi kerak:

lim f(2)= lim f(2)= lim f(2)

|z|<l,z>7’ |z|>1,z—>7" |z|Al,z>7'

yoki z'* =7’ :% bo'lishi kerak. Biz garayotgan misol uchun bu shartlarni aylananing

yagona z' =1 nuqtasi ganoatlantiradi. Demak funksiya birlik aylananing z' =1 nuqtasida
uzluksiz bo'lib, golgan nugtalarda uzilishga egadir. Shunday gilib funksiyaning uzilish
nugtalar to'plami {z:z e C,|z|=1}\{1} dan iborat.
5.4-Misol. f(z)= ——
Z+1+1
uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Bu funksiya o0'zinig aniglanish sohasida uzluksiz ekanligi ko'rinib turipti.
Shu aniglanish sohasida uning tekis uzluksizligini ko'rsatamiz. Agar vz,z, €E bo'lsa, u

holda

funksiyani 8E ={z:|z|<1} sohada uzluksizlik va tekis

1 1 Z,-1,

f(z)-"1(z,)= - = :
()= 1(z) 7, +1+0 Z,+1+i  (z,+1+i)(z, +1+i)

] . ) 1 o1 ..
lekin vz,,z, e E uchun |z, +1+i[>|1+i|-|z > 1 va |z, +1+i[> " ekanligidan

Z,—Z
@) -t BT 21617,

16
tengsizlik hosil bo’ladi. Agar ixtiyoriy £>0 uchun 5=§ deb olsak,

| f(z,)-f(z,)|< ¢ tengsizlik bajariladi. Bu yerda s fagat ¢ ga bog'liq bo'lib, z,z,
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nugtalarning tanlanishiga bog'liq emas. Demak funksiya garalgan sohada tekis uzliksiz
ekan.

Bu tasdigni tekis uzluksizlik hagidagi Kantor teoremasiga yordamida ham ko'rsatish
mumkin edi. Hagigatan ham, Vv&eodE chegara nugtalarida funksiyaning limitini

hisoblaymiz:
1 1

|z|lll,gl§ 7140 E+l+i
f (z) ni ixtiyoriy chegaraviy nuqtaga uzluksiz davom ettiramiz. Shunday qilib, f(z)
funksiya E = EUGE yopiq va chegaralangan to'plamda aniglangan va uzluksiz bo'ladi.
Kantor teoremasiga asosan E tekis uzluksizdir.

2
5.5-Misol. f(z)=(F:e—Z) funksiya z=0 nugtada limitga ega ekanligini tekshiring
mz
va agar limiti mavjud bo’lsa , uni toping.
i
Yechish. Avval z, = H_> 0 nugtalar ketma-ketligini garaymiz. Rez, =0 ekanligidan f(z,)=0 va

o0
n=

unga mos funksiyalar giymatlari {f(zn)} , ketma-ketligi O ga yaqinlashadi. Endi O ga yaginlashuvchi

, 1 i o i , 1 , 1 ) , "
Z,= t 7 ketma-ketlikni olamiz. Rez/ = va Imz, ==~ shuning uchun f(z,)=1va {f(z,)}",

n n —
ketma-ketlik 1 ga yaqinlashadi. O ga yaqinlashuvchi ikkita {z, ", va {z/ |7 ketma-ketliklarga mos keluvchi
funksiyalar giymatlarining {f(zn)}:f:1 va {f(z;)}:’:1 ketma-ketliklari turli xil limitlarga ega. Bundan f(z)
funksiya z =0 nugtada limitga ega emas degan xulosaga kelamiz.

1
1-7°
uzluksizlik va tekis uzluksizlikka tekshiring.

Yechish.  Aniglanish sohasining barcha nugtalarida bu funksiya uzluksizdir.
Ikkinchi tomondan, o€ to'plamning +1 nuqtalaridan boshga barcha nugtalarida uzluksiz
davom ettirish mumkin. Bu nuqgtalarning har birining atrofida funksiyaning moduli
chegaralanmagandir, chunki |im f (z) = «. Shu sababli, =1 nuqtalar atrofida bu funksiya

z—>+1

5.6-Misol.9 f(z) = funksiyani E={z:|z|<1}, oE={z:|z|=1} sohada

tekis uzluksizligining buzilishini oson ko'rsatish mumkin. z =1-6,z, =1-25 nuqtalar
olamiz, bu yerda 0< 6 <1, u vagtda

f(2)- () = 1 1 _ (1-8°-(1-25° _
! 2 1-(1-6)? 1-(1-26) [1-(1-96)*[1-(1-26)7]
_1-20+6%-1+45-45° _  5(2-30) J1

T [-(1-8)’I[1-(1-26)°] 452(2-5)(1-5) 4

Bu yerdan ko'rinadiki, ganday 0< &, <% olmaylik, istalgan 0< ¢ <% va tanlangan

o 1 :
z,,z, nuqgtalar uchun |f(z)-f(z,)>¢, bajariladi. Masalan, £=1¢ bo'lsa, istalgan
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5,0<5<%, uchun | f(z,) - f(zz)|>%. Shunday qilib, f(z) funksiya E to'plamda uzluksiz

bo'lib, tekis uzluksiz emasdir.

1
5.7-misol. f(2) = funksiyani E ={z: |7 <1} to’plamda tekis uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Bu funksiya o’zining aniqlanish sohasini barcha nuqtalarida uzluksizdir. Ikkinchi tomondan, bu
funksiyani oE = {z : \z\ = 1} to’plamning +1 nuqtalaridan boshga barcha nugtalarida davom ettirish mumkin

(5-misolga garang). Bu nugtalarning har birini atrofida funksiyaning moduli chegaralanmagandir, chunki
lim f (z) = o0. Shu sababli, +1 nugtalar atrofida bu funksiya tekis uzluksizligining buzilishini oson ko’rsatish

z—>+1

mumkin. z, =1-¢6, z, =1-26 nuqtalarni olamiz, bu yerda 0 < 6 <1, u vaqtda

1 1 _ (@-8)P-@-28?
1-(1-6) 1-(1-25)° [L-(1-6)*|p-@-6)?]

f(zl)_ f(zz) =

T h-a-s)]h-a-0)2]  452@2-s)a-5) 4

1-25 52 —1+45 - 45° 5(2-35) 1

1 1
Bu yerdan ko’rinadiki, qanday 0 < &, < y olmaylik, istalgan 0 < 0 < 5 va tanlangan z,, z, nugtalar
o 1 . 1
uchun |f(z,)— f(z,) >, bajariladi (masalan, agar &, = 16 bo’lsa, istalgan & , 0<J < > uchun

1
\f(zl)— f(zz)\ > TR Shunday qilib, f(z) funksiya berilgan E to’plamda uzluksiz bo’lib, tekis uzluksiz

emasdir.

5.3.Mustagil ishlash uchun topshiriglar

1.Quyidagi funksiyalarning hagigiy va mavhum gismlarini ajrating:
-1 Z+Ii — z—1
a) f(2)=z2-=;b) f(2)=—;v) f(z):22+\z\2;g) f(z)=——.
z Z-1 Z+1
2. Ko’rsatilgan X va y o’zgaruvchilar funksiyasini Z = X+1y o’zgaruvchining funksiyasi sifatida

yozing:

a) f = x(ix—1)+iy(y+1);b) oYX v) f =y =3y +y+i(x®=3xy’ —x);
X% +y? X% +y?
0 f=x2+y2+x+i(x2+y2—y).

X2 +y°
3. Ushbu funksiyalarni ko’rsatilgan nuqtalarda limitga ega ekanligini aniqlang; agar limiti mavjud bo’lsa,

u holda uni toping.
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a) f(z)—% 2=0:b) f(z)_g

I
8

~0:v) f(z):zi_

4. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini, uzluksizlik va uzilish nugtalarini toping.

1
E ‘Z‘>l, o ‘Z‘>1
7’ z?
a) f(z2)=1z, \ =1 b) f(z)=42% |7]=1
, \z\<1. \z\<1.
1
er, z#0 22(z% +1+i) 0
v) f(2)=4i, z2=0; 9) f(z)= sin? z ’
1l z=wo 1+i, z=0

5. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasining chegarasini toping va
chegaraning gaysi nugtalarida funksiya limitga ega ekanligini aniglang.
a) f(z )—L ) f(z):i' V) f(z):ﬁ
(z-4)(2° -1) |z|-Imz+1" (z-1)(e*-1)°
6. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini, uzilish nugtalarini toping va
uzluksizlikka tekshiring.

2°+8 2*-4
_ g 2
a) f(2)={575" 2772 b) f(2)={7-2°" *7
1+i, Z:—2 4ez’ Z=2
-8 1 _ 3ein
V) f(2)= Z_Zcos? z+20 g) f(2)= (z+2) sm;, z#0
i, z2=0;2 : z=0
sin(z-2) e’ —1
, 2
d f@)={3¢-2) °~ e) f(2)= 2#0
e, z2=2 1-i, z=0
3
ctgz, 7+ 7K zr-64 4
j) f2)= { i z) f(2)=42z-8"
-1, 7= i, z2=4
1
2(22 0 ez, z#0
+ —_ _
|) f(Z): ﬁ, Z¢27Zk|,k—0,l,2... k) f(Z): l, z=0
i, z=0 1, z=w
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1
Z_lz’ |z[>1 e 720
) f(z)=1{2" IzF1 m) f(z)=4{1+i, 2=0
231 |Z|<1 2, Z =00
2 2 H 2 2 H
n) f(z):z(z_—tlﬂ),f(O):lﬂ; 0) f(z):z(z_—t“'),f(()):l.
sin“Z sin“z

7. Quyidagi funksiyalarni uzluksizlik va tekis uzluksizlikka tekshiring:

_ 1 1 _ 1z

a) f(Z)_Z+i+1’|Z|<l’ b) f(Z)—1_22,|Z|<1, g) f(z)_l_z31lzl<ls
_ 1+z _ . I

d) f(z)—23+i+l,|z|<1, e) f(z2)=e20<|z|<1, J) f(z)=e *,0<|z|<1,

Z)f(z):$,0<|z|<1, ) f(z):cosé,0<|z|<l, k)f(z)=||mTZ|,0<|z|<1,

Rez

® _0<lzlk1, m) f(z)=sin——0<|z|<1,n) f(2)=~20<|z|<1.
1+z |z |

z—i’

) f(2)=

7-amaliy mashg’ulot.Funksional gatorlar. Tekis yaginlashish.
Qator tekis yaginlashishining yetarli sharti (2 soat)

Dars rejasi:

1. Funksional gator tushunchasi

2. Tekis yaginlashish

3. Qator tekis yaginlashishining yetarli sharti

4. Qatorlar yig’indisining uzluksizligi haqida teorema
5. Qatorning tekis yaqginlashish alomatlari

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Funksional gator, gatorning tekis yaginlashishi, gator tekis
vaqinlashishining yetarli sharti, tekis yaqinlashish alomatlari, qator yig’indisining
uzluksizligi, misollar, namunaviy misol.

Dars bayoni.

6.1.Darsning nazariy asosi.
6.1-ta’rif. Agar biror z, e E uchun {f (z,)}, sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi

bo’lsa, u holda {f,(z)}", ketma-ketlik z, nugtada yaginlashuvchi deyiladi.
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Agar {f (2)}", ketma-ketlik E to’plamning har bir nuqtasida yaqinlashsa, u holda
bu ketma-ketlik E to’plamda yaqinlashuvchi deyiladi.
6.2-ta’rif. {f,(z)}", ketma-ketlik E fo’plamda f(z) funksiyaga yaginlashsin. Agar
Ve>0 uchun shunday n, =n,(¢) e N nomer topilib, barcha neN, n>n, va zeE
uchun
f(2)=limf,(2)
tengsizlik bajarilsa, u holda {f ()}, ketma-ketlik f(z) limitik funksiyaga E
to plamda tekis yaqinlashadi deyiladli.
6.1-teorema (Koshi kriteriyasi). {f,(z)}-, funksional ketma-ketlik E to plamda
tekis yaginlashishi uchun ve>0 son olinganda ham shunday n, =n,(&) nomer topilib,
barcha n>n,, m>n, va zeE uchun

1

f.(2)-f,(2)<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
E to’plamda aniqlangan {f,(z)}7, ketma-ketlikning hadlaridan tuzilgan ushbu
f,(2)+f,(2)+---+f, (2)+--

ifoda funksional gator deyiladi va i f (z) kabi belgilanadi:

ifn(z)zfl(z)+f2(z)+---+fn(z)+~~- (6.1)
6.3-ta’rif. Agar n—«o da {S, (2)}

o0
n=1

funksional ketma-ketlik E to’plamda

yaqinlashuvchi bo’lib,
lims, (2) =$(2)

bo’lsa, u holda (6.1) funksional qator yaginlashuvchi va S(z) uning yig’indisi
deyiladi hamda S(z) =i f (z) ko rinishda yoziladi.
n=1

6.2-teorema (Koshi kriteriyasi). (6.1) funksional gator E to’plamda tekis
yvagqinlashishi bo’lishi uchun V¢ >0 son olinganda ham shunday natural n, =n,(g)son

topilib, barcha m>n>n, va zeE larda

5,0-5, = X 1,@)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Veyershtrass alomati. Agar (6.1) gatorning hadlari barcha z<E uchun |f (z)/<a,

<¢&

, n=12,... tengsizlikni ganoatlantirib, majorant ian sonli gator yaginlashuvchi bo’lsa, u

n=1

holda (6.1) funksional qator E to plamda tekis yaginlashadi.

6.2. Namunaviy yechilgan misollar.
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6.1-misol. Hadlari f (z)=z" bo’lgan funksional ketma-ketlikning E={z:\
to’plamda f(z) =0 limitik funksiyaga yaqinlashishini tekshiring.
Yechish. 2" —O‘: 2" =]z >0, n—>w

. Bundan f(z)=0 .
f.(2)- f(z)|=z]". Endi |2]" <& tengsizlikdan

z\<1}

Shuning uchun

InE

- &
\z\ L n>|n1,g>0,

e

z\<l.

3

Demak, n,(¢,2) = +1 debtanlasak n>n,(s,2) bo’lganda |f (z)-f(2) <&
In =

2
tengsizlik bajariladi. Berilgan funksional ketma-ketlik |z/<1  bo’lganda z
o’zgaruvchining belgilab olingan qiymatlarida yaqinlashadi va uning limitik funksiyasi
f(z)=0.

1-misolni chuqurrog tahlil gilaylik.

Ini

Ny (&,,2) = %0141 son
In =

z| birga yetarlicha yaginlashganda, har ganday katta
z

1-hol. Yetarlicha kichik ¢ >0 sonni belgilab olamiz, ¢ =&,. U holda,

natural sondan katta bo’ladi, chunki |IZEn]nO (£y,2) = . Demak, bu yerda n,(e,z) z-dan
bog’liq bo’lib, uning aniq yuqori chegarasi cheksiz, ya’ni

supn,(e,z)=o0.
|z]<1

2-hol. Endi shu misolda |z <r,

r<1 deb olamiz. U holda Inﬁzlnl, bundan
z r
InE |nl
n,(g,2) < —i +1 va Tl‘Jpno(g,z)z —i +1l<oo,
|I’]— ZI<r

Ve>0 bo’ladi.
In=
r

.

Shuning uchun |z/<r,r <1 tengsizlikning barcha giymatlarida
f.(2)-f(2)<e

1

In=
tengsizlik o’rinli bo’ladi, bu yerda n,(¢) =

&
1 +1.
In=

.
Birinchi holda, ya’ni |z/<1 bo’lganda n, son £>0 dan tashgari yana z nugtadan

ham bog’lig, ikkinchi holda esa n, fagat £>0 dan bog’liq bo’lib, z nuqgtaning
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z/<r, r<1 to’plamdan tanlanishiga bog’liq emas. Bu hol muhim va quyidagi ta’rifning
tabiiyligini ko’rsatadi.

6.2-misol. Hadlari f (z)=z""(1-|z) iborat bo’lgan ketma-ketlikning E = {z:\z sﬂ}
to’plamda limitik f(z)=0, ze E funksiyaga tekis yaqinlashishini ko’rsating.

Yechish. [f ()~ f(2)=|7""(-|z) funksiya, ya'ni 2" @-|z))=|z"" -|z]" ikkita
uzluksiz funksiyalarning ayirmasi sifatida E to’plamda uzluksiz. Agar |z7/=t, 0<t<1
deb belgilasak u holda, max | f,(z) - f(2) |- rg;%(t"‘l—t”), pt) =t""—t", 0<t<1

funksiyaning eng katta giymatini topamiz: ¢'(t) = (n-)t"? —nt"* =t"*(n-1-nt) =0, t>2,

t= n-1, 1, n>2.Shunugtada ¢(t) funksiya eng katta qiymatiga erishadi. Bu giymat

n
(n—lj (n—l)"_l (n—lj" (n—lj"‘l 1 1
¢ —_— | =] — —_ — = —— —<—’
n n n n n n
. 1 1 Co. . .
ya’'ni maEx| f(2)-f(2)k H<g, agar n>= bo’lsa. Endi ixtiyoriy &£>0 son uchun
le ((;‘

n, (&) = [1}1 deb tanlasak, u holda, barcha n>n,(e) lar uchun
&

f.(2)-f(2)<e
tengsizlik E to’plamning barcha nuqtalarida bajariladi. Demak berilgan ketma-
ketlik E to’plamda tekis yaqinlashadi.

6.3-misol. Zw: 2"cosnz qatorning E=1{z:mz<5<In2} to’plamda tekis
n=1

yaqginlashuvchilikka tekshiring.
Yechish. Qatorning hadlari f, (z) =2 cosnz butun kompleks tekislikda aniglangan.

Tekis yaginlashish sohasini topamiz. Buning uchun majorant gatorning hadlarini topish
zarur. Eyler formulasidan

inz —inz in(x+iy) —in(x+iy) _
e’ +e e +e eVl gl |
cosnz| = 5 = 5 < 5 <e" | y=Imz.

Endi

f.(2) = \2‘” cosnz\ <27z g M < g — gnINZWD < gonn2-0) y) < 5 < In2.

Majorant qator ian:ie‘”('”z“” yaginlashadi, chunki s<In2. Demak, berilgan

n=1

funksional gator E to’plamda tekis yaqinlashadi.

4-Misol 10 f (z)=— 1%
6 Isol 10 f (2) T [2f

E ={z:|z|<1}. ketma-ketlikni berilgan to’plamda
tekis yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Bu ketma-ketlikni E to'plamning har bir nuqgtasida limitik f(z)
funksiyaga yaginlashadi. Bu yaginlashishning tekismasligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy >0
sonni olamiz. Funksional ketma-k etlik yaginlashishining ta'rifiga asosan, yetarlicha katta

n uchun uyidagi tengsizlik bajarilishi kerak:
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niz|
1+n?|z|

| f.(2)- T

Bu tengsizlik
n|z|< e(@+n?|z?)
ga teng kuchlidir. Agar n|z|=t deb olsak, u holda yuqoridagi tengsizlik
t < eg(l+1?)
ko'rinishni oladi. Shu tengsizlikni yechamiz. Kvadrat uchhadning ildizlari

1 N1-4g? 1 V1-4g?
tL=—+ A%
2¢ 2¢ 2¢ 2¢

1 VJ1-4¢?

bo'lganligi uchun t > oo
&

dan iborat. Bu yerda O<g<% deb olamiz. £>0

tengsizlik o'rinli bo'ladigan t lar uchun yugorida kerak

2¢

bo’lgan tengsizlik bajariladi. Agar t>2£=1 bo'lsa, u holda o’sha tengsizlik albatta
E €&

bajariladi. Endi n|z|=t ekanligini nazarda tutsak, vn> uchun tengsizlik bajariladi.

|z
Shu sababli agar no(g,z):{%}l deb olsak, u holda barcha n>n,(¢,z) lar uchun
g

quyidagi tengsizlikni olamiz
njz|
1+n*|z|

Lekin, bu yerda z ning nlga yaqin giymatlarida (O< E) ny(e,z) son ¢ 0'zgarmagan
holda ham istalgancha katta giymatlarni gabul giladi. Demak, barcha ze<E nuqgtalar
uchun n>n,(e,z) tengsizlikni ganoatlantiruvchi n natural sonlar mavjud emas. Shuning
uchun ta'rifga asosan funksional ketma-ketlik f(z)=0 ga tekis yagilashmaydi.

Tekis yaginlashishning boshqga ekvivalent ta'riflaridan foydalanib ham bunga

ishonch hosil gilish mukin. z, :%e E ketma-ketlik uchun

nt .
lim| f,(z,)~ f(2,) = lim| —"= 5 >0
n—wo n—o 1+n27 2

n2

ga ega bo'lamiz. Bundan ko'rinadiki, tekis yaginlashish sharti bajarilmaydi.

5-Misol. 11 f (=2l _1
6.5-Miso () 1+n% |z 2’

to’plamda limitik funksiyaga tekis yaqinlashishga tekshiring.
Yechish. Bu ketma-ketlik uchun f(z)=0 limitik funksiyadir. Bu ketma-ketlikning
G to'plmda tekis yaginlashishini tekshiramiz:

| (-1 (@)=

G={z :% <|z|<1} ketma-ketlikni berilgan

n|z|
1+n?|z|

2
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Bu tendsizlik VnZnO(g,z):[%}+l uchun bajariladi(6.4-misolga garang). Lekin
&

{ L }s{ﬂ bo'lganligi uchun no(e){ﬂﬂ deb olsak, vn>n,(¢) va vzeG uchun bir

glz|
nizj
1+n?|zf
to'plamda f(z) =0 ga tekis yaginlashadi.
Shunday savol tug'iladi: Nima uchun 6.4-misoldagi ketma-ketlik E to'plamda tekis
yaginlashmasdan, G da tekis yaginlashadi. Bu sababi shuki, 6.4-dagi ketma-ketlikning
tekis yaginlashishi E to'plamning 0 nugtasi atrofida buzilyapti, G to'plam esa z=0

vaqtda

< ¢ tengsizlik o'rinlidir. Ta'rifga asosan berilgan f (z) ketma-ketlik G

nuqtaning {z]z|< %} atrofini o'zida saglamaydi.

2 n

6.6-Misol. 12 f (z) = 152+%+---+%,n =12,...,E, ={z]z|< & <1} funksional ketma-
ketlikni tekis yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Bu ketma-ketlikning limitik funksiyasi f (z) :irz]—z bo'lib, uni elementar

funlsiyalar orqali ifodalash mumkin emas. f (z) ketma-ketlikning tekis yaginlashishini
Koshi kriteriyasi yordamida ko'rsatamiz.
ng+M Zno-l-l

oam @ O F G Sy ™ oy

n0+1 n0+1 _ m
|Z| 2(1+|Z|+“'+|Z|mil):|2| 21 |Z| <
(n, +1) (n, +1)° 1-|z|

n0+1 o
1 o 2<5 <glzlKo<1
1-5 (n, +1)° 1-6

R 1 1 : -
Agar ny(g) -[(Ingﬂnﬁjllng}l bo'lsa, | fam@ -, DI<e, tengsizlik

bajariladi. Demak funksional ketma-ketlik E, to'plamda tekis yagimlashuvchi ekan.

6.3.Mustaqil yechish uchun topshiriglar:

1. Quyidagi funksional ketma-ketliklarni berilgan E to’plamda tekis
yaginlashuvchilikka tekshiring.

a) f(2)=2"(1-|z]),E={z]z|I<1}, b) f (2)=n%ze™ E={z]z|<1}

v) L(@)=

n

z
I+ z |’

1
E={z]|z|IK=
{z]z| 2}

2. Quyidagi funksional qatorlarni berilgan E to’plamda tekis yaginlashuvchi
ekanligini isbotlang:
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a) inlzzz” (E:fz[=1). b) inlzzzn (E:lz|<1).

m=1

V) S (-1)"n" (E:Rez26>0). g) Sn (E: Rez25>1).

n=1
3. Quyidagi funksional gatorlarning tekis yaqginlashishini ko'rsating:
0 1 00 1 0 1
a) >y ——12" |z]x1. b) Yn*2"z", |zk=. V) 33"z |z .
);nwn | z] )Z;, ||3 )Z; llﬁ
) in%’“z, Rez>1. d) i\/ﬁz’z”, |z |>/3. e) in’z, Rez>¢ >1.
n=1 n=1 n=1

)] inloe‘”‘z, Imz<-1. 2) i\/ﬁe‘m, Rez>5>0. K) i(—l)“n‘z, Rez>6>0.
n=1 n=1 n=1
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8-amaliy mashg’ulot. Darajali qatorlar. Abel teoremasi.
Koshi-Adamar formulasi (2 soat)

Dars rejasi:
1. Darajali gatorning yaqginlashish sohasiga oid misollar
2. Darajali gatorning yaqginlashish radiusini aniglash

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Darajali gator, darajali gatorning yaginlashish sohasi,
yaqginlashish radiusi, yaginlashish doirasi, Koshi-Adamar formulasi.

Darsning tarkibiy gismlari

1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati) 5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni

7.1.Darsning nazariy asosi
Hadlari kompleks o’zgaruvchili funksiyalardan iborat

icn(z—a)” =c,+C(z-a)+c,(z—-a)’ +---+c,(z—-a)" +--- (7.1)

ko’rinishdagi funksional gatorga darajali qator deyiladi. Agar a=0 bo’lsa (7.1)
qator

D c,zt =cy+C 2" +Cz g 2" (7.2)
n=0

ko’rinishda bo’ladi.
7.1-ta’rif. (7.1) darajali qatorning yaginlashish sohasi deb shu qator
yaqginlashadigan barcha z nugtalar to ’plamiga aytiladi.
7.1-teorema (Abel teoremasi). Agar (7.2) darajali gator biror z, #0 nuqgtada
yaqinlashuvchi bo’lsa u holda u
K, = {z 2 < \zo\}
doirada absolyut,
K, ={z:\z\ <R < \zo\}
doirada esa tekis yaginlashadi.
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7.2-ta’rif. Agar (7.2) darajali gator f{zeC:[z/<R} doiradada yaginlashuvchi,
zec: 2| > R} sohada uzoglashuvchi bo’lsa, u holda R songa (7.2) darajali gatorning
yaginlashish radiusi, {zecC: 2| < R} doiraga esa yaginlashish doirasi deyiladi.

Har ganday darajali qator o’zining koeffisiyentlari ketma-ketligi {c,} bilan
aniglanadi. (7.1) darajali gator koeffisiyentlari yordamida ushbu

, §/\<:T, V\?n (7.3)

Manfiymas sonlar ketma-ketligini tuzamiz.
Har ganday sonlar ketma-ketligining yuqori limiti mavjud bo’lganligi sababli (7.3)
ketma-ketlikning ham yugqori limiti mavjud bo’ladi. Uni I orqali belgilaylik:

Izﬁgﬁ.

7.2-teorema (Koshi —Adamar teoremasi). (7.2) darajali gatorning yaginlashish

‘Co

A

c,

radiusi R = Il songa teng boladi.
7.1-Natija. Agar (7.2) gator
K={z:[z-a <R}
doirada yaginlashsa, u holda u istalgan kichik
Klz{z:\z\£R1<R}
doirada tekis yaginlashadi.
Ba’zan darajali gatorning yaqinlashish radiusini topishda

Cn+1

Cn
Dalamber formulasidan foydalanish qulay bo’ladi.

Rz%, | =1im

nN—oo

7.2.Namunaviy yechilgan misollar
. = " - : : . o
7.1-Misol. Z(;gTz“ darajali gatorlarning yaginlashish radiusini toping.
n=|
Yechish. Koshi-Adamar formulasi dan foydalanamiz. Unga ko’ra darajali qatorning yaqinlashish radiusi

1 _—
R :T bo’lib, bunda | = Ilmg/m . Endi shu limitni hisoblashga harakat gilamiz. Bizning holimizda
n—oo
in
c, :3—n, n=1,23,---
bo’lib, bundan
it 1
@t Ty

Ekanligini olamiz u holda biz hisoblamogqchi bo’lgan limit quyidagicha bo’ladi:
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I—Ilm\/i—limn\/i—llm—
n—w 3” —>003 3

U holda izlangan yaginlashish radius R =3 bo’ladi. J: R=3.

7.2-Misol. iw gatorlarning yaginlashish doirasini toping.

n+l n-1
n=0 -2

C,
Yechish. R = lim—" formuladan foydalanamiz. Bunda misolning berilishiga ko’ra

nN—o0 C

n+l

(_1)n (_l)n+l
Cﬂ = 3n+l . 2n—l va Cn+l = 3n+2 .on

Bo’lib, ular orqali yaqinlashish radiusini hisoblash mumkin:

| 3n+2 on, ( 1)n
3n+1 2n -1 ( 1)n+1

3:2
-1

nN—oo

-6

nN—oo

Demak, berilgan gatorning yaginlashish radiusi R =6 va yaqinlashish doirasi |z +i/ <6 bo’lar ekan. J:

\z+i\<6.

Mustaqil ishlash uchun topshiriglar:

1. Quyidagi darajali gatorlarning yaginlashish radiusini toping:

a). i:!nz” . b) i?}lzn Y| i;—m Q) Z(3g+n—4n 1)(2 2i)".

n=1 n=1

2. Ushbu gatorlarning yaqginlashish doirasini toping:

Z(Z 21)" IO)i(z—i) . in(:r)l) 'g)inl”!zn'

1 1-n
35" -3 ~ nl =

0 0 0 2n+l 5
9 >, ) Zz—”n 2" ) Z( - 3“](2—1)

n=1
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9-amaliy mashg’ulot. Kompleks o’zguruvchili funksiyaning hosilasi.
Hosila mavjud bo’lishining zaruriy va yetarli shartlari (2 soat)

Dars rejasi:

1. Hosila tushunchasi

2. Sohada analitik funksiya tushunchasi

3. Differensial tushunchasi

4. Hosila mavjud bo’lishining zaruriy va yetarli sharti

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Kompleks o’zgaruvchi funksiyasining hosilasi, differensiali,
monogenligi, hosila mavjud bo ’lishining zaruriy va yetarli sharti.

Darsning tarkibiy gismlari
1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga

tayyorgarlik holati) 5 minut.
2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.
4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Darsning bayoni.

8.1.Darsning nazariy asosi.
Faraz qilaylik, E = C (C-kompleks tekislik) ochiq to’plamda aniqlangan va bir
giymatli f(z) funksiya berilgan bo’lsin.
8.1-ta’rif. Agar
Aw  f(z+h)-1f(z2)
Az h !
nisbat h -orttirma ixtiyoriy yo nalish bo ylab nolga intilganda aniq chekli (yagona)
limitga ega bo’lsa, u holda f(z)-funksiya z e E nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.
Ushbu limitga f(z) funksiyaning z nuqtadagi hosilasi deyiladi va f'(z) kabi
belgilanadi:

z,z+heE (8.1)

. Aw
f'(z):AllrrlA—z lim
z—> 7 -

Nugtada differensiallanuvchi funksiya shu nugtada monogen funksiya deyiladi.
Nugtada monogen funksiya shu nugtada hosilaga ega bo’ladi.

8.2-ta’rif. Agar funksiya E - ochiq to plamning har bir nuqtasida monogen bo’lsa,
u holda bu funksiya E -to plamda bir giymatli analitik deyiladi.

- f(z+hr)]— @) 6.2)
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8.2.Namunaviy yechilgan misollar
8.1-misol. w=f(z)=zImz funksiya differensiallanuvchi bo’ladigan barcha

nuqgtalarni toping, bu yerda z=x+iy, Imz=y, z=x+iyeE=C.

Yechish. Bu funksiyaning z=0 nuqtadagi orttirmasini hisoblaymiz:
Aw=f(z+h)-f(2)=(z+h)Im(z+h)—zImz=(z+h)(Imz+Imh)-zImz =
zimz+zImh+hlmz+hlmh—-zImz=zImh+hIlmz+hImh.

Bundan (8.1) dagi nisbat quyidagicha yoziladi

Aw _ f(z+h)-1(2) _, Imh
Az h
va limimh=0, limimz=1Imz. Ikkala limit ham z (z eC) -ning ixtiyoriy giymatida

+Imz+Imh

mavjud. Endi birinchi qo’shiluvchi z% ning limitini hisoblaymiz:

. Imh Imh
limz——=z——.
h—0 h h

Agar z=0 bo’lsa, bu limit mavjud va nolga teng. Demak, funksiya z=0 nuqtada
monogen va uning hosilasi nolga teng, ya’ni f'(0)=0.
Agar z=0 bo’lsa, u holda bu nugtada funksiyaning monogen yoki

monogen bo’lmasligi % ifodaning limiti mavjud yoki mavjud emasligidan

bog’liq bo’ladi. Endi limitni hisoblaymiz.
0, h=h,+ih, h,=0, h, -0

h—-0 h - h:hl+ih2 h1=0, hz—)O

Bu hisobdan ravshanki limit nolga intilish yo’lidan bog’liq ekan. Bu tanlab olingan
ikkita yo’l bo’yicha nolga intilganda limitlar har xil (0 va —i). Demak, ifoda aniq yagona
limitga ega emas, ya’ni limit mavjud emas.

Xulosa. 8.1-misolda (8.2) nisbatning limiti fagat va fagat z=0 nuqtadagina mavjud,
ya’ni funksiya nol nuqtada monogen va uning hosilasi f'(0)=0. Agar z=0 bo’lsa, (8.2)
nisbatning limiti mavjud emas, ya’ni berilgan funksiya z=0 bo’lgan giymatlarida
monogen emas. Funksiya z =0 nuqtada monogen, ya’ni hosilaga ega, ammo bir qiymatli
analitik emas.

8.2-misol. w=e?, z e C funksiyaning bir giymatli analitiklikka tekshiring.

Yechish. Ta’rifga asosan w=e*, z e C funksiyaning bir giymatli analitik ekanligini
ko’rsatamiz

AW f(z+h)—f(z) e -e?  ,e"-1

=e , h=Az,
Az h h h

AW, e
lim—=¢e"lim
A1—0 A7 h—0 |
Demak, w = ¢* funksiya kompleks tekislikda monogen, ya’ni bu funksiya kompleks
tekislikda bir qiymatli analitik bo’ladi va uning hosilasi (e*)" =e”.

=e’-1=¢", zeC.
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8.3-Misol. 13 f(z—e+1 funksiyaning  aniglanish ~ sohasini  topib,

differensiallanuvchi nuqtalari to’plamini ko’rsating.

Yechish. Bu funksiya e -1=0 tenglikni ganoatlantiruvchi z nuqtalardan tashqari
butun kompleks tekislikda aniglangan. Bu yerdan z = 2zki,k =0,£1,... kelib chigadi. Shu
nugtalar to'plami cheksiz uzoglashgan nuqta birgalikda bu funksiyaning aniglanish sohasi
D ning chegarasini tashkil giladi. Shunday qilib, oD ={z=2ski,k =0,%1,..}u{x} va
D =C\éD. Ravshanki, bu funksiya D sohada bir giymatlidir. D sohaning ixtiyoriy z,

nuqtasida funksiyaning differansiallanuvchiligini ko’rsatamiz. Bu nuqtada f(z,) = e - 1
e

. Faraz qilaylik, z, = z,+ Az e D bo'lsin. u holda

f(z,)= e/ +1 _ e°+AZ+1
1 _1 ZO+AZ 1
funksiyaning ortirmasini tuzamiz:
WAL 1 e 41
Af(z,) =1(z)-1(z)= g0 tAZ _1_ o0 1 -
@M e —1) - (0 41T S1)
( +AZ 1)( z0 1)
~ e’ _1+ezoezo+AZ _ezo-l-AZ _e +AZ +1_ezoezo+AZ +ezo B 2ez0 (1 eAZ)
(ezo+AZ —1)(@20 _1) ( +AZ 1)( z0 1)

Endi funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini tuzib, Az nolga
intilganda limitga o'tamiz:

Af(z,) _ lim 20 (1-e™) 1 _ =2z,

lim i Z =— .
a0 Az Az—0 Az(e 0 _]_) eZO+AZ -1 (e 0 _1)2
chunki
I l_eAZ B I eAZ _1 B _1
Azlm) AZ Azlao AZ

Demak, berilgan funksiya ta'rifga asosan D sohada analitikdir.

8.4-Misol. 14  f(z)=zRez funksiya differensiallanuvchi bo'lgan nugtalar
to'plamini topib, funksiyaning hosilasini hisoblang.

Yechish. Bu funksiya butun kompleks tekislikda aniglangan, uzluksiz funksiyadir.
Hosila ta'rifidan foydalanib, berilgan funksiyaning C kompleks tekislikning z=0
nuqgtasidan boshga birorta nugtasida ham differensiallanuvchi emasligini ko'rsatamiz.
Ixtiyoriy z, e C nugta funksiyaning orttirmasini tuzamiz:

Af (z,) = f(z,+Az) - f(z,) = (z, + Az)Re(z, + Az) - z,Re z, =
z,Rez,+z,Re Az+Az,Re z, + AzRe z, + AzRe Az - z,Re z, = Az(Re z, + Re Az) + z,Re Az .
Endi quyidagi nisbatni tuzamiz:
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M: Rez,+ReAz +z, ReAz.

Az
Bundan foydalanib (8.2) limitni hisoblaymiz:
Af (z,) Re Az Re Az
im———= limRez,+ limReAz+z, | =Rez,+z
fim Az NimReZo+ lim o lIm Az o lIm, Az

Quyidagi ikki holni garaymiz:

1-hol) z, =0 bo’lsin, u holda |irr3)AfA(zz) =0 ni olamiz. demak, berilgan funksiya
Az—>
z =0 nuqtada differensiallanuvchi va f'(0)=0;
2-hol) z,#0 bo’lsin, u holda agar I|m% mavjud Dbo'lsa, lim—— Af(zy) ham

a0 AZ Az—0
mavjud bo'ladi. Bu limitning mavjud emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun Az = Ax+iAy
deb olamiz. U holda ReAz = Ax va Ax=0,Ay — 0 uchun quyidagini olamiz
Re Az

0
lim = lim =0;
A0 AZ ay—0 0+ |Ay

Ay =0,Ax — 0 uchun esa

Re Az AX

lim = lim
a0 AZ -0 AX + |0

Af (z,)
Az

Shunday qilib, agar z, =0 bo'lsa, u holda lim——= mavjud emas , ya'ni bunday

Az—0
nuqtada funsiya differensiallanuvchi emas.
Demak qaralayotgan funksiya z=0 da differensiallanuvchi bo'lib, lekin shu
nuqtada analitik emas.

8.3.Mustagqil ishlash uchun topshiriglar
1. Funksiya differensiallanuvchi bo’ladigan barcha nuqtalarni toping:

a) f(z)=zRez;b) f(2)=lz";Vv) f(z)=Imz;Q) f(z):z\z\z.

2. Ushbu funksiya kompleks tekislikning ganday nuqgtalarida hosilaga ega ekanligini
aniglang. Bu nuqtalardagi hosilasi nimaga teng? Berilgan funksiya kompleks tekislikning
biror nuqtasida bir qiymatli analitik bo’ladimi?

a) f(z)= 7% b) f(2) =X +iy*; V) f(2)=y-x+i(x’-y°); Q) f(Z)Zi

3. Quyidagi funksiyalar qayerda differensiallanuvchi ekanligini aniglang va
hosilasini hisoblang:

Q) (@)=22b) (@)= V) @)= r10) 1@)=5 "1,

4. Quyidagi funksiyalar dlfferenS|aIIanuvch| bo'lgan nuqtalar to'plami topilsin va
funksiyalarning hosilasi hisoblansin:

a) f(z)=zz, b) f(x)=x*+iy*, V) f(z)=zRez, Q) f(z) = x> =3xy* +i(3x’ —y?),

d) f(z)=Imz, e) f(z)=|z, ]) f(2)=x%?, z) f(z)=zImz,i) f(z)=ZImz,
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1
z il

2

Rez _ et _ e
K) f(z )—|—2, ) f@=yl, M @)= " f@=

cos ctg tg2z
0 = Z+' , )= T 7) = .
) f@)= sin(z + P) | ) f tgz+ctgz 9) 1@ 2°-8

10-amaliy mashg’ulot. Analitik funksiyalar. Analitik funksiyaning haqiqiy va
mavhum qismlari qo’shma garmonik funksiyalar. Analitik funksiyani berilgan
haqiqiy yoki mavhum qismining koeffitsenti bo’yicha tiklash. (2 soat)

Dars rejasi:

1. Analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum gismi
2. Koshi-Riman sharti

3. Qo’shma garmonik funksiyalar

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Analitik funksiya, analitik funksiyaning hagigiy va mavhum
gismi, Koshi-Riman sharti, garmonik funksiya, go 'shma garmonik funksiyalar.

Darsning tarkibiy gismlari

1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati) 5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni.
9.1.Darsning nazariy asosi.
Faraz qilaylik, f(z)=u(x,y)+iv(x,y),z=x+iy funksiya E (E =S) - ochiq to’plamda
aniqlangan va shu to’plamning z nugqtasida hosilasi mavjud funksiya (monogen) bo’lsin.
Bu ikkala funksiya uchun quyidagi Koshi-Riman shartlari o’rinli bo’ladi:
ou ov ou ov
s A E__A (9.1)
oXx oy oy OX
hosil gilinadi.
9.1-teorema. E ochiq to’plamda aniglangan f(z)=u(x,y)+iv(x,y) kompleks
o0 zgaruvchili funksiyaning € -da bir qgiymatli analitik bo’lishi uchun u(x,y) va v(X,y)
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funksiyalar shu to’plamning har bir nuqtasida birinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo’lib, (9.1) Koshi-Riman shartini ganoatlantirishi zarur.

Agar u(x,y) va v(x,y) funksiyalar to’liq differensialga ega bo’lsa, f(z) funksiya E
ochiq to’plamning har bir nuqtasida bir qiymatli analitik bo’lishi uchun (9.1) Koshi-
Riman shartini bajarilishi yetarli.

9.1-ta’rif. Hagiqiy o zgaruvchili u(x,y) funksiya D sohada ikkinchi tartibli uzluksiz

2 2
hosilaga ega bo’lib, (;(l;+2yl;=0 Laplas tenglamasini ganoatlantirsa, u(x,y)
funksiyaga D sohada garmonik funksiya deyiladi.

9.2-ta’rif. D sohada (9.1) Koshi-Riman sistemasining ganoatlantiruvchi u(x,y) va
V(X,y) garmonik funksiyalar o ’zaro qo’shma garmonik funksiyalar deyiladi.

Demak, D sohada bir qgiymatli analitik f(z)=u(x,y)+iv(x,y) , z=x+iy
funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari shu sohada o’zaro qo’shma garmonik
funksiyalardan iborat bo ’ladi.

9.2.Namunaviy yechilgan misollar

9.1-misol. Berilgan |f(z)| =e" ™ (z=re') funksiyaga ko’ra bir qiymatli analitik
f(z) funksiyani tiklang.

Yechish. Berilgan funksiyadan In|f (z)| = r? cos2¢ topamiz. Endi

In f(z) = In|f(2) +iArgf(z) = r* cos2¢ +iv(r,p)
bir giymatli analitik funksiya uchun uning haqiqiy gismi u(r,¢)=r’co2¢ berilgan va
Inf(z) =u(r,p)+iv(r,p) funksiyani tiklash kerak. Bundan f(z)=¢'"2""?  Endi
formuladan v(r,p) funksiyani tiklaymiz. Demak,
v(r,p) =r’sin2¢ + ¢ = In f(z) =r’cos2¢p +ir’sin2¢ + ic =z%+ic , 7 =re"

va

f(z)=e?™e, N _ ra—u: r-2rcos2¢p = 2r°cos2p =
op or

ov :
V:I2r20052¢d¢+w(r)=rzsin2(p+z//(r), 5:2r3|n2¢)+yx'(r)
1aou . . , '
——6—:2r5m2gp:2rsm2¢)+w(r):> w'(r) =c=const
rop

9.2-Misol. 15 Agar Re f(z) =u(x,y)=x*-y? bo'lsa, u holda f(z)=u(x,y)+iv(x,Y)
analitik funksiya topilsin.

Yechish. Berilgan funksiya butun kompleks tekislikda aniglangan. Uning xususuiy
hosilalarini topamiz.

ou o°u ou o’u
& = 2X,y = 2,5 = —2y,—2 = —2
Bundan,
2 2
2—‘j+% =2-2=0
X
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Demak u(x,y) funksiya aniglanish sohasida ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy

hosilalarga ega, bo'lib Laplas tenglamasini ganoatlantiradi. Shuning uchun u garmonik
funksiyadir. Qo'shma garmonik v(x,y) funksiyani topamiz. Ta'rifga asosan bu ikkala

funksiya quyidagi munosabat orgali bog'langan:

Birinchi tenglamadan Z—V =2x ni olamiz. Bu yerdan,
y

v(x,Y) = [2x dy+p(X)
Bunda ¢(x)- ixtiyoriy uzluksiz funksiya yoki v(x,y)=2xy+¢(x). Koshi-Riman
shartlarining ikkinchisidan foydalanib, ¢(x) ni topamiz.
T R0 =22y =2y 0"
@' (X) =0,p(x) = c=const.
Demak,
V(X,y) =2xy+cC
U holda izlanayotgan analitik funksiya f(z)=x*-y?+i(2xy+c) dan iborat. Endi x
va y larning z orgali ifodasini topamiz. Agar z = x+iy, Z = x—iyekanligini hisobga

Z;Z Y= Z;iz U holda izlangan

olsak, quiydagi munosabatlar kelib chigadi x=

funksiyani olamiz:

2 2
Z+1Z 2-Z\ .| z2+Z72-2 1., - o2
f(z)= - i| 2 +c|= ==(2°+227+7°)+
()(ZJ(Zi)[ZZi } 4( )

+%(zz—222+22)+%(22—22)+ic: %(zz+22)2+%(22—22)z+ic:22+ic.

Bu yerdan analitik funksiya berilgan haqiqiy gismi yoki mavhum qismi orqali sof
mavhum yoki haqigiy o'zgarmas qo'shiluvchi anigligida topilishi kelib chugadi, degan
xulosaga kelamiz. Bu o'zgarmasni topish uchun go'shimcha shart berilishi kerak. masalan,
yugoridagi misolda go'shimcha f(0)=-1 shart talab gilinsa, u holda ic =—1 tenglikdan
c=i ni olamiz. bu holda haqgiqiy gismi x*-y* dan iborat va f(0)=-1 shartni
ganoatlantiruvchi analitik f(z) funksiya yagona bo'lib, f(z)=z*>-1 ko'rinishga ega
bo’ladi.

Mustaqil ishlash uchun topshiriglar:
1.Ushbu funksiyalarni garmoniklikka tekshiring:

) u(x, y) =X =y D) U0 Y) =X V) Uk V) =X 4 yE Q) Uk V) = s

2. v(x,y) qo’shma garmonik funksiyani toping:
a)u(x y)=x; D)uexy)=x* -y* +xy;
V) u(x,y) =e*cosy, g) u(x,y)=xcosyshx— ysinychx
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3.Berilgan funksiyaga ko’ra bir qiymatli analitik funksiyani tiklang:

a)Re f(z) =u(x,y) = y* -3x%y;

b) Re f(z) =u(x,y) = x> +6x°y —3xy* —2y®, f(0)=0;

V) Im f(2) =v(x,y) =e*cosy; g) Re f(z) =u(x,y)=e*(xcosy - ysiny), f(0)=0.
4. Haqiqiy qismi yoki mavhum gismi berilgan analitik funksiya topilsin:
a) u(x,y)=2e*cosy,f(0)=2.0) v(x,y)=In(x*+y?*)+x-2y

V) u(x,y) = x> -y’ +xy g) u(x,y)=x*—y*+2y,f(i)=2i-1

d) v(x,y) =2(chxsiny—xy), f(0)=0 e)v(x,y) = 2cosxchy —x* +y?, f(0)=2
i _ y _ y

), u(x,y)—xz—y2+5x+y—x2+y2 Z) v(x, y)—3+x2—y2—m

11-amaliy mashg’ulot.

Kompleks funksiyaning integrali. Integralning mavjudlik sharti. Integralni xisoblash.
Kompleks funksiya integralining xossalari.

(2 soat)

Dars rejasi:

1. Kompleks argumentli funksiya integralining ta’rifi va xosslari.
Integralning mavjudligi.

Integralning xossalari.

Integrallarni hisoblash.

a b~ w N

Tekis yaginlashuvchi gatorni integrallash.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Sillig chizig, kompleks argumentli funksiyaning integral yig 'indisi, integral,
boshlang’ich funksiya, parametrga bogliq integrallar, integral belgisi ostida limitga o 'tish, takroriy
integrallar, bir bog’lamli soha, analitik funksiya, differensiallanuvchi funksiya, Koshi integrali.

Darsning tarkibiy gismlari

1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati nazorati) 5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni.
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12.1.Darsning nazariy asosi:
w = f(z) kompleks giymatli uzluksiz funksiya L chekli egri chizigda aniglangan

bo’lsin. L egrichizigni a=z,, z,,..., z,=b nuqtalar yordamida S,, S,, ..., S, yoylarga
bo’linishini qaraymiz, bu yerda a chizigning boshi, b esa oxiri. S,—yoyning uzunligini
I, bilan belgilaymiz va 1 =maxl, . Har bir S, yoyda v¢, (¢ es, ) nugtani tanlab

1<k<n
S, = Z f(c )z —24) (121)
k=1
integral yig’indini tuzamiz.
12.1-ta’rif. Agar (12.1) integral yig’indi 1 —0 da z va ¢, nugtalarning
tanlanishidan bog’liq bo’lmasdan aniq chekli limitga ega bo’lsa, bu limitga w= f(z)
funksiyaning L egri chiziq bo’ylab integrali deyiladi va
[ f@dz=1imy f(c)(z - 2.,) (12.2)
k=1

L
ko’rinishda yoziladi.
12.1-teorema. (Koshi teoremasi bir bog’lamli soha uchun). Agar w= f(z) funksiya

bir bog’lamli chegaralangan D sohada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda shu sohaga
qarashli bo’lgan ixtiyoriy L to’g’rilanuvchi yopiq egri chiziq bo’yicha olingan
integralning qiymati nolga teng bo’ladi, ya’ni

'|'f(z)dz=0.
L

12.2-tarif. D sohada F(z) funksiya f(z) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi
deyiladi, agar barcha z < D uchun F'(z) = f(z) bo’lsa.

12.2-teorema. Agar f(z) funksiya bir bog’lamli D sohada differensiallanuvchi
bo’lsa, u holda bu funksiya shu sohada boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi.

12.3-teorema. Agar f(z) funksiya bir bog’lamli D sohada differensillanuvchi
bo’lsa, u holda Nyuton-Leybnis formulasi

3

[ f(5)ds =F(2))-F(z,)

o’rinli bo’ladi.
12.2.Namunaviy misollar.
12.1-Misol 16 Berilgan integralni hisoblang:

| = J-(ZZ—F z%)dz,

bu yerda I' chizig |z|=1 aylananing yuqori yarmi, ya'ni |z|=1, 0<argz<r.
Yechish. 1 ni hisoblash uchun z-a=re¥ aylana tenglamasidan foydalanamiz.
Bizning misolda « =0,r =1;

169



z=e"“ dz= ie""d(p,O << 1= glve™? =1,
Shuning uchun

| = ij(1+ e?)e’dp = j(e“/’ +6%)dig = [ew +%e3“”j =
0 0

iz A0 1 iz _ A0 :_§
(" —e )+3(e e’) 3’
chunki e =cosz+isinz =—-1,%" =cos3z+isin3z =-1. Demak | :—§.
12.2-Misol. 17 Ushbu integralni hisoblang:
I =JRezdz,
r

bunda T chiziq z = z(t) = (2+i)t, 0<t<1 tenglama bilan aniglangan.
Yechish. Ma'lumki,

z = Xx+1iy,Remodimmz = x;dz = dx+idy,x=2t, ya'ni yzg;

dx = 2dt,dy = dt;Remod1lmmz dz = x(dx+1idy) = xdx+ixdy = 4t dt + 2it dt.
Demak,

1 1
| = 4ftdt+2iftdt=2+i
0 0
12.3.Mustagil ishlash uchum misol va topshiriglar.

1.Quyidagi integrallarni hisoblang:
a) j(x2+iy2)dz; I'- chiziq z, =1+i va z =2+3i nuqtalarni tutashtiruvchi to'g'ri

chiziq.
b) [zdz; bu yerda I'- chiziq x=cost,y =sint,0<t <2z
V) j| z|dz; bunda I' z=-i nugtadan chiqib, z =i nuqtaga boruvchi kesma.
9) J'|z|dz; - chiziq z =-i nuqgtadan chigib, z=i nuqgtaga boruvchi yarim

aylana, ya'ni | z|=1,Remodlmmz > 0.
d) [ lz-1]dz|

|z]=1

e) jzsinzdz; I'- chizig z=0 nugtadan, z =i nuqtaga boruvchi kesma.
r
) jE; bu yerda I'— chizig x =cost,y =sint,0 <t <2x.
z
r

z) jzzdz; bu yerda I'- chiziq z, =1 va z, =i nuqtalarni tutahtiruvchi to'g'ri
r

chiziq kesmasi.
2. ﬂz\dz integrallarni hisoblang, bunda v :
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a) —1 va 1 nuqtalarni tutashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi.
b) |z/ =1 birlik aylananing quyi yarmi. Integrallash yo’lining boshlang’ich nuqtasi
z=-1.
V) z=-i nugtadan z=i nuqtaga boruvchi to’g’ri chiziq kesmasi.
g) z=-i nuqtadan z=i nuqtaga boruvchi |z =1, Rez>0 Yyarim aylana.
3.@) [[z-yez integralni hisoblang.
2=
b) [0 sinz®__ bo’ladigan L konturlarga ga misol keltiring.
L (2-D%(z-1)*
4. Boshlang ich funksiyani toping:

a) f(z)=e*.b) f(z)=cosaz.V) f(z)=sinaz.g) f(z)=ze".

5. Qavs ichida ko’rsatilgan sohalarda quyidagi funksiyalarni boshlang’ich
funksiyaga ega emasligini isbotlang:

) f(z)=1—11 (0<[z/<1). b) f(z)=11 (0<[z+1<).

1

V) f(Z)— ﬁ

7<), g) f(2)= (0<z<1).

12-amaliy mashg’ulot.

Oddiy kontur uchun Koshining integral teoremasi. Murakkab kontur uchun Koshining
integral teoremasi. Boshlang’ich funksiyaning mavjudligi haqidagi teorema. Nyuton-Leybnits
formulasi. (2 soat)

Dars rejasi:

1. Kompleks argumentli funksiya integralining ta’rifi va xosslari.
Integralning mavjudligi.

Integralning xossalari.

Integrallarni hisoblash.

o M N

Tekis yaginlashuvchi gatorni integrallash.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Silliq chiziq, kompleks argumentli funksiyaning integral yig 'indisi, integral,
boshlang’ich funksiya, parametrga bog’liq integrallar, integral belgisi ostida limitga o 'tish, takroriy
integrallar, bir bog’lamli soha, analitik funksiya, differensiallanuvchi funksiya, Koshi integrali.

Darsning tarkibiy gismlari
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1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati nazorati) 5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni.

12.1.Darsning nazariy asosi:
w = f(z) kompleks giymatli uzluksiz funksiya L chekli egri chizigda aniglangan

bo’lsin. L egrichizigni a=2,, -, ..., Z,=b nugtalar yordamida s, s,,..., S, yoylarga
bo’linishini qaraymiz, bu yerda a chizigning boshi, b esa oxiri. S,—yoyning uzunligini
I, bilan belgilaymiz va 1 = max|1, . Har bir S, yoyda V¢, (s, <s, ) nugtani tanlab

1<k<n

S, = Z fFle )z —24) (12.1)
k=1
integral yig’indini tuzamiz.
12.1-ta’rif. Agar (12.1) integral yig’indi A —0 da Z, va ¢, nugtalarning
tanlanishidan bog’liq bo’lmasdan aniq chekli limitga ega bo’lsa, bu limitga w= f(2)
funksiyaning L egri chiziq bo’ylab integrali deyiladi va
[ f@dz=1imY f(6)(z - 2.,) (12.2)
k=1

L
ko’rinishda yoziladi.
12.1-teorema. (Koshi teoremasi bir bog’lamli soha uchun). Agar w = f (z) funksiya

bir bog’lamli chegaralangan D sohada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda shu sohaga
qarashli bo’lgan ixtiyoriy L to’g’rilanuvchi yopiq egri chiziq bo’yicha olingan
integralning qiymati nolga teng bo’ladi, ya’ni

jf(z)dzzo.
L

12.2-tarif. D sohada F(z) funksiya f(z) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi
deyiladi, agar barcha zeD uchun F/(z) = f(z) bo’lsa.
12.2-teorema. Agar f(z) funksiya bir bog’lamli D sohada differensiallanuvchi

bo’lsa, u holda bu funksiya shu sohada boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi.
12.3-teorema. Agar f(z) funksiya bir bog’lamli D sohada differensillanuvchi
bo’lsa, u holda Nyuton-Leybnis formulasi

Z

| f(6)ds = F(z,) - F(z,)

29

o’rinli bo’ladi.
12.2.Namunaviy misollar.
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12.1-Misol 18 Berilgan integralni hisoblang:

| = j(zz+ z%)dz,

bu yerda I' chiziq |z|=1 aylananing yuqori yarmi, ya'ni |z|=1, 0<argz < .
Yechish. 1 ni hisoblash uchun z—«=re'» aylana tenglamasidan foydalanamiz.
Bizning misolda « =o,r =1;
z=¢" dz=ie"dp0<p<7, 17 =€"" =1.
Shuning uchun
| =if(1+e”)edp = I(ei“’+e3“”)digo:(e"”+ée3“/’j|g:
0

0

i 1, 5 8
el/r _eO += e3lﬂ _eO =——
( ) 3( ) 3

chunki e” =cosz +isinz =-1,e3" =cos3rz +isin3z =-1. Demak | = _g_
12.2-Misol. 19 Ushbu integralni hisoblang:
I = IRezdz,

bunda I' chiziq z = z@t) = (2+i)t, 0<t<1 tenglama bilan aniglangan.
Yechish. Ma'lumki,

z = x+iy,Remodlmmz = x;dz = dx+idy,x =2t, ya'ni yzg;

dx = 2dt,dy = dt;Re mod1lmmz dz = x(dx+idy) = xdx+ixdy = 4t dt + 2it dt.
Demak,

1 1
| =4jtdt+2ijt dt = 2+i.
0 0

12.3.Mustagil ishlash uchum misol va topshiriglar.

1.Quyidagi integrallarni hisoblang:
a) [(x*+iy’)dz; T'— chiziq z, =1+i va z = 2+3i nugtalarni tutashtiruvchi to'g'ri

chiziq.
b) IZdZ; bu yerda I'- chizig x =cost,y =sint,0<t<2x.

V) j| z|dz; bunda I'" z=-i nuqgtadan chiqib, z=i nugtaga boruvchi kesma.
g) [lzldz T- chiziq z=-i nugtadan chigib, z=i nuqtaga boruvchi yarim
aylana, ya'ni | z|=1,Re modimmz > 0.

d) [1z-1dz]

lz]=L

e) jzsin zdz; T'- chiziq z=0 nuqgtadan, z=i nugtaga boruvchi kesma.
r
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. 4z -

h) j7; bu yerda I'— chiziq x = cost,y =sint,0<t < 2.
r

z) [2%dz; buyerda T'— chiziq z,=1 va ¢, =i nugtalarni tutahtiruvchi to'g'ri
r

chizig kesmasi.
2. ﬂz\dz integrallarni hisoblang, bunda L:

a) —1 va 1 nuqtalarni tutashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi.
b) -1 birlik aylananing quyi yarmi. Integrallash yo’lining boshlang’ich nuqtasi
7=-1.
V) z=-i nugtadan z=i nuqtaga boruvchi to’g’ri chiziq kesmasi.
g) z=-i nugtadan z=i nuqgtaga boruvchi ;-1, Rez>0 Yyarim aylana.
3.a) I\Z—l\\dZ\ integralni hisoblang.
‘z‘:l
o2
b) I(ls)";(z_)élzo bo’ladigan L konturlarga ga misol keltiring.
L Z— Z—1
4. Boshlang’ich funksiyani toping:

a) f(z2)=e".b) f(z)=cosaz. V) f(z)=sinaz.g) f(z)=2ze".
5. Qavs ichida ko’rsatilgan sohalarda quyidagi funksiyalarni boshlang’ich
funksiyaga ega emasligini isbotlang:

a) 1‘(z)=i—zl_1 (0<|z]<1). b) f(z):zl+1 0<[z+1<).
1
V) (=", a<hl<e). 9 F@= 0~ O<F<d).
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13-amaliy mashg’ulot.
Yagonalik teoremasi. Analitik davom ettirish prinsipi. Analitik funksiyalarni
Teylor gatoriga yoyish. (2 soat)

Dars rejasi:
11. Regulyar funksiya. Analitik funksiya.
2. Yagonalik teoremasiga oid misollar yechish.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Regulyarlik, bir giymatli analitik, differensiallanuvchanlik,
integral formula, limitik nugta, yagonalik teoremasi.

Darsning tarkibiy gismlari

11. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati) 5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni

11.11.Darsning nazariy asosi.
11.1-ta’rif. Agar f(z) funksiyani z=ae C (a=o ) nugtaning biror atrofida
vaqinlashuvchi darajali gatorga yoyish mumkin bo’lsa, ya’ni

()= e (z-2)", {z:]z-akr}=U,(a),

tasvir o rinli bo’lsa, u holda f(z) funksiyaga z =a nugtada regulyar deb aytiladi. Bunda
Cor +r Cpy wons Cyy o 0 'Zgarmas koeffisiyentlar.

Agar funk51ya sohaning har bir nuqtasida regulyar bo’lsa, u holda bu funksiyaga
shu sohada regulyar deb aytiladi.
11.1-teorema. Agar f(z) funksiya z=a nuqtada regulyar bo’lsa, u holda shu
nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi.
11.2-ta’rif. Agar f(z) funksiya cheksiz uzoglashgan nugta atrofida aniglangan va
z =00 nuqta atrofida yaginlashuvchi

f()=2 %
gatorga yoyilgan (|z/>R sohada) bo’lsa, u holda f(z) funksiya cheksiz uzoglashgan

nuqtada regulyar deyiladi.
11.3-teorema. Agar f(z) funksiya D sohada regulyar bo’lsa, u shu sohada
Ixtiyoriy tartibli hosilaga ega, uning hosilalari
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n n! f(s)dg
f )(Z):Zﬂiau,j(a) Coapt 25U@
formula bilan ifodalanadi, bunda ae D, U (a)={z: |z-alr, r>0}cD.
11.1-teorema (yagonalik teoremasi). Agar f(z) funksiya D sohada regulyar
bo’lib, shu sohadan olingan turli xil z, e D, n=12,.. nuqtalar ketma-ketligi {z,}>, da

limz, =a, aeD Va f(z,)=0, n=12,.. bo’lsin. U holda D sohada f(z)=0 bo’ladi.

n—o0

11.2-teorema (analitik davom ettirish prinsipi). E to’plam D sohaga tegishli
bo’lgan « limitik nuqgtaga ega bo’lsin. U holda E to’plamdan D sohaga analitik davom
yagonadir.

11.2.Namunaviy yechilgan misollar

11.1-Misol. 20 z =0 nugtaning atrofida analitik do'lib, f(%) = ﬁ,n e N shartni

ganoatlantiruvchi funksiya mavjudmi?

Yechish. Faraz qilaylik, g(z) funksiya z=0 nuqgta atrofida analitik bo'lib,
g(z):n%l,neN shart o'rinli bo'lsin. g(z) funksiya analitik bo'lgani uchun uni z=0
nuqta atrofida gatorga yoyamiz:

9(z) =c,+Cz+..c z ...
va
Lo &, & -0
g(n) o T T
Oxirgi tenglikdan ¢, koefitsientlarni aniglaymiz. Oxirgi tenglikda n—« da limitga

o'tsak, c, =1 ni hosil gilamiz. U holda

c, C o n 1
—1+—22+...—kk+...:——1:——
n n n n+1 n+1
bundan
c c n
G+t st T ——
n n n+1

ekanligini hosil gilamiz. Bu tenglikdan n— « da ¢, =-1 ni hosil gilamiz. Bu jarayonni

davom ettirib,
¢, =1,c,=-1,¢c,=1,c,=-1,..c = (1)
koeffisientlarni hosil gilamiz. Demak,

g(z):1—z+22—z3+...+(—1)"zk...:i, ze{|z|<1}.
z+1
Hagigatan ham, g(z) :Z%l funksiya z =0 nuqta atrofida analitik bo'lib, g(z):ﬁ,ne N

shartni ganoatlantiradi. zn:% ketma-ketlikning limiti z=0 nuqgta bo'lganligi uchun
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yagonalik teoremasiga asosan g(z):ﬁ shartni ganoatlantiruvchi funksiya yagona

bo'lib, z=0 nuqta atrofida g(z) = f(z):ﬁ bo'ladi.

11.2-Misol . 21 (2) :izk funksiyaning analitik davomini toping.
Yechish. Bu gator E=z:z|<1 doirada yaginlashuvchi va analitik funksiyadan
iborat. |z|<1 uchun f(z):—ﬁ bo'ladi. F(z):—i funksiya D ={z:|z-1|> 0} sohada

analitikdir. Shuning uchun F(z) funksiya f(z) funksiyaning E to'plamdan D sohagacha
analitik davomi bo'ladi.

11.3.Mustagqil ishlash uchun mashqlar.

11. z=0 nuqgtaning atrofida analitik do'lib, f(z):ﬁ,neN shartni

ganoatlantiruvchi funksiya mavjudmi, mavjud bo’lsa uni toping?

.1 Losch=1 Loschy=_ 1
2) f(ﬁ)_n?" b) 1:(n) i n) n® v) f(n) f( n) 2n% +5

1,_ 1 1, _ . L _ s 1,_ . 1 2n+l
g) )= — d) fO)=f(-)=e. e) fC)= f(-)=sin .
N Lo hogind i) 2o e rdyed
), f(ﬁ)—e : ) f(n) f( n) smnz. 1) 2 <|f(n)|<2.

1, _cos’zn 1y o

)= ) f(=)|<3™.
K) f(n) ol ) | (n)|<
2. Quyidagi funksiyalarning analitik davomini toping:

a) f@)=3 (12", Z<1.  b) f@@)=3 (12", [7<1.

V) f(z)=izz", z/<1. ) f(z):iz““, 7| <1.

Javoblar:
1 1 :
2.2) F(z)_m, zeD=C/{-1}. b)F(z)—1+22, zeD=C/{xil.
V) F@)=, "o 2eD=C/{x1}. Q) F@)=; 124 ,2eD=C/{tL, +i}.
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14-amaliy mashg’ulot. Regulyar funksiyaning ajralgan maxsus nuqtalari.
Qutb va muhim maxsus nuqtalar. Butun va meromorf funksiyalar. (2 soat)

Dars rejasi:
1. Regulyar funksiyaning yakkalangan masus nugtalarini topish.
12. Maxsus nuqtalarni sinflarga ajratish. Tuzatib bo’ladigan maxsus nuqta.

3. Qutb va nollar orasidagi bog’lanish.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Regulyar funksiyaning nollari, nolning tartibi (yoki karraligi), bir giymatli xarakterdagi
yakkalangan masus nuqta, tuzatib bo’ladigan, qutb va muhim maxsus nugta.

Darsning tarkibiy gismlari

1. Tashkiliy qgism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati) 5 minut.

12. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni

12.1.Darsning nazariy asosi.

12.1-ta’rif. Agar f(z) funksiya a nuqgtada regulyar bo’lib, f(a)=0 bo’lsa, u holda
z=a nuqgta f(z) funksiyaning noli deyiladi.

12.2-ta’rif. Agar f(z) funksiya a (a =) nugtadan tashgari 0<[z-a|< p halgada
regulyar bo’lsa, u holda a nuqta f(z) funksiyaning bir gqiymatli xarakterdagi

yakkalangan maxsus nugtasi deyiladi.
Agar f(z) funksiya p <|z| < sohada regulyar bo’lsa u holda cheksiz uzoglashgan

nugta f(z) funksiyaning bir giymatli xarakterdagi yakkalangan maxsus nuqtasi deyiladi.

12.3-ta’rif. Agar Izl—[g f(2) limit mavjud va chekli bo’lsa, bir giymatli xarakterdagi
yakkalangan a maxsus nuqta f(z) funksiya uchun tuzatib bo’ladigan maxsus nuqta
deyiladi.
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12 .4-ta’rif. Agar Izl—[]; f(2) limit mavjud bo’lib, cheksiz uzoqlashgan nuqtaga teng

bo’lsa ya’'ni
limf(z)=w

Z—a

bo’lsa, u holda bir giymatli xarakterdagi yakkalangan a maxsus nuqgta f(z) funksiya

uchun qutb deyiladi.
12.5-ta’rif. Agar limf(z) [limit mavjud bo’lmasa, bir qiymatli xarakterdagi

yakkalangan a maxsus nuqta f(z) funksiya uchun muhim maxsus nuqta deyiladi.

12.12.Namunaviy yechilgan misollar.

12.1-misol. f(z) = 223 funksiyaning maxsus nuqgtalarini toping va tipini aniglang.

Yechish. f(z)=zi3 funksiya kompleks tekislikning z=3 nugtasidan boshqga

barcha nugtalarda aniglangan va ikkita regulyar funksiyalarning nisbati sifatida regulyar
bo’lib, yagona bir qiymatli xarakterdagi ajralgan maxsus nuqta z =3 bo’ladi. Uning turini
aniglash magsadida quyidagi integralni hisoblaymiz:
. . YA
im () =lim 5=
Demak, 12.4-ta’rifga ko’ra z =3 nuqgta berilgan funksiyaning qutb turdagi ajralgan
maxsus nuqta bo’lar ekan.

12.2- Misol . 22 f(z) = 1_?52 funksiyaning maxsus nuqgtalarini toping va tipini

aniglang
Yechish. Bu funksuya uchun z=0 ajralgan maxsus nuqtadir. z=0 nugtaning
maxsus nugta deyilishiga sabab, formal ravishda funksiya argumentiga 0 qo'yilsa, ushbu
£(0)= 1-cos0 _ 0
0 0
anigmas ifoda hosil bo'ladi. Endi f(z) dan z—0 bo'lganda limit olib o'sha nugtaning

xarakterini aniglaumiz. Ma'lumki,

2 Z4 Z6

cosz=1-—+———+...
21 41 6l

l-cosz _ 1 z© 72" z
—_— = + +
z° 21 41 6! 8!

li f(Z)_l' 1_COSZ—|' £_2_2+Z_4_Z_6+ —1
ak T TR T TR P
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Demak, A:% chekli son bo'lgani uchun z=0 nuqgta berilgan f(z) funksiyaning

tuzatiladigan maxsus nuqtasi bo'ladi.

12.3-Misol. 23 f (z) = funksiyaning maxsus nugtalarini toping.

(z-1)z°
Yechish. Ma'lumki funksiyaning maxsus nugtalari z=0 va z=1 bo'ladi.
i £2) =iy, 37 == i f@ =lim, 7 =

ekanligidan bu maxsus nugtalar qutb maxsus nuqgtalar ekanligi kelib chigadi. Bundan
z=0 nugta g(z) :% funksiyaning ikki karrali noli hamda z =1 nuqgta bu funksiyaning
yA

bir karrali noli bo'lgani uchun ular mos ravishda ikki karrali va oddiy qutblardan iborat
bo'ladi.

1

12.4- Misol. 24 f(z)=e* funksiya uchun z=0 muhim maxsus nuqgta ekanligini
isbotlang.

Yechish. Ko'rinib turibdiki z=0 nuqgta bu funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi
bo'ladi. Uning muhim maxsus nuqta ekanligini isbotlash uchun z=0 ga intiluvchi
shunday ikkita z, va & kompleks sonlar ketma-ketligini topilib,

limf(z,)=1limf(s,)
ekanligini ko’rsatish yetarli. Chunki bu holda lim £ (2) limit mavjud bo’lmaydi va bu esa

12.5-ta’rifga binoan z =0 nugtaning muhim maxsus nugta ekanligini bildiradi.
Bu magsadda Eyler formulasidan foydalanamiz:
e’ =e”*(cosy+isiny), z=x+liy.
Biz nolga intiluvchi ketma-ketliklarni quyidagicha tanlaymiz:
z, =i_—>0, n—o va & -t
2nm V4 .
(2+ 2I’]7Z'jl

Bu tanlangan ketma-ketlik nugtalarida berilgan funksiyaning qiymatlarini topamiz:

—0,n—> .

1
f(z,)=e27 =’ =cos2nz+isin2nz=1—-1,n— oo,

1
1

T R v .
(E+2n7r)| _ e(5+2n7r)|

f(&)=e

Demak, yuqorida ta’kidlaganimizga asosan z =0 nuqta f(z) uchun muhim maxsus nuqta
bo'ladi.

:cos(%+2n7r)+isin(%+2n7z)=i—>i, n—ow.

12.3.Mustagil ishlash uchun topshiriglar:
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1. Quyidagi funksiyalarning barcha nollarini toping va tartibini aniglang:

2) (22 +9)2 b) (22 —16)3

- V) z-sinz. Q) m

(z-1 z°

12. z = a nuqta quyidagi funksiyalar uchun tuzatib bo’ladigan maxsus nuqta
ekanligini isbotlang

1- cosz

=-.v) L5 a=-).9) (a=0).

3. z=a nuqta quyidagi funksiyalar uchun qutb ekanligini isbotlang:

a)i @=0.b) 1o, 1) (a=1). )(“') (@a=i. g)l COSZ 4 _0).

4. z=a nugta quyidagi funksiyalar uchun muhim maxsus nugta ekanligini
isbotlang:

1

a) e’ (a=w).b) cosz (a=w).Vv)e? (a=0).Q) zzcosg (a=0).

5. Quyidagi funksiyalarning maxsus nuqtalarini toping va tipini aniglang.

1 - sinz _ _ 71
) 1@=_. b 1@="" T 0 (@
|1 _ I
g)f(z)— 23. d) f(z)—1+z4. e) f(z)—tg—z. j) f(2)=ctgz -
L ) t)= - ctg” = 22cos”
2) f(z2)= 1 Sn7 1) f(z)=tgz. k)f(z)—ctg : ) f(z)=z cosz.
m)f(z)=e‘gz. n) f(z)=sinez. +1. p)f(z):zzsinziﬂ.
1 _ (1—cosz)(e22 -1) _ 1
) f(z)=sin —t s) f(z2) - . u) f(2) P

sin—
Z

f) f(z)= ctgz—%.
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15-amaliy mashg’ulot.
Loran gatori. Regulyar funksiyalarni Laron gatoriga yoyish (2 soat)

Dars rejasi:

1. Loran gatorining yaginlashish sohasi.

2. Regulyar funksiyani Loran gatoriga yoyish.

12. Regulyar funksiyani Loran gatoriga yoyilmasining yagonaligi.
4. Loran qatori koeffisientlari uchun Koshi tengsizligi.

5. Maxsus nuqgta atrofida Loran gatori.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Loran gatori, yaginlashish sohasi, Loran gatorining bosh va
to’g’ri gismi, qator koeffisientlari, Koshi tengsizligi yagonaligi..

Darsning tarkibiy gismlari

1. Tashkiliy qism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati) 5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

12. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni

12.1. Darsning nazariy asosi.

12.1-ta’rif.  f(2)= Zc (z- gatorga f(z) funksiyaning a nuqta

(—)

atrofidagi Loran qatori, f (z) = Z( va f,(z) = Zc (z—a)" gatorlarga esa Loran

—a)’

qatorning bosh va to’g’ri qismlari deyiladi.

f (z) funksiyaning cheksiz uzoglashgan nuqgta atrofidagi Loran gatorining bosh va
to’g’ri qismlari quyidagicha bo’ladi
L@)=Yc",  H@)=c +icz .
n=1 n=1
1-teorema. D : p<|z—a/<R halgada regulyar bo’lgan f(z) funksiyaning Loran

gatoriga yoyilmasi yagonadir.
2-teorema. f(z) funksiya D: p, <|z—al <R, halqada regulyar bo’lsin. U holda bu

funksiyaning shu halgadagi Loran gatorining koeffisiyentlari uchun

cnsF':/ln, n=0,+1+2, ...
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tengsizlik o rinlidir.
3-teorema. Yakkalangan a nugta funksiyaning tuzatib bo’ladigan maxsus nuqtasi

bo’lishi uchun, uning a nuqta atrofida Loran gatoriga yoyilmasining bosh gismi aynan
nolga teng bo’lishi zarur va yetarlidir.

4-teorema. Yakkalangan a maxsus nuqta f(z) funksiyaning qutbi bolishi uchun,
uning a nuqta atrofida Loran gatoriga yoyilmasining bosh gismida cheklita hadlar
bolishi zarur va yetarlidir.

5-teorema. Yakkalangan a maxsus nugta f(z) funksiyaning muhim maxsus nuqtasi
bo’lishi uchun, uning a nuqta atrofida Loran qatoriga yoyilmasining bosh gismida
cheksiz ko’p hadlar bo’lishi zarur va yetarlidir.

12.2.Namunaviy yechilgan misollar

12.1-Misol. 25 f(z) :;, 1<|z|< 2 Funksiyani berilgan halgada Loran
(z-1)(z-2)
gatoriga yoying.
Yechish. Izlanayotgan gatorni quyidagicha hosil gilamiz:
1 1 1 _ 1 1

f(z) =

(2_1)(2—2) - 2—2_ z-1 _2(1_5) B 2(1_1).
2 Z

|z|< 2 bo'lganligi uchun

_Zz =y
2
va 1<|z| bo'lganligi uchun
1 1 1 =1
—=l+—+=+..= ) —
11 z 7° nzz(;z”
z

bo'ladi. U holda

Loran gatori hosil bo'ladi.

12.2-Misol. 26 f(z)=— =

) 0<|z|< 4 funksiyani berilgan xalgada Loran

2

gatoriga yoying
Yechish. Avval 2%4 funksiyani 0<|z|< 4 halgada Loran gatoriga yoyamiz:

2 n 0 n
1 :_l. 1 :_E 1_’_5_’_2_2_’_“.2_”_1_.” :_zznl'
2-4 4, 2 4 4 4 74 4
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Hosil Dbo'lgan qator 0<|z|<4 doiraning ichida tekis yaqginlashuvchiligidan
Veyarshtrass teoremasiga muvofiq uni hadlab differensiallash mumkin:

1 nz" _&nz™
_(2_4)2 Z 4n+1 yo Z 4n+1 '
U holda
z(z—- 4) Z:;
bo'ladi.
12.3-Misol. =oo nuqta atrofida Loran gatoriga yoing.

Yechish. z =0 nugta atroflda | z|> ¥4 bo'lganligi uchun
1 1 1 1 4 4\’ 4" z
ﬁ?l(—ﬂz—[l(?j[ﬂ -]+ } >

Loran gatoriga ega bo'lamiz.

12.12.Mustaqil ishlash uchun topshiriglar:

1. Quyidagi gatorlarning yaginlashish sohasini toping.
a) Y21z b) Y27z, V) S (z-i)". Q) Z .

2. 1<|z/<2 halgada z -ning darajalari bo’ylcha Loran gatoriga yoying.

(z+1)1(z—2)' ) szz_z- V) (z2+1)1(z2—4)' 9 (z—21)(+zl+2)
12. Quyidagi funksiyalarni Loran gatoriga yoying
1. f(z)=%,z0=o. 2. f(z):m,l<|z|<4.

—1_222, . 4, f(z):m,lqzkz.

5. f(z):(22_1)2(22+4),1<|z|<2. 6. 1@)= s 1;2 g Loz
7. f(z):m,lqzkz. 8. f()_TZZ*f2 1<|2< 2.
9. 1(2)= 22- f 0<z-2K<1. 10 f(z):zzsinnZTJrl,0<|z|<oo.
11. f(z):zez—__;,0<|z—1|<1. 12. f(z)==-, 0<|z< o,

eZ
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1
ea z
C1<|z-1k2. 12. f(2)=
z(z+1) I2-1] @) z2(1-z

, 1<|z2-1|< .,

112. f(2)=

&)

15. f(z)=e? 2, 0<|z< .

Dars rejasi:

1. Funksiyaning ajralgan maxsus nuqtaga nisbatan qoldig’ini hisoblash.
2. Qutbga nisbatan funksiyaning qoldig’ini hisoblash.

3. Funksiyaning cheksiz uzoglashgan nuqtaga nisbatan qoldig’i.

13. Yopiq kontur bo’yicha olingan integralni hisoblash.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Funksiyaning ajralgan maxsus nuqtaga nisbatan goldig’i, oddiy
va karrali qutbagi qoldigni hisoblash formulalari, cheksiz uzoglashgan nuqtadagi
goldiq, qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasi, yopiq kontur bo’yicha olingan
integrallarni goldiq yordamida hisoblash.

Darsning tarkibiy gismlari

1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati) 5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

13. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni

13.1.Darsning nazariy asosi.
1-ta’rif. f(z) funksiyaning a nugtadagi qoldig’i deb shu nuqta atrofida Loran

qatoriga yoyilmasining ¢, koeffisiyentiga aytiladi va (res f (z) kabi belgilanadi), ya ni
res f(z)=c,-
Ma’lumki
1
=\ f(¢)dc,
¢, 27Z'i;'- (c)dg

bunday, = {z: z-a<p, O0<p< R} aylanabo’lib, unda soat yo’nalishiga teskari yonalish
(musbat yo’nalish) tanlangan. Demak

j f(2)dz = 27ires f (2)

Vp

formulani o’rinli.
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Agar z=a nugta berilgan f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi bo’lsa, u

holda bu funksiyadan a nuqtaning yetarlicha kichik atrofi chegarasi bo’yicha olingan
integralning qiymati shu nuqtadagi goldigni 27 ga ko’paytirilganiga teng.
Agar a f(z) funksiyaning regulyar nuqgtasi bo’lsa, u holda
Cgas f(z)=0.

a). Oddiy qutb bo’lgan hol. Agar a nugta f(z) funksiyaning oddiy qutbi bo’lsa,
u holda f(z) funksiyaning a nuqtagi qoldig’i
res f(z)=lim(z—-a)f(z).

Xususiy holda, agar f(z) :("Eg bo’lsa, bu yerda ¢(z), w(z) - a nugtada regulyar
14

funksiyalar bo’lib, ¢(a) #0, w(a) =0, y'(a)=0 bo’lganda
9(z) _ ¢(a)
Sy@) v
b). Karrali qutb bo’lgan hol. Agar a nuqgta f(z) funksiyaning m -tartibli qutbi
bo’lsa, u holda a nugqta atrofida qoldig’i

" le-art@).

resf(z) =
z=a () ( ]_)lz ad m-1

ko’rinishda bo’ladi.
v). Cheksiz uzoqglashgan nuqgtadagi goldiq
2-ta’rif. f(z) funksiyaning z = nugtadagi qoldig’i deb shu nugta atrofida f(z)

funksiyaning Loran gatoriga yoyilmasining - ¢, koeffisiyentiga aytiladi (Eggf(z) kabi
belgilanadi), ya 'ni
res f(z) =—c,.
1-teorema (qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasi). Agar f(z) funksiya bir
bog’lamli D sohada z,,z,,z,,..., z, nuqtalardan tashqari hamma joyda regulyar bo’lib, D
sohada yotuvchi y -sodda yopiq chiziq z,,z,,z,,..., z
holda

nuqtalarni o’z ichida saqglasin. U

n

j f(z)dz = ZMZ res f(2),
formula o’rinli bo’ladi, bu yerda y musbat yo’naltirilgan.

13.2.Namunaviy yechilgan misollar

2

. _ z . . S
13.1-Misol. 28 f(z) = -)@+10) funksiyaning ajralgan maxsus nuqtalaridagi
goldiglarni hisoblang.
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Yechish. Ko'rinib turibdiki, z =1 va z, =-10 nuqtalar f(z) uchun oddiy qutbdir.
Bizga ma'lumki, z =a nuqgta f(z) funksiyaning oddiy qutbi bo'lsa, bu nugtadagi goldiq
resf (Z) |z=a: ||m[f (Z)(Z _a)]

formula yordamida, agar

f(z)—¢(())¢(a)¢0w(a) 0
bo'lganda
o @)= £
formula yordamida topilar edi. Shunga ko'ra yuqoridagi misol uchun
2
resf (z)|,-,= IIm[f(Z)(Z 1]= IZILn[W( -1)]= |Z|£Tll[Z 10]——
o (] 0% lim [ @E+10)1= fim [ (2 +10)= fim [*-]= -
=10 1M} ~ AN 21z +10) I SN T]

13.2-Misol. 29 f(z):( 2) funksiyaning barcha ajralgan maxsus nuqtalaridagi
Z+ z

gildiglarni hisoblang.

Yechish. Ko'rinib turibdiki, z,=-2 uch karrali qutb va z,=0 oddiy quthdir.
Ma'lumki, z=a nuqta f(z) funksiya uchun n karrali qutb bo'lsa quyidagi formula
yordamida hisoblanadi:

rosf (2)],.o= lim—— [ (2)(z-a)"]
z=a zI—I;Ta]( _1)| d n-1 '
Shunga asosan yugoridagi misolning z, = -2 nuqtadagi goldig'ini hisoblaymiz:

1 d _ 1 d?] z+1 3]
resf (2)],-,= I@a?[f(z)(HZ)] “ﬂ](zl)d {(z+2)3z(2+2)}_

2:52dz| 27°] 2212 8
z, =0 oddiy qutb ekanligidan

1 d 1 1 2 1
=-lim—— { —} —lim—==-—2,

z+1 1

Z+ =i
(24207 2% (z+2° 8

resf (z)|,.,=limz-
z—0

13.3-Misol. 30 f(z)= zsinzi+1 funksiyaning barcha ajralgan maxsus nugtalaridagi

goldiglarni hisoblang.
Yechish. z=-1 muhim maxsus nugta. Chunki,

) 1
limzsin——-—
7>-1 z+1
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Limit mavjud emas. Bu nugtadagi goldigni hisoblash uchun ta'rifga asosan funksiyaning
z=-1 nuqgta atrofida Loran gatoriga yoyilmasidagi c_, koefitsientni, ya'ni, z%l had

oldidagi koefitsientni topamiz:

f(z):z(l S S— 5_,,}:
z+1 3Y(z+1)" 5N(z+1)

= (2+1- 1)( L 1 _j _
+1 31(z+1)° 5!(2 +1)
1 1 1 1 1

z+1 31(z+1)* 3Y(z+1)® 5!(z+1)* 5Y(z+1)

Demak,
resf (z)|,. ,=c, =-1.

13.4--misol. [ “%%dz integralni hisoblang.
i2 Z

Yechish. f(z) = Cj‘jz

gatoriga yoyilmasi

=0 maxsus nugta (qutb) gaega bo’lib, Loran

2 2n
1_L+...+(_1)” 4 on3
cosz 2! (2n)! 1 1 nZ
f()— 3 =—5———++(-]) +
z 7 2z (2n)!
: 1
dan iborat. Bundan esa COSZ =Cy = (13) formuladan
cosz . C0SZ :
j "5 dz=2zires” =z,

22 z

13.3.Mustaqil yechish uchun topshiriglar:
1. Hisoblang'

1 1 ‘
a) reS— b) r S 5 V) es s s 25.g) ESEW'

2. Barcha chekli maxsus nuqtalardagi goldiglarni hisoblang:

1 z° 1 sinzz
2) z+2° ) 1+z)°*° V) (22 +1)° D -y (z-1°

3. Integralni hisoblang (musbat, ya’ni soat strelkasiga teskari yo’nalish olingan):

e Ry B ot I

e (Z7D) (z-3)*" “3(2—1)(2—2) 21 sz -
13. Funksiyaning ajralgan maxsus nuqtalaridagi goldiglarni hlsoblang.
z-sinz Al sin2z
. f(2)= . f(z)= : . ()= . . = ,
a. 1) 1-¢’ b. 1(2)= v. 1) (1+2)" 9. 1@ (z+1)°
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2

7

1-¢? 1. Z .
d. f(z2)= e f()=2°sin= j. f(2)=————. 7. f(2)=2%*sin—.
(2) z° @ ;] @ (z-2)(z* +1) @ z+1
1
. sinz ctgz 1-sinz ze
L f()=—>°- . kf(@)=-. I f(2)= . N f(2)= .
(2) (z—7)(z+9) @ 7° (2) tgz (2) 1-e’
3
0. f(2)= z°shz _
1-cosz

5. Funksiyaning z =oodagi qoldig’ini hisoblang

a. f(z2)= zcosl,
z

b. f(z):?lzcos%, v. f(z)=

z .1
—-Sin—.
z°+1 Z

2r
1. 1= I R(cosg,sing)de ko’rinishdagi integrallarni hisoblash.
0

2. 1= j R(x)dx ko’rinishdagi integralni hisoblash.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar:

Qoldiglar nazariyasining aniq integrallarni hisoblashga

tadbiqgi, rasional funksiyaning integrali, Jordan lemmasi, logarifmik qoldiq, argument

prinsipi, Rushe teoremasi.

Darsning tarkibiy gismlari
1. Tashkiliy qism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga

tayyorgarlik holati) 5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.
3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni

Darsning nazariy asoslari

Faraz gilaylik chekli

[a,b] oraligda hagigiy f(z) funksiya berilgan bo’lib,

b
jf(x)dx Riman integralini hisoblash talab qilinsin. Buning uchun shunaqa bo’laklari

sillig yuqori yarim tekislikda yotuvchi C qo’shimcha chiziq olamizki, CU[a,b] chiziq
biror chegaralangan bir bog’lamli D sohaning chegarasidan iborat bo’lsin. f(z)
funksiyani [a,b] kesmadan D sohaga shunday davom ettiramizki, natijada f(2)
yakkalangan maxsus a,,a,,...,a, € D nuqtalardan tashqari D da regulyar bo’lsin. Shu
soha va f(z) funksiya uchun qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasini qo’llasak, u

holda
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j f(2)dz = 27zizn:2reas f(2) (14.1)

=1 7%

munosabatni olamiz. Bu yerdan

T f (x)dx + j f(z)dz = 2;zizn:2rgs f(2). (14.2)

b

Agar jf(z)dz integralni bevosita hisoblash yoki jf(x)dx integral bilan ifodalash
C

a

b
imkoniyati mavjud bo’lsa, u holda j f (x)dx integralni hisoblash masalasi yechiladi.

Agar (a, b) interval cheksiz bo’lsa, u holda kengayib boruvchi qo’shimcha
shunaqa bo’lakli silliq chiziglar oilasini olish lozimki, limitga o’tgan taqdirda (a, b)
interval hosil bo’lgan sohalar chegarasining bir qismi sifatida paydo bo’lsin. Agar
(a,b) = (—0,) bo’lsa, u holda (14.2) ga o’xshash

T f (x)dx+ j f(z)dz= 27zii res f (2) (14.3)

k

formulani olamiz. Agar bu yerda N,- o markazli R radiusli yugori yarim aylana bo’lsa
va f(z)=F(z)e” ko’rinishga ega bo’lsa, u holda berilgan integralni hisoblash uchun

lim J'F(z)e”Zdz ni hisoblash kifoya. Ko’p hollarda lim J' F(z)e”dz=0 (1>0) munosabatni
Cr Cr

R—w
ko’rsatish uchun quyidagi Jordan lemmasidan foydalaniladi.
14.1-Jordan lemmasi. Agar g(z) funksiya C_ :[z|=R,, Imz>-a aylana yoylarida
n—wo(n—>wo R, —w) da nolga argz ga nisbatan tekis intilsa, ya’ni V& >0 uchun
shunaga n,(s) nomer topilib, ¥n>n, uchun |g(z)l<¢ vzeC, bo’lsa, u holda vi>0
uchun lim Ig(z)e”zdz:o bo’ladi.
Cry

Jordan lemmasini aylanalar yoylari oilasi uchun quyidagicha bayon gilish mumkin.
14.2-Jordan lemmasi. Agar g(z) funksiya C., :|z|= R, Imz > —a aylanalar yoylari

oilasida R — o da argz ga nisbatan nolga tekis yaginlashsa, u holda VYA >0 uchun
lim [ g(2)e"dz =0
CR

R—o

bo'ladi.
14.2.Namunaviy yechilgan misollar

edz

L—1

14.1-Misol 31 | = jl

|z|=4
Yechish. Avval integral ostidagi funksiyaning maxsus nugtalarini topamiz, ya'ni
(z-7)’=0, z=n.

- Integralni hisoblang
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Bu nugta |z|= 4 aylana ichidagi sohada yotadi. z = ~ uch karrali qutb ekanligidan bu
nuqtadagi goldig quyidagicha topiladi:

mﬂmF1Mﬁﬂﬂm2ﬂkimgﬂﬂ
Endi e" funksiyadan 2 marta hosila olsak,
(eiZ)” = (Ie|2) — | . ieiz - _eiz

bo'lib,
rest (2) .. = 5 (-€).
Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasiga ko'ra,
- 1 iﬂ' - iﬂ' - - - -
| =2 E(—e )=—n-e" =—za(cosxz +isinrz) = .

z7%dz
sinzcosz

14.5-Misol. 321 = { . integralni hisoblang.

[z]=

Yechish. Integral ostidagi funksiyaning maxsus nugtalarini aniglaymiz:
sin’zcosz=0, z=7K, z :%sz, keZ

Bundan fagat z=0 nuqgta |z|=1 bilan chegaralangan sohada joylashgan. Demak,
z =0 nugtadagi goldigni hisoblaymiz. Buning uchun avval
sin’z
Z2
funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

3 5 2 4

z° z 3 A 3
sin'z_ gt 5 ) 2 - 3t s Z(l_uii_kfj.+ )?
2 z? - z? 3t 51 77
U holda integral ostidagi funksiya quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
f(z)= 5 %1 .
z(1—5—4»57+ )?cosz
31 5!

Ko'rinib turibdiki, z=0 oddiy qutb. Demak goldig quyidagicha topiladi:

1
resf (2) |, = limlzf ()] = lim - 7 |=1.
(1—44~+—7+ )?cosz
3! 5!
demak, goldiglar nazariyasining asosiy teoremasiga ko'ra

| =27 -resf (2) |,-,= 2.
_ T dx
(P41

Yechish. Ma'lumki, agar z = nuqta f(z) funksiya uchun kamida ikki karrali nol
bo'lsa

14.3-Misol 33
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T f (x)dx
xosmas integral quyidagi formuIaS/ordamida hisoblanar edi:
T f ()dx= 2703 Yest (2)],-, .
k=1

bunda a ,k=12,..,n sonl_ar f(z) funksiyaning yuqori yarim tekislikdagi maxsus
nuqgtalari. Shunga ko'ra yuqoridagi integralni hisoblaymiz. Avval integral ostidagi
funksiyaga mos

_ 1
M= (2% +1)°
funksiyani tuzib olamiz. Ko'rinib turibdiki. z =-i va z,=i nuqtalar f(z)

funksiyaning uch karrali qutb maxsus nuqtalari va z,=i yuqori yarim tekislikda
joylashgan. Demak. shu nugtadagi qoldigni hisoblaymiz:

1 (z—i) 1. d*| 1 |_
resf (2) = E'Z'ﬂ?dT{( +1)} E'z'ﬂ?dT{(uif}

_ll dz 12 :_ii
2190427 | T (22+1F | 16
Demak,
° . 3.._3
f(x)dx =27 -(-—=i) = 7.
J;(x)x 7z|(16|) 871
14.4-Misol. 341 = Tzei integralni hisoblang.
X" —2ix—2

—00

Yechish. Ma'lumki, agar f(z)=F(z)e™ ko'rinishda va z—>x F(z)—>0 bo'lsa,
Jordan lemmasi va goldiglar nazariyasining asosiy teoremasiga ko'ra
Tf(x)dx
xosmas integral quyidagi formula_yordamida hisoblanar edi:
j f (x)dx = Zeresf (2) |, (1)
bunda a, ,k=1,2,..,n sonlar f(2) funk3|yan|ng yuqgori yarim tekislikdagi maxsus
nuqtalari. Shunga asosan yugoridagi misolni hisoblaymiz.

f(z) _ eiz

7* - 2iz-2
funksiyani tuzib olamiz. Bunda
1
F(z)= ———
@)= 7° - 2iz-2

funksiya Jordan lemmasining shartlarini ganoatlantiradi. f(z) funksiyaning maxsus

nuqtalarini topamiz:
2 -2iz-2=0, z,=1+i, z,=-1+i
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ildizlarga ega bo'lamiz. Bu nugtalarning har ikkalasi ham oddiy qutb va yugori yarim
tekislikda  joylashgan. Shu sababli har ikkala nugtalardagi  qoldigni
hisoblaymiz.Omm6ka! UcTouHUK cchbUIKH He HalieH. ga ko'ra

eIZ e i-1 e i-1

res":(z)|z:z_—-|zz ==,
2221 71 2+42i-2i 2
iz —i-1 —i-1
reSf (Z) |z=z = ¢ . |z=z = ¢ . . __e )
2221 72 —-2421-2i 2
Demak
(et et 2xife-et) 27
| = 27| —— == =
2 2 e 2 e
27
14.5-Misol .35 | = I dx , (0< p<1) integralni hisoblang.

+ 1—-2pcosx + p?
Yechish. Ushbu misolni hisoblash uchun e* = z almashtirish olamiz. U holda

dz=e"idx, dx= a
iz’

e =cosx+isinx, e ™ =cosx—isinx:

_e*ve™ P41 . et-e™ 721
COSX = = , sinx= — =
2 21 2i 21z
Ma'lumki, | z|=|e"” |=1 birlik aylanani ifodalaydi. Bulardan esa
dz
| = iz = _} I dz

da1_2p 7° +1, o? i oo P22 —(1+p*)z+p

227

kelib chigadi. Integral ostidagi funksiyaning maxsus nugtalari z,=p va 22:%

qutblardan iborat. p<1 ekanligidan fagat z, birlik aylanad joylashgan z, esa birlik
aylanadan tashgaridadir. Demak, z, nuqgtadagi goldigni hisoblaymiz:
1 1 1
resf (Z)Iz z 2 2 ,lz:z = 2 |z:z :2—
1 [pZ —(A+p)z+pl "t [2pz-(1+p7)] "t p°-1
Demak, qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasiga muvofiq
_ 2z
'= _T p* -1 1- p®

14.3.Mustaqil ishlash uchun topshiriglar:

1. Berilgan aniq integrallarni hisoblang:

2z

2z
de de
a) [ —do.b) [0 v [P q)
£1+35'n¢7 £3+sm(p -([(5+3S|ng0)2 -[4+c05¢
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2. Xosmas integrallarni hisoblang:

x2dx x> +1 dx
)I(x+1)(x+9) b)£x+dxv)j g)'f
3. Integralni hisoblang:

T (X +1)smx x®sinx XCOSX (x— 1)e'X
a
) J.x +2x+2 b) J.x +5x%° +4 V) I 2x+10 x-9) J. 2x+2
4. Ko’rsatilgan sohalarda tenglamaning 11dlzlar1 sonini toping:
a) 22°-2°+3z°-z+8=0  (z|<1). b) z*-3z+1=0 (z<2).

V) 22* -5z+2=0 (z|<1). Q) °-12z+2=0 (7<2)

(x +1)

14. Qoldiglar nazariyasidan foydalanib integralni hisoblang.

1 2 . o1
zsin zdz zcosjdz 2% sin’=dz
e 2ie ¥ Al
1= 2=t =3 =3
3
14. fzsm—dz 6. § z4dz 7. §zcos—dz 8. Efsinidz
j2i=2 1 = 2 1 g 21 da 2+l
ctgzdz e‘dz
Q. 10. ¢ tgzzdz 11. ¢z —dz 12. —_
|Zi§=1 z |zingﬂ |Zi§l1 sin |z—i|=124+222+1
1
2 2 2 3.5
13. §$ bunda C chiziq x®+y® =3¢ dan iborat. 14. § zerdz
Y-+ 115
114. § sm;zzdz.
i 272

6. Qoldiglar nazariyasidan foydalanib, quyidagi xosmas integrallarni hi soblang.

00

dx ©odx K x“dx
1 [ X Y 3. .
-[O (x* +4x+13)* J- (x?+1)° -[O (x* + 6% +25)°

—0

© 4 < 6 T ’
4. J’X—dx (a>0p>0). 14. J‘X—dx (a>0). 6._[ X dx

Y (@a+bx?)*’ J(x*+at)? S+ +1)
_ o 2 @ Zd
J'(X x+2)dx .j—zx_dx . 9.[—4)( X (ko'rsat
x*+10x2+9 (X* +4ix-5) o X+ X" +1
Toxfdx 1% x%dx

ma: S|
£x4+x2+1 27 x*+x*+1

)
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o0

10. | dx

11.
(X +a’)(x*+b%)’

(a>0).

< X
(a>0b>0). P
-([(x2+a2)3

7. Qoldiglar nazariyasi va Jordan lemmasidan foydalanib, quyidagi xosmas
integrallarni hisoblang. hi soblang.

o0 ide
L[ =2
J; X? —2ix—2

R "dx
2. [
-[0 x? —2ix+10

3 T x%e™dx
S (x*+6x2+25)°

2ix
I (x+2)3|n2xdx (ko' rsatmaj (x+2)e ™ dx _[ (x+2)c052xdx _[ (x+2)5|n 2xdx)
—2X+2 —2X+2 x> —2X+2 —2X+2
14 Tcosmxdx (a>0m>0). (ko'rsatma: Tcosmxdlej cosmxdx)
Teat+xt ' ' Cdat+ext 27 at+x
I dx T xsinxdx 2 x?sinaxdx
6. 23X 7. | =——. 8. | —————
_'[09+x2 _jocx4+x2+1 ;[ (x? +1)?
1)e™dx X COS Xdx 7 e™dx
Q. (x=1)e7dx . 11, | ————.
I —2x+2° _[0 (x* —2x+10)° _-[O(x2+4ix—5)3
© -3ix O 3
12. j (x—3)e™dx 13. I(x;rl)e dx. 14. J-smrznxdx.
—6x+109° ° X°=2x+5 o X(x*+1)
114. stmxdx 14, J-(x 1)cosxdx_
1+ x? —4x+5

8. Qoldiglar nazariyasi foydalanib, quyidagi aniq integrallarni hisoblang.

1 I2+C08¢d J- COSng
4—sing 5 5—sing
2z
3. IB+COS¢d 4.j do -, (0<p<1).
6-sing v 1-2pcosp+p
2z 2z
14. | 9o @>1) 6. jqu), (a>0)b>0).
o a+Cosg a+bcose
2z 2
7. [ =2 3 dp (0<p<1). (ko'rsatma: cos3p va cos2p larni cose va

. 1-2pcos2p+ p’
sing orqali ifodalang.)
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2z T
S (0<p<1) . [215%2y,
1-2psing+p Y 4-sing

0

V4

do
10. | ——, 0).
0 jl+aCOS¢ (@>0)

-

15-amaliy mashg’ulot. Bir yaproglilik tushunchasi, Hosila moduli va argumentining
geometrik ma’nosi. Konform akslantirish, Elementar funksiyalar (chiziqli, kasr-chizigli,
darajali), ko’rsatkichli, trigonometrik, eksponensial, logarifmik, Jukovskiy funksiyalari orgali
konform akslantirish (2 soat)

Dars rejasi:

1. Bir yaproglilik tushunchasi.

2. Hosila modulining geometric ma’nosi.

3. Hosila argumentining geometric ma’nosi.

4. Konform akslantirish.

5. 1,2-tur konform akslantirishlar.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Akslantirish, asli (proobraz), aksi (obraz), bir yaproglilik, bir
giymatli, hosila argumenti, hosila moduli, konform akslantirish, burilish burchagi,
chiziglar orasidagi burchak, cho zilish koeffisienti.

Darsning tarkibiy gismlari
1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga

tayyorgarlik holati) 5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.
3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni
15.1.Darsning nazariy asosi
15.1-ta’rif. Agar w= f(z) funksiya E to plamning turli xil nuqtalarida turli

giymatlar gabul gilsa, unga E fo ‘plamda bir yaprogli deyiladi.
Bir yaprogli w= f(z) funksiya yordamidagi akslantirish 0’zaro bir qiymatli bo’ladi

va bir yaproqgli deyiladi.
15.2-ta’rif. f(z) funksiya z, nugtada bir yaprogli deyiladi, agar bu nugtaning

qandaydir atrofida bir yaproqli bo’lsa.
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15.1-teorema. f(z) regulyar funksiyaning z, = « nugqtada bir yaproqli bo lishi
uchun f’(z,) =0 zarur va yetarlidir.

w = f(z) funksiya z, e D nugtada f'(z,) ( f'(z,) #0) hosilaga ega bo’lsin.
Funksiya hosilasining moduli w = f (z) akslantirishda «cho’zilish» koeffisiyentini
bildiradi (cho’zilishning saqlanishi).

15.3-ta’rif. Agar w= f(z) akslantirish D sohada bir yaproqgli bo’lib, sohaning har
bir nugtasida konform bo’lsa, u D sohada konform akslantirish deyiladi.

Ushbu
_az+b

Ccz+d
ko’rinishdagi funksiyaga kasr-chizigli funksiya (kasr-chizigli akslantirish) deyiladi.
1

15.1-lemma. W= ko’rinishdagi akslantirish ¢, tekislikdagi aylana yoki to’g’ri

chizigni ¢, tekislikdagi aylana yoki to’g’ri chiziqqa o’tkazadi.

15.2.Namunaviy yechilgan misollar

15.1--misol. f(z) = z* funksiyalrni bir yaproglikka tekshiring.

Yechish. ) f(z) =z° funksiyani qaraylik. Bir yaproqlilik ta’rifidan agar z{ = z5
bo’lsa, bundan

2, =2, Yoki Z; =—-1,.

tenglik bilan bog’langan ikki nugta koordinata boshiga nisbatan simmetrikdir.
f (z) = z° funksiya 0 nuqgtaga nisbatan simmetrik bo’lgan nuqtalar juftini saglamaydigan
D sohada bir yaproglidir. Xususiy holda f (z) = z* funksiya Imz >0 yuqori yarim
tekislikda bir yaproqli bo’ladi.

15.2--misol. f(z)=¢* funksiyalarni bir yaproglikka tekshiring.
Yechish. f(z)=e* akslantirish bir yaproqli bo’lishi uchun D soha
qanoatlantirishi kerak bo’lgan shartni topamiz. Agar e* =e%, ya’ni e* 2 =1,
2y —2, = 2Kz (k=0, £1, +2, --) (15.1)
Bu akslantirish bir yaproqli bo’lishi uchun D soha (15.1) shartni
ganoatlantiruvchi turli xil nugtalar juftini saglamasligi zarur va yetarlidir. Xususiy
holda, f(z)=e¢* funksiya gorizontal a<Imz<b, 0<b-a<2r yo’lakda bir yaproglidir.
15.3-misol. ¢, tekislikdagi 1; i; -1 nugtalarni mos ravishda ¢, tekislikdagi
1; 0; —1 nuqtalarga akslantiruvchi kasr-chizigli funksiyani toping.
Yechish. Kasr-chizigli akslantirishning 5%-xossasida keltirilgan
W—W, W, =W, Z-Z Z3-1
W-W, W,—W, 2-2, Z,-2,

tenglikda
lel, 22:i, 232_1
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w,=-1, w, =0, w; =1
deb topamiz:
w-(-1) 1-0 _z-1 -1-i . _2Z2-1
w-0 1-(-1) z-i -1-1 zi-1

Demak, izlanayotgan kasr chizigli funksiya

Z-i
W:_—
zi-1
bo’ladi.
15.4--misol. Kompleks tekislik ¢, da z,=1+i nugta uchun ushbu {zecC, :|z|=1}
aylanaga nisbatan simmetrik bo’lgan nugtani toping.

Yechish. Izlanayotgan nuqgtani z; deylik. Bu nugtani topishda

r2

Z, -2, =
1 0 Zl _ Zo

formuladan foydalanamiz. z, =0, r =1 ekanligini e’tiborga olib

-t

Yo
bo’lishini topamiz. Demak,

. 1 1 1 .
Z, 1+i 1-i 2 2

ekan.

15.3.Mustaqil ishlash uchun topshiriglar

1. a) w=1-2iz akslantirishda |z -1 <2 doiraning aksini toping.

b) w=% akslantirishda |z-1 <2 doiraning aksini toping.

V) w:% akslantirishda Rez <1 yarimtekislikning aksini toping.

0) w=i%§ akslantirishda p={z:[z/<1 Imz >0} sohaning aksini toping.

2. w=2z? akslantirishda quyidagi sohalarning aksini toping.

a) Imz>0.D) Rez>0.V) [z<1, 57”<argz<37”. 9) <2 O<argz<%.

3. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi w(z) kasr-chizigli funksiyani toping:
a) w(0)=4, w(l+i)=2+i, w2i)=0. D) w(0)=0, wil+i)=2+2i, w(2i)=4.

V) w(i) =2, w() =1+i, w(-i)=0. g) w(i) =0, w(o) =1, w(—i) =o0.

Javoblar:
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1. a) w-1+2i<4.b) [w-2>4.v)jw-3>1. g)—%<argw<0.

2. a)we[0, +o]. bywe[-oo, 0]. V) [w<1, %<argw<;z g)wi <4, Imw>0.

3. a)w=2iz+4, |w-2<2. b) W:Z—Z, w-2>2. v)w:(1+i)z—+i, w-1>1.
z-1 z-1

0) sz—_!, Imw>0.
Z+i

4.Quyidagi funksiyalar qavs ichida ko’rsatilgan sohada bir yaproqli bo’lishini
aniqglang:

1.a) f(z)=2? (D:{1<|z|<2,0<argz<37”}).b) f(z)=z+%(D: 2] <1).
V) f(z)=e’ (D:[z[<4). Q) f(Z)=Z+%(D: lz—i|<+/2).

Bir yaproqlilik tushunchasi, Hosila moduli va argumentining geometrik ma’nosi. Konform
akslantirish, Elementar funksiyalar (chizigli, kasr-chiziqli, darajali), ko’rsatkichli,
trigonometrik, eksponensial, logarifmik, Jukovskiy funksiyalari orgali konform akslantirish. (2

soat)

Dars rejasi:
1. Darajali funksiya orgali konform akslantirish.
2. Jukovskiy funksiyasi orgali konform akslantirish.

Mavzu bo’yicha adabiyotlar: [3], [4], [9], [13], [14]

Tayanch iboralar: Darajali funksiya, Jukovskiy funksiyasi, konform
Akslantirish doirani doiraga, nurni nurga akslantirish.

Darsning tarkibiy gismlari

1. Tashkiliy gism (salomlashish, davomatni aniglash va auditoriyaning darsga
tayyorgarlik holati) 5 minut.

2. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash, uy vazifalarini tekshirish 20 minut.

3. Yangi mavzuning bayoni 50 minut.

4. Uy vazifalarini berish 5 minut.

Dars bayoni
15.1.Dartsning nazariy asosi.
Ushbu
w=z" (15.1)
ko’rinishdagi funksiya darajali funksiya (akslantirish) deyiladi, bunda n -natural son.
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(15.1) funksiya butun C kompleks tekislikda regulyar, n>1 va z=0 bo’lganda
uning yordamida bajariladigan akslantirsh C\ {0} to’plamning har bir nugtasida konform

akslantirish bo’ladi.
()
W==—|z+—
2 A

Ushbu
ko’rinishdagi funksiyaga Jukovskiy funksiyasi deyiladi.

15.2.Namunaviy myechilgan misollar

15.1--misol. Ushbu w = z* darajali funksiya yordamida C, tekislikdagi
EZ{ZECZ :0<argz<Z}

to’plamning C, tekislikdagi aksini toping.
Yechish. Berilgan E to’plamni

T T
E=372eC, argz="—}= =—0<r<+
{E SR 4} {(’) 4 OO}

W(E)={WECW:l//=3~%,0<p<+oo}:

deb,

={WeCW :argw=3-%}

bo’lishini topamiz.
15.2-misol. Jukovskiy funksiyasi yordamida C, tekislikdagi

I:{ZECZ:Zzl,Sf<argz<7f}

yoyning aksini toping.
Yechish. Ravshanki,

l=4zeC :\z\=1,51<argz<7—ﬂ == r=15—”<¢<7—ﬂ
’ 4 4 4 4

Jukovskiy funksiysi xossalaridan uning haqiqiy va mavhum gismi uchun quyidagi
tenglikni olamiz:

:;(r+1)c05¢7:c05¢ v:l(r—l)singozo.
r

Agar 5; <p< 7;[ bo’lganda - £ <COSQ < —— f bo’lishini e’tiborga olsak,
W(|):{ £<u<£v 0} [ (IJ
2 2 2

ekanini topamiz.
15.3.Mustagqil ishlash uchun topshiriglar:
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1. w=%(z+%) funksiya orgali akslantirishda quyidagi chiziglarning aksini toping:
a) [z/=1 Imz>0. b) [7/=2. V) \z\=%. g) argz=7.
2. w:%(z%) akslantirishda quyidagi sohalarning aksini toping:

a) |>2.b) \z\<%.v) %<argz<37”. ) |z <1 O<argz<%.

3. w=e? funksiya orqali akslantirishda o sohaning obrazini toping:

a)D: {-r<Iimz<0}. b) D: {l<x}. V) D: {z<72[}. 9) lf<1 0<argz<7.
Javoblar:

162162

1. a) Imw=0, —-1<Rew<l1. b) EV =1 (Uu=Rew, v=Imw).

V) 16 2 +gl—6

o~ vZ=1 (u=Rew, v=Imw). Q) u2_v2=%, u>0 (U=Rew, v=Imw).

2. a)16 2+%v >1 (u=Rew, v=Imw). b) EUZJF%V >1 (u=Rew, v=Imw).

V) u?-v <% (u=Rew, v=Imw). Q) —E<argw<0.

3.a) Imw<0. b)we[—o, 0]. V) Rew>0. g) |w >1, we[l, + o).
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11. Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi fanidan talabalar mustaqil
ishini tashkil gilish bo’yicha
ISHLANMA
Mustagqil ishni tashkil etish va nazorat qilish

Kadrlar tayyorlash milliy dasturining asosiy talablaridan biri tayyorlanayotgan mutaxassislarning
chuqur nazariy va amaliy bilimlarga ega bo’lishi bilan bir qatorda 0’z sohasi bo’yicha mustagqil faoliyat ko’rsata
oladigan, o’z bilimi va malakasini mustaqil ravishda oshirib bora oladigan, sohasi bo’yicha muammoli
vaziyatlarni to’g’ri aniqlab, to’g’ri tahlil qilib, to’g’ri qaror qabul gila oladigan, bozor iqtisodiyotining
o’zgaruvchan sharoitiga tez moslasha oladigan, masalaga ijodiy yondashadigan shaxslar bo’lib yetishishidir.

Ikkinchi tomondan, har qanday soha bo’yicha axborot va bilimlar doirasi tez sur’atlar bilan
kengayib borayotgan hozirgi sharoitda hamma ma’lumotlarni faqat dars mashg’ulotlari paytida berib
bo’lmaydi.

Uchinchidan, tajriba ko’rsatadiki, talaba mustaqil ravishda shug’ullanganda va o’z ustida
ishlagandagina bilimni chuqur o’zlashtirishi mumkin. Mustaqil ta’lim jarayonidagina talabalarning
asosiy bilim, ko’nikma va malakalari shakllanadi, ijodiy ishga qiziqish paydo bo’ladi, mustaqil faoliyat
ko’rsatish qobiliyati rivojlanadi. Shu sababli talabalarning mustaqil, o’qituvchilarning bevosita
ishtirokisiz ta’lim olishlarini rejalashtirish, tashkil qilish va amalga oshirish, buning uchun barcha
zaruriy imkoniyatlarni yaratish oliy ta’limning asosiy vazifalaridan biri hisoblanadi. Qolaversa, dars
mashg’ulotlari ham shunday tashkil qilinishi kerakki, talabalarni o’qitish bilan bir qatorda balki
ko’proq ularni o’qishga o’rgatish, bilim olish yo’llarini ko’rsatish, mustagqil ta’lim olish uchun
yo’llanma berish masalasi o’qituvchilarning diqqat markazida tursin.

Mustaqil ta’lim talabaning kafedra (o’qituvchi) tomonidan muayyan fan bo yicha belgilangan
topshiriglarni o qituvchining rahbarligida, lekin uning bevosita ishtirokisiz bajaradigan rejali ishidir.

Mustaqil ta’limni asosiy vazifalari quyidagilardan iborat:
- bilimlarni chugurlashtirish va kengaytirish;
- ijodiy faoliyatga gizigishni shakllantirish;
- ta’lim olish usullarini egallash;

- tushunish va fikrlash gobiliyatini rivojlantirish.

Talabada o’z qobiliyati va aqliy imkoniyatlariga ishonch uyg’otish, bosqichma-bosgich mustagil bilim
olishni to’g’ri tashkil gilishga o’rgatib borish lozim. Talabalarning mustagqil ravinda o’zlashtiriladigan bilimlari,
ko’nikmalari mavzular bo’yicha oddiydan murakkabga yo’naltirilib boriladi. Mustaqil ta’limga ko’nika
boshlagan talaba faqat rejalashtirilgan ishlarni bajaribgina qolmay, o’zining ehtiyoji, qiziqishi va qobiliyatiga
qarab, o’zi zarur deb hisoblagan qo’shimcha bilimlarni ham mustaqil ravishda tanlab o’zlashtirishga o’rganib

borishi lozim.

202



Talabalar mustaqil ishlarining shakli va hajmini belgilashda quyidagi jihatlar e’tiborga
olinishi lozim:
- talabalar o’qishining bosqichi;
- muayyan fanning o’ziga xos xususiyati va o’zlashtirishdagi qiyinchilik darajasi;
- talabaning qobiliyati hamda nazariy va amaliy tayyorgarlik darajasi (tayanch bilimi);
- fanning axborot manbalari bilan ta’minlanganlik darajasi;
- talabaning axborot manbalari bilan ishlay olish darajasi.

Mustagqil bilim olishga namuna sifatida quyidagi topshiriglarni keltirish mumkin:

Muammoli ma’ruza matnlari ustida ishlash.

Bunda o’rganiladigan materialning asosiy mazmuni berilib, ayrim holatlar savol tug’iladigan,
munozaraga sabab bo’ladigan tarzda bayon qilinadi. Matnda munozara uchun savollar, maxsus
topshiriglar berilgan. Shuningdek, ma’ruza matnlarini talabadan to’ldirish, aniglashtirish, gayta ishlab
kelish, tahlil qilish, asoslab kelish talab qgilinadigan shaklda tayyorlangan. Ma’ruza matnida albatta
aniq darslik, o’quv qo’llanma va boshqa axborot manbalari, zarur hollarda ulardan foydalanish uchun
ko’rsatmalar mavjud.

Mavzuni mustaqil o’zlashtirish.

Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi fani o’zining o’qitilish xususiyatiga ko’ra boshqa
fanlar uchun tayanch hisoblanadi. Shu magsadda talabalarning bilim darajasi va qobiliyatiga garab
ishchi o’quv dasturida barcha mavzular yuzasidan talabalarga mustaqil ravishda o’zlashtirish uchun
topshiriqlar rejalashtirilgan. Talabalar mustaqil ravishda qo’shimcha o’quv adabiyotlardan ushbu
mavzuni konspektlashtiradi, tayanch iboralarning mohiyatini ochib berish va ular o’rtasidagi
bog’liglarni aniqlashtirishga asosiy urg’u bergan holda 0’z-0’zini tekshirish savollariga ham javob
tayyorlaydilar. O’zlashtirish qiyin bo’lgan, tushunmagan joylar yoki adabiyotlarni topish,
konspektlashtirish, mavzuni tizimli bayon etish usullari bo’yicha kafedrada doimiy konsultasiya berish
vaqti va o’qituvchisi belgilangan. Talaba mustaqil o’zlashtirilgan mavzusi bo’yicha tayyorlagan
mustaqil ishini kafedrada komissiya ishtirokida bo’sh vaqtda himoya qiladi.

Mustaqil ta’lim mavzulari:

Mustaqil ta’lim uchun tavsiya etiladigan mavzular:

1. Stereografik proyeksiya.
2. Kasr chizigli funksiyalar yordamida bajariladigan akslantirishlar.
3. Garmonik funksiyalar

4. Jukovskiy funksiyasi, darajali va ko’rsatkichli funksiyalar.
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5. Trigonametrik funksiyalar yordamida bajariladigan akslantirishlar.
6. Koshi tipidagi integral.
7. Chegirmalar (goldiglar) yordamida xosmas integrallarni hisoblash
Mustaqil ta’limni bajarish uchun ko'rsatma.
1-mavzu: Stereografik proyeksiya.

Talaba ushbu mavzu orgali kompleks sonlar va ular ustida amallar. Kompleks
sonning ko’rsatkichli va trigonometrik ko’rinishi. Kompleks sondan ildiz chiqgarish.
Kompleks sonlar ketma-ketligi. Soha va egri chizig tushunchasi. Kompleks
o’zgaruvchili funksiya. Differensillanuvchi funksiya. Analitik funksiya. Koshi- Riman
shartlari. Hosilaning geometrik ma’nosi. Ba’zi elementar funksiyalarni konform
akslantirish. Elementlar funksiyalar. Kompleks o’zgaruvchi bo’yicha integral. Koshi
teoremasi va uning umumlashmasi. Koshining integral formulasi. Garmonik va qo’shma
garmonik funksiyalar. Morera teoremasi. Liuvill teoremasi.

Qo’llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim. Bingo, blis, nilufar

guli, menyu, algoritm, munozara, o z-o zini nazorat.

Adabiyotlar: 1, 2, 3, 4

2-mavzu: Kasr chizigli funksiyalar yordamida bajariladigan akslantirishlar.

Talaba ushbu mavzu orqali tekis yaginlashuvchi kompleks funksiyalar gatori.
Veyershtrass teoremalari. Darajali qatorlar. Teylor gatori. Koshi tengsizligi va Liuvill
teoremasi. Analitik funksiyaning nollari. Yagonalik teoremasi.

Qo’llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim. Bingo, blis, nilufar
guli, menyu, algoritm, munozara, o ’z-o ’zini nazorat.

Adabiyotlar: 1, 2, 3, 4

3-mavzu: Garmonik funksiyalar

Talaba ushbu mavzu orqali tekis yaginlashuvchi kompleks funksiyalar gatori.
Veyershtrass teoremalari. Darajali gatorlar. Teylor gatori. Koshi tengsizligi va Liuvill
teoremasi. Analitik funksiyaning nollari. Yagonalik teoremasi.

Qo’llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim. Bingo, blis, nilufar

guli, menyu, algoritm, munozara, o z-o’zini nazorat.
Adabiyotlar: 1, 2, 3, 4

4-mavzu: Jukovskiy funksiyasi, darajali va ko’rsatkichli funksiyalar.

Talaba ushbu mavzu orgali elementar funksiyalarni haqiqiy o’qdan kompleks
tekislikga davom ettirish. Analitik davom ettirish. Riman sirti.

Qo’llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim. Pog ona,
gadamba-gadam metodi, Venn diagrammasi, T-sxemasi, o z- o zini nazorat.
Adabiyotlar: 1, 2, 3, 4
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5-mavzu: Trigonametrik funksiyalar yordamida bajariladigan akslantirishlar.

Talaba ushbu mavzu orgali elementar funksiyalarni haqiqiy o’qdan kompleks
tekislikga davom ettirish. Analitik davom ettirish. Riman sirti.

Qo’llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim. Pog ona,
gadamba-gadam metodi, Venn diagrammasi, T-sxemasi, o 'z- o0 zini nazorat.
Adabiyotlar: 1, 2, 3, 4

6-mavzu: Koshi tipidagi integral.

Talaba ushbu mavzu orgali soha va egri chizig tushunchasi. Kompleks
o’zgaruvchili funksiya. Differensillanuvchi funksiya. Analitik funksiya. Koshi- Riman
shartlari. Hosilaning geometrik ma’nosi. Ba’zi elementar funksiyalarni konform
akslantirish. Elementlar funksiyalar. Kompleks o’zgaruvchi bo’yicha integral. Koshi
teoremasi va uning umumlashmasi. Koshining integral formulasi. Garmonik va qo’shma
garmonik funksiyalar. Morera teoremasi. Liuvill teoremasi.

Qo’llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim. Bingo, blis, nilufar
guli, menyu, algoritm, munozara, o z-o’zini nazorat.
Adabiyotlar: 1, 2, 3, 4

7-mavzu: Chegirmalar (qoldiglar) yordamida xosmas integrallarni hisoblash

Talaba ushbu mavzu orqali bir giymatli xarakterdagi yakkalangan maxsus
nuqtadagi goldig. Qoldiglar nazariyasining asosiy (Koshi) teoremasi. Qoldiglar
yordamida aniq integrallarni hisoblash.

Qo’llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim. Ma'ruza, namoyish
etish, savol-javob, "Bumerang", "Klaster", "Blis-so ‘rov", "Fikrlash xaritasi", "Veer", Charxpalak,
B.B.B jadvali, kichik guruhlarda ishlash metodlari.

Adabiyotlar: 2, 3, 4,5, 6

O‘ZLASHTIRISH NAZORATI:
Matematik analiz fanining mustaqil ish bo‘yicha talabalar bilimini baholash mezonlari
Mustagqil ishni baholash (MB)

Talabalarni mustaqil ishlarini baholash har bir mustaqil ish mavzusini yakunlab
topshirilgandan keyin amalga oshiriladi. Mustagil ta'lim jarayonida ajratilgan topshiriq
ishlarni viloyat, filial kutubxonalari yoki internetdan topib o‘qiydi va qisqacha
mazmunini qayd etib boradi hamda ko‘rsatilgan shakllarda tayyorlab topshiriladi.
Talaba tayyorlagan mustaqil ishini o‘qituvchiga himoya qilib topshiradi va har bir
mustaqil ish uchun ball to‘plab boradi (maksimal ball 20 ball). Shu tariqa, talaba har bir
mustaqil ishini baholashda quyidagicha ball to'plashi mumkin:

Mustaqil ishni baholashga qo’yiladigan talablar Ball
1 Mavzuning yoritilishi: 7
a) mavzuning keng yoritilishi
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b) kutubxona

va

foydalanganligi
c) Teoremalarni to‘liq isbotlab berishi
d) mavzu bo‘yicha kamida misol va masasalar yechish

internet

ma’lumotlaridan

Savollarga og’zaki javob: 8
a) berilgan barcha savollarga javob berish
b) qisman xatoga yo’l qo’yish
¢) qisman to’g’ri javob berish

Jami 15

Semestrlar bo'yicha mustagil ish uchun talabalar bilimini nazorat qilish turlari

Semestr Nazorat turi Soat Maksimal ball Octish ball
1 Mustaqil ish Nel 12 2 1.2
Mustagqil ish Ne2 12 2 1.2
Mustaqil ish Ne3 12 2 1.2
Mustaqil ish Ne4 12 2 1.2
Mustaqil ish Ne5 12 2 1.2
Jami 60 10 6
2 Mustagqil ish Nel 12 2 1.2
Mustagqil ish Ne2 12 2 1.2
Mustaqil ish Ne3 12 2 1.2
Mustagqil ish Ne4 12 2 1.2
Mustaqil ish Ne5 12 2 1.2
Jami 60 10 6
Har bir mustagil ishni baholash mezoni
Qonigqarsiz Qonigarli Yaxshi A’lo
(0-59%) (60-69%) (70-89%) (90-100%)
Ballar
0-1.1 1.2-1.38 1.39-1.78 1.8-2
Mavzu deyarli Mavzu keng Mavzu keng Mavzu keng
yoritilmagan, yoritilmagan, yoritilgan, yoritilgan,
kutubxona va kutubxona va kutubxona va kutubxona va
internat internat internat internat
ma’lumotlaridan ma’lumotlaridan ma’lumotlaridan ma’lumotlaridan
noto’g’ri gisman gisman keng foydalanilgan,
foydalanilgan, foydalanilgan, foydalanilgan, mavzu yuzasidan
mavzu yuzasidan mavzu yuzasidan mavzu yuzasidan | qo‘shimcha misollar
go‘shimcha misollar | qo‘shimcha misollar | qo‘shimcha misollar | to‘g‘ri ishlangan.
ishlanmagan. gisman to‘g‘ri qisman to‘g‘ri Mustaqil ish
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Mustagqil ish
bo‘yicha o‘g‘zaki
savollarga umuman

ishlangan. Mustagqil
ish bo‘yicha
o‘g‘zaki savollarga

ishlangan. Mustaqil
ish bo‘yicha
o‘g‘zaki savollarga

bo‘yicha o‘g‘zaki
savollarga to‘liq
javob berilgan

to’g’ri javob xatoga yo‘l deyarli to‘liq javob
berilmagan qo‘yilgan berilgan
“Matematik analiz” fani bo‘yicha talabalar bilimini baholash va nazorat mezonlari
Ajratilgan ballar
Ne | Nazorat turlari Nazorat shakli _ ]
Eng yuqori ball Umumiy ball
_ Amaliyot mashg‘ulotda
1 Joriy nazorat ) o 20 20
talabaning faolligi
Yozma ish yoki 10
2 Oraliq nazorat Test 30
Mustagqil ish 20
3 Yakuniy nazorat | Yozma ish yoki 50 50
Test
Jami 100 100
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12.1. Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi fanidan nazorat ishlari
ishlanmasi

1. Joriy va oraliq baholash uchun variant namunalari

Variant Nel
1. Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Kompleks sonning geometric va
trigonometrik tasviri.
2. Kompleks giymatli funksiyaning uzluksizlik va tekis uzluksizlik tushunchalari.

Kantor teoremasi
2

integralni hisoblang.

3. Koshining integral formulasi yordamida T
Z°+

|z|=2

-5
4. (1+ i){Z—i?j kompleks sonning moduli va argumentini toping.

Variant Ne 2
1. Ketma-ketlikning limitik nugtasi. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.
2. Darajali gatorlar. Abelning birinchi teoremasi va Koshi-Adamar formulasi.

z3dz
(z+ i)3

3. Integralni hisoblang _[

|z|=3
4. 7° = -2+ 2i tenglamaning barcha yechimlarini toping.

Variant Ne3
1. Limitlar nazariyasining asosiy teoremalari. Koshi kriteriyasi.
2. Ko’rsatkichli, trigonometrik va giperbolik funksiyalar. Eyler formulalari.
ZS

4

dz integralni

3.Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasidan foydalanib j

|2]=2

hisoblang.

+57

- 2007 2
4, (' +1 j kompleks sonning hagiqiy va mavhum gismini toping.
>+
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Variant Ne4
1. Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri. Cheksiz uzoglashgan nuqgta.
2. Oddiy kontur uchun Koshining integral teoremasi.
1

3. z =0 nuqgtaning atrofida regulyar va f(%} = f(— ﬁj = —% shartni

ganoatlantiruvchi f(z) funksiya mavjudmi?

4. f(2)= funksiyani z =0 nuqta atrofida Teylor gatoriga yoying.

1472+ 22

Variant Ne 5
1. Sonli gatorlar. Qatorlar ustida amallar.

2. Bir bog’lamli soha uchun Koshining integral formulalari.

3. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasidan foydalanib j szz dz integralni

|2=2

hisoblang.
4. |Imz| <1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi kompleks tekislikdagi barcha nugtalar

to’plamining geometrik talqinini bering.

Variant Ne 6
1. Funksional gatorlar. Qator tekis yaginlashishining yetarli sharti.

2. Regulyar funksiyaning ajralgan maxsus nugtalari. Qutb va muhim maxsus
nuqtalar.
3 [Im(z - 2i)| <3 tengsizlikni ganoatlantiruvchi kompleks tekislikdagi barcha

no’ktalar to’plamini geometrik talqinini bering.

+143

-2011 3
4. ['I :11] kompleks sonning hagiqgiy va mavhum gismini toping.
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Variant Ne7
1. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni hisoblash formulalari.
2 Darajali gatorlar. Abelning birinchi teoremasi va Koshi-Adamar formulasi.

% |
3. Z;;:n z" darajali gatorning yaginlashish radiusini toping.

n

a } ketma-ketlik

4. Kompleks parametr a ning ganday giymatlarida {1 "
+

yaqginlashadi.

Variant Ne 8
1. Kompleks o’zgaruvchili funksiya va soha tushunchalari.. Jordan chizig’i.

2. Analitik funksiyalarni darajali gatorga yoyish. Morero va Veyershtrass
teoremalari.

n 3 @
3. {zn}:’=1 = {(n_i)l +1i n3n+1} ketma-ketlikning limitik nuqgtasini toping xamda
n=1

yaginlashuvchilikka tekshiring.
4, f(2) :\z\zfunksiya differensialanuvchi bo’ladigan nugtalar to’plamini toping va
hosilasini hisoblang.

Variant Ne 9
1. Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi. Hosila mavjud bo’lishining
zaruriy va yetarli shartlari.

2. Qoldiglar nazariyasini aniq integrallarni hisoblashga tadbiqi. Jordan lemmasi

3. z =0 nuqta atrofida regulyar va f(%) = f(—%) :% (n=1,2,3, ...) shartlarni
ganoatlantiruvchi f(z) funksiya mavjudmi?
=\15
4, 2= 8_ !;17 kompleks sonning hagigiy va mavxum gismlarini toping.
+i
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Variant Ne 10
1.Kompleks o’zgaruvchili funksiyalarning uzluksizlik va tekis uzluksizlik
tushunchalari.
Kantor teoremasi.
2. Bir bog’lamli soha uchun Koshining integral formulalari.

3. Z(—Zn)f”nf’zn darajali gatorning yaginlashish radiusini toping.
=1

4. 7 =(1+i*"° kompleks sonning moduli va argumentini toping.

Variant Ne 11
1. Ko’p bog’lamli sohalar uchun Koshining integral formulalari.

2. Loran gatori. Uning regulyar va asosiy gismi hamda yagonaligi.

3. Koshining integral formulasidan foydalanib j %dez integralni hisoblang.

|z-1)=1

+
3n+5 n’+4
yaqginlashuvchilikka tekshiring.

4, {zn}:zlz{ 2N g 0N } ketma-ketlikning limitik nuqtasini toping hamda
n=1

Variant Nel2
1. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni hisoblash formulalari.
2 Darajali gatorlar. Abelning birinchi teoremasi va Koshi-Adamar formulasi.

2°(z+2)%dz

3. Koshining integral formulasi yordamida Z
(z+12)

integralni hisoblang.

|z-1=3
4, Z n z" darajali gatorning yaginlashish radiusini toping.
n=1 Zn)l
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Variant Ne 13
. Limitlar nazariyasining asosiy teoremalari. Koshi kriteriyasi.
2. Ko’rsatkichli, trigonometrik va giperbolik funksiyalar. Eyler formulalari.

= (n+2)"
~(2n+6)!
4. 7° =—1+i tenglamaning barcha yechimlarini toping.

[HEN

z" darajali gatorning yaqginlashish radiusini toping.

Variant Ne 14
1. Kompleks sonlarning Riman sferasidagi tasviri. Cheksiz usoglashgan nugta.

2. Oddiy kontur uchun Koshining integral teoremasi.

= (3n-1)" _, - : : : .
3. z" darajali gatorning yaginlashish radiusini toping.
;(Gnﬂ)! jali g g yaq ping

idz integralni hisoblang.

4. Koshining integral formulasi yordamida I
|z]=2

Variant Nel5
1. Funksional gatorlar. Qator tekis yaginlashishining yetarli sharti.

2. Regulyar funksiyaning ajralgan maxsus nugtalari. Qutb va muhim maxsus
nugtalar.

= (3n)! . . : . .
3. ; (5n1)? z" darajali gatorning yaginlashish radiusini toping.

zdz

4. Koshining integral formulasi yordamida 3
(z+D(z-2)

integralni xisoblang.
|z+1j=1

Variant Ne 16
1. Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi. Hosila mavjud bo’lishining

zaruriy va yetarli shartlari.

2. Qoldiglar nazariyasini aniq integrallarni hisoblashga tadbiqgi. Jordan lemmasi

< 2n" - ) i ) . i
3. z" darajali gatorning yaginlashish radiusini toping.
; Gnr2) jali g yaq ping

4. z* =1 tenglamaning barcha ildizlarini toping.
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Variant Ne 17
1. Kompleks sonning moduli va argumenti xaqidagi teoremalar. Muavr formulasi.
2. Loran gatori. Uning regulyar va asosiy gismi hamda yagonaligi.
(z+2)sinzdz

3. Koshining integral formulasi yordamida -
(z+1

integralni hisoblang.

[z-1=1

n=l n+1 nd+1

yaqginlashuvchilikka tekshiring.

e} (_1)nn - n3 - - - - -y = - . -
4.4z} = +i" ketma-ketlikning limitik nugtasini toring xamda
n=1

Variant Ne 18
1. Kompleks o’zgaruvchili funksiya tushunchasi. Soha tushunchasi. Jordan
chizig’i.
2. Analitik funksiyalarni darajali gatorga yoyish. Morero va Veyershtrass
teoremalari.

3
3. Koshining integral formulasi yordamida dz integralni hisoblang.
|z]=2
05
4, 7= 81;7 kompleks sonning hagigiy va mavxum gismlarini toping.

Variant Ne 19
1. Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi. Hosila mavjud bo’lishining
zaruriy va yetarli shartlari.
2. Qoldiglar nazariyasini aniq integrallarni hisoblashga tadbigi. Jordad lemmasi

3. z=0 nugta atrofida regulyar va f(%) = f(—%) :—n% (n=1,2,3, ...) shartlarni

ganoatlantiruvchi f(z) funksiya mavjudmi?
4. 7° =1-i+/3 tenglamaning barcha ildizlarini toping.
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Variant Ne 20
1. Limitlar nazariyasining asosiy teoremalari. Koshi kriteriyasi.
2. Ko’rsatkichli, trigonometrik va giperbolik funksiyalar. Eyler formulalari.
ZCoszdz

-1 (z+2)°

4. 7 =1+i*")" kompleks sonning moduli va argumentini toping.

3. Koshining integral formulasi yordamida

integralni hisoblang.

Variant Ne 21
1. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasi. Qoldiglarni hisoblash formulalari.
2 Darajali gatorlar. Abelning birinchi teoremasiva Koshi-Adamar formulasi.
(z+2)sinzdz

3. Koshining integral formulasi yordamida -
(z+1

integralni hisoblang.
|z-1|=1
(1_ i)15
4, 7= G kompleks sonning hagiqiy va mavxum gismlarini toping.
+1i

Variant Ne 22
1. Uzluksizlik va tekis uzluksizlik tushunchalari. Kantor teoremasi.
2. Bir bog’lamli va ko’p bog’lamli sohalar uchun Koshining integral formulalari.

0 n

n
3 ;(3n+2)!

4. z* =1 tenglamaning barcha ildizlarini toping.

z" darajali gatorning yaginlashish radiusini toping.

Variant Ne 23
1. Kompleks sonlar va ular ustida amallar. (kompleks son, mavhum birlik, xaqigiy
va mavhum qism, qo’shma kompleks son, algebraik, trigonometrik va ko’rsatkichli
shakl, modul, argument)

7°(2%* + 2z - 3i)

2.f(2)= Sin 3 , £(0)=-3i funksiyaning aniglanish sohasini, uzluksizlik
va uzulish nugtalarini toping.
3. ()= m funksiyani 3<|z| <4 xalqada Loran qatoriga yoying.

3

z . -
——— integralni hisoblang.

4.Koshining integral formulasi yordamida .

|z]=2
Variant Ne 24
1. Kompleks sondan n-darajali ildiz chigarish. (kompleks son, mavhum birlik,

modul, argument, Muavr formulasi, n-darajali ildiz)
3 2 H

2 iy 2 (z°+z-10)

(2) sin®z

uzulish nugtalarini toping.

, £(0)=1-i funksiyaning aniglanish sohasini, uzluksizlik va
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3. i (2" +51")z" Loran gatori yaqinlashuvchi bo’ladigan nugtalar to’plamini

toping.
. z*
4. Integralni xisoblang [ mdz

2 €
Variant Ne25
1. Kompleks sonlar ketma-ketligi. Koshi kriteriyasi. Veyershtrass teoremasi
(kompleks sonlar ketma-ketligi, limitik nukta, limit, chegaralanganlik,
yaginlashuvchi va uzoglashuvchi ketma-ketliklar, Koshi kriteriyasi, Veyershtrass
teoremasi)

V3

2.(1+i)1°[2—i7j kompleks sonning moduli va argumentini toping.

3. z =0 nuqgtaning atrofida regulyar va f(ij = ﬁ shartni ganoatlantiruvchi f(z)
n

funksiya mavjudmi?
4. Tenglamani yeching z* =-16i.

Variant Ne 26
1. Riman sferasida kompleks sonlarning tasvirlanishi (kompleks sonlar (yoki
Riman) sferasi, kengaytirilgan kompleks tekislik, cheksiz uzoklashgan nukta,
stereografik proyeksiya)

3
2.f(2)= #(_231) funksiyaning aniklanish soxasini toping va shu soxada
uzluksizlikka tekshiring.
3. f(2)= ( ! 3 funksiyani z, =1 ning atrofida 1<|z—-1 <2 xalqada Loran
Z(Z —
gatoriga yoying.

4.7 = (\/3+i)* kompleks son argumenti va modulini toping.
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Variant Ne 27
1. Kompleks sonlar katori, yakinlashishi, absolyut yakinlashishi va xosalari. Koshi
kriteriyasi (kompleks sonlar katori, yakinlashishi, yigindi, absolyut yakinlashishi,
Koshi kriteriyasi, kator yakinlashishining yetarli sharti)
2.7° =1-i tenglamaning barcha yechimlarini toping.
dz

Z +1

3. Koshining integral formulasi yordamida j C0SzZ ni hisoblang.

|z+i[=3

41(z)= ~funksiyaning barcha chekli maxsus nuqtalardagi goldiglarini

__
(22 +D(z-D
hisoblang.

Variant Ne28
1. Kompleks tekislikda chiziq va soha. Haqiqiy o’zgaruvchining kompleks qiymatli
funksiyasi.

- 2001 8
2.(' — ) kompleks sonning hagigiy va mavxum gismini toping.

i +1

1
3. f(2)= 71 s funksiyani z =0 nuqta atrofida Teylor gatoriga yoying.

4.Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasidan foydalanib J 005322 dz integralni

2 L

hisoblang.

Variant Ne29
1. Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning limiti. Uzluksizlik, tekis uzluksizlik

2. f(2) = 2% Im z funksiya differensiallanuvchi bo’ladigan nuqtalar to’plamini
toping.

1
3n+5

3. z =0 nuktaning atrofida regulyar va f(lj = (n=1,2,...) shartni
n

ganoatlantiruvchi f(z) funksiya mavjudmi?

4. Tenglamani yeching: z°® =—i+1

Variant Ne30
1. Ko’rsatkichli, trigonometrik va giperbolik funksiyalar. (ko’rsatkichli,
trigonometrik, giperbolik funksiyalar, xossalari)

2. % <arg(z +1) <z tengsizlikni ganoatlantiruvchi kompleks tekislikdagi barcha

nuqtalar to’plamining geometrik o’rnini bering.
3. ¢(X,y) = xy + x ko’rinishda beriluvchi garmonik funksiyani toping.
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4. f(2)=

2 . : .. :
funksiyani 3<|z|<4 xalqada z ning darajasi bo’yicha
(z-3)(z+4)

Loran gatoriga yoying.
12.2. Yakuniy baholash uchun variant namunalari

Variant Nel
1. Kompleks sonlarning geometrik tasviri. Modul va argument haqgidagi teorema.
2. z° =64 tenglamaning barcha yechimlari topilsin,

3. i\/ﬁe’“z(E :Rez > & > 0) qatorning tekis yaginlashishi isbotlansin.

sinzdz

4. Integral hisoblansin: -
z°+1

|2|=2

Variant Ne 2
1. Muavr formulasi va n-chi tartibli ildiz chigarish formulasi isbotlansin.

1

2. (2) _e I funksiya 0<|z <1 halqada tekis uzluksiz bo’ladimi?

3. ) anzn (E:|z|< p<1/2). qatorning tekis yakinlashishi isbotlansin.
n=1 +
4. Integral hisoblansin: : d
g I 722 -1 ’

|2=2

Variant Ne 3
1. Bolsano-Veyershtrass teoremasi va uning isboti.
2. z*+1=0 tenglamani yeching.

3. in‘z(E :Rez > >1). qatorning tekis yakinlashishi isbotlansin.

n=1
e’dz
2°(1-2)

4. Integral hisoblansin:

|z]=1/2

Variant Ne 4
1. Koshi kriteriyasi va uning isboti.

2. {%(1—@‘/’ +e? — 4 (—1)“ei”<”)}, - <p<x ketma- ketlikning yaginlashishi
n

isbotlansin va limiti topilsin.
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3. (2) =1i funksiya 0<|z/ <1 halqada tekis uzluksiz bo’ladimi?
~7

4. z=0nugtaning biror atrofida regulyar va f(%):en shartni  ganoatlantiruvchi

f funksiya mavjudmi ?
Variant Ne 5

1. Qator yaginlashishining zaruriy sharti. Absolyut yaqginlashuvchi gator. Absolyut
yaqginlashuvchi gator hagidagi teorema.

2. f(2) :sinli funksiya 0<|z| <1 halqada tekis uzluksiz bo’ladimi?
+z

3. {z, 1", ={(—1 ”L1+n—+li} ketma- ketlikning limitik nuxtalari topilsin.
n+ n J..

e’dz

4. Integral hisoblansin: —
|z-1=1/2 Z(Z _1)

Variant Ne 6

1. Qarrali gator haqidagi teorema. Qatorlarni hadlab ko’paytirish haqidagi teorema.
2. aparametrining ganday giymatlarida {L+a+...+a" . ketma-ketlik yaginlashuvchi?

3
3. f(z)=z—_3 funksiyani aniglanish soxasida uzluksizlikka tekshiring.
(z-4)(z" -1
H 2
4. Integral hisoblansin: f’mz
2 27 (2-9)
Variant Ne 7

1. Qatorlarni hadlab qo’shish va ayirish xaqidagi teorema. Qator xadlarning o’rnini
almashtirish xagidagi teorema.

2. Re(l/z)<1/2 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha z nuqgtalarning geometrik
o’rni topilsin.

3. ;m z#-2,-3-4,... qatorning absolyut yaginlashishi topilsin.

sin2 (z-1)

4. Integral hisoblansin: —
i (z—1)(z+6)
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Variant Ne 8

1. Komples o’zgaruvchining funksiyasi, soha, Jordan chizig’i tushunchalari.

2. {%(1+e”"+...+ei”¢’)},0<gp<27z, ketma-ketlikning yaginlashishi isbotlansin va limiti

topilsin.
3. f(z):cosﬁ funksiya 0<|z/<1 xalqada tekis uzluksiz bo’ladimi?

cos(2z +1)

4. Integral hisoblansin: e
i (2+1)7°(z2-9)

Variant Ne 9

1. Geyne-Borel lemmasi va uning isboti.
2. |z—i|+|z+i]<4 tensizlikni ganoatlantiruvchi z nuxtalar to’plamining geometrik

o’rni topilsin.

3. ii:z",|z|<e. gatorning absolyut yaginlashishi isbotlansin.
n=1 n

4. z=o0nugtaning biror atrofida regulyar va 2™ < <2t

)

shartni  ganoatlantiruvchi f funksiya mavjudmi ?

Variant Ne 10

1. Kantor teoremasi va uning isboti.
2. —Cos%+i8in§. kompleks sonning moduli va argumenti topilsin.

3. « hagigiy parametrning qganday qiymatlarida in*“ein sonnli  gator

yaqinlashuvchi bo’ladi?
sin z°

4. Integral hisoblansin: P —
e 2°(2+9)
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Variant Ne 11

1. Funksional gator yig’indisining uzluksizligi xaqidagi teorema.
2. |z—i|>1 tensizlikni ganoatlantiruvchi z nuxtalarning geometrik o’rni topilsin.

3 i(Zn—l)! z"

~ (h? 1+z2" |

z|<% gatorning absolyut yaginlashishi topilsin.

4, f(z)zcosli funksiya 0<|z/<1 halqada tekis uzluksiz bo’ladimi?
-z

Variant Ne 12

1. Funksional gatorning tekis yaqginlashish alomati va uning isboti.
2. 1+Cos§+i8in§. kompleks sonning modul va argumenti topilsin.

z2® +1

MR PRFTeEEY

funksiyani aniglanish sohasida uzluksizlikka tekshiring.

Z2

e

4. Integral hisoblansin: ~ dz
z(1-2)

|z]=1/2

Variant Ne 13

1 Darajali gator. Abelning birinchi teoremasi.

z° +8
2. f(2)=4 ;42" 2#-2 funksiyani aniglanish sohasida uzluksilikka tekshiring.
1+i, z=-2
3. f(2)=— 22 funksiya qayerda differensiallanuvchi va hosilasi nimaga
Cosz—-Sinz
teng?

4. z=o0nuqgtaning biror atrofida regulyar va f(%):f(—%):tg (n—la) shartni

ganoatlantiruvchi f funksiya mavjudmi ?
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Variant Ne 14
1. Koshi — Adamar formulasi.

sin(z-2)
2. f(z):{ 3(z-2) 2#2 funksiyani aniglanish sohasida uzluksilikka tekshiring.

e, z2=2
3. f(z)=ﬁ funksiya gayerda differensiallanuvchi va hosilasi nimaga teng?
Z+ z
CO0S z

4. Integral hisoblansin: s
L, (z+1)7(z+4)

2+

Variant Ne 15
1. Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi. Differensiallash qoidalari.

2° -8
2. f(z)={z_2' 2#2 funksiyani aniglanish sohasida uzluksilikka tekshiring.

4+i, =2
3 f(2)= 2‘3328 funksiya qayerda differensiallanuvchi va hosilasi nimaga teng?

4, in! e™z" ,a>1 qatorning yaqinlashish radiusi topilsin.
n=0

Variant Ne 16
1. Tosila mavjudligining zaruriy sharti.

Sin(z +2) —
2. 1(2)=1 4(z+2) funksiyani aniglanish sohasida uzluksilikka tekshiring

1+ 2i, 7=-2
3. f(2)= C:g 21 funksiya gayerda differensiallanuvchi va hosilasi nimaga teng?
7"+

4, i(%)zl z" qatorning yaginlashish radiusi topilsin.
n=1 .

Variant Ne 17
1. Hlosila mavjudligining yetarli sharti.

e’ -1

2. f(z)_{T’ 270 funksiyani aniglanish sohasida uzluksilikka tekshiring
1+1, z=0

3. f(2) = (z° +3z+1) Secz funksiya gayerda differensiallanuvchi va hosilasi nimaga

teng?

cos(2z?)

4. Integral hisoblansin: 5
V4F2(2_20(2+D
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N =

w

Variant 18
1. Halgada regulyar funksiyalarni Loran gatoriga yoyish hagidagi Loran teoremasi
va uning isboti.
2. Qutb maxsus nugtada qgoldigni hisoblash formulasi va uning isboti.

8
3. f(2)= funksiyaning barcha maxsus nugtalaridagi goldiglarni

(z-2)(z* +1)
hisoblang.

x* +1
x'+1

4. Integralni hisoblang: T dx .

Variant 19
. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasi va uning isboti.
Loran gatorining yagonaligi va uning isboti.

f(z)= % funksiyaning barcha maxsus nuqtalaridagi goldiglari hisoblansin.
+

+00

Integralni hisoblang: |

—o0

x*dx
(2 +1)(x* +1)

Variant 20
1.  Muhim maxsus nugta va cheksizda qoldigni hisoblash formulalari va ularning
isboti.
2. Loran gatorining regulyar va bosh gismlari nimalardan iborat?

3. f(2)= Z‘(jinz funksiyaning barcha maxsus nugtalardagi qoldiglari hisoblansin.

4. Integralni hisoblang: jz3sin5%dz.

=1

Variant 21
1. Berilgan cheksiz oraliq bo'yicha haqiqiy funksiyaning integrali ganday
hisoblanadi?
2. Jordan lemmasi nimadan iborat va ganday isbotlanadi?

3. f(2)= zssin% funksiyaning barcha maxsus nugtalardagi qoldiglari hisoblansin.
dz

2t -7
IZl:E

dz.

4. Integralni hisoblang: |
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Variant 22
. Logarifmik goldig hagidagi teorema nimadan iborat va u ganday isbotlanadi?
. Chekli va cheksiz nuqgtalardagi goldiq ganday aniglanadi?

N -

3. rezzzwz“ginSl goldiq hisoblansin.
z

(x—1)e™dx

4. Integralni hisoblang: |5 oy
JOXP—-2x+

Variant 23
1. Rushe teoremasi va uning isboti.
2. Berilgan chekli oraliq bo'yicha haqgiqgiy funksiyaning integrali ganday
hisoblanadi?

3. rezzzflzcosil qoldiq hisoblansin.
Z+

- T (X? =x+2)dx
4. Integralni hisoblang: (XL.
J J _-[Ox4+10x2+9

Variant 24
. Argument prinsipi nima va u ganday keltirib chigariladi?
2. Loran gatori gayerda tekis yaginlashadi?

3. f(»)= 1t funksiyani 1<|z|< 2 halgada Loran gatoriga yoying.
(z-1)(z+2)

|

4. Integralni hisoblang: T

—00

e™dx
x> —2ix—2"

Variant 25
Modulning maksimum prinsipi nimadan iborat va u gqanday isbotlanadi?
Shvars lemmasi nima haqgida va u ganday isbotlanadi?

f(z)=——~ funksiyani 1<|z|< 2 halgada Loran gatoriga yoying.
(z+1)(z+2)

W N

zsinz

dz.
(et

4. Integralni hisoblang: |

|z|=L
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Variant 26
1. Hosila argumentining geometrik ma'nosi nima va u ganday isbotlanadi?
2. Darajali funksiya va unga teskari funksiya ganday akslantirishlarni amalga

oshiradi?
2

A . . . .
Cf)=— _
3. f(2) - D-2) funksiyani 1<|z|< 2 halgada Loran gatoriga yoying
+o0 2
4. | Ini hisoblang: [ X%
ntegralni hisoblang: | T

—00

Variant 27
1. Hosila modulining geometrik ma'nosi nima?
2. | tur va Il tur konform akslantirishlarning umumiy ko'rinishi?
3

)= N : ina.

3. (2 )@ D funksiyani 1<|z|< 2 halgada Loran gatoriga yoying
. v 2dx
4. Integralni hisoblang: [-— % .
J J _-[O (x? +4ix—5)°

Variant 28

1. Chiziqli akslantirishning asosiy xossalarini isbotlang?

2. Konform akslantirishga doir ba'zi muhim teoremalarni keltiring?

3. f(»)= : funksiyani 1<|z|< 2 halgada Loran gatoriga yoying.

(22 -1)(z% +4)
I ' 2dx
4. Integralni hisoblang: |- X2 .
graint i g -[O(x2+4ix—5)2

Variant 29

1. Kasr-chizigli akslantirishning | xossasini isbotlang?
2. Cheksiz uzoglashgan nugtadagi burchak ganday Kkiritiladi?

3. f(2)= T2

neN funksiyani barcha maxsus nugtalardagi goldiglari hisoblansin.

1
ZCOS——

4. Integralni hisoblang: z=1y;.
9 9 |z|J.=3 2’ +4

224



Variant 30
1. Kasr-chizigli akslantirishning I1-111 xossalarini isbotlang?
2. Qachon akslantirish nugtada (sohada) konform deyiladi?

T
cos’

3. f(2)= = +12)2 funksiyaning barcha maxsus nugtalari topilsin va ularning turi

aniglansin.

I Zzsinzi
4. Integralni hisoblang: | —————~—dz.
= (2-1)(2-2)

Variant 31
1. Kao'rsatkichli va logarifmik funksiyalar orgali ganday akslantirishlarni amalga
oshirish mumkin?
2. Loran gatorining yagonaligi nimani anglatadi?

3. rezzzflzzsinil goldiq hisoblansin.
Z+

+00

4. Integralni hisoblang: |

—00

x2dx
Xt x2 41

Variant 32
1. Hagqiqgiy ratsional funksiyalarning cheksiz interval bo'yicha olingan xosmas
integralini ganday hisoblash mumkin?
2. Rushe teoremasidan foydalanib algebraning asosiy teoremasini isbotlang.

3. ()= # funksiyaning barcha maxsus nuqtalardagi qoldiglari hisoblansin.

. T (x=3)e%dx
4. Integralni hisoblang: L—X2_6X+109.
Variant 33
1. Jukovskiy funksiyasi va unga teskari funksiya ganaga akslantirishni amalga
oshiradi?
2. Jukovskiy funksiyasi gnday to'plamlarda bir yaprogli bo'ladi?

3. f(z)=ctgz 2 funksiyaning maxsus nuqgtalari topilsin va ularning turi
z

aniglansin.
3
4. Integralni hisoblang: jz4—+1dz.

|z1=2
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Variant 34
1. Trigonametrik funksiyalar orgali aksantirishlarni ganday amalga oshirish
mumkin?
2. Sohalarni bir-biriga elementar funksiyalar yordamida konform akslantirish
ganaga go'yaga asoslangan?

3. f(2)= sin% funksiyaning maxsus nugtalari topilsin va ularning turi aniglansin.

z
cosxdx
x> +1

4. Integralni hisoblang: T

Variant 35
1. Giperbolik funksiyalar orgali aksantirishlarni ganday amalga oshirish mumkin?
2. Yugori yarim tekislikni birlik doiraga konform akslantirishning umumiy
ko'rinishi ganaday topiladi?

3. f(2)= ﬁ—l funksiyaning maxsus nuqgtalari topilsin va ularning turi
- z
aniglansin.
3 1
4. Integralni hisoblang: | £ ez,
i 211
Variant 36

1. Analitik funksiyalarni darajali gatorga yoyish hagidagi teorema va uning isboti.
2. Nugtada (sohada) analitiklik va regulyarlik tushunchalarining ekvivalentligi

isbotlansin.

1—eZZ

Z8

3. f(»)= funksiyaning barcha maxsus nuqtalardagi qoldiglari hisoblansin.

+00 2
4. Integralni hisoblang: I%.
o +
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Variant 37
1. 'Yagonalik teoremasi va uning isboti.
2. Darajali gator koeffisientlari uchun Koshi tengsizligi.
1
Sin—

3. f(z) =———2— funksiyaning maxsus nuqtalari topilsin va ularning turi
[z(z* +D)T

aniglansin.
xsin xdx
x2+1

4. Integralni hisoblang: T

Variant 38
1. Bir nugtada maxsuslikni yo'qotish hagidagi teorema va uning isboti .
2. Liuvill teoremasi va uning isboti.
3. f(»)= ;,(a = const) funksiyaning maxsus nugtalari topilsin va
CO0SZ—COSx
ularning turi aniglansin.

4. | Ini hisoblang: | sin——dz .
ntegralni hisoblang jstJr z

|z[=2

Variant 39
1. Regulyar funksiyalarning yakkalangan maxsus nuqtalari va ularning xillari.
2. Butun va meramorf funksiyalar. Soxotskiy teoremasi va uning isboti.

Z2 _
3. f(»)= (1_‘:0522((3 L funksiyaning maxsus nuqgtalari topilsin va ularning turi
aniglansin.
4. Integralni hisoblang: jzsin%dz.

|2[=2
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Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi fanidan yozma ish va
og’zaki nazorat savollari

26.Kompleks son ta’rifini ayting
27.Kompleks sonlarni qo’shish va ayirish amallarini keltiring.
28.Kompleks sonlarni ko’paytirish amallarini keltiring.
29. Kompleks son hagigiy gismi, mavhum gismi va u ganday belgilanadi?.
30. Kompleks sonning geometric tasviri deganda nimani tushinasiz?
31. Kompleks sonnin moduli va argument nima va ular ganday belgilanadi?
32. Ko’paytmaning moduli va argumenti ko’paytuvchilarniki orqgali ganday ifodalanadi?
33. Muavr formulasini yozing.
34.Kompleks sonning n -tartibli ildizi den nimaga aytiladi?
35. lldiz chigarish formulasini yozing.
36. Ketma-ketlikning limitik nuqtasi deb nimaga aytiladi?
37. Ketma-ketlik gachon chegaralangan deyiladi?
38. Ketma-ketlik gachon yaginlashuvchi deyiladi?
39. Uzoglashuvchi yoki yaginlashmaydigan ketma-ketlik deb nimaga aytilad? Misollar keltiring.
40. Limitlar nazariyasining asosiy teoremalarini ayting.
41. Koshi kriteriyasini ayting.
8. Cheksiz uzoglashgan nugta deganda nimani tushunasiz?
9. Riman sferasi nima?
10. Steriografik proyeksiyaning asosiy mohiyati va afzalligi nimadan iborat?
11. Kompleks sonlarni sfera nugtalari bilan, tasvirlashning afzalligi nimada?
12. Cheksiz uzoglashgan nuqgta atrofi nima?
13. Steriografik proyeksiya formulalari nima va ular ganday isbotlanadi?
14. Steriografik proyeksiyaning asosiy xossasi himadan iborat va ganday isbotlanadi?
Kompleks sonlar gatori gachon yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi?
Qatorning yig’indisi deb nimaga aytiladi?
Qator yaginlashishining zaruriy sharti nimadan iborat?
Absolyut yaginlashuvchi gator deb nimaga aytiladi?
Kompleks o’zgaruvchili funksiya qanday ta’riflanadi?
Teskari funksiya nima? Misol keltiring.
Chizigning haqiqiy parametrli kompleks o’zgaruvchili funksiya orqali berilish usulini ayting.
Soha nima (misollar keltiring)?
Bir bog’lamli va ko’p bog’lamli sohalar qanday tuzilgan?
Jordan chizig’t nima (misollar keltiring)?
Jordan teoremasi ganday bayon gilinadi?
Kompleks o’zgaruvchili funksiya limiti deb nimaga aytiladi?
Uzluksiz funksiya deb nimaga aytiladi? (misolda tushuntiring)
Tekis uzluksiz funksiya deb nimaga aytiladi? (misolda tushuntiring)
Kantor teoremasini ta’riflang.
Geyne-Borell lemmasini ayting.
Funksional gator gachon yaginlashuvchi deyiladi?
Funksional qator yiqindisi uzluksiz bo’lishi uchun ganday shartlar bajarilishi kerak?
Funksional qatorning tekis yqinlashsish ta’rini ayting.
Veyershtrass teoremasini ayting.
Darajali gator deb nimaga ayiladi?
Darajali gatorning yaqginlashish sohasi deb nimaga aytiladi?
10 Abelning 1-teoremasi nima hagida?
11. Haqiqiy sonlar ketma-ketligining yuqori va quyi limiti deganda nimani tushunasiz?
228
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12. Darajali gatorning yaginlashish radiusi va doirasi uchun formulalarni yozing.
13. Koshi-Adamar formulasini yozing.
14.Yaqinlashish radiusi 0 ga va oo ga teng darajali gatorlar yozing. Bu nimani anglatadi?
7. Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi deb nimaga aytiladi?
8. Kompleks o’zgaruvchili funksiya qachon monogen deyiladi?
9. Kompleks o’zgaruvchili funksiya qachon sohada bir qiymatli analitik deyiladi?
10. Hosila mavjud bo’lishining zaruriy sharti nimadan iborat?
11.Hosila mavjud bo’lishining yetarli sharti nima?
12.Koshi-Riman sharti nimadan iborat?
11. Analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum gismlari qo’shma garmonik funksiyalar sifatida.
12. Analitik funksiyaning ta’rifi va tasvirini ayting
13. Garmonik funksiyaning ta’rifi va tasvirini ayting
14. Qo’shma garmonik funksiya deb nimaga aytiladi?
15. Analitik funksiyaning haqiqiy qismi ta’rifi va tasvirini ayting
16. Analitik funksiyaning mavhum qismlari ta’rifi va tasvirini ayting
17. Analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari qo’shma garmonik funksiyalar sifatida
tasvirlanishini ko’rsating
18. Berilgan garmonik hagigiy yoki mavhum qismi yordamida analitik funksiyani tiklash
formulalarini yozing.
19. Koshi-Riman sharti nimadan iborat?
20.Funksiya bir giymatli analitik bo’lishi uchun uning haqiqiy va mavhum qismlari ganday
bog’langan bo’lishi kerak?
21.Ko’rsatkichli funksiya qanday aniglanadi?
22. Trigonometrik funksiyalar ganday aniglanadi?
23.Ko’rsatkichli va trigonometrik funksiyalarni bir-biri bilan bog’lovchi ganday formulalarni
bilasiz?
24.Ko’rsatkichli va trigonometrik funksiyalar ganday xossalarga ega?
25. Trigonometrik funksiyalarning nollari ganday ifodalanadi?
26. Giperbolik trigonometrik funksiyalar ganday aniglanadi?
27.Ular o’zaro qanday bog’langan?
28.To’g’rilanuvchi chiziqglarni ta’rifi va tasvirini ayting
29. Kompleks funksiyaning integrali ta’rifi va tasvirini ayting
30. Integralning mavjudlik shartini tushuntiring
31. Integralning xossalarini ayting
32. Integralning sohaning funksiyasi sifatida additivligi ko’rsating.
33. Integral belgisi ostida limitga o’tish va takroriy integrallarning tergligi haqidagi teoremalarni
ayting
34. Kompleks argumentli funksiya integrali deb nimaga aytiladi?
35. Qanday funksiyani integrallash mumkin?
36. Kompleks argumentli funksiya integralining ganday xossalarini bilasiz? (misollar keltiring)
37. Integralning hisoblash formulalarini keltiring (misollar yordamida).
Asosiy lemma nimadan iborat va u ganday isbotlanadi
39. Koshi teoremasi isbotining sodda holi ganday va bunday holga keltirish ganday bajariladi?
40. Koshi teoremasining sodda holi ganday isbotlanadi?
41.Koshi teoremasi shartlari kamaytirilsa, u o’rinli bo’ladimi?
42. To’g’rilanuvchi chiziglarni ta’rifi va tasvirini ayting
43. Boshlang’ich funksiya mavjudligining yetarli shartini tushuntiring
44. Integralning xossalarini ayting
45. Integralning sohaning funksiyasi sifatida additivligi ko’rsating.
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46. Integral belgisi ostida limitga o’tish va takroriy integrallarning tergligi  haqidagi
teoremalarni ayting

47. Murakkab kontur uchun Koshining integral teoremasini isbotlang.

48. Qanday funksiyani integrallash mumkin?

49. Bir bog’lamli va ko’p bog’lamli sohalar uchun Koshining integral formulalasini
tushuntiring?

50. Kaoshi integralining yadrosini ko’rsating

51. Koshi integralining zichligi deb nimaga aytiladi?

52. w=f(z) funksiya qachon ixtiyoriy tartibli hosilalarga ega bo’ladi va hosilalar uchun qanday
integral formula o’rinli?

53. (15.1) formula gqanday funksiya uchun o’rinli?

54.  Analitik funksiyaning cheksiz differensiallanuvchanlik xossasini ayting

55. Koshining integral formulalarining mohiyatini tushuntiring (misollar yordamida).

56.  Analitik funksiyalarni darajali qatorga yoyilmasi ganday ko’rinishda bo’ladi?

57. w= f(2) funksiya gachon G sohada regulyar funksiya deyiladi?

58.  Darajali qator koeffisentlari uchun Koshi tengsizligini isbotlang.

59.  Yagonalik teoremasini tushuntiring.

60.  Analitik davom ettirish prinsipi nimadan iborat?

61. Bir nuqtadagi maxsuslikni yo’qotish haqidagi teoremani isbotlang.

62. Luivill isbotlang.

63. Regulyar funksiyalarning yakkalangan maxsus nugtalari va ularning xillarini aniglang.

64. Yugqotilib bo’ladigan (yoki bartaraf qilinadigan) maxsus nuqta deb nimaga aytiladi? (misollar
keltiring)

65. Qutb maxsus nuqgta deb nimaga aytiladi?

66. Muhim maxsus nuqta deb nimaga aytiladi?

67. Regulyar funksiyaning n-tartibli noli deb nimaga aytiladi?

68. Butun va meromorf funksiyalar deb ganday funksiyalarga aytiladi?

69. Bir nuqtadagi maxsuslikni yo’qotish haqidagi teorema deb nimaga aytiladi?

70. Luivill teoremasini ayting.

71. Regulyar funksiyalarning yakkalangan maxsus nuqtalari va ularning xillarini bilasizmi?
(misollar keltiring)

72. Butun va meromorf funksiya deb nimaga aytiladi? (misollar keltiring).

73. Loran gatori deb ganday qatorga aytiladi ?

74. Loran gatorining koeffitsientlari anday aniglanadi?

75. Loran teoremasi nimadan iborat va u ganday isbotlanadi?

76. Loran gatori gaerda tekis yaginlashadi?

77. Loran gatorining regulyar gismi nimadan iborat?

78. Loran gatorining asosiy gismi nimadan iborat?

79. Loran gatorining yagonaligi nimani anglatadi?

80. Funksiya Loran yoyilmasini hosil gilishga doir misol ko’rsata olasizmi?

81. To’g’rilanuvchi chiziqlarni ta’rifi va tasvirini ayting

82. Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasini ayting

83. Qoldiglarni hisoblash formulalarini keltiring.

84. Funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasidagi qoldig’i deb nimaga aytiladi?

85. f(z) funksiyaning z = nuqtadagi qoldig’i deb nimaga aytiladi?

86. Kompleks argumentli funksiya integralining qanday xossalarini bilasiz? (misollar keltiring)
87. Integralning hisoblash formulalarini keltiring (misollar yordamida).

88. Berilgan chekli oraliq bo’yicha haqiqiy funksiyadan olingan integralni ganday
hisoblash mumkin?
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89. Berilgan cheksiz oraliq bo’yicha haqiqiy funksiyadan olingan integralni hisoblash
ganday amalga oshiriladi?

90. Jordan lemmasi nimadan iborat va u ganday isbotlanadi?

91. Jordan lemmasini qo’llashga doir misol keltira olasizmi?

92. Logarifmik goldiq hagidagi teorema nimadan iborat va u ganday isbotlanadi?

93. Argument prinsipi nima va u ganday Kkeltirib chiqgariladi?

94. Rushe teoremasi nima hagida va u ganday isbotlanadi?

95. Rushe teoremasidan foydalanib algebraning asosiy teoremasini isbotlay olasizmi?

96. Modulning maksimum prinsipi nimadan iborat va u ganday isbotlanadi?

97. Shvars lemmasi nima hagida va uni ganday isbotlash mumkin?

98. Hosila argumentining geometric ma’nosi nimadan iborat?

99. Hosila modulining geometric ma’nosi nima?

100. Qachon akslantirish nugtada (sohada) konform akslantirish deyiladi?

101. Konform akslantirish ganaga turlarga ega?

102. Qanaga funksiyalar 1- tur va 2- tur konform akslantirishlarning umumiy ko’rinishiga
misol bo’la oladi?

103. Konform akslantirishga doir ba’zi muhim teoremalarni bayon qiling?

104. Qanday akslantirish bir yaprogli deyiladi?

105.  Chizigli akslantirishning asosiy xossalari nimadan iborat?

106. Cheksiz uzoglashgan nugtadagi burchak ganday Kiritiladi?

107. Kasr —chiziqgli akslantirish gayerda konform? Nima uchun?

108. Kasr — chizigli akslantirishning asosiy xossalari nimadan iborat va ular ganday
isbotlanadi?

109. Ko’rsatkichli va logarifmik funksiya orqali qanaqa akslantirishlarni

110. amalga oshirish mumkin?

111. Jukovskiy funksiyasi qanday to’plamlarda bir yaproqli bo’ladi?

112. Jukovskiy funksiyasi markazi nol nugtadagi aylana va nol nugtadan chiquvchi nurni
nimaga akslantiradi?

113. Jukovskiy funksiyasi va unga teskari funksiya orgali ganaga akslantirishlarni bajarish
mumkin?

114.Darajali funksiya va unga teskari funksiya ganaga akslantirishlarni amalgam oshiradi?
115.Trigonometrik va giperbolik funksiyalar orqgali akslantirishlarni ganday amalga oshirish
mumkin?

116.Sohalarni bir — biriga elementar funksiyalar yordamida konform akslantirish ganaga
g’oyaga asoslangan?

117.Yuqori yarim tekislikni birlik doiraga knform akslantirishning umumiy ko’rinishi qanday
topiladi?

118.Birlik doirani birlik doiraga konform akslantirishning umumiy ko’rinishi qanday topiladi?

119.Vertikal —% <Rez <% yo’lakni birlik |w| <1 doiraga chegaraviy i% va ico nugtalarni

chegaraviy *1 va i nuqtalarga o’tkazadigan konform akslantirish ganday topiladi?
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13. Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan
testlar to’plami

1) iiz z”" qator tekis yaqinlashadigan to’plamni ko’rsating.
n=1 n
A) |z<1; B) |z|<%; c) |z|>%; D) 7|21
2) ie*”zs qator gaysi to’plamda tekis yaqinlashadi.
n=1
* <.
larg z| < =

Imz<0,;
Rez>0;

T
larg z| < 5

n

3)5:?]—12” - darajali gatorning yaqinlashish radiusini toping.
=1 1=

2 1In2
4)ie-ﬁzn - darajali gatorning yaginlashish radiusini toping.

*1’

N|[W N[~ DN

5)§(z” +2r]LnJ-qatorning yaginlashish sohasini toping.
n=0 Z
*l<|z|<1;
2
1<|z|<§;
2
1<|7<2;
O<|z|<1
2

6)Berilgan darajali gatorntng qgaysi biri |z|>% sohada yaginlashadi.

232



|~

DMe 2D 2
@
N
=l

n

z

=1
o

7)Berilgan funksiyani qaysi biri z=0 nuqtada differensiallanuvchi.

*7Rez ;

Imz ;

X2y2 ’

2xy—i(x2 - y2) (z=x+yi)

8) f (z) =|7|* funksiya differensialanuvchi bo’ladigan nuqtalar to’plamini toping.
*z=0 nuqtada;

butun tekislikda;

hyech joyda ;

haqiqiy o’qda

9)U(x,y) = xy garmonik funksiyaga qo’shma garmonik V(x,y) funksiyani toping.

*—% (x* —y*)+c ;

%(Xz—yz)ﬂ:;

1 2 2
—Z(xX*+vyH+c:
2( y°)
(xX* +y*)+c

10) iniz 7" -qator tekis yaqinlashadigan to’plamini toping.

n=1
*|7<1;

7] <10;

11) i n~* qator qaysi to’plamda tekis yaginlashadi.

n=1
*Rez>6>1;
7| < p<1;
2] <1;
Rez<o6<1

12)J- sinz
C

- lezmdz =0 bo’ladigan yopiq konturni ko’rsating.
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*z19=2;
5
2-i|=1;
2
2-i[=2;
3
|z+i|=l

13)Quyidagi integrallardan gaysi birining giymati nolga teng.

z

* € .
dz;
_Il 2(z* +1)

z
z? +1

14) f (2) =

*|z|<1;

O<Imz<ow ;

funksiyaning qaysi sohada boshlang’ich funksiyasi mavjud.

1<|Z|<oo;
—oo<Ilmz<0
15)J‘Sln2

c

Z2
*|

dz =27 S — konturni ko’rsating.

5.
7|==;
6
|z+i|:§;
4

a1
2=i[==;
2

.2
lz+i]==
3

16)Qaysi integralning giymati 2zi ga teng.
* [ 2982,
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sinz
1 2(2 = 20)
17)Qaysi nugtada e* funksiyaning giymati i ga teng.
0, I
2
Z=7l,

Z2=ri;
7=2ri

18)Qaysi funksiyaning z=0 nuqta atrofida Teylor gqatoriga yoyilmasi i(z3n — 7%

n=1

bo’ladi.
* 1

1+z+22’

1 .

A+2)1+2%)

1+z
1-z+2% "

1

1-7°
19) z =0 nugtaning atrofida regulyar va f(%): f(—%):n—llo(n =12,...) shartni

ganoatlantiruvchi funksiyani toping.
*f(2)=2";
f(z)=0;
mavjud emas;
1

f(2)=—
20)Quyidagi  funksiyalarning qaysi birini haqiqiy o0’qining qismida
D={z:z=m,n=0+1+2,..} sohaga analitik davom ettirish mumkin.

*ctgz ;

tgz,

1

Cosz -
e,

e—tgz

21) f(2) = i z*" - funksiyani |z|<1 doiradan analitik davom ettirish mumkin bo’lgan
=1

maksimal sohani ko’rsating.

* C\{-11-i;i} ;
C\{~i;i};
C\{~i;i2};
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C\{~11-2i;2i}

22)F(z) = 2222 ; funksiya gaysi funksiyaning |z|>1 sohadan C |{-i;i} sohaga analitik
+

davom bo’ladi.

*Y (1

n=0

24) z=0 nuqta quyidagi funksiyalarning gaysi biri uchun qutb maxsus nugta
bo’ladi.

* z

=R

sinz

tgz
25) z =0 nuqta qayday funksiya uchun muhim maxsus nuqta bo’ladi.
* 7% cos;
z
1-cosz .

22

1.
z

1-cosz

26) 1__ CSSZ funksiyaning tuzatib bo’ladigan maxsus nuqtasini ko’rsating.
sin® z
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L
2!

T,
2ri
27) z° sini1 funksiyaning qutb maxsus nuqtasini ko’rsating.
Z+
*w ;
0;
1;
-1

1
28) z{eZ —1] funksiyaning muhim maxsus nuqtasini ko’rsating.

*O ’

© ;

1;

-1

29) ztg?z funksiyaning barcha nollari vam qutblarini toping hamda ularni tartibini
aniglang.

* 7 —0- uchinchi tartibli noll :+z:+27-... - ikkinchi tartibli nollar , z =J_r% 437

= esa
ikkinchi tartibli qutblar;

— 0-ikkinchi tartibli noll: + z:2:... - birinchi tartibli nollar, z = J_r% .+ 37 esa birinchi

2
tartibli qutblar;
z =0,47 + 27,+37,...- ikkinchi tartibli nollar ,z = % +nz,n=0+1+2,..

barchasi ikkinchi tartibli nollar;
z = 0;7;27;3x; ...- birinchi tartibli nollar, z = —% —37” .esa birinchi tartibli qutblar.

30) f(z)= ﬁ funksiya gaysi sohada tekis uzluksiz?

*z <1;
2
7] <1;
2| >1;
7| <2
2
31)z, = n1+i” 2” 3 ketma — ketlikning limitik nuqgtalarini toping.
n+ n°—
*1+i;1-i;0;2 ; 1-i;1+i; 3,1 0;2;i;—i ; Li;—i;3

Qaysi ketma-ketlikning limitik nuqtalari 1+i va —1+i nuqtalardan iborat .
* (_1)nn
z, =—"—+

n - )

n+7
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1 . n®

z = +i :

" n’+1 n%*+4
n ., n®

z, = +i'——;
n+1 n°+5
n+1 .

z,=——+(=1)"i
n+3

32)Quyidagi funksiyalardan gaysi biri C\{0} da uzluksiz.

1

ez z#0
*f(z)=1i, z2=0
l Z=00
1- cosz
f(z)= 1 ;
2’
1-
f(Z)_1+Z ’
L1751
z
f(z)=1z|7=1
2°, |7 <1

33)z" -52* +z? -2 =0 tenglamaning |z| <1 sohada ildizlarini sonini toping.
*4’

7

3;

2

34)|7| <1 sohada quyidagi tenglamalardan gaysi birining ildizlari soni 5 ta.
*78 _47°+7°-1=0;

2" -5z +2°-2=0;

72" -3z+1=0;

22*-52+2=0

1

35) rzglszeﬂ goldig nimaga teng.
x3 .

2

LN e
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1

36) f(z) = -funksiyaning z =1 maxsus nuqtadagi qoldig’ini hisoblang.
(22 +1Xz —1)2
x 1.
-
1.
-5
1.
Z 1
1
2
37) f(2) = L funksiyaning 1<|{<2 xalgada : ning darajalari bo’yicha

(z° +1)(z° - 4)
Loran gatoriga yoyilmasi gaysi javobda berilgan.

< n 22n ~ -1 2n
*Z(_l) _+Z 4n+lz :

2 —+00

1520 2n .,

Z +Z 4n+1 !
+00

AR IREE
—0 0

-1 1 . e _1n .
27 +Z(5,4)n 2’

—o0 0

—00

1

38)Qaysi javobda f(z) = Z(eZ —1J funksiyaning barcha bir giymatli xarakterdagi

yakkalangan maxsus nuqtalari va ularning tipi to’g’ri berilgan?
*z=0 tuzatib bo’ladigan, z=» muhim maxsus nuqta;

z=0Vva 7= tuzatib bo’ladigan maxsus nuqtalar;
z=0 tuzatib bo’ladigan , z=o quth maxsus nuqta;
z=0 muhim, z=o tuzatib bo’ladigan maxsus nuqta;

39)z= 2= i' kompleks sonning haqgigiy va mavhum gismini toping.

40)z = (1— i\/§)3(1+ i)> kompleks sonning moduli va argumentini toping.
*|z| =16,argz = —% + 2k, k =0+142,...;
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2| =16,argz = 2kz,k =0+142,...;
|7|=16,argz = %+ 2k, k = 0,41,42,....

|Z| =16,argz =7+ 2kz,k =0,£1,%2,...;

41)[Imz|<1, 0<Rez<1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi kompleks tekislikdagi barcha
nuqtalar to’plamining geometrik o’rnini toping.

*Uchlari  —i,1—i,1+i, i nuqtalarda bo’lgan to’g’ri to’rtburchak ichki qismi ;
Uchlari o0,-i,1—i, 1 nuqtalarda bo’lgan to’g’ri to’rtburchak ichki qismi;
Uchlari —1+i, —1—i, —i, i nuqtalarda bo’lgan to’g’ri to’rtburchak tashqi qismi;

Uchlari —1,-1-i,1—i;1 nuqtalarda bo’lgan to’g’ri to’rtburchak ichki qismi

42)z =0 nugtaning atrofida f;-— 1 ratsional funksiyani Teylor gatoriga
(z+1)(z+3)

yoyilmasini toping.
oD -3
=0

z(( 1) 3—n+l )Zn

_i((_l)n _ 3—n+l )Zn
2372

B N

43)—151((—1)” +3‘”‘1)z” gator z=0 nugtaning atrofida gaysi ratsional funksiyaning

n 0
Teylor gatoriga yoyllma3|dan iborat.

1
"= ye

1 .
e Tem

1 .
Oy

1
f2)= (z+3)(z+1)

3

44) re_s T2 goldigning giymatini toping.
0;
_l’
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45) z=0 nugtaning atrofida regulyar va f'(z) = f(2),f(0)=1 shartlarini
ganoatlantiruvchi f(z) funksiyaning z=0 nuqta atrofida Teylor gatoriga
yoyilmasini toping.

“10=31;
f@)=37",

f(z)=i(n+1)z”;

2n+l

fz)= Z 2n+1)'

n=0

46)F(z) = — funk5|ya ushbu funksiyalardan gaysi birining |z[(1 doiradan C\{-1}

sohadagi analltlk davomi bo’ladi.

t@)=Y 12" [ <1

f(z)= i(n+1) (n+2)z" |7 <1;

8

)= (-D"(n+1)2*, |7]<1;

n=0

f(z):i n+1)z", |z|<1
n=0

47) Z nzz I Loran qatori yaqinlashadigan nuqtalar to’plamini toping.
~Nn°+

*|7|=1;
|Z| >1:
1<|7<2;
|7 <1

1
48) 1 (2) =

2(

(z-1) ning darajalari bo’yicha 1<|z-1<2 halgada

Loran gatoriga yoyilmasini toping.

i Sever ST,

n=—0 n=0
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1 < N ~H-—n+l < n n
g(z(z_l) 2" 3 (1) (2-) ] ,
1 = n n — N A~-n
S Zeve--Sa-2)
49) | >22dx integralning javobini toping.
s \x +4
*_2r:
27i
—2r;
2r
50)Ushbu j 1d22 integralning giymati nimaga teng?
zsiatt 2
*72',
1;
0;
z
2
51)Ushbu | COSZ_ dz integralning giymati nimaga teng?
2j=a £ ¢4l
*27i-ch2;
2xisini,
T,
7(2—¢)
52)Koshining tipidagi j z(le X dz integral ning javobini toping.
|z|=4 -
*ori;
z(2—¢€);
T,
0

53)Quyidagi qatorlarning qaysi biri fz)=e= (a=1) funksiyaning z=0 nuqta
atrofidagi Teylor qatori bo’ladi?
* o) anzn )

1
n=0 n!

n

0 Z .

R
n=0 n!
n-1,n

iaz;

o nN+1

i anzn—l
2n+1)!

n=0
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54)Quyidagi gatorlarning gaysi biri f(z):lL2 funksiyaning |z| <1 doirada Teylor
+2
gatori bo’ladi.
3 (A2
n=0

°s) Zn

—
n=0 n!
n

[

21
n:Orl

izzn

n=0

DM

1
55) f(z)=e I (0<[7<1) funksiya z=0 nuqtada ganday aniglansa, u |7 <1 doirada
tekis uzluksiz bo’ladi.
*£0)=0 ;
f(0)=1+i;
f(0)=1;
f(0) =i
56)Berilgan Rre f(z) =U(x,y) = y® —3x?y haqiqiy ko’ra analitik f(z) funksiyani
toping.
*f(2)=i(z°+C);
f(z)=z2+C,
f(2) = z°,
f(z) =2%+2?

57) 22‘”‘ 2" Loran gatori qaysi to’plamda yaqinlashadi?
L |z < 2;
2
2| >1;
1<|7<2;
Rez>-1

58)Qoldiqglar nazariyasi yordamida T

—00

COSX

2 +1dx integral giymatini toping.

*zchl;
2
Lshl;
2
T
12¢2’

i 3
Zn1-=2
2( 2e)
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z . . N .. 5
59) rzgls(Z -2 goldigning giymati nimaga teng”
T ’
i
3
60) f(z) =—2— funksiyaning barcha bir giymatli xarakterdagi maxsus nuqtalar
Sinz
topilsin?

*z ==+, +27;--- Qutblar, z=0 tuzatiladigan maxsus nuqgta ;
z =1 tuzatiladigan maxsus nuqgta ;

z=+xi; +27i;--- qutblar;

z=0 qutb

61) 22” z" Loran gatori yaqinlashuvchi bo’ladigan nuqtalar to’plami topilsin?

nN=—0

*Bo’sh to’plam ;
1og<2;

2

1<|q<2;

Rez>-1

62)To’ldiruvchi sohaga o’tish yo’li bilan qoldiqlar nazariyasining asosiy
I SL integralni hisoblang?
2 (Z

10

teoremasidan foydalanib,
|z]=2

*O;

_2xi.

3
2xi-cosl ,

2ri

63)i* ning qiymatini toping.
*_i;

i

1;

-1

64) res goldigning giymatini toping.

1
1 7%(z-2)

8
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1.
-5
1.
51
0
65)5 - §(z_a)ndz integralning qiymatini toping.
|z—al=p
x] :{o, n=01%2, -
" |2xi, n=-1 '

J,=27zi, Nn=0,£1,+2,---,

0, n=0,-1,+2, -
{Zﬂ'i, n=1 '
J,=0, Nn=0,+1,+2,---

66) f(z):%ez -funksiyaning barcha nollarini toping va ularning tartibini

n

aniglang.
(2k+1) i

*z,=e 2 , k=012 6-tartibli noll, z - 4- tartibli nol; z,, =+2i 11-tartibli nol;

(2k+1)7i

z,=e 2 , k=012 3-tartiblinolva z=-2 esa 11- tartibli nol ;
Z,,=ti 6-tartiblinol va ;- 2-tartibli nol.

67) f(z)= 1 funksiyaning barcha bir giymatli xarakterdagi yakkalangan
sin(=)
z
maxsus nugtalari va turini toping?
*z, =ki (k=+1,+2,--) V& z=o Nugtalar birinchi tartibli qutblar;
T

z=0 muhim maxsus nuqta, z, = 2k» (k =+1,+2, ---) tuzatiladigan maxsus nuqgtalar;
z, = ki (k = +1,+2,---) nuqtalar ikkinchi tartibli qutb maxsus nuqgtalar;
T

z=2krzi (k==+1,+2,---) birinchi tartibli qutblar.

1-cosz

(e’ -1)°
(k = +1,+ 2, .- nhugtalar 3-tartibli qutb maxsus nuqgtalar va z =0 esa 1-tartibli

funksiyaning barcha chekli maxsus nuqtalarini toping?

68) f(z) =

* 2z, =2kri

qutb ;
z, =2kri
nuqta;
z=0va gz, = é (k = +1,+2,---) nuqtalar birinchi tartibli qutb maxsus nuqgtalar;

(k =+1,+ 2, .. nhugtalar ikkinchi tartibli qutb , z=0 tuzatiladigan maxsus

z=0 muhim maxsus nuqgta, z, =2kzi (k=+1+2,..) tuzatiladigan maxsus nugta.

245



69) Z=2a yakkalangan maxsus nuqta f(z) funksiya uchun qutb maxsus nuqta
bo’lishligi uchun quyidagi shartlarning qaysi birining bajarilishi zarur va yetarlidir.
* I=2a nugta atrofida Loran qatorining asosiy qismi chekli sondagi hadlarini
saqglashligidan iborat;

Z = anugta atrofida Loran gatorining asosiy qismi aynan nolga teng bo’lishi ; Z=a nuqta
atrofida Loran qatorining asosiy qismi cheksiz ko’p sondagi hadlarini saqlashligidan
iborat;

f(2)=(z—a)p(z), L=2a nugta o(z) funksiya uchun oddiy qutb maxsus nuqta.

70) | SN2 4z integralni hisoblang?
|z|=2
* 27T .
51
27i.
7
7i.
E!
27
3!

71) rzgzsm goldigni hisoblang

*

27i,
1+1;
e—lO
2
72) res 1 cost goldigni hisoblang
7= 7 + 2 z
* _1;
2;
i,
5
73)res — > _sin> goldigni hisoblang
YA

=0 7% 41

*Q:

1;
o

? dx ] c -
74)3 = | ——=__ integralni hisoblang.
) _[0(1+x2)4 g g
*572' .

16
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Sz

8
5i
R!
5i
16

75)J = T(Xz__l)%ixdx integralni hisoblang.

* .
J=—7e*sin5,

J =e*°sin5,
J=7z"sin5;
-10

J=—-—7ie"sin6

76) j —)Zdz integralning giymatini toping.
z

* i

4
2z shl,
i,
2ri

77) j

o
* A

e
i .

e

T
chl’
—rxichl

coSz
L(z=1)°

=7?

78)z = F - kompleks sonning modulini toping?
+1
*1;

Nk O

79)z =1+i*"" - kompleks sonning argumentini toping?

*—%+27zn, N=0,+1+2, ]

%+27zn, nN=0,+1+2,- |
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*1’_1+|ﬁ’_l_|ﬁ,
2 2 2 2
1 31 3

-L——+i—; —=+i—
2 2 2 2

311 .3

L ——ti————1—
2 2 2 2

T SR IR RS
2 27 2 2

n

81) @ kompleks parametrning ganday qgiymatlarida {%} ketma-ketlik
n=1

yaqginlashadi.

*Barcha giymatlarida ;

a- ning musbat giymatlarida
d; [a<1;

Ima>0

82)51 n“e'" gator a haqigiy parametrning ganday giymatlarida yaginlashadi.
n=1

*a - ning barcha giymatlarida ;
a<0;

a>-1,;

a>0

83)z - Rre", 7 <t <2z (R>0) parametrik tenglama ganday chizigni tasvirlaydi?
*|Z=R, Imz<0;

/=R, Imz>0;

z|=R, Rez>0;

2=R

84) t(2) :{ *, 20, - funksiya uzluksiz bo’ladigan nuqtalar to’plamini toping.
i, z=0

*c\{o} ;

C\{z:]7=1};
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C\{0,+i};
C\{=*1}

=1
85)> oz 27" qator qaysi to’plamda tekis yaqinlashadi.
n=1
*|z|>1;
|7 <1;
0<|7<2;
2
3

<3
4

86)2(;!)&, a >0 darajali gatorning yaqinlashish radiusini toping?

[o SR

7) £ (z) = zch(az) funksiyaning boshlang’ich funksiyani toping.

* CON P @™ X%

Z sh(az)- = ch(az)+C;
a a

2

2" sh(az) + ~ ch(az) + C ;
a a

2 th(az) -~ sh(az) +C ;
a a

ch(az) + iz sh(az) +C
a

88) f(z)=1(z—£)eaz+c funksiya qanday funksiya uchun boshlang’ich funksiya
a

a
bo’ladi?

* Zeaz ;

ZZ eaz ;
Lzae”;
a

zch(az)
z

e
89)Koshining integral formulasi yordamida integralni hisoblang Izz 10|Z’?
\z\:z -

*rie—e™);
rie,
2richl;

1
27(e+-)

e

90) z =0 nugtaning atrofida f(z) =4—12 funksiyani Teylor gatoriga yoying.
+2
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91) z=0 nugtaning atrofida regulyar va f(l)z " (n=12.) shartni
n n

qanoatlantiruvchi funksiyani toping.

f@ )_52+1
t@)= 5+z
z .
f(z)=52+1,

mavjud emas.

92) z =0 nuqta qanday funksiya uchun tuzatib bo’ladigan maxsus nuqta bo’ladi?
x1l—cosz .

’
ZZ

l-cosz.

)
Z4

ZcoSZ .
sinz?
ZZ

e’ -1

23

cos? S
93) VL.
z

) funksiyaning muhim maxsus nuqtasini ko’rsating.

*Q:

94) goldigining giymati 122 =i. bo’ladigan maxsus nuqtani toping.

21
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95) > z*" funksiyani |z/<1 doiradan analitik davom ettirish mumkin bo’lgan
n=1

sohani ko’rsating.

*c\{-11};

C\{-i, i}

Cc\{—i, 1};

C\{-i, -1}

96) j Llldz integralni hisoblang.
=3 %~

*2ri ;

—2ri,

e’

1-e

97) j e’ ZS Nz 4, _o bo’ladigan S- konturni ko’rsating.
2 z(z°+1)

*lz+1=2;
L1

|Z—'|—§ ’

z+i|=1;

l7]=1

98) f(z)~g(z) (z—>a zeE) asimptotik formula quyidagi shartlardan gaysi biri
bajarilganda o’rinli bo’ladi.
* im 1B _q;

z—a,zeE g(z)

% - nisbat E -to’plamda chegaralangan bo’lsa, ya’ni
g(z

MSM,ZEE v lim Ezz
9(2) Al g(z2)

lim (8 _1
z—a,zeE g(z) 2

99)0<|z-a|< p, p>0,a#0 sohaning chegarasini toping?
*7=4a nugtava |z-a = p aylanadan iborat;

|z| = paylanadan va Z=a nugtadan iborat;

z=0 va Z=a nugtalardan iborat ;

z=2 nugta va |z| = p aylanadan iborat.

100) z=1-i sonning modulini toping.
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Foydalangan asosiy atamalar va olimlar haqida ma’lumotlar
(Glossariy)
A

Adamar Jak (8.12.1865-17.10.1963)-fransuz matematigi, Parij FA (1912 vy.)

a’zosl.

Aksioma- biror matematik nazariya yaratishda boshlang’ich fakt (asos) deb
garaladigan va isbotsiz gabul gilinadigan jumla.
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Analiz- Tahlil(analiz)- noma’lumdan ma’lumga, izlanayotgandan berilganga o’tish
yo’li bilan fikr yuritish yoki isbotlash metodi (usuli). A. ning teskarisi, ya’ni teskari
tartibda fikr yuritsh sintezdir.

Grekcha analysis —yechish, bo’shatish.

Analitik funksiya, golomorf, regulyar funksiya- kompleks o’zgaruvchili funksiyalar
nazariyasining asosiy tushunchasi. Agar z = x + iy kompleks o’zgaruvchining bir
giymatli w = f(z) funksiyasi markazi z, nugtada, radiusi r > 0 bo’lgan biror |z —
Zy| < r doirada aniglangan bo’lib,

f(@)=ao+a(z—2)+a(z—2)% + -+ an(z —29)" + -
darajali qator bilan tasvirlanadigan bo’lsa (bu qator Teylor qatoridan iborat bo’lishi shart),
f(z) funksiya z = z, nugtada analitik funksiya deyiladi. f(z) funksiya D sohada
analitik deyiladi, agar bu sohaning har bir nuqtasida analitik bo’lsa.
Yoki

Bir giymatli w = f(z) funksiya z, nugtada analitik deyiladi, agar bu funksiya z,
nuqtaning gandaydir atrofidagi har bir nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa.

Analitik davom ettirish — biror sohada analitik bo’lgan funksiyani ancha keng
sohaga targatish.

Arifmetik ildiz- manfiy bo’lmagan sonning juft yoki toq darajali ildizining manfiy
bo’lmagan qiymati.

Argument erkli o’zgaruvchi.

Arkkosinus — kosinusga teskari funksiya. A. bunday belgilanadi: Arccosx . A.
ko’p qiymatli (cheksiz ko’p qiymatli) funksiya. Uning bir qiymatli tarmog’1 A. ning bosh
giymati deyiladi va arccosx tushuniladi, bunda 0 < arccosx < m,—1 < x < 1.

Arksinus — sinusga teskari funksiya. A. bunday belgilanadi: Arcsinx . A. ko’p
qiymatli (cheksiz ko’p qiymatli) funksiya. Uning bir qiymatli tarmog’i A. ning bosh
giymati deyiladi va arcsinx tushuniladi, bunda —% < arcsinx < %, —-1<x<1.

Asimptotik ifoda- f(x) funksiyaning tagribiy giymatlaridan biri.

Asimptotik baholar — x - a da f(x) = 0(g(x)), f(x) = o(g(x)), f(x)~g(x)
ko’rinishdagi munosabatlardir.
B

Bernulli (Bernoulli Yakob, 1667 - 1705) Shvesariya matematiki.

Bir jinsli funksiya f(X, y) funksiya v+=-o0 F(tx.ty)=t"f(x,y) Shartni
ganoatlantirsa. m — chi darajali bir jinsli funksiya deyiladi.

Bessel (Bessel Friedrish Vishelm, 1784 - 1846) nemis matematiki.
Bog’lamli to’plam deyiladi agar D c C to’plamga tegishli ixtiyoriy a va b nugtalarni
tutashtiruvchi chiziq shu to’plamga tegishli bo’lsa.

Bir yaproqgli funksiya —w = f(z) funksiya b.ya. deyiladi, agar bu funksiyaga
teskari z = g(w) funksiya bir qiymatli bo’lIsa.

D
D’Alamber Jak Leron (10.11.1717 -29.10.1783) fransuz matematigi, mexanik va
filosofi. Parij FA a’zosi (1741 y.) Dalamber usuli o’zgarmas koeffisiyentli chiziqli
tenglamalar sistemasi yechimini topish usuli. D. birinchi bo’lib gidrodinamikada
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uchraydigan matematik fizikaning elliptik tipdagi tenglamasiga kompleps o’zgaruvchili
funksiyalarni qo’llagan. D. va Eyler birinchi bo’lib analitik funksiyaning haqiqiy va
mavhum gismlarini bog’lovchi tenglamani topgan, keyinchalik bu Koshi-Riman
tenglamasi deb yuritilgan.

Dirixle Peter Gustav Lejen (13.2.1805-05.05.1859) —nemis matmatigi. Birinchi
bo’lib qatorning shartli yarinlashishini tekshirgan va ifodalagan

E

Eyler ( Euler Leonhard,27.11. 1707 — 18.09.1783) -fransuz, matematik, fizik, mexanik
va astronomi. Peterburg, Berlin, London FA lari a’zosi.

Eyler tenglamasi

ax"y™ +ax"ty" + . +a _xy+ay= f(x)
Eyler formulasi - e'? = cosg + ising

G
Grin Djordj (14.7.1793-31.3.1841) — ingliz matematigi va fizigi
Garmonik funksiya — x va y ikki haqiqiy o’zgaruvchili U(x,y) funksiya D sohada

2 2
garmonik deyiladi , agar D sohada AU = ZTZ + STZ = 0 tenglik bajarilsa.
I

Integrallovchi ko’paytuvchi — ,u(X, y) ni tenglamaga ko’paytirganda tenglama

to’liq differensialli tenglama bo’lsa.
Ichki nuqta —Agar a € D nuqta o’zining biror atrofi bilan shu D to’plamga
tegishli bo’lsa, a nuqgta bu to’plamning ichki nuqtasi deyiladi.

J
Jordan (Jordan Camille, 1838 - 1922) fransuz matematiki
Jukovskiy Nikolay Yegorovich (17.01.1847-17.03.1921) — rus olimi, hozirgi zamon
gidro va aerodinamikasinin asoschisi. Peterburg FA muxbir a’zosi (1894 y.)Birinchi
bo’lib kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi metodini gidro va aerodinamikaga
qo’llagan. J. nomi bilan funksiya va analitik funksiyalarning chegaraviy xossalaridagi
bitta teorema ifodalanadi.
K
Kantor Georg (03.03.1845-06.01.1918) nemis matematigi, to’plamlar nazariyasining
asoschisi. K.Veyershtrassning o’quvchisi
Koshi (Caushy Augustin Lauis, 1789 - 1857) fransuz matematigi, Parij FA a’zosi
(1816 y.). Funksiya uzluksizligi ta’ifi, yaqinlashuvchi qatorlar nazariyasini, kompleks
o’zgaruvchining geometric tasvirini nuqta sifatida ifodalagan. XVIII asrda L.Eyler va
J.D’Alamberlar asos solgan analitik funksiyalar nazariyasini rivojlantirdi. Analitik
funksiyani integral ko’rinishda ifodalash, bundan darajali qatorga yoyish, qoldiglar
nazariyasini ishlab chiqish va uni analizning ko’plab masalalarga tadbiqini ko’rsatgan.
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Koshi masalasi (boshlang’ich masala) n — chi tartibli tenglamada noma’lum
funksiya va uning dastlabki (n - 1) tartibgacha hosilalari argumentning birta giymatida

aniqlangan ya'ni y(x,)=y,. y'(X,)= Yo YV (%) =y
Kompleks son deb x,y € R haqgigiy sonlarning tartiblangan (x, y) juftiga
aytamiz va shartli ravishda z = x + iy ro’rinishda yozamiz. Bunga k.s.ning algebraik
shakli bo’lib, x — uning haqiqiy gismi (x = Rez kabi belgilanadi) deyiladi, y soni esa
mavhum gismi (y = Imz kabi belgilanadi), (0,1) juftlik mavhum birlik deyiladi va i
simvoli bilan belgilanadi.
z = r(cose + ising) - trigonometril shakli, r = |z| -moduli, ¢ = Argz =
argz + 2km, k =0,+1,+2,---, argz = arctg%— k.s.argumenti.
z = re'? - k.s. ko’rsatkichli shakli deyiladi.

Koshi-Adamar formulasi - R € [0, o] son% = zlim ’i/lc_kl formula bilan aniglanadi.

U _av au _  av o
ax  ay' dy  ax
Konform akslantirish — z kompleks tekislikning D sohasini w kompleks tekislikning G
sohasiga o’zaro bir qiymatli akslantirish konform deyiladi, agar bu akslantirish shu
sohada burchakning saqlanish va cho’zilishning o’zgarmaslik xossasiga ega bo’lsa.

L

Lagrang (loseph Louis de Lagrange, 1736 - 1813) fransuz matematigi. Berlin FA
prezidenti, Peterburg FA faxriy a’zosi. Lagrange usuli — o’zgarmasni variasiyalash
usuli.

Koshi-Riman sharti-

. 92 92
Laplas operatori - A= =t 37
Limitik nuqgta - a € € nuqta {z,,},,-; ketma-ketlikning limitik nugtasi deyiladi, agar bu
nugtaning ixtiyoriy € > 0 atrofi U.(a) = {z: |z — a| < €}da berilgan ketma-ketlikning
cheksiz ko’p hadlari joylashgan bo’lsa.
Loran qatori- f(z) = ¥*% ¢, (z— a)™.

M

Maxsus nugta Ikki o’zgaruvchili chizigli birjinsli 0’zgarmas koeffisiyentli tenglama
maxsus nuqtalari sinflari: egar, tugun, dikretik tugun, tug’ma tugun, fokus, markaz
(Bu sinflash Puancare tomonidan taklif etilgan)

Maple matematik paket(misol va masalalar yechish ychyn dastur).
Maxsus yechim har bir nugtasida yagonalik sharti bajarilmagan yechim.
Maxsus nugta mavjudlik va yagonalik teoremasi shartlari bajarilmagan nugta.
Muhim maxsus nuqgta - z = a nugta f (z) funksiyaning muhim maxsus nugtasi
deyiladi agar lzl—{g f(z) mavjud bo’lmasa.

O
Ochiq to’plam — barcha nuqtalari ichki nuqtalardan iborat to’plam.
P
Puancare (Poincare Henri lules, 1854 - 1912) fransuz matematiki.
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Pikar( Picard Emile Charle, 1856 - 1941) fransuz matematiki.
Pikar yaginlashishlari (ketma — ket yaginlanishlar)

Yo =(X)=Y, +j f(ty,,(t)dt n=123..

Q
Qo’shma kompleks son -z = x — iy son z = x + iy songa q.k. son deyiladi.
Qutb maxsus nuqta —z = a nuqta f (z) funksiyaning qutbi deyiladi agar
lim f(z) = .
z—-a
R
RikKkati tenglamasi y'= a(x)y* +b(x)y +c(x)
Rikkati (Riccati lacopo Francesco, 1676 - 1754) italiyan matematiki,
Riman sferasi — kengaytirilgan kompleks tekislikning cferaga stereogfafik proeksilash.
S
Soha- D to’plam soha deyiladi, agar bog’lamli va ochiq bo’lsa.
T
Tenglama — agar tenglamada bir o’zgaruvchiga bog’liq bo’lsa,
tenglama oddiy differensial tenglama deyiladi.
agar tenglamada bir nechta argumentga bog’liq funksiya o’z hosilalari bilan
gatnashsa bunday tenglama xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.
Trayektoriya integral chizigni holatlar fazosidagi izi.
To’liq differensialli tenglama
F (X, Y, X' y(”))= 0 tenglamanig chap tomoni biror funsiyaning to’liq differensialiga
teng bo’lsa.
\/
Veyershtrass Karl Teodar Vil’gelm (31.10.1815-19.02.1897) —nemis matematigi.
Berlin FA a’zosi (1856 y.) Asosiy natijalart Analitik funksiyalarning biror sohada tekis
yaqinlashuvchi qatorining yig’indisi analitik funksiya bo’lishi, butun funksiyalarni
cheksiz ko’paytma ko’rinishda ifodalash

U
Umumiy yechim tenglama yechimi oshkor ko’rinishda
Umumiy integral tenglama yechimi oshkorlik ko’rinishda.
Ch

Chizigli tenglama: birinchi tartibli b1rJ1nsh bo’ lmagan y'= p( )y+ ( )
n — chi tartibli bir jinsli bo’lmagan a( )y +a1( ) Vi +a( ) = f( )
Birinchi tartibli bir jinsli y'= (X )y
n — chi tartibli bir jinsli. & (X)y" +& (x)y"™ +..+a, (x)y =0,

Chegaraviy masala izlanuvchi funksiya va uning hosilalari qgiymatlari
argumentning ikkidan kam bo’lmagan qiymatlarida berilgan bo’lsa.
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Chebishev(Yeormmes [Madgnuyruii JIsBoBuu ,1821 - 1894) rus matematiki

Chegirma — yakkalangan maxsus z, nuqtaga nisbatan analitik bo’lgan f(z)
funksiyaning chegirmasi deb bu funksiyani shu nugta atrofida Loran gatoriga yoyganda
(z — zo) ! ning koeffisentiga aytiladi.

Chegaralangan ketma-ketlik- Agar {z, },—, ketma-ketlikning har bir hadining
moduli biror musbat sondan kichik bo’lsa, ya’ni shunday chekli M > 0 son mavjud
bo’lib, barcha z, lar uchun |z,| < M bo’lsa, {z,}n-; ketma-ketlik chegaralangan
deyiladi.

Y
Yaginlashuvchi ketma-ketlik - ketma-ketlik yaginlashuvchi deyiladi, agar
chegarlangan va yagona limitik nuqtaga ega bo’lsa.
Yopiq to’plam deyiladi agar to’plamning barcha limitik nuqtalari shu
to’plamga tegishli bo’lsa.
Yechim - Tenglama qaralayotgan fazoning ushbu tenglamani ayniyatga
aylantiradigan yechimiga aytiladi.
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