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SO'ZBOSHI 

O'zbekiston oliy o'qUY yurtlarida ko'p bosqichli ta'!im tizimi 
joriy etilib, bakalayriat va magistraturada mutaxassisJar layyorlash 
ytY\ga qO'yilgan. Bu esa oliy o'quv yurti o'qituvGhibridan jahon 
andozalariga to'lajavob beradigan, mustaqillik talab va ehtiy(~jlariga 
javob beradigan bakalavr va magistrlar o'qUY rejasi, o'qllv rejaga 
to"la mos keluvchi o'quv dasturlari, oliy kasbiy ta'limning davlat 
standartlari asosida darslik, uslubiy qo'lJanma, o'quv qo'lJanma 
kabi adabiyotlarnillg yaratilishini taqozo etadi. Ushbu darslikda 
malemalik programrnalashtirish faniga tegishll mi:1salalarni yechish 
metodikasi nazariy va amaliy jihatdan keng ko'lamda berilgan. 
Darslikda matematik modellarning optimal yechimlarini EHM ni 
qO'l!ab yechish uchun matematik modellar original usullarda yoritib 
berilgan. 

Ushbu darslik 10tin alitbosida birinchi marta chop etilganligi 
bois ayrim kamchiliklari bo"lishi mumkin. Shulling uchlln bu 
darslik bo'yicha bildirilgan barcha takJifva flkrlar muallifto1l1onidan 
manmuniyat bilan qabul qilinadi. 

Mualli/ 
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KIRISH 

Matematika tanining fundamental rivojJanishi boshqa fanlarning 
ham rivojlanishiga olib keldi. Hozirgi 'laqtda maternatika usullari 
qo'llanilmagan fan va texnikaning biror sohasi yo'q. Xalq xo"jaligini 
rejalashtirish va boshqarish masaJalari juda murakkab bo'lib. bu 
masalalarni yechish lIchun matematik modellal11i qo'llashga to'g'ri 
keladi. 

Ayniqsa bolOr iqtisodiyotiga o'ti!'.h da'lrida va lIndan keyin 
barcha iqtisodiy masalalarni yechganda matematik model­
lashtiri5hning tatbiqi juda katta ahamiyatga ega bo'ladi. Shuning 
uchun darslikda har bir masala iqtisodiy masala ekanligiga asosiy 
e'tibor beriladi. Misol 'la masalalar shllnday tanlab olinganki, 
talabalar uni yechganda ortiqcha tash'lishga tushmasin. Har bir 
mavzuni boshlaganda bu mavzuda qo'llaniladigan nazariy qismlar 
sodda holatda berildi. Shu bilan bir qatorda har bir mavzuga doir 
masalalar yechildi. Umuman, darslikda hamma mavzularga 
atroflicha tllshunish uchun kerak bo'lgan barcha nazariy va amaIiy 
usullar ham beIildi. Masalalar tuzilganda, ularni soddalashtiIishga 
harakat qilindi. Masalalar shunday tanlab oIindiki, kelgusida bu 
masalalarni EHM da hisoblash mumkin bo'lsin. Masalalarni 
tanlashda juda ko"p adabiyotlardan foydaJanildi. 

(,Matematik programmaiashtirish,> fani quyidagi bo'lirnlarni o'z 
ichiga oladi: optirnizatsiya usullaIi, o'yinlar nazariyasi, stoxastik 
usullar, iqtisodiy u8ullar, chiziqli progranllnalashtirish, modellaming 
sezgirlik darajasining tahlili, ikki taraflama baholash, chiziqsiz 
progranunalashHrish, Lagranjning ko'paytmalar usuli, qavariq 
programmalashtirish masalalari, Kun-Taker nuzariyasi, kvadratik 
programmalashtirish masalalari va boshqa asosiy tushllllchalar. 

Xalq xo'jaligining iqtisodiy masalalarini yechish llchun 
Yllqoridagi usullar keyingi vaqtda ko'p qo"llanilmoqda. Lekin shuni 
ham ta'kidlash lozimki, barcha ishlab chiqarish korxonalarining 
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mablag' va xomashyo bilan ta'minlanishi chegaralangan. Shuni 
hisobga olib, iqtisodiy masalalar yechilganda bu yechimlar ichida 
kerakli yechimlarni tanlashga to'g'ri keladi. Demak, har bir aniq 
iqtisodiy masaJani yechish uchun harakat programmasini nazariy 
va amaliy asoslab berish kerak. 

Yuqoridagi usuHarni tasavvur qilish uchun bir nechta masalalar 
yechib ko' rsatiladi. 

1. Materiallarni optimal bichish masalasi 

l-masala. Yarimtayyor mahsulotlar korxonaga to'qiJgan mate­
rialtar, temir, taxta va oyna varaqlari sifatida keltiriladi. Bu 
yarimtayyor mahsulotlardall iloji boricha ko'proq detallar to'plami 
tayyorlash talab etiladi. Shu bilan birga quyidagi shartlar bajarilishi 
lozim. Jami n partlya material bo'lib, i partiya q, birlikka ega. 
TO'plam esa In xiI turli detaldall iborat. Har bir to'plamga esa k xiI 
detaldan P

k 
ta kiradi. Yarimtayyor mahsulotlar birligi s ta turli 

usul bilan bichilishi mumkin. 
i partlya yarimtayyor mahsulot j usul bilan bichiJganda k xiI 

detaldan (lfk) ta hosil bo'ladi deb faraz qilaylik. 
x, bilan i-partiyaningj usul bilan bichilgandagi soni (miqdori)nl 

beJgilayJik. Bu usulda bichilgandagi k xiI detaJ miqdori (lkX. bo'ladi. 
Bichishlling bare ha usuJlaridan hosil bo'ladigan r ~il detal 

, 
soni L G'k,xij ga teng. H ar bir partiya material belgilangan k xiI 

i=1 

detaining k xii umumiy soni quyidagicha ifodadan aniq1anadi. 
S .Ii' S n ~. 

L GJlcjx1j + L a2k;x)j + ... + L alllg·xnj = L L ail;;xiJ' . 
J=I ;=1 j=1 i=1 )=1 

Har bir to'plam k xiI detaldan P
k 

taga ega. Shuning uchun k 
xii detai bilan ta'minlangan to'plam soni quyidagiga teng: 

fI S 

Zk = LLllikJXij. 
H j=l 

TO'plam barcha xii detallar bilan ta'minlangan bo'lishi shart, 
ya'ni materiallarni optimal bichish masalasida shunday K. sonlarni 

lj 
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top ish kemkki. ular Zk nisbatining minimal qiymatiga maksil11l1m 
qiym,~t bersinlar, ya'ni 

Zk > Z (k=l,n) (1) 

shart bajarilg:mda Z get maksimum qiymat berish talab qiJinadi. 
Shl! bibn hir qatorda 

s 

LXi) =qi' 
)=1 

Xi; ;::: 0, (i = l,n, 

(i = Ln) (2) 

j = l,n). (3) 

Yuqoridagllardan ko'rinib turibdiki, (2) f()rmllladagi sha111ar, 
i-pmiiya q, birlik materialga ega bo'lganliginL (J) formula esa 
mahsuiot sonining manfiy bo'lmasligini ko'rsatadi. 

2. Transport masalasi 

2-masala. Samarqand viloyatining ikkita bazasidan uchta 
tumanga hir jinsli tovarlarni tashish kerak bo'lsin. Tovarlar zaxirasi 
bilinchi bazacJa 400 tonna, ikkinchi bazada 600 tonna. Birinchi 
tumanning tovarga chtiyoji 350 tonna, ikkinchisiniki 450 tonna va 
uchinchisilliki 200 t011na. Birinchi bazadan uchta tumangacha 
bo'lgan masofalar mos holda 10 km, 20 km va 30 km. lkkinchi 
bazadan llchta tumangacha bo'lgan masotlllar mos ravishda 40 
km, 50 km va 60 km ga teng. Tumanlarga tovar tashish xarajatla­
rining oprimal variantlarini topish talah etiladi. 

Bu masalani yechish uchun quyidagi jadval tuziladi. 

1- jadval 
r--

Bazalar 
Tovar TuruanJar 

zal{i ralari 1 2 3 

Jomboy 400 I 
10 20 30 

xl) X12 ·\1) 

Juma 600 t 
40 50 6°1 

'SI ~2 Xl.! 

Tovarlargu 1000 t 350 t 
bo'lgan tah-tb 

450 t 200 [ 
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Tumanlarning bazalardan olgan yukJari Xij (i = 1,3, j =: D) har 

xii taqsimlanishi mumkin, Misol uchun I-bazadagi yuklarni 
quyidagicha taqsimlash mumkin: 

XII = 150, X I2 = 150. xIJ = 100 t, 

2-bnadagi yuklarni esa mo:> ravishda iste'moldtilarga quyidagicha 

taqsimlanadi: X 21 = 200, x22 = 300, X 23 = 100 1. 

Bu taqsimot bo'yicha transport xarajatiari quyklagicha bo'ladi: 

FI = 150 . 10 + 150 . 20 + 100 . 30 + 

+200·40 + 300 ·50 + 100 . 60 = 36500 m.km. 

Agar xI{ lar ikkinchi l1larta boshqacha ta11lao taqsimlangan, 
ya'ni . 

XII =50m,x12 =200m, 

X ll = 150 m, X 21 = 300 m,xn = 250 m, X 23 = 100 m. oO']sa, 

u vaqtda transport xarajatlari quyidagicha bo'ladi: 
F2 == 50 . 10+ 200 . 20 + 150 . 30 + 300 . 40 + 250 . 50 + 100 . 60 = 39000 m.f..71l. 

l- va 2- varianrlardagi xarajatlarning farqi quyidagicha bo'ladi: 

F] - I; = 39000 m.km - 36500 m.km = 2500 m.km . 
Demak, uansport xaraJatiari oshadi. Ya'ni F. F) dan ko'ra 

yaxshiroq. Shllnd,lY qilih, F; ko'p variantlari ichidan- optimalini, 
ya'ni eng karn transport xarajatlarini talah qiladigan variantni topish 
kerak. 

Birinchi jadvalga asoslanib, quyidagi matemaiik modelni tuzish 
mumkin: 

XI I + X l2 + X I3 = 400, 

X 21 + x12 + x2\ = 600. 

XI) + Xli = 350, 

X l2 + xn = 450, 

XIJ + X23 = 200. 

(4) 

Bu shartlarga asoslanib, transport xarajatlarini quyidagicha 
yozish mlll11kin: 
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F = 10x11 + 20x12 + 30X11 + 40x21 + 50x22 + 60X23 • (5) 
Shunday qilib, (4) sistemaning shunday nmsbat yechimlarini 

topish kerak:;i, (5) chiziqli fonlla (nwqsad funksiyasi) minimum 
qiymatga egd bo'lsin. 

3. Ratsion baqidagi masala 

Fnraz qilaylik, mahalliy sayyohning bir oylik ratsionini 12 kg 
birlik. ya'ni tarkibi tashkil topgan mah5ulotdan iborat. Sayyohning 
ratsioni gli '511t, makaron mahsulotlari va sabzavotlardan iborat. 

lvlallsu}ot!ar tarkibi bo'yicha ma 'ill motlar quyidagi jadvulda 
berilgan. 

-
Ko·rsatkicblar Birlik Sabza- Makaron 

o'lchovi votlar, x mahsulotlari, Xz 
Oqsilning koef-

kg 0,18 0,24 fi.tSlcnt birligi 
1-. 
Oqsilning 

t 10 R 
~ri 
Vitaminlar ~ 15 1 -
1 kg ni nor narxi tiyin I 1.2 

1..-: -

Masalaning matematik modelini tuzing. 

Jadvalga asosan quyidagi model tuziladi: 

0,1 8x1 + 0, 24x1 + 1, 2X3 2 I2,} 
10x1 + 8x2 + 200x3 2 1000. 
15x1 + lx2 -I- 1, 5X3 2 450. 

Xl~O. X220, X,20. 

2- jadval 

Go'- Jami kerakli 
sht, X, mahsulotlar 

1,1 i2 
-

lOO IOOO 

1.5 450 

7.5 -

(6) 

Chiziqli funksiya esa quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi: 

F (xl'x2.xl)=lxl+l,2x2+1,75x3' (7) 
Shllnday qilib, (6) sistemaning shunday nolli va 111usbat yechim­

larini topish kerakki, (7) maqsadli funksiya qiymati minimum 
bo'lsin. 

Bunday masalalarni yechish hollarini keyingi mavzularda 
ko'ramiz. 



I BOB 
CHIZIQLI PROGRAMMALASHTIRISH 

l-§. Chiziqli programmalashtirishning asosiy masalasi va chiziqli 
programmalashtirish masalalarini asosiy masalaga keltirish 

Chiziqli programmalashtirishning asosiy masalasi ta'rifilli 
quyidagicha berish mumkin. 

Bizga chiziqIi funksiya (maqsadli funksiya) 

F = CIXI + C2X 2 + ... + cl/x" 

va n-lloma'lumli m-ta chiziqli tenglamalar sistemasi 

berilgan bo'lsjn. 

~:~~:.~~::~:.~::~~?~~:' I 
amIXI + a m2 X Z + ... + aml/xn. - bm• 

Xl ?- 0, x2 2 0, .,. , x/I 2 0. 

(1.1) 

(L .2) 

Bu yerda (1.2) sistemaning shunday yechim1arini topish kerakki, 
(l.l) chiziqJi fllnksiya (maqsad funksiyasi) eng katta (maksimllm) 
yoki eng kichik (minimum) qiymal qabul qilsin. 

Maq&acl funksiyasining eng katta yoki eng kichik qiymatlalini 
topish masa1aning qo'yiIishiga bog'hq. Ishlab chiqarishda daromad 
olish talab etilsa, chiziqli funksiyaning eng katta (max) qiymatlari 
topi1adi. 

Agar ishlab chiqarishd(l xamjatlarni rcjalashtirish kerak bo'lsa, 
u holcla chiziqli funksiyaning eng kichik (min) qiymatlarini topish 
talab etiladi. 

Ko'p masalalarni yechganda Xl' x, ... , X o'zgaruvchilarga 
• /I 

qo'yilgan cheklovlar chiziqli tengsizliklar sistemasi kO'rinishida 
bcriladi. ya 'ni 
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allxl + a 12 x2 + ... + all/xII 5 bl '/ 

~~.I.'~.I .. ~ .~'~:~~~~.~.:: :.~ .~~'~~':' .. ~ b2

, 

amlx! + a m2 X 2 + ... + 1I1/I/IXn $ bm · 

( I. 3) 

Har qanc1ay (1.3) ko'rlnishdagi shartbrni chiziqli prograll1-
IJl;Jlashtirishning asosiy masalasidagi ko'rinishiga keltirish mumkin. 

Haqiqatan ham, 0.3) sistemasining birinchi tengsizligiga Y
1

• 

ikkinchisiga .I" va h.k. m-tengslzligiga YI/I qo'shsak. (1.3) sistemaga 
ehivalent bo'igan quyidagi sistema hosil bo'ladi: 

GIIXI + aJ2x2 + '" + (lll/X" + YI = hi, / 

~,~~~.~.~~~~~::.~a~:.~~:.~ y, = :' 
0mlxl + a l112 x 2 + ... + amI/x" + Jm - bm · (J .3') 

Xi 2:: 0, i = 1,11, ... , Yj 2:: 0, j = 1, m 

Shuni qayd qilish kerakki, (1.3') chiziqJi tengsizlikJar ~iste­
masining yechimi (1.3) tengJiklar sistemasini h3m qanoarJantiradi 
yoki aksincha. 

TengsizlikJar sistemasi quyidagi ko'rinlshda 

allx1 + a!2x1 + ... + alll"'<-" 2:: bl' 1 

~~.I.~I .. ~.~.~~~~.~.:::.~.~~~~~~ .. ~ h], ~ 
a",lx ! + am2 x2 + ... + am"Xn 2:: bm.J ( 1.4) 

Xi 2:: 0, i == t 1'1, ••• , J'j >- 0, j == 1, m 

bo'lganda ham masaJa yuqoridagi kabi yechiJadi, ya'ni bu yerda 
musbat Yl' Y2 , ... , YI/I Jar mos ravishda ayriladi. Demak, chiziqli 
programmalashtirish masalalarini asosiy masalaga keltirish 
mumkin. Shunday qilib, (1.2) sistemani 0 ga teng yok! noldan 
katta yechimlarini topish kerakki, (1.1) chiziqJi forma (maqsadli 
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funksiya) eng katUl (max) yoki bo'lmasa eng kichik (mm) qiymat 
qahul qilsin. 

Ta'rif. (1.2) sistemaning manfiy bo'lmagan har qanday 
yechimlar to'plamiga mumkin bo'lgan yechimlari yoki masalaning 
tayanch re,iasi deyiladi: 

F (XI' X2, .,. , Xn) 

Bundan keyin chiziqli funksiya maqsad funbiyasi deb yuritiJadi. 
Maqsad funksiyasini maksimumlashtimvchi (minimumlashtiruvchi) 
mumkin bo'lgan barcha yechimlariga optimal yechimlar deyiladi 
yaki optimal reja ham deb yuritiladi. 

Chiziq1i programmala811tirishning asosiy masalasini yechganda, 
odatda, simpleks usulidall foydalaniladi. 

2-§. SimpJeks usuli 

Chizitjli programmalashlirishning asosiy masalasini geomctrik 
usul yordamida yechilganda tenglamalar sistcmasiga va maqsad 
funksiyasiga kiruvchi o'zgaruvchilar soni qancha kam bo'lsa. 
masalani yechish shullcha osonlashadi. Agar o'zgaruvchilar soni 
juda ko'p bo'Jsa, masalan, qavariq shakl llchlarining soni bir uecha 
million bo'lsa, II holda maqsad funksiyasining eug kat1a (eng kichik) 
qiymatlarini topish hozirgi za1110n hisoblash mashinaiariga ham 
og'irlik qiladl. 

-\f 
i 
I 

---·----0-+-----
/ ' ~\', 

XiI> 

" 

-:oQ, 

_ .. __ ~ ... Ak 

A, /./~. "./~;:r-" .. ~ ( -- '-, 
'j" I I 

\ I· 

\ "~, , -, 
AI 

1.1-chiIJna_ 

11 

, 
/ 

./ 

---~ 
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Haqiqatan ham, n! ta llchga ega bo'lgan qavariq ko'pyoqlik 
bcrilgan bo'lsin (I.I-chizma). Masalani yechish uchlln ko'pyoq­
likning n! ta uchlarining koordinatalarini topib maqsad funksiyaning 
bu nuqtalardagi qiymat]arini taqqos]ash kerak. Agar operatsiyalar 
soni 11> 15 bo'lsa, II holda masalaning zamr bo'lgan yechimini 
top ish hozirgi zamon hisoblash mashinalariga ham og'irlik qiladi. 
Buni ko'rsatish uchun Stirling formulasidan foydalaniladi: 

n!=(7}'&n. 
Agar qavariq ko'pyoqJik uchlarining soni n=20 bo'lsa, masa­

laning shartlari 2· lOll; dan ham oshib kctadi. Bu yerda qavariq 
ko'pyoqlikning lozim bO'lgan uchi koordinatalarini tan lab olish 
uchun sekundiga 10 million operatsiyani bajaradigan hozirgi zarnon 
hisoblash mashinalariga 5000 yil ham kamlik qUadi. 

Yuqoridagi misoldan ko'rinib turibdiki, bunday masaJalarni 
yechish uchun maxsus usullar ishlab chiqarish lozimki, 
ko'pyoqIikning uchlarini tanlash tartibsiz emas, balki maqsadli 
ravishda amalga oshirilsin. Masalan. ko'pyoqJikning qirralari bo'yJab 
shunday harakat qilish lozjrnki, har bir qadamda maqsad funksiyasi 
F ning qiyrnati rnaksimum (minimum) qiymatga tomon tartibli 
ravishda intilsin (1.2-chizma). 

X1 

C,X, -t- C2X2 = 0 x, 

1.2-chizma. 
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Simpleks usul birinchi bo'lib amerikalik olim D. Dansig tomo­
nidan 1949- yili taklif etilib, keyinchalik 1956- yilda Dansig, Ford, 
Fulkeron va bosbqalar tomon.idan to'la rivojlantirildi. Lekin, 1939-
yilda nlS matematigi L.v. Kantorovich va un.ing shogirdlari asos 
solgan yechuvchi ko'paytuvchilar usuli simp1eks lIsulidan ko'p farq 
qiimaydi. «Simpleks« so'zi n -o'lchovli fazodagi n+ 1 ta uchga ega 

11 

bo'lgan oddiy qavariq ko'p yoqlikni ifodalaydi. Simpleks bll L xk ::; 1 
hi 

ko'rinishdagi tengsizliklarning yechimlari sobasidir. 
Simpleks usuli yordamida chiziqli programmalashtirishning 

ko'pgina masalalaIi yechiladi. 
Bu usul yordamida chekli qadamlarda optimal yechimlarni 

topish mumkin. Har bir qadamda shunday mumkin bo'lgan 
yechimIarni topish kerakki, maqsad fimksiyasining qiymati oIdingj 
qadamdagj qiymati (miqdori)dan katta (kichik) bo'lsin. Bu jarayon 
maqsad funksiyasi optimal (maksimum yoki minimum) yechimga 
ega bo'lguncha davom ettiriladi. 

Simpleks usulini tushuntirish uchun quyidagi masalani ko'rib 
chiqaylik. 

Masala. QlIyidagi tengsizliklar sistemasining 

allxI + a12x2 + ... + al"xn ::; h\, 1 
a21 x1 + a22 x2 + ... + a2"x" ::; bz, 

a:,:: ;;. ~'~:~~'~;'; ....... ~. ~~:,:~~ .. ~. ~~. j 
manfiy bo'lmagan shllnday yechimlari X1=(X1' Xl = (X2' 

topilsinki, maqsad funksiya 

F(x1, x2 , ...• x")=C\Xl+('2X2+···+C"X,1 

maksimum yoki minimum qiymatga ega bo'lsin. 

0.5) 

X=(X 
IJ IJ 

(1.6) 

Bu masalani yechish lIchlln (1.5) chiziqli tengsizllklar siste­
masiga shunday Y1• Y2 , •.• , Y" manfiy bo'lmagan o'zgaruvchilarni 
mos ravishda qo'shib, quyidagi ekvivalent sistemani hosil qilamiz: 
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a"x, + a12 x2 + ... + a,,,x,, + y, = hi' ) 

a,,~:~. ~~~~~.~'::.+.~~~:~'~+~'~.~ b,. 

amlx l + am2 x2 -I ... + am"X" + y", - bill' 
( L.7) 

bllnda Xi ~ 0, Yj ~ 0, i = L,I1, j = I, m. 

U hoida maqsad [unksiyasi quyidagi kO'rinishda yoziladi: 

F(x" x2, ... , "'Il' YI' Y2'''''Ym) = 

= CIXI + C2X 2 + ... + cl1 x" + 
+0· Yl + O· Yl + ... -I- O· YIII • 

0.8) 

Agar (1.7) danxJ = x2 = ... = x" = 0 deb olsak. birinchi rnumkin 

bo'lgan yechimlar to'plal11i Yj = bj , j = 1, ni, Xi = 0, i = 1,1/ hosil 

bo'ladi. BlI holda maqsad funksiyasi 0 g8 teng. ya'ni 

F (0, O, .... ,O,h
" 

b2 , ... , b",) = O. 

Simpleks usulini qo'Uaganda ketma-ket jadvallarni almashtirish 
ancha qulay bo'Jadi. JadvaJni tuzishga o'tamiz: 

I) eng yuqoridagi m+ I satriga maqsad funksiyasin ing 
koeffits ientlari joylashtiriLadi; 

2) jadvalning yuqoridagi 2-satriga o'zgaruvchi xI' .'1:2 , ... , XII' Y j • 

y, , ... , y, .lar yoziladi; 
_ I.l 

3) xl' Xl ,oO', XII Jarning koeffitsientlari jadvalning asosiy qismini 
tashkil qiladi (asosiy matritsa), YI' Yt , ... , Ym o'zgamvchilarning 
koetfitsientlari esa bosh diagonal bo'yicha yozilib, birlik matritsani 
tashkil etadi: 

4) jadvaJning oxirgi satriga indekslar satri deyiladi va bu satr 
maqsad funksiyasiga qatnashuvchi o'zgaruvchilarning koeffitsient­
larini teskari ishora bilan olingan koeffitsientlar orqali to'ldiriladi. 

Nat~;ada quyidagi jadval hosil bo'ladi. 
'! 
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Dastlabki berilganlaroing a.~osiy jadvali 

Maqsad 
m+l I 11 III Cl Cz ... CD 0 0 ... 0 fUllksiya 

satri 

O'zgn-

XI X, ... Xn YI Y2 ... ym flIvchilar 
satli 

1 0 b l au 1 0 0 
Birlik 

v all ... 
a l " 

... , ; matritsa 

2 0 Y1 b2 a21 al2 ... a2ru 0 1 .. . 0 

... ... ... .. . ... ... .. ", .., ... .. . ... ... ... 

111 0 Y1LI 
b . " a 

1111 alII] ... ~ 0 0 ... 1 

Indeks 
0 ~ 0 

I 

satri -Sj -S2 ... -c ... 0 
J\ 

-
j .. ~, 

l\1aqsadli lIstllll ~ O'zgannaslar ustuni Asosiy matritsa 

O'zgaruvchilar lIstul1i 

BlI jadvaJga asoslanib, birinchi simpleks jadval tllziladi. 
Dastlabki berilganlaming asosiy jadvalinl tahlil qilamiz. lndekslar 

satrini tahlil qilganda satr eJementlarining musbat va manfiy qiymat­
lariga e'tibor beriladi. Agar indeks satri elementlarining hammasi 
musbat bo'lsa. 1I holda 11l11mkin bo'lgan yechimini o'zgartirib bo'l­
maydi va bll yechim optimal yechim bo'ladi. Faraz qilaylik, indeks 
satri elementlarining ichida bir nechta mallfiy sonla r mavjud 'la 
bu manfiy son (-Si) ga teng bo'lsin. (-SI) ni qora chiziqli to'rt­
burchak ichiga olamiz. Bll lIstllnga yechuvchi lIstun deyiladi. (-SI) 
joylashgan lIstUll element1arini ham qora chiziq bilan chizilgan 
to'rtbllrchak ichiga olinadi. Bu yerda shuni ham ayti5h kerakki, 
ag,1f bordi-Yll indeks satrida bir-biriga teng bir necha kichik mallfiy 
sonlar bo'lsa, 1I holda chap tomondan boshlab bilinchi katakdagi 
manfiy son tanlanadi. Yecllll'lchi satrni topish uchun o'zgaruvchilar 
Ll~tunidagi sonlarni kalilli lIstul1dagi InOS mllsbat sonlarga bo'lib, 
lIlar ichidan eng kichik musbat son tanlab olinadi. Faraz qilaylik, 

h 
b ! I I' ,. 1I son a )0' S111, ya 111 
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K = eng kichik {.!!L, ~, .... bm } = .!!L . 
al2 a22 am2 all 

Birinchi simpleks jadvalda SI' S2' ... , '-~H+I ning qiymatlari quyi­
dagicha topiladi: 

11 1/ 

S, = 1 + b, + L au . 
i~i 

S2 = 1 +b2 + 2. (l2i' 

n 

Sm = I + bm + L ami' 
i~' 

11 

Sm+' = 0 - Lci . 

i~' 

i~' 

111+1 m m 1/1 III n 

S = 2. S; = m + 1 + L bi + L a/j + L (l2i + ... + 2. alii; - 2. Ci • 

i~' i~' i~' i~' i~1 i~i 

Ikkinchi simpleks jadvalni 1uzishga o'tamiz. lkkincbi simpleks 
jadvalda o'zgamvichilar ustuni o'zgaradi. Bu ustunda yangi O'Z­

garuvchi XI yechuvchi satrdagi Ul ning o'mini egallaydi. Ya'ni 
yechuvchi us: IUndagi o'zgaruvchi yechuvchi satrdagi o'zgaruvchi­
nint:. o'r:lini ,~gal1aydi. 

f?l.lnt:ill' ;"cyingi jadvaUami tuzganda ham bu qoida saqlanadi. 
Bidncbi simpleks jadvaldagi yechuvchi satrga ikkinchi simpleks 
jadvalda bosh satr deb ataladi va bu satrdagi har bir katak quyidagi 
formula yordamida to'ldiriladi: 

bunda: 
K - yechuvchi son; 
0i - oldingi son; 

B _0; 
i - K' 

B. - bosh satr elementlari. 
J 

Ikkinchi simpleks jadvaIida bosh satrlardagi kataklar quyidagi 
formula yordamida to'ldiriladi. Yechuvchi ustun bilan yechuvchi 
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b 
satr kesishgan kataklarda turgan son K = -;;- ga yechuvchi son 

11 

deyiladi. Yechuvchi satr ham qora chiziq bilan to'rtburchak ichiga 
olinadi. Dastlabki beriJganlar jadvalining oxirgi ustuniga tekshirish 
ustuni joyJashtiriladi. Tekshirish ustunidagi har bir son o'zgar­
maslar ustunidan bosh lab satrdagi sonlar yig'indisiga tengdir. 
Tekshirish ustunidagi sonla1' yechuvchi ustunni topishda qo'llanil­
maydi. Natijada birinchi simpleks jadval hosil bo'ladi. 

Birinchi simplekli jadval 

I M+1U-_ln Im SI S2 I ···1 So 
0 o I ... U-k-! 

Tek-

o 

'2 11 

!vl o 

XI Xl I ... I \, YI Y1 I ... I Y", I shirish 
ustuni 

Y, I ~);q I alJ .~..I AJ I I Jl I ~ I.~~ ;~Cht1\'-K,-ri r lit -t 1- CJ11 satr 

Y1 I Bl I :l,r"t <1!2 

" '" 
A1n I 0 o Sl 

S 
m 

In- I v,a'l.- _ '. 
dch i sad!J I I 1,=0 I -~l I Cl I ... ~( " I 

':Ilri IU"JUIi 

"-Yechu\'c hi uslllni '\, 
Yechuvchi <,on 

Boshqa satrdagi kataklar quyidagi formula yordamida to'Jdiriladi: 

A = 0 _ K J K2 
Ij I K' 

bunda: 
0; - oldingi son; 
A' -- yechuvchi son: 
Ki - 0, ga !TIOS ho'lgan yechllvchi satrdagi son: 
K! - O;ga mos ho'lgan yechuvchi ustundagi SOli. 

Yuqoricbgi formull.lJar asosida yangi elcmentlarni birinchi 
:,impleksjadval elemcntlari orqali hisobJab Chltl';:4~. LI,,4ij,«tJ tt~r,rokl-I 
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simpleks jadval hosil bo'ladi. Bund,lll keyin maqsadli satrni 
yozmasak ham bo'ladi, chunki bu satr elementlari keyingi jadval­
larda qo' llanilmaydi. 

Ikkinchi simpleks jadval 

M+l I 11 III XI Xl ... xn SI S2 So 
Tekshirish . .. ustulli 

1 0 XI F $11=1 Sl2 ... SIll l/aJl 0 0 S',-hosh , .. , 
satr 

2 0 Y2 F 2 c2,=0 cn ... c211 d." dn ... d
2m 

S' 
2 

... ... ... ... ... ... . .. ... .. . . .. ... .. . ... 

M 0 F 
c 

d ml 
D 

Ym 
ml· 

C"Q C d S' m =0 
... 

mll 
... 

:;l!l III 
m2 

In-
I 

deks F Cf., u::! ... ex ~, 1 f\ ~1l1 s' , 
II 

... 
___ J satri 

111+1 

BlI jadval kataklaridagi sonlar quyidagilarga teng: 

1 n 
s; = F;, + - + 1',c1;' 

all ;=1 

n IN 

S; = F; + lC2i + Id2 ;· 
;=1 j=1 

n In 

S:n = Fm + lCmi + I.d,lj' 
i=1 J=1 

n m 

S;'+1 = F/ + la; + I.~j' 
i~l }=1 

Bosh satr e1ementlali: 

F;, = !?L 
0\1 

-~=l, c -
11 all 

0 12 
C =-, 

12 0\1 
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r 0 
d11 =-, d12 =-=0, 

all all 

Tkkinchi satr kataklaridagi sonlar: 

o 
din =- =0. 

all 

F2 = b, _ Q0
21 

- 0 1 I ' 

a l1a 21 = 0, .... , en = all - a
l 
I 

c
2
" = a, _ a21 a ln 

~" --" 
all 

.................................................... 

m-satr elementlari: 

F", = b _ bland III --" 

all' 

all/loll = 0, c = ami - a
l1 

C'11J1 ='a
n 

_ aml"ll! .rlll ---... 

all 

d",1 = 0 _ ami' 1 
all 

O· amI d = 1- - . 
. '" ml aIJ 

lndeks satr elementlari: 

F; = 0 _ .( -Cl) bl 

all 

(-cdall = 0, 
0;1 = -Cl - all 

0;2 = -C, _ (-Cl )01" . -
all , .. " 

an = -cn _ ~-CI) all! 

all 

1.(-cl ) 0· (-cd 
~I=O- , , .. , ~m=O- =0. 

all all 

Agar ikkincbi simpleks jadvaLning indeks satridagi kataklardagi 
sonlarning hammasi musbat bo'lsa, U holda bu jadvaldagi 
yechimlarga optimal yechimJar deyiladi va maqsad fi.mksiyasining 
optimal qiymati 

F; (F;, 0, 0, .... 0, 0, F; , F;, .. ,' Fm) = cIF; + C2 . 0 + .. , + en . 

. 0 + 0 . 0 + F2 . ° + 17.1 . ° + , .. + F,n ' 0 = cIF; 

bo'ladi, bunda: 

Xl = F." 
YI = 0, 

X 2 = 0, 

Y2 = F2 , 

X3 = 0, ... , Xn = 0, 

J'3 = Eo, ... , Ym = F",' 
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Agar indeks s~ltrida manfiy sonlar mavjud bo'lsa, yuqoridagi 
yechimlar optimal yechim bo'lmaydi. Shuning llchun Yllqoridagi 
qoidalarni ikkinchi simpleks jadvalga qo'llab, lIchinchi simpleks 
jadval tllziJadi. Jadvallarni almashtirish (yaxshilash) indeh satrida 
hamma kataklardagi sonlar mllsbat bo'lgllncha davom ettiriladi. 

Simpleks jadvaUarni tuzganda quyidagi qoidalarga asosiy 
e'tibomi berish kerak: 

1) agar yechuvchi l1stunda nol bo'lsa, ke1gusi jadvalda shu nol 
turgan satr o'zgarmaydi; 

2) yechuvchi satrda 1101 bo'lsa, bu 1101 turgan list un kelgusi 
jadvalda o'zgannaydi; 

3) har bir o'zgaruvchi ustUll va mos o'zgamvchi satr kesishgan 
katakdagi son 1 ga teng bo'lsa, bu ustundagi hoshqa katakdagi 
sonlar nolgll teng. 

Shu vaqtgacha maqsad funksiyasining mahimu1l1 qiymatini 
izlagan edik. Lekin ayrim masalalarda maqsad funksiyasining 
minimum qiymatlarini topish talab etiladi. ya 'ni 

F..l1iJl = -F,.nax = -('!x\ - c2x - ... - c"xII yoki. 

F.nR.x = -F.llin = CIX\ + C2X 2 + ... + CIIXn · 

Bundan ko'ri11adiki, masalaning maksimumini topish yetarli. 
Shunday qilib, har qanday maksimu1l1 qiymat talab qilingan 
masalalarni unga ekvivalent bo'lgan minimum qiymatni talab qilgan 
masalalar bilan almashtirish mumkin. 

Yuq01idagi qoida va f0l111Ulalardan foydalanib, quyidagi masalani 
yechamiz. 

I-masala. Korxollada ikki tur buyum ishlab chiqarish uchun 
uch xiI xomashyo ishIatiladi. Birinchi tur buyum ishlab chiqarish 
uchun birinchi xiI xomashyodan 6 kg, ikkinchi xii xomashyodan 
3 kg, uchinchi xil xomashyodan 4 kg ish1atiladi. Agar korxona 
birinchi xomashyodan 600 kg. ikkinchi xii xomashyodan 520 kg, 
uchunchi xii xomashyodan 600 kg ta'111i.11 etilgan vu birinchi xiI 
buyumni sotganda har bir dona.;;idan 6 so'm , ikkinchi xiI buyumni 
80tganda esa 3 so'm foyda olganda, korxona ishIab chiqarishini 
8hunday reja1ashtiringki, oiingan daromad maksimal bo'lsin. 

Yecbish. Faraz qiIaylik, birinchi tur buyumdan Xl dona, ikkinchi 
tur buyumdan x2 dona ishlab chiqarilsin. 
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Masalaning shartini Xl va X2 0" zgaruvchilarni O'Z ichiga olgan 
quyidagi tengsizliklar sistemasi ko'rinishida yozish mumkin: 

6x[ + 2X2 ~ 600, 

4x[ + 3x2 ~ 520, 
( 1.9) 

3x] + 4X2 ~ 600. 

XI ~ 0, X2 ~ O. 
U holda maqsad funksiyasi 

F (x, , xJ = 6xI + 3X2 (1.10) 

bo'ladi. 
Demak, (1.9) chiziqli tengsizliklar sohasida shunday manfiy 

bo'lmagan yechimlarini topish kerakki, maqsad funksiya-

si F (XI' x2 ) maksimal qiymatga ega bo"lsin. 

Masalani sirnpleks usuli bilan yechish uchul1 (1.9) tengsizHklar 
sistemasi tenglamalar sistemasiga keltiriladi: 

6x, + 2X2 + J'I = 600, 

4x[ + 3x2 + Y2 = 520, 
(1.11) 

3x, + 4X2 + Y3 = 600. 

X, ~ 0, x2 ~ 0, Y[ ~ 0, )'2 ~ 0, Y3 ~ O. 
Maqsad funksiyasi esa quyidagicha bo'ladi: 

F(x l ,x2'YI'Y2'Y3)=6x, +3x2 +O·y, +0'Y2 +0'Y3' (1.12) 

Agar (1.10) dan xl=O, x2=0 deb olsak, u holda y l=600, y
2
=520, 

YJ=600 ga teng bo'ladi. Demak, birinchi bazisli yechimlar -"1=0, 
X2=0, y l =600, y2=520, y 1=600 bo'ladi. Endi maqsad funksiyasining 
bu yechimLclrga InOS qiymati topiLadi: 
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F(O, 0, 6{JO, )20, (00)=6.0+3.0+600.0+520.0+600.0=0. 

Bundan ko'rlnib tUlibdiki, ishJab chiqarish hali hoshlanmagnn. 
Sirnpleks lIsul qoidalaridan foydalanib, dastlabki berilganiarning 
asosiy jadvaJi tuziladi. 

nm;tlabki berilganlarning asosiy jad"ali 

Ef I 0 

n .-

---

"1 I l) 

3 

In- I i\1, 
dcks ~a 

satri l.I5tt 

-

.'-
q-
j 

ll1i 
, . 

y! 

y~ 

y"\ 

()'z-

garuv-
'~ilil(lr 

u'ltU1l1 

III 

---
600 

520 

600 

F=O 

6 3 0 0 

x I ,,\ .~ Yl \", 

-
6 " 1 0 "" t--.-

4 ] () + I 
3 4 o i () 

-6 -3 o I l • 
f) 

I 

-
0 Maqsad satri 

)', 
O'zgafllv-
'-'hilar satri 

0 Asooiy 
matritsa 

0 BirlIk I 

matriba 

1 

o J 

Dastlabki berilganlaming asosiy jadv'aliga asoslanib, birinchi 
simpleks jadval tuziladi. 

Birinchi simpleks jadval 

IV I If UI 6 310 0 0 Tekshlrish 
ustuni 

x x.. ' , y Y7 y, 

I I 0 y 600 6 2- 1 0 0 609 k'~illi..J 
satr 

, -
2 0 Y 520 4 3 0 1 0 528 I 2 r----. 

\0 3 0 Y, 600 3 4 0 1 60S 

Indeks lVlaqsad Fo=O -6 -3 \ 0 0 
salri lIstuni I!-

Yechuvchi ustunYechuvchi son 
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Bu jadvaldan ko'rinib turibdiki, indeks satrida manfiy sonIar 
bor. Bu sonIar ichidan eng kichigi topiladi. Eng kichigi {-6, -3} = 
-6 bo'Igani uchun bu ustun yechuvchi ustundir. O'zgarmaslar 
ustunidagi sonlami rnos ravishda yechuvchi ustundagi sonlarga 
bo'lib, uiar ichidan eng kichigi topiladi. 

fill
'n I 600 520 600} = 600 = lOO. 

L6' 4' 3 6 

Bu satrga yechuvchi satr deyiladi. Ycchuvchi ustun va yechuvchi 
satf kesishgan katakda jaylashgan K= 6 sanga yechuvchi son 
deyiladi. 

Simpleks jadval tuzish qoida va formulalaridan foydalanib, 
ikkinchi sirnpleks jadval tuziladi. 

lkkinchi simp\eks jadval 

11 III 
Tekshirish 

IV I x
J 

x2 YJ Yl y) ustuni 

1 
m 6 lOO 1 1/3 1/6 0 0 

10 l-bosh 
Xl 2 

, satl' 

do 122 
TT 0 Y2 0 5/3~ -2/3 1 0 yechuvchi 

'\ satr 

1\1/2 
1 

I 0 YJ .300 0 3 () 1 303 2 
1 ndeks 

F J=600 0 -I 1\ 0 0 600 satri 1r1;"-
Yechuvchi llstllll 

YedlUvchi son 

Tlldeks satrida manfiy son mavjud bo'Igani uchun ikkinchi 
simpleks jadval tuzilgani kabi uchinchi simpleks jadvalni tuzamiz. 
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l1chinchi simpleks .iadval 
._-c-. 

IV J n HI x, x::! Y, V -, \' .. ! Tekshirish ustuni 

I 6 '(I 76 I 0 3/10 -1/5 0 77~ 
10 _. 

11 
, 

Xl 7'2 1 -2/5 3/5 0 73! bosh .1 

5 &atr 

!1I 0 y, 272 0 7/5 -9/':0 I 2722 
5 

Indeks 
F!=672 () 3/5 3/5 0 673~ satri 5 I 

Shlluday qilib, lIchinchi simpleks jadv3ining indeks sat rid a 
manfiy sonlar yo'q. Shuning llchun bu jadval optimal program­
madir. Optimal yechim esa x(=76, x2=72, y]=O, Y2=0, Y,1=272 ga 
teng. Bu yechimni (1.11) formulaga qo'ysak quyidagi hosil bo'ladi: 

F(76, 72. 0,0.272) = 6·76+3·72+0·0+0·0+0·272=6·76+3·72=672, 

F =672 so'm. 
mar. 

Demak, maksirnum darornad olish llchun birinchi tur buyum-
dan x(=76 dona, ikkinchi tur buyumdan esa x2=72 dona ishlab 
chiqarish kerak ekan. Endi yuqoriclagi simpleks l1sul bilan yechilgan 
maSalalling geometrik talqil1ini beramiz. Oldin 0.8) tengsizliklar 
sistemasini qanoatlantiruvchi 50 ha chiziladi. Buning lIchun (1.8) 
tengsizliklar sistemasi tenglamalar sistemasi ko'rinishida yoziladi 

(Xi ~ 0, i = 1,2): 

6x, + 2X2 = 600, I (1) 

4x, + 3x2 = 520. ~ (If) 

3x, +4X2 =600.J(1lI) 

XI ~ 0, X1 ~ O. 
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Bu sistemaga kiruvchi to'g'ri chiziqlami chizib, yarimtekisliklar 
tashkiI qilgan soIul topiladi. 

X2 

.. 
X 1 

1.3-chi:;ma. 

OABeD ko'pburchak uchlarining koordinatalari to'plami 
optimal yechimlar to'plamiga kiradi (1.3-chizma): 0(0; 0), 0(14; 
119,5), C(76; 72). D(100; 0), A(O; 150). 

Endi maqsad funksiyasining OABSD ko'pburchakning uchla­
ridagi qiymatlari hisoblanadi: 

F (0' 0)= 0 so'm 0, , , 

FA (0; 150)= 6·0+3·150=450 so'm, 

Fs(l4; 119,5)= 6·14+3-119,5 =84+358.5=442,5 so'm, 

Fc(76; 72)= 6·76+3·72=456+216=672 so'm, 

F) 100: 0)= 6100+3·0 =600 so'm. 
Demak, 

r;r,a\=max{f~. f:\, F~, l~, }~}=672 so'm. 
Agar 5ath chizig'i 6xl+3x2=K bo'lsa, K ga 0,1,2, ... qiymatlar 

berib, C (6,3) vektori yo'nalishini o'zgartirmasdan siljitib borsak, 
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t3yanch chizig'j C nuqtada urinib o'tadi. Maqsadli funksiya Shll 

nuqtada optimal yechimga ega bo'ladi. Tayanch chizig'jning 
tenglamasi: x2-72=-2(xJ-76); F(76; 72)=672 so'm maksimul1l 
daromad bo'lib, simpleks usul yordamida topilgan optimal yechimga 
mos keladi. 

2-masala. Quyicbgi masalani chiziqli programmalashtirishning 
asosiy masalasi ko'rinishida yozing: 

2xI + X3 - x4 + Xs ::; 2, 

XI - x) + 2X4 + Xs ::; 3, 

2X2 + x) - X 4 + 2xs ::; 6, 

XI + x4 - 5xs 2:: 8. 

XI' X 2 , X), X 4 , Xs 2 O. 

F (XI' x2 ,X),X4 ,Xs ) = 3xI - 2x} - 5X4 + Xs max. 
Yechish. Bu masalani chiziqli programmalashtirishning asosiy 

masalasi ko'rinishida yozish UChUll musbat bazisli o'zgaruvchilar 
X

b
, X

7
' Xs, X9 ni «::;» belgi bo'lgan tengsizliklarning chap tarafiga 

q,)'shiladi yob «2::» ishorasi bo'lgan rengsizliklarning chap tarafidan 
ayriladi. U h,)lda quyidagi hosil bo'ladi: 

2x[ + X3 - X4 + Xs + X6 = 2, 

Xl - X) + 2x" + Xs + X7 = 3, 

2X2 + X3 - X4 + 2xs + X8 = 6, 

XI + x4 - 5xs - X9 = 8. 
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XI,X2,X3,X-t,XS,X6,X7.,XB,X9 :2: O. 

Shunday qilib, bu masalani chiziqli programmaiashtirishl1ing 
asosiv masalasi ko'rinishida yozish mumkin. Quyidagi shartlar 

2XI + X~ - X4 + X5 + X6 = 2, 

Xl - X3 + 2X4 + X5 + X 7 = 3, 

2X2 + X3 - X 4 + 2x, + X8 = 6. 

Xl + X4 - 5xs - X9 = 8. 

Xl' X:' X 3 , '.\'"4' X" X 6 , X 7 , Xg, X9 :2: 0 
bajarilganda, 

F (Xl' x2 , ... , X 9 ) = 3xI - 2X2 - 5x4 + X5 + 0 . X6 + O· X 7 + O· X8 + O· X9 

funksiyaning rnaksimum qiymatini toping. 

3-masala. Masalani quyidagi chiziqli programmalashtirishning 
asosiy masalasi ko'rinishida yozing: 

2xI - X2 - X, + X 4 :<:;; 6, 

XI + 2X2 + X] - X4 :2: 8, 

3x, - X2 + 2X3 + 2X4 ::; 10, 

-XI + 3x2 + 5x] - 3x4 = 15. 

XI' .\2' Xl, x4 :2: O. 

F (X1,X2 ,X1 ,X4 ) = '-X1 + 2X2 - 5X3 + x4 -) min. 
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Yechish. nu masala shaJ1ida maqsad funksiyaning flllOlmum 
qiymatini topish talab etiladi. Shuning llchun maqsadli funksiyaning 
minimum qiymatini topish o'rniga F l= - F ning maksimum 
qiymatini yuqoridagi shartlar bo'yicha topiladi. 

Demak, masala quyidagicha qo'yiJadi: 

2X, - x2 - x) + X4 + X5 = 6, 

Xl + 2X2 + X3 - X4 - X6 = 8, 

3x l - X 2 + 2x) + 2X4 + X7 = 10, 

-x, +3x2 +5X3 -3X4 +0 = 15. 

X"X2,XJ,X4,XS,Xo,X7 ~ 0 
shartlar bajarilganda 

F (Xl ,X2 , ... ,X7) = -x, + 2X2 - 5X3 + x4 + o· X5 + o· X6 + o· x7 ning 

maksimum qiymatini toping. 

Topshiriqlar 
Quyidagi masalalarni chiziqli programmalashtirishning asosiy 

masalasiga keltiring. 

1.1. 5x, - 2X2 S 3, 1.2. 4x, + 3X2 - X3 S 24, 

X, + 2X2 ;::: 1, 3x, + 8x2 ;::: 14, 

-3xl + 8X2 s 3. x, ~ 2. 

XI ;::: 0, X2;::: o. Xl;::: 0, x2 ~ o. 

F = Xl + 4X2 -t max F = 3x1 - 2x} + X3 -t min 
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3-§. Sun'iy bazis usuli 

Chiziqli programmalashtirishning asosiy masalasini ko'rganda, 
uni tayanclt rejasini ko'rsatish mumkin edi. Aganla Pi vektorlar 
komponentlari berilgan chiziqli tenglamalar sistemasida qatna­
Shllvchi XI' X". .. , X noma'l11mlar koeffitsientlaridan iborat bo'lib, 

" 11 

unda n ta birlik vektor qatnashsa. Lekin shuni ham aytish kerakki 
chiziqIi programmalashtirishning ko'pgina l11asalalarini yechganda 
P. vektorlar ichida hammasi ham birlik vektorlar bo'lmasligi 

.I 
mumkin. Faraz qilaylik, quyldagi cbegaraviy shartlarda 

!OIIXI + 012 X 2 + ... + 0lnXn = ht, 
a21 x I + 022 X2 + ... + a211 Xn = ~ 

amlXI + am2X2 + ... + amnXn = bill 
0.13) 

Xi 2: 0 (.i = 1,11) 0.14) 

F(x!, x2' ... x,,)= SjXj+s2x2+",+snxn' (1.15) 

funksiyaning maksimul11 qiYl11atini topish kerak bo'Isin, bu yerda 

bi 2: O. (i = 1, m), m<n va quyidagi vektorlar ichida 

(
all J [a12 

J [aln J lj = a2J ; P2 = a22 : _ _ _ ; p" = a211 ; 

ami am2 amll 

P - vektorlar ichida birlik vektorlar yo'q. 
) 

Ta'rif. Quyidagi chegaraviy shartlarda 

allxl + al2 x2 + ... + all/xn + Xn+1 = ht, 
a2l x, + °22 X2 + ... + aZllxl/ + Xn+2 =~, 

°mI X / + {l1I/2 X2 + ... + alllllxn + XI/+ 1I1 =: bm · 

Xj 2: 0 (J =: 1, 11 + m) 

F(X)=CIX.+C2X2+ .. ·+C x -Mx +I- ... - Mx + ' 
'I n n n " m. 
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X=(X I ,X2, ... ,X", XI/+ I "'" XI/_:_,)' 

Bllllda M istalgancha katta musbat son bo'Jib, qiymati, odatda, 
berilmaydi, F(X) funksiyaning maksimllm qiymatini topishga 
chiziqJi programmalashtirishning (1.16) = (1.14) Illasa!alarga 
nisbatan kengayiirilgan masala deyiJadi. 

Kengaytirilgan masalaning tayanch rejasi 

X=(O; 0; ... ; 0, VI; V,; ... ; v J 
~ BJ 

n ta noL 

~''''I' P",-2"'" P;I+m birlik vektorlar sistemasi orqali aniqlanib, n 
ta vektorJar fazosida bazisni tashkil qiladi, qaysikim sun'iy bazis 
deyiladi. Shu bilan bir qatorda, Pn+1' P,,+p"" Pn+m vektorlarga 

V'lXx . XX XX o'zgaruvchl'!arg'l sun','" o'zcr'lmvchilar deviladi. 
L 11+ I , "' n+2,··· ~ -' n+m L . (. .. J b' ... 

Kengaytirilgan masala tayanch rejaga ega bo'lgani lIchul1, uning 
yechimlarini simpleks uSlII bilan top ish ffillmkin. Bu yerda 
quyidagi teorema o'rinlidir. 

1.1-teorema. Agar kengay1irilgan masalani 

( J 4)-(2 6) nixx -(xx,xx. XX. XX ·XX. XX ) optimal _. . - 1, 2 , ... , ... n' 11+1' n+2,""'" n-'-m -

rejaga ega bo'Jib, sun'iy o'zgaruvchilarning qiymatlari X~+f = 0, 

(i=1,m) bo'lsa, u vaqtdaXX(x),xf, ... ,x:) (1.13)-(1.14) masalaning 

optimal rejasi bo'ladi. 
Shunday qilib, kengaytirilgan masalaning topilgan optimal rejacia 

sun'iy o'zgaruvchilar nolga teng bo']sa, u vaqtda dastlabki 
masalaning optimal rejasi topilgan bo'ladi. 

Shuning uc1ll..m kengaytiri.lgan ma<;alani optimal rejasini topishga 
alohida to'xtab o'tamiz. 

Demak, X=(O;O;O; ... ;O; hi; b
2

; ... ; h,,) kengayiirilgan masalaning 
m 

tayanch rejasi bo'lsa, u vaqtda chiziqh forma Fo = -M I, bi ga teng 
i:l 

m 

bo'lib, ~ j = Zj - Ci ning qiymati Ai = -MI, aij - q. Shunday qilib, 
;:1 

Po va Z -C ayirma bir-biriga bog'1iq bo'lmagan ikkita qismdan 
J • 
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ibm'at, bittasi M ga bog'liq, ikkinchisi esa bog'liq emas. Bundan 
keyin Fa va ~ qiymatlarni hisoblaganda kengaytirilgan masalaning 
berilgan qiy{natlari jadvalga kiritiladi, bu jadvalda bitta qator 
oldingi simpleks jadvaldan ko'p bo'ladi. Shundan keyin (m+ 2) 
qatorga M ning koeffitsentlari joylashtiriladi, keyin esa (m+ 1) 
qatorga M ga bog'Hq bo'lmagan koeffitsentlarni joylashtiriladi. 

Bir tayanc.h rejadan ikkinchi tayanch rejaga o'tganda bazisga 
(m+ 2) qatordagi absolut qiymat jihatdan eng katta bo'lgan manfiy 
songa mos bo'lgan vektor kiritiladi. Bazisdan chiqarilgan vektorni 
bir necha almashtirishlardan keyin jadvalga yozmasa ham bo'ladi. 
Lekin ikkinchi masala yechilganda bunday almashtirishlar kerak 
bo'ladi. 

Shuni ham aytish kerakki bir necha almashtirishlardan keyin 
sun'iy vektor bazisdan chiqmasligi mumkin. Shuning uchun 
simpleks jadvallarni hisoblaganda birinchi tayanch rejadan, 
ikkinchisiga o'tganda simpleks usulning umumiy qoidalariga 
asoslanish kerak. SimpJeks jadvalning (m+2) satrini almashtirish 
quyidagi holatgacha davom ettiriladi: 

1) hamma sun'iy vektorlar sun'iy bazisdan chiqarilguncha; 
2) hamma sun'iy vektorlar (111+2) qatordan bazisdan chiqaril­

magan, ya'ni manfiy elementlar RI ~, ... , Rn~/IJ vektorlarlling 
ustunida yo'q. Birinchi holatda bazis bir nechta tayanch rejaga 
javob beradi. Shuning uchun (m+ 1) satrni to'ldirib, tayanch reja 
topiladi. 

lkkinchi holatda, agar (m+2) satrning R~ vektor ustullida 
manfiy son bo'lsa, dastlabki masala yechimga ega emas; agar u 0 
ga teng bo'lsa, u vaqtda topilgan tayanch reja va bu rejaga tug'ma 
reja deyiladi va bazis kamida bitta sun'iy bazis vektoriga ega 
deyiladi. 

Agar dastlabki masala bir necha birlik vektorlariga ega bo'lsa, u 
vaqtda ulami sun'iy bazisga kiritish kerak. Shunday qilib, chiziqli 
programmalashtirish masalalarini sun'iy bazis usuli bilan yechish 
uchun quyidagi qoidalarga rioya qilinadi: 

I) kengaytirilgan masalani tuzish; 
2) kengaytirilgan masalaning tayanch rejasini topish; 
3) oddiy hisoblash natijasida simpleks lIsuldan foydalanib, sun'iy 

vektorlarni bazisdan chiqarish. 
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Natijada: 
a) tayanch reja topiladi; 
b) tayanch rejaga ega emasligi ko'rsatiladi. 
4) topilgan tayanch rejaga as os la nib simpkks usuldan foydaJanib, 

masala yechiladi yoki bo'lmasa masala yechimga ega emasligi 
ko' rsa tiladi. 

4-masala. Quyidagi chegaraviy shartlarda 

j
2Xl + X2 - 2x) + X4 = 24; 

xl + 2x2 + 4x, s 22; 

Xl - X2 + 2xJ;:: 10. 

xl;:: 0, x2;:: 0 

F = -2XI + 3X2 - 6X3 - X4 funksiyaning minimum qiymatini toping. 
Yechish. Masala chiziqli programmalashtirishning asosiy 

masalasi ko'rinishiga keltiriladi: 
Quyidagi chegaraviy shartlarda 

j
2XI + X2 - 2.\:3 + X4 = 24, 

Xl + 2x2 + 4x) + X5 = 22. 

Xl - X2 + 2X3 -'\:6 = 10, 

x} ;::0,(j=i,6) 

F(x) = 2x] -- 3x2 + 6X3X4 funksiyaning maksimum qiymatini toping. 
Masalaning oxirgi sistemasidagi noma'lumlarni koeffitsent­

laridan tuziJgan vektorlarni ko'rib chiqaylik: 

~~[n p,=u} p,{\} p4=[~1 

[0) [ 0] ['24] Ps = ~; ~ = _ ~; Po = :~ . 

Rp R
2

) R
J

, R
4

, Rs, va ~ vektorlar ichida, faqat ikkita birlik 
vektor mav:iud (R

4 
va RJ Shuning uchun sistemadagi 3-tengla-
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maning chap qismiga rnusbat qo'shimcha o'zgaruvchi x7 ni 
kiritamiz va kengaytirilgan masalani yechamjz: 

Ya' ni quyidagi chegaraviy shartlarda 

1

2X1 + X2 - 2xj .+- X4 = 24, 

x, + 2X2 +. 4x3 .+ X5 = 22, 
x, -X2 + 2X3 - ."1:6 + X7 = 10. 

Xi ;::: 0(1,7) 

F(X) = 2x, - 3X2 + 6X3 +.'(4 - M'(7 funksiyaning maksimum qiymati 

topiJadi. Bundl. I\ "[H 
Kengayririlgan masalani R4 , Rs' va R6 birlik vektorlari orqali 

aniqlangan tayanch yechimi X = (0; 0; 0; 24; 22; 0: J 0) ga teng. 

Dastlabki berilganlarga qarab quyidagi jadval tuziladi. 

J- jadval 

Bazis So Po 2 -3 6 1 0 0 -M 

Po Pj P3 P4 P, Ph P7 

I p. 1 24 2 I -2 \ 0 0 0 

2 Pj 0 22 I 2 4 0 I 0 0 

3 P7 -M 10 I -j 2 0 0 -\ I 

4 24 0 4 -8 0 0 0 0 

5 -10 -I I -2 0 0 1 0 
-

Bu jadvalni 4, va 5 (m+ 1, m+2) satrlarini to'ldirish uchun 
11/ 

F(xlJ)=-MIAva!lj =CIIXil) +Ci2 Xi,j +"'+('i Xi i-C)' Bunda it' i,. 
i;=d - m m. _ 

... , i", bazisli vektorlarning tartib raqamlmi, Xilj' XC)' ... , X
illll 

esa P) 
- vektor yoyilrnasining koeffitsientlari. 
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Bazis vektorlarga mos bo'lgan Xj(i = 1,7) yozib olinadi. U 
quyidagicha bo'ladi: 

Xl = (0;0;0;2;10;7); 

X2 = (0;0;0;1;2;0;-1); 

X) = (0;0;0:-2;40;2); 

X4 = (0; 0; 0;1; 0; 0; 0); 

Xs = (0; 0; 0; 0; 1; 0; 0); 

X6 = (0;0;0;0;0;0;-1): 

X7 = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 1). 

Yuqoridagi tayanch yechimlarga 1110S bo'lgan Fo(x) va ~(x) 
(i = 1,7) laming qiymatlari hisoblab chiqiladi: 

Fe (x) = 24 - M; 

Z\(Xl ) = 2-At: 

Z2(X2)=1+M; 

Z3(X3 ) = -2 - 2M ; 

Z4(X4 ) = 1+0· M; 

Z,(X;)=O+O·M; 

ZIj(X6) = 0 + M ; 

Z7(X7 )=O-M. 

Endi t., = Zj - cj ayirmalar hisoblab chiqiladi: 

.1.[ = Z[ - Cl = 0 - M ; 

t.2 = Z2 - c2 = 4 + M ; 

.1.) = Z3 - c) = -8 - 2JI ; 

t.4 = Z4 - C4 = 1 - 1 = 0 ; 

.1.s = z; - Cs = 0 - 0 = 0 ; 

.1.6 = Z6 - C6 = 0 + At : 
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/).7 = Z7 -C7 = -M + M = o. 
BUTda ~ va /).; laming tarkibiy qismlari ikkita yig'indidan iborat. 

Shuning uchun bu yig'indHami M ga bog'liq bo'lmaganlarini 4-
satrga, bog'liq bo'lganlarining koeffitsientlari 5-satrga yoziladi. 
Bunday yozish jadvallarni almashtirishni osonlashtiradi (I-jadvalga 
qarang). 

I-jadvalning 5-satrida ikkita manfiy son mavjud (1-; -2). Bu 
shuni kO'rsatadiki, kengaytirilgan masalaning rejasi optimal emas. 
Simpleks usulni qo'llab, bu rejani ketma-ket yaxshilab boramiz. 
Natijada quyidagi jadval hosil bo'ladi. 

2- jadvaf 

i Bazis 2 -3 6 J 0 0 
Su P" 

PI p] p) P4 Ps Po 
I P4 I 35 0 1 0 -I 
2 P5 0 2 3-] 4 0 1 2 
3 P7 (I 5 -1/2 -1/2 0 0 -1/2 

4 lndeks 64 4 0 0 0 (I -4 
satri 

Bn jadvalda 4 ta satr mavjud, chul1ki sun'iy bazis p) vektor 
bazisdan chiqarildi. 2- javdaldan ko'rinib turibdiki, x

1
= x

1
= 0, 

xJ=5. x4= 34, x j =2 dastlabki masalaning tayanch yechimlaridir. 
X= (0; 0; 5; 34; 2) esa tayanch rejadir. F= (0; 0; 5; 34; 2)= 64 
maqsad tl1l1ksiyaning bu rejaga mos bo'lgan qiymatidir. 

2- jadvalning indeks satrida Rbvektor ustunida (-4)manfiy son 
mavjud. Shuning uchull Rbvektorni bazisga kiritilib, Rs vektor bazis­
dan chiqnriladi va simpleks jadvaJ tuziiadi. 

J- jadval 

i Bazis 2 -3 6 1 0 0 
Se P" 

Po PI p) P, Ps P 
n 

I P, I 15 5/2 2 0 I 1/2 0 
2 Ps [) l -1/2 2 0 [) 1/2 1 
3 P, 6 11/2 1/4 1/2 I 0 1/4 0 
4 J ndeh satri F=6S 2 S () 0 2 0 
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Jadvalda b./= Zj- cj lar ichida manfiy soniar YO'q. Shuning uchun 
bu jadvalga a:msan topilgan yangi layanch reja optimaldir. Demak, 
dastlabki masaianing tayanch rejasi X*=(O; 0; 11/2; 0; i) optimal 
1'ejadir. 

BII 1'cjag<l aS08an maqsad funksiyaning qiymati 

F;,W\ = 2x, - 3x2 + 6xj + X4 = 2 ·0- 3·0 + 6 . 121 + 1·35 = ()8 teng. 

5-masala. Quyidagi s113111a1' 

ba jarilganda, 

r XI + 3x2 + 2x] -I- 2x4 = 3, 

12x, +2X2 -I-x) +X4 = 3. 

xi :2: 0, j = 1.2,3.4 

F= 5x,+3x2+4x.1-X4 

funksiyaning maksimum qiymatini toping. 
Yechish. Ma'lumki, sistemada birlik mat[itsa mavjud emas. Ha1' 

bir tenghlll13ga bittadan manfiy bo'lmagan, 11108 ravishda x" 2 0, 
x(,:2: 0, sun'iy bazisli o'zgaruvchilar kiritiladi. Natijada bel:ilgan 
niasalaga nisbatan kengaytirilgan masala deb ataluvchi masalaga 
o'tiladi. 

Quyidagi shartlar 

bi:tjarilganda 

J XI, +?X2. + 2~3 + 2X4 + .X5 =,3, 
t2xj T 2x2 + x] + X4 + xn = J. 

Xi ~ 0, j = 1- 6 

F = 5x1 + 3x2 + 4x3-x4-M"C,-Mx" 
maqsad funksiyaning maksimum qiymatini toping (bllnda M 
yetarlicha kichik manfiy son, masala minimumga yechilayotgan 
bo'lsa yetarlicha katta mllsbat son deb ataladi) shartlar vektor 
shaklida yoziladi: 

PtXj + P2X 2 + PJx1 + P4X 4 + P5X S + Pr,X 6 = Pxo' 

~=(~} ~=(~} ~=(~} 
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P4 =(~} ~ =(~} P6 =(~} ~) =(~) 
.\:5' X6 o'zgaruvchiJar bazis o'zgamvchilar bo'lsin. U holda bi­

rinchi tayanch yechim ~=(O,O,O,O,3,3) hosil bo'ladi .. Simpleks 
usul qo'lIanib. optimal yechim topiladi. 

l-simpleks jadvalni tuzamiz: 
Jadvalning 3- va 4- satrlarilli to'ldirishda 

F(XO)=C6 XO =-M·3=M·3+0=0-6lvf. 

Bazisli vektorlarga lUOS bo'lgan Kj(i --1,6) larva Z;CX) lar 

hisoblanadi: 
XI =(0;0;0;0:1;2) Zt(X1)=-3M 

X2 = (0;0;0;0;3;2) Z2(X2 ) = -SM 

.YJ = (0;0;0;0;2;1) Z3(X3 ) = -3ft! 

X4 = (0;0;0;0;2;1) Z4(X4 ) = -3l~f 
X5 = (O;O;O;O;J;O) Zs(Xs)=O·M 

Xu =(0;0:0;0;0;1) Zl(X1)=0·:V 

Endi ~j = Zj - c; ayiIma hisoblanadi: 

~J = -5 - 3M ; L1; = -3 - 5M ; 

2.4 = 1 - 3M : ~s = 0 + O· M; 

.6] 0= -4 - JAr ; 

L16 :=: 0 + o· M 

hisoblashlarni bajarib, Z - c. qiymatlari topiladi va III ning chiziqli 
f J 

fUllksiyasi ekanligi aniq anadi. 
Bu yerda ;;1 va 11; laming tarkibiy qismlari ikkita yig'indidan 

iborat. Shuning uchun ou yig'indilarni M ga bog'Jiq bo'lganbrini 
1- jadvallling 3-satriga (m+ I satriga) , M ga bog'Hq bo'Jganlarini 
4-satriga yoziladi. Natijada 1- jadval to'la to'ldiradi. 

Jadvalning (m+ 2) satricla manfiy sonlarning mavjudJigi tayanch 
yechimning optimal emasligilli bildiradi va uni yaxshilash mumkin 
bo'ladi. Jadvalning (m+2) satrida cng kichik son (-5j R, vektor 
bahosi bO'lganligi uchun yechuvchi ustun Rl ustuni bo'bdi. 

. (3 3) 1 mm 3'2 = , ularning kesishishmasidagi 3 element bo'lganligi 

37 



J- simp/eks judva/ 

i Bazis-
Bazis 5 3 4 I -1\1 -1\1 

lar 
koetlitsientlar R" 

R, R, H:, H4 Rj R" 
1 H. -1\1 3 1 :I 2 2 1 0 , --t--
2 Rh -1\1 3 2 2 1 1 0 I I 

m+l Z -c 0 -5 -J -4 1 0 0 , , 
m+2 Z-c ' , -6 -3 -5 -3 -3 0 o J 

uchlln R, vektor satl1 yechuvchi satr bilan yechuvchi lIstun kesish­
gan katakdngi yechuvchi element bo'ladi. Demak, R, ni bazisdan 
chiqarih, o'rniga R) vektor bazisga kiritiladi. 2-siniplek~ jadval 
tuziJadi. -

2- .limp/eh jadva/ 

i 
Bazis- Bnis 5 3 4 I -l\1 -\1 
lar 

koeffitsientiar R" 
R, ~ H; R, R R" .' -

1 R, 3 1 1/3 1 2/3 2/3 1/3 () 

2 R" -M 1 1/3 0 -1/3 -1/3 -2/3 1 

m+1 Z-c; 3 -4 0 -2 3 1 0 

m+2 Z,-c 
, J 

-1 -4/3 0 1/3 1/3 5/3 0 

2-simpleksjadvahling (m+2) satri asosiy qismida (-4/3) manfiy 
son bo'lganligi uchlln RI vektor ustuni yechuvchi ustun, R~ vektor 
satri yechuvchi satr, 4/3 yechuvchi element bo'ladi. Bazisdan Ro 
sun'iy vektorni chiqarib, RI vektorni bazisga kilitib, 2-simpleks 
jadvaldagidek, 3-simpleks jadvalni hosil qilamiz. 

3-simpleks ,iadval 

i 
Bazis- Bazis 5 3 4 1 -M -1\1 
lar 

koeffitsientlar Ru 
RI R, R, R4 Rj R. 

1 ~ 3 3/4 0 1 3/4 3/4 1/2 -1/4 

2 R. 5 3/4 1 0 -1/4 -1/4 -1/2 3/4 

m+1 Zj-Cj 
6 0 0 -3 2 -1 3 

m+2 Z,-c 0 0 0 0 0 1 I 
J I --J 
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Z-jadvalda (m+2) satrda sun'iy bazis qiymatiaridan tashqari 
hamma qiymatlar ° ga teng bo'ladi: 

M sonning tanlanishiga asosan Rs va R6 vektorlar endi bazisga 
tushmaydi. 

X~ = (3/4, 3/4, 0, 0, 0,0) yechim beriIgan masalaning yechirni 

bo'ladi, lekin u optimal em as, chunki (m+l) satrda manfiy qiymat 
mavjud. Endi yechimni yaxshilash (m+ 1) sat1' bo'yicha olib boriladi. 
~ -Cl =-3< 0, bo'lganligi uchun R3 vektor ustuni yechuvchi 
ustun, R;. vektor satri yechuvchi satr, 3/4 yechuvchi element bo'lib, 
m+2 -sat1' endi hisobga olinmaydi. Yuqorida ko'rsatilgan usul bilan 
4-simpleks jadval tuziladi: 

4-simp/eks jadva/ 

i 
Bazis-

Bazis 5 3 4 I -M -M 
lar 

koeffitsientlar RII 
R\ Rl R, R~ R, Rh 

[ R) 4 1 0 4/3 1 1 2/3 -1/3 

2 R\ 5 I 1 1/3 0 0 -1/3 2/3 

m+ 1 Z-c 
J 

9 , 0 4 0 5 I+M 2+M 

3-5impleks jadvaldan qo'yilgan masalaning optimal yechjmj 

X = (l,0, 1,0,0) bo'lib, Zma'/X) = 9 bo'ladi. Birinchi va ikkinchi 

satrlarni o'zaro almashtirib, Rs va R6 vektorlar ustunida teskari 
matritsani hosil qilamiz. 

Tayanch iboralar 
Programma, ma~ematik programmalashtirish, chiziqli prngn:ml1lalashtiri~h. 

chiziqli forma, maqsad funksiya, asosiy masala, tayanch chizig'i, tayanch 
yechim, lllllmkill bo'lgan yechimlar sohasi, bazisli o'zgaruvc!lilaL qo'shimcha 
o'zgaruvchi!ar, standart sistema, simple.ks, yechuvchi llstUI1, yechuvchi satL 
ycchllvchi son, incleks ~atri, op!imal rej,l, optimal yechim. J)lllvozanat chizig'i, 
yo"naltirnvchl vektor (nllqtasi. tt:kisligi). 

Ta/'roriasII ucllun s{ll'ollar 
/. Ma/cllIali/( mode/ nima:' 
2. Matemalik pl'Ogrammalushlirish nima.? 
3. Chizit//i progrml1l1w/ashtirishda qundu.\' masa/alar IJ 'r:galli/wli;' 
4. Chi7Jqli {Jro!{rumll1a/ashlirishning asosiy masa/asi nima? 
5. Chiziq/i {JI"of!,rtJl1Il11alasi1lirish masa/asi nima? 
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6. Chi~iqli programmalasl1tir;shning royanch yechimi deb lIimago aytiladi? 
7. Maqsadli fimksiya deb nimaga aYfiladi? 
8. Simpleks deb nimaga aYfifadi? 
9. [)osffabki berilgonlar jadvali qallday tuzifodi ~ 
/0. Birinchi .limpfek,\ jadl'al qanday fuziladi? 
11. 1kkinchi simplek.\- jadvaf qanday tuzifadi? 
12. Sif/1plek.1 jadvallar fllzish qachon to 'xfatiladi? 
13. Optimal yecliimfar jadvafning qaysi uSfunidan o/inadi? 
14. MUl'oZ{ll1af chizig'i deb nimaga aytifadi? 
15. fee/rim!'rr sohasi deh nimaga aytiladi? 
16. Yo 'nolriruvchi vektor deb nimaga aytiiadi? 
17, Tayof1c11 chizig'i deb nimaga ayfifodi? 
18. Tayollch yechim deb nimaga aytiladi? 
19. Toyanch reja deb nimaga ayri/adi? 



Il BOB 
CHIZIQLI PROGRAMMALASHTIRISHNING 

IKKlLANISH MASALALARI 

1-§. Ikkilangan masaJalar haqida asosiy tushunchalar 

BizgCl chiziqIi programmalashtirish masalasi berilgan bo'lsin. 

(llIXI + a12x2 + ... + al l1 xn ::; q, 
a21 x l + (/22 X2 + ... + a1n X n ::; b2 , 

am]x] + am2 X2 + ... + all/W "II ::; bm · 
(2.1) 

Xj.Xl,,,,,x3:2: 0 

maqsad funksiyasi 

F = CIX] +C2 X2 + ... +CnXn (2.2) 

ning maksimum qiymatini topish kerak bo'lsin. 
Har qanday chiziqli programmalashtirish masalasini ikkilangan 

masala deb ataluvchi masClla bilan uzviy bog'liq ekanligini ko'rsatish 
mumkin. 

Ta'rif. Quyidagi shartlar 

all)'1 + (/21Y1 + ... + amlYm :2: Cl' I 
al~ .. ~.I .. ~ .. ~.2~~~ .. ~ ....... ~.~:~:~:~~~ .. ~. ~2' 

almY] + a2111Y2 + ... + am"Ym :2: cn.j (2.3 ) 

Yj'Y2, ... ,J'm :2: 0 

qanoatlant irilganda 

F = 11 YI + 0.Yz + '" + b",Ym (2.4) 
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funksiyaning mllllmum qiym<ltini topishga (2.1), (2.2) chiziqli 
programmalashtirish masalasining ikkilangan m<lsalasi deyiladi. 

Bu masalalarning optimal yechim1ari o'zaro quyidagi teorema 
asosida bog'langan. 

Teorema. Agm" berilgan masala yoki unga ikkilangan masa­
lalardan birortasi optimal yechimga ega bo'lsa, u holda ikkinchisi 
ham optimal yechimga ega bo'ladi hamda bu masalalardagi chiziqli 
funksiyaning optimal qiymatlari o"zam teng bo'ladi, ya'ni 

F;llax F;~in . 
Agar F(xl ,x2,""XII ) yoki F'(hyl' .... yn) - chiziqli funksiyalardan 

birontasi chegaralanrnagan bo'lsa, u holda rnasala hech qanday 
yechimga ega bo'lmaydi. 

Ikkilanganlik rnasalalari simmetrik va simmetrik bo"lmagan 
masalalarga bo'linadi. Yuqoridagi teorema simmetrik bo'lmagan 
masalalarni yechishda qo'Jlaniladi. Shuni ham aytish kerakki, teng­
sizliklar sistemasini qo'shimcha o'zgaruvchilar yordamida tengla­
malar sistemasi ko'rinishiga keltiriladi. Demak, simmetrik ikki­
lanmalik masalalarini simmetrik bo'lmagan ikkilanmalik masalaga 
keltirish mumkin. Shuning uchun simmetrik bo'lmagan ikkilanish 
masalalarining optimal yechimlari haqidagi teorema simmetrik 
ikkiJangan masalalar uchun ham o'rinlidir. 

2.1-masala. Quyidagi shartlar bilan berilg<lJl masalani ikkilangan 
masalaga keltiri ng: 

XI -7x2 -4xJ ::; -3, 

XI + X2 - 2x) 2: 8, 

xJ + 2x2 - x) 2 2, 
2xJ + X2 - 2X3 2: 3 

Xl' Xl' x] 2: 0 
F = XI + 2X2 + 4x) ~ mill 

Masalani ikkilangan masalaga keltirish uchun oldin chega­
ra)ovchi shartlar bir xiI ko'rinishdagi tengsizliklarga keltiriladi. 
Butting uchun birinchi tengsizlik teskari ko'rinishga keltirladi: 
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-Xl 1- 7 x2 + 4X3 ~ 3, 
Xl + x2 - 2x) ~ 8, 

Xl + 2X2 - X3 ~ 2. 
2xl + X2 -2x3 ~ 3. 

XI' X2, x3 ~ 0 
F = Xl + 2x2 + 4x? ~ min. 

Hosil bo'lgan masalaga ikkilangan masala quyidagi ko'rinishda 
bo'ladi: 

-YI +)'2 + Y3 + 2Y4 :::; 1, 

7Yl +)'2 + 2)'3 + Y4 :::; 2, 

4Yl - 2Y2 - Y3 - 2Y4 :::; 4. 

)'1, )'2' Y3' Y 4 ~ 0 

F' -= 3YI + 8Y2 + 2)'3 + 3Y4 -~ max. 

Ikkilangan masalani chiziqli programmalashtirishning asosiy 
masalasiga keltirib, simpleks usul bilan yechlsh mumkill. 

2-§. Ikkilangan simpleks usul 

Bll usul oldin akademik L.V. Kantorovich tomonidall ko'rsa­
tilgan edi. Lekin bu usulni boshqa ko'rinishda Lemks degan olim 
ko'r5atga11. Shuni ham aytish kerakki, agar bironta chiziqIi 
programmalashlirish masalasini yechish kerak bo'lsa, lining o'miga 
ikkilangan masalani yechish mumkin. Agar ikkilangan masala 
optimal yechimga ega bo'lsn, u holda dastlabki berilgan masala 
ham optimal yechimga ega bo'ladi. 

Dastlab A matritsaga A I - transponirlangan 111atritsa yozib 
olinadi. Matritsaga transponiriangan matritsani yozganda ustunlar 
va satrlarning roll o'zgaradi, ya'ni berilgan masalaning satri to'g'risida 
so'z ketsa u lIstunga o't<ldi. 
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XuslIsiy holda simpleks jadvallarning indeks satri to'g'risida 
gap ketsa, ikkilangan masalalarda ozod hadlar ustllni to'g'risida 
gap ketadi. Buni quyidagi ikkita masaJada ko'ramiz. 

2.2- masala. Quyidagi shartlarda 

j
4XI + 9x, :::; 56. 

5xI +]x2 ::; 37, 

-XI + 2x2 :;; 2. 

XI, x2 ~ 0 

F = 3Xl + 4x2 - funksiyaning maksimum qiymatini toping. 
Simpleks usul qoidalaridan foydalanib, dastlabki berilganlarning 

asosiy jadvaJini tuzamiz. 
/- jadva! 

1 -x, -X
2 Tek.ustuni 

Y, 56 4 9 69 

v ·1 37 5 J 45 

y, 2 .j 2 3 

F 0 -3 -4 -7 
---=-0 _ 

lnd~ks satridan F dan absolut qiymat bo'ylcha eng katta manfiy 
s::m olinadi. Bu son yechuvchi ustunni ko'rsatadi. 

1. Ozod hadiarni mos ravishda yechuvchi ustundagi lllllsbat 
sonlarga bo'lib, ularning eng kichigi tanlanadi. Bu satrga yechllvchi 

{
56 37 2} 2 

satr deyiladi T' -]--, 2- = 2 = I . 

2. Yechuvchi ustun va yechuvchi satr kesishgan katakdagi songa 
yechuvchi son deyiladi. 

3. Simpleks jaldvallarni to'ldirish formulalaridan foydalanib, 
qolgan kntaklar lo'ldiriJadi. Natijada 2- jadvaJ hosil bo·Jadi. Bu 
jadvalda x, asosiy o'zgaruvchilar safiga o'tkaziladi. y, qo'shimcha 
o'zgamvchilar safiga o'tkaziladi. -

44 



2- jadvo/ 

I 
Tek. I 

-XI -y) 
ustuni 

YI 
47 7/ 9 51 -'? 

Ye :14 132 -3/2 39 

1 11 
1 

1 x, -
L 

F 4 -5 2 1 

'---

F indeks satrida manfiy son (-5) bo'lgani uchun 3- simpleks 
jadval tuziladi. Natijada quyidagi jadval hosil bo'ladi. 

v 
'1 

AI 

x, 

F 

F indeks satd 
quyidagi yechim: 

33 
YI = 'i3: 

3- jadval 

1 -Y2 -Y, 

3X 13 
_IX3 _3)i 

13 1 
681 
/13 7{3 -X3 I 

4/{ 13 K3 X3 
393{ 

13 19{ 13 1){3 
- -

hadlatining hammasi musbat bo'lgani uchun 

68. 
xI = 13' 

47 
x~ = -: V2 = O· Y3 = 0 - 13' . 

optimal yechim bo'ladi. Unga maqsad funksiyasining quyidagi F" 
mos keladi. 

F = 10 _ +!.! _, + 392 = 392 
m'lX 13 ( Y2) 13 ( ) 3 ) 13 13' 

2.3.-masala. Quyidagi shartlarda 
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4Ul + 5112 - ul 2 3, l 
9uI + 3U2 + 2u) 2: 4, 

1I1,1I2,u3 2: O. 

F' = 56ltl + 37u2 + 2U3 funksiyaning minimum qiymatilli toping. 

Simpleks usul qoidalaridan foycJalanib, berilganlarning asosiy 
jadvalini tuzamiz. 

/- jadl'a/ 

J U. Ul H, 
I 

v 
I 

-3 r- 4 5 -J 

VI -4 9 3 2 I 
F 0 

'--
56 ~~ 

- I 2 

1. Ozod hadlaf ustunidan manfiy sonlar ichidan eng kichik 
mant1y son olinadi. Bu son turgan satr yechllvchi satrni ko'rsatadi. 

2. F satr hadlarini rnos ravishda yechuvchi satrdagi sonlarga 
bo'lib, eng kichigi olinadi: 

{
56 37 2} 2 

nun 9; 3; 2 =2' 
Bu ustunga yechuvchi ustun deyiladi. 
3. Yechuvchi satf va yechllvchi ustun kesishgan katakdagi son 

yechuvchi son deyUadi. 
4. Qo'shirncha o'zgamvchi u

J 
ni, v2 asosiy o'zgal1.lvchi sifatida 

bazisga kiritamiz. Sirnpleks jadvallarni tuzish fonnulalaridan foyda­
lanib, 2- simp1eks jadval tuziladi: 

2- jad\'a/ 

J u1 u~ v2 
Tekshirish ustuni 

IIVI -5 1~ 1}~ -li I 9Jti 
-% -31/ /!i I 

2 
-3-

u) 12 2 

F* 4 47 34 L-- 1 83 
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O'zgarmaslar ustunida manfiy son (-5) bo'lgani uchun bu 
jadval ham yuqoridagi kabi almashtiriladi. Natijada quyidagi jadval 
hosil bo'ladi. 

3- jadval 

I u
l VI v2 

10 17 2 1 
u2 

- -
13 13 13 13 
11 33 3 5 

u, - -- -- -
13 13 13 13 
392 33 68 47 

F* - - -
13 13 13 13 

-

Ozod hadlar ustunida hamma hadlar musbat bo'lgani uchun 
quyidagi yechim optimal bo'ladi: 

10 11 
u, = - ; U3 = -; Ul = 0; VI = 0; v? = 0, 

L 13 13 - . 

F. = 33 U + 68 v + 47 v + 392 = 392 
mm 13 I 13 I 13 2 13 13· 

Shunday qilib, ikkilangall simpleks usul orqali masala yechildi. 

Topshiriqlar 
Q uyidagi masalalarn i chiziqli programmalashtirishning 

ikkilangall masalasiga keltiring va ikkilangan simpleks lIsul bilan 
yeching 

2.4. 5xI + JX2 ::; 52. j 
x2 ::; 2, 

IOxI + 4x2 ::; 70, 

XI' x2 2 O. 
F = 8xI + 6x~ ~ max 

2.5. 
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9Xl + I1x2 ::; 46'j 
5xI + x2 ::; 42, 

XI + 13x2 ::; 4, 

Xl' X2 2 O. 
F = 5Xl + x2 ~ max 



3-§. Ikkilangan rnasalalarning geometrik talqini 

Agar berilgan va ullga ikkilangall masalalarda o'zgaruvchilar 
soni ikkiga tellg bo'lsa, chiziqli programmalashtirish masalalarining 
geometrik tahlilini berish osonlashadi. 

Bll holda bir-birini istsino qiluvchi quyidagi uci1!a hol bo'lishi 
nmmkin: 

I) ikkala masala ham optimal yechimga ega; 
2) faqat bicta masala optimal yechimga ega; 
3) ikkala masalaning optimal rejaJari bo'sh to'plamni tashkil 

qiladi. 
2.6-rnasala. Quyidagi shartlar bo'yicha 

-2x, + 3x1 :0; 14,] 
x, + Xl sS. 

X" X2 20 

F = 2xI +7X2 -7 max 

masalani ikkilangan masalaga keltiring va ikkaJa masalaning 
yechimlarini toping. 

Yechish. Bu masalaga ikkilangan masala: r = 14y, + 8Y2 funk­

siyaning quyidagi shartlarda 

-2YI + .l'2 22,)" 
3y, + Y2 ";;::. 7, 

YI' Y2 20 

minimum qiymatini topishdan iborat bo'ladi. 
Berilgan va unga ikkilangan masalada ham noma'lumlar soni 

ikkita (x, va x
2
), (y, va Y2) uning uchun geometrik llsul bilan 

yechish mllmkin. Dastlabki masalada maqsad funksiyasi B l1uqtada 
maksimum qiymatga ega. Shuning uchun B (2; 6) nuqtada F (2; 
6)=2.2+7.6=46 maqsad funksiyasi optimal rejaga (planga) ega (2.1-

chizma). 

48 



x,41 - , 
f 

./',f--It .. 
,'i' 81\" 

-", .. Z/'" /<"'-2x,+3-"1=14 

", '1:"" '>"'~// ~ 
61 ,/ ":;:-." .... , 2xl+7x2=46 

A,5t/" ,/ _ \~':"':,~,"""--Z_,.~, 
. 4" C ' '. "'", 

./ ~ 4~ '/'~, "" 

3 ). . .' . )." x +x,=8 I . 1_ 

2 ' ,/ "/~( 
r. ~ ," .~ 

I. i -' "'". ... 
'\ 1 ~ ./ ,> .... , 
".. . I- " C 
i .J< ~_ _ ...... ~ .. l.. . w, • .t. .... ~,j .... :~ .~;:.:~~:~'~:(,,;:: .:,:.1. ", .. ~~,~~'" 

-2 -I 0' 2 3 4 5 6 7 8"" Xl 
-J ./)f..,"" 

'." }/. 11 '. 
-2 2.1-chivna. 

Ikkilangan masa]a esa E(1; 4) Jluqtada minimum qiymatga 
(2.2-chizma) ega. Shuning uchun F*(1; 4) = 14,1+8-4=46 maqsad 
funksiyasining minimal qiymatidir. 

Y2~' 
l, ... i;~ 

"si 
N" '-D,\.<: 

"o~,r.. j 
~'r·1 -') ...L... 

,/ -YI ' )'1=2 

\i3.f\ I 

5 
'\/E 3y,+3~=7 

41 /~'/ 
3: / '< " 14YI+Sy!=46 
)V \ ",/, 
"iT _ \ . 
. f c .. 

/ I i /i 

./ ; 
",,/.,. '" ;" 

-~ "":1 01 
"C·'. i _1

1 

I' I' t'" 

-21 

, , 
2 ' .... 3"\,~ ;; 

\ /~./' \. 

'IJ 
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/) 
-1X -'h,=-I()~ -. I .. _ ~ 

X2 ' ,,' 

"J' .... 

. ,," 8 

7) 
, I 

6 i ' -4\·.J...2 
" )' .;...---' I' x,=4 

tL.!,~ ,/B -
I. / ', ... .. ' I 

, , 
3: /: 

1/ 
2J 
/: 
1 j 

.. ,':' ~; .. " 

, /-"I+x2=6 
~ 
/1\-3X'~-11 

-3 -2 ...i] 0' 2345678 
-I 

C -1 
1 -

11 

y 
'-1 

Y1k 2.3-chizma. 
7 

61 
2YI+Y2=-3 

./ 5' 
4: 

" ~". 

31 
2' 

, "', , 
"_. I 

-3 -2 .il 0 . 
"',-1 

~1/ 
'~,~ 

/~;.;.~ 

\~"I" 

,,/4Y,+V=-1 
./ L·2 "-

e / 
i , 

."~.''' .. 
/1 2 3 4 5 6 7 )'1 

j 

2.4-chizmu. 

2.7 -masala. lkkilangan masalalar juftligining yechimlarini 
toping. 
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Dastlabki masala 

Ikkilangan masala 

-4XI +2X2 ;::: 4,) 
XI +X2 ;::: 6. 

XI' X2;::: O. 
F = -2xI -3x2 ~ min 

-4YI + Y2 ~ -2,) 
2YI + Y2 ~ -3. 

YI, Yl;::: O. 

F' = 4YI + 6Y2 ~ max 

Yechish. Dastlabki masala va unga ikkilangan masala ham 
ikkitadan o'zgaruvchiga ega. Shuning uchun ular geometrik usul 
bilan yechiladi. Ikkala masala uchun ham shakllar chiziladi (2.3, 
2 .4-chizmalar). 

2.3-chizmadan ko'rinib turibdiki, dastlabki masala yechimga 

ega emas. Chunki maqsad funksiyasi F = -2xl - 3X2 mumkin 
bo'lgan yechimlar to'plamida quyidan chegaralanmagan. 2.4-
chizmadan ko'rinib turibdiki, ikkilangan masalaning ham optimal 
rejalari yo'q, chunki yechimlar kO'pburchagi bo'sh to'plamni tashkil 
qiladi. Shunday qilib, dastlabki masala optimal rejaga ega bo'lmasa 
(maqsad funksiyasi mumkin bo'lgan yechimlar to'plamida 
chegaralanmagan bo'lgani uchun) unga ikkilangan masala ham 
optimal rejaga cga bo'lmaydi. 

Tayallch iboralar 
Asosiy masala. ikkilanma masala, yechuvchi son, yechuvchi ustun, 
ycchuvchi satr. optimal rcja. 

Takrorlas" uc"un suvollar 
I. fkkil(/lIma masala del> qal/day masalalarga aytiladi? 
2. fkkilanma simplek.~ lISuli l/anday £fa 'Ilaniladi? 
3. lkkilangall simpleks jadvaldll yechuvchi satr, yechuvchi us/un. yechuvchi 

SOil qanday topiladi? 



III BOB 
TRANSPORT MASALAS[ 

1-§. Taqsimot usuli 

Faraz qi.laylik, 111 ta ishlab chiqarish korxol1asi berilgan bO'lsin. 
Bu korxollal~rda mos ravishda (Jp (le' ... , am tOl1nadan bir jinsli 
mahSlllotlar ishiab chiqmilgan bo'Jib, BI • B

2 
• ••.• B" - bte'l1101chilarga 

1110S favfshda b, b), ... , b tonnadan tarqatish kerak. A -- ishlab 
1 _ 11 I 

chiqarish kononasidan Bi iste'mo1chilargacha l11ahsu[otlarni tashish 
bahosi quyidagi tarif 111<1trit5asi kO'rinishida beriigan ho'lsin: 

[

ell ell Cl
lI J 

T = e2l ('2~ c2·/ 

eml ('tII2 ('/1111 

Yuqoridagilarga asosan quyidagi jadvalni tuzish mumkin. 

1- jadva/ 

Korxonada Iste'molchilar VD nlarning talabi bo'lgan 
Ishlab ishlab 

chiqarish chiqarilgan BI B) B, '" B 
11 

korxonalari mahsulot-
lar (tonna 

bit bzt b)t b} hisobida) 

CII cL! cl.' rIll 

, 

Al "I t 
XII XI: Xu 

... 
XII! 

A, "2t C21 C22 Cl) C '2n . 
XZI Xn X2] 

'" 
X2n 

... ... . .. '" " . 

An amt 
Cml Cm2 Cm) C n.u 
X

ml 
Xm2 X '" \nri Ill} 
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Agar ish lab chiqarish korxonasidagi jami bir jinsli mahsulotlar 
miqdori iste'molchilarning talabini to'la qondirsa, ya'ni 

II = at + "2 + ... + am , 
b=l,,+~+·+btl. 

a=b 

bo'lsa, yuqoridagi jadvalga asoslanib tuzilgan modelga yopiq 
matematik model deyiladi. 

Agar masalan, a>b bo'lsa, tuzilgan matematik modelga ochiq 
model deyiladi. 

Tste'mo1chilar safiga soxta iste'molchi B
Il
+ l ni kiritamiz. 

Soxta iste'moJchi mahsulot joylashgan korxona bo'lgani uchun 
mahsulotlarni tashish bahosi 0 ga teng. 

Shllnday qilib, ochiq matematik modelni yopiq matematik 
modelga keltirsa bo'Jadi. 

ladvalni quyidagicha tushuntirish mumkin: Xl!' X 12 , •.. , XIII lar 
A) ishJab chiqarish korxonasidagi mahsulotni mos ravishda 
B), 82, ... , B" iste'molchilarga tarqatiJadigan miqdori Xl)' X 12, ••• , X ln 
lar A) ishlab chiqarish korxonasidagi mahsulotni mos ravishda 
B,. B,-, ... , B iste'molchilarga tarqatiladigan miqdori va hokazo. C 

J' _ n y 

lar esa 1 tonna mahslllotni i-ishlab chiqarish korxonasidan j-
iste'molchigacha tashish bahosi, ya'ni tarif. 

Shunday qilib, transport masalasining shartini berilgdn jadvalga 
asoslanib, X;j larni o'z ichiga olgan quyidagi n+m ta tenglamalar 
sistemasi ko'rinishida yozish mumkin: 

XII + X12 + ... + XIII = ai' I 
XlI +Xn +···+X2n ="2' 

XliiI +X11/2 +"'+XIllI1 =am . 

XII +X21 +···+XIIII = q,) 

::::::::::::-: :' 
X'i ~ 0, i =~, j = I,m 
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TranspoLt xarajatlari (maqsadli fuuksiya) esa quyidagiga teng: 

f = CllXIl ~ Cl1 XI2 + ... + ('1I/ XIII + (:2I X21 + ... + C2n X2f1 (3.2) 
+ ... + ('"I·'ml + Cm2Xm2 + ... + Cm/l"m" 

Demak, (3. L) chiziqli tenglamalar sistcmasida shunday 0 li va 
mushat yechimlarini topish kerakki, 0.2) maqsad funksiyasi 
minimum qiymat qabul qilsin. 

(3.1) tcnglamalar sistemasini va (3.2) tenglikni quyidagi 
kO'rinishda ixcham yozish ITlllmkin: 

va 

11 I LXii = ai' (i = iJi:;) 
}=I 

/Tt _ 

L Xii = bi • U = 1, /1) 
j=1 

m m 

f = L L CijXij --,) min 
i=1 J=I 

(3.1 ') 

(3.3) 

Shuni ham aytish kerakki (3.1) tenglamalar sistemasining 
hanm1a tenglamalari bir-biri bilan chiziqli bog'liq yoki chiziqli bog'Hq 
emas bo'lishi mumkin. Chiziqli bog'iiq bo'lmaganlar soni m + n-l 
dan kichik yoki teng bo'ladi. 

Taqsimot lIsulini umumiy holda algoritmini tushuntirish aucha 
og'ir. 

1. Shimoli-g'arb burchak usuli. (,Shimoli-g'arb burchah 
usulining umllmiy qoidasi quyidagilardan iborat. Eng awal dastlabki 
berilganlarning jadvalidan «Shimoli-g'arbida joylashgan Xll 

noma'lumning qiymatini aniqlaymiz». 

xlI=min(a,h) 

Bunda ikki hol bo'lishi mumkin: 

l)al :shl bo'lsa, xII=a\va x\j=O(j=2,n);bl=q-al ; 

2) QI ~ hi bo'lsa, XII = abl va at = GI - q; A. 
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Agar birinchi hol bajarilsa, birinchi qadamdan so'ng 
masalaning yechimlaridan tashkil topgan matritsa quyidagi 
ko'rinishda bo'ladi: 

XII =a, 0 0 0 0 

X21 X22 XB X2n a2 

X"'I xml Xm3 Xmn am 

IlJ. -al b2 ~ bn f 

Endi ikkinchi qatordagi birinchi element topiladi. 
BlI yerda ham ikki hol bo'lishi mumkin: 

1) Agar G
2
zb

l
-a

l 
bo'lsa, x21 =b l -a l va 

x2j =0 j = 2,;1;; ai = (/2 -(~ -a,). 

2) Agar ([2::;.b
l 

- (/1 bo'Jsa, X21 = a2 va ~I = ~ - (/1 - a2· 

Agar bu yerda ham birinchi hol bajarilsa, 1I holda ikkinchi 
qadamdan so'ng yangi matritsa quyidagi ko'rinishdu bo'Jadi: 

XII = alJ 0 0 0 0 

X21 = bl -a, Xn X23 XlII a1 = (/2 - (~ - al) 

X31 X}2 XJ3 (/311 Cl) 

Xm! .Xm2 XmJ XI1Jf1 Gm 

bi = hJ - (/1 - a1 ~ 0 bn .r 
Bujarayon qadam-baqadam barcha a

i 
va b

j 
lar nolga aylnngl1l1cha 

dnvom ettiriladi. Ma'lumki, har bir x .. ning qiymati va b. laming 
lj ) 

turli kombinatsiyalarini ayirish yoki qo'shish yordamicla topiladi. 
Shundan keyin (3.2) formula orqali transport xarajallari hisohl£1ni1ndi. 

2. Minimal xarajatlar usuli. MinirnJI xarajatlar usulining qoidasi 
quyidagicha: 

1. Transport masalasi xarajatlaridan [ashkiJ topgan ta' rif matrit­
sasi belgilab olinadi: 
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ClI C12 

C" j T = I ell cn C211 

Cm1 C1112 Cmll 

2. T matritsaning minimal elementini topamiz: 

min{ci;} = k. 

Faraz qilayllk, bu element 

C'}l = k. 

U hold a 

Xii . xh = min(ait . bi:)· 

Betilganlarga asosan quyidagi ikki hol bo'lishi mumkin: 

l)ai] 'S,bil , 

2) ail :0::; b,.[ . 

Birinchi hold a il satrning bare ha elementlari x'ii = 0, (j 7: jl) 

bo'ladi, bUllday holda i[ satr elementlari o'chiriladi. 

lkkinchi holda jl ustullning barcha elementlari Xiii = 0, (i"* i[ ) 

va bu holda barcha jl ustun elementlari o'chiriladi. 
Ustun va satr elementlarini o'chirish natijasida hosil bo'lgan 

yangi matritsaning ustun va satdar soni T matritsaga nisbatan 
bittaga kamayadi. lkkinchi qadamda yuqoridagi jarayon yangi 
matritsa IIchun yaua bajariladi. Shunday qilib, qo'yilgan masalaning 
boshlang'ich optimal planini top ish uchun minimal xarajatlar 
usulida n+m - 1 ta qadamni bajarish kerak. 

Endi quyidagi masalani ko'rib chiqaylik. 
Masala. Samarqand viloyatining Jomboy va J LIma bazasidan 

Kattaqo'rg'on, Ishtixon va Narpay tumalllariga bir jinsli tovarlarni 
tashish kerak, tovarlar zaxirasi Jomboy bazasida 400 tonna, Juma 
bazasida esa 600 tonna. Kattaqo'rg'on tumanining tovarga talabi 
350 tonna, lshtixon tumaniniki 450 fonna va Narpay tumaniniki 
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esa 200 tonna. Jomboy bazasidan uchta tumangacha bo'lgan maso­
falar mos ravishda 100 km. 60 km va 110 km. Juma bazasidan 
uchta tumangacha bo'lgan masofalar mos ravishda 40 km, 70 km 
va 50 km ga teng. Tumanlarga tovar tashishning optimal variantini 
toping. 

Yechish. Masalaning shartiga asosan quyidagi jadvalni tuzamiz. 

1- jadval 

Bazalardagi Tumanlar 
Bazalar tovar zaxiralari Kattaqo'rg'on Ishtixon Narpay 

Jomboy 400t 100 XII 60 X 12 110 xD I 

]uma 
600t 40 ~l 70 X2~ 50 ~3 11 

Tovarlarga 1000t 350t 450t 200t 
bu'lgan talab 

Bli masalada bazalar soni m=2, iste'molchilar soni esa 11= 3 ta. 
Shuning uchun mahsulotlarni taqsimlagandan keyin to'ldirigan 

kataklar soni m+n-l =2+ 3-1 =4 ta bo'lishi kerak. 

1- jadvalga asoslanib, 2- jadvalni tuzamiz. 

2- jadval 

Bazalardagi Tumanlar va ularoing tovar mahsnlotIariga talabi I 

Bazalar tovar Kattaqo'rg'on Ishtixon Narpay 
zaxiraJari 350 I 450 2 200 

Jomboy 
400t 

100 60 
I 350 50 0 

Juma 
600t 40 70 

II 0 400 200 

Transport xarajatlarini 2- jadvalga asoslanib hisoblasak, 

fi = 350 . 100 + 50 . 60 ... 400 ·70 + 200 . 50 = 
= 35000 + 3000 + 28000 + 10000 = 76000 t.km ni 

tashkil etadi. 2- jadvalning optimalligini tekshiramiz. 
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Buning uchun bo'sh kataklarga nisbatan zanjirlar tuzamiz. 
Bnnday zanjirlar d U va d

21 
lard8n iborat. 

d U - zanjir quyidagi ko'rinishga ega. Bo'sh katak indeksining 
ishorasi lllusbat ishora bilan olinadi. QoJgan inc1ekslar ishorasi 
almashib turadi. 

60 110 
+ 

~u = 110-60+70-50=70 
+ 

70 50 

Bu zanjir musbat, shllning UChlll1 boshqa bo'sh zanjir, ya'ni 
d 21 tekshiriJac1i. 

d 21 zanjirning ko'rinishi quyidagicha bo'ladi: 

350 60 
~ 

d =40-100+60-70=-70 21 

1+ 
400 

Demak, d 21 zanjir manfiy ishoraga ega, shuning uchun bu 
zanjirni yaxshilaymiz. Manfiy uchlarda joylashgan yuklarning eng 
kichigi olinadi, ya'ni min {350,400}=350. 

Bundan keyin 350 manfiy uchJardagi yuklardan ayiriladi va 
musbat uchlarda turgan yuklarga qo'shUadi. 

350-350=0 50+350=400 

I~ :I 
0+350=350 400-350=50 

d
21 

zanjirdagi o'zgarishlarni hisobga oUb 3- jadvaJ tuziladi. 
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3- jadvai 

Bazalardagi Tumanlar l'll uJamjng tOl'lll' mahsulotlariga talabi 
8azalar tovar Kattaqo'rg'oll Ishtixoll Nal1Jay 

zaxiralari 350 t 1 4.'i0 t 2 200 3 

.Iomboy 400t 1 100 60 110 
I 0+ 0+ 

Juma 600t 2 40 70 50 
I 11 350 50 200 

3- jadvaldagi programma bo'yicha transport xarajatlari 

;; = 100·0 + 400·60 + 110·0 + 350·40 + 50·70 + 200·50 = 
= 0 + 24000 + 0 + 14000 + 3500 + 10000 = 51500 t km ni tashkil 

etadi. 

2- vC! 3- jadvalga joyhtshtirilgan programmalarning far­

qi fi - h = 76000 - 51500 = 24500 t km ni tashkil etadi. Demak, iqti­
sodiy tejash 24500 tonna km ni tashkil etadi. 

Endi 3- jadvaldagi bo'sh kataklarga nisbatan tuzilgan zanjir­
laming ishorasini yuqoridagi kabi tekshirib chiqsak ~II • ~'31aming 
ishoralari musbat ekaligi ko'rinadi. 

ShUlting uchun 3- jadvalga joylashtirilgan programma optimal 
programma bo'lib, bu programma bo'yicha: Kattaqo'1'g'on tumani 
Juma bazasidan 350 tonna yuk olinishi kerak bo'lib. t1'ansp011 
xarajatiari 

EJ. = 0 ·100 + 350·40 = 14000 t km ni tashkil etadi. 
lshtixon tumani 400 tonna yukni Jomboy bazasidan, 50 tonna 

yukni esa Juma bazasidan olganda transport xarajatlari 

F2 = 400·60 + 50 . 70 = 24000 + 3500 = 27500 t km ni tashkil etadi. 
Narpay tumani 200 tonna yukni .Tuma bazasidan oladi va 

transp011 xarajatlari 

F3 = 0 . 110 + 200 . 50 = 10000 t km ni tashkil etadi. 
Jami transport xarajatlari 

12 = Ej + F2 + £.1 = 14000 + 27500 + 10000 = 5150 t km ni tashkil 
etadi. 
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2- jadvalga joyiashtirilgan programma bO'yicha transport 
xarajatlari tumanlar bO'yicha: 

Kattaqo'rg'on Ji = 100·3500 = 35000 t km; 

Ishtixon 12 = 50 . 60 + 400 . 70 = 3000 + 28000 = 31000 t km; 

Narpay h = 200·50 = 10000 t km; 

Jami Ji + 12 + 11 = 76000 t km. 
Tumanlar bo'yicha tejaigan transport xarajatlari: 

Kattaqo'rg'on ii - F2 = 35000- J4000 = 21000 t km; 

Ishtixon 12 - F2 = 3100 - 27500 = 4500 t km; 

Narpay 13 - F3 = 10000 - 10000 = 0 t km. 
Shunday qilib, 1 tonna yukni I km ga tashish uchun 100 so'm 

mablag' sarflanganda, turnanlar bo'yicha iqtisodiy tejash: 

Kattaqo'rg'on21000·LOO=2100000=2 mln 100 ming so'm; 

Ishtixon4500· 100 = 450000 = 450 ming so'mni tashkil etadi. 
Jami viloyat bo'yicha iqtisodiy tejash 3- jadvaJdagi programma 

bo'yicha 2 million 550 ming so'mni tashkil etadi. 
1- jadvalga asoslanib quyidagi modeJni tuzish mumkin: 

XII +X12 +X13 =400'1 
X21 + X22 + Xl] = 600, 

XIl + X21 = 350, ) 
XI2 + X22 = 450, 

xl3 + X23 = 200. 

xij ~ O. 

I = 100Xl1 + 60X12 + 110x13 + 40X21 + 70 . xn + 50· xl). 

Yuqoridagi sistemani yechsak, quyidagi hosil bo'ladi: 

XII = 0, 

XI2 = 400, 

X13 = 0, 

X21 = 350, 
X22 = 50, 

X23 = 200. 
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f = 100 . 0 + 60 . 400 + 110 . 0 + 40 . 50 + 70 . 50 + 50 . 200 = 51500 

tonna km. 
Yuqoridagi optimal programma matematik model yechimlari 

bilan mos keldi. 
Shuni ham aytish kerakki, masalalar yechganda 11i/ laming bir 

llechtasi manfiy bo'ladi. U vaqtda manfiy l1ij lar ichidail eng kichik 
zanjir tanlanadi va u yaxshilanadi. 

Agar zanjirlarda bir nechta o'zaro teng manfiy sonIar paydo 
bo'lsa, u vaqtda birinc11i (istaIgan) manfiy zanjir yaxshilanadi. Ayrim 
vaqtda to'ldiIilgan kataldar soni n+m-l dan kam bo'ladi. Shuning 
llchun bironta katakka 0 qo'yib, u katak yuk bilan ta'minlanadi va 
to'ldililgan kataklar soni 11+111-1 ga teng bo'ladi. Bo'sh katakka 0 
qo'yishda katakni shunday ta111ash kerakkL u katak biIan tuzilgan 
barcha zanjirlarda 11 .. lar musbat bo'lsin. 

. '/ 

Minimal xarajatlar usuli bilan masalalar yechishni talabalarning 
o'zlariga tavsiya qilamiz. 

2-§. Potensiallar usuli 

Faraz qilaylik, transport masalasi quyidagi jadval ko'rinishida 
berilgan bo'lsin. 

Korxona- Iste'molcbilar va ularning talabi 
larda 

Isblab ishlab 
chiqarish cbiqarilgall DJ D2 D) ... B. 

korxonalari maltsulot-
lar (tonlla 

bit h2t b)t b t 
hisobida) n 

I 

AI alt 
c

lI 
Cl2 Cll c

llI 

XII All X IJ X III 

A2 
C

21 C2~ CD C azt 2n 
X21 X" X2.~ X ?n 

... ... ... ... ... 

AlII 
l' Cm2 C C 

~ t 1111 m.l n1l\ 
m X

ml X X X
UIIl ml 1113 
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Bu jadval «shimoli-g'arb burchak») usulidan foydalangandan 
keyin boshlang'ich tayanch reja bo'lsin, x. - taqsimlangan yuk 

u 
(zaxira)lar Cl. yuklur bo'lmagan, ya'ni to'ldirilmagan kataklar, c. 

u u 
lar esa to'ldirilgan kataklar bo'lsin. 

Boshlang'ieh tayanch rejaga asosan transport xarajatlari 

f = CIIXl 1 + CI 2X12 + C2J X23 + ... + C211 X211 + ... + Cm3Xl1lJ + ... + CnmXmll ga 
teng bo'ladi. 

1- jadvalga AI'Al, ... ,Am korxollalarga mos ravishda U1,U1,,,,,um 
shartl i variantlar (potensiallar) kiritamiz RI ,B}, ... , R" iste' mole hi larga 
mos ravishda vI' v2' .... v

l1 
shartli variantlar (potensiallar) kiritamiz. 

Demak, A - kOl"xonaning potensiali (shartli varianti) u
i 

- miqdor. 

[
i = 1, m) B. - iste'molchining potensiali (shartli varianti) v - miqdor . -] 

J J )=,11 

Natijada quyidagi jadval hosil bo'ladi. 
1 ~iadl'(/{ 

Isblab Korxona- IlIte'molcbilar va ulaming talabi 

chiqa- larda 
BI B2 B3 Bp ishlab ... 

rish 
korxona- chiqarilgan u.-, 

lari mahsulotIar bit b]t b]t ... b} variant 

(tonoa) sharti 

AI alt 
CII CI~ Cl.l c

l11 U 
XII X I2 X I3 

... 
XIII 

, 

A2 
C 21 Cll cll c 

alt ... ~n ul x2I. JSl Xl' X 
2" 

AJ 
Cll CJl Cn 

C_ 
aJI ... '" U) 

XJI Xn XJ., X31) 

... . .. ... ... . ' . ... .. ' 

Am a I 
Cml C m2 Cn:J Cnu1 U 

m 
Xn1 ! Xm1 X

mJ 

... 
\nn '" 

Shartli 
Vl VJ 

v v.- VI ... 
Il J varianti 

U; va l~ sonlarini shun day tanlab olish kerakki, ularning yig'indisi 
to'ldirilgan katakdagi tarif c .. ga teng bo'lsin. U vaqtda yuqoridagl 

y 
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jadvalga asosan quyidagi n+m-l ta, hozircha noma'lurn bo'lgan uj 

va v. larga nisbatan chiziqli tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi: 
j 

UI + VI = C]I' 

lil + V2 = C12' 

u] +V} = C]3, 

112 + V} = C23' 

112 + V} = C23' 

U3 + V2 = C32' 

113 + V} = C33, 

Um + Vn = cm,,· 

Bu sistemada nOllla'lullllar soni n+m ta. Shuning uchun ulardan 
ixtiyoriy birontasini ixtiyoriy qiymatga tenglashtirib (lllasalan 0 
ga) o lib , qolgan U

i 
va V, larni bilin-ketin toparniz. 

Endi bo'sh kataklar uchun jadvalga asoslanib yuqoridagi kabi 
chiziqli tenglamalar sistemasini tuzib 01amiz: 

Uj + V] = C '13-

UI + V" = c'ln-

1'2 + VI = C'21-

Ul + V2 = C' 22 , 

Um + VI = C' ni' 

U/II + V2 = (' 'm~ . 

C '11- larga bilvosita ta'riflar deyiladi. 

U
i 

va Vi laming qiymatlarini qo'yib, bilvosita ta'riflarni - c'li 

hisoblab chiqarniz. 
Agar birinchi programmada qllyidagi hamma ayirmalar 

c 'i/- cji < 0 bo'lsa, 1I vDqtda bll reja optimal reja bo'ladi. 

Agar ayirmaning birontasi c'ij- cij > Obo'isa, u vaqtda optimal 
yechim hali topilmagan bo'ladi. 

Demak, 1- programmani yaxshilash kerak. 

BUlling lIChUIl max{(c 'ij- cu) > Olni topamiz va shll zanjirni 
taqsimot usu1i bi1a11 o·zgaItiramiz. 
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Natijatia yangi reja hosil bo'ladi. 
Hosil bo'lgan reja uchun transport xarajatlari hisoblab 

chiqariladi. 

2- rejaga ham potensiallar usuli qo'llaniladi. Potel1<;iallar llsulini 

qo'lJash jarayoni barchac'ii- cij > 0 bo'lguncha davom ettiriladi. 

Shunday qilib, potensiallar usuli yordamida boshlang'ich 
tayanch rejadan bosh lab, optimal yechimga yaqinroq bo'lgan yangi 
tayanch rejaga o'tamiz va chekli sondagi almashtirishlardan 
(iteratsiyalardan) so'ng masalaning optimal yechimini topamiz. 

Potensiallar usulining algoritmi quyidagilardan iborat: 
I. Shimoli-g'arb burchak yoki minimal xarajatlar usulini qo'lIab, 

boshlang'ich tayanch reja (birinchi bazisli yechim) topiladi. 
2. Ishlab chiqaruvchilar va iste'molchilarning potensiallari 

hisoblanadi ( u va v lar). 
I j 

3. c'ij bilvosita ta'dflar topiladi. 

4. Hammac'ij-cij ayirmalar hisoblaniladi. I) agarc'ij-cij~O 
bo'lsa, tuzilgan reja optimal reja bo'ladi va bu rejaga asosan transport 

xarajatlari hisoblanadi; 2) C 'y'- cij > 0 bo'lsa, u vaqtda bularning 

ichidanmax{(c'ij- cij) > O} ni topib olib bu zanjirni yaxshilaymiz. 
Ya'ni yangi bazisli o'zgaruvchi X

kl 
khitiladi va yangi tayanch reja 

tuziladi. 
Masala. Taqsimot usuJidagi masalaning birinclti tayanch rejasi 

berilgan bo'lsin. Bu jadvalga shartli variantlarni kiritib, quyidagi 
ko'rinishda yozamiz. 

2- jadval. 

BazaJardagi 
Twrumlar VB ulaming tovarlarga talabi 

1- tayanch reja (1 t. hisobi). 
BazaIar tovar zaxiralari 

(tonna) Kattaqo'rg'on Tshtixon Narpay 
350 450 200 

AI 400 100 60 .110 
350 50 u

l 

Az 600 40 70 50 
400 200 112 

Vj V, V2 V3 
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It = 76000 t km transport xarajati. 
To'ldirilgan kataklar uchun quyidagi sistema tuziladi: 

III + VI = 100, 

u, + V7 = 60 
u~ + v: = 70', r bu sistemada 5 ta noma'lum bor. Shuning uchun 

U2 + VJ = 50, . 

noma'lumlardan birontasi 0 ga tenglashtiriladi, faraz qilayJik u,=O 
bo'lsin. U vaqtda sistema quyidagi yechirnlarga ega: 

UI =0, ·1 
VI = 100, 

1'2 = 60, ) 
U2 = 10, 
v} = 40. 

(A) 

Bo'sh kataklar uchun u va v. potensiallarga asoslanib, quyidagi 
I .I 

sistema tuziladi: 
, 1 

ill +V) = C,13' ~ 

u2 + VI = C 21 . J 

Bu sistemaga (A) yec1timlar qo'yilsa, hilvosita ta'rillar kelib chiqadi. 

C'13 = 110, c'll = 40. 

Endi C 'ii - cij -- ayirmalar Ilisoblanadi. 

c'D-CU =40-110=-70<0. 

c'2,-C21 =llO-40=70>0. 

C11 - C21 = 70 >() bo'lgani uchun bu zanjirni yaxshJlaymiz. Oldin 
zanjirning ko'rinishi chizib olinadi. 

50 350 ~ 

1-",,~-1I0 _I 
+ 400 
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Bu zanjirdagi yuklarni qaytadan 1-§ eta taqsimiagan cdik. Uning 
ko'rinishi quyidagicha: 

o 400 

CJ 
350 50 

Yuqoridagi o'zgarishlarga asoslanib, tayanch rejaning jadvali 
tuziladi. 

3- jadva/ 

Baza- 8azalardagi 
Iste'molchilar va ularning talabi 

lar yuk zaxirasi Kattaqo'rg'on lshtixon !'larpay 
350 450 200 1I 

L 

A, 400 100 60 110 
400 u, 

A, 600 40 70 50 
350 50 200 ll, 

V V 
I I 

\0 v) 
-

f; = 5] 500 t km transport xarajatlari. 
To'ldirilgan kataklar llchun quyidagi sistemani u, va 

sia11a111i q 0' llab t II zam iz. 
Ij poten-

Yuqoridagi kabi u. = 0 deb 018ak, 
I 

UI + V\ = 60, 1 
U2 + v\ = 40, 
U2 + v2 = 70. 

u2 + V3 = 50. 

III = 0, 

112 = 60, 

U2 = 10, 

1.11 = 30, 

v] = 40. 

Bo'sh kataklar uchun III + "l = C'ii larni hisoblaymiz: 

UI + 1'\ = c' 11' 1 
.' J III + "3 = C 13' 
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U; va Vj larni (B) dan bu sistemaga qo'yilsac'll = 30, C'IJ = 40 

kelib chiqadi. 
Endi C 'i} - cij ayirmaJar hisoblanadi: 

C'II-Cll =30-100=-70<0, 

C'13-CI3 =40-110=-70<0. 

Bu reja optimal reja hisoblanadi, chunki C"ij - cij < O. 

Optimal yechimlar (tonna hisobida): 

XII = 0, X21 = 350 
X12 = 400, X22 = 50 

xI) = 0, X23 = 200 

Bll yechim uchun 
f tayanch reja =lOOxll+60xI3+1l0xl3+40,x21+70,xn+50,x2l=51500 
t km, 

1; - f rayanch reja =76000-51500=24500 t km. 

Topshiriqlar 

Quyidagi transport masalalarini yeching (3.1 - 3.6). 
Masala. Viloyatning uchta AI'~ va Aj korxonalarida bir jinsli 

mahslIlotJar ishlab chiqarilib, ish lab chiqarilgan mahslllotlarni beshta 
B

I
,E

2 
,Bl ,B.,B

5 
iste "molchilarga jo'natish kerak. 

AJ.A2 va A3 korxonalarda mos ravishda a l ,a2, 0, tonna bir 
jinsli ish lab chiqarilgan mahsulotni B

1
,B

2 
,81,B4 

va B:, iste'mol­
chilarga mos ravishda bl'h2,b),h4 va b

5 
tonna Yllklarni jo'natish 

kerak. 
lshlab chiqarish korxonalaridan iste' ll10lchilargacha bo'Jgan 

masofalar quyidagi matritsada herilgan: 

l
( Cl I el2 CI.1 cI4 C15] 

T = C21 ('22 C23 C24 C2'i 

c) I C32 C)) C~4 CJ5 

I shlab ch iqa rish korxonalaridan mahsulotlarn i iste' mole h i lar­
gacha tashish xarajatlarining minimal varianlini toping: 
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3.1. ~ = 220, 

u[ '-= 330, b, ~ 170, ll7 1 

02 = 270, 
b., = 150 .. 6 12 32 
; , T ~ 14 10 2 10 16] 

(/3 = 350 
'1 = 150, - . 

b . 14 11 5 8 34 
) = 200, 

3.2. at = 260, ~ = 70, 

u2 = 150, bJ = 130, ( 10 12 24 50 42] 
1I) = 200, b4 = 110, T = 12 22 49 66 32 . 

q = 100. bs = 200. 
26 27 35 68 62 

3.3. Cl] = 200, ~ = 130, 

(/1 = 350, b, ~ 100. [27 [9 20 10 22] 

l1J = 300, b
4 

= 190, T = 20 10 13 13 18 . 

q = 270, b
s 

= no. 26 17 19 21 23 

3.4. (/1 = 250, ~ = 135, 

", =lOO, b, ~ [20, [35 59 55 27 4[1 
a3 =200, b

4 
=150, T= 50 47 23 17 21 . 

q = 135, bs = 210. 35 59 55 27 41 

3.5. 01 = 300, b2 = 150, 

a2 = 350, b, ~ [90, [26 [7 19 21 23] 

03 = 200, b
4 

= 150, T = 27 19 20 16 22 . 

~ = 110, b
5 

= 250. 20 10 13 19 18 

3.6. a1 = 170, ~ = 110, 

02 = 250, Ir, = 160, (46 27 36 40 45 J 
a3 = 230, b4 = 90, 

T = 49 26 27 16 38 . 

q = 150, bs = 140. 
40 19 25 25 35 
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'fayancb iboralar 
Taqsimot, ta'rif, ta'rif indeksi, shimoli-g'arb burcllak usuli. optimal reja, 
yopiq model, ochiq model, shartli varianta, potensial, indeks, la 'ri1~ optimal 
reja. optimal yechish. 

Takrorlash uchlm savol/ar 
1. Transport masa/asi deb qcmday masalaga ayri/adi? 
2. Birinchi programma qallday tuziladi? 
3. Taqsimot uslubi deh nimaga aytiladi? 
4. Transport masalasida jadvallarning oprimalligi qanday fekshriladi? 
5. Transport masalasida programma/ami qanday )!G,-.;shilash mumkin? 
6. Potensiallar uslubi yordamida birinchi programma qanday fllziladi? 
7. Ochiq model deh nimaga a)'tiladi? 
8. Yupiq model deh nimaga aytiladi? 
9. Transpurt masalasini yechganda ochiq modelni qanday qilib yopiq modelga 

keltirish mllmkin. 
!O. Programmada TO'ldirtlgall kawklar son; qanday topiladi? 
11. Optimal yeclu:sh qanday aniqfanadi? 



IV BOB 
BUTUN SONLI PROGRAMMALASHTIRISH 

Bizga quyidagi f1 noma'lumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasi 
berilgan bo' lsin 

o"x, + 0'2 X2 + ... + a,,,;'l:1/ = hi, I 
~~ ~ ~I .. ~. ~2.~ ~~ .. ~. '. : : ~ .~I~~,.,~~, .. ~ . . /~ : .. 
0ml x, + al/12x2 + '" + amI/X" = bll/" 
X, 2 0, x2 2 0, .. " xn 2 0 

va rnaqsadli funksiya 

F = C1xI + c2x2 + ... + ewY,,' 

Bunda Xi - ishlab chiqaIilgan mahsulotlar birligi; o'zg,ulIvchilar 
har qanday musbat son bo'lishi mumkin. 

Chiziqli programmalashtirishning ko'pgina masalalarini 
yechganda Xi - o'zgamvchilarga butun sonli bo'lish sha111 qo'yiladi. 
Bunday masalalarga butlln sonli programmalashtirish masalulari 
deb Cltaladi. Butun sonli programmalashtilish, materiallarni optimal 
bichish, transport masalalarini marshmtiarga optimal taqsimlash, 
bo'lilmlaydigan mahsulot ishlab chiqaruvchi korxonalaming ishini 
optimal pbnlashtirish kabi masalalarni yechishda qo'Uaniladi. 
Yuqoridagilarni yaxshi anglab olish uchun quyidagi masalani ko'rib 
chiqamiz. 

1-§. Marketolog baqidagi masala 

Faraz qilaylik, Ai shaharda yashovchi markeTolog !I ta 
AI'A" ... ,A,. shaharlarda bir martadan bo'lib, minimal vaqt ichida 
A; shaharga qaytib kelishi kerak bo'lsin. Bu masalaning matematik 
modelini tllzish uchun marketologning AI shahardan Aj shaharga 
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borishi uchun sarf qilgan vaqtini (vU,j = I,n) bilan hamda uning 

har bir Ai shahardan Ai shaharga borishi ko'rsatkichini Xli' bilan 
belgilab oisak. 11 vaqtda marketolog Ai shahardan Aj shaharga 
borsa X, = I, bormasa X =() ga teng. 

Yllqoridagi masalaning matematik modelini quyidagi ko'rinishda 
yozish lll11mkin: 

n 

LXi; = 1, 
j;l . 

(J = I.n). 

n 

l>ij =1, (i = en). 
j=1 

.\; = 0, yoki xij' = L 

11 " 

F.Tlin = L, L,tijxij' 
i=1 j=1 

(4.1 ) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

Butun sonli programmalashtirish masalalaridagi xij larning 
hammasi uchun butun bo'l.ishlik sharti qo'yilsa, bunday masalalar 
to'liq hutun sonli prograrnmalashtirish masalalari, agar 11larning 
ma']um bir qismi uchun bu shal1 qo'yilsa, qisman butun sonli 
programmalashtirish masalalari deyiladi. 

Agar (4.3) ko'rinishdagi shartlar butun sonli program­
malashtirish masalalaridagi o'zgaruvchilarga qo'yilgan bo'lsa, 
II vaqtda bllnday masala Bul programmalashtirish masalasi deyi­
ladi. 

Butun sonli programmalashtirish masalalarini yechish uchun 
uning xlIsllsiyatiarini e'tiborga oluvchi usullar yaratilgan. Ulardan 
biri Amerika olimi R. Gomori tomonidan yaratilgan bo'lib, oprimal 
yechimni beruvchi eng aniq usul hisoblanadi. 

R. Gomori usuli quyidagidan iborat. 
Oldin chiziqli programmalashtirish masalasi simpleks usul bilan 

yechiladi. 

Agarx;(i == en) yechim bl.ltun sonli bo'lsa, u butun sonli 

programmalashtirish masalasining ham yechimi bo'ladi. 
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Faraz qilayUk, Pi- l -masala simpleks llsul bilan yechilgan va 
uning yechimi X i_l blltlln bo'lish shartini qanoatlantirmaydi. 
Yuqoridagilarni hisobga olib. quyidagilami belgilab olaylik: 

{a} - Xi = a yechimning kasr qismi; 
k - o.'l.irgi simpleks jadvaldagi erkli o'zgaruvchilaming indeksi; 

s - {a,.o} laming jadvaldagi eng kattasi joylashgan satr. 
U vaqtda R. Gomori Xi noma'lllmlaming butun bo'lishlik 

shartinj e'tiborga oluvchi va «kesuvchi tenglama» deb ataluvchi 
qo'sh1111cha tenglama tuzadi. 

Bll holda to'liq butun sonli masalani yechish llchun Gomorining 
I kesimini quyidagi ko'rinishda yozish mumkin. 

{as\Jl- L.. {a,;Jx" ~ o. (4.5) 
k 

Qisman butun sonli masalani yechish uchun Gomorining Il 
kesimini (bu kesimni to'Hq butun sonli masalani yechish llchun 
ham qo'lIasa bo'ladi) quyidagicha yozish mumkln: 

{asol - L.. {asdx" ;; O. 

bunda a,/c - koeffitsientlar quyidagi nisbatlardan topiladi. 
1) x

k 
lar butun son bo'lmasligi talab qilimnagan holda 

j
asb agar ask' 2 O. 

ask = {asO} {a.}. agar a < 0 
l ,}~k sA. . - ,aso 

2) x
k 

Jarga butun son bo'lishi talab qilingan hold a 

lasb agar {a"d s {aSQ }. 

ask = {aso} . . ......:....~-(l-{ask}, agal {ask> {as)' 
l-{a,w} 

(4.6) 

To'liq yoki qis111an butun sonli masalalami yechish uchun 
ketma-ket jadvallarni almashtirish jarayonlarilli bajarish quyidagi 
tartibda amalga oshiriladi: 

1) P
i
-
l 
masala yechilib, X

i
_1 optimal yechimlar topiladi; 

2) agar X
i
_
l 

yechimlar butun sonli bo'lsa, simpleks jadvallar 
tuzish to'xtatiladi; 
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3) agar P
i
-
1 

masalada X
i
_
1 

yechimlar butun sonli bo'lmasa, u 
vaqtda Gomorining I yoki II kesimlari tuziladi; 

4) P
i
-
1 

masalaga 3) holdagi shartlar to'ldirilib, Pi masala tuziladi 
va yana 1) holni bajarishga to'g'ri keladi. 

2-§. To'la butun sonli programmalashtirisb 

1. Quyidagi shartlarda butun sonli masalani yeching: 

-XI + 2Xl + Yl = 2,} 
3Xl + 2~ + Y2 = 6. 

Xl ~ 0, X2 ~ 0, Yl ~ 0, Y2 ~ 0 

hammaxk(k = L2) butun sony] 2: 0, Y2 ~ 0, F = XI +4x2 ~ max. 
Yechish. Masalaning dastlab butun sonli yechimlari bo'lishini 

talab qilmasdan simpleks usul bilan chiqamiz. 

J- simpleks jadval 

N!! Bazisli O'~- 1 4 0 0 
maslar aiO 

o'zgaruv- -
Co chilar ustuni 

Xl X2 )'1 Y2 
aip 

aiD 

1. a x2 2 -1 2 1 a 1 

2. a v • 2 6 3 2 3 

3. f F=O -1 -4 0 0 

2- simpleks jadval 

N!! Bazisli O'zgar- 1 4 0 0 
aio 

o'zgaruv- maslar -
c~ chilar ustuni 

XI Xl YI Yl 
aip 

~o 

1 4 Xl I -1/2 1 1/2 0 

2. 0 Yl 4 2 0 -1 1 

3. F F=4 -3 a 2 0 
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3- simpfeks jauvaf 

N!! Bazisli O'zgar- 1 4 0 0 

o'zga- maslar {[in 

Co ruvchilar ustuni 
XI x2 

y Y1 ail' 
~o 

. I 

I. 4 x} 3/2 0 1 3/8 l/8 

2- 1 x 
I 

2 1 0 -1/2 1/2 

3. F F=7 0 0 5/4 3/4 

3- simpleks jadvaldan ko'rinib luribdiki, p masalaning optimal 

yechimlari x
1
= 1, x

1
=3/2, Y1=0, )'}=O ga t~ng. Bu yechimlar ichida 

x2=3/2 - kasr son. Shllning llchun yuqoridagi 3- va 4- hollarni 

qo'llab, Fj masalani tllzamiz. 3- simpleks jadvaJda yagonn 1 satrda 

kasr yechimlar bor (J - aill' s=1). 
U vaqtda Gomorining birinchi kesimi quydagicha yoziJacti. 

H} -( U} Y2 + {H Y2 ) ~ 0 yoki ~ - (~J't + ~)'2 ) ~ O. 

Bu tengsizlikka bazisli o'zgaruvchi YJ ni kiritib, quyidagi teng­
lama ko'rinishida yozamiz: 

3 J 1 
8')'1 + 8')'2 - )'3 = "2' 

Bu tenglamani oldingi 2- tenglamalar safiga birlashtirib yozsak. 

II vaqtda lj - masala hosil bo'ladi. 

Oxirgi simpleks jadvallj masalasi uchun quyidagi ko'rinishda 

bo'ladi. 

3 1 J d h' b . I' , '8)'1 + '8)'2 -)'3 ="2 - tenglama a)'J o'zgaruvc J aZls I 0 zgamv-

chi bo'lishi mumkin, lekin uning oldidagi koeffitsienti manfiy son. 
Shuning UChUll PI -masala uchun tuzilgan 4- jadvaldagi yechim­
lar optimal yechimlar bo'la olmaydL (Y3 =-1/2). Demak, 4-
simpleks jadvalni yana almashtirish kerak. 
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4- simpleks jadval 

N!! 1 4 0 0 0 
BazisIi O'zgar- aiO aiO 

Co o'zga- maslar -
an ai4 rU1'chil- ustuni 

XI Xz YI Y2 Y3 ar aID 

I. 4 XI 3/2 0 1 3/8 1/8 0 4 12 

2. 1 ~ 2 1 0 -1/2 1/2 0 0 0 

3. Y3 1/2 0 0 3/8 1/8 -1 4/3 4 

4. F F=7 0 0 5/4 3/4 0 0 0 

4- jadvalning 3- satrini yechuvchi satr deb tanlab (3- va 4 -

shartlarni qo'llab), min{aiO 1 topiladi. 0 vaqtdamin!OiO 1 joylash-
ail' J . aip J 

gan uchinchi ustlln yechuvchi ustUl1 bo'ladi. 
Agar bllnday ustlln topilmasa, u vaqtda yechuvchi ustlll1 deb 

tanlangan satrdagi eng kichik elementga ega bo'lgan lIstun tanlab 

olinadi (ya 'ni min {~£}). 
a,p 

Bundan keyin Y1 ni bazisga kiritib 5-simpleks jadvalni tllzish 
mumkin. Bu yerda' tanlangan satr va lIstun yuqoridagi talabga 
javob beradi. 

5- simpleks jadval 

N!! I 4 0 0 0 
Cn 

BazisIi O'zgar-

o'zga- maslar alo aiO 

ru\'chilar ustuni 
XI Xl YI Y2 an ai4 

"'0 
YJ 

i. 4 x2 I 0 I 0 0 I 
2. 1 XI 4/3 1 0 0 1/3 -2/3 
3. v 

·1 4/3 0 0 1 1/3 -8/3 
4. F 16/3 0 0 0 1/~ 10/3 
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BlI jadvaldagi yechimlar ham optimal yechimlar bo'lib, 
qllyidagilarga teng: 

x ,=4/3, x2= 1, Y1 =4/3, Y
1 

=0, Y) =0. 

Lekin bu yechim ham burun sonli emas. Shuning uchun P,_ 
masalani tuzishga kirishamiz. -

Mos kesimlar quyidagicha bo'ladi: 

{~} -( {H Y2 + f ~;} Y3 ) ~ o. 
Bunda 

{4} 1 {I} 1 {-21 -2 [-2] -2 1 .. - ==-:;-, - ==- va -.f==-- - =--(-1)=- bo'lganllg1 
3.J 333333 .3 

uchun kesuvchi tenglamaning ko'rinishi quyidagicha bo'ladi: 

L 1 1 
- v) + - y, - )'4 = -' r - 3·' 3 

u vaqtda 5- jadvaldagi 4-satrni bu tengJamaga asosan yozsak, 
quyidagi jadval hosil bo'ladi. 

6~ simplek~ jadval 

-~ Bazisli 
O'zgar-

N!! maslar I 4 0 0 0 0 
ustuni 

o'zga- {/iO (/i() 

Co ruvcbilar {/i4 ais 
~6 XI Xl y. y\ Y3 Y4 

I. 4 ~ 1 0 I 0 (I 1 0 

2. 1 Xl I 1 0 0 0 -1 1 

3. 0 Yl 1 0 0 I 0 -3 I 

4. Yl 1 0 0 0 1 1 -3 

S. 
Indeks 

F F=S 0 0 0 0 3 I 
satri 

Indeks satrida hamma son1ar butun sonlar bo'lganligi uchun 
bu jadval optimal yechimni beradi: 

Xl =1, x2 =1, Y1 = 1, Y2 =1, YJ =0, Y4 =0 va 
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fma~ = lx, + 4X2 + o· y, + o· Y2 + 0 . Y3 + 0 . Y4 = 
= 1·1 + 4·1 + 0·1 + 0·1 + 0·0 + 0·0 = 5. 

J.nax. = 5. 
Agar indeks satrida manfiy sonlar bo'lganda simpleks jadvallar 

tuzish davom ettirilardi. 
Masalaning geometrik izohi qllyidagi ko'rinishda bo'ladi. Oldin 

Po masalaning optimal yechimi shaklini chizamiz. 

v . ,::: 

, 

I kesim 

.\'0(1;%) 
" .. 

/ 
'~<, 

H kesim 

x (:!.. :!.)' 
1\3' 3 

, X 
)/ 

4.1-chizma. 

P
I
- masalani yechganda I kesim quyidagi tengsizlik orqali 

kiritilgan edi: ~ y, + ~ Y2 ~ ~. Bu tengsizlikka dastlabki tengsizliklami 

qo'llab YI va Yz lar qisqartirilsa, Xl :$ 1 kelib chiqadi. Shuning 
uchun bu tengsizlikka x2=1 to'g'ri chiziq mos keladi. x2=1 chiziq 

butlln 50nli bo'lmagan optimal yechimlarnixo(l; ~) ajratadi. lekin 

hamma butun sonli yechimlar sohasini (0; 1), (1; 1), 0; 0), (2; 
0) saqlab qoladi. PI masalada yangi optimal yechim-

lar: Xl (4 /3, 1, 0, 4/3) sohasi hosil bo'ladi. Endi ~ Y3 + ~ Y4 ~ -i -Il 

kesimni kiritib P2 rnasalalli tuziladi. Bu masaladan yuqoridagi kabi 
bazisli o'zgaruvchilarni qisqartirsak, Xl=Xl~ 2 hosiL bo'ladi. Yangi 
soh a butun sonli optimal soha bo'ladi (4.1- chizma ga qarang). 
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Topshiriqlar 
Qllyidagi masaJaJarning to'Jiq blltUIl sonJi yechimJarini to­

ping va geometrik izohini (mumkin bo'lgan joyda) bering 
(bunda x, z Cl). 

4.1. XI + 3x 2 ;::: 6, ·1 
3X. I + 2X2 :0; 36, 
x, :::; 13. 

F = 3xI + 3X2 ---t max . 

4.2. } 3xI + 2X2 :::; 8, 

XI + 4X2 $; 10. 

F = 3xI + 4X2 ---t max . 

3-§. Qisman butun sonli programmalashtirish 

Ql1yidagi shartlarda qismall butlln sonli masalani yeching: 

3xJ + X2 :<:: 9, 1 
0,16xl +X2 :<::1,9·f 

Xl ~ 0, X 2 ~ 0 

f = XI + 8X1 ---t max. 

va xk - butun sonli (k = 1,2 ... ). 
Yechish. Bu masala to'liq butun sonli masaJa emas, chunki 

sistemadagi ikkinchi tengsizlikni kanonik ko'rinishga keltirsak, 
quyidagi tengJama hosi! bo'ladi: 0, 16x

1 
+x

1 
+Y2 = I ,9. Bll tenglamada 

Y2 ning butun qiymatlarida XI va x2 butun sonJi qiymatiarni qab111 
qilmaydi. Shuning uchun bu masaJaga qisman butun sonli masala 
deyiladi. Masalani yechish uchun oldin Po masalani simpleks usulni 
qo'lIab yechamiz. 

J- simpfeks jadl'a/ 

N!! O'zgar- 1 8 0 0 
- Bazisli maslar aio 
Ca yechimlar ustuni 

Xl X2 Yl Y2 ail' 
11,0 

1. 0 Yi 9 J I I 0 9 

2. 0 Y, 1,9 0,16 1 0 I 1,9 ' 

3. Indeks 
F=O -1 -8 0 0 

satri 
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Bu jadvalning indeks satrida lllanfiy sonlar bo'lgani uchun 
simpleks uslubni go'Hab ikkinchi simpleks jadval tuziladi. 

2- simpleks jadval 

N!! O'zgar- 1 8 0 0 I Bazisli 
yechim-

maslar aio I 

Co Jar ustuni 
Xl Kz Y1 Y2 aip 

11,0 

1. 0 Xl 7,1 2.84 0 1 -1 

2. 8 A:! 1.C) 0,16 1 0 1 

3. 
lmleks 

F F=15,2 0,28 0 0 8 satJi 
-

lkkinchi satrda manfiy sonlar yo'g. Demak, 1- ahnashtirishdan 
keyin optimal yechimlar guyidagidan iborat: 

XI = 0, x2 =1.9; YI = 7,1, Y2 = O. 

Optimal yechim ichida Yj =7,1 butun sonli yechim emas. Shu­
ning uchun PI -masalani tuzish kerak. (6.6) fOlIDuladan foydalanib, 
2-satrga asoslanib (s=2) PI -lllasala llchun Gomorining kesillli 
tuziladi. U vaqtda jadvaldan quyidagi hosil bo'ladi: 

{a20} - (a2/xj + 024Y2) ~ O. 

Yuqorida kO'rdikki, Xj - butun son1i o'zgaruvchi va {a
21

}<{a
20

} 

bo'lgani lIchun. 
{a21 } = {a

2l
} = 0,16. (4.7) 

(4.7) tenglikdan foydalanib, a24 ni topallliz (l kesimdan foyda­
lanib). 

Y1 ga butun sOllli bo'lish talab qilinmagani va a
24

>0 bo'lgani 
uchun yuqoridagi kesimdan foydaJansak, bu kesim quyidagicha 
bo'ladi: (JZ4=1. 0,16x,+Y:>-Y j = 0,9. 

Eu tengJamani yuqoridagi jadvalga kiritsak, PI -masala chiqadi. 
PI -masalada simpleks jadvalJarni ikki malta almashtirgandan 

keyin optimal yechim quyidagicha bo'ladi: 
XI =8/3, x2 =1; YI =0, =71/150. 

Optimal yechim ichida 1- satrdagi XI =8/3 butlln son emas. 
Shuning uchul1 yuqoridagi qoidalardan foydalanib, yangi kesimni 
tuzib butUl1 optimal yechim topiladi. 
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PI -masala uchun tuzilgan sinlpleks jadvallar quyidagicha: 

I-simp/eks jadl'al 

.N2 BazisU O'zgar- 1 8 0 0 0 
o'zga- masla- ai() 

-
Ca ruvchi- rustuni x, X2 Y, YI Y3 (lip 

lar aID 

l. 0 x I 7,1 2,84 0 1 -J 0 0 

2. 8 Xl 1.9 0,16 1 0 I 0 J 9 . ... 
3. 0 y\ 0,9 0,16 0 0 1 -I 0.16 

4. 
Indeks F=J5,2 0,28 0 0 8 0 
satri 

__ L--

2- simpleks jadval 

N!! Bazisli O'zgar- 1 8 0 0 0 

- o'zga- maslar aiO 

CG ruvchi- ustuni -
I,ll" ~o 

x. Xl Y. Y2 Y3 {lip 

I. 0 Y, 8 3 0 I 0 -1 8/3 

2. 8 Xl 1 0 1 0 0 J 0 

3. 0 Y1 0.9 0.28 0.16 0 0 1 90/16 

4. Indeks F=8 -1 
satri 

0 0 0 8 

3- simp/eks jadva/ 

.N2 BazisU O'zgar- 1 8 0 0 0 

- o'zga- maslar !1jO 

Ca ruvcbi- ustuni ". Xz Y. Yz Yj 
aip 

lar ~o 

1. 1 XI 8/3 1 () 1/3 0 -1/3 

2. 8 x2 
I 0 1 0 0 1 

3. 0 ":12 
71/150 0 0 -4/75 L 71/75 

4. 
Jndeks F F=32/3 0 0 1/3 0 23/3 
satri ...-J L-------' 
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3-jadvalning I-satridan ko'rinadiki, Xl =8/3 optimal yechim 
butun sonli emas. 

Shuning uchun l-satrga asoslanib, Gomorining kesimini 
tuzamiz: 

N2 

I. 

2. 

3. 

4. 

5. 

H} -(anYt + (l15)'3) 2 0, 

bunda 

{n 2 
{tJ5 = -. {8}{OJ5} = 3' 

1- -
3 

°J2 = 3' 

Yuqoridagilard:lll quyiclagi tenglama kelib chiqadi: 

.h + 23'3 - )'4 = 2. 

BlI tenglamani 3- jadvaJga kiritsak, PJ masala hosil bo'ladi. 
P2 masalani simpleks usul bilan yechamiz. 

l-simp!dks jadva! 

Bazisli O'zgar- 1 8 0 0 0 0 
-- o'zga- maslar °iO 
Co ruvchi- ustuni -

x Xl y. Y2 YJ )'4 ail' 
lar alO 

I 

1 x, R/3 L 0 1/3 0 0 0 8 

)l 1( 
1 I () 1 0 0 0 0 0 

v. 71/150 '.' 0 0 -4/75 I 71/75 0 0 

Y, 2 0 0 1 0 2 -I 2 

Jndek~ 
F=32/3 0 0 1/3 

I 

satri 
0 23/3 0 o I 
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2-simp/eks jadvu/ 

~ Bozisli O'zgar- 1 8 0 0 0 0 
- o'zga- mastar aiO 

C ruychi- ustuni Gip 0 Xl Xz Yl Yz Y) Y4 tar ~o 

1. J x. 2 1 0 0 0 -1 1/3 0 

2. 8 x1 1 0 1 0 0 1 0 0 

3. y, 0,58 0 () 0 1 0,84 -4/75 0 

4. I y. 2 0 0 1 0 2 0 0 

5. 
Jnd. F=IO 0 0 0 0 7 1/3 0 
satri 

2-simpleks jadvaldan ko'rinadiki, qisman optimal yechimlar 
quyidagiga tcng: 

Xl =2, x
2 

=1 y~=O,58, y,,=2, y{=O, y]=O. 

BlI yechim ichida Y3=O,58, 1ekin bu yechimni ham to'liq blltUll 
songa keltirish mumkin. 

Xususan, sistemadagi 2- tengsizlikni 100 ga ko'paytirib, bazisli 
o'zgaruvchi kiritsak, quyidagi tenglama hosil bo'ladi. 

16xI + lOOx2 + Y3 = 190. 

Bu tenglamadan ko'rinib turibdiki, Y3 butun bo'lganida Xl va 
x

2 
Jar butun qiymatlarida butun qiymat qabul qilishi mumkin. 

Topshiriqlar 

Quyidagi shartlarda qisman butun sonJi masalani yeching 
(x

k 
~ 0 shan bajarilganda). 

4.3. -2,9xj + 6x2 :s; 17,4,} 
3xI - X2 :s; 1. 

Xl va X2 butUll son, 

F = 6Xl + X2 --7 max. 
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4.4. XI + 3X2 :s; 12, } 
3xl - 8x2 :s; 24. 

Xl butun son, 

F = Xl --7 max. 



4.5. 

4.7 

0,5xl + X2 $ 1,75,} 
XI +O,3~ S 1,5. 

XI va X2 butun son, 

F == 0, 25xI + X2 -7 max. 

XI + Xl + 7 X3 + 2X4 = 3,5, ) 
-2x1 - X2 + 3x3 + 3X4 == 1,5, 

2xI + 2X2 + 8.1') + X4 == 4. 

X2 butull son, 

F == 8xI + 6X2 -7 max. 

Tayanch iboralar 

4.6. 2xI + x, $ 4,} 
XI +2X2 S 4. 

X2 butun son, 

F == Xl + X2 -7 max. 

Birinchi kesim, ikkinchi kesim, butun sonli programmalashtirish, to'[iq 
lJlitlln sonli prograrnmaJashtirish, qisman butun sonli programmalashtirish. 

Takrorlash uchun savollal' 
I. Rl/fUIl S0111i programm(/lashtirish deb nimaga ayfiladi? 
2. To 'liq butun SOli If jJmKrammalashtirish deb nimaga aytiladi? 
3. Qisman hufun sonli programmalashtirish deh nimaga ayriladi? 
4. R. Gamorining birinchi kesimi qanday aniqlanadi? 
5. R. Gamorining ikkinchi kesimi qanday aniqlanadi? 



V BOB 
PARA]\fETRIK PROGRAMMALASHTIRISH 

Xalq xo'jaligini boshqarish va rejalashtirish jarayonida iqtisodda 
quyidagi xlIsusiyatlarga ega bo'lgcl11 masalalarga duch kelinadi: 

1) izlanayotgall miqdorlarnil1g juda ko'p parametrlarga bog'­
liqligi; 

2) yechilayotgan masala cheksiz yechimga ega bo'lib, uJardan 
optimal yecbimini tanlab olish. 

Optimallashtirish masalalarini chiziqIi programmalashrirish 
usullari bilan to'liq yechish uchun bu masalalarc.la qatnashayotgan 
koeffitsientlar anlq qiymatlarni qabul qiladi, deb faraz qilinadi. 
Lekin amalda kO'pchilik masalalarda bu koeffitsientlarning taqribiy 
qiymatlari yoki ularning mavjud bo'lish oralig'i ma'lum bo'ladi. 
Shuning uchun chiziqli programrnalashtirish masalasining optimal 
yechimi bar bir qatnashayotgan koeffitsientning mavjud bo'lish 
oralig'ida o'zgarishiga qanchalik bog'liqligiga. ya'Ili masaladagi 
koeffitsientiamirrg o'zgarishi uning yechimlar to'plamiga qanday 
ta'sir qilishini aniqlash rnasalasi talab etiladi. 

Ana shunday qo'yilgan masalalarni ha1 qiIish parametrik 
programmalashtirishning predmetini tashkil etadi. 

l-§. Parametrlk programmalashtirish masalalarining iqtisodiy va 
geometrik talqini 

Chiziqli programmalashtirishning asosiy masalasini ko'rib 
chiqaylik. 

AJ(= B 
[

all an al/l J [q J 
A = ClzI °22 a211 • B = 0. . 

bunda ... ....: 

0,,11 0m2 ... all/n bm 
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[

Xl 1 x = X2 . 
x~ 0, : F(X) = ex --? max. 

XI! 

Keltirilgan mnsalada A matritsaning a;i elementlari, B va C 
vektorlarning tarkibiy qismlari qandaydir f pa"rametrga bog"liq o'zga­
rishi mumkin. Bunday masalalarga parametrik programnUllashtirish 
masalalari deyiladi. 

Agar faqat C vektorning tarkibiy qismlari t pararnetrga bog'liq 
bo'lsa, ya'niC'=C'+C"t, lE [a, ~] berilgan masala maqsad funk­
siyasi parametrga bog'Jiq masala deyiladi. 

Agar B vektorning tarkibiy qismlari t parametrga bog'liq bo'Jsa, 
ya'niB = B'+IB", lE [a', ~'] u vaqtda bu masa\aga olOd hadi 

parametrga bog'Jiq bo'lgan masala deyiladi. Bundaa, ~, a', ~' 

ixtiyoriy baqiqiy sonlar. 
Demak, t parametrning o'zgarish sohasidaF maqsad funk­

siyaning maksimu111 (minimum) qiymatini topish kerak. 
Agar bordi-yu maqsadli funksiyaning koeftitsientlari va ozod 

hadning tarkibiy qismJari t parametrga chiziqli bog'liq bo'lsa, U 

vaqtda quyidagi shartlarda 
11 

Laijx; = b';+b"; t (i = 1, m), 
;=l 

Maqsad funksiyasi 

X; 2': 0, (i = t,n). 

(/ 

F = L(c';+c"; f)x; 
i=l 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

ning maksimum (minimum) qiymatini t E [a. b] oraliqda topish 
kerak. 

Yuqorida ko'rilgan masalalarni ulllumlashtiruvchi masalaga 
parametrik programmalashtirishning umumiy rnasalasi deyiladi. 
Boshqacha aytganda, quyidagi shartlarda 

ilS 



/I 

2,(a'ii+ a "ii / )Xj =h'j+b"jf U=Lm) 
j~L 

Xi ;::0, (i=l,n) 

n 

f ning [a, [3] oraliqda o'zgarish sohasida F = 2, (c 'j + C "j I)xj ning 
i=l 

maksimum (minimum) qiymatini topishga parametrik programma­
lashtirishning umumiy masalasi deyiladi. 

Yuqoridagi kabi masalalarni chiziq1i programmalashtirish usulla1'i 
bilan yechish mumkin. 

Kelgusida bunday masalalar to'liq o'rganib chiqiladi. 
Endi (5.1) - (5.3) masalaning geometrik talqinini ko'ramiz. 
Faraz qilaylik, (5.1) sistemaning musbat yechimlar to'plami 

(qavariq yechimlar to'plami: ko'pburchak, ko'pyoqlik uchlmining 
koordinatalari lO'plami) bo'sh to'plam bo'lmasin vn bu nuqtalar 
soni birdan Oltiq bo'lsin. U vaqtda berilgan t parametrning [(x, f3] 
dajoylashgan qavariq to'plamdagi kO'pyoqlikning uchlarini koordi­
natalarida (5.3) maqsadli funksiyani maksimum qiymatga 
erishtiradigan nuqtaning koordinatalarini topishga to'g'1'i keladi. 

Bu nuqtani top ish uchun t ga t = to qiymat berib, masalani 
chiziqli programmalashtirishning geometrik usluhi bilan yechamiz. 
Bu yerda ikki xil hol bo'lishi mumkin: 

1. Ko'pyoqIik uchlari koordinatalarining birontasida optimal 
qiymat qabul qiladi. 

2. t = to da yechish mumkin bo'lmasligi aniqlanadi. 
Agar birinchi shart bajarilsa, u vaqtda F maqsadli funksiya 

maksimum qiymatga ega bo'ladigan nuqtani topamiz. 
Endi t ning yangi t = tl qiymatini olamiz va yana yuqoridagi 

kabi yechishni davom ettiramiz. Chekli qadamlardan keyin para­
metrning [(x, fJ] qiymatlarida F maqsadli funksiyaning optimal rejasi 
topiladi. 

Yuqoridagi qoida va formulalardan foydalanib, quyidagi 
masalalar yechiladi. 

5.1-masala. Korxonada ikki tur mahsulot ishlab chiqarish 
uchun uch xiI xomashyo ishlatiladi. Har bir ishlab chiqarilgan 
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mahsulotga ketal;iigan xomashyo me'yori va zaxirasi quyidagi 
jadvalda berilgan. 

Xomashyo Bar bir ishlab ehicpriJgaD buyumga 
xillari ketadigan xomashyo me'yori Xomashyo 

zaxirasi 
I-tur 2-tnr 

1 4 1 16 

2 2 2 22 

3 6 3 36 

Shu bilan birga birinchi tur mahsulotlarni realizatsiya qilganda, 
narxi 2 so'mdan 12 so'mgacha, ikkinchi xiI mahsulotlarni 
realizatsiya qilganda, narxi L3 so'mdan to 3 so'mgacha o'zgarib, 
bu o'zgarishlar quyidagi tengliklar bilan aniqlanadi: 

Cl = 2 + t, C2 = 13 - t, 05 t S 10. 

Ishlab chiqarilgan mahsulotiarning nand yuqoridagi ko'rsatiLgan 
oraliqlarda o'zgarganda ishJab chiqarishdan maksimum daromad 
olish rejasini toping. 

Yechish. Faraz qilaylik, birinchi tur mahsulot Xl birlik, ikkinchi 
tur mahsuJot Xl birlik ish lab chiqarish kerak bo'lsin. U vaqt-
dat E [0, 10] oraJiqda o'zgarganda quyidagi shartlarda 

J4X1 + X2 S 16, 

,2X1 + 2X2 S 2~, 
l6xl + 3X2 5 3tJ. 

Xl ~ 0, X2 ~ ° 
F(Xl' X2) = (2 + t)Xl + (l3 - t)X2 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

(5.6) ning maksimum qiymatini tapish tatab eiiJadi. Endi (5.4) 
(5.6) masalaning yechimini topish l1chun (5.4) sistemaga 

asoslanib, yechimlar to'plamini izohlovchi kO'pburchak shaklini 
chizamiz (5.1-chizma). 

Agar lO, 10 j oraJiqda t ning qiymatini t = 0 deb olib, 

2xI + 13x2 =k, (bunda, k=O,1,2, .... 26) shaklini chizsak va uni 
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C(2:13) vektor bo'yicha OABCD kO'pburchak tomon harakat­

lantirsak. bu to'g'ri chiziq A(O; 11) nuqtada ko'pburchakka urinCldi, 
Shunday qilib, r = 0 bo'lganda birinchi qadamda XI = 0, X

2 
= 11 

optimal yechim bo'ladi. 

x~ 
17} 
f6l 
15 h 4x +.\',= 16 
14 r \ . I -

l~ \ '6 ,.., \. '-y-'-3x.,=-, 
1,\ \ ': \!. I _ 
~. 

l~l. ~')" si. ..•. ~ 
7l;"<,~,. ~ " . -r-7x.=56 
.. "c"'\J '" 

b f - , '4 ' + Ilx,=44 'i ['. x, _ '~2 - V4
C 

.... \ , 2y,+lx,=L ~"'-,~, "'1" -'6 4~ r"i,' ,/ 'x + .':1:.,-_. 11- , . _, I _ . ;' Lt1 :-' ! 

'- - *-- '--I ~(~~', ' .' JiJ 1415 x
J 

• ~: "0"3 4 , • ~ 8 Si-ch'eft" 
-2 -10 I· 1 - ... ,; 11 -I, ' ,I , -

-.I-

., f­
-J ' 

Bu yechimga a~osan birinchi tur mahsulot narxi 2+0 = 2 so'mIli. 
ikkinchi tur mahsulot narxi esa 13-0=13 so'mni tashkil etadi. 
Optimal rejada maqsad funksiyasining qiymati quyidagicha topiIadi: 

El 1ll~X = (2 + 0) ,0 + (13 - 0) ,11 = 13 ,11 = 146 so'm. 
Agar t= 2 deb olinsa, sath chizig'i quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 

(2 + 2)x] + (13 - 2)X2 = 4x] + llx2 = k, k ga qiyma tlar berib, 

C(4;1l) vektor bo'yicha &iljitilsa, k=44 bo'lganda OABCD 

ko'pburchakka A(O;ll) nuqtada urinadi. Demak, A nuqtada F 
maqsadli funksiya maksimum qiymatga ega bo'ladi va Xl = O. Xl = 11 
lar optimal yechimlar bo'ladi. Bu yechimga asosan birinchi tur 
mahsulot narxi 2 + 2=4 so'mni, ikkinchi tur mahsulot nand 
13-2= 11 so'nmi tashkil etadi. 
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Demak F = (2 + 2)·0 + (13 - 2) ·11 = 121 so'm. , Inax 

5.I-chizmadan ko'rinib turibdiki, mahsulotlami ishlab chiqarish 
t ning har qanday qiymatida optimal bo'ladi, toki to'g'ri chiziq 

2xI + 2x2 = 22 , 2; t = 13
2
- t to'g'11 chiziqqa parallel bo'lsa. Bu shalt 

bajariladi, agarda t =5,5 bo'lsa, t ning bu qiymatida AB kesmaning 
istalgan nuqtasi optimal rejani beradi. 

Shunday qilib, f ning quyidagi oraliqdagi lE [0:5,5] barcha 
qiymatlarida XI=O, X2=11 optimal yechim bo'ladi va maqsadli 

funksiyaning maksimum qiymati FJ ma.\ = 143 - 11 f ga teng. 
Endi t ning qiymatini 5,5 dan katta qilib olsak, masalan t=6 

bo'Jganda berilgan masalaning yechimil1i topish uchun 

(2 + 6)x] + (13 - 6)X2 = k to'g'ri chiziqni tuzamiz (bunda k-O,1,2, ... ). 
Misol uchun k=56 bo'lganda bu to'g'ri chiziq quyidagi 

ko'rinishda bo'ladi. 8xI + 7 Xl = 56. Bu to'g'ri chiziqni C(8; 7) vektor 

bo'yicha siljitsak, OABCD ko'pburchak bilan eng chetki B(1;lO) 
nllqtada llrinadi. Shunday qilib, I =6 bo'Jganda uchinchi 

qadamda 'XI = 1 + 6 = 8 so'm, X2 = 13 - 6 = 7 so'm optimal yechim 
bo'ladi va ishlab chiqarish natijasida maqsad funksiyasi 

Fmax = 8·1 + 7·10 = 78 so'mga teng. 

5.l-chizmadan ko'rinib turibdiki, B(LIO) nuqtanil1g koordina­
talari t >5,5 qiymatida optimal yechim bo'ladi, toki 

2xI + 13x2 + (XI - x2)t = k to'g'rl chiziq 6xI + 3xl = 36 to'g'ri chiziqqa 
parallel bo'lguncha. 

B h b "1 d' 2 + t 13 - t b u s art aJarI a 1, agar-.- = -- o'lsa, ya'ni t =5 5 ga 6 3 . , 

teng bo'lganda f ning bu qiymatida AB kesmaning istalgan nllqtasi 
optimal rejani beradi. 

Shlluday qilib, t E [5,5:8] oraliqda t ning bare ha qiymatiarida 
x 1=1; x2=1O yechim optimal reja bo'ladi. Shu bilan birga lE [5,5;8] 
oralig'ida AB kesmaning barcha koordinatalari optimal yechim 

bo'ladi, ya'nif2mn\ =-(2+f)l+(l3-f)1O= 132-9t ga teng. 
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Yuqoridagi kabi t E [8; 10] oralig'ida x J=2; x~=8 optimal yechim 
topiladi (5.1 -chizmaga qarang). Demak, birinchi tur mahsulotning 
bahosi 10 sO'mdan 12 so'mgacha, ikkinchi tur mahsulotning bahosi 
3 so'mctan 5 so'mgacha o'zgaradi, birinchi tur mahsulotlar 2 birlik, 
ikkinchi tur mahsulotLar 12 birlik ishlab chiqariladi. 

Shu bilan birga t E [8; 1 0] oraUqdagi qiymatlarida ish lab 
chiqarilgan mahsulotlaming narxi 

F3 max = 108 - 61 ga teng. 
Shunday qilib, masaJaning geometrik talqinidan quyidagi optimal 

yechimlarni topdik: 

I) lE [0;5,5] oraliqda x J=O; x2=11, F 1rne,=143-llt; 

2) tE[5,5;8] oraliqda x [=1; x2=10, F 2I1u,=132-9 t; 

3) lE [8;101 oraliqda x 1=2; x2=8, F JnI.,,=I08-16 t. 

2-§. Maqsad funksiyasi parametriga bog'Jiq 
bo'lgan masalalar 

l-§ da ko'rib chiqilgan (5.1) - (5.3) masalalar berilgan bo·Jsin. 
[a; m oraliqda t parametrning bironta t = to qiymatini olib, bu 

masalani simp\eks usul bilan yechamiz. Bu yerda ikki hol bo'lishi 
mumkin: 

I) t = to lluqtada masala optimal rejaga ega bo'ladi; 
2) t = to masalani yechish mumkin ernasligi aniqlanadi. 
Faraz qilaylik, birinchi hol bajarilgan bo'lsin. U vaqtda oxirgi 

simpleks jadvalning (N + 1) (indeks satridan) satridan 

JJto} = J'j+ to J "j ni yozib olamiz. Bundan quyidagilar topiladi: 

1 
( J'j) [" 0 _ max - -" ' agar. i > 

To - J i 

-00, agar J "j ::; 0 
mavjud hO'!sa, 

1
· ( J'j) J" 0 mm -- agar . < 

T = 1"j. ' I ma~jud bo'lsa. 
00, agar jami J "j ~ 0 
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LJ vaqtda To s t s T da berilgan masala (barcha t lar uchun) 

t = to qiymatda bir xiI optimal rejaga ega bo'ladi. 

Agart = to qiymatda masalani yechish mumkin bo'lmasa va 
oxirgi simpleks jadvalning N+ 1 satrida uning yechimi 

J k = J 'k + toJ "k' (Xik < 0, i = 1, m) songa teng bo'lsa: 

1) J "k = 0 bo'lganda berilgan masalani istalgan tuchun yechish 
mumkin emas; 

2) agar J "k < ° bo'lsa, berilgan masalani t < tl = - j :,: laming 

barchasi uchun yechish mumkin emas; 

3) agar J "" > ° bo'lsa, berilgan masalani barcha t >t, lar uchun 
yechish mumkill emas; 

4) birinchi qadamda t ning o'zgarish sohasi aniqlaniladi, 
yuqoridagi qadamni t E [0:, .6] oraliqda t ning boshqa qiymatini olib, 
ya'na simpleks lIsuli qo'llanadi; 

5) chekli almashtirishlar natijasida masalaning optimal rejasi 
topiladi yoki masalani yechish lTIumkin emasligi aniqlanadi. 

5.2-masala. Quyidagi sha11larda 

Xl + X2 + x) = 12,) 
Xl -X2 +X4 = 10, 

-XI + x2 + Xs = 6. 

Xl :2: 0, X2 :2: 0, x) :2: 0, X4 2 0, Xs 2 0. 

(5.7) 

F=(xp x2)=2x! +(3+4t)x2 maqsadli funksiyani (5.8). t E (--00, +(0) 

oraliqda t ning barcha qiymatlari uchun maksimum qiymatini 
toping. 

Yechish. Berilgan oraliqda parametrning istalgan qiymatini olish 
mumkin. 

Oldin dastlabld berilganlarga asoslanib, birinchi simpleks jadvalni 
tuzamiz. 
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L BazisH O'zgarmas 2 3+41 0 0 0 
o'zga- koeffitsicnt-

Cu Jar ruvchiJar 
ustuni XI Xl X3 X4 Xs 

/- simpleks jadval 

I. 0 Xl 12 I I 1 0 0 
2. 0 x .. 10 3 -1 0 I o J 
3. () x. 

) 
6 --I I 0 0 I I 

4. 
Indeks F=O -2 -.1-4t 0 () 0 satri 

Bu jadvaJga asoslanib ikkinchi simpleks jadvalni tuzamiz. 

2- simpleks jadval 
-

N2 BazisJi C(t) 2 3+4t 0 0 0 

Co 
o'zga- O'zgarmas 

ruvchil- koeffitsient-
XI Xl X3 X~ Xs ar Jar ustuni 

I. 0 x
J 6 2 0 [ 0 -[ 

") 0 x 16 0 () 0 [ I 4 

" 3+4t Xl 6 -1 1 0 0 I .1. 

. Tndeks 
F=18+24t -5-4t 0 0 0 3+4t I 4. i . . ~tr~ --

2- jadvalning indeks satrida manfIy miqdorlar bo'lgani uchun 
J-simpkks jadvalni tuzamiz. 

3- simpleks jadl'al 

Ni! BazisO 
C(t) 2 3+4t 0 0 0 

CO" o'zga-
O'zgarmas 

ruvchilar 
koeffitsient-

XI x2 X:! x4 X3 
lar ustuni 

I .. 0 x I 3 I 0 1/2 0 -1/2 

2. () x4 16 0 0 0 1 I 

3. 3+4t x2 9 0 [ 1/2 0 1/2 

4. 
Indeks F=33+36 t 0 
satri 

0 2,5+2t () 0,5+2 t 
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Bu jadvalga t = 0 qiymatning indeks satridagi t ning o'miga 
qo~ysak x

l
=3, x

2
=9, xJ=O, x4=O, xs=O optimal yechim va maqsadli 

thnksiya Fimax = 2·3 - (3 + 4·0)·9 = 6 + 27 = 33 qiymatga ega ho'ladi. 
Endi FI ning qiymatiga asoslanib f ning qiymatini topamiz. 
3-simpleks jadvalning indeks satri e1ementlari musbat bo'lishi 

uchun 2,5+212: 0 va 0,5+2t 2: 0 bo'lishi kerak. Bu tengsizliklardan 
t 2: - 0,25 kelib chiqadi. Demak, t E [-0,25; +00) oraliqda t ning 
barcha giymatlarida x

i
=3, x2=9, X3=O, x4=O, X5=0 yechim optimal 

yechim bo'ladi va F;lJlax=33+36t ga teng. 
Ikkinchi qadamda t ning 0,25 dan kichik qiymatini olib 3-

simpleks jadvalning indeks satridan Xs ni bazisli yechimlar safiga 
o"tkazamiz u vaqtda x

4 
qo'shimcha o'zgaruvchilar safiga o'tadi. 

Natijada 4-simpleks jadval hosil bo'ladi (3-simpleks jadvalni 
alrnashtirgalldan keyin). 

4-simpleks jadvai 

C(t) 
2 3+4t 0 0 0 N!! O'zgar-

Bazisli 
o'zga-

mas 
C koeffitsi-~ ruvchilar entIa!' XI Xz xJ x4 X5 

IIstun; 

1. 2 'I., 11 1 0 05 0.5 0 

2. 0 x, 16 16 0 0 1 1 

3. 3+4t x~ 1 0 I 0.5 -0,5 () 

4. Indcks 
F~~2S+4t 0 0 2,5+2t -0,5- 0 

salri 

Bu jadvalga asosan Xl =11, x 2 =1. X3 =0, xJ=O, x5=16 
yechim2,5+2t ~ 0 va -0,5-21;:: 0 bo'lganda, berilgan masala 
uchun optimal yechim bo'ladi. 

I , 

! 

I 

, 

I 
I 

I 

Demak, f E [-1,25; -0,25) - da F..nax = 25 + 41 bo'ladi. Uchinchi 
qadamda t < -1,25 bo'lganda Xl indeks satridagi qiymati manfiy 
bo'ladi. Shuning uchun simplekS llsulni qo'Uab, 4- jadvaldan 5-
jadvalga o'tamiz. 
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5-simpleks jadval 
-~ 

N!! Bazisli CCt) 2 3+4t 0 0 0 

C" 
o'lga- O'zgarmas 

koeffitsientlar ruvchilar 
ustuni XI Xl Xl X4 Xs 

I. 2 x 10 I -I 0 I () 
2. 0 x. 16 0 0 0 1 I , 
3. 0 x, 2 () 2 I -I () 
4. Indeks 

F=20 0 -5-4t 0 
.., 

0 satri "" 

Bu J·advalda bazis yechim: x,=10 x =0 X =4 x =0 x =16 
, 2 ' J '''' 4 ' •. ~ 

optimal yechimlar bo'ladi va t E (-00, -1,25) - da F1,mnx = 20. 

Shun day qilib, yuqoridagi jadvallardan quyidagi optimal rejani 
yozish mumkin: 

\)TE [-00, -1,25) oraliqda x,=10, x
2
=0, x.,=2, x

4
=0, ..\":;=16. 

Fmax = 20; 

2) tE [-1,25, -0,25] oraliqda x,=11, x2=1, x)=O, X4=0, x5=16. 

F,llax = 25 + 41; 

3) lE [-0,25, +00] oraliqda x l=3, x
2
=9, x)=O, x~=16, X5=0. 

F;nax = 33 + 361. 

5.3-masala. Korxonada uch tur mahsulot ishlab chiqarish UChllll 
Llch xii xomashyo ishlatiladi. Har bir ish1ab chjqarilgan mahsuJot 
birligiga ketadigan xomashyo me'yori va narxi, xomashyo zaxirasi 
quyidagi jadvalda berilgan. 

Xomasbyo xiDari 
Har bir ishJab cbiqarilgan buyumga ketadigan 

xomashyo me'yori 

I-tur bUYl.lll1 2-tur buyum 3-tur buyum 

1 18 15 12 

2 6 4 8 

3 5 3 3 

Har bir ishlab chiqarilgan 
9 10 16 

mahsulot narxi (so'm) 

~ol1l<~h~o ~m(ir~si _____ ,---~60 kg 192 kg 180 kg 
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Shu bilan birga ishlab chiqarilgan mahsulotlami to'la sotish 
ta'011n etilgan. Ishlab chiqarishning shunday rejasini tuzingki, ishlab 
chiqarilgan mahsulotlami sotishga tarqatganda qiymat jihatidan 
maksimllm daromad olinsin. Shu bilan birga narx-navoning 
o'zgadshini hisobga olib, optimal reja turg'unligining tahlili berilsin. 

Yechish. Faraz qilaylik, birinchi tur mahsulot XI birlik, ikkinchi 
tur O1ahsulot x2 birlik, uchunchi tur mahsulot X3 birlik ishlab 
chiqarilishi kerak bo'lsin. 

U vaqtda masalaning matematik modelini ushbu ko'rinishda 
yozish l11umkin: 

Quyidagi shattlarda 

18xI + 15x2 + 12x3 ~ 360') 
6xI + 4x2 + 8X3 ::; 192, 
5Xl + 3x2 + 3X3 ::; 180. 

(5.9) 

XI ~ O,X2 ~ 0 (5.10) 

F = 9.xI + lOx2 + 16x3 funksiya maksimum qiymatni toping. 

(5.9) tengsizliklar sistemasigaYI,Y2'Y3 bazis o'zgaruvchilar 
kiritib, tenglamalar sistemasini quyidagi ko'rinishga keltiriladi: 

18xI + 15x2 + 12x3 + YI ::; 3.60,) 
6xI + 4x2 + 8x3 +)'2 ::; 192. 
5xI + 3x2 + 3x) + J'3 ::; 180. 

XI ~ 0, Xl ~ 0, X3 ~ 0, 
YI ~ 0, J'2 ~ 0, Y3 ~ 0. 

(5.1l) 

U vaqtda (5.10) maqsadli fllnksiya quyidagi ko'rinishni oladi: 

F = 9x[ + lOx2 + 16x3 + 0 . YI + ° . Y2 + 0 . Y3' (5.12) 

Bunda XI = 0, Xl = 0, x) = 0 deb 015ak, F = 0 bo'ladi (simpleks 
usulga qarang). 

(5.11) - (5.12) larga asoslanib, birinchi simpleksjadval tuziladi 
va simpleks jadvallami ketma-ket almashtirib, masalaning optimal 
yechimlari topiladi. 
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1- simpleks jadval 

N~ Bazisli O'zgarmas 9 10 16 0 0 0 

Cn 
o'zga- koeffitsient-

ruvchilar lar ustuni Xl Xz X3 Y1 Y2 Y3 

I. 2 Y, 360 18 16 12 J ft 0 

2. 0 Y~ 196 6 4 H 0 I 0 

3. 0 Y3 180 5 3 3 0 0 I 

4. 
Indeks F=O -9 -10 -16 0 [) [) 
satri 

2- simpleks jadvai 

N~ 
O'zgar- 9 10 16 0 0 0 

Bazisli ma .. 

Co o'zgaruvcbi- koeffitsi-
lar entlar Xl Xz XJ Yl Y~ Y3 

ustuni 

I. () Y, 72 9 9 0 I -3/2 0 

2. 16 x 24 3/4 1/2 I 0 1/8 0 , 
J. 0 YJ 

180 11/4 3/2 0 0 -3/8 I 

4. 
1l1deks F=384 3 -2 0 0 2 0 I satri I 

3- simpleks jadval 

AA O'zgar- 9 10 16 0 0 0 
Bazisli mas 

Co o'zga- koeffitsi-
ruvchilar entlar XI Xz Xl 11 Yz 13 

ustllui 

l. 10 x 8 I I 0 1/9 -1/6 0 
2 

2. 16 x
J 

20 1/4 0 I -1/18 5/24 0 

3. 0 Y3 96 5/4 0 0 -1/6 -1/8 I 

4. Tndeks F=400 5 0 0 2/9 5/3 0 
satri 
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Bu jadvaldan kO'rinib turibdiki, birinchi tur mahsulotlar xJ=O 
dona, ikkinchi tur mahsulotlar x2=8 dona, uchinchi tur mahsulotlar 
.\'"5=20 dona ishlab chiqariladi. 

Bu reja optimal reja bo'lib, daromad 
fj llIax = 9 . 0 + 10 . 8 + J 6 . 20 + 0 . y! + 0 . )'2 + 0 . 96 = 80 + 320 = 400. 

so'mni iashkiJ etadi. 
Endi yuqoridagi optimal rejaga asoslanib, ishlab chiqarilgan 

mahsulot turlari bahosining o'zgarish chegaralari aniqlanadi. 
Oldin birinchi tur mahsulotdan boshlaymiz. Faraz qilaylik, 

birinchi tur mahsulotning qiymati cJ= 9 so'm emas, ya'ni 
c

l
=(90+t

J
) so'm bo'lsin. 

Bu yerda I, parametr 11 E (9; 0>0) oraliqda o'zgarishi mumkin. 
U vaqtda Y1Jqoridagi optimal rejaga asoslanib, masalaning shartiga 

ko'ra F = (9 + 'I )X1 + 1Ox2 + 16.x~ maqsad funksiyasining maksimum 
qiymatini topish talab etiladi. Maqsad funksiyaning bu qiymatini 
hisobga olib, 4-simpleks jadvalni shunday yozish mumkin. 

4- simpleks jadval 

N!! Bazisli 
O'zgarmas 9+t. 10 16 0 0 0 

o'zga-
koeffitsient-

Ca lar 
ruvchilar ustuni XI "z X3 YI Y2 Y3 

I. 10 x~ 8 1 I 0 1/2 -1/6 0 

2. 16 X; 20 1/4 0 I -l/IH 5/24 0 

3. 0 y. 96 5/4 0 0 -1/6 -l/8 1 
> 

4. Indeks 
F=400 5-l

1 0 0 2/9 5/3 0 satri 

Bu jadvaldan ko'rinib turibdiki, xl=O, -,"]=8, x.1=20 yechimlar 
pnrametrik programmalashtirishning optimal rejasi bo'!adi, agarda 
5- '12.0 bo'lsl.i, (t~ 5). 

Demak birinchi tur mahsulotning qiymati Cl ~14 so'm bo'lsa, 
x1=0, x2=8, x)=20 optimal yechim bo'ladi. Ishlab chiqarish 
korxonasi birillchi tur mahsulotning qiymati 14 so'mdan 
oshmasligidan Illanfaatdor emas. Shu bilan birinchi tur 
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mahsulotning qiymati o'zgarganda, ikkinchi va UChUllChi tllr 
mahsulotning qiymati beriJgan masalaning shartlarida o'zgarmaydi 
deb hisoblHymiz. Xuddi shunday ikkinchi tur mahsulotiarning 
qiymati R::; (\ :s 20 oraliqda o'zgarganda masalaning dastlabki 
shartlarida ik1<}nchi tur mahsulotlling qiymati X, =8 so'm, uchinchi 
tur mahsulotning qiymati 20 so'mni tashkil etadi va bu reja optimal 
reja bo'ladi. Lekin shuni ham aytish kerakki, ko'rsatilgan reja 
optimal bo'!ishiga qaramasdan Cl ning bar xii qiymatlarida maqsadH 
funksiyn har xiI qiymatlar qabul qiladi. Agar uchinchi tur 
mahsulotning narxi 8 ::; c, ::; 20 oraliqda o'zgarganda ham ikkinchi 
tur mahsuIotning narxi 8' so'm, uchunchi tur mahsulotning narxi 
20 so'mni tashkil etadi va bu r~ja optimal reja bo'ladi. Shunday 
qilib. berilgan masala maqsad funksiyasining bitta koeftitsientiga 
parametr kiritib optimal rejaning sezgirlik darajasini tahlil qildik. 

Xuddi shunday optimal rejaning sezgirlik darajasini ha111ma 
tur mahsulotiarning qiymatlari o'zgarganda ham tahlil qilish 
mumkin. 

3-§. Ozod hadlari parametriga bog'liq bo'lgan masalalar 

(5.1) - (5.3) masalalar berilgan bo'lsin. Bu 111asalal1i yechish 

uchun yuqoridagi kabi t parametming qiymatini t E [ex, ~l oraliqda 
t=10 songa tenglashtirib chiziqIi progranunalashtirish usulini qo'llab, 
rnasalanillg yechilishini ko'rsatamiz. Bu yerda ham ikki hol bo'ladi: 

1) t=to qiymatda masala optimal rejaga ega; 
2) t=10 qiymatda masalalli yechish mumkin emasligi aniqlanadi. 

Birinchi holda 1;) $ t $; T oraliqda t ning barcha qiymatlarida 

topilgan reja optimal reja bo'ladi, bunda 

{
max(-i'J J";), agar i"; > 0, 

Tt - ' . d b 'I o - ." < 0 mavJ u 0 sa. -00, agar ] ; _ . 

T == {min ~: ';/ J";), agar i"; < 0, 
agar j "i ~ O. mavjud bo'lsa. 

J'j vaJ"; lar quyidagi J; = J'; +10 J"; optimal rejaning tarkibiy 

qisrnlari bo'lib. to ga bog'liqdir. 
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Agar t = to qiymatda berilgan masalani yechish mumkin 
bo'lmasa, u vaqtda bu yerda ikki hol bo'lishi mumkin: 

J) maqsad funksiya optimal rejalar to'plamida chegaralanmagan; 
2) berilgan sistema musbat yechimlarga ega emas. 

Birinchi holda masalat [a, ~] oraliqda t ning istalgan qiymatida 

yechimga ega emac;;. 

Ikkinchi holda sistemaning t [a,~) oraliqda t ning qaysi 
qiymatlarida birgalikda mavjud bo'lmagan qiymaUari aniqlaniladi 
va uni masalaning aniqlanish sohasidan chiqariladi. Shundan keyin 

T ning boshqa qiymatini t E [a, 13] oraJiqda olib, yana simpleks usul 
qo'llaniladi va chekli almashtirishlar natija'iida masalaning optimal 
rejasi topiladi yoki masalani yechish mumkin emasligini aniqlaymiz. 

Shunday qiJib, (5.1) - (5.3) ma'mlani yechish uchun quyidagi 
jaryonlar amalga oshiriladi: 

1. T parametrning bironta aniq to qiymatini [a, f3I oraJiqda olib, 
chiziqli programmalashtirish uslubini qo'Jlab, mac;;alaning optimal 
rejasi topiiadi yoki masalani yechish mumkin emac;;Jigini ko·rsatamiz. 

2. Parametr t E [a. j3) ning qaysi qiymatlarida bir xii optimal 
rejaga ega bo'lishi yoki yechish mum kin emasligi aniqJaniJadi va I 
rung bu qiymatlarini [a, t3l oraJiqdan chiqariJadi. 

3. [a. PJ oraJiqning goJgan qismidan t ning bironta qiymatini 
olib. masaJaning optimal rejasi topiJadi. Buni yechish uchun 
ikkilamchi simpJeks usuJi qo'lIaniladi. 

4. Chekli almashtirishlar narijasida I parametrni (jay"i to'plamlar 
qiymatida bir xil optimal rejaga ega bo'lishini yoki b()'Jrna"ligini 
r a. ,BJ oraliqda aniqIanadi. 

5.4-masab Quyidagi shartlarda 

x: - x: - x] = 12 - t. " 
2x, -·'(2 -X4 = ~T4t. 
-~x, -2x- +X: =1O-6/'

J (~. J3) 
X. ~ O. x~ 2 0. x, 2 eJ. X4 ~ 'J. x.: ~ :j. 

F=tx;. x~ .A>. x ... X:i=3x,-2xi-5x:.-4x! (5.14) 

fuf'-.i:5I~'3P.i!'.g1 '= i-.: T" ..... , oraJiqqa m.sksirnum qiymatJflJ t(Jplftg. 
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Ye(~hish. (-C>? +<>0) oraliqda t parametrning istalgan qiyrnatini olib, 

chiziqii progral1llllalashrirish lIsullarini qo'llab masilla yechiladi. 
Faraz qii<1\'lik, t--=O bo'lsin. u vaqtda quyidC\gi sirnpleks jadvalni 
tllzish mumkiTL 

l-jadvalga asoslanib, masalaning optimal yechimi topiladi. 
Birinchi jadvaldan ko'rinib turibdiki x[=O, x

2
=5-3t, x:, = 7--4 t, 

x4=13+r, x)=O ho'lgnnda berilgan masalaning optimal rejasl 
bo'ladi. 

J- jadval 
r 
IN!! BazisU Xu 3 -2 5 0 -4 

o'zga-
et ruvchilar Xl Xz X] X4 x~ 

f--/-. -
l. 5 x. 12+t 1 1 1 () 0 --1-----.,--
1. 0 x" 8+4t 2 -J 0 1 o : --
:;. -4 

1-- x" 10--1 -2 2 0 0 1 I 

4. F=20+29 t 10 -1 () 0 I) 

l. 5 xJ 7+41 2 0 1 () -1/2 

2. 0 x" 13+ t I 0 0 1 1/2 I 

------3. -2 x 2 
5-31 -1 1 0 0 1/2 

4. lndeks F=25+26 t 9 0 0 0 1/2 
satri 

Yllqoridagi yechimlar to'plami optimal yechim bo'ladi, 

agarda 7 + 41 ~ 0, 13 + t ,2: 0, 5 - 31;,2: 0 bo'lsa, ya'ni 

l)t~-2; 
4 

2) t;,2: -13; 

5 
3) t ~ 3 bo'lsa. 
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Shllnday qilib, tE [-~, ~] oraJiqda Xl = 0, X2 = 5 - 3/, 

X3 = 7 + 4/, X4 = 13 + t, Xs = 0 bo'lsa, optimal reja F.. 1lI3X = 25 + 26; 

bo'ladi. 

Endi t > % bo'lgan qiymatlarida berilgan masala optimal 

5 
yechimga egami yoki yo'q/igi tekshiriladi. t > '3 bo'lganda 5 - 3t < 0 

bO'!gani llchun xl=O, x
1
=5-3(, x3=7+4t, x~=B+t, )(5=0 optimal 

reja bo'la olmaydi. Shllning ucimfl t ~ ~ bo'lganda yangi rejaga 

o'tish kerak. Lekin yangi rejaga o'tish uchun oldin x? bazis 
o'zgaruvchi joylashgan satr elementlari tekshiriJadi. -

Bll satr elementlari ichida manfiy sonx'21 = -I bo'lgani uchun 
yangi tayanch rejaga o'tiladi (agar bu satrda manfiy son bo'l­
maganda, yangi tayanch rejaga o'tib bo'lmas edi). Bu yerda x2 

o'zgaruvchini bazis o'zgaruvchilar safidan chiqarib, uning o'rniga 
XI o'zgamvchi kiritiladi va yangi tayanch rejaga o'tifadi. 

Natijada quyidagi jadval hosil bo'ladi. 
2- jadl'al 

N.! Bazis xI) 3 -2 5 0 -4 

en o'zgaru\'chilar 
XI Xz Xl X4 Xs 

I. 5 X3 17-2t 0 2 1 () 1/2 

2. 0 x 4 
18-2t 0 I 0 I I 

3. 3 x, --5+3l \ --I 0 0 --\/2 

4. 
Indeks 70-t 0 9 0 o~~ satri 

Demak, 2- jadvaJga asosan dastlabki masalaning kerakli rejasi 
xl=-5+3/, x2=fl, x J=17-2t, x4= \ 8-2t, X5=O bo·beli. ~1g.arda barcha t 
far uchun -5 + 3l ~ 0, 17 - 2t ;:: 0, 18 - 21 ;:: 0 bo'lsa. Bu tengsizliklar-
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11i yechsakt2~, IS 1
2
7,1:::;9 hosil bo'ladL Shunday qilib, 

.) 

[5 17] 
lE 3"' . i oraliqda maqsad funksiyasi o [/////mL~ 

5/3 17/2 9 

F.nax = 70 - t dastlabki masalaning optimal rejasi bo'ladi. 

17 
Agar! > -2- bo'lsa, xl=-5+3t, x3=17-2t, x

2
=O, x3=18·-2t, X5=O 

optimal rt;ja bo'lmaydi, chunki optimal reja tarkibida x
J
=17-2t 

manfis songa teng. Birinchijadvulning XI; satrida manfiy elementlar 

bo'lmagani uchun t > 1; bo'lganda masalani yechish mUl1l.kin emas. 

Endi I-jadvaldan t < -~ bo'lganda masalaning yechimi 

tekshiriladi. 
Bu holda xl=O, x2=5-3t, x3=7+4t, x4= 13+1, xs=O optimal reja 

bo'la olmaydi, chunki x3=7+4t manfiy qiymatga ega. 
Shllnillg uchul1 t parametming bll qiymatlarida optimal reja 

mavjudligini tekshirish uchun birinchi jadvaldan X3 ni bazis 
o'zgaruvchilar safidall chiqarib, uning o'rniga X5 kiritiladi. (x

J 
turgan 

satrda x 'IS - ~ manfiy son bo'lgani uchun bu jarayonni bajarish 

mumkin). 
Natijada quyidagi jadval hosil bo'ladi. 

3- jadval 

N!! Bazisli ~ 
3 -2 5 0 -4 

C, o'zgaruvchilar Xl Xl X3 X4 Xs 

1. -4 Xl -14-8 t -4 () -2 0 1 

2. 0 x4 
20+5t 3 0 1 1 0 

3. 2 XI 12+t I 1 1 0 0 

4. Indeks F=32+30 t 11 0 1 0 0 
satri 
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UchinchijadvaJga asosanx,=J2+t, X2=0, X1=0, x~=20+5/, X5=-
14-8tva t parametrning quyidagi shartlarni -14-8t~0, 20+5t~0, 

12+1 ~ 0 qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida, ya'ni tJ ::; -~, 

12 ;::: --4, 
I
J 

;::: -12 bo'lganda 

-4 [\\\\\\] -7\4 t' 

optimal reja bo'ladi. 

Shunday qilib I E [--4; -~] oraliqda berilgan masaJaning 

yechimlari x,=O, x2=12+t, x}=O, x4=20+5t, x5=-J4-81 bo'ladi va 
F -:),)' "Ot m,,", -. ~ -r .) . 

Uchinchi jadvaldan ko'rinib turibdiki, t >-4 bo'lganda berilgan 
masala yechimga ega emas, chunki x4 element joyJashgan satrda 
manfiy eJementiar yo'q. 

Demak, 
1) agart E (-00; --4] bo'lsa, masala optimal yechimga ega emas; 

7 
2) agart E [-4; -~l bo'lsa, masalaning optimal yechimlari XI=O, 

x2=I2+t, x}=O, x4=20+51, x5=-14-81 bo'Jib, I\nax=32+30t ga 
teng; 

3) agar! E [-7; j] bo'lsa, masalaning optimal yechimlari x,=O, 

x2=5 - 31, x}=7+ 4/, x4=13 + t, X5= 0 bo'lib, Fonlax=25+26! ga teng; 

4) agar t E [~; I;] bo'lsa, masaianing optimal yechimJari 

xl=-5+3r, X2=0, x3=17-2t, x 4=18-2t, x)=O bo'lib, 
Foma, =70-( ga teng; 

5) agarfE [I;, 00) bo'lsa, masalani yechish ll1umkin emas. 

5.5-masala. Korxonada uch tur mahsulot ishJab chiqarish uchun 
uch xii xomashyo ishlatiladi. Korxona birinchi xii xomashyodan 
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180 t, ikkinchi xil xomashyodan 210 t va lIchunchi xiI xomashyo­
dan 244 t ta' min etilgan. 

Har bir ishlab chiqarilgan mahsulot birligiga ketadigan xomashyo 
me'yoti va narxi 4- jadvalda berilgan. 

4- jadval 

Har bir ishlab cbiqarilgan buyumga 

Xomashyo xiUari 
ketadigall xomashyo me'yori 

3-tur I-tur bUYlll11 2-1ur buyum 
bUYUIH 

1 4 2 1 

2 3 I :3 

3 I 2 5 I 

Har bir ishlHb chiqarilgan 
10 14 12 

mahsulotning narxi (so"m) 

Ishlab chiqarishning shunday rejasini tuzingkL ishlab chiqarilgan 
mahsulotlarni i>otishga tarqatganda qiymat jihatidan maksimum 
daromad olinsin. 

Shu bilan birga xomashyo miqdOlini hisobga olib, optimal reja 
turg'unligining tahlili belilsin. 

Yechish. Faraz qilaylik, birinchi tur mahsulot Xl birlik, ikkinchi 
tur mahsulot x

2 
birlik, uchinchi tur mahsulot X3 birlik ishlab 

chiqarilsin, u vaqtda masalaning matematik modelini ushbu 
ko'rinishda yozish mumkin. 

Quyidagi sha111arda 

4x, + 2Xl + X3 ~ 180,) 
3Xl + oX1 + 3xJ $ 210, 

Xl + 2X2 + 5X3 ::;: 244. 

Xl ~ 0, X2 ~ 0, XJ ~ o. 
F = lOXl + 14x2 + 12x3 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

funksiyaning maksimum qiymatini toping. 
Yechish. Masalani simpleks usulni qo'llab yechamiz. 
Yechishjarayonining hammasini bittajadval ko'linishida yozamiz. 
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5- jadval 

N2 Hms 10 14 12 0 0 0 

c~ 
o'zgaruvcbi- Xo 

lar XI Xl X3 x4 Xs X6 

1. 0 x
4 

180 4 2 1 1 0 0 

2. () Xj 210 3 1 3 0 1 0 

3. 0 Xo 244 1 2 5 0 0 1 

4. 
Indeks F]=O -10 -14 -12 0 0 0 
satri 

1. 14 x2 90 2 1 1/2 1/2 0 0 

2. () Xj 120 1 0 5/2 -1/2 1 0 

3. D x 
h 

64 -3 0 4 -1 0 1 

4. l11deks F,=1260 18 0 -5 7 0 0 s[ltri 

1. 14 x2 82 19/8 1 0 5/8 0 -1/8 

2. 0 Xs 80 23/8 0 0 1/8 1 -5/8 

3. 12 Xi 16 -3/4 0 1 -1/4 0 1/4 

4. 
Indeks 

1340 57/4 satri 0 0 23/4 0 5/4 

BlI jadvalga asosan optimal yechirn x1=O, x
2
=82, x,=16, x

4
=O, 

x,=O, _\=0 ga teng. 
Bu yechimni (5.7) ga qo·ysak, quyidagi hosil bo'ladi: 

F = 10·0 + 14·82 + 12,16 = 1340 so'm. 

Demak, bu rejaga asosan daromad F;nax = 1340 so'mni tashkil 
etadi. 

Endi bu rejaning turg'llnligi tahlilini ko'rsatamiz. Buning uchun 
xomashyo xillmi (hajmlari)ning miqdorlarini o'zgartirib uni maqsad 
fllnksiyaga ta'siri ko'rib chiqilndi. 

Oldin birinchi xiI xomashyo hajmi tl tonnaga o'zgal1iriladi, 
ya'ni birinchi xiI xomashyo 180 + 11 tonna bo'lsin. Bunda 1-
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parametr, 'I parametr llffium holda (-00, +00) oraliqdagi qiymatlarni 
qabul qilishi mumkin, u vaqtda masalaning sharti quyidagicha 
bo'ladi. Quyidagi shartlarda 

4Xl + 2X2 + X3 S 180 + tj ') 
3x] + x2 + 3x) s 210, 

x] + 2X2 + 5x) s 244. 

Xl ~ 0, X2 ~ 0, X3 ~ O. 

F = (Xt>X2,X3) = tox] + 14x2 + 12xJ 

(5.18) 

(5.19) 

(5.20) 

(5.20) funksiyaning maksimum qiymatini shunday topingki, 

Xl = 0, X2 = 82, X3 = 16 optimal yechim bo'lsin. Buning uchun 
(5.18) - (5.20) pararnetrik programmalashtirish masalasini 
yechamiz. 

Beshinchi jadvalning oxirgi qisrni quyidagicha yozib ollnadi. 

6- !limp/eks jadval 

N!! 10 14 12 0 6 0 
Bazis 

eT o 'zgaruvchilar xD 
XI Xz ~ x4 Xs X6 

1. 14 x1 b'n 19/8 1 0 5/8 0 -1/8 

2. 0 x, b' 5 23/8 () 0 1/8 1 -5/8 

3. 12 JS b' J -3/4 0 1 1/4 0 1/4 

4. I ndeks salri F'n 57/4 0 0 23/4 0 5/4 

Oltinchi jadval 5- jadvaJdan Xo vektor joylashgan ustun 
elementlari bilan farq qiladi. Xo vektorning tarkibiy qismlarini b'2' 
b'5' b'3 oxirgi jadvaldagi bazisH vektorlar x2' x5' x, bO'yicha yoyib 
quyidagicha yozish mumkin: 

B-IXO~mJ (5.2 L) 

bunda B-1 matritsa B rnatritsaga teskari matritsa bo'lib, xl' x5' X3 

vektorlarning dastlabki tarkibiy qismJaridan iborat. 
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Matritsa B-1 5- simpleks jadvalning vektorlar joylashgan ustun 
elernentlaridan iborat, Xo vektor esa 5- jadvalning dastlabki Xo 

jadvalida joylashgan ustun elementiaridan iborat: 

(

5/8 0 -1/8] (180+/1
] 

B-1 = 1/8 1 -5/8 , Xo = 210 
-1 / 4 0 1 / 4 244 

B-1 va X matritsalarni (5.21) formulaga qo'ysalc, quyidagi hosil o 
bo'ladi: 

(

b
I2

] (5/8 0 -1/8] (180+/1] (82+5/8/1] 
X'o = b'

S = 1/8 1 -5/8 .210 = 80+1/811 • 

b') -1/4 0 1/4 244 16-1/4/1 

Yuqorida topilgan Xo vektor (5.15) - (5.17) masalaning optimal 
yechimi bo'ladi: 
Xl =0, x2 =82+5/811, x3 =16-1/41[, x 4 =0, x5 =80+1/811' x6 =0 

va Fmax = 10 . 0 + (82 + 5/ 8f1) . 14 + (16 -1/4/1) . 12 = 1340 + 5 ~ 11 . 

Demak, yuqoridagi yechim bo'lsa, musbat f parametming 
barcha qiymatlarida 7 optimal reja bo'ladi. 

tl=O bo'lsa, F~l:IX=1340 so'm bo'lib, 5- simpleks jadvalning 
maqsad funksiyaning miqdori qiymatiga to'g'ri keladi. 

Bu shuni ko'rsatadiki, tl parametrning o'zgalishi XI optimal 
yechimga ta'sir qiladi. 

Misol uchun tl = 16 ga teng deb olsak, ishlab chiqarishning 
optimal rejasi Xj=O, x2=92, x 1=12 ga teng bo'ladi va ikkinchi 
tur buyum 92 birlik, llchinchi tur buyum 12 birlikka teng 
bo'ladi. 

Bu holdaF~Mx = 92 ·14 + 12 ·12 = 1432 so'mni tashkil qiladi. 
Agar ikkinchi xii xomashyo miqdorini eng ko'pi bilml 80 tOIUlaga 

kamaytirsak u vaqtda reja optimal reja bo'Iadi va ikkinchi tllr 
mahsulotdan 82 birlik. uchinchi tur mahsulotdan 16 birlik isWab 
chiqariladi. 

Bu holdaf;lIax = 14·82 + 12 ·16 = 1148 so'mni tashkil etadi. Ko'r­
satish mumkinki uchunchi xiI xomashyo miqdorini o'zgaI1irsak, 
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X1=0, x~=82, x1= 16 layanch yechim o·zgaradi. Ya'ni bu yechim 
turg'un yechim emas. 

Shunday qilib, (5.15) - (5.17) masalaning optimal rejasl hamda 
xl'mashyolaming hajminj o'zgartirganda sezgirlik tahliJini ko'rsatdik. 
Xuddi shunday optimal reja sezgirlik tahlilini ueh xi! xomashyo 
miqdorini bir vaqtning o'zida o'zgartirganda ham ko'rsatish murnlUn. 

4- §. Ozod hadlar va maqsad runksiya parametriga bog')iq 
bo'lgan masalalar 

L-§ da ko'rib chiqilgan (5.1) - (5.3) masalalar berilgan bo'lsin. 
1-3-§ larcb yechgan parametrik programmalashtirish masalalarini 
yechish usulidan foydalanib, quyidagi masalani yechamiz. 

5.6-masaJa. Quyidagi shartlarda 

Xl - X2 + X, = 24 - J 21, } 

-xl + 2x2 + x4 = -i8 + W. 

Xl Z 0, x2 :2: 0, t E (-00, +00). 

F = (Xl, X2, X), X4) = 
= (8 - St)XI + (9 - 3t)X2 + (-3 + 5t)x) - (2 + 4t)X4 -7 max 

qiymatini toping. 
Yechish. t parametrning qiymatini ixtiyoriy tanJab olamiz. Faraz 

qilaylik, t = 2 bo'lsin. Dastlabki berilganlarga asoslanib, masalani 
simpleks usul bilan yechamiz. 

J- simp/eks jadval 

N!! 8-St 9-3t -3-5t -2-4t 
Bazis 

Gs o'zgaruvchiIar "0 
XI 'S x) X4 

1. -3+5t XJ 
24+2t 1 -I 1 0 

2. -2-4t x4 
-18+101 -1 2 0 1 

4. I ndeks s:1tri F=O -8+5t -9+3t 3-5t 2+4t 

Uchinchi simpkks jadvaldan ko'1inib turibdikl, t = 2 bo'lganda 
x 1= 0, x

2
=-9+ Sf, x

3
=15-7t, x4=O berilgan masalaning optimal 

yechimi bo'ladi. 
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2- simpleks jadval 

N!! Bazis 3-5t 9-3t -3-5t -2-4t 

Go o'zgaruvchi- Xo 
far XI Xz X3 x4 

l. -·J+5t x ) 24+2t 1 --1 1 0 

2. -2-4t 
.2..l :\ 1 S+ 1 Ot -1 2 0 J 

4. 
Illdeks f=-36+ -11 +101 -6t-2t 0 
s,ltli 208t-100t2 2+4l 

3- simpleks jadval 

N!! Bazis 8-5t 9-3t -3-5t -2-4t 

Go o'zgarnvchi- Ko 
lar Xl x X3 X4 Z 

1. -3+51 Xl 15-7t 1/2 () I 1/2 

2. 9-3t x, -9·~5t -1/2 1 0 1/2 I -
-I. Indcks F =-]26+ 

9t-14 0 0 5+5t I 
BW.\ 

satJi 168t-50t~ 
-.J 

Bu yechim 9t -. 14 2:: 0 bo'lganda, ya'ni t 2 1: qiymatlarda 

ham musbat yechirn bo'ladi. Shunday qilib, t E [9/5, 15/7] oraliqda 
t ning barcha qiymatiarida masalaning optimal yechimlari x [= 0, 

x2= 15-7t, X,=-9+5t, :\"4=0 bo'lganda F;mL~ = -126 + 1681 - 50,2 ga 
teng. 

Agar t < ~ bo'lsa, ya'ni -9+51<0 bo'lsa. yuqorida ko'rsatilgan 

yechim optimal reja bo'lmaydi. 

Shuning lIChllll t < ~ bo'lganda yangi simpleks jadval tuzish 

mumkin, chunki x~ element joyJashgan sa£rda (3- simplcks jadval) 

-1/2 manfiy son mavjud.x'21 =-1/2 sonni kalitli son deb tan]ab 

ollb, yangi &impleks jadval tuziladi. Natijada quyidagi jadval hosil 
bo"ladi. 
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4- simpleks jadval 

N.! Bazis 8-5t 9-3t -3-5t -2-4t 

G3 
o'zgaruvchi- Ko 

lar Xl Xl Xl X4 

I. -3+5t X, 6-2t 0 1 1 1 

2. S-51 XI IS-lOt 1 -2 0 -) 

3. 
Indeks F =126-

0 -28+1 0 )41-9 mill.: 

satrl I 34t+40f2 

To'rtinchi jadvaldan ko'rinib turibdiki, 6-2t ~ 0 va 

18-10t~0 bo'lganda (yuqoridat~ I: qimatini ko'rgan edik) 

oraliqdagi t E [14/9, 9/5] oraliqdagi qiymatlarida x J=18-lOf, X2=O, 
x)=6-21, x

4
=O masalaning optimal yechimi bo'lib, 

F;nax = 126 -1341 + 40t2 ga teng. 

Endi (> 1~ bo'lganda masalaning yechimlarini tekshiraylik. 

t > .!2 
7 

bo'lsa,Xl=O, x2=-9+5t, x)=LS-7t, )(4=0 yechim 

optimal reja bo'la olmaydi, chunki 15 -7t < O. Shu biJan birga Xl 

turgan satrda manfiy son yo'q bo'lgani uchun masalani yechisli 

mumkin emas. Shunday qilib, biz masalanitE [14/9, +"") oraliqda 

yechdik. Masalani to'la yechish navbatifE [-'0. 14/9) keldi. Agar 

t < L: bo'lsa, -28 + 1St < 0 bo'ladi. Shuning uchun yangi simp1eks 

jadvalga o'tamiz. 
Beshinchi simpleks jadvaldan ko'rinib turibdiki, t E [-00, 14/9) 

oraliqdagi t ning barcha qiymatlarida x,=30-14t, x2=6-2f, x)=O, 

x
4
=O optimal yechim bo'lib, Fmax = 294 - 298t + 76t

2 
ga teng. 

Demak: 
1. AgartE [-00, 14/91 bo'lsa, masala optimal rejaga ega bo'lib, 
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5- simpleksJadval 

~ 

I. 

2. 

3. 

Ga Bazis 8-5t 
o'zgaruvchilar Xu 

XI 

9-3t Xl 6-2t 0 

8-5t XI 30+ 14t 1 

lndeks F=294+298t+76t2 0 
satri 

XI = 30 -141, x2 = 6 - 2/, x3 = 0, X4 = 0 va 

F2 max == 294 - 2981 + 7612 ga teng. 

9-3t -3-5t -2-4t 

Xz X3 x4 

I 1 1 

0 2 -1 

0 28-18t 19-4t 

2. AgarfE [14/9,9/5] masala bo'lsa, optimal rejaga ega 

bo'lib Xl = 18 -J Of, x2 = 0, X3 = 6 - 9/, x4 = 0 va 

Eo max = -1341 + 40t2 ga teng. 

3. Agar 1 E [9/5, 15/7] masala optimal rejaga ega bo'Jib 

Xl =0, X2 =-9+5t, x3 =15-71, x4 =0 

F;11fJ..\ = 126 + 1681 - 5012 ga teng. 

Topshiriqlar 
Quyidagi 5.7 parametrik progr<1mmalashtirish masalani 

t E (-00, +(0) oraliqda optimal rejasini toping. 

5.7. x~ ~ X2 ~ X) + X4 = ~ } 
-~'\l + X2 - X3 + Xs - 1. 

Xi ~ 0, i = 1,5. 

E = (t -1)XI + (4 - t)x2 + (/ - 2)X3 + (2 - t)X4 + (21 - 3)X5 ~ max. 
Tayanch iboralar 
Parametr, parametrga bog'Hq bo'\gan maqsadli funksiya, parametrik 
programmalashtirish. 

Tokrorlash uchun sapol/or 
l. Paramefrik programmalaslitirishning iqtisodiy talqini nima? 
2. Parametrik programmaiashtirishning geometrik ralqini nima? 
3. Paramefming Ilia 'nosi nima? 
4. Parumetrik programmalashtirish tnasa/alari ko'rinishlarini hi/asizmi? 



VI BOB 
DINAMIK PROGRAMMALASHTIRISH 

l-§. Dinamik programmalashtirish masalalarining 
umumiy xususiyatlari 

Chiziqli programmaiashtirish masalalarini yechganda vaqtga 
bog'liq bo'lmagan statik va iqtisodiy jarayonlar ko'rilgan edi. 
Masalalarning optimal yechimlarini topgaLlda bu yechimlar vaqtga 
bog'liq bo'lmagan bir bosqichli optimal yechimlardan iborat deb 
hisobladik. Shuning uchun vaqtga bog'liq bo'lmagan bunday 
masalalarni bir bosqichli masalalar deb ataJadi. Lekin ko'p iqrisoJiy 
masalalarni yechish jarayonida bu masalalar o'z-o'zidan bir nechta 
bosqichlarga bo'lingan bo'ladi. Shu bilan birga iqtisodiyotning 
rivojlanish jarayoni ayniqsa bozor iqtisodiyoriga o'tish davrida ko'p 
omillarga bog'liqdir. Slmning uchun bun day masalalarning yechimi 
yagona bo'lmaydi. BaUd har bir bosqichga mos keluvchi yecbimlar 
to'plamidan iborat bo'ladi. Bu yechimlar rO'plamidan eng maqbulini 
tanlab olishga optimal stralegiya deyiladi. 

Dinamik programmalashtirish iqtisodiyotda uchraydigan ko'p 
masalalarni bosqichma-bosqich yechish uchun ishlatiladi. 

Bunga misol sifatida quyidagi masalalar kiradi: yuklarni optimal 
joylashtirish; eng qisqa yo'lni aniqlash, tezlikka bog'Hq bo'lgan 
masalalarda optimal tezlikni topish; sarmoyalarni optimal 
joylashtirish; optimal rejalashtirish masalalari. 

Demak dinamik programmalashtirish quyidagi )(llsusiyatga ega 
bo'lgan masalalarni yechadi; 

1) ko'p bosqichli iqtisodiy jarayonning birdan bir yagona 
yechimini emas, balki har bir qadamga mos keluvchi va asosiy 
manfaatni ko'zlovchi yechimlar to'plamini topishga yordam beradi; 

2) dinamik programmalashtirish USlllb va usullari yordamida 
yechilayotgan ko'p bosqichli masalaning ma'lum bir bosqichi uchun 
topilgan yechimi undan oldingi bosqichlarda topiIgan yechimga 
bog'liq bo'lmaydi. Unda faqat shu bosqichni ifodalovchi omillar 

nazarga olinadi; 
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3) dinamik programmalashtirish yordamida ko'p bosqichli 
masalani yechish jarayonida har bir bosqichida asosiy maqsadni 
kO'zlovchi yechimni aniqlash kerak, yana yechimJar to'plami orasida 
asosiy maqsadga erishishga maksimal ulush qo'shl1vchi yechimni 
tanJab olishga to'g'ri keladi. 

Dinamik programmalashtirishning asosiy usul va uslublari 
amerikalik matematik R. Bellman va uning shogirdJari tomonidall 
asos!angan bo'lib. optimallik prinsipiga amal qiladi. Endi dinamik 
programmalashtirish uslub va usullari bilan yechiladigan ba'zi 
iqtisodiy masaIalarni ko'rib chiqamiz. 

2-§. Yuklarni optimal joylashtirish 
haqida masalalar 

6.1-masala. M uzxonaga har xiI xomashyolarni joylashtirish 
kerak. Muzxonaga jami fVtonna xomashyoni joyJashtirish mumkin. 
Xomashyolar to'g'risida quyiclagi ma'lumotlar mavjud: 

Pi - i xiI xomashyonillg og'irligi; 
~ - i xiI xomashyoning bahosi (nmxi); 
J\ - muzxonaga joylashtirilacligan i xil xomashyoning soni. 
Muzxonaga xomashyolarni slmnday joyJashtiringki, maksimum 

qiymatga ega bo'lgan xomashyolar joylashsin. 
Demak, bll masalani lImumiy holda quyidagi ko'rinishda yozish 

mllmkin. 
QlIyidagi shartlarcla 

,\I 

1. LXi P, s;W; 
i;1 

2. Xi = 0, 1,2.3 ..... (konteynerlarga joyJashgan xomashyolar soni 
yoki yashiklar soni); 

N 

3. feW) = L Xi ~ - ning maksimum qiymatini toping. 
i;1 

Masalada X, - xomashyoJar butun qismlardan ibomt. 
Agar 2-shart bo'lmaganda edi, u vaqtda masalani chiziqli 

programmaJashtirish l11asalasi ko'rinishida yechish l11umkin edi. 
Shl1ning uchlln masalani quyidagi ko'rinishcla yechamiz. 
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1. Oldin muzxonaga birinchi xiI xomnshyolar joylashtiriladi. 
Joylashtirilgan YlIklarning qiymatini i/ HI) deb beigill:lsak: 

.f,(W)=max{A;f.f'}, (6.1) agarda quyidagi shartlar bajarilsa. 
1 vp<-u/; 

- .Ill 1-" rr , 
2. X:=O.1,2,3, ... 

(6.2) tengsizlikdanXI ~ ~ bo'lgani llchunJi(W) = {~}Vj 
bo'ladi. 

Bll funksiyaning grafigi 6.1-chizmada ko'rsatilgan. Shunday 
qilib. muzxona birinchi xii xomashyo bilan to'ldirilganda 1;( W) 
ning qiymati topildi. Endi mllzxonaga XI va Xl xii xomashyolar 
joylashtirilganda h( Ht) ning maksimum qiymatini topaylik. 

Agar ikkinchi xiI xomashyodan x2 don a joylashtirilgan bo'lsa, 
u vaqtda 111uzxonaning hajrnini hisobga olsak, birinchi xii 
xomashyodan W - X2 P2 

t011na olish mumkin va lining qiymati 
!I( W - X2 P2) so'mga teng bo'ladi. Umumiy qiymat esa 
.x~ li; -+:~ O'V-X; P2) ga teng bo'ladi. Bularga asoslanib, faqat ):2 ning 
qiymatini topsak bas. Shunday qiiib, muzxonaga joylashtirilgan 
birinchi va ikkinchi xiI xomashyoIarning maksimum qiymati 
quyidagicha bo'Iadi: 

ii W)=max {XI ~ +.~ (W - ~ P2)}· 

0< X2 < {~} 
Ketma - ket yuqoridagi usul qo'llanilsa, 

f,.pt)=max {XN~V +!N-I (W - X,VP,)}, 

O<XN<{~} 
teng bo'ladi. 

Bunda /"l W) muzxonaga joylashtirilgan N xii yuklarning 
maksimum naOO; 

X~, Vn - N - xiI joyiashtirilgan mahsulotning qiyrnati; 
I'I{J W - x,'I P

N
) - umumiy og'irligi W - x." P,v tonnadan ko'p 

bo'lmaydigan (N -1) xil yuklaming maksimum qiyrnati. 
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{TV} W Bunda 11 soni p; dall oshrnaydigan butllJl son. 

, 
~~~ [llnT'I'r-ITI----.-----rI-,~T-l --- ~ ( 
270 ~ ~~M 
240 I ~ --- -i 

210 r---l --1 I 

ISO i --- ---'--- _J 
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J20 ~I~=~r, t--r'j-I t-i~+-+--!--=I~ 9ottiffi=+++=+=td 
60 : 

I"" -I 

30 I 

"I I I I --

W) 

W) 

w 

Yuqorida topilgan rekkurrent forrnnlalardan ketma-ket J;( JV), 
j~( 1f'), ... ,J,~~ TV) fllnk~iyalarning qiymatlarini topish tnumkin. 

6.2-masala. Muzxonasining umumiy hajmi v = 83m3 bo'Jgan 
firmaga hq;mlari PI = 24ml, P2 = 22m3, P

3 
= J6m\ p~ = 10m3 

bo'lgan konteynerlar bilall yuk oJib kelindi. 
Bn yuklarning har birining nand mos ravishda VI = 96 ming 

so'm, v:, = 85 so'm, V3 = 50 so'm va F4 = 20 so'mni tashkil etadi. 
Konteynerlar ochilmasdan saqlanishi kerak. Muzxonaga konteyner­
larni shunday joyJashtirish kerakki, joylashgan yukJar maksimurn 
qiymatga ega bo'Jsin. 

Yechish. Masalani yechish uchun J;i W) l1i N ning har xii 
qiymatida hisoblash kerak: 

~(83) ni hisoblash uchun ~(83 - X}J) ni top ish kerak. Shuning 
Ilchun pog'onama-pog'ona W ning har qanday qiymatlarida har 
xiI yuklar muzxonaga bittama-bitta hisoblab joylashririladi. 

Natijada 6.1- jadval hosil bo'ladi. 
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6.1- jadval 

w f.(W) - funksiya ". 
0-23 0 0 
24·-47 96 1 
'-13-71 192 2 
72-'67 288 3 

---------

Birinchi xii yukni joylashtirish uchul1 (XI) 0-23 tonnaga XI 

yo'q. 24-47 tonnagacha yuklar joylashtirilsa XI =1 dona bo'ladi 
va lining qiym3ti 96 ming so'mni tashkil etadi, 48-71 tonnagacha 
yuklar joylashtirilsa, x l =2 dona bo'ladi va tlning qiymati 192 ming 
so'mni tashkil etadi. 72-87 tonnagacha yuklar joylashtirilsa, x

1
=3 

dona bo'ladi va uning qiymati f= 288 ming so'mni tashkil etadi. 
Endi "~( W), 1/ JV) va t. (U) funksiyalar l.lchun jadvallar tuzamiz: 

6.2- jadval 0.3- jadl'al 

w fz(W) - funksiya Xl W f3(W) - funksiya X3 

0-21 0 0 0-15 0 0 
22-23 85 1 16-21 50 1 
24·-25 96 0 22-23 85 0 
46-47 181 1 24-37 96 0 
48-49 192 0 38-39 135 1 
70-71 277 1 40-45 146 1 
72-87 288 0 46-47 Ull 0 

- 48-63 192 0 
64-69 242 1 
70-71 277 0 
72-78 288 1 

--

6.4- jadval 

w f.(W) -funksiya x4 40-45 L46 0 
0-9 0 0 46-47 )81 0 

10-15 20 ! 48-57 192 0 
16-21 50 0 58-63 212 1 
22-23 85 0 64-69 242 0 
24-33 96 0 70-71 277 0 
34-37 116 1 72-81 288 0 

38-39 135 0 8)-87 308 1 
--
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Quyidagi 
.1;( W)=max {Xl ~ +.t; (W - X; P2)} 

O<Xl<{~} 
tenglikdan foydalanib . .t;< W) funksiyani hisobb nish yo'lini 
ko'rsatamiz. X, miqdor 0,1,2,3 qiymatlar qabul qiHshi mumkin 
bo'lgani uchUl16.1- jadvaldan foydalanib, {X2 . 85+J;OO-x2

0 22)} = 

=.t;{ HI) funksiya hisobJanadi: 

X2 = 0; 

X2 = 1; 

X2 = 2; 

x) = 3; 

fi (70) = j 92. 12 (W) = \92; 

12 (70) = 85 + fi (48) = 277; 

12 (70) = 2 0 85 + fi (26) = 266; 

12(70) = 3 0 85+ fi (4) == 255. 

Hisoblash shurn ko'rsatdiki, x2 =1 bo'lganda 1;(70)=277 cng 
katta qiymatga ega. Xuddi yuqoridagi kabi /'( W) va h( fV) 
funksiyalarning qiymatini hisoblab, 6.3, 6.4- j"dvallarni tuzish 
mumkin. 

6.4- jadvalga asosan ~(83)=308 mlng so'mga teng. Demak, 4 
xii konteynerdan x

4
=1 donasini muzxonaga joylasr.tirish mumkin. 

P~=IO tonna bo'lgani uchun mUlxonaga yana 83-10=73 tonna 
yuk joylashtirish talab etiladi. 6.3- va 6.2- jadvaUardan ko'rinib 
turibdiki, W=73 bo'lganda yukning soni x4=0; x1=O donaga teng. 
6.1- jadvaldan ko'rinadiki, x3=3 dona konteyner joylashtirish 
mum kin. Demak, 

.t;max=96 0 x,+20 . x
4
=96 ·3+20· 1=288+20=308 ming so'm. 

3-§. Dinamik programmalashtirish usuUarining iqtisodiy 
masalalarni yechishdagi tahlili. Optimal rejalashtirish masalasi 

Faraz qilaylik, viloyatda 11 ta korxonani o'z ichiga olgan sanOal 
birlashmasining T yiJlik rejasini tuzish masalasi o'rtaga qo'yilgan 
bo'lsill. RejaJashtirilayotgan T davrning boshida bjrhlsllmaga li.~1 
miqdorda lllabJag' ajratilgan. Bu mablag' 11 ta korxonaga taqsim­
lanadi. Taqsirnlanayotgan l11ablag' korxonalarda to'la yoki qisrnan 
ishlatilishi va shunga qarab ma'lum miqdorda foyda (daromad) 
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olisl1mumkin. Keyingi qadamlarda mablag'lar korxonalararo qayta 
taqsimJanishi mumkin. 

Natijada quyidagi masala hosil bo'ladi. Korxonalararo K mab­
lag'ui qaciam-baqadam shunday taqsimlash va q<l)1a taqsimlash 
kerakkl, birlaslunaning T yil davomida olgan daromndlar yig'indisi 
maksimum qiymatga ega bo'lsin. 

Har bir ishlab chiqarish boshqariluvchi jarayon hisoblanadi va 
bll jarayon ajratilayotgan xomashyo, mablag', u$kunalarni yangilash 
kabi l1luammolarga bog'liqdir. Bu muammolami hal qilishni qadam­
baqadam tashkil qilishga boshqarish deyiladi. 

Demak, bosqichdagi boshqarisl1 

U' = (u{ ,ui, ... ,u:,) 

vektor fuuksiya kabi ifodalanadi. Bunda U j j(j = L f1) korxona 

uchun qadamning boshida ajratilgan xomashyo, mab1ag' va 
hokazolarning miqdorini ko'rsatuvchi vektor. 

Jami korxonalar birlashmasining T davr ichida boshqarishini 

U = (u l , u2 .... ,l/) vektor funksiya orqali ifodalash mumkin. 

Birlashmadagi korxonalarning taraqqiyot dinamikasini ifodalash 

uchun ularning holat darajasini kO'rsatuvchi Xi = (xl, xl, ... , xr) 

vektorni kiritiladi, bllndaxf t(t = 1,T) qadam boshida korxona1ar­

ning moddiy va moliyaviy ahvo1 darajasini kO'rsatuvchi ko'rsatkich 
ho'lib, uning tarkibiy qismlari korxonadagi mehnat resurslari, asosiy 
fondlar moliyaviy ahvol darajasini ko'rsatadi, ya 'ni 

X/ = (Xfl,X!2, ... ,xfd. 
Shunday qilib, yuqoridagidan xlIlosa qilib aytish mu mkinki , 

boshqarish vektoli U' korxonalaming t qadamning boshidagi holatini 
ko'rsatuvchi vektordir, ya'ni 

U ' =U'(Xr-I). 
Dell1ak, sistemaning boshlang'ich holati ~) berilgan bo'ladi. 

Maqsadli funksiya sifatida korxonalar birlashmasining T davr ichida 
oladigan daromadlar yig'in<lisini ifodalovchi 

T 

Z = L Zr ~ lllax funksiya kiritiladi. 
i=1 
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Har bir t qadamning boshida sistemaning X' holat darajasiga 
va U' boshqarish vektoriga ma'lum bir chegaralovchi shartlar 
qo'yiladi. Bu shartlar birlaslunasi Gbilan belgilanadi va uni mumkin 
bo'igan boshqarishlar to'plami deb ataladi. Natijada quyidagi 
dinamik progranunaiashtirish ma'ialasiga ega bo'lamiz: 

ut E G (6.1) 

T Z=L zt ~max (6.2) 
;=! 

Hosil bo'lgan (6.\), (6.2) modelga ish lab chiqarishning dinamik 
mode 1 i deyiladi. 

6.3-masala. Katta talabga ega bo'lgan mahsulotni isblab chiqarish 
maqsadida korxonaiarga kapital qurilish uchun S ming so'mLik 
mablag' ajratildi. BLI mabJag'dan i korxona X; nung so'm ishlatganda 
j(x) (egri chiziqli funksiya) ko'rinishdagi o'sishga ega bo'ladi. 
Kapital qurilishga ajratilgan mablag'ni korxonalar o'rtasida shun­
day taqsimlangkL korxonaLar ishga tushganda maksimal daromad 
beruvcbi mahsulotlar ish lab chiqarish qobihyatiga ega bo'lsin. 

Vechisb. Masalaning matematik rnodelini tuzamiz. Demak, 
quyidagi shaJ11arda 

1/ 

L X;=S. 
i=1 

Xi ~ 0, (i = 1, n) 

1/ 

F = L /(Xi ) fllnksiyaning eng katta qiymatini topish kerak. 
i=l 

n 

AgarF = L f(X j ) funksiya qavariq yoki botiq funksiya bo'lsa, u 
i=1 

vaqtda bll masalalli egri chiziqli pr\)grammalashtirishdagi Lag­
ranjning kO'paytmalar usulini qo'llab yechish mumkin. Agar F 
funksiya qavariq yoki botiq bo'lmasa, u vaqtda bu masala dinamik 
programrnala<;htirish usulidan foydalanib yec]liladi. 

Har bir korxonaga ajratilgan mablag' qadam-baqadam qanday 
samara berishini hisobJab chiqiladi va bularning ichidan optima! 
strategiya tanlab olinadi. 
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6.4-masala. IshJab chiqarish jarayonini tashkil qilish uchun 
korxonani y<mgi uskunalar bilan jihozJash kemk. trskunal(lrning 
ish unllllldorligi 'vaqt o'tishiga bog"liq bo'lib, unga ketadigan 
xarajathu 6.5- jadval ko'rinishida berilg'.ll1. 

6.5- jurh'al 

Uskunalarni ishlash wqti 
i (yH hisobida) 

0 1 2 3 4 ) 

Bir yilda ishlab chiqarilgan mahsui()t/arning Il(lrxi 
(qiymati) R(y) (ming so'm hisobida) 80 75 65 60 60 5.'5 
Uskunaiarni ra'mirlash va saqlash lIcillln 
ketadigan xaraiatlar ZUi) (ming so'm hi~obida) 20 25 30 35 45 55 

Korxonani yangi llskunalar bilan jihozlash uchun 40 ming so'm 
ketganini hisobga olib, uskunalarning xizmatini o"taganlarini 
hisobdan chiqarishning, besh yillik rejasini shunday tuzingki, 
korxona maksimum umumiy daromad 015in. 

Yechish. BlI masalani yechish uchun boshqaruv jarayonini ikkiga 
bo"lib ko'ramiz: 

a) VI - llskunaiarning ishlab chiqarish qobiliyatini saqlovchi 
yechimlar to"plami bo'lsin; 

b) U, - ishlash qobiliyati tamom bo"lgan uskunalarni 
almashtiiuvchi yechimlar to'plami bo"Jsin. 

Birinchi bosqichda beshinchi besh yillikning boshidan, birinchi 
yilning boshiga qadar uskunalarning holatini sharth optimal 
boshqaruvchi yechimlar to'plami topiladi. Ikkinchi bosqichda ishlab 
chiqarish harakatini bjrinchi yilnlng boshlanish qismidan, beshinchi 
yilning boshlanish qismigacha, har yil uchun tuzilgan sh3111i optimal 
yechimlarga asosan uskunalarni almashtirish besh yillik optimal 
rejasini tuzamiz. 

Shartli optimal yechimlar to'plamini tllzish lIchun oldin bu 
masalaga moslashtirib, Bellmanning funksional tenglamasi tuziladi. 

Rar bir yil boshida (K- yil, K = 1,.5 ) ikkita holatdan bittasi 
bo'ladi: uskunalar kerakmi yoki yo'qrni? 

U vaqtda k- (k=l, 2, 3, 4, 5) yilda korxonaning daromadi 
quyidagicha bo'ladi: 
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, r R(y(kl)_Z(y(kl), VI 

ud, = lR(YfkJ = O)_Z(yfkJ = O)-C," U, 
EA (y(k), bo'lganda, 

bunda Y(k) - uskunalarnillg k yil boshidagi ishlagan yillar soni 
(yoshi), lJ

k 
- k- yil boshidagi boshqaruv vektori; Sn - yangi 

uskunalaming qiymati, /(=1,2, ... , 5. 
Shunday qilib, bu holda Bellmallnillg funksional tenglamasi 

quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 

Fk y<k) = max . , 

1 
R(yr.k»)_Z(y(kl)+Fk+l(y(k+I)), 

( ) y R(y(k1=0)-Z(y(k)=O)-C
n

+Fk+l(y(kl=1),(6.1) 

Endi (6.li) tenglamani qo'llab, dastlabki masalaning yechimi 
topiladi. Besh yillikning boshida harnma llskunalar yangi bo'lgani 
uchlln YI1)=0 bo'ladi. Beshinchi yilning boshlanishida esa 
uskunalardan foydalanish muddati 1, 2, 3, 4 bo'lishi mumkin. 
Shuning uchun berilgan sistemaning mumkin bo'lgan holati 
quyidagicba bo'ladi: 

}r(Sl _ 1 },(S) _ 2 y(5l - 3 ytS) - 4 
(-. 2-' 3-' 4-' 

Bu holatlarning har biriga mos ravishda shartli optimal 

yecbimlari va ularga lllOS bo'lgan Fs (y(5l) funksiyaning qiymatiari 

aniqlanadL 

Endi (6.0 tenglamadan foydalanib, F, (y(k+I») = 0 ni hisobga 

olg,]l1 holda quyidagi topiladi: 

J 
R(y(5»)_Z(y(Sl), 

}~(y<5))=max . I 

. , lR(Y(S) = 0)_Z(y(5) = o)-c. (6.2) 

(6.2/) f()1TI1ulaga Y(5)= 1 va 6.5-jadvaldagi berilganlar qo'yilsa 
quyidagi hosil bo'ladi: 
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5)' {R(J15)=1)-Z(J15)=1) 1 J 75-25 1 
F, (1 ) = m", R( lP' = 0) _ Z(I](5) = o)-c" r max l80- 20 -40r = 50 

Demak, bu holda shartli optimal yechirn U'J=u., ga teng. 
Xuddi shunday hisoblarni 5- yil boshida boshqa holatlar uchun 

ham yuqoridagi kabi bajariladi: 

v y(S) {65 - 30} 0 J's( J ) = max = 35,U = U1, 
- 80 - 20 - 40 

. {66 -35 ~ F. (y(S» = max = 25 UO = U 
S 3 80 _ 20 _ 40 ' 2, 

J 

F,(y(5» = max{60 - 45 } = 20 UO = U . 
) . 4 80 _ 20 _ 40 ' J 

HosH bo'lgan bu qiymatlarni quyidagi jadval ko'rinishida yozish 
mumkin. 

6. 6- jadval 

UskunaJardan foyda- F S(U(5) funksiyaning qiymatlari Shartli optimal 
lanish mllddati (yil) (ming so'm hisobida) yechimJar VO 

I 50 VI) 

2 35 Vj 

3 25 U 2 I 

4 20 V l i 

To'rtinchi yilning boshlanishida uskunalardan foydaianish 
muddati 1,2,3 bo'Jishi mumkin. Shuning uchun berilgan 
sistemaning mllmkin bo'lgan holati quyidagicha bo'ladi: 

y,(4) - 1 y(4) - 2 v(4) - 3 1 -, 2 - ,13 - . 

Bu holatlarning har biriga mos ravishda shaltli optimal yechimlar 

to'plamini va ularga mos bo'lgan Fn (y(4) uskunaning qiymatlarini 

yuqoridagi kabi 6.5- va 6.6- jadvaldall foydalanib hisobiayrniz: 
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F-l(y'(4) = max ' 5 . = · (R(y(4) = 1) - Z(y(4) = 1) + F. (1'(5) = 2) } 

I . ROd-l) = 0) _ Z(y(4) = 0) - ell + Ps (y(S) = 1) 

= max {75 - 25 + 35 } = 85 [10 = [I . 
80 - 20 - 40 + 50 ' 1 

{
65 - 30 + 25 } = 70, UO = U

2
, F4(yt) = max 80-20-40+50 

F(y(4»=maxJ60-35+20 }=70 UO =[1 . 
4 3 180 _ 20 _ 40 + 50 . 2 

Hosil bo'lgan natijalarga asoslanib, quyidagi jadvalni tuzamiz. 

6.7- jadval 

Uskunalardan F
4

(Y(4) funksiyanillg Shartti optimal 
foydalanish muddati qiymati(ming so'm yechimlari 
(yil)-Y(4) hisobida) lJl' 

1 85 U
J 

2 70 U2 

3 70 U J I 

lJchinchi yilning boshida uskunalardan foydalanish muddati 
1,2 bo'llshi mllmkin. Shuning uchun berilgan sistemaning mllmkin 

bo'lgan holatiUi3) = I,vi]) = 2 bo'ladi. BlI holatlarning har biriga 

mos ravishda shartli optimal yechimlar to'plamini va ularga mos 
bo'lgan F1 ( ~3») funksiyaning qiymatlari yuqoridagi kabi (6.1/) 
fonnuladail foydalanib hisoblanadi: 

F3(YI.» = max . 4 ': 
1 lR(y(3) = 1) - Z(}l(3) = l) + F (y(4) = 2) l 

1 R(Y() = 0) - Z(y(3) = 0) - elJ + 14 (y(4) = l. . 

F3(y,I) = max 4, . 
1 lR(y(3) = 2) - Z(y(31 = 2) + F (y(4) = 3 l 

- R(y(3) = 0) - Z(y(3) = 0) - ell + F4 (.)l (4) = 1) 

123 



6.5- va 6.6- jadvaldagi berilganlardan foydalanib, quyidagiJar 
topiladi: 

( ) ~ 75 - 25 + 70 } P,(yJ)=ll1ax. =l')OUo =U' 
J. I 80 _ 20 _ 40 + 85 ~ , J. 

F,(y(J») = max{65 -30 + 70 1 = 105 UO = U . 
J 2 . 80-20-40+85J' 2 

Oxirgi tenglikdan ko'rinib turibdikj, Fj(U?» = \05 da boshqaruv 

shartli optimal yechimlardan .~ yoki Y2 qaysisini olmaylik 
uskunalarni ishla8h muddati besh yillikning uchinchi yili boshida 
ishlash mudclati 2 yilni tashkil qilgani llchun mehnat unumdorligi 
bir xH bo'ladi. Hosil bo'lgan nat~jalar 6.8- jadvalga yozUadi. 

6.8- jadvaJ 

Uskunalarning isblash F
3
(y(3»funksiyaning qiyruati ShartH optimal 

muddati (yil hisobida) (ming so'm hisobida) yechimlar 

I L20 U I 

2 10 LT 2 

Besh yillikning ikkinchi yilining boshida uskunalardan 
foydalanish muddati 1 yiJ bo'ladi, }'1:21= I. Bu yerda uskunani 
almashtirish kerakmi degan savol tug'iladi. Bu savolgajavob berish 
UChUD. quyidagilar hisoblaniladi: 

F(U(2))=max 3 = 
{

R(y(2) = 1) - Z(y(2) = 1) + F (y(3) = 2) I 
. 2 2 / R(y(2) = 0) _ Z(3) (y(l) = 0) _ ell + F3 (y(3) = I) 

= max {75 - 25 + 105 } = max {155l = J 55 U . 
80-20-40+120 144J' I 

Bu natijaga asoslanib 6.9- jadval tuziladi. 
6.9- jadval 

Uskunalarning ishlash F](yU')funksiyaning qiymati Shartti optimal 
muddati (yil hisobida) (ming so'm hisobida) yechimlar 

Y(l) yil 

155 U, 
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Masalaning shartiga ko'ra besh yillikning boshida uskunalarni 
yangi uskunalar bilan almashtirish shart emas. Demak, boshqaruv 
vektori yoki shartli optimal yechim ~ bo'ladi. Korxonaning 
daromadi esa 

l,!(Y,(I» = R(12(l) = 0) = O)-Z(y/I) = 1) = 80-20+ 155 = 215 so'm. 
Demak, korxonaning maksimum daromadi F j (1'(1))=2 I 5 so'mni 

tashkil qiladi. Shunday qilib, korxona lIskunalarini almashtirishning 
optimal rejasini 6.10- jadval orqali ifodalash mumkin. 

6.10- jadval 

UskunaIarning ishJasb yiDari 
I 

1 yilda 2 yilda 3 yilda 4 yilda 5 yilda I 

Masala- tJ skuualarni Uskunalarni Uskul1alarni U skunala rni U sI<.. llllalarni 
nlng almashti- almashti- ahnashti- almashti- almashti-
optimal rish kerak rish kerak fish kerak fish kerak rish kerak 
yechim- emas emas emas emas 
lari 

6.5-masala. Katta ehtiyojga ega bo'lgan mahsulotni ishlab 
chiqarish uchUl1 uchta korxona kapital qurilishiga 5=700 ming 
so'm mablag' ajratilgan. Bu mablag'dan uchta korxonaga mos Xi 

ravishda Xl' x
2

' X
J 

ming so'mdan ishlatganda kapital qurilish 
hajmining o'sishiga mos ravishda ishlab chiqarilgan mahsulotlaming 
hajmi o'sishi F;C''<) so'mni tashkil qiLadi. Kapital qUliiishga qjratilgan 
mablag'ni korxonalar o'rtasida shunday taqsimiangld. korxonalar 
ishga tushganda maksimllm daromad beruvchi mahsulotlar ishlab 
chiqarish qobiliyatiga ega bo'lsin. Xl va F;(xl ) miqdorlar 6.11-
jadvalda bcrilgan. 

6.11- judval 

KapitaI qurilishga 
Kapital qurilisbga ajratilgan mablag' bajmiga 

mahsulotlar ishlab chiqarishning o'si!>h 
ajratilgan mablag'ning ko'rsatkichi FI(xl) (ming hisobida) 
hajmi XI' (ming so'm) 

l-korxona 2-korxona 3-korxona 

0 0 0 0 

10 30 50 40 
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6. 11- jadvalning daJloll1i 

200 50 80 50 

300 90 90 110 

400 110 .150 120 
-

500 170 190 180 

600 180 210 220 

700 210 220 240 

Yechish. Masalani yechish uchun Bellmanning a'zaro 
bog'lanish rekkurent formula1ari tuziladi. Bu masala uchun o'zaro 
bog'lanishni quyidagi funksional tenglamalar ko'rinishida yozish 
mumkin: 

<fl,(x) = max [1;(Xl)]; 
O';'\i';X 

((l2(X) = max [F2(X2)+(P,(X-X2)]; 
0.$·\-2:::':X 

(6.3) 

<fln-, (X):= max [Fn_, (Xn-,) + tpn-2(X - xn)]· 
O:::;:X"_1 SX 

(6.3) formulada <flJx)(i = 1, n - t) llchta korxona 0 taqsimlangan 

x ming so'm kapital mablag' natijasida o'sish sur'ati(ko'rsatkichi). 
Shuning uchun J,,(x) ning qiymatinj x=S=700 ming so'm deb 
olamiz. Chunki uchta korxona kapital qurilishiga S=700 millg 
so'm ajratilgan. (6.3) formulani 6.11- jadval yordamida hisoblab 
chiqilsa, u vaqtda birinchi korxona uchun ajratilgan shartli optimal 
kapital mablag'ni aniqlash l1chun CfJix) ni x=O, IOO, 200, 300, 
400, 500, 600 va 700 qiymatlarida 6.11- jadvalni qo'lIab hisoblab 
chiqiladi: 

1. x=O, CfJj(O)=O. O'sish yo'q, ya'ni X? = o. 
2. x=lOO <fl2(100) = max {0,30} = 3o,xf = 100. 

, 0,;"",;100 

3. x=200 tp,(200) = max {0,30,50} = 50,X~ = 200. 
, O,;x,~200 

4. x=300 tpl(300) = max {0,30,50,90}=90,xg =300. 
, 0,;xl,;300 
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5 x-400 <.D:t(400)= max {0,30,50,90,1l0}=110,Xso =400 
. , O"XI,,400 • 

6. x=500, <PI (500) = o~~~oo {O, 30,50, 90, 1l0,170} = 170,x2 = 500. 

7 . .x=600, <PI (600) = max {0,30,50,90,1l0,170,180} = 
, O';XI,,600 

= 180,.y2 = 600, 

8 .x=700 <PI (700) = max {0,30,50.90,1l0,170,180,210} = 
. , O"XI,,700 ' 

= 210, Xl
o = 700. 

Hisoblash natijalari va shartli optimal yechimlar 6.12- jadvalga 
yoziladi. 

6.72- jadval 

Birinchi korxonaga <P.(x) maksimwn Birinchi korxonaga 
ajratilgao x kapiial o'sish ajratilgan sh artli 
mablag'ning hajmi ko'rsatkichi optimal mahlag' 

(ruing so'm) (ming so'm) (ming so'm) 

0 0 0 

100 30 100 

200 50 200 

300 90 300 

400 110 400 

500 170 500 

600 UW 600 

700 210 700 
~.---- ---

6.11- va 6.12- jadvaldagi natijalarga asoslanib, ikkinchi 
korxonaga ajratilgan kapital mablag'ning shartli optimal hajmini 

hisoblash uchun <P2 (x) = max [}1 (x2) + <PI (x - X2)] ni x=0 100 200 
I. O~X2~X , J , 

300, 400, 500, 600 vu 700 qiymatlarida hisoblanadi: 

1. x=0, (P2 = 0, X[J = 0; 

127 



{
o + ~O} 

2. X=IOO,<I'2(IOO) = m<.lX 50 ~O =50,X~=IOO; 
OSX1 slOO + -

3. x=200, 

1
0 + 50 1 

<1'2 (200) = max 50 + 301' = 80, X~) = 100; 
0';Xl s200 

80+0 

4. x-300, <1'2(300) = m;)x 
0,;x2".100 

0+90 1 
50 + 50 = 110, xg = 200; 
80 + 30I 
90 +0 

fO + 110 
I 

50+90 

5. x=400, <1'2(400) = os:~~~!oo i80 + 50 ~ = 150,xf = 400; 
• 90 + 30 

6. x=500, <P2(500) = max 
0"X2,,500 

7. x=600. <1',(600) = max 
• - OS:X2,,600 

150+0 

0+170 I 
50+ 1 10 

80 + 90 = 190. X(~ = 500; 

90 + 50 I 
L50 + 30 
J90 +0 

0+180 
50 + 170 
80 + 110 
90 + 90 ~ = 220, X~ = 100; 
150 + 50 
190 + 30 
210+0 
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8. x=700 <P2 (700) = ma.x 
, O$X2$;OO 

0+210 

50+80 

80 + 170 

90 + 110 ~ = 250, xR = 200. 

150 + 90 

210 + 30 

22+0 

01ingan natijalal'lli va korxonaga ajratiJadlgan kapital mablag'­
ning shmtli optimal hajmlari 6.13- jadvalga yoziladi. 

6.13- jadval 

r lkkita korxonaga !pz(x) maksimnm Ikkinchi korxonaga 
ajratiladigan kapital o'sish ko'rsatkichi ajratitadigan ~hartIi 

mablag' hajmi, x,(ming (ming so'm) optimal mablag', x 2 u, 

so'm) (ming so'm) 

11 0 0 

100 50 100 

200 80 100 

300 110 300 

400 150 400 -----
500 190 500 

-
600 220 100 

700 250 200 
--

6.11- va 6./3- jadvalga asoslanib, 

<PJ (x) = ~na; [(,(xJ) + <P2 (x - X3)] funksiyaning qiymatJari hisob-
0_ \.l~X 

Ianadi. Bu yerda korxonalar soni 11=3 bo'lgani UChUll hisobbsh 
faqat x=700 ming so'm lIchun bajariladi: 
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• \ = 700, (p;(700) = max 
- 0:S;X3::;700 

0+250 1 

40+220 I 
50 + 190 

LOO + 150 ~ = 270, X
1
0 = 600 . 

120+ 110 
180+ 80 
220 + 50 

240+0 

Demak, maksimu1l1 o'sls11 ko'rsatkichi ([' 0(0)=270 ming 
so'm11i tasl1kil qiladi. Bu ko'rsatkicbga erishish mumkin, f(lqatgina 
ucbillchi korxona 600 ming 50'm, birinchi va ikkinchi ko[xonalarga 
t'5a 100 ming so'm kapital mablag' ajratilsa. 6.13- jadv:11dan ko'rinib 
turibdiki, ikkinchikorxonaga 100 ming so"m ajratish kcrak. 

Topshiriq!a r 
Dinamik programmalashtirish usullarini qo'Uab, quyidagi 6.6-

masalani yechillg. 
6.6-masala. To'rtta korxolla qurish uchun 200 ming so'm 

sarmoya ajratilgan. HaT hir korxona o'ziga ajratilgan sarmoyaning 
miqdoriga bog'Hq ravishda turli miqdordagi daromadga erishadi. 
Bu c1aromadlar 6.14- jadvalda ko'rsatilgan. 

6.14- jaJva/ 
" 

Korxonalarga ajratiladigan Korxonaiarning daromadi 
sarRloya miqdori (ming so'm) Z!(x) Z2(X) ZJ(x) Z4(X) 

0 0 0 0 0 -
40 15 14 17 J 3 

80 28 30 33 35 

120 60 55 5S 57 

160 75 73 73 76 

20 90 85 92 68 
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Mavjud sarmoyalarni korxonalararo shunday taqsimlash 
kerakki, natijada harnma korxonalarning olgan daromadlarining 
yig'indisi rnaksimal bo'lsin. 

Tayanch iboralar 
Dinarnik programmalashtirish, optimal prinsip, shartli optimal, shartli 
optimal hajm. 

Takrorlash ltchun sOl'ollar 
I. Dinamik programmalashtirish deb nimaga aytiladi? 
2. R.Belfnwnning optimallik prinsipi deb nimaga ayri/adi? 
3. Bosqichma-bosqich rejaiashrtirish qanday aham~j'atga ego? 



VII BOB 
CHIZIQSIZ PROGRAMMALASHTIRISH 

l-§. Chiziqsiz programma.lashtirish masalalarining iqtisodiy va 
geometrik talqini 

Faraz qilaylik, bizga yuklarni optimal joylashtirish masala13ri 
berilgan bo'bin, Bu vaqtgacha bunday masalalami yechganda har 
bi1' ishlab chiqarilgan mahsulot maksimal bo'lishi llchull ishlab 
chiqarish xarajatlarini o'zgarmas deb hisoblagan edik. Bundan keyin 
bu xarajatlarni o'zgaruvchi (o'zgamlas emas) deb qaraymiz. lshlab 
chiqarish xarajatlari ishlab clliqarilgan mahsulotlar hujmiga 
proporsional emas. ls11130 chiqarilgan mal1sulotlar hajmi Xi -korxona 
uchun Xi' korxona xarajatlari esa f;V<J funksiyaga teng bo'ladi. 
lshlab chiqarish quvvati esa har xiI bo'!ishi mumkin (butun sonIi. 
kasr sonli VCl h,k.). 

Natijada ushbu iqtisodiy masala kelib chiqadi. 
Quyidagi shartlar bajarilganda: 

1. Xi ~ 0 (musbat miqdorda mahsulotlar tashilgan); 

m 

2. Xi = I Xii (ishlab chiqarilgan mahsulotlar to'la iste'mol-
- .i=! . 

chilarga ye.tkazilgan); 

n 

3. LXii = B,j=l 111 (bar bir iste'molchi eng kamida ozining 
i=1 

talabini qondimvcru mal~"ulotlar hajmini oladi): 

n n 

F(x) = I.!i(.:(;)+ I Cij (Xli) F(x) funksiyaning minimumim 
i=1 ;=1 

lOping. 
}~x) maqsad fUl1ksiya va yuqoridagi shartlardan birortasi 

chiziqsiz bo'lsa, bunday masalalar chiziqsiz programmalashtirish 
masalalariga kiradi. 



Shunday qihb, chiziqsiz programmalashtirishning masalasi 
ta'rifilli quyidagicha yozish mumkin: 

Quyidagi shartlar bajarilganda 

/

q;(XL' X 2""'X,,) <= b.i'(i = 1,k) 

q }XI'X2""'Xn) <= b/(j = k + I,m) 
(7. J) 

F(X) = /(XI ,X2,""Xn ) (7.2) 

FC·y) funksiyaning maksimum (minimum) qiymatini toping. 
Bunda fva qj n - o'zgaruvchili funksiyalar, hj - berilgan sonlar, 
{:2:, $,=} belgilnrdan masalaning shartiga ko'ra fuqat bittasi bo'ladi 
va shu bilan bir qatorda, turli munosabatJarga turli belgilar mos 
bo'lishi mumkin. 

(7.1) va (7.2) shartlarda chegaraviy sharilar qatnashmasa, u 
vaqtda bu masalaga shartsiz optimallashtirish masalasi deyiiadi. 
Chegaraviy shartlar (7.1) shartga kiritilgan bo'lishi mumkin yoki 
bo'lmasa (7.1), (7.2) masaJa quyidagicha berilgan bo'lishi mumkin: 

q/XI'X1'''''X):'; bi,(i = l.m); 

Xi ~ O. (j = 1,n); 

F(x)=j(x
j

, x2"'" x) ~ max(min) 

(7.3) 

(7.4) 

(7.5) 

Noma'lumJarning manfiy emaslik shartj (7.4) qatnashmagan 
rnasalalarga, bu shartlarni osonlik bilan kiritish murnkin. 

Efl EvkJid Llzosida (7.1) sistema masalaning mllmkin bo'lgan 
yechimlari sohasini ifodalaydi. 

Agar (7. I), (7.2) masalaning mumkin bo'lgan yechirnlari sohasi 
aniqbngan bo'Jsa. u vaqtda bu sohaning cng yuqori (eng chetki) 
yoki bo'lmasa cng quyi nuqtalari l(x

l
, x~, ... , x)=R giperbolik 

sirtning (sath tekisligining) o'lgan nuqtalariga mos keindi. 
Ru nuqtalar yechimlar sohasini chegara nuqtalarida yoki 

bo'lmasa sohaning ichki nuqtaJarida ham joylashgan bO'lishi 
mumkin. 

Chiziqsiz prograrnmalashtirish masaJaiarining gcolllctrik talqini 
quyidagi bo.'>qichlanlan ibOl'at: 
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l. (7.1) 111:;5alaning mumkin bo'lgan yechimlar 50h3Si aniqlanadi 
(agar bu y~chil11lar SOh<15i bo'sh to'plamni tashkil qilsa, u vaqtda 
masala yechimga ega emas). 

2. f(x 1, x2"'" x)= R giperbolik sirt chiziladi. 
3. Eng yuqori V3 eng quyi giperbolik sath sirti aniqlanadi yoki 

bo'hnasa j{xl' x2' ... , x,,) }uqoridan (quyidan) chegaralanmagani 
aniqlanadi (bu holda masala yechimga ega emas). 

4. Giperbohk sath tekisligi o'tgan eng chetki, eng quyi urinib 
o'tgan nuqta aniqlanadi va bu nuqtada F(x)=.f(xl' x], ... , x) qiymati 
aniqlanadi. 

7.1-masala. Quyidagi sluutlar 

bajarilganda 

2xl + 3x2 $ 24( 
Xl + 2x2 $15 

3xl + 2x2 $ 24 
x2 $ 4 

Xl,X2 ;::: 0 

Rx)=x ·-x 2 +6x \, .1 1 • , 

fllnksiyaning maksimum qiymatini toping. 

(7.6) 

(7.7) 

(7.8) 

Yechish. 01din (7,6) sistemaning aniqlanish sohasi topiladi 0.1-
chizma). nu sistemaning mllmkin bo'lgan yechimlari sohasi OABe 
ko'pburchak bo'ladi. DARe ko'pburchakning qaysi nuqtasida (7.8) 
funksiya maksimum qiymat qabul qilishini izlaymiz. Buning uchun 
.F=k= X

2
-X,2 +6x

1 
sath egri chizig'idagi k ga qiymatlar berib 

chizamiz va (7,8) egri chiziq puraboladan ibOl'at bo'lib, k ga o'sib 
borish tartibida qiymatlarni: 9,10,11,13 bersak, bu parabola OX 
o'qidan borgan say in yuqoriga ko'tariladi. Natijada OARe 
ko'pburchagining D nuqtasida urinadi. Demak, D nuqtada }""'(x) 
funksiya maksimum qiymatga ega bo'ladl: 

lx - /+6x = 13 
2 I J 

X
2 

= 4 

Bu sistemani yt,'chib, D nuqta topiladi D(3,4); 
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FDmox;'FDmax =X 2 - X~ +6x 1= 4-9+6·3 = 13 

X, A 
BL 

>.! .' 
iz}\ '1'+"'-"4 
ll l-'. ..", .:.x,-... 

I ... I ... , \/ 
10 ~' \ "" -'-1,' =24 I ,," I . , "2 
9(:< F=13 
8-1. / \ /F= 11 
71."'>.1 \ r /F= 10 
··r· H iI 1:'''-... \! I r' 
·'6 rh,-\ ""'·.., .. >ff IF= 9 
5 \ \ \ ,,,ifN 

t .", /-" A ~ \ \ \ \ D/ r· '. 

4;T?'\"-\\'7/::'7frrf~r.:...,,,, -~ XI +2.\:, = 15 
I:. \ \ ./.1 i ""\ "'''":::" ... ~-...-.. .... (./ • 

2 ,. '\ '-' / / \ ....... "-.... , 

__ '1. 1_,1 i:-'_J.~':~~~:~(~;.;:"".I-~}f-L;~~~I'~~I:'~':~~"~"'"-"<~ 
-2--10: 1 2 :t 4 5 6 7 8\9 10 1112/'131415/' x, 

--I f ,.. \ 
--2 
-3 7. , -chivna. 

7.2-masala. Quyidagi shartJar 

bajarilganda 

3x I + 2X2 S; 7] 
tOx 1 - X 2 S; 8 ) 

-18xl + 4.0 S; 12 

x,'Xj?:O 

F(xl'x)=(x,-3)1 +(x2-4)2 
funksiyaning maksirnum va minimum qiymatlarini toping. 

(7.9) 

(7.10) 

Yecbish: (7.9) - (7.10) masalaning mumkin bo')gan yechimlari 
sohasi ABC uchburcbakdan iborat. Maqsad funksiyani 11.'YI,x)=k 
deb olsak, 

(x l-3)2 +(x2-4)2=k aylana hosil bo'ladi. 

Bu aylananing markazi £(3,4) nuqtada bo'lib, radiusi R= Jk 
teng. 
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Agar k ga qiymatlar bersak, F(x,.x) Cunksiyaning qiymatlari k 
o'sganda o'sadi (k kamaysa F(xl' x:!) kamayadi) va D nuqtada 
maqsad tlmksiya yechimlari sohasi ARC l1chburchakka urinib. 
urinish lluqtasida minimal qiymatga t~ga bo'ladi. D nuqta 
koordinatalarini topish uchun quyidagi to'g'ri chiziqlarning burchak 
kocffitsemlarining tengligidan foydalaniladi: 

Hb:;,-x~=8 va ayJanaga D nuqtada o'tkazilgan urinma to'g'ri 
chiziq 

2(x. - J)+2(x
2
-4) x~ =0. • 1 _ 

Bundan 

x~ =-{x -2)/(x -4) 
~ \, • 2 

x2= l.OxI +8, k=10, x2 =k-lO bo'lgalli uchun quyidagi sistemalli 
yechib, 

j x + x = 43 
I 2 ' 

IOx , - X 2 = 8. 

E( x ~'x: ) nuqtaning koordillatalari topiladi: 

x;=123/101, x;= 422/101 . 

Shunday qilib. Fmin =(123/10 1-3)2-l-( 422/101-4 )"= 324/ 

24 
lOI=3 lOi · 

7.2-chizmadan ko'rinib turibdiki, agar (7.10) aylana radiusi k 
rung qiymatlarini oshirib borilsa, U C nuqtada maksimum qiymatga 
ega bo'ladi. 

C nuqtaning koordinatalalini topish uchun quyidagi sistemani 
yechamiz: 

{IO 
- = 8 XI X 2 ' 

-18x , +4x
2 
= 12. 

Natijada x
j
=2 ; x,=12 optimal yechim bo'ladi, va 
F

max
=f(2,12)=(2-1)2+(12-4)2=65. 

Demak, Fm,\},. =65 maqsad funksiyaning maksimal qiymatidir. 
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x, t 
-0. t- lOx1-x.:=8 

12 i- ... .11- -18x +-4x,=12 

111- ~"... I -' .. C 10 t. ____ -__ (x - 3)2+(X -4)b65 
9-r' _--.. ---"'/ I ' 2 8.Y--', .~ "-

\

' 7 f- ----.,. '\. '\ 

, ~~l J .",_. " '\ \\\ 
4.~H[ • £\ ) ,~ 
1 \"\ }-" • ~ I . 
lL\lA '-·_-·· (XI-3)2+(X2-4)2=324/101 

~=2~~1~~;~:;-7'9Ioi'i1----" 
1-11 i \ 
I-'Li \ 
. '- '" I \ 

/-3 I"} \ ff , \' ,·~tI 7.2-chizma. 
I 
i'~ 

7.3-masala. Quyidagi shartlar 

bajarilganda 

Xl'X2 ~ 3, } 

xl + x~ s 36. 

Xl'X2 20 

(7.11 ) 

(7.12) 

F(xpx) = 12x:+4x2 (7.13) 
,Hxpx}> funksiyaning maksimum qiymatini toping. 

Yechish. BlI masalaning aniqlanish sohasi 7.3- chizmada 
ko'rsatilgan. Chizmadan ko'rimb turibdiki, maqsad funksiya maksi­
mum qiymatga, to'g'li chiziq aylanaga uringall E nuqtada erishadi. 
E nuqtalling koordinatalarilli top ish uchun 12x1+4x2=k va 

xf + x~ = 36 aylallaga o'tkazilgall urinma to'g'ri chiziqlarllillg bur­

chak koeffitsientlari tengligidan foydalaniladi. Aylallaning tengla­
masidan x2 ni XI ga nisbatan oshkormas funksiya deb olib 
differensiallansa, quyidagi hosH bo'ladi: 

, xI 
2x

1
+2x..· X'2 =0. bundan X2= -- =r=-3. 
L' X2 
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x, ~ 
'i 

g/' I '< I \ x1x,'"A '1 I. -" 1 ,\ 
\6 j- \>, ,,\~ + ,\i = 25 
.>L .. _\X 

\ '(!"7r:7~' 
{ " 1"",'./i:'."~:. E 

4 i,-\ \/;~ /;~ c 
~ \ \/ll!/,!!\, 3x +4.\,='25 
I ' ." .f.'l/. '"11 f i)', I .. 
;. \\1 "'J'//:'/liJ'r ," ') \ \.' ,-///.':/; i/' " 

... :' <..:.· .. ~/////ill//A " 
". \, ""-v.L!.f!./'/!I. -,~ 
\ \ -,-._-. --'-t-' -.--
• .. \" I o 1~""<-----;-"-\---4'T6-~8""\ I 

""' \. .. 7.J-chi'(/tIa. 

Demak, urinma to'g'ri chiziqning tenglamasi 2x
l
-6x

2
=0 yoki 

x
l
-3x2=O bo'ladi. Shunday qHib, E lluqtaning koordinatalarini topish 

uchun quyidagi sisternani yechamiz: 

{

2XI-6X2 = 0, JX 1 = 3x 2' 

xl + xi = 36. :::::} 19xi + xi = 36. lx, I = 3x 2' 

=}. 6 
XJ =±-=. 
- JlO 

Demak, 

18 • 6 
XI =JJO' X2 = JIO' optimal yechim bo'lib, 

182 62 

F = - + - = 36 teng. 
max 10 10 

TopshiriqJar 
Cbiziqsiz programmaJashtirish masalalarini yeching (7.4-7.5). 
7.4-masala. Quyidagi shartlarda 

Xl' X2 ~ 4, I 
xl + xi ~ 25. 

Xl'X2 ~ o. 
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F(.\"l'x
2
)=3x, +4x

2 
funksiyaning maksimum qiymatini toping. 

7.5-masala. Quyidagi shartlarda 

6Xl+4x2~12, I 
2Xl + 3X2 ~ 24, 

-3Xl+4x2~12. 

Xl'X2~O. 

f1.x"X1)=X[X1 funksiyaning maksimum qiymatini toping. 

2-§. Lagranjning ko'paytmalar usuli 

Faraz qilaylik, bizga (7.1), (7.2) masalalar berilgan bo'lsin va 
sistema (7.l)da faqat tenglamalar qatnashsin (nomanfiylik sharti 
qatnashsill). Shu bilan bir qatorda }(xl'x2 , ... x) fl.lnksiya va ulardan 
olingan xuslIsiy hosilalari bilan birga uzluksiz bo'lsin, ya'ni 

gi (X1,X2, .. ·x)= Ii'i = I,n (7.14) 
tenglamalar sistemasini qalloatlantiruvchi va 

P(x)=j(x"x2, ... x) (7.15) 

funksiyaga maksimum (minimum) qiymat topilsin (x"x
2

' ... x,). 
Bllnda yechimlaming to'plamini topamiz. Matematik analizda 
(7.14), (7.15) masalaga shartli ekstremuill yoki optimallashtirishning 
klassik masalasi deyiladi. Bll m3salani yechish uchun F(X) 
fUllksiyaga }'j ),c'''' ,A" o'zgaruvchilar kiritiladi. Bu o'zgaruvchllarga 
Lagranj ko'paytuvchilmi deb aytiladi. Shunday qilib, yuqoridagilarga 
asosan Lagranj funksiyasini tuzamiz. 

E(Xt ,X2, ... ,Xn,A!,A2 , ... Am) = I(x! ,x2,""xll ) + 
m 

+ LA.; [6; - q'(XI ,X2, ... ,Xn)] 
i=l 

(7.16) 

Lagranj funksiyasidan quyidagi xuslIsiy hosilalar olinadi. 

dE dF dE dE dE dE :--_. , ~-.- -- , .... . ----- va -;:'-'- ,---- -, ... , -_. --
ax! aX2 . dXm ClA! dA2 dAm (7.17) 

va quyidagi n+m noma'lumli n+m tenglamalar sistemasini 
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aF = at _ i)i ogi = o,(j:=: Lm); 
ox} OXi ;=1 OX, 

() F (x x ) = O(i = 1, m), -=flj-g; XI' 2, ... , 11 
dA; 

(7.18) 

va x 1,x"""xl1 , A1,A2,."A" yechimlar topiladi. 
(7.1.8) si~temani~g har qanday yechimlari shunday A(xl'xr""x,) 

lluqtaru alllqlaydlkl, bu nuqtada j(Xl'x2,,,, ,x,,) maqsad funksiya 
ekstremumga ega bo'lishi mumkin. Shunday qilib, (7.18) 
sistemaning yechirnlarida (7.15) funksiya ekstremal qiymatlarga 
ega bo'lishi mumldn. Keyingi tekshirish1ar shartsiz eksrrernum1arni 
tek'lhirish kabi olib boriLadi. 

Demak, (7.14), (7.15) masalalarni Lagranjning ko'paytmabr 
usuli bilan ekstremaJ nuqtalarni topish quyidagi hollarni O'Z ichiga 
oladi: 

1. Lagranj funksiyasi tuziladi. 
2. Lagranj funksiyasidan Xi va Ai bO'yicha xususiy hosilalar 

olinib, nolga tenglashtiriladi. 
3. (7.IS) sistemani yechib f(xl'x2, ... ,x) maqsad fun ksiya 

ekstremumga ega bo'Lishi murnkin bo'lgan nuqtalari topiladi. 
4. Ekstremumga bo'lishj mumkin bo'lgall nuqtalar ichidan 

ekstremumga ega bo'lgan nuqtalarni topib, maqsadli funksiyaning 
bu nuqta1ardagi qiymati hisoblanadi. 

7.6-masala. Ishlab chiqarish korxonasining rc.iasi bo'yicha 180 
ta buyum chiqarilishi mo'ljallangan. Bu buyumlarni ishlab chiqarish 
uchun ikki xiI texnologik jarayon ishJatiladi. Birinchi texllologik 
usulni qo'llab Xl dona buyumlarni tayyorlaganda, xarajatlar 4xI +x/ 
so'mni, ikki nchi xil jarayon x

2 
dona buyumlami tayyorlaganda esa 

xarajatlar 8x
2 
+x/ so'mni tashkil etadi. Korxona rejasini shunday 

tuzingkj, ikki xil usul bilan ishlab chiqarish buyumlariga ketgan 
xarajatlar minimal bo'lsin. 

Yechish. Masalaning sharti bo'yicha F(x)=4x! +X I
2+8x2 -I-x/ 

funksiyaning minimal qiymatini x l+x2=180, xJzO, x2zO shartlar 
bajarilganda topish kerak, ya'ni 

x
1
+x

2
=180, (7,19) 
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XI~O, X2~O 

shartlar bajarilganda 

F(x)=4xl+XI2+8x2+X21=(Xl+2)2+(X2+4)2-20~min. 

Funksyaning minimum qiymatini top ish kerak. 

(7.20) 

(7.21) 

Oldin masalani geometrik u8ulni qo'llab yechamiz. (7.21) 
funksiya, markazi (-2;-4) nuqtada bo'lgan aylanadan iborat. Bu 
masalaning mumkin bo'lgan yechimlar sohasi xJ +x1= 180 to'g'd 
chiziq tashkil qilgan AB kesma ustidajoylashgan bo'lib, (7.4 chizma) 
s3th chizig'ining markazi E(-2;-4) nuqtada joyJashgan aylanadan 
iborat. 

Ushbu 
(XI +2)2+(x2 +4)bS (7.22) 

ayiananing Xl +X
2 
= 180 to 'g'ri chiziqqa uringan D nuqtada maqsad 

funksiya F(x) minimum qiymatga ega bo'ladi. 
(7.22) tengiamadagi S ga qiymatiar berib borilsa, aylana 

XI +.x2= 180 to'g'ri chiziqqa D lluqtada minadi. 

x, ~ 
I 

"'~ 
l'''' ... !-~ "-

.. """:" k,. "", ! .... ''' .... ~~ 

.J "" ,', '" ''-J! . "'...... ..... " ·"t. '....... ~.\...... '\.., 
1 ""''- "",\ '\ \~ .. xj +x,=180 
1".,\\" 
! \\ \\\'-, . \\\. "D. o L---·--\---\·-t-\-----~'\.--,c;.,;1 

7.4 chizma 

Aylanaga D nuqtada o'tkazilgan urinma chiziqning burchak 
koeffitsienti AB to'g'ri chiziqning burchak koeffitsientiga teng bo'lib, 
k=-1 teng. 
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Agar aylananing tcnglamasidagi x) ni oshkormas funksiya deb, 
XI argument bo'yicha hosila olsak, ql.iyidagi hosil bo'ladi. 

. . 2+ XI 
4+2xl+8x21+2x2X21=0 yokl X2

1=-- 4+ Xl 

Yuqoridagilarga asosan k=x~ 1 =-1. 

2+Xl 
Demak,- 4+X2 =-1 yoki xl-x)=2. 

D nuqtaning koordinatalarini top ish uchun quyidagi sistemanj 
yechamiz: 

fXI-X2 =2, =:}]X1 =91, 
1xl + X2 = 180 lX2 = 89. 

Bu yerdan optimal yechim x, *=91, x2 *=89 ga teng. Shunday 
qilib birinchi xiI texnologik jarayon bilan xt=91, ikkinchi 
texnologik jarayon bilan x

2 
*=89 dona buyum ishlab chiqarilganda 

maqsad funksiya eng kam qiymat qabul qiladi va xarajatlar 
F. =4·9J+912+8·89+892=17278 so'mni tashkil etadi. 
~n . 

Endi (7.19)-(7.21) masala Lagranjning ko'paytmalar usulini 
qo'llab yechiladi. 

Buning uchun oldin Lagranj funksiyasini tuzamiz: 

F(x] ,x
2
,1-)=4x( +x[2+8x

2 
+x

2 
2+1-( 180-xj-x). 

Endi xl' x
2
' I- bo'yicha xususiy hosilalar topiladi va xususiy 

hosilalar nolga tenglashtiriladi: 

aF = 4 + 2xI - A. = 0, ax, 
aF = 8 + 2x2 - A = 0, 
aX2 

aF = 180-x, -X2 = 0. 
a'A 

(7.23) 

Sistemadagi birinchi va ikkinchi tenglamalardan I- 11i topib 
tenglashtirilsa quyidagi sistema hosil bo'ladi: 
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XI -Xz = 2, l 
XI + x2 = IRO·S 

Rn sistemani yechib D(x[ * ,X2 *) llllqtaning koordinatalari topiladl: 

X *=91 X' '-'=89 .' 1 ' 2 • 
Bu nuqta ekstremumga shubhali nuqta hisoblanadi. 
lkkinchi tartibli xususiy hosilalar (7.23) dan topiladL 

a2 
F . 2 ')' _ ') A = -, = (4 + xl - I\. xl --, axt . 

B = j!2p = (4 + 2XI -A)~, = 0, 
aXIOX2 • 

a2F . , 
C = -) = (8 + 2X2 -A)X2 = 2. ax,:; 

Ikki o'zgaruvchi funksiya ekstremumi haqidagi teoremaga 
asosan 

a2F 
A=-=2>0 va 

aXI 
L1 = lA BI = 12 01 = 4 > 0 

B C02 

bo'lgaru llchun D(9l;89) nuqtada F(xl'x2) minimumga ega. 
7.7 -masala. Quyidagi Shat11ar 

Xl + X2 = 2,} 
X2 + x) = 2. 

bajarilgandCl, F=-~X,X2 +X2X3 fhllksiyaning shartli ekstremumga ega 
bo'lgan nuqtasini toping. 

Yechish. Masalaning shartiga asosan Lagranj funksiyasi quyidagi 
ko'rinishga ega: 

F(x, ,X1,X3,AI'A)=xh +X2X~ +A,(X1 +x2-2)+A2(X2 +xj -2). 

Bu fllnksiyadan I-hosilalar xususiy hosilalarni olib, nolga 
tenglClshtirilsCl, quyidagi sistema hosH bo'ladi: 
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aF 
dXI = X2 + Al = 0, 

aF 
~-x dX2 - ,+ X2 + A) + A2 = 0, 

aF 
;-- = X2 + 1...-, = 0 
uX3 -' 

aF 
fJAI = XI + X2 - 2 = 0, 

aF 
dX2 = X2 + X3 - 2 = 0, 

Bu sistemadagi birinchi va lIchinchi tenglamadan A,=-X
2

, 

A2=-X2, Shuning uchun 

Xt -2X2 +X] == 0,) 
XI +X2 = 2, 

X2 + x3 = 2, _ 

Bu sistema yechHsa, x,=x
2
=x)= 1 bo'ladi. U vaqtda/=I'] + 1-1=2. 

7.8-masala. Quyidagi shartda XI + x2 =7, .f{XI' x2) =(xl-2)2+(x.\-3)2 
funksyani 0::;;x,:<;;5, OSx

1
::;; 10 sohada shartli ekstremurnini tekshiring. 

Yechish. Lagranj funksiyasini tuzamiz: 

F(Xp-"2,A)=(x i-2)2+(x2-3)2-A(3-X I,-X2)· 

F(x"x2,/.J) funksiyadan X1'x2,,,- bo'yicha xususiy hosilalarni olib, 
nolga tengiashtirilsa quyidagi sistcma hosil bo'ladi: 

aF == 2(Xt - 2) - Iv == 0, 
dX I 

~F = 2( X1 - 3) - A- = 0, 
dX2 -

~f. == Z - Xl - X2 = o. 
dA-t 
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Sistemaning birinchi va ikkinchi tenglamalaridan A, ni topib 
tenglashtirib olsak, quyidagi tenglama hosil bo'ladi; 

2(xl-2)=2(x2-3). 

BlI tenglamani sistemaning uchinchi tenglamasi bilan birgalikda 
yechilsa, 

{

2Xl - 2X2 + 2 = 0, 
X, -I- x2 -7 = O. 

:1:"1 =3 va x2=2 yechimlar topiladi. 

U vaqtda masalaning geometrik shakli chizilsa, 7.5- chizma 
hosil bo'ladi. 

Sistemaning aniqlanish sohasi OABe yopiq soha. Shuning 
lIChUll global va lokal ekstremumlar mavjud. Bog'lanish tenglamasi 
DE kesma to'rtburchak OADe ichiga joylashgan. Demak, F(xl,x) 
thnksiyaning qiymatlarini DE kesmada yotgan nuqtalarda taqqoslab 
tekshiriladi. (x

l
-2)2+(x

2
-3)2=k sath chizig'i tenglamasi bo'lib, 

markazi 0
1
(2;3) nuqtada joylashgan. 7.5-chizmadan ko'rinib turib­

dlki shartsiz ekstremumga 01(2;3) va B(5;2) nuqtalarda erishiladi: 

1\IJ min = (2 - 2)2+(3 - 3)2 = 0, le ITIax = (5 - 2)2 + (10 - 3)2 = 9 + 49 = 58. 

x, """''-
A --------.-'" B 
10 1\ 

, . 1 
~:,. I 

.; '. r 

'. i (x l-2)2-+-(xl -3)1=56 
.,/#:'ro..... I 

E" )' ""'" I 

C l""''...." D 
7 0: 5 XI 

7,S-L'hizma. 

Shu bilan birga t:/1Illill =0 ham loka!, ham global minimum 

bo'bdi. Fn=58 esa global maksimumga ega bo'Jadi. 
Agar taqat DE to'g'ri chiziq ustida yotgan nuqt~lar ko'rib 

chiqilsa, shanli global maksimllm £(0,7) nuqtada crishiladi va 
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}~II".,=(O-2)2+(7-3r=20. D llllqtaning koordinatalarini topish 
uchun llylanaga urinma chiziq tenglamasini tuzamil.: 

FI~ (Xl,x)'=.2(XI-2)+2(X2-3)X21_0, 2(.;\'·1-2)+2(x2-J)·(-l)=O, 

xcl=kDL·=-l bo'lgani lIchun 

va quyidagi sistemani yechamiz: 

xl-x2+1=O 
+ 

X +x-7=O I 2 

2x -6=0 ] 

x]=3, x}=4. 

2xl-2-2x
2 
+6=0, 

2x -2v +2=0 - 1 ''"2 

Demak, G nuqtaning koordinatalari xI=3, x}=4 bo'lib. Fr;min(3-
2)2+(4-3)1= 1 + 1 =2. Shunday qilib, G statsio11ar nllqtaning koordi­
natalari topilac1i. 

Topshiriqlar 

Quyidagi masala1arda (7.9)-(7.10) lagranj usulini qo'Uab 
statsionar nuqtalarni toping va shal1li ekstremumlarni aniqlang. 

7.9. F=x/+x/, Xl +x2=1 bo'lganda. 

7.10. F=3x]2+2x/-3x] +1, ;x}+x/=4 bo'lganda. 

3-§. Qavariq programmalashtirish masalalari 

Quyidagi sharilami 

q.(x1,x" ... x )<;.b (i =1. m) I _ n J 

x~O (i=l,n) 

F(x)=.i{x] ,x2", .xJ-tmax 

(7.24) 

(7.25) 

(7.26) 

qanoatlantimvchi chiziqsiz programmalashtirish masalasi berilgan 
bo'lsin. Bunda f va q; - x

J
,x2, ... x

lI 
o'zgaruvchilarga bog'liq 

funksiyalar. Yuqorida ko'rsatilgan masalani yechish uchun bironta 
umumiy usul yo'q. Shuning uchun f va qj funksiyaiarga har xiI 
shartlar qo'yib, chiziqsiz programmalashtirish masalalarini kerak1i 
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usullar yordamida yechish mumkin. Xususiy holda (7.26) 
thnksiyaga qavariq (botiq) funksiya, (7.25) va (7.24) qavariq soha 
shartlari b3jarilganda masalalarni yechish mumkin. Shuning UChUll 

quyidagi ayrim zamr ta'rif va teoremalarni isbotsiz keltiramiz. 
7.1-ta'rif. Agar }(xl'x1, ... x) funksiya GcE" qavariq to'plamda 

aniqb.ngan bo'lib. ixtiyoriy X1E G, -"2E G nuqtalar va Os"A~l son uchun 
j(> ... x2 +( 1-),).xJ)~X2)+(l-A.)fixl) (7.27) 

tengsizlik o'rinli bo'lsa, .f(x) funksiya pastga qavariq deyUadi. 
7.2-ta'rif. Agar fix) fllnksiya GcE" qavariq to'pLamda aniqiangan 

bo'lib, ixtiyoriy x/= G, X2E G nuqtalar va 09.~1 son uchun 
fiAxl +( l-A)XJ2~j~f(x)+( l-A)}(Xj ) (7.28) 

tengsizlik o'rinli bo'lsa, j(x) fllnksiya yuqoriga qavariq deyiJadi. 
7.3-ta'rif. Agar j(xl'x

2 
.... x,,) qavariq (botiq) funksiya bo'Jib, 

q/.'(). X=(XpX2' .. ··X) 0=1, m) qavariq bo'lsa, u vaqrda (7.24)-(7.26) 
masalaga qavariq programmalashtirish masalasi deyiladi. 

7.1-teot'cma. Qavariq programmalashtirish masalasining istalgan 
lobI maksimumi (minimumi) global maksimum (minimum) 
bo'ladi. 

7.4-ta'rif. L(x) funksiyaga (7.24)-(7.26) qavariq program­
malashtirish masalasining Lagranj funksiyasi deyiladi, bunda 

L(x)=L(."I.'"x1 •••• ,X"A[,A) . ... , A )=j(x[,x" ... ,X )+ 
• L.' I _' 111 .! n 

m 

+ L"'i [br q;(x"x2 .... ,xn )], 
;=J 

(7.29) 

\,A" ... , A/i/ --- l.agra~j kO'paytuvchilari. 
7 5 - • 'f '. ')-' -n .. I1 a 1 0 1 I) - 0) t L .' . -ta fl • (x". \, - ~'\I '-~1 ,,,,,xl/ ' 1\.1 ,1\.2 ' ... , Alii nuq a agranJ 

funksiyasining egar nuq1asi deyiladi, agar barcha x;?,O U= L, m) va 
1 '''C) ('= I .) I·· I L(· 1 (I ') 0 ' 0) < 
fl.. t'"- t, In ar ue 1un X"X2, ... 'XI1' {cl.' "'1' ... , AM _ 
L( ." 0 . fJ ' II ') if 1 tl)c L( ;; 0 r, 'A 1 ') .) 1)()'lsa 

XI '~'(2 ~"'~-\II ' AI '/\'2' ... ,A
'
!1":::: Xl ,.X2 '···'1"X'1l' '1,1'...2" •.• ., f\.;1-"l _ 1(. 

Qavariq funksiyalarning ayrim xossalari va teoremalar isbotsiz 
keltiriladi: 

1. G qavariq to' plamda j{.\'l'x1, ... x) funksiya pastga qavariq 
bo'lsa, ixtiyoriy haqiqiy b son UChUll f(.'()5.b, x=--=(x

1
,x

2
, .. __ \,) 

tcngsizlikni qanoatlantirnvchi nuqtalar to'plami qavariq bo'ladi. 
2. G qavariq to'pbmda !C'(i'x2, ... x,) funksiya yuqoriga qavariq 

bo'lsa, b ixtiyoriy son bo'lganda /i.xl ,xc, ... x,)Sh tengsizlikni qanoat­
Jantinlvchi nuqtalar to'plami qav,uiq bo"ladi, 
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3. lkkila Cl va G2 qavariq to'plamning kesishmasi ham qavariq 
w'plam bo'lganIigi sababli: G qavariq to'plamda aniqlnngan 
q/"I'f...2,···, I.,') (i= I, m) funksiyalar past (yuqori)ga qavariq bo'lib. 
b; (1= 1. m) ixtiyoriy sonlar bo'lganda 

q/xp x2,···,xnJs.b; (q/x!'x2,···,x",)sb), 0=1, m), 
tengsizlikhu sistcmasini qanoatlantinlvchi Duqtalar to'plami past 
(yuqori)ga qavariq to'plam bo'ladi (1- V[I 2- xossalarga 3S0San). 

4. G qavariq to'plamda aniqlangan !;fx"x
2

, ••• ,x) U=l, nz) 
fllnksiya past (YlIqori)ga qavariq bo'lsa, ularning nomanfiy chiziqli 
kombinatsiyasidan ibm'at bo'Jgan 

111 

q(XI'X2""'X)= I, A. q (xl'x1"",x.) (7.30) 
;=1 I' ... If, 

funksiya ham past (yuqori)ga qavariq bo'ladi. 
5. G qavariq to'plamda aniqlallgan j{Xl'x2, ... ,x,) funksiya past 

(Y1.1qori)ga qavariq ho'lishi 1.1chun 1I o'z ichiga olgan n0111a'I1.1m­
laming ixtiyoriy bid bo'yicha, qolganlarining belgilab olgan (misol 

lIc1111n x~:~x;,x;, ... ,X,; ) qiymatiarida, past (yuqori)ga qavariq bo'lishi 

zamr va yetarlidir. 
6. Agar fi(xi'x2, ... ,x), U= 1, n) funksiyalar G qavariq to'plamda 

aniqlangan qavariq funksiyalar bo'lsa, f(x l ,x2 , ••. ,x,)=max 
.t;(xl'x

2
, ... ,x) (l::;i::;m) funksiya ham qavariq bo'ladi. Agar kamida 

bitta x E G nllqtada q,(x»b; (1= 1, m) tengsizlik, ya'ni Sleyter sharti 
bajarilsa, 1I vaqtda quyidagi teorema o'rinli bo'ladi. (Kun -- TDkker 
teorem<:1si) . 

7.2-teorema. x=(x/,xzo, ... ,xlI°);:o-O nuqta 0.23) - (7.25) 
masalaning optimal yechimi bo'lishi uchun bu nuqtada 

aLe 0 0 .0 ~ 0 ~ 0 ' 0 ) 
XI ,x2 ",Xn ,11.1,11.2, ... Am :::; 0, 

aXj . (7.31) 

o dL(xr,xr··x~) = 0, iJsO, 
x· ~ J 

J ox) 
(7.32) 

o 0 O~O~O ~O) iJL(Xl' Xi ... xn ' 11.1 , r'2, ... 'l!L ;::: 0, 
d')..) . 

(7.33) 
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A~aL(xp,x~ ... x~,A?,A~, ... A~) ==0 A') ~o 
I aA. ' I 

J 

(;=1, rn, j=l, m) 

shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir. 

7.11-masala. Quydagi shaltl arda 

x, + 2X2 ::; 8, } 
2x, - X2 ::; L2. 

X,20, X2~O 

j(X1 ,x)=2xl +4x2-XI
2-2x2 

2 

1 funksiyaning maksimum qiymatini toping. 

(7.34) 

(7.35) 

(7.36) 

(7.37) 

Yecbish. I(xl'x?) funksiya botiq funksiya, chllnki I1 
(XI ,x)=2xl +4x2 chiziqli funksiyaiar yig'indisidan ibOl"at (shllning 
uchun uni botiq funksiya sifatida ko'rish mumkin) va /;=-x,2-2x/ 
funksiya esa mallfiy aniqlangan funksiya bo'lib, botiq qavariq 
hisoblanadi. (7.35) sistema esa chiziqli tengsizliklar sistemasidan 
iborat. 

Demak, Kun-Takker teoremasidan foydalan...:;a bo'Jadi. 
Boshlab Lagranj funksiyasi tuziladi. 

L=2xJ +4x2-_\/-2x/+)" (8-x,-2xZ>+A2( 12-2xl+.x)· 

Lagranj funksiyasi L(XI,X~,AI,A2) ga (7.31) - (7.34) shaJ11arni 
qo'llansa, quyidagilar hosil bo'Jadi. 

dL == 2 - 2x, - AI - 2A2 ::; 0, 
dXI 

aL = 4 - 4X2 - 2A, + A2 ::; 0, 
i-Jx2 

a L = 8 _ x, - 2x2 :?: 0, 
OA-J 

i:J[ = 12-2XJ +A2 2 O. 
in"2 
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va 

aL 
,X'I - = XI (2 - 2xI - Al - 2Ic2 = 0, 

aX1 

fJL 
X2 - = x2(4 -4.\"2 -D .. ) + 1..2 = 0, 

aX2 

aL 
AI -,- = AI(S -xI -1x2) = 0, 

al.) 

~\2 aL = "'2(12-2x\ +x2) = 0, 
0"2 

X)20, X220, /'120, ~\2::0, 

(7,39) 

(7.40) 

(7,38) sistemani quyid(lgi ko'dnishda yozib olamiz: 

2XI + Al + 2Ic2 2 2, 
4X2 + 2).\ - 1..2 ?: 4, 

XI +2X2 ~ 8, 
2X1 - X2 $12. 

(7.41) 

(7.42) sistemaga qa'shimcha musbat bazisli o'zgaruvchilar kiritib, 
quyidagi sistemani hasil qilamiz (° 1, il2'~' ~): 

2XI + A: +.21.2 -~I =.2,! 
4X2 +21.1 -/..2 -1'}2 =4, 

Xl + 2X2 + W1 = 8, 

2X\-X2 +W2 =J2' j 

(7.42) 

X;20, X220, /..]20, /..220, V,20, V220,W,20,W220. (7.43) 

(7.42) tenglikni hisobga olib, quyidagini yozib olish mumkin: 

"\X\=O, {t2X2=O, W)I.\=O, W2/..2=0. (7.44) 

Agar (7.42) sistemaning bazisli yechimJarini (7.44) shartlmini 
hisobga olib yechsak, Lagranj funksiyasining egarli tluqtasi tOpilad:i 
va shu bilan masalaning optimal yechimi aniqianadL (7.42) 
sistemaning bazisli yechimlarini top ish uchun chiziqli program­
malashtirishning sun'iy bazis usulidan foydalaniladi. 
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Ru usuJdan foydalanish uchun sistemadagi birinchi va ikkinchi 
tenglamalarga qo'shimcha ZI 'la Z'l musbat o'zgamvchilar kiritib, 
chiziqIi programmaiashtirishning quyi.dagi masalasiga keltiriladi: 

2Xl + Al + 2A2 -1'}L + ZL = 2, 1 
4X2 -+- 2)'1 - A2 -1't2 + Z2 = 4, 

Xl + 2X2 + 1f'i = 8, I 
2xl - X2 + W1 = 12. . 

f =-,'h-M":' -~max ~ "I· "'2 

(7.45) 

(7.46) 

X120, X2~0, I'I~O, A~~O, ~~O, Jt;20, ZLZO, ~~O 

(7.45) - (7.47) masalani yechish paytida hamma vaqt 
shartni hisobga olib sistemaning (7.45) yechimi topiladi. 

(7.47) 

(7.44) 

7.1- jlldval 

0 0 0 0 0 0 0 0 -M -1\1 
N.:! Bazis S. R. 

x, Xl 
"" "" 

v, V W, Vo.
f 
~ Z Zo , 

I 1. -M 2 2 0 ] 2 -.1 0 0 n 1. n 
2 Z2 --M 4 0 4 2 -1 0 -I 0 0 0 1 
3 \\'1 0 

8 11 2 I) 0 0 0 J 0 0 0 
4 w: 0 12 2 -I 0 0 0 0 0 I 0 0 
<: o 0 0 I) 0 0 0 01 0 0 0 .) 

6 -=-61-2 -4 -3 -I J I o I () () I) 

7.2- Jadval 

[ ... 1 BaDs I ~" I ~ w °1 ~, I ~, 1°1 ° I O~ , x, X2 V 1 ;""1 

o I-lVII-M 
V , Wj I Z, l1 

2 2 
1 0 

(, J 

1 I 2 
'/1 1-1/4 
0- , ' / , 

1 
o () I 0 I 

00(1 
o 
'f 
1.\ 

-1/2 

I 
2 
3 
cl 

z, 
z) 
\V

2 

\V~ 
, I 
'i 4 

o 5 '1 
') 

-114 
o 

--I 
o 
o 
o 
o 

1/4 
'I , 1 

1 I (f 0 

t ll~J f~ 
L..-L.--""-----L_...I.---''----'-_...I.-_-L.-lli~ _~ ~.~ 

-M 
o 
o 
o 

IJ 2 
o 0 

o 
I 
o 
o 
() 

1 

o 
6 -2 I --2 I --0 I -I I -2 
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7_.1- jadval 

0 0 0 0 0 0 0 0 -M -M 
N!! Bms S,' R'J xJ X. A

J 
A, I' V W w, Zj z, 

- 1--. 2 - I I I ,-

1 z! U 1 1 0 J/2 1 -- 0 () [I 1/2 0 
2 z, 0 1 0 1 0 0 1/2 0 0 () 0 0 
:' w, () 5 0 0 0 0 0 0 1 0 0 o I 

4 ''''"2 () It () 0 0 0 0 0 0 

o I' ~ I II () 0 0 0 () 0 0 o () 0 
0 J 

bu jadvulga asosan yechim quyidagilarga teng :\}= 1, x
2
0= 1, w

1 
=5; 

w2=lL ')'1 0=/1./ = V j = V2=O. 
Yuqoridagilarga asosan 
v flv =(1 ... 0., =0 -1 0,,, =0 A' °1" =() (X' 1 )=( I 1 0 0) qtr -'-I 1 J, .'\-2-'2 ,1\]"1 ' 2 -.2 ' -1l'1\1) ," nu Cl 

(7.24) - (7.26) mHsalaga tuzilgan Lagranj funksiyasi UChUll nuqtasi 
ho'ladi. 

Demak, x[= L x2=2 (7.24) - (7.26, masalaning optimal qiymati 
F =2-1+4·1--1-2=3 ga teng. 

111:1.'\ 

7 .12~masala. Kun-Takker shartlaridan foydaianib, A.~=(I ;0) 
lluqta quyidagi chiziqsiz programmaiashtitish masaiasining yechimi 
ekanligini ko'rsating. 

4X1 + 5X2 :5 8,1 
2Xj + X2 :5 4. J 
Xl;:: O,X2 ;:: O. 

F =j(X)=Xj2-2Xt + 3.-.:,2. 
nUt) -

Yecbish. AU=(1,O) nuqtada Sleyter shartiari bajariladi (shartlar 
qat'iy tengsizlikka aylanadi). Demak, bu holda 1.0= 1 deb qabul 
qilish mumkin. 

Yuqoridagi asosiy masala shartlariga asoslanib, Lagranj 
funksiyasi tuziladi: 

L(xj,x2, Aj)'2)=Xj2_2xl+3x/-I'j(8-4x\--5x)-/,i4-2xi-x), 

X;;::O, i=1.2, A;ZO, i=1,2. 

Kun-Taller shartlarining bajarilishi tekshirib chiqilsa: 
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aL(X?, x~ ,Ai ,A~) = (2X] _ 2 + 41..] + 2I..2 )xo ~ 0, 
oX] 

aL(Xo,Ao) = (6X
2 

+ 51..
1 

+ ~'2)Xo ~ 0, 
aX2 

oL(X?, Xo) = (4X
I 
+ 5X

2 
_ 8)Xo = -4 < 0, 

al.,l 

\,() /co) () 0 
aL(.'!.]"2 =(2XI+X2- 4)X =-2<, 

aA, 

dL(X(;:AO) .X? =O,dL(XO,AO) xf =0, XI,X2 e:O, 
ux] OX2 

vD ~o) 0 () aLe'!. ,!'. . Ail = 0 ~ (-4) . 0-4 Al = , 
aAoTl 

I) 0 0 
iJL(X2 • X ) .)vi = 0 ~ (-2)A~ ~ 0 ~ 1..2 = 0, 

a').'2 

Shunday qilib, (xl, AO)=(1.0;O;0) nuqta Kun-Takker teorema­
sitting hamma shanlarini qanoatlantiradi. Demak. (xV, ",0)=( 1,0;0;0) 
nuqta Lagranj funksiya<;ining egar nuqtasi bo'ladi. Shuning llchun 
Jojl (LO) nuqta dastlabki berilgan chiziqsiz progranmlalashtirish 
masalasining yechimi topiladi va f

mill
= 12-2, 1 + lO=-, 1 ga teng. 

TopshidqJar 
7. J3-masaJa. Kun-Takker teoremasining shartlaridan t'oy­

dalanib, xJ(O,8; 0,4) nuqtaning quyidagi qavariq usullari masalaning 
yechirni ekanligini ko'rsating: 

2.XI + X2 ~ 2,) 
2Xl + x2 :s; 8, 

Xl +X2 :s; 6. 

Xl ~ 0,X2 2 O . 

. ~nu\ =.~ (XI'X2)=-XI
2-X2 

2 
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Quyidagi qavariq programmalashtirish masalaini yeching. 
7.14-masala. 

XI +2X2 ::;; 12,} 
3xI + X2 ::;; 15, 

xI ZO,X2 ~O . 

.f{xl'X)= XI +4x2+xlxl-2xI2_2.x}-7nlax 

4-§. Kvadratik programmalashtirish masalalari 

Kvadratik programmalashtirish masalasi qavariq program­
malasbtirisb masalasiJ1ing xususiy bir holidir. Faqat uning mate­
matik modelidagi chegaraviy shartlar chiziqJj renglama va tcngsizlik­
lardan, maqsad funksiyasi esa umumiy hoJda chiziqJi kvadratik 
formalarning yig'indisidan ibOl'at bo'ladi: 

n 
.2,uijXj {::;;,=,~}bi,. i = I,m (7.48) 
;=1 

Xj ~ 0, j = l,n (7.49) 

11 

j{x)=.2, CjXj +d'r~12+dJ?Xlx/r , .. d .XL ,--"7max (min), (7.50) 
j=.l - IM nr. 

(7.48) - (7.50) kvadratik programmalashtirish masalalarin i 
yechish uchun ayrirn zarur bo'lgan ta'ri1' va teoremalar isbotsiz 
keltiriladi. 

7.6-ta'rif. Quyidagi ko'rinishdagi 
n 11 

j(x)=.2, .2, d.X.=dllXt2+dnxo2+ ... d X 2+2d l ,x,x.,+ 
j~l j=1 if lj _. ~ on 11 .-

+2d
13

x 13 -/- '" +2dn_1x" .. 1 (7.51) 
Xl'x2'''''Xn o'zgalllvchilarga nisbatan o'zgamvchi sonH fllnksiyaga 

kvadratik forma deyiladi. 
(7.51) formani vektor ko'rinishda yozjsh nnllnkin 

Bunda 

j{x)=XIDX. (7.52) 

X1=(x
" 

x
2

, ••• ,x), (dij=dij) , iJ=l,n. 
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[

dlldI2 .. dlll 1 
D = d21 dn ·· .e1211 

dill dIll·· .d"n 
[

Xl] 
X = ~2 

XI' 

0.50) kvadratik funksiyaning past (yuqori)ga qavariq bo'lishi (7.51) 
kvadratik fOt'maning past (yuqori)ga qavariq bo'lishiga bog'liqdir. 

7.7-ta'rif. X=O dan boshqa barcha X=(xl'x2, ••• ,x,) lar uchun 
.f{X)<O 0'ri111i bo'lsa, fiX) ga manfiy aniqlangan kvadratik fonna 
dcyiladi. 

7.8-ta'rir. X=O dan boshqa barcha X=(xl , x2' ... 'x,,) lar uchun 
RX»O o'rinli bo'lsa, ft .. \) ga mllsbat aniqlangan kvadratik fonna 
deyUadi. 

7.9-ta'rif. Agar X1DX kvadratik forma nomllsbat aniqlangall 
bo'lsa, X'DX kvadratik fonnaga llomantiy aniqlangan deyiladi. 

7.10-ta'rif. Agar XIDX $0 tengsizlik barcha X:;tO lar uchun 
to'g'ri chiziqli, bllllda X=O uchun XIDX=O bajarilsa, ..\1 DX ga 
nomllsbat aniqlangan kvadratik forma deyiladi. 

11 11 

7.3-teorema. Agar j{x1,x" ... ,x.)= IId;ixii kvadratik formada 
- ,I ;=1 ;~I 

barcha tal1ibdagi 

I I
dll dI2 ·· .dIn I, 

= d
lldI2 

•... ,D" = d21d22 ... d211 L
) =d, D, Id2I dn d Id,,2 ... d'1ll 1 1, • 11 

D; = I,n 

aniqlovchilar noldan farqli bo'lsa, j{xp x
2

' ••• ,x
l1
» kvadratik fonnani 

quyidagi ko'tinishda yozish mumkin: 

bllnda 

.flxl' x2,·· .,-'.)= aIYf + a2yi + ... + anY~ , 

D; . -1 
('t.i = Dl ' 1 = ,11 

Demak, u i k.oetlitsientlarning ishorasi Di aniqloYchilarning 
ishoralariga bog'liq bo'lib, kvadratik formaning ko'rinishini aniqlaydi 
va quyidagi hollar bo'lishi mumkin: 
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1. Agar DI'D2, ... ,Dn aniqlovchiJarning har biri musbat bo'lsa, 
fi)) kvadratik forma musbat aniqlangan bo'ladi. 

2. Agar, Di'i = l,n sonlar ketma-kctligida ishoralar navbat bilan 

almashib kelsa, (1j koeffitsientlar manfiy bo'lsa, j(X) forma manfiy 
aniqlangan bo'ladi. 

3. Agar D matritsaning rangi r<n bo'lsa, hamda Di' i = en 
aniqlovchilar musbat ishorali bo'lib, qolganlari nolga teng bo'lsa, 
j<X) kvadratik forma nomanfiy aniqlangan bo'ladi. 

4. Agar /) matritsaning rangi r<n bo'lib, J, D
" 

i = 17z qatorda 

ishoralar almashib kelsa hamda D,.-t-j=O i = l,n bo'lsa, kvadratik 
forma llomusbat aniqlangan bo'ladi. 

5. Agar, 1, D
i
, i = l,n sonlar ketma-ketligida ishoralar almash­

masa hamda manfiy ishoraH aniqlovchiJar mavjud bo'lsa, j(X) 
kvadratik formaning ishorasi aniqlanmagan bo'ladi. 

7.15-masala. Quyidagi fonnulaning ko'rinishi aniqiansin: 
fixj ,X2,X3)=-2Xj2+2xJX2-3XjX3-X12+2x2X3-4x3 2. 

Yechish. 

3 
-2 1 --

2 
D = I1 -1 1 

l 1 -4 
2 

Dl =-2 

-2 J -~ 

1

-2 11 D
2

= 1 -1 = +2 -1 = 1, 

. 2 

~ =11 -1 I 1=-21. 
3 4 

-- 1 -4 
2 

Demak, I, DI' D2, DJ ya'ni 1, -2, 1, -2 ~ s011lar ketma-kethgida 

ishoralar navbat bilan almashgani uchun F(xl' x2' x) kvadratik 
forma manfiy aniqlangandir. 
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7.4-teorema. Nomanfiy Erx) =XDX kvadratik torma E" Evklid 
fazosida qavariq funksiyasidir. Agar kvadratik forma musbat 
aniqlangan bo'lsa, u qat'iy qavaIiq fllnksiya bo'ladi. 

7.5-teorema. Nomllsbat Erx) =XDXkvadratik forma En Evldid 
fazosida yuqoriga qavariq funksiyadir. Agar kvadratik tonna manfiy 
3niqlangan bo'lsa, u vaqtda qat'iy yuqoriga qavariq funksiya bo'ladi. 

Shunday qitib, kvadratik progranunalashtirish masalasining 
ta'lifini quyidagicha berish mumkin. 

7.11-ta'rif. Quyidagi shartlarni 
1/ 

L0:ii Xj $.hi (i=l,m) 
.1=1 

(7.53) 

Xj :::: 0, (j = 1, n) (7.54) 
qanoatlantiruvchi 

11 n 11 

;1.X)= L d}xj + L L CkXkX (7.55) 
j=l k=1 j=1 J J 

funksiyaning maksimul11 (minimum) qiymatini topishga kvadratik 

n n 

programmalashtirish masalasi deviladi. Bunda L L Ckx - manfiy 
• k=1 j=! 7 J 

(musbat) _. Y':lfim aniqlangan kvadratik forma. 
\7.53) - (7.55) kvadratik programmalashtirish masalasini 

yechish uchun funksiyasini quyidagicha tuzib o]a111iz: 

n 11 11 (n) 
L(X).) = .~ d1xj + t1 ~ Ck/"(kXj + Al hi - ~ UiiXj (i = 1, m) 

Agar L(X,A) funksiya (Xli ).'0)= (XIO,X21J""'Xllo, Al' 1.2"'" A,,) 
egar nuqtaga ega bo'lsa, ya"ni quyidagi shartlar qanoatlantirilsa: 

d4J_ < 0 
-. - - , 
ox) 

(j = 1,11); (7.56) 

X U d~ } :;-=0 
(IX· ' 

) 

(j == 1,11); (7.57) 

XJ 2 O. (j == l,n); (7.58) 
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(l4) ~ O. (i = 1.11'1); 
()A j 

')..,0 a~)_ = o. (i = t, m); , aA . 
.I 

A? ~ 0, (i = I,m); 

7 ~9') C·) 

17.60) 

(7.6 t) 

bunda ~~ va ~~ Lagranj funksiyasidan olingan xusllsiy hosila­

larning egar nuqtadagi qiymatlari. Endi (7.55) Vel (7.58) 

tengsizliklarga {i j (i = CII) va ~ (i = 1, In) qO'shimcha o'zga­

ruvchilar kiritib (7.56) - (7.61) tengsizliklar tenglamalar sistemasi 
ko'rinishiga keltiriladi: 

aLv + 1Jj =o (j=l,n); 
dX j 

aLo _ w. = 0 (i = J, m); 
dA· ) 

J 

X?'f}j = 0 (i = I,n); 

')..,~UJ = 0 (i = L m); 

(7.62) 

(7.63) 

(7.64) 

(7.65) 

x? 2 O,l'}j ~ O.HI, ~ O(j = 1,11, i = Lm) (7.66) 

Demak, (7.53) - (7.55) kvadratik programmalashtirish 
masalasini hal qiJish uchun (7.62 va (7.66) sistemalarning shun day 
manfiy bo'lmagan yechimlarini topish kerakki, bu yechimlar (7.63) 
va (7.65) shartlarni albatta qanoatlantirsin. 

Bu yechimlar to'plamini sun'iy bazislar usulidan foydulanib, 
m 

j(X, /...)=- 'LMAi funksiyaning (7.62) - (7.65) shartlarini 
i=1 

qanoatlantiruvchi maksimum (miJlimum) qiymatlari topiladi. 
Shunday qilib, (7.53) - (7.55) kvadratik programma!ashtirish 

masalasini yechish uchun quyidagi bosqichlarni bajarish kerak: 
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1. Lagranj funksiyasini tuzamiz. 
2. Egar nuqtasi mavjudligining zarur va yetarli shanlari Lagranj 

fuuksiyasi uchun (7.62) - (7.66) ko'rinishda yoziladi. 
3. Sun'iy bazis usu1ini qo'llab, Lagranj funksiyasi uchun egar 

nuqtasining mavjudligini yoki mavjud emasligini ko'rsatamiz va 
bll nuqtaning koordinatalari topiladi. 

4. Optimal yechimlari yoziladi va optimal reja tuziladi. 
Yuqoridagi form.ulalar va qoidalaming qo'Uanishini (7.26) 

yechilgan masalada ko'rish mumkin. 

Topshiriqlar 

Quyidagi kvadratik programmalashtirish masalalarini (7.16-
7.18) yeching: 

7.16. Quyidagi kvadratik ma.o;;alasining yechimlarini Kun-Taker 
teoremasi shartlaridan [oydalanib toping. 

{

Xl + 2x2 :$ 13, 

2Xl + X2 :$ 9. 

XI~O, X2~O 
j(X)=-4x

J

2-6x2 2+8x
1 
+44x

2 
+2x

1
x

2
-7max. 

7.17. 7.IS. 

Xl +4X2 :$ 4,} 
Xl + X2 :$ 2. 

Xl~O' X2~O. 
j~la, =2Xi +3x2-2"\/ 

Xl + 372 ~ 5, ) 

2Xl + '2X2 ~ 2. 

Xl~O, X2~O 
I' =4X2+3X2 J m il1 1 2 . 

5-§. Gradiyent usuli 

Shu vaqtgacha chiziqsiz programmalashtirish masalalarini 
simpleks lISUlil1i qo'llab yechgan edik. Lekin simpleks llsuli chekli 
imkoniyatga ega bo'lganligi uchun chegaraviy shartlari va maqsad 
fllknsiyasining tarkibiy qismi murakkab bo'lgan masalalarga qo'Uab 
bo'lmaydi. Shuning llchun bunday hollarda kvadratik va qavadq 
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prograrnmalashtirish m<lsalalarini yechish uchun gradiyent lIslIlIarini 
qo'llash ancha qulaytik yaratadi. Chiziqsiz programmalashtirish 
masalalarini gradiyent usullarini qo'Jlab yechish uchun ayrim zamr 
bo'lgan ta'rif va qoidalarni keltiramiz. 

Bi1,ga n o'lchovli E EvkHd fazosi berilgan bo'lsin. E fazosining 
biror sohasidaj(x)=1{x~,x2""'x) funksiya o'zining xususj'y hm,ilalari 
bilan birgalikda uzluksiz funksiyalar to'plamini tashkil etsin. Bu 
funksiyaJar to'plami C'S bilan belgilansa, E,; dajE Cl funksiyaning 
gradiyenti proyeksiyalarini quyidagicha Y01,1sh mumkin: 

of of df 
-,-, ... ~---. 
ox] aX2 dXn 

Demak, En da fE Cl funksiyaning gradiyenti proyeksiyaJari 
vektor us tun bo'lib, u simvolik ravishda qllyidagicha yoziladi. 

. of -- af -;- df -
gradt=t1f = - f,,-f2"",-€n-

ax; dX2 OXII 

bunda f J, {2, ... , j! n ortlaL 
Gradiyentni Ell da koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari 

quyidagicha yoziladi: 

vj(X)- -e]+-.-P' 2 +···+-f ll • 
. _ ( af -:- of - df ~) 

ax[ clX2 ()xn 

.fiX) funksiyaning berilgan Xl nuqtadagi gradiyentini quyidagi 

o af ( XO) df ( XO ) Of (\'o ) 
vf(X ) = , , ... , -.. . 

aXl dX2 uXn 

ko'rinishida yazish mumkin. 
O'yinlarni x)=(x,O,x2o, ... ,x

n
O) nuqtadaj(X) funksiyadan gradiyent 

yo'nalishi bo'yicha olingan hosila eng katta qiyrnatga erishadi, 
ya'ni 

Iv/(XO)I = f(Of(X
O

»)2 +(d/(XO) ')2 + ... +(df (X
O

»)2 
Vl· dXl d~ aXn 

ga teng bo'ladi va gradiyent yo'nalishj eng tez o'sish yo'nalishi 

bo'ladi. 
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fUr) funksiyaning E" ichki :(J nuqtasidagi gradiyenti V'/(XO) 
nuqtadan o'tuvchi yuksakJik sirti (f(A)=const) ga perpendikular 
bO'[adi; 

-Vf(XO) = (_ dj_(Xo) , ~f(Xo) , ... ,_ Qf(XO»). 
i)Xj dX2 dXn 

Vektor I(x) funksiyaning XO nuqtadagi eng lcz kamayish 
yo'naJishini ko'rsatadi va uning:fl lluqtadagi antigradiyenti deyiladi. 

Agar X Iluqtada .fiX) funksiya uchun VfiX)=O bo'Jsa, u vaqtda 
X=(xl'x2, ... ,x,,) nuqtaga statsionar nuqta deyiladi. 

Endi fiX)E Cl funksiyadan ixtiyoriy yo'nalish bo'yicha xususiy 
hosila olish tushunchasini kiritamiz. 

7 .12-ia 'rif. BeJ"iJgan %O=(X IO,X20, ... ,x
n

O) nuqtada 

f{X)=;f(xl,X2, ... ,X)E Cl funksiyadan S(SpS2""'.s-,,) (IISli = 1 ) yo'nalish 
bo'yicha olingan hosila deb quyidagi limitga aytiladi: 

()f(Xo) . f(XO+AS)-f(Xo) 
--- = hill -------------.. 

as )dO A 

Agar fiX) funksiya XJ=(xIU,x2(J, ... ,xnV) nuqtada differensialla-

Iluvchi funksiya bo'lsa, ixtiyoriy S(IISII = 1) uc1nm ({l~:Il) ma\jud 

d "(Xo 
bo'Jadi, hamda If ()S ) =(\Zt(,x0),S) (7.67) o'rinli bo'ladi. 

Haqiqatan ham ixtiyoriy cheksiz kichik Ic>O l1chun quyidagi tenglik 

J(/\1)-+-A5)-j(J"l)=(V f(,\1).(AD+~.s-~»+O( Ilxo -I- AS - -,,°11) 
bajariladi. 
Bunda 

f(AV+As)=f(XD)+A(Y'R:f1) S)+O(IIASII). 
va 

. {(X
o + ASL-L(X~) = hm···--· 

)d+D 'A 

. A(Vf(Xo~,S)+00!A'~!!2 =: (Vf(X()),S) = hm-- - , 
). ->L{J A, 
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Bizga I:l.a'lumki, 

(~fiA'),S)= IIVj(Xo)IIIISII coS(Vj{Xfl)A ,S). 

Demak, 

oj(XO) 0 . A 

-a§-· = II~f(X )IIIISIIcos(Vj(Xl) ,S). 

Shunday qilib, bundan ko'rinadiki, jlX) funksiyadan .xu nuqtada 
S yo'nalish bo'yicha oiingan hosila 

cos (/(V..fly ,S)= 1 

bo'\ganda maksimal qiymatga ega bo'lacii. 
Demak, S yo'nalish .il nuqtadagi funksiya gradiyentining 

(V:/(.xn» YO'l1C1lish bilan bir xii bo'lganda af~:() maksimal qiymatga 

erishadi. 
7 . 19-masala. fix j .x)=3x

1
2+ 12x]2 funksiyadan .-(1=(3;4) tekshirib 

S-=( 1,1), S(IISiI = 1) yo'nalish bo'yicha olingan hosila topilsin. 

Yecbish. 
, 

V(A{))= (aj(XO), d/(XO») 
\ ox! (lX2 

af(X) CJj(X) .. '---_. = 6X1, -- .-.- = 24x2 
(lxl dX2 

aj(XO) = 6.3=18 
aXl 

af(XO) 
-- = 24·4 =96. 
a~ . 

Demak, Vj(Xl)=(18;96) 
(7.67) ga asosan 

af(XO) =(VfiXl),S), 
as 
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ya'ni 

Bunda 

af(XO) =(18,96), (1,1). 
as 

iJf(XO) =18+96=114. 
as 

7 .20-masala. f(A')=4x,~+7x/ funksiY3ning .x~J=(1 ;2) nuqtadagi 
eng tez 0's1sb yo'nalishj aniqlansin. 

Yechish.fiX) tunksiyaning J& nuqtadagi eng tez o'sish yo'nalishi: 

5=(Vj(xV). 

Vfi.\:") = (ilf~XO) , a/_(XO) j, df~XO) = Bx" q(~XO) = 14x2 . 

Xl dX2 dXI ~ 

Demak, S=VjeXO)=(8,J; 14;2) 
5=(8;2) 

yo'nalish berilgan f(X)=4x
I
2+7x2 funksiyaning xi=(\;2) nuqtadagi 

eng tez o'sish YO'nalishi bo'Jadi. 
7.21-masala. j(X)=5X12+ IO.x} funksiyaning xO=(2,3) 

d . il(Xo) 0 hI' I' h' b 5' nuqta agl -'-as--- ::; s art amI qanoat antll1.lVC 1 archa yo na-

lishlari topilsin. 
Yechish. S=(X-1")=(x,-2; x

2
-3). 

rV'XI) 
Shartga ko'ra 'J ( sO 

< ilS 

(Vj(XO),S):o;;O 

(
Cl/(XO

) Clf(Xo) J 
'V/(A"")= , ox, dX2 

q[(!~) = 1 OXJr-2 =20 
dXI 

ilf( XU
) .' , 

dX2 =20X2Ix2=3=OO 

V/(Xll)=(20;60). 
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- d/(XO) 
Demak, ------as «20;60). (x,-2; x

2
-3»::;0 

yoki 
20(x l-2)+60(x

l
-3)sO, 

20x, +60x2-220s;O, 
x, +3x2-11::;0 

. l'k - l' 1 . h d I l' Cl/(Xo) tengslz I-m qanoat lmtlruvc 11 ar qan ay nuqta ar to'p amI -~as---

noldan katta bo'lmagan qiymat beruvchi YO'nalishlarni aniqlaydi. 
Shuni ham aytish kerakki, ayrim vaqtlarda bu yo'nalish ichida 

mumkin bo'lgan yoki mumkin bo'lmagan YO'nalishlar ham bo'lishi 
mumkin. 

7. 13-ta'rif. Shunday~ son mavjud bo'Jib. har qanday AE [0. 

5;,] UChUll .>e)+/,.SE _M 0' rinli bo'lsa, ,,'fJE AI boshlanadigan yo'nalish 
mumkin bo'lgan yo'nalish deyiladi. 

7.6-teorema. Agar M to'plam 

g;(x)sO (i = 1, In) tengsizliklar sistemasi orqali aniqlangan to'plam 

bo'Jib, :lIE M va gi(X)=O sha11ni bajaruvchi i indekslar to'plami 
J(x) bo'lsa, 1I holda 

(Vg(Xl),S)+C::;O, (iE i(AJ.) ) (7.67) 

tengsizliklar sistemasini ba'zi c>O da qanoatlantiruvchi S yo'nalish 
mumkin bo'lgan yo'nalish bo'ladi. 

7.7-teorema. Agar XOE M nuqtadagi S yo'naJish mumkin 
bo'lgan yo'nalish bo'lsa, u holda har qanday iE j(xn) uchun 

(Vg;(Xl),S)sO (7.68) 
tengsizlik o'rinlidir. 

Yuqoridagi gradiyent usullaridan foydalanib har qanday chiziqsiz 
programmaiashtirish masalalari yechiladi va umumiy holda lokal 
ekstremumlarni top ish mumkin bo'ladi. 

Shuning uchun gradiyent usullalini qo'llab, qavariq program­
malashtirish masalalarining lokal ekstremumlarini topish mllmkin. 
Har qanday lokal ekstremum, bir vaqtning o'zida global ekstremum 
ham bo'ladi. 
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Gradiyent usullarini qo'llab masalalarni yechish jarayoni bironta 
Xlk) nuqtadan boshlab, ketma-ket izlash natijasida dastlabki 
masalaning yechimi topiladi. 

Gradiyent usullarini ikkita guruhga ajratish mumkin: 
1. Izlanadigan .. Vlel nuqtalar mumkin bo'lgan yechimlar soha­

sidan chetga chiqmaydigan masalalarning yechish usuli; 
2. Jzlanadigan .rytk) nuqtalar mumkln bo'lqan yechlmlar sohasida 

va izlanadigan yechim mumkin bo'lgan sohadan tashqarida bo'lgan 
masalalarni yechish usullari. 

Birinchi gll1uhga qarashli masalalami Frank-Vulf usuli bilan, 
Tkkinchi gumhga qarashli masalalarni esa jarima funksiyasi usuli 
bilan yoki Erroll - Gurvis usuJi bilan yechish mumkin. 

1. Frank -Vu]f usuli. Faraz qilaylik, quyidagi shartlarda 

11 

L <lijXj s: bi (i = I, m) 
./=1 

X;~O, (i = I, n) 

f(X)=j{x"x2,···,x,). 

(7.69) 

(7.70) 

(7.71) 

botiq funksiyaning maksimum qiymatini topish kerak bo'lsin. 
Bn masalaning xususiyatiaridan biri tcngsizliklar sistemasi 

chiziqJi tengsizliklardan iborat bo'lganidadir. Slnmday xususiyat­
lardan toydalanib, chiziqsiz programmalashtiri:\h masalalari ko'ri­
nishiga keltirish va masalani ketma-ketligini almashtirishlar 
yordamida yechish mumkin. 

(7.69) - (7.SI) masalani yechish jarayoni masalaning nlllmkin 
bo'!gan yechimlar sohasidan bironta X!k) l1uqtasini topishdan 
boshlanadi va .x: t

,:. l1uqtada j(,X) funksiyaning gradiyellti topiladi. 
Endi :('-,,) nuqtada f{X) funksiyaning gradiyentilli topamiz: 

[
a! (X(k»). ¥ (X(k J

). of (Xlk)) 1 
Vj(J...I.k)) = - ':'I, , ... ,-:-,--

r)X I uX2 ox,; 

va bunga asosan chiziqli funksiyani 

_ ~f(X(kJ). ()f(x'kJ) df(X(ki) , 
F(x"x2, .. ·,x,)- "I + X2 + ... + '\/1 

dXI dX2 aXil 
(7.72) 
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Bllndan keyin (7.69) - (7.70) shartlarga asosan !(X
1
,X2, ... ,x), 

funk..<;;iyaning maksimum qiymatini topamiz. Faraz qilaylik Z,k) 

nuqtacla FC\) funksiya maksiml.llTI qiyrnat qabul qilsin. U vaqtda 
dastlabki masaianing lTIulTIkin bo'lgan yechimining J..oordinati A~HI) 
nuqtada bo'iadi: 

xlk+I)=,,0k)+A(2'IL,\:!Id), (7.73) 
Bunda 'AA - ixtiyoriy son bo'lib, hisoblash qadami deb aytiladi 

va 
o ~ ),," $ 1 ga teng. 

Al - ixtiyoriy son bo'lib, uni shunday tanlash kerakki, fiX) 
funksiyanillg X=X1ATIl nuqtadagi Ak bog'liq bo'lgall qiymati 
maksimui11 qiymat ya'ni fmax=f(X(k~I) bo'lsin. Shunillg llchun 

dl 
d~k = 0 tenglamalli yechib, A. ildizlari ichidan eng kichigi tanlab 

olinadi. 
Agar bu izlanadigan ildizlar birdan katta bo'lsa, II vaqtda /c,=l 

deb olamiz va shundan keyin lluqtadagi ..:r k+ l ) nuqtaning koor­
dinatlarilli hisoblab, maqsad funksiyaning bu uuqtadagi qiymati 
topiladi. Shundan keyin yangi X k"2) nllqtaga o'tis11 zarurmi yoki 
yo'qligi aniqlanadi. Agar zarur bo'lsa, teoremaga u vaqtda .A1HI) 

lluqtada maqsad ful1ksiyasining gradiyentini hisoblab va chiziqli 
programmalashtirish masaIasini yechib, XlHcl yechimlari topiladi. 
X1Hi nuqta ham yuqoridagi kabi tebhiriladi. 

Demak, chekli qadamlar natijasida, ma'lum aniqlikda dastJabld 
masalaning yechimlarini topish mumkin Shunday qilib, (7.69)­
(7.71) masalani Frank-Vulf lIsuli bilan yechish jarayoni quyidagi 
bosqichlarni o'z ichiga oIadi: 

1) dastlabki mumkin bo'lgan yechimi topiladi; 
2) (7.71) funksiyaning mumkin bo'lgan yechirnini aniqlovchi 

nuqtada gradiyenti hisobIaniladi; 
3) (7.72) funksiyani tuzib (7.69) va (7.70) sha111arda minimal 

qiymati hisoblaniladi; 
4) hisobash qadami Ak topiladi; 
5) (7.73) fonnula yordamida mumkin bo'lgan yechimining 

tarkibiy qismlari yangidan topiladi; 
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6) keyingi mumkin bo'lgan yechimga o'tish zamrligi ko'rib 
chiqiJadL Agar zarur bo'lsa, ikkinchi bosqichga o'tiladi. Agar zamr 
bo'Jma~a dastlabki xususiyatlaridan kerakli yechimi topib hisob­
laniladi. 

7.22-masala. Frank-Vulf usulini qo'llab, quyidagi shartlarda 

XI + 2x1 ::; 8, } 
2xI -X2 ::; 12. 

XI ~ 0, x2 ~ 0. 

.f(xl'x) = 2xI + 4X2 - x/ - 2xt 
f(xL'x2) funksiyaning maksimum qiymatini toping. 

Yechish . .f(XI',t;) funksiyaning gradiyentini top2.1l1iz: 

( 
al a/) VI = ax[' dX2 = [2(1-xl ); 4(l--x)] 

(7.74) 

(7.75) 

(7.76) 

va masalaning mumkin bo'lgan dastlabki yechimi deb x~Il)=(O;O) 
topiladi, yechimining aniqlik sifatini esa If(A7k+ I»)·-f(,XIk+II)I<E, 
bunda £=0,01 deb olinadi. Endi bu yechimni qadam-baqadam 
yaxshilaymiz. 

1. AJmashtirish (yaxshilash, o'zgartirish, yangilash). 
x~O) nuqtada ,/(x1 ,x2

) funksiyaning gradiyenti Xl =0; Xl =0 nuqtada 
topiladi. 

Vj(J:1l)=(2;4). 

Demak, birinchi bosqichda masalani quyidagi shartlarda 

XI +2xl S 8, } 
2x[ - X2 ::; 12. 

X
I

,2 0, X2 2 O. 

.({XI,Xl ) = 2xI + 4X2 

(7.77) 

(7.7'13) 

(7.79) 

j(XI,X2) funksiyaning mahimum qiymatini topisb talab etiladL 
(7.77)-(7.79) rnasalani simpleks usul bilan yex hib, dastlabki 

optimal reja ZO=(O,4) topiJadi. 
Masalaning mumkin bo'Jgan yechimi (7.73) formula yordamida 

topiladi. 
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X~k)=_~O)+AlZ'°LX!O)), bunda OSA sI. 

..\,\:,1) va Zltll lar qiyrnatlarini (7.79) ga qo'ysak, 

x(l) =O+A:O.) 
I ' , 

xf) = O+A;4. 

(7.80) 

(7.81 ) 

kelib chiqadi. Bundan Alni topish uchun XI va x
2 

laming 
qiymatlarini O.81)dan topib, (7.79) ga qo'yiJsa, quyidagi kclib 
chiqadi: 

j(Aj )= 16A
l
-32A;2 . 

.ltAI ) funksiyadan hosila olib 0 ga tenglashtirib yechilsa, quyidagi 
hosil bo'ladi: 

FlO·I)=16-64J.Wl=O, Al=i =0,25. 

o SAl S 1 bo'lgani uchun, \ ning xuddi qiymatini qadam deb 
qabul qilamiz. U vaqtda xllI=(O;l) 

.fix- I ) .-= 2 

f(~,l)-f(.~O))=2 > £=0,01. 

H. Almashtirish. Dastlabki 111asa1ani11g "W1nuqtadagi gradiyenti 
~fi:,,\rl)=(2;0) bo'lgani uchun f~(Xl.O)=2xi maqsad1i funksiyani 
(7.77) va (7.78) shartlarga asosan maksirnum qiymatini topish 
talab etiladi. Bu masalani simpleks usulni qo'Uab yechsak Z.ll = 
(6,4;0,8) yechim kelib chiqadi. 

Endi A"2bXI[LrA.,(ztILX(l) aniq1anadi. Oxirgi tenglikni 
quyidagicha yozish mumkin. 

(2) 6 1 \. = ,4A,z, 

xi2
) = 1 - 02).2 . f (7.82) 

(7.82) ni (7,76) ga qo'ysak, A, ga nisbatan quyidagi tenglik 
hosi1 bo'ladi. -

F(A
2
)=2+12,8A2-41,76A/. bundan F1(A)=12,8-83,52Ar 

F/A.
2

) ni 0 ga tenglashtirilsa 11.2:::0,15 hosil bo'ladi: 
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X(2) = 096} 
I " 

X (2) = 0 C)7 2 ,.... 

X(2) = (0,96;0,97), j~.,W»=2,996 bo'lgani uchun 1(.,\12»­
./{XtIl)=2,9966-2=0,9966>f=0,01 kelib chiqadi. 

IlL Almashtirish . ...\12) nuqtada fi.X) funksiyaning gradiyentini 
hisoblayrniz: 

Vf (...\12»= (0,08;0,12). 

Demak F/X) funksiyaning nuqtadagi ko'rinishi quyidagicha 
bo'ladi: 

~(Xl'X2)=O,08xl +0, 12x2• (7.83) 

Endi (7.83) funksiyaning (7.74) va (7.75) shartlarga asosan 
qiymati topiladi. Bu qiymat quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi: 
2'12)'=(6;0). 

Yuqorldagilarga asosan xl]) ni aniqlayrniz: 
.x<JJ= x(2'+ Al2l2L.,¥(2». 

Natijada quyidagilar topiladi: 

J x[3) = 0,96 + ')'3 (6 - 0,96) = 0,96 + 5, 04A3' 

lxi3
) = 0,97 +1'3 (0-0,97) = 0.97 -0,97A3' 

F(A
3
)=2,9384+0,4032A2-·27 ,3416A/, 

F(A,)=O,4032-54,6832A" 
. ~ 

0,4032-54,6832/"'3=0, 

0,4032 
AJ= 54,6832 '" 0,007. 

Demak, .,1'(3)=(0,99528; 0,96321) 

F(X3»=2,99957 

F(X(3»-F(1'{2»=2. 99957-2, 9966=0,00297 <£=0,0 1. 

Shunday qilib, .,\131=(0,99528; 0,96321) (7.84)-(7.86) masala­
ning izlanayotgan yechimi hisoblanadi va bu yechim qavariq 
programmalasht Irish masalalarini yechganda ko'rgan 7.27-
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masalaning ,Y'=(J; 1) ga ancha yaqindir. Agar E miqdorga yana 
kamroq qiyp",at berilsa, Xlk)=( 1,1) yechimga yanada yaqinroq 
maksimal yechimini topish mumkin. 

Jarima funksiya usuli. Quyidagi shartlarda 

gj(xl'x2, ... ,x,,):<'s;v
j 

(i = I,m) 

xj?:O,(i=l,n) 

F(l} =j(x"xo,x., ... ,x) botiq funksiyaning rnaksimum qiymatini , ... J n 

topish shund~y bo'lsin. 

Bunda g(x1,XO,""x) (i = l,m)funksiyalar qavariq funksiyalar 
l .. fl 

to'plamini tashkil qiladi. 
Bundan keyin maqsad funksiyaning maksimum qiymatini iz1ash 

o'rniga F(xl'xv ""x,)=.f{(xl'x2, ... ,x)+ H(X I ,X2, ... ,x) funksiyaning 
1l1aksimum qiymatini izIaymiz, ya 'ni 

F(.,\')=J(X)+ H(X)--tmax, X= (x"x2, ... ,x.,). 

Demak, F(X) funksiya maqsad funksiya va H(){) ma'lum 
chegaralar sistemasi bilan aniqlangan Jarima funksiyasi yig'indisidall 
iborat. 

H(X) jarima funksiyasini har xii usullar bilan tuzish mumkin. 
Ko'pincha jarima funksiyasi quyidagi ko'rinishda izlanadi: 

ftI 

H(X)= la; (x)g; (x), X= (Xl'x
2

, ... ,xJ 
i=1 

" J 0, agm'da 
Bu shunday aj (x) = la;, agarda 

q -gj (x) ~ 0, 

q-g;(x):::;O. (7,84) 

al (X):2 0 o'zgarmas sOlllar bo'lib, og'irlik koeffitsientlari 

deb ataladi. 
Jarima funksiyasidan foydalanib, ketma-ket bir nuqtadan 

ikkinchi va hokazo nuqtalarda qadam-baqadam davom etib, bu 
jarayon kerakli yechimlar topilguncha davom ettiriladi. 

Shu bilan birga har bir kelgusi nuqtaning koordinatasi quyidagi 
formula yordamida topiladi: 
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X;1k+l)=lnax!o;XJ +[af(X
k
) + m a. agj (X(k))ll 

dXj tr I aX' . 
. J 

(7.85) 

(7.85) dan ko'rillib turibdiki. agar kelgusi nuqta dastlabki 
masalalling mumkin bo'lgan yechimlar sohasida bo'lsa, kvadrat 
qavs qo'shiluvchi nolga teng va kelgusi nuqtaning koordinatasida 
maqsad funksiyasining gradiyenti topiladi. Agar nuqta mum kin 
bo'lgan yechimlar sohasidan tashqarida bo'lsa, u vaqtda yana 
qaytadan yechimlar sohasiga o'tishga to'g'ri keladi va qaytadan 
o'zgartililadi. 

Shunday qilib, jalima funksiyasi usuli qavariq programmalash­
tirish masalalarini yechish jarayonida quyidagi bosqichlami o'z 
ichiga 01ad1: 

1) dastlabki masalaning mumkin bo'lgan yechimlari aniqlanad1; 
2) niscblash qadami aniqlaniladi; 
3) maqsadli funksiyadan hamma o'zgaruvchilar bo'yicha 

xususiy hositalar vu mumkin bo'lgan sohasini aniqlovchi funksiya 
topiladi; 

4) (7.85) formula yordamida mumkin bo'lgan yangi yechim 
nuqtalari aniqlanadi; 

5) topilgan nuqtalarning koordinatalari berilgan chegara 
shaltlarini qanoatlantirishi tekshlriladi. Qanoatlantinnasa kelgusi 
bosqichga o'tiladi. Agar topilgan nuqtaning koordinatalari mumkin 
bo'lgan yechimlar sohasida aniqlansa, u vaqtda kelgusi mumkin 
bo'lgan yechim]ariga o'tish zarurligi o'rganiladi. Agar zarur bo'lsa, 
masalani yechishning ikkinchi bosqichiga o'tiladi. Agar zarur 
bo'lmasa, topilgan yechimlar clastlabki masalaning kerakli yechimlari 
hisoblanadi; 

6) koeffitsientlarining qiymatiari aniqlanadi va 4-bosqichga 
o'tiladi. 

7.23-masala. Quyidagi chegaraviy shal1larida 

(Xl - 7)2 -I- (x2 - 7)2::; 18, 

Xl ~ 0, X2~ o. 
f (Xl'X2)=-x/-x/--~max 
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Yechish. Maqsadli funksiya manfiy aniqlangan kvadratik forma 
bo'lgani uchlln, u botiq funksiyadir. Mumkin bo'Jgan yechimlar 
sohasi (7.86), (7.87) esa qavariq sohadir. Demak, (7.~5)-(7.H7) 
masala qavcu'iq programmalashtirish sohao;;ining masala.."idir. Masalani 
yechish uchun jarima funksiyalar usuli qo'llaniladi. Oldin 
mumkin bo'lgan yechimlar sohasi aniqlaniladi (7.6-chizma). 
Keyin s3th chizig'inl j(xl'x)=h chizib olamiz. Sath chizig'i 
markazi 0(0;0) nuqtada bo'lgan aylanadan iboratdir. Shu 
aniqIanganlar to'plamidan birontasi mumkin bo'Jgan yechimlar 
sohasiga urinadi. Bu nuqtada maqsad funksiyasi izlanayotgan 
maksimum qiymatga ega bo'ladi. ,\{) nuqtani aniqlanish sohasidan 
olsak, XU=(6,7) ga teng bo'ladi. ,tning qiymatini ? .. =O, I deb olib 
va g(X"x

2
)=J8-(x,-7)2_(x

2
-7)2 deb belgilab, undan XI va x2 

o'zgaruvchilar bo'yicha birinchi tartibJi xususiy Ilosilaiar olills:1, 
quyidagilar hosil bo'ladi: 

dt . dg . -. -=-2x" -=-2x, +14, 
fiX, dX, 

at dg -. - = -2x,; - = -2X2 + 14. 
dX2 dX2 

Endi (7.85) formuJani qo'llab, nuqtalar ketma-ketligini tllzib 
chiqiladi. Natijada nuqtalarning ichidan kerak bo'lgan yechim 
topiladi. 

X2.l 
I /.,,-.- , .. --- -....... , .... 
. ' xtU) 

7~ (/ 1" I ",' 

6 . - -- _ ,t )((li 
'- \ I .:.. - _, '. "j I 

)1' --A::k21 
,Xf41 / 

4
1 ..)-.. --t _ _ j:O) V I ':-~ -' ~ -

3 t -'. -/ .' '. 1-. . t< , 
21:'_'-" \(xV .. 

It -', --. '. \ 
" ' 

·-·----·-,·--·r~· .-~- ~-_r~··-i-!....-~··T -- ----- ..... 

1 2 3 4 5 (1 XI 

7.6-chizma. 
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I. Almashtirish. Xl°'=(6,7) nuqta mumkin bo'lgan yechimlar 
sohasida bo'lgani uchun (7.85) formuladagi kvadrat qavs ichidagi 
ifoda nolga teng. Demak, jadvalda nuqtaning koordinatlari quyidagi 
fOffi1Ula yordamida hisoblaniladi: 

x,"'~max ~ 10; xtl + A "f~~(Ol)} = max{0;6 + 0.(.(-2)· 6} = 

=max{O; 4,8}=4,8, 

1 
0 Clf(X(I)))) 

x/Il=max 0; XJ ) + Il OX2 = max{0;7 + 0,1· (-2)· 7} = 5,4. 

Endi .xHl=(4,8; 5,6) nuqtani masalaning yechimlar to'plami 
sohasiga kiradimi yoki yo'qmi tekshiriladi. g(X'I»= 18-4,84-
1,96=11,2 bo'lgani uchun g(.\./{iJ)=-54,4. 

H. Almashtirish. Yuqoridagilarga asosan quyidagilarni toparniz: 

x[(2)=max{O; 0,48+0,1'(-2)'4,8}=3,48; 

x (21=max{0' 056+0 1'(-2),5 6}=4 48' 
• 2 '" '" 

g(.AI(2»= 18-9,9856-6,3504= 1 ,664>0, flx(2)=-34,816. 

Ill. Almashiirish. Endi masala quyidagicha hisoblanadi: 

x/ 3)=max{O; 0,384+0,1 '(-2)'3,84}=3,072; 

x2(lI=max{0; 4,48+0, L '(-2) 4,48}=3,584; 

g(x(J»= 18-15,429184-11 ,669056=-9,0981. 

IV. Almashtirish. X'31 nuqta masalaning mumkill bo'lgall 
yechimlar sohasiga kirmaydi. 

Shulling uchun, 

X
l
(4 J=maX{O;X

t
(])+Il[Of(X(J)) +a df (X(3

l)ll_ 
dXI dXI-
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=max{0;3,072+0, J'l«-2)' 3,072)+ 
+a«-2)'3,072+ 14)l}=max{O:2,4576+a'0, 7856} 

x/+)=max{0;x/1) +,1, +a = 
[
af (X(3)) df(X(J))ll 

dX2 dX2 

=max{0;3,584+0, 1 [(-2)'3,584)+ 
+a( (-2)' 3,584+ 14) ]}=max{O;2,8672+u·O,6832}. 

Bunda a sonni tanlash rnuarnmosi kelib chiqadi. ex sonni shunday 
tanlash kerakki .,\'!4) nuqta mumkin bo'lgan yechimlar sohasining 
chegarasiga yaqin va shu sohada joylashgan bo'lsin. 

Bu talabni et = 1,9 qiymat qoniqtiradi. 
et =1,9 qiymatda X](4), X}(4) lar hisoblanadi: 
x/'lbmax{O;2,4576+ 1,9'0, 7856}",,3, 950; 
x}4)=rnax{0;2,8672+ 1,9'O,6832}",,4, 165; 
g(Xl4»=9,3025+8,037225""O,660; 
flXl4»",-32,950. 

v. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi: 
x](5)=max{0;3,950+0, 1'(-2)' 3,950}= 

=max {0;3, 950-0, 790}=max {o; 3,18}= 3,18; 
x,(5)=max{0;4, 165+0, 1·(-2)-4,J65}=3.332; 
g(XlS»= 18-14, 7456-13,454224~,,-1O,2. 

VI. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi: 
xt')=max{0;3, 18+0,1·[(-2)'3,18+ 1,9' 
.( (-2)'3,18+ 14) };::3,987; 
x,(6)=max{0;3,332+0, l' [(-2)'3,332+ 1,9' 
'(-2)'3,332+ 14)]}",,4,059; . 
g(xr6»= 18-9,078169-8 ,649481",,0,272; 
flA'<6»",,-32,372. 

VII. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi: 
x](7bmax{0;3,987+0, 1'(-2)'3,987}",,3, 189; 
x

2
(7)=max{0;4,059+0, 1 (-2)-4,059}",3,247; 

g(X(7» = 18-10,169721-10,543009",-2,713; 

174 



flX(7)==-3,189 2-3,2472=-10,24. 

VIII. A1mashtirish. Quyidagilar hisoblanadi: 
x](S)=max{0;3, 189+0,1'[(-2)'3,189+ 1,9 
«-2)' 3,189+ 14) },.,,3,999; 
x/8)=max{O;3,247+0, 1'[(-2)'3,247+ 1,9 
'«-2)-3,247+ 14)]}:=4,027; 
g(A18J)= 18-9,006001-8,856576:=0,137; 
J(X(8)~·-32, 185_ 

IX. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi: 
XI (9i=max {a; 3,999+0,1- [(-2)' 3,99] }==3, 199; 
x,(';)=max{O;4,024+0,1-[(-2)-4,024J}==3,219; 
g(~9)= 18-14.447601-14,29596=-10,744; . 
j{Xq)==-3,19~F-3,2192""-10,22_ 

X. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi: 
X, (l'l)=max{0;3.199+0, 1-[ (-2)'3,199+ 1,9 
«-2)' 319+ 14) ]}=A,004; 
Xl (IO)=max{0;3,219+0, 1'[(-2)-3,219+ 1,9 
«-2)' 3,219+ 141 }"A,012; 
g(XIf)))= 18-8,9760 16-8,928144",,0,096; 
/(.\1iO»)==-32,128: 

XI, Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi: 
XI (! Ibmax{0;4,004+0, 1- [(-2)-4,004] }==3,203; 
x1

(11 )=max{O:4,OI2+0,1'[(-2)-4,012]}",,3,210; 
g(X(lI)=18-14,417209-14,3641""-1O, 781; 
f(X'111)=-3,20Y-3,2102=-10,18. 

XII. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi: 
x/ J2)=max{0;3,203+0, 1'[(-2)' 3,203+ 1,9 
«-2)' 3,203+ 14) ]} ... 4,005; 
x/12)=max{0;3,21 0+0,1'[ (-2)' 3,21 0+ 1,9 
«-2)' 3 ,210+ 14 ]}",4,008; 
g(A112) )=-32,104; 
j{X(l2 J),-"-4,0052-4,0082,,,,·-32, 1 04. 
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Agar X va XlI almashtirishlar o'zaro taqqoslansa, 10-1 aniqlikda 
bir-biriga teng bo'ladi. Demak, bu yechim oxirgi almashtirish 
natijasida maksimaL yechim bo'ladi. Xuddi yechimJaddagi kabi 
maqsad funksiya qiymatlarini.f(X) va g(J.') fl.lnksiyalar gradiyentini 
Xl'2)=(4,005; 4,008) nuqtada tekshirib ko'rish mumkin; ya'nj 

VJn:\'2»)=(-8,01; -8,016); V.f(X{ll»=(5,99; 5,984). 
Mos ravishda koordinatlarining nisbatini hisoblasak; 

-8,01 '" .-1,337, 
5,99 

-8,016 
5,984 "" -1,339. 

Bu koordinatlardan ko'rinib turibdiki, ular deyarli bir-biriga 
teng. Demak, V.f(XlI2») va Vg(~12» vektorlar deyarli parallel vektor­
!ardir. Shu bilan birga X"'12)=(4,005; 4,008) nuqta mumkin bo'lgan 
yechimlar sohasi chegarasiga nihoyat yaqin joyJashgan, chunki 
vg(X(12»)""O,078 bo'lgani uchun X/ i2 ):o:::4,005 va x/1)=4,008 
masalaning kerakli yechimlari desa bo'ladi. Yuqoridagi ko'rsatilgan 
almashtirishlarni davom ettirib, yechimlarni kattaroq aniqlikda 
topish mumkin. 

Koordinatlardan masalaning geometrik talqini 7.6-chizmada 
ham ko'rinib turibdi. 

3. Errou - Gurvis usuU. Yuqorida jarima funksiyasi usulini 
qo'Hab, egri chiziqli programmalashtirish masalasini yechdik. Lekin 
bu usulni qo'Uaganda a

i 
laming qiymatlarini ixtiyoriy tanlab olgan 

edik va har bir aniqlangan Xfi) (i = 1, n) nuqta dastJab mum kin 

bo'lgan yechimJar sohasidan ancha uzoqlashib siljigan edi. Bu 
kamchilikka Errou - Gurvis usulini qo'lIaganda o'rin qolmaydi. 
Bu usulga, asosan, har bir ke1gusi qadam (Xi(!:) quyidagi formula 
yordamida hisoblaniLadi: 

ai(kbmax{O; a/k-ll-t.giXfk)}; (i = l,n). (7.89) 

a?) fling dastlabki a/O) qiymati deb ixtiyoriy musbat son olinadi. 
7.51-masala. Errou - Gurvits usulini qo'Uab, (7.50) masalani 

yeching: ya'ni quyidagi chegara shartlarida 

(x,-7)2+(x
2
-7)2:5:18, (7.90) 

Xl~O, x2 ~ O. (7.91) 
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F(x], X)=_X]2_X/ ~ max. 

Yecbisb. Errou - Gurvis usulini qo'llab, (7.50) mas.:lia yechil­
ganda birinchi uchta almashthishda ),,=0,1 bo'lganda yechimlar 
bir-biriga to'g'ri keladi. Bu shuni kO'rsatadiki, har bir topilgan 
nuqta mumkin bo'lgan yechimlar sohasida joylashgan bo'lib, X;lK) 

qiymatlarini ixtiyoriy (7.84) va (7.89) formulalar bilan hjsoblaganda 

bir-biridan farq qilrnaydi, ya'ni~(K)=O(k = i~3), bo'ladi. 

IV. Almasbtirish. g(/\1 31 )<0 bo'lgani uchun keigllsi X!4) nuqtani 
(7.84) formula yordamida hisoblaymiz: 

x
1
(4)=max 

O,X/J)+A +a(4) = 
{ [

gr(X(3)) df(X(3»)])" 
gX1 dx, 

max{O,3,072+0.1 [( - 3,072+a(4) « - 2)'3,072+ 14)]). 

, {o,x/3
) + A[~~J~-~) + a(4)~i X~~~]l= 

x
2
,4)=rnax dX1 dx

2 

max{O;3,584+0,l[( - 2)" 3,584+a(4) « - 2)'3,584+ 14)]). 

d~1 -- ni (7.89) formula yordarnida hisoblanadi: 
et') =max{O; (Y.ClLO, l'g(XO) }=max{O;O-O, 1'( -9JJ981) }""O.91. 
Demak, ;(,14, ".,3, 172; x,(~);:3,489; g(A-i.41):o=--8,98I. 

V. Almasbtirish. Topilgan 1'(4)=(3,172; 3,489) dastJabki berilgan 
rnasalaning nmmkill bo']gan yechimlar sohasiga kirmaydi. Shuning 
uchull (7,85) formula yordamida topiladi. Lekin oldin 0,89) 
forl11ula yordarnida quyidagi hisoblanadi: 

a())=max{O;O,91-0, 1(-8,981)}"" 1 ,81 
x l (S)=I1lClx{O;3, 172+0, L '[(-2)'3,172+ L81 
«(-2)'3, [72+14]}",3,923. 
x2

iS )=max{O:3,489+0, I· [( -2)· 3,489+ I ,81 
«-2)'3.489+ 14]}""4,062. 
g(Xli»)",,_-O, I. 
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VI. Almasbtirish. Quyidagilar hjsoblanadi: 
o:(61=max{0; 1,81-0, ]'(-0,1) }<d ,82 
Xt(6J"'~max{0;3, 923+0,1' [(-2)'3,923+ 1 ,82 
«-2)' 3,923+ 14)}:=4,258. 
x/6J=max{0;4,062+0, 1· [(-2)'4,062+ 1.82 
«-2)'4,062+ 14]}",,4.319. . . 
g( xr(,;)~ 1 ,294; 
}(1'1 o)",,-36 , 784. 

VII. Ahnashtirish. Quyidagilar hisoblanadi: 
x/,J=max{0;4,258+0, 1·[(-2)-4,258]}~3,406. 
xt)=max{0;4,319+0,1·[(-2)-4.319]}:=3,455. 
g(X!71)",,-7,484. 

VIII. Almashtirish. QuyidagiIar hisoblalladi: 
dOI=max{O; 1,82-0,1(-7 A84)}",,2,57; 
x]Q')=max{O;3,406+0, 1 [(-2)-3,406+2.57 
«-2)' 3,406+ 14 ]}:=4,572; 
x,(~bmax{0;3,455+0, 1'[(-2)'3,455+2,57 
«-2)' 3,455+ 14]}:=4,586; 
g(L\,,8»~6, 278; 
f(.yt8»:=-41 ,935. 

IX. Almashtirish. X\ (9), ~ (9), va g(A~9» lar topiladi: 
Xl (9b max{0;4,572+0.1 [(-2)'4,572] }",,3 ,658; 
x,(9J=max{0;4,586+0, 1 [(-2)'4,586] }<:3.669: 
g(At9)",,4,265. . 

X. Almashtirish. U OO), Xl (101, x
2

(l(J) va g(X(lO» 1ar topiladi: 
a IIOI =max{O;2,57-0, l'(-4,265)}~3,O 
xtO i=max{O;3,658+0,1 [(-2)'3,658+3,0' 
.« -2)' 3,658+ 14]}<"=4, 931; 
x,tlO)=max{0;3,669+0, 1'[(-2)'3,669+ 3,0 
a-2)'3,669+ 14]}:=4,934; 
g(X(IOJ):=9,45 1. 

XI. Almashtirish. X1(1l), X}ll), va g(Xlll)lar hisoblanadi: 
x

1
(1))=max{O;4,931 +O,1'[(-2)'4,931]}",,3,945: 

x
2
(IlJ=max{0;4,934+0,1 [(-2)-4,934] }=3, 947; 

g(X}1l).==-0,654. 
XII. Almashtirish. dE), X1(l2l, x

2
(\2), va g(XI121), f(X12I) lar 

topiladi: 
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x/ lli=max{0;3,945+0, 1'[(-2)' 3,945+ 3,06 
«(-2)'3,945+ 14]}=5,026; 
x

2 
(12J=max{O;3,947+0, l' [(-2)'3,947+3,06' 

(-2)'3,947+ 14]}",S,026; 
g(J'(12J)"" 10,207; 
fiXiI21)c-,,-50,521. 

XIII. Almashtirish. xl(IJ), X
2
(13), g(XI)]» va j{.:\W) lar hisob-

lanadi: 
.\/J)=max {O; 5,026+0, l' [(-2)' S,026]}",A,02 J: 
x,(131=max{O; 5.026+0,1 '[(-2)'5,026)}",,4,021; 
g(C V (I3))""O ?';I' .... \J ,-~ ., 

j(x(i~')""-32,337. 
Bu almashtirishda topilgan X=(4.021; 4,02]) yechimlarni kerakli 

yechimIJr deb hisoblasa bo'ladi. Shuni aytish kerakki, Yllqoridagi 
almashtirishlar jarayonini davom ettirsa, dastlabki masalaning 
yechimlarini istalgan 3niqlikda topsa bo'ladi. 

TopshiriqJar 

Quyidagi chiziqsiz programmalashtirish masalalarini (i .52-7.54) 
gradiyent lIsuJlarini qo'lIab yeching. 

7.52. Quyidagi funksiyalarning beriJgan nuqtaiarda gradiyent­
larini toping. 

x 
I) Z=X2y - 2xy + y. ,\'lUJ=(l;2); 

2) Z=x/ - 2Xr\:2' XTO)=(O;l): 
3) Z=x/ + x/ X(lJ)=(2;O) 

Xl + Xl 
4) Z= _I _2 X101=ll'O). 

XI + Xl ' \ , 

7.53. Quyidagi funksiya gradiyentining satll chizjg'ini va 
gradiyentlarini berilgan nuqtalarda hisoblab tuzing: 

I) Z= (x l-2)2+ (X2-1)2, .~ol=(4;5); 
2) Z= (.\'1-2)2- (x

2
-3)2, XlO)=(6;4); 

3) Z= 2(XI-1)2 + 3(xc-2)2, .ytol=(3;3); 
4) Z = 2x l-x} - Xl' XlO)=( 1:2). 
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7.54. Gradiyentlar uSlIlini qo'llab, Z=4x\+2x~-x/-x/+5 
fllnksiyuni almashtirish jarayonini X(ll)==(4;5) nuqtadan boshlab 
maksim1ll11 qiymatini toping va yechimni topishning geometrik 
talqinini kC"rsating. 

Frank-Vulf llsulini qo'llab 7.55'-7.56 masalalarni yeching. 
7.55. Boshlang'ich nuqtasi ;\10)=(2;2) bo'\ganda quyidagi 

shmtlarda 

XI + 2x2 ::; 8, } 
2X2 - x2 ::; 12. 

X\20, .'(22 O. 
F(xl'x)= 2x\ +4x

2
-x\2_2x2 funksiyaning maksimllm qiymatini 

toping. 
7.56. Boshlang'ich nuqtasi ,tOl=(O;O;O) nuqta va almashtillsh 

jarayonining ko'rsatkichi f(Xk+\»)~f(X(l'»<O,OI bo'lganda, quyidagi 
shartlarda 

XI + 2x2 + Xj ::; 6,)" 
2xl + X2 + x.l ::; 6. 

x) ~ 3, 

Xl 2 0, X22 0, X 32 O. 

F(x, ,Xl"') = 6x2 +6X3 - x/ - x/ - x/ funksiYcming maksimum 
qiymatini toping. 

Jarima funksiyasi va Errou-Gurvis usulini qo'lIab, (7.57-7.59) 
masalalarni yeching. 

7.57. Quyidagi shattlarda 

Xl + X2 ::; 4,l 
X2:::; 2. J 

Xl 20, x2 2 O. 
R:xl'x

2
)=4x

I 
+ 1 OX

2 
-XI LX/ funksiyaning maksimum qiymatini 

toping. 
7.58. Quyidagi shartlarda 

(X
j
-5)2+(x2-5)1::;8, Xl 2 0, X2 2 O. 

F{XI'X
2
)=-X

l
L X/ funksiyaning maksimum qiymatini toping. 
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7.59. Quyidagi juft shartlarda 

2xI +~ ~ 2'l 
hI +X2 ~ 41 
Xl +X2 ~ 6, 

XI ~ 0, x2 ~ o. 
F(xI'X)=_X)2_X/ funksiyaning maksimum qiymatini toping. 

Tayauch iboralar 
Chiziqsiz programmalashlirish, shartsiz optimallash, eng chetki nuqta, 
maksimum, minimum, optimal yechim, daromad, ekstremum, fuuksiya, 
klassik nazariya. aniqmas kO'paytuvchi, Langranj usuli, xususiy hosila, 
shubhnli ekstremum, maqsadli funksiya, qavariq va botiq funksiyalnr. 
kvadratik vu qavariq masalalar, usul1ar, chiziqsiz pl'ogrammalashtirish, 
gnldiyenti, fUnksiyaning yo'nalishi. funksiyaning tezligi, mumkin bo'lgan 
berilganlar sohasi, Jaril11R hmksiyasi, 

Takrorlash Itchlln sal'oliaT 
1. Chi"iqsiZ !nasa/alar deganda nimani tushunasiz? 
2. ChiZiqsiZ Jil'Ogramma/arning iqtisodiy talqini deganda niman; lUshul1(!siz? 
3. SharMz optimal nima? 
4. Fng chetki nllqta nima? 
5. Optimal yechim Ilima? 
6. [agranj funksiyasi qanday ruziladi? 
7. Funksiyaga matematik analizning qaysi nazariyasi qo 'llaniladi? 
8. Aniqmas ko 'paytul'chi degonda /limani tush;masiz? 
9. XuslIsiy hosi/a dell lIimaga aytiladi? 
10. ShuMali ekstrelnlfm tIlma? 
11. ,'v[(J£jsadli jilllksiya 1lIf11c1? 
J 2. Qallday !unksi)'a qaval'iq !unksiya deyiladi? 
13. Global maksimum lIinJa? 
14. Kvadl'afik !unksiya nima? 
15. Kvadratik va qava/'iq !Ul1kS~VlI deb nimaga (lyti/adi:> 
J 6. Funksiyalling gradiyenfi qanday Topiladi? 
17. Frank-Vul! usuli orqali qanday masalalar yechi/adi? 
18. li() 'nalishi qanday topiladi? 
19. Jarima funksiyasi usutini aytillg. 



VIII BOB 
MATRITSALI O'YINLAR NAZARIYASI VA CHIZIQLI 

PROGRAMMALASHTIRISH 

l-§. Matritsali o'yinlar nazariyasining iqtisodiy va 
geometl'ik taJqini 

Bir-biriga zid manfaatlarning to'qnash kelishida eng optimal 
(foydali) yo"l tanlash nazariyasi 0 'yinlar l1(Jzarivasi de~'iladi, 
O'ylnning matematik tushunchasi har xiI o'yinlar lo:plamini qarab 
chiqishdan hosil bo·]gan. Lekin uning tatbiq etiiish sohasi ancha 
keng bo'lib, bir-biriga zid manfaatlar to'qnashadigan xilma-xil 
holatlar to'plamini o'z ichiga oladi. Bu o'yinlar to'piamiga 
quyidagiiar misol bo'la oladi: s11ax111at, shashka. karta o'yinlari va 
boshqalar. O'yiniar nazariyasiga asos solgan oHm Fon Neymandir. 
fon Neyman quyiclagi masalani o'rtaga qo'yadi: agar n ta R[.R2,· ... Rn 
o'ynovchilar biror G o'yinni o'Yllayotgan bo'lsa, 1- o'ynovchi bu 
o'yinda yutib chiqishi uchun qanday strategiyani tanlashi kerak? 

Masalan. ikkita raqib (birinchi RI va ikkinchi ~ o'ynovchi) 
bo'Jib, ulardan har bid ish tutishining yo'lini ikkinchisidan rnustaqil 
ravishda strategiyani tanlab oladi. 

Misol lIchun oq donalar bilan RI shaxmatchining strategiyasini 
tanlash birinchi yurishni ko'rsatish va R, qora donalarning mumkin 
bo'lgan birinchi, ikkinchi, lIchinchi YIHishJariga oq donalaming 
qauday javob berishini ko'satish demakdir: qora donalar bilan 
o'ynovchining strategiyasini tanlash oq donalaming mumkin bo'Jgan 
har bir yurishiga qora donalarning qanday javob berishini ko'rsatish 
demakdir. Shunday qilib, o'yin natijalari faqat tanlab olingan 
strategiyaIargagina (va ehtimol, natijasi o'yinchilarga bog'liq 
bo'lmagan tasodifiy sinovlarga) bog'Jiq bo'lgan to'plamga ega 
bo'ladi. Demak, agar o'yinchi V yutuq natijasini olgan bo'lsa, 
ikkinchi o'yinchi birinchiga f{v) so'm to'laydi yoki teskarisi. 

RI o'yinchi yutug'ining A/(X. Y) matematik kutilmasi 
koordinatalarining mos ravishda RI va ~ o'yinchi tanlab oIgan X 
va Y strategiyaiargagina bog'liq bo'ladi. 
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Yuqoridagilarga asosan ko'rinadiki, o'yinlar nazariyasi quyidagi 
masalalarni o'rganadi: 

1. R[ o'yinchi ~ o'yinchining qanday yo'I tutishiga bog'Jiq 
bo'lmagan holda imkon boricha ko'proq yutuq olishi uchun, ya'ni 
mil\. M (Xo. f)=maxJmil\ M (x,y)} bo'lishi uchun u qanday Xo 

strategiya tanlab olish kerak; 
2. R2 o'yinchi RI o'yinchining qanday yo'l tutishidan qat'i 

nazar irnkon kamroq yutqizishi uchun, ya' ni max" M 
(X, ~)=minJmaxx M (x,y)) bo'lishi uchun u qanday Uo strategiya 
tan lab olishi kerak. 

Har bir o'yinchining strategiyalar soni chekli bo'lgan holdagina 
bu masalaIar prinsipial jihatdan yechiladi. Bu yerda umuman har 
bir o'yincbi qandaydir aniq bir strategiyani emas balki, har bir 
o'yinni takrorlaganda RI o'yinchi uchun ehtimollari p .. P2' .... ' P , /, 
bo'lgan xI' Xl'·· ... Xn strategiyalardan birini, ~ o'yinchi uchun esa 
ehtimollari ql' Q2"" ,q" bo'lgan YI' Y2'·"'Ym strategiyalardan birini 
tanlash foydali bo'ladi. 

(ppPl'· .. ·'P,,) va (ql'q2 .... 'qm) to'plamlarga o'yinchilarning aralash 
strategiyalari deyiladi. {P) va {q.,} to'plamlarni va RI o'yinchi 
yutug'ining matematik kutulmasini topishga o'yinning yechimi 
deyiladi. Endi o'yinlar nazariyasiga oid ayrim ta'rifva teoremalarni 
isbotsiz keltiramiz. 

l-ta'rif. Har qanday G o'yinni o'yin matritsasi deb ataluvchi 

r

CXIICXI2 ... CXIII J 
CX21CX22"'CX2n 

A = .......... 
cxmlcxm2···CXmn 

matritsa orqali aniq\ash mumkin. Bu matritsa RI o'yinchi uchun 
yutuqlar matritsasi deb ataladi. 

2-ta'rif. O'yinning natijasiga yutuq deyiladi. 
3-ta'rif. Agar o'yinga fa qat ikkjta taraf (shaxs shaxs) qatnashsa, 

u hollarda o'yinga juft o'yin deyiladi. 
4-ta'rif. Agar juft o'yinda yutuqlar nolga tellg bo'lsa, ya'ni 

birinchi o'yinchining yutug'i, ikkinchi o'yinchining hoy berishiga 
teng bo'lsa, bunday o'yin yig'indisi nolga teng yechim deyiladi. 
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5-ta'rif. Agar A yutuq matritsasi n ta u~tun va III ta satrga ega 
bo'IsH, bunday o'yinga nxm o'Ichovli chekli o'yin deyiladi. 

6-ta'rif. Yutuq matritsasi topilgan 0: = max(min C(u)· songa 
I . 

.I 

o'yinning lIllyi yutug'i deyiladi (yoki maksimin stralegiyasi deyiladi). 

7-ta'rif. Yutllq matritsasidan topHgan ~ = min(max a ,,) songa 
I J . 

o'yinniilg yuqori yutug'i qiymati deyiladi (yoki minmaks 
strategiyasi deyiladi). 

8-ta'rif. Agaro: = l11ax(min (Xij) = 0: = min(max (Xi) == V bo'lsa, u 
I. ;. . ' 

.I J 

vaqtda V - ga o'yinning yutllq qiymati deyi1adi. 
9-ta'rif. (I.=/30'yinga egar nuqtali o'yin deyiladi. 
IO-ta'rif. Egar nuqtali o'yinda maksimum va minumumni 

topishga optimal strategiya deyiladi. 
ll-fa'rif. i\g:ar a:;t:fi bo'lsa, (egar lluqtaga ega bo'Imasa), u 

vaqtda sof :;trategiyani ko'rsatuvchi vektorning tarkjbiy qismlariga 
si\jigan strategiya deyiladL 

8.I-teorema. O'yinning quyi yutug'i yuqori yutug'idan katta 
bo'la olmaydi. 

11 ta'rifdan ko'Jinib turibdiki, sofstrategiyani izohlovchi vektor­
ning tarkibiy qismlari har bir o'yinchining nisbiy takrorlanish da­
rajasini bildiradi va lining yig'indUaJi not (bir)ga teng, 

Agar birinchi o'yinchining siljigan strategiyasini X=(x" x2',·· ,xm) 
va ikkinchi o'yinchining siljigan strategiyasini 

III m 

Y=(Yl'y" ... ,y) deb belgilasak, u vaqtda LXi = 1, LY.i = 1 
- i;\ i=1 

bo'ladi, bundaxj ~ 0, (i = I,m) Yj ~ 0, (i = l,m). Yuqoridagilarga 

asoslanib, birinchi o'yillchining optimal strategiyasini x~" ikkincbi 
birincbilarning optimal strategiyasini .vi< biIall belgilasak, u vaqtda 
ikkala o'yinchining o'yini quyidagicha bo'l;Jdi. Yuqoridagilardan 

n /l 

iJ = LL o: .. x;y~ . 
.i=\ ;=1 Ij . 

lS4 



Optimal strategiya va o'yin yutug'ini aniqlash jarayoniga 
o'yinlling yechimi dcyiladi. 

8.2-teorcma. Har qanday yig'indisi nolga teng matritsa o'yini 
siljigan strategiyasi yechimga ega. 

8.3-teorema. A matlitsaning V o'yin yutllg'i Y* va Z* optimal 
strategiya bo'lishi uchun qllyidagi tengsizHklarning 

m m 

IPilu; ~tf (i = I,m) va 
1=1 

I,aijz; 219- (i=l,m)bajarilishi zarur va 
)=[ 

yetarlidir. 
8.4-teorema. Agar o'yinchilardan birontasi siljigan optimal 

stratcgiyani qo'llasa, u vaqtda optimal strategiyaga (sof strategiya) 
qo'shilgan lkkinchi o'yinchining qallday chastotalar bilan o'yinga 
kirishidall qat'i nazar ylltllq qiymati V ga teng bo'ladi. 

(2 5) 8.1-masaJa. Quyidagi matritsa 6 4 bilan masalaning o'yin 

ycchimini toping Vii geometrik talqinini bering. 
Yechisb. Oldin masalaning egar Illlqtaga ega yoki yo'qligini 

tekshiramiz. 
Buning uchun quyidagilar topiladi. 
min{2;5}=2. max(2;6}=6. 
min{6;4}=4, max{5;4}=5. 
Demak, o'yinning quyi Ylltug'i ex =max{2:4}=4, yuqori yutug'i 

ehtimollari p= min{6;5}=5, 0',=4*~=5 bo'lgani uchun 

(~ ~ )matritsa bilan berilgan o'yin yechimi si1jigan optimal 

strategiyaga ega bo'lib, lining yutug'i V quyidagi oraliqda joylashgan 
4:::; vs 5. 

Agar A o'yinchining strategiyasi U (ul' u2) vektor bilan berilgan 
bo'lsa, u vaqtda 8.4 teoremaga asosan B o'yinchi B[ yoki B2 
strategiyani qo'Uaganda A o'yinchining o'rtacha yutug'ining qiymati 
quyidagi tengliklar bilan belgilanadi: 

J 2u~ + 6u~ = 0, (BI strateg~yani qo'llaganda) , 

l2ul + 4u2 = 19- (B2 strategl}'ani qo'lIaganda). 
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Bu o'yinlarning chastotalarining yig'indisi csa 
UI*+U/= I. 

Yuqoridagilarga asosan quyidagi sistema hosil bo'ladi: 

1
2u~ + 6u~ = /J, 

SUI +4U2 = 1'1, 

UI + U2 = l. 

Bu sistemani yechsak, 1l,*=O,4; u/=O,6; v=4,4 yechim hosil 
bo'ladi. 

Agar B, o'yinchining strategiyasi Z=(Zl * ,z/) vektor hilan 
beriigan bo'lsa, u vaqtda 8.4-teoremaga asoslanib, quyidagi sistemanj 
keltirib chiqarish mumkin: 

!
2Z; + Sz; = 4,4, 

6z; + 4z; = 4,4, . . 
ZI + Z2 = l. 

sistemani yechsak quyidagi yecrum hosil bo'ladi; 
Z *=02· z *=08 I " -2 ,. 

Shunday qiJjb, (~ ~) matritsa bilan berilgan o'yil1 siIjigan 

optimal strategiyasi U*=(O,4; 0,6), £1'=(0,4; 0,8) bo'lib, yutuq 
qiymati esa v=4,4 ga teng. 

Endi masalaning geometrik talqinini beramiz. Buning uchun 
yOz teksligida A o'yinchining siljigan strategiyasini U=(ul'u

2
) bilan 

belgilasak, U vaqtda xususiy holda Al (0; 1) nuqta A, strategiyani, 
A2(0; 1) nuqta esa ~ strategiyani belgilaydi va h.k. 

Agar Al va ~ nuqtalarga perpendikular chiziqlar o'tkazib, bu 
chiziqlarga o'yinchilaming yutuqlarini joylashtirib chiqHsa quyidagi 
8.1-chizma hosil bo'ladi. 

Agar A o'yinchi AJ strategiyani tanlaganda H o'yinchining 
strategiyasi B, bo'lsa, ti vaqtda A o'yinchining yutug'i 6 ga teng, 
B] bo'lganda esa 4 ga teng. Bu ikkala son ~ nuqtaga perpendikular 
ustida yotgan HII va B21 lami birlashtirsa, aniqlaydL HI va HII, B] 
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va B/ nuqtalarni birlashtirsa ikkita to'g'ri chiziq hosil bo'ladi. Bu 
to'g'ri chiziqlardan au o'qigacha bo'lgan masofalar har qanday 
strategiyani tanlagandagi o'rracha yutllqni ko'rsatadi. Masalan, B] 
B

J
! kesmadan au o'qigacha bo'lgan masofalar AI va A2 

strategiyalarning tanlagandagi o'rtacha yutug'i vt(A 1 va A:! 
strategiyalarning chastotalari mos ravishda u1 va u2 ga teng). B 
o'yinchining strategiyasi esa Ri ga teng bo'lib, masofa 2u I +6u2=v l 
ga teng. Xuddi slumingdek, Bo strategiyani qo'llaganda o'rtacha 
yutuq B?l B,l kesmadan 011 o'-qigacha bo'lgan masofalarga teng 
bo'lib, bll m-asofa SUI +4U2=V~ ga teng. Shunday qilib strategiyani 
B

J 
/vlB/ chiziqning ordinatalari A o'yinchining har qanday siljigan 

strategiyasi minimal yutug'i bo'ladi. Bu minimal yutuqlar ichida 
M l1uqtaning ordinatasida maksimum qiymatga ega bo'ladi. Demak, 
/vi nuqtaning ordinatalari optimal yechimlar bo'ladi. Optimal 
strategiyasi u*=(u i*; 1I/) o'yin yutllg'ining qiymati esa v ga teng. 
/v/=(u/: u/) nuqtalling koordinatalarini topish uchun B

J 
B

J
] va 

B2 B/ to' g' 11 chiziq kesishish nllqtalalini qllyidagi uchta tenglamalar 
sistemasini yechib topamiz: 

!
2Ut + 6u; = l~, 
5u; + 4u; =~, 

u;' + U2 = 1. 
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• 2 • 3 22 Bundan UI =5=0,4,111 =5=0,6.,9=5=4,4. 

Xuddi yuqoridagi kabi B o'yinchining optimal strategiyasini 
topamiz. Buning uchun quyidagi 

j
. . 22 

2z1 + 5zJ =-_ 
- .). 

z; + z; = I 

sistemani yechib, z; = ~ = 0,2; z; = ~ = 0.8 siljigan optimal yechim­

lari topiladi. Natijada o'yinning siljigan optimal strategiyalarining 
yechimlari U*=(OA; 0,6) va 2*=(0,2; 0,8) bo'ladi. O'yin 
yutug'ining qiymati esa v=4,4 ga teng. 

8.2-masala. Quyidagi matritsa bilan berilgan o'yinning 
yechimini toping: 

(7 9 8J 
A= to 6 9 

Yechish. Oldill masalaning egar nuqtaga ega yoki yo'qlig'i 
tekshiriladi. 

Buning uchun quyidagilar topiladi: 
min {7 9 8 }=7, max {7 lO}=IO, 

min {ID 6 9 }=6, max{9}=9 6 .. 

max {8 9}=9. 
Demak, o'yinning quyi yutug'i a =max [7 6} =7, yuqori yutug'i 

esa f3 = min {to 9 9}=9, a=7:;t:{3='9 bo'lgani uchun A matritsa 
bilan berilgan o'yin yechimi siljigan optimal strategiyaga ega bo'lib, 
yutug'i V quyidagi oraliqda joylashgan: 

7<v<9. 
Agar A o'yinchining strategiyasi U (ul' u

2
) vektor bilan herilgan 

bo'Jsa, u vaqtda 8.4-teorcmaga asosan B o'yinchi BI yoki B2 yoki 
strategiyani qo'llaganda A o'yinchining o'rtacha yutllg'ining qiymati 
quyidagi tengliklar bilan belgilanadi: 
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7u; + IOU; = 0, 

9u; + 6u; = 11, 

8u; + 9U; = 0, 

U; + U2 = 0. 

8.2-chizma. 

Bu sistemani yechsak quyidagi yechim hosil bo'ladi: 
u

l 
*=2/3; u

2 
*= 1/3. u*=(2/3, 1/3), v=8. B o'yinchining 

strategiyasi Z*=(z/,~ * ,z*) vektor bilan berilgan bo'lsa, u vaqtda 
8.4-teoremaga asoslanib, quyidagi sistemani keltirib chiqarish 
mumkin: 

7Z{ + 9z; + 8z; = 8, ) 
* • * IOZI + 6z2 + 9z3 = 8, 

Z; + z; + z; = 1. 

Bu sistemani yechsak, quyidagi yechimlar hosil bo'ladi: 
z *=1/2=0" z *=1/2=0 5 z *=0 Z*=(O 5· 05· 0) optl·mal 1 , ..... , 2 '~3' '" , 

yechim. 
Yuqoridagi o'yin yechimining geometrik talqinini 8.2-chizmadan 

ko'rsatish mumkin: Bl BI, B2 v-; I va B3 BI to'g'ri chiziqlar siljigan 
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optimal strategiya bo'lib, BI K B21 Sllllq chiziq B o'yinchining 
yutllg'ini quyi chegarasini ko'rsatadi. 

Shunday qilib 2><2 ko'rinishdagi o'yin yechimlarini topish 
uSlIlidan foydaJanib, 2xn va nx2 ko'rinishdagi o'yinlarning 
yechimlarini topisilni lImumiy holda quyidagicha yozisb mumkin: 

1) ikkinchi (birinchi) o'yinchining strategiyalariga mOl-; bo'lgan 
Lo'g'ri chiziqlar chiziladi; 

2) O'iYll Ylltug'ining quyi (yuqori) chegaralari aniqlanadi; 
3) ikkinchi (birinchi) o'yinchining ikkita strategiyasi topiladi 

va ularga nons masofalarga to'g'ri siljigani aniqianadi. Shu to'g'ri 
chiziqlarning kesisrush lluqtasini maksimal (minimal) ordinataga 
ega bo'lgan qiymati topiladi; 

4) o'yin yutug'ining qiymati va optimal strategiyasi aniqlanadi. 

2-§. Matritsali o'yinlar nazariyasi masalalarini chiziqli 
programmalasbtirish masalalariga keltirish 

Faraz qilaylik m x n ko'rinishdagi matritsa bilan aniqlangan 
o'yin berilgan bo'lsin 

[

all al2 ... alII 1 
(i21 a22 ... a2n 

A = ~II:I' ~~~ ·.:.·a
mll 

l-§ dagi 8.1-teoremaga asosan PI o'yinchining optimai 
strategiyasi U*=(U

I
*,1l2*'''''U

m
*) ga teng bo'lib, o'yin yutug'i vuchun 

quyidagi tengsizlik bajariladi: 
m 
LaijUi• :?: 1~ 
i=1 

(i = Gi). 

Masalaning yechiminj aniqlash uchun yutuq v>O deb hi.sob­
laymiz. 

U vaqtda quyidagi ifoda hosil bo'ladi: 

m U· -) L aij - :?: 1. V = 1,11 
i=l ,,} 
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Bu tengsizlikka V{ = r;* almashtirish kiritsak, faijY; ~ 1 
1 ,~l 

(i=l,n), Y; ~O (i=1.m) kelib chiqadi. 

In 

Agar 2>;' = 1 sha11dan foydalansak, tengliklar hosil bo'ladi: 
i~l 

m • 1 LJli ~. Shart bo'yicha PI o'yinchi maksimum yutuqqa erishish 
i~l r 

uchun harakat qiladi, ya'ni Ijv miqdorning minimum qiymatini 
topishga intiladi. 

Demak, Pr o'yinchining optimal strategiyasini topish uchun 
m 

quyidagi shartlarda L aijY;" ~ 1 
i~l 

(J = 1,n), Yj" ~ 0 (i = I,m). 

m 

F* = LYi funksiyaning minimal qiymatini topish kerak. 
i~l 

Xuddi shunday P2 o'ynovchi optimal strategiyasini top ish uchun 
quyidagi shartlarda 

m _) 
Laijxj~l (J=l.m), Xj20 (i=l,n. 
i~l 

F = ~ Xi funksiyaning qiymatini topish kerak (bunda Xi = ; ). 

Shunday qilib, A o'yin matritsasi bilan berilgan mxn ko'rinishdagi 
bir juft o'yinni chiziqli programmalashtirish masalasi bilan 
almashtirib, quyidagi simmetrik, ikkilangan masalalar ko'rinishida 
yozish mumkin: 

Birlamchi masala. Quyidagi chegaraviy shartlarni 

n _) 
La!jxj~l (i=l,m), xj2:0(i=1,n 
i~l 
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1/ 

qanoatlantiruvchi F(X"X2, ... ,XI1)=~Xj funksiyaning maksimum 

qiymatilli toping. 
Ikkilamchi masala. QuyidClgi chegaraviy shartlarni 

In 

LaijY; ~ 0 (i = G), III ~ 0 (i = I,m) 
;=1 

11 

qanoatlalltimvchi F(u"u2, ... ,1I) = LYj funksiyaning minimum 
1\ j=l 

qiymatini toping. 
Ko'rsatilgan ikkilangan masalaJarning yechimlaridan foydalanib, 

o'yil1 strategiyasini va yutug'ini quyidagi formulalar bilan topamiz: 

• '" v· .., 
U; = -' -' - = 11Y; , n 

LY; 
j=[ 

1 1 
15=--=--' 

11 m' 
~. ~. 
£...X j £"'Y j 

j=1 i=[ 

. 
"" Z; III 

Zi = -;-1- = 15xj' 
~. 
£...X 
j=[ I 

(i = I, In • j = L, n ). 

Demak, Pi o'yin yechimini chiziqli programmalashtirish 
uSllllarini qo'l1ab, topishjarayoni qllyidagi ketma-ketlikda amalga 
oshiriladi: 

1) o'yin matritsasiga ekvivalent bo'Jgan bir jllft ikkilangan 
chiziqli programmalashtirish masalasi tuziladi; 

2) bir juft ikkilangan masaJalling optimal rejasi topiladi; 
3) ikkilangan bir juft masalaning optimal rejasi bilan optimal 

strategiya va o'yin yutug'idan foydalanib, 0'y1nni11g yechimi 
topiladi. 

8.3-masala. Quyidagi matritsa bUan berilgan o'yinning yechimi 
topilsin. 

[

6 2 5] 
A= 4 3 7 . 

556 
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Yechish. Bu matritsa egar nuqtaga a32=5 ega. Shuning uchun 

uning siljigan sof strategiyasi A) va B2 bo'ladi, ya'ni X =(0,0,1) va 

y = (0,1; 0) v=5 bo'lganda. 
Bu matritsaga mos to'g'ri bir juft chiliqU programma-

lashtiri~hning ikkilangan masalasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 

~slabki masala: 
I Quyidagi shartlarda 

6xI + 4X2 + 5X3 2: I,) 
2xI + 3x] + 5x3 ~ 1, 

5xI + 7 x2 + 6X3 ~ 1. 

I

' XI?~O, x2;:-.:0, Xl~O. 

f(x
1 
,x

2
,X)=X 1 + x 2 + x:; 

l 
funksiyaning minimum 
qiymatini toping 

Ikkilangml masala. 
Quyidagi sharUarda 

6Yl + 2Y2 + SY3:::; 1,) 
2)'J + 3Y2 + 5Y3 :::; 1, 

SYl + SY2 + 6Y3 :::; I. 

UJ~O, u2>-O, U;20 

j(u"u2,u)=u, +u2 +u1 

funksiyaning maksimum 
qiymatini taping 

Jkkilangan masala simpleks usul bilan yechilsa, quyidagi jadvallar 
hasH bo'ladi. 

/- sfmpleks jadval 

4 T n TIT J I I 0 0 () L 

C6 Alii U, 1I1 ll) lI4 11; lib I 

3 [) V" I ~ 2 5 I (} 0 

I 
2 0 11; I 4 ~ 7 0 1 0 .l 

I ol Llb I 5 5 6 0 ~ J 
--

Z=o -I -) -1 () n (l I _J 
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2- _Iimpleks jadva! 

4 1 2 3 1 1 1 0 0 0 
Tek- I 

shirish . 
ustulli 

C(, 
4 

lI, u! u, u4 III Lt" 6-
5 

3 0 u4 3/5 4 () 13/5 I) 0 --2/5 4! 
5 

2 0 u. 2/5 I 0 17/5 0 0 -3/5 3 2 
I 

, 
5 

I I u! 1/5 1 1 6/5 0 () 1/5 3/5 , 

1 ndeks satri Z=1/5 0 0 1/5 0 0 1/5 3/5 

Demak, indeks satridagi hamma kataklardagi 50nlar musbat 

bo'Igani uchun optimal yechim quyidagicha bo'ladi li1=0, U2=~' 

3 2 
u,=O, u4= 5"; u5= 5" va Z =1. =!. ho'ladi. O'yin yutug'i 

max J nun 5 . 

1 1 
[}=--=-=5 

Zmax ! bo'lgani uchun optimal yechimlar J't*=O, y/=l, 
5 

y)*=O ga teng. Chiziqlarda qanday qilib V o'yinchining optimal 

strategiyasiY * (0; 1;0) ga teng. 
A o'yinchining yutug'ini optimal yechimlarini, ya'ni dastlabki 

masalani optimal yechimlarini o'zgarmaslar ustunidan Y4' YS' Yb 

sonla111i tanlab olamiz: 

x *=0 x =0. x =! optimal strategiyasi esa X * (0' 0'1) ga teng 1 '2 . J 5 . , , 

bo'ladi. 

Topshiriqlar 

8.4-8.17 -masalalar. Quyidagi matritsalar bila11 be rilgan 
o'yinlarning yechimlari topilsin. 
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8.4. 

8.6. 

(3 4 5) 
A[= 7 6 4 

(
2 4 0 35) 

A,= 6 38 4 2 

8.8. = (4 7 1 -2) 
As 0 -3 4 2 

8.10. 7 -1 
5 4 

1 5 
A7=13 -2 

2 1 

8.12. 16 4 

8.14. 

5 3 

3 6 
A9=11 8 

2 5 

v[; ~l 
8.16. [7 

_ 6 A
J4

-

5 

6 7 5] 
798 
846 
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8.5. 

8.7. 

(
8 5 3 67) 

~= 4 79 5 8 

(
5 3 6 45) 

A4= 4 18 4 2 

8.9. [~:j 
Aa= 3 7 

4 6 

8.11. 2 8 
4 3 

o 6 
~=13 4 

5 2 

8.13. 11 - 1 

o 1 

-I 0 
ALO=12 -3 

1 2 

8.15. [8 4 7] 
659 

AJ3= 7 7 8 

8.17. 
5 6 71 
342 

2 - 3 8 

All = 



Tayanch iboralar 
Matritsa. o'yin matritsasi, o'yin YUtllg'i, egar nuqta, yechim, juft, juft o'yin, 
o'yinning quyi yutug'i, o'yinning yutllg'i. 

Takrorlash uchun sallollar 
I. 0 'yin/ar nazariyasining iqfisodiy ta/qini deb nimaga ayfi/adi? 
2. 0 'yinning geomefrik fa/qini deganda nimani tushunasiz? 
3. 0 'yin matritsasi nima? 
4. 0 'yin yUfug'i deganda nimani lUshunasiz? 
5. Egar nuqfali 0 'yin deb nimaga ayfi/adi? 
6. 0 'yilll1illg quyi va yuqori yUfug'i deb Ilimaga ayti/adi? 



TEST SAVOLLARI 

1. Maqsadli funksiya qanday tuziladi? 

I) maqsadli funksiyax"x2"",Xn vaal,a2, ... ,an o'zgaruvchilardan 
tuziladi; 

2) maqsadli funksiya bu tayanch chiziq; 
3) maqsadli funksiya bu optimal reja; 
4) maqsadli funksiya deb muvozanat chizig'iga aytiladi; 
5) maqsadli funksiya deb matematik modelga aytiladi. 

2. Transport masalasida yopiq matematik model deb nimaga aytiladi? 

m m 

La; La; 
1. ~ = 1 ga aytiladi; 2. ~ -< I ga aytiladi; n n 

Lb; Lbj 
;=1 j=1 

m m 

La; La; 
3. ;=1 >- 1 ga aytiladi; 4. ;=1 = _ ga aytiladi. n fA 2 Lb; 

;=1 ;=1 

3. Yechuvchi satr deb o'zgarmas ustundagi sonlarni mos ralishda yechuvchi 
ustundagi sonlarga bo'lganda ... ? 

I) eng katta son turgan satrga aytiladi; 
2) eng kichik son turgan satrga aytiladi; 
3) musbat son bo'lgan satrga aytiladi; 
4) manliy satr bo'lgan satrga aytiladi; 
5) manliy bo'lgan satrga aytiladi. 

4. Yechuvchi ustun qanday olinadi? 
I) o'zgarmaslar ustunidagi eng kichik son turgan ustun olinadi; 
2) indcks satridagi eng katta musbat son turgan ustun olinadi; 
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3) indeks satrida turgan eng kichik son turgan ustun olinadi; 
4) indeks satridagi eng kichik manfiy son turgan ustlln olinadi; 
5) endeks satridagi turgan eng katta manfiy son olinadi. 

5. Yechuvchi son qanday olinadi? 
1) yechuvchi satr bilan o'zgarmaslar ustuni kesishgan katakdagi songa aytiladi; 
2) yechuvchi salr bilan Xl o'zgaruvchi joylashgan ustun kesishgan katakdagi 

songa aytiladi; 
3) yechuvchi ustun bilan yechuvchi satr kesishgan katakdagi songa aytiladi; 
4) yechllvchi satr hilan Xl o'zgaruvchi turgan ustlln kesishgan katakdagi 

songa aytiladi; 
5) indeks satrida joylashgan birinchi katakdagi songa a)1iladi. 

6. Quyidagi masaJaning 

{

3Xl + 2x2 S 2, 
4Xl + 9x2 S 4. 

Xl ~ 0'X2 ~ O. 

F(xl ,X2) = 5xI + X2 ~ max muvozanat chizig'i tenglamasini toping. 

1) 5xI + X2 = 1; 

2) 5x, + x2 >- 1; 

3) 5Xl +x2 = K; 

4) 5xI + x2 = 0; 

5) 5xI + x2 -< O. 

7. Bosh satr elementlari qanday formula yordamida to'ldiriladi? 

O+A( KI . 1) __ u. 2)-, 
K ' K2 

°i. 3) -, 
K 

OJ. 
4) Ki' 5) KI + K2 

Oj 

8. Bosh satrdan boshqa satrlardagi katakIar qanday formula yordamida 

to' IdiririJadi? 

l)A .. =0.+KI K2 IJ I --_. 

K' 
2) A

j
; = 20 _ K, K2 . 

" I K' 

3) A; = 0, _ KI - K2 . 
rr , 

4) Ai = 0, _ KI + K2 . -) A .. - 0 Kt FF ,) I' - .--
M "' K' 2 
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9. Transport masalasining birinchi programma xarajatlari qaysi fonnola 
yordamida hisoblanadi'! 

n m 
I) L = LLCijXy .. L -') max; 

;=1 )=1 

11 m 

3) L = LJi + Lh,., L -') min; 
;=1 ;=1 

5. L = AX -') max. 

n In 

2) L = LLCijXij,L ~ min; 
. "=I.H 

" In 

4) L = La,. + L bi ; 
;=1 }=I 

10. PotensiaJlar uslubi bilan transport masalasini yecbganda jadvallaming 
optimal bo'lishi uchun qanday shart bajarilishi kerak? 

I) C,j - Cij -< 0; 2) C,l = ab; 

3) Cij -Cij >- 0; 

5) Cij - (/,. >- O. 

4) a j + hj = Cij ; 

11. Yechuvchi satr kelgusi jadvalda qanday satr deyiladi? 
1) yecbuvchi kO'paytuvchi; 2) yechuvchi ayirma; 
3) bosh ,air; 4) yechuvchi salr; 
5) bosh bo'lmagan salr. 

12. Transport masalasiga qanday vaqtda yangi iste'molcbilar kiritmasdan 
optimallashtirish mumkin '? 

i) (I, = hj ; 

n 

3) La, = hj ; 
;=1 

5) ai - hi = f. 

2) aj = " b.: ~ l' 

4) La; = Lbj ; 

13. Simpleks uslobida teksbirish ustuni qanday to'lidiriladi? 
J) satr elementlarini bir-hiriga kO'paytirib qo'shish bilan; 
2) indeks satr demellliarini qO'shish bilan; 
3) hamma satrlarni mos ravi~hda satr bo'yicha qo'shish bilan; 
4) faqat bitta satl" eiementlarini qo'shish bilan; 
5) ustun elementlarini qo'shish bilan. 

14. Transport masalasining modeli qacholl ochiq matematik model deyiladi? 

I) a = b bo'lganda; 2) Gj = bi bo'lganda; 

n 

3) (/i >- hi bo'Jganda; 4) La; = Lb; bO'lganda; 
;=1 
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In 11 

5) L. LI, = L. hj bo'Jganda. 
,=1 j=l 

IS. Matematik progranunalashtirish masalalari qaysi oJimning ishlarida birinchi 
marta ko'rila boshlangan'r 

J) R. Bdlllliin; 
.~) S. X. Sirojiddinov; 
5) A. S. Gershgorn. 

2) D. Dansig; 
4) L. V. K8ntorovich; 

16. Chiziqli progJ'mnmalllshtilishning unlumi), masalasida qanday yechimlar 
o'rganiladi. 

1) Inllsbat va nolli yedlimlar; 
3) nolli yechimlar; 
5) nolli, rnanfiy, mllsbat yechimlar. 

2) manfiy sohasida; 
4) mllsIJat yechimlar; 

J 7. Chiziqli programmalashtirishning asosiy masalasida qanday yechimlarni 
topish tatab etiladi. 

1) nolli yechimlar; 2) musbat yechimlar; 
3) m:mfiy y~chimlar; 4) Illusbat va nolli yechimlar; 
5) \11usbat. lllanfiy va nolli yechimlar. 

18, Quyidagilar berilganda transport masalasining birincbi programmasining 
xarajati nimaga teng? 

BazaJardagi 11011a1' a
l 

=400 t, a2 =500 t I'a iste'molchilar talabi b l =300 t, 
b, =400 t, b. =200 . 

.:. ,\ 

Ta'rif matritsasi T = 4 ~ 2 . (3 -4) 
1. 3200; 2. 3100; 3. 3400; 4.5400; 5. 1260. 
19. Quyidagi shartlarda 

{
15XI + 6x2 $ 30, 

xl S 2. F = 7 Xl + 4~ ning maksinw.l1l qiymatini lOping. 

Xl ;:: 0,X2 c. O .. 

1. 70; 2. 18; 3. 24; 
20. Quyidagi funksiyaning 

{

Xl +4X2 $ 8, 

4Xl + x2 $1. 

Xl ;:: O,~ :2: O. 

4.14; 5.72; 

F = IOx] + 20X2 ning maksimum qiymatini toping. 

\. IS; 2. 32; 3. 20; 4. 5; 5. 28. 
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21. Quyidagi shartlarda 

I
X] + x2 ::; 18, 

xl + 2X2 ::; 24, 

xl::; 12. 

Xl ~ 0,X2 ~ O. 

Fmax ::: 10Xl + 20x1 -') max. maksirnum qiymatilli toping. 

1. 42 .l'=(l2;6); 2. 35; 3. 32 XO=(lO;8); 
4 ll; 5.13. 

22. Quyidagi shartlarda 

{

2X] + 2X2 + 2X3 ::; 6, 

5X1 + 2X2 + 5x3 ::; 8. 

Xl,x2,x) ~ O. 

F ::: 9xl + 7 X2 + 12x3 -') m'LX. maksimum qiymatilli toping'? 

l. F =53/3.:tu =(0, 7/3. 2/3): 
2 P IT"'"'=l'" x'=(1 5 1)' 

• m<l;('" , ~ - • 

3. F =3 ,X"=(2, 3/2, 2/3); 
4. F::=5 _'""=(0,7/3.2/3); 
5. F m 1.,=4 x'=(O, 7/3. 2/3). 

23. Quyidagi shartlarda butun sonli yechimlarni toping. 

1
4X1 + x1 - 4x) 2 2, 
-x] + x, ~ 1, 
-3x] + 3X2 - 3X3 ~ 1. 

xl ~ 0'X2 ~ O. 

F(X) ::: 2x[ + X2 + 2X3 -') min. minimum qiymatini toping. 
l. F . = g. 

lIIlU ' 
2. F,III!!= 4; 3. Flllill= 5; 4. F min = 6; 5. F,uin = 3. 

24. Quyidagi yutuqoi toping: 

_(2314) 
A- 4231' 

1. x l =2/3. x2=1/3 
2. x l ==3/2. x/A/3 
3. x

l
=?/3. x

1
=3j4 
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4. x,=4j3, x)=S/3; 
5. x,=1/3, x2=4/3. 

25. Quyidagi shartlarda 

1
4X, +x2 -4x) ~ 2, 

-XI + X3 ~ I, 

-3x, + x2 + 3x3 ~ 1. 

x, ;::: O,x2 ~ 0. 

F = 2x, + X2 + 2X3 ~ min butun sonli yer.;himlarini taping. 
1. F . =8 )/, =(0' 6' l' O' O' 8)' 
2. (.~:=4: i J=(l;'2;\'4):' , 
3. F,'1.,,=5, .tJ=(0; 0; 3; I; 0; 7); 
4. F =6 x'=(2' 3' O' O' 2)' 
5. F,::=J: xl=(O; 3: 7: 0; 0; '2). 
26. Quyidagi shartlarda butun sonli programmalashtirish masalasini yeching. 

r3Xl + 2X2 ~ 10, 

~ Xl + 4X2 ~ 11, 

l3x\ + 3X2 + x3 ~ 13. 

x\ ~ 0,x2 ~ 0,x3 ~ O. 

F = 4x\ + 5X2 + X3 ~ min. rninurnim qiymatini toping. 

I. X' =(0; 3; -1; 3/2); 
2. x'1=(0; 2; -4; 6); 
3 . .tJ=(2; 2: I; 0; 0: 1); 
4. x"=(O; 0; -2; 3; I); 
5 .. \,1=(3/4; 1/2; 3/2; 1; 2). 

27. Quyidagi shartlarda Lagra~ funksiyasini tuzing. 

2x\ + 2X2 = 6, 

F(X) = X[ + xi. 
l. L(Xl,~,A) = A(xl + xi) +A(6 - 2x\ - 3X2); 

2. L(XbX2,A) = AXf +xi +A(6-2x1 - 3x2): 

3. L(xl>X2,A) = A(6+2xl + 3x2)-xl-xi; 
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4. L(x], X2,)..) = xf + xi + ),,(6 - h] - 3x2); 

5. L(x], X2')..) = xl + ),,(6 - 2x] - 3X2)' 

28. F(x] ,x2 , ... , xn ) funksiya Xqavariq to'plamda berilgan deyiladi, har qanday 

x, va x2 lar uchun quyidagi shartlar bajarilsin. 

1. F [X2 - (1- )..)xd ~ )"F(X2) + (1- )")F(x]); 

2. F [)..X2 - (1- )..)x]] ~ )../(X2) + (1- )")F(x]); 

3. F [(1- )..)X2 + (1- )..)xd ~ )../(x2) + (1 + F(x]»; 

4. F[(1 + )..)X2 + (l + )..)x]] ~ /(X2) + (1 + F(x]»; 

5. F(1 + Ax]) ~ £(1 + )..x2)' 

29. Quyidagi shartIarda 

{

4X] + 6x2 ~ 4000, 

x] + 2x2 ~ 12. 

x] ~ 0,x2 ~ O. 

F(X) = 5x] + 8x2 -4 min. minumim qiymatini toping. 

1. 5200: 2. 3200: 3. 2000; 4. 2200; 5. 1700. 

30. F(x]x2)=3x/+12x/ funksiyadan ,,\'0=(3;4) nuqtada 5(1;1)IISII = 1 

yo'nalish bo'yicha hosila topilsin. 

aF(XO) = 114; 
I. as 

aF(Xo) = 100; 
3. as 

aF(Xo) = 94. 
5. as 

aF(XO) = 110; 
2. as 

aF(Xo) = 120; 
4. as 
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