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SO‘ZBOSHI

O‘zbekiston oliy o‘quv yurtlarida ko‘p bosgichli ta’lim tizimi
joriy etilib, bakalavriat va magistraturada rutaxassislar tayyorlash
vo'lga go'yilgan. Bu esa oliy o‘quv yurti o‘qituvchilaridan jahon
andozalariga to‘la javob beradigan, mustaqillik talab va ehtiyojlariga
javob beradigan bakalavr va magistrlar o‘quv rejasi, o‘quv rejaga
to'la mos keluvchi o‘quv dasturlari, oliy kasbiy ta’limning davlat
standartlari asosida darslik, uslubiy qo‘llanma, o‘quv qo‘llanma
kabi adabiyotlarning varaiilishini taqozo etadi. Ushbu darslikda
matematik programmalashtirish faniga tegishii masalalarni yechish
metodikasi nazariy va amaliy jihatdan keng ko‘lamda berilgan.
Darslikda matematik modellarning optimal yechimlarini EHM ni
go’llab yechish uchun matematik modellar original usuliarda yoritib
berilgan.

Ushbu darslik lotin alifbosida birinchi marta chop etilganligi
bois ayrim kamchiliklari bo‘lishi mumkin. Shuning uchun bu
darslik bo‘vicha bildirilgan barcha taklif va fikrlar muallif tomonidan
manmuniyat bilan qabul gilinadi.

Mualitif



KIRISH

Matematika fanining fundamental rivojlanishi boshqa tanlarning
ham rivojlanishiga olib keldi. Hozirgi vaqtda matematika usullari
go‘llanilmagan fan va texnikaning biror sohasi yo'q. Xalq xo'jaligini
rejalashtirish va boshqarish masalalari juda murakkab bo‘lib. bu
masalalarni yechish uchun matematik modellarni qo‘llashga to‘g‘ri
keladi. .

Aynigsa bozor igtisodiyotiga o‘tish davrida va undan keyin
barcha iqtisodiy masalalarni yechganda matematik model-
lashtirishning tatbiqi juda katta ahamiyatga ega bo‘ladi. Shuning
uchun darslikda har bir masala igtisodiy masala ekanligiga asosiy
e’tibor beriladi. Misol va masalalar shunday tanlab olinganki,
talabalar uni yechganda ortigcha tashvishga tushmasin. Har bir
mavzuni boshlaganda bu mavzuda qo‘llaniladigan nazariyv gismlar
sodda holatda berildi. Shu bilan bir qatorda har bir mavzuga doir
masalalar yechildi. Umuman, darslikda hamma mavzularga
atroflicha tushunish uchun kerak bo‘lgan barcha nazariy va amaliy
usullar ham berildi. Masalalar tuzilganda, ularni soddalashtirishga
harakat qilindi. Masalalar shunday tanlab olindiki, kelgusida bu
masalalaini EHM da hisoblash mumkin bo‘lsin. Masalalarni
tanlashda juda ko‘p adabiyotlardan foydalanildi.

«Matematik programmalashtirish» fani quyidagi bo’limlarni o'z
ichiga oladi: optimizatsiya usullari, o‘yinlar nazariyasi, stoxastik
usullar, igtisodiy usullar, chizigli programimalashtirish, modellarning
sezgirlik darajasining tahlili, ikki taraflama baholash, chizigsiz
programmalashtirish, Lagranjning ko‘paytmalar usuli, gavariq
programmalashtirish masalalari, Kun-Taker nazariyasi, kvadratik
programmalashtirish masalalari va boshqga asosiy tushunchalar.

Xalq xofjaligining iqtisodiy masalalarini yechish uchun
yugoridagi usullar keyingi vaqtda ko'p qo'llanilmoqda. Lekin shuni
ham ta’kidlash lozimki, barcha ishlab chiqarish korxonalarining
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mablag® va xomashyo bilan ta’minlanishi chegaralangan. Shuni
hisobga olib, igtisodiy masalalar yechilganda bu yechimlar ichida
kerakli vechimlarni tanlashga to‘g'ri keladi. Demak, har bir aniq
igtisodiy masalani yechish uchun harakat programmasini nazariy
va amaliy asoslab berish kerak.

Yugqoridagi usullarni tasavvur gilish uchun bir nechta masalalar

yechib ko‘rsatiladi.

1. Materiallarni optimal bichish masalasi

1-masala. Yarimtayvor mahsulotlar korxonaga to‘qilgan mate-
riallar, temir, taxta va oyna varaglari sifatida keltiriladi. Bu
yarimtayyor mahsulotlardan iloji boricha ko‘proq detallar to‘plami
tayyorlash talab etiladi. Shu bilan birga quyidagi shartlar bajarilishi
lozim. Jami n partiya material bo‘lib, i partiya g birlikka ega.
Toolam esa m xil turli detaldan iborat. Har bir to‘plamga esa & xil
detaldan p, ta kiradi. Yarimtayyor mahsulotlar birligi s ta turli
usul bilan bichilishi mumkin.

i partiya yarimtayyor mahsulot j usul bilan bichilganda & xil
detaldan a,, ta hosil bo‘ladi deb faraz gilaylik.

X, bll"ll’l i-partiyaning j usul bilan bichilgandagi soni (miqdori)ni
belalfayhk Bu usulda bichilgandagi 4 xil detal miqdori a, . bo‘ladi.
Bichishning barcha usullaridan hosil bo‘ladigan k xil detal

soni_Xl,a:kwy ga teng. Har bir partiya material belgilangan & xil
=

detalning & xil umumiy soni quyidagicha ifodadan aniglanadi.

$ ) s
Z X, + 2 Ay Xy + oot Z Gy X,y = 2 2 Ui Xy

i=l j=I

Har bir to* plam k xil detaldan p, taga ega. Shuning uchun k&
xil detal bilan ta’minlangan to*plam soni quyidagiga teng:

Z = Zzaiijij :
i=l j={
To'plam barcha xil detallar bilan ta’ minlangan bo‘lishi shart,
ya'ni materiallarni optimal bichish masalasida shunday X, sonlarni
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tqplsll kc_r:-\l.i_lu. ular Zk' nisbatining minimal giymatiga maksimum
qivimat bersinlar, ya'ni

Z,>Z (k=1n) (1)

shart bajarilganda Z ga maksimum giymat berish talab qilinadi.
Shu bilan bir gatorda

¥ —_—
Zx,-j =dq;, (I = ,IZ) (2)
j=! ‘

%20, (i=Lm,  j=Ln). (3)

Yuqoridagilardan ko‘rinib turibdiki, (2) formuladagi shartlar,
f-partiya g, birlik materialga ega bolganligini. (3) formula esa
mahsulot sonining manfiy bo'lmasligini ko‘rsatadi.

2. Transport masalasi

2-masala. Samarqand viloyatining ikkita bazasidan uchta
tumanga bir jinsli tovarlarni tashish kerak bo‘lsin. Tovarlar zaxirasi
birinchi bazada 400 tonna, ikkinchi bazada 600 tonna. Birinchi
tumanning tovarga ehtiyoji 350 tonna, ikkinchisiniki 450 tonna va
uchinchisiniki 200 tonna. Birinchi bazadan uchta tumangacha
bo‘igan masofalar mos holda 10 km, 20 km va 30 km. ikkinchi
bazadan uchta tumangacha bo‘lgan masofalar mos ravishda 40
km, 50 km va 60 km ga teng. Tumanlarga tovar tashish xarajatla-
rining oprimal variantlarini topish talab etiladi.

Bu masalani yechish uchun quyidagi jadval tuziladi.

1- jadval
Busatar Tqvar . Tumanlar
zaxiralari 1 2 3
Jomboy 400 1 Xia 10 X ? X "
Juma 600 t § 40 X, Y Xy, i




Tumanlarning bazalardan olgan yuklari X; (i =13 Jj= 1,3) har
xil tagsimlanishi mumkin. Misol uchun I-bazadagi yuklarni
quyidagicha tagsimlash mumKin:
x, =150, x, =150, x,;=100t.
2-bazadagi yuklarni esa mos ravishda iste’molchilarga quyidagicha
tagsimlanadi: x,, =200, Xy =300, x,; =100 t.
Bu tagsimot ba‘yicha transport xarajatlari quyidagicha bo‘ladi:
F, =150-10+150-20+100-30 + ’
+200 - 40 + 300 - 50 + 100 - 60 = 36500 m.km.
Agar x, lar ikkinchi marta boshgacha tanlab tagsimlangan,
va’ni '
Xy =530 m, x;, =200 m,
X3 = 150 m, x5, =300 m, x5, = 250 m, x,; =100 m. bo'lsa,
u vaqtda transport xarajatlari quyidagicha bo‘lad::
5 =50-10+200- 20+ 15030 + 300 - 40 + 250 - 50 + 100 - 60 = 39000 m.Am.
1- va 2- variantlardagi xarajatlarning fargi quyidagicha bo'ladi:
F, = F, =39000 m.km — 36500 m.km = 2500 ra.kcm .
Demak, transport xarajatlari oshadi. Ya'ni F, £, dan ko'ra
yaxshiroq. Shunday gilib. F, ko‘p variantlari ichidan optimalini,
ya'ni eng kam transport xarajatlarini talab giladigan variantni topish
kerak.
Birinchi jadvalga asoslanib, quyidagi matematik modelni tuzish
mumkin:

(X, + X5 + x5 = 400,
X1 + Xy + X5y = 600.
Xp) + Xy, =350,
Xip + Xy = 450,
| X(3 + X3 = 200.

(4)

Bu shartlarga asoslanib, transport xarajatlarini quyidagicha
yozish mumkin:
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£ =10x,, +20x,; + 30x,, + 40x,, + 50x, +60x,,. (5)

Shunday gilib, (4) sistemaning shunday musbat yechimlarinj

topish kerakki, (5) chizigli forma (magsad funksiyasi) minimum
qiymatga ega bo'lsin.

3. Ratsion hagidagi maszla

Faraz qilaylik, mahalliy sayyohning bir oylik ratsionini 12 kg
birlik. ya'ni tarkibi tashkil topgan mahsulotdan iborat. Sayyohning
ratsioni ge'sht, makaron mahsulotlari va sabzavotlardan iborat.

Mahsulotlar tarkibi bo'yicha ma’iumotlar quyidagi jadvalda
berilgan.

2- jadval

Ko‘rsatkichlar ?'ﬂlk. Sabza- Makaron Go’- | Jami kerakli

o‘lchiovi [ votlar, x; | mahsulotlari, x, { sht, x, | mahsulotiar
Ogsilning koef- , : " )
fitsient birligi ke 0,18 0.24 1.2 i2
Ogsilning

; = 1 { )

migdou 10 8 200 1000
Vitaminlar m, 15 1 1.5 450
I kg ning narxi tiyin l 1,2 7,5

Masalaning matematik modelini tuzing.
Jadvalga asosan quyidagi model tuziladi:

0,18x, +0,24x, +1,2x, 212,
10x; + 8x, +200x, = 1000, 6)
[5x +1x, +1,5x; 2 450. '
x.20, x,20. x;=0.

Chizigli funksiya esa quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
F (x,%,x)=1x+1,2x,+1,75x,. (7
Shunday qilib, (6) sistemaning shunday nolli va musbat yechim-
larini topish kerakki, (7) magsadli funksiya giymati minimum

bo‘lsin.
Bunday masalalarni yechish hollarini keyingi mavzularda

ko‘ramiz.



: I BOB
CHIZIQLI PROGRAMMALASHTIRISH

1-§. Chizigli programmalashtirishning asosiy masalasi va chizigli
programmalashtirish masalalarini asosiy masalaga keltirish

Chiziqli programmalashtirishning asosiy masalasi ta’rifini
quyidagicha berish mumkin. '
Bizga chizigli funksiya (magqsadli funksiya)

F=cx +cx, +...+¢,x, (1.1
va n-noma’tumli m-ta chizigli tenglamalar sistemasi

auxl + 012X2 + ...+ alnxn = b],
Ay Xy + Xy + o+ @y, X, = by,

x,=b

A Xy + Aup Xy + ..+ @ -

mn

20, x,20, .., x,20.

berilgan bo‘lsin.

Bu verda (1.2) sistemaning shunday yechimlarini topish kerakki,
(1.1) chizigli funksiva (magsad funksiyasi) eng katta (maksimum)
yoki eng kichik (minimum) giymat qabul qilsin.

Magsad funksiyvasining eng katta yoki eng kichik qiymatlarini
topish masalaning qo‘vilishiga bog‘liq. Ishlab chigarishda daromad
olish talab etilsa, chizigli funksiyaning eng katta (max) giymatlari
topiladi.

Agar ishlab chiqarishda xarajatlarni rejalashtirish kerak bo'lsa,
u holda chizigli funksiyaning eng kichik (min) giymatlarini topish
talab etiladi.

Ko‘p masalalarni yechganda x;, x, ..., x, o‘zgaruvchilarga
qo'yilgan cheklovlar chiziqli tengsizliklar sistemasi ko‘rinishida
beriladi, ya’'ni
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a4 Xy +apXxy + ot ap,x, < by,

n =

ayX) +ayXy +...+ a4y, %, < by,

......................................... (1.3)

Ay Xy + @y Xy + .+, X

mhtn S [
Har qanday (1.3) ko'rinishdagi shartlarni chizigli program-
malashtirishning asosiy masalasidagi ko‘rinishiga keltirish mumkin.
Haqigatan ham, (1.3) sistemasining birinchi tengsizligiga y,.
ikkinchisiga y, va h.k. m-tengsizligiga ¥, qo‘shsak. (1.3) sistemaga
ekvivalent bo‘lgan quyidagi sistema hosil bo‘ladi:

apX, +apxX, +..+a,x, +y =6,
Xy + Xy +..+ X, + Y, = by,

’
Ay X + ayn Xy +...+ DXy + Y = bn‘ (] 3 )

1

x;,20,i=Lan, .., y;20,j=1Lm

Shuni gayd qilish kerakki, (1.3") chizigli tengsizliklar siste-
masining yechimi (1.3) tengliklar sistemasini ham ganoatlantiradi
yoki aksincha.

Tengsizliklar sistemasi quyidagi ko*rinishda

ay X, +apx ot a,x, 2 b, ]
A\ Xy + QX + o o X, 2 by,

Ay Xy + Ay Xy + .0+ 0, X, 2 b, (1.4)

nit R

x; 20, i=Ln ..,y 20, j=Lm

bo‘lganda ham masala yugoridagi kabi vechiladi, ya'ni bu yerda
musbat y, y, ,..., ¥, lar mos ravishda ayriladi. Demak, chizigli
programmalashtirish masalalarini asosiy masalaga keltirish
mumkin. Shunday qilib, (1.2) sistemani 0 ga teng yoki noldan
katta yechimlarini topish kerakki, (1.1) chiziqli forma (magsadli
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funksiva) eng katta (max) yoki bo‘lmasa eng kichik (min) qiymat
gabul qilsin.

Ta’rif. (1.2) sistemaning manfiy bo‘lmagan har ganday
yechimlar to'plamiga mumkin bo‘lgan yechimlari yoki masalaning
tayanch rejasi deyiladi:

F(x, X ., X,)

Bundan keyin chizigli funksiya magsad funksiyasi deb yuritiladi.
Magsad funksiyasini maksimumlashtiruvchi (minimumlashtiruvchi)
mumkin bo‘lgan barcha yechimlariga optimal yechimlar deyiladi
voki optimal reja ham deb yuritiladi. _

Chiziqli programmalashtirishning asosiy masalasini yechganda,
odatda, simpleks usulidan foydalaniladi.

2-§. Simpleks usuli

Chizigli programmalashtirishning asosiy masalasini geometrik
usul yordamida yechilganda tenglamalar sistemasiga va magsad
funksiyasiga kiruvchi o‘zgaruvchilar soni qancha kam bo‘lsa.
masalani vechish shuncha osonlashadi. Agar o‘zgaruvchilar soni
juda ko‘p bo‘lsa, masalan, gavariq shakl uchlarining soni bir necha
million bo‘lsa, u holda magsad funksiyasining eng katta (eng kichik)
qiymatlarini topish hozirgi zamon hisoblash mashinalariga ham
og'irlik giladi.

.r.'?_ '._‘_,/‘V A/\'
F e
| A, N
! < - A
i Al }
1 [ i
i RN S
| LN L yd
| Ay
]
i
-0'7}:'\‘_"‘ - T T T e »
N X,
./ ",
s a
A L I-chizma.
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Hagiqatan ham, n! ta uchga ega bo‘lgan qavariq ko'pyoqlik
berilgan bo'lsin (1.1-chizma). Masalani yechish uchun ko*pyog-
likning n! ta uchlarining koordinatalarini topib maqsad fu nksiyaning
bu nuqtalardagi giymatlarini tagqoslash kerak. Agar operatsiyalar
soni #>15 bo'lsa, u holda masalaning zarur bo‘lgan yechimini
tepish hozirgi zamon hisoblash mashinalariga ham og‘irlik giladi.
Buni ko‘rsatish uchun Stirling formulasidan foydalaniladi:

H
n ;
n!=(7) 2nn

Agar qavariq ko‘pyoqlik uchlarining soni #n=20 bo‘lsa, masa-

laning shartlari 210" dan ham oshib ketadi. Bu yerda qavariq
ko‘pyoqlikning lozim bo‘lgan uchi koordinatalarini tanlab olish
uchun sekundiga 10 million operatsiyani bajaradigan hozirgi zamon
hisoblash mashinalariga 5000 yil ham kamlik giladi.

Yugoridagi misoldan ko'rinib turibdiki, bunday masalalarni
yechish uchun maxsus wvsullar ishlab chigarish lozimki,
ko‘pyoglikning uchlarini tanlash tartibsiz emas, balki magsadli
ravishda amalga oshirilsin. Masalan, ko‘pyoqlikning girralari bo‘ylab
shunday harakat qilish lozimki, har bir qadamda magsad funksiyasi
F ning giymati maksimum (minimum) giymatga tomon tartibli
ravishda intilsin (1.2-chizma).

)

4

a(c,Cy)

9

CX, + CX, =0 !

1.2-chizma.
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Simpleks usul birinchi bo'lib amerikalik olim D. Dansig tomo-
nidan 1949- yili taklif etilib, keyinchalik 1956- yilda Dansig, Ford,
Fulkeron va boshqalar tomonidan to‘la rivojlantirildi. Lekin, 1939-
yilda rus matematigi L.V. Kantorovich va uning shogirdlari asos
solgan vechuvchi ko‘paytuvchilar usuli simpleks usulidan ko'p farq
gilmaydi. «Simpleks« so‘zi # -o‘lchovli fazodagi n+1 ta uchga ega

bo'lgan oddiy qavariq ko‘p yoglikni ifodalaydi. Simpleks bu kz_; x, =1

ko'rinishdagi tengsizliklarning yechimlari sohasidir.

Simpleks usuli yordamida chiziqli programmalashtirishning
ko‘pgina masalalari yechiladi.

Bu usul yordamida chekli gadamlarda optimal yechimlarni
topish mumkin. Har bir qadamda shunday mumkin bo‘lgan
yechimlami topish kerakki, maqgsad funksiyasining giymati oldingi
qadamdagi giymati (miqdori)dan katta (kichik) bo‘lsin. Bu jarayon
magsad funksiyasi optimal (maksimum yoki minimum) yechimga
ega bo‘lguncha davom ettiriladi.

Simpleks usulini tushuntirish uchun quyidagi masalani ko'rib
chigaylik.

Masala. Quyidagi tengsizliklar sistemasining

a, X +anpx, +..+4a,x, <0,
Uy X + Gy Xy + ..+ dy, X, < by,

............................................. (1.5)
apx + %, tooF [ —— < bm'
manfiy bo‘lmagan shunday yechimlari X=0, X, =0y ey X, =0
topilsinki, maqgsad funksiya
F(x;, x; X)) =X + 6% +...+¢,X, (1.6)

maksimum yoki minimum giymatga ega bo‘Isin.

Bu masalani yechish uchun (1.5) chizigli tengsizliklar siste-
masiga shunday y, y,,..., y, manfly bo‘lmagan o‘zgaruvchilarni
mos ravishda qo‘shib, quyidagi ekvivalent sistemani hosil gilamiz:
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LIHXI +a]2X1 +... 4+ al".\‘” +_}’[ = b],
Ay Xy ¥ lpXy T+ @y, X, + 3y = by,

............................................. (1.7)
QX T Xy ...+ a,,x, + Vm = bm'
bunda x; 20, y; 20, i= G, J= m
U hoida magsad funksiyasi quyidagi ko*rinishda yoziladi:
F(x, X3, ., X, ., Yarers V) =
= Clxl + szz +...+ (”.xn + (] 8)
+0-y,+0-y, +...+O-y,,,.
Agar (1.7) danx, = x, =... = x, = ( deb olsak. birinchi mumkin
bo‘lgan vechimlar to‘plamiy; =b,,j = 1,m, x; =0, =1,n hosil

bo‘ladi. Bu holda magsad funksiyasi 0 ga teng, ya’m
F(0,0,...,0,4,b,,....5,)=0.

Simpleks usulini go‘llaganda ketma-ket jadvallarni almashtirish
ancha qulay bo‘ladi. Jadvalpi tuzishga o‘tamiz:

1) eng yuqoridagi m+1 satriga magsad funksiyasining
koeffitsientlari joylashtiriladi;

2) jadvalning yuqoridagi 2-satriga o'zgaruvchi x,, x, ..., x,, y,.
Yy ¥, I"u‘ yoziladi;

) 3) X, , x, Jarning koeffitsientlari jadvalning asosiy qismini
tashkil q1lad1 (a5031y matritsa), y,, ¥, ,.... ¥, o‘zgaruvchilarning
koeffitsientlari esa bosh diagonal bo ylcha yozilib, birlik matritsani
tashkil etadi;

4) jadvalning oxirgi satriga indekslar satri deyiladi va bu satr
magsad funksiyasiga gatnashuvchi o‘zgaruvechilarning koeffitsient-
larini teskari ishora bilan olingan koeffitsientlar orqali to‘ldiriladi.

Natijada quyidagi jadval hosil bo‘ladi.

“
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Dastlabki berilganlarning asosiy jadvali

' Magsad
m+1 1o jmj|e ||| | @]|]0]..] 0| funksiya
satri
O‘zga-
%l x ]y |y, | ym | ruvchilar
) satii
. Birlik
1 O f ¥ f b jfan] 2, a, 1[0 0 mairitsa
2 o, ey, ] ay, a, || 01 04
m 0 Yol b ([ an] | U LU 1
Indeks ) )
satri O f-s | -] ..o-c, \K 0f..1 0
i AN
Magsadli ustun O'zgarmaslar ustuni Asosly matritsa

O‘zgaruvchilar vstuni

Bu jadvalga asoslanib, birinchi simpleks jadval tuziladi.

Dastlabki berilganlaming asosiy jadvalini tahlil gilamiz. Indekslar
satrini tahlil gilganda satr elementlarining musbat va manfiy givmat-
lariga e’tibor beriladi. Agar indeks satri elementlarining hammasi
musbat bo'lsa. u holda mumkin bo‘lgan yechimini o‘zgartirib bo‘l-
maydi va bu yechim optimal yechim bo‘ladi. Faraz qilaylik, indeks
satri elementlarining ichida bir nechta manfiy sonlar mavjud va
bu manfiy son (-s,) ga teng bo'lsin. (- s,) ni qora chizigli to‘rt-
burchak ichiga olanuz Bu ustunga yechuvchl ustun deyiladi. (-s,)
joylashgan ustun elementlarini ham qora chiziq bilan thzdgan
to‘rtburchak ichiga olinadi. Bu yerda shuni ham aytish kerakki.
agar bordi-yu indeks satrida bir-biriga teng bir necha kichik manfiy
sonlar bo‘lsa, u holda chap tomondan boshlab birinchi katakdagi
manfiy son tanlanadi. Yechuvchi satrni topish uchun o‘zgaruvchilar
ustunidagi sonlarni kalitli ustundagi mos musbat sonlarga bo‘lib,
ular ichidan eng kichik musbat son tanlab olinadi. Faraz gilaylik,

1 R .
bu son7 bo‘lsin, ya'ni
12
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a, ay Ay

K =eng kichik{i, b . ﬂ} _h

b ey .
a,

Birinchi simpleks jadvalda S, Sy, .o.n S, Ning giymatlari quyi-
dagicha topiladi:

Si=l+b+Ya, S, =1+b +2(12[.

i=l

m+1 " n

n m m
S=3S=m+1+Yb+Ya;+Y a+.+>a,-Yc.
i=l i=l i=} i=| i=| =]

Ikkinchi simpleks jadvalni tuzishga o‘tamiz. Tkkinchi simpleks
jadvalda o‘zgaruvichilar ustuni o‘zgaradi. Bu ustunda yangi o‘z-
garuvchi x, yechuvchi satrdagi #, ning o'rnini egallaydi. Ya’ni
vechuvehi usiundagi o'zgaruvchi yechuvehi satrdagi o'zgaruvchi-
ning o'rmni cgallaydi.

Bundan Leyingi jadvallarni tuzganda ham bu qoida saglanadi.
Birinchi simpleks jadvaldagi yechuvchi satrga ikkinchi simpleks
jadvalda bosh satr deb ataladi va bu satrdagi har bir katak quyidagi
formula yordamida to‘ldiriladi:

bunda:

K — yechuvchi son;

O, — oldingi son;

B, — bosh satr elementlari.

Tkkinchi simpleks jadvalida bosh satrlardagi kataklar quyidagi
formula yordamida to‘ldiriladi. Yechuvchi ustun bilan yechuvchi
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b
satr kesishgan kataklarda turgan sonK =— ga vechuvchi son
ll

deyiladi. Yechuvchi satr ham gora chiziq bilan to’ rtburchak ichiga
olinadi. Dastlabki berilganlar jadvalining oxirgi ustuniga tekshirish
ustuni joylashtiriladi. Tekshirish ustunidagi har bir son o'zgar-
maslar ustunidan boshlab satrdagi sonlar yig‘indisiga tengdir.
Tekshirish ustunidagi sonlar yechuvchi ustunni topishda go‘llanil-
maydi. Natijuda birinchi simpleks jadval hosil bo'ladi.

Birinchi simpleks jadval

M+ 1 H| L) s |8 |..|S8 0 0 0 (1]
Tek-

L 'S I I S A I 5 BT I shirish

ustuni
] ¢ ¥, B ta]ja.| - [A,.] | 0 0 [yechuv-
chi satr

2 ] v, | B, | 2]\ 2, ALl D i 0 S
\l U yn' b "t ad ml an; M am'n 0 0 I S 3
_ K in

In- Maq-
deks ¢ sadli F=01-C,{C | .NC, | 0 0 1..1 0 S ..
satei | ustun Vv ) ; "
Yechuvehi ustini N

Yechuvehi son
Boshga satrdagi kataklar quyidagi formula yordamida to'ldiriladi:

Ay =0, - —KIK{(Z )

bunda:

O. — oldingi son;

K — vechuvchi sou;

ﬁ — O ga mos bo'lgan yechuvchi satrdagi son;

K, - () ga mos bo‘igan yechuvchi ustundagi soti.

Yuqorldqu formulalar asosida yangi clcmmthnm bll’HlChl
simpleks jadval elementlari orgali hisoblab chy

UNIVERSITETI

Ahborot-resurs markazl
) [“
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simpleks jadval hosil bo‘ladi. Bundan keyin maqgsadli satrni
vozmasak ham bo‘ladi, chunki bu satr elementlari keyingi jadval-

larda go‘llanilmaydi.

Ikkinchi simpleks jadval

M| 1 |minn| x | x |.|{x]|s |5, s, | Tekshirish
ustuni
_ ’ S’ —~hosh
1 0 x 1 F |s,=L] s, s, |1/, © 0 Loatr
2 0 ‘2 F‘Z C2l=0 CZZ C2n le d)l d.’.m S’Z
. C D ,
M 0 ym F!l‘. ;n(l\'» cmZ Cmu d ml . d;:m S m
In-
dEkS l::Il 0"1 0‘2 e au Bl B‘ ﬁm 'm+l
satri
Bu jadval kataklaridagi sonlar quyidagilarga teng:
‘ 1 1
Sy =F+—+ Y ¢
T
n n
S5 =F +zc?.i +Zd2.i'
i=] Jj=1
n 14
?
Sp=Fy+Y Cp + >d,.
i=1 =
n m
’ 7
Sm+1 =E +ZOL,- +ZBJ'
i=1 =l
Bosh satr elementlari:
a a. a;
K==, CII=A=1’ C12=£, G, =—=",
ay) ay a, a,
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I 0 0
d =, d')=_‘=0, eeey dln_——o'
11 12 p
ap, ap 1
Ikkinchi satr kataklaridagi sonlar:
a &4y _ AU
F = b‘) - bl 2 ) ('21 = 021 - |' = 0, cerey c‘?” =y, -
Toay dy ap
m-satr elementlari;
ba Ay . . Gy
'F;n = bm - y C=ay — “ = O? Com = Crun
a, ay a,
a * 1 O * (l 1
d,=0- ol d, = - —2
ay a

Indeks satr elementlari:

F =()__(;C')_bl7 =—cl—(_cl)a“ =0,
a a
az___‘_(__cl)ﬁli’ s an=_cn__(—cl)aln,
4y a,
l- (=) 0. (-
B, =0- Ca) [3,"=0_M.__()‘
@ a

Agar ikkinchi simpleks jadvalning indeks satridagi kataklardagi
sonlarning hammasi musbat bo‘lsa, v helda bu jadvaldagi
vechimlarga optimal yechimlar deyiladi va magsad funksiyasining
optimal giymati
F(F, 0, 0, 0, 0, F, A, ... B))=¢F+c¢, 0+..+¢,-
0+0.0+F-0+F-0+..+F,-0=¢F
bo‘ladi, bunda:

xl = E ’
yl = 07 yZ = F 5

‘\‘2 = 0, _x3 = ()’

M = FS* cees
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Agar indeks satrida manfiy sonlar mavjud bo‘lsa, yuqoridagi
vechimlar optima) yechim bo*lmaydi. Shuning uchun yuqoridagi
qoidalarni ikkinchi simpleks jadvalga qo‘llab, uchinchi simpleks
jadval wuziladi. Jadvallarni almashtirish (yaxshilash) indeks satrida
hamma kataklardagi sonlar musbat bo‘lguncha davom ettirilad;j.

Simpleks jadvallarni tuzganda quyidagi qoidalarga asosiy
e’tibormi berish kerak:

1) agar yechuvchi ustunda nol bo'lsa, kelgusi jadvalda shu nol
turgan satr o'zgarmaydi;

2) yechuvchi satrda nol bo‘lsa, bu nol turgan ustun kelgusi
Jadvalda o zgarmaydi;

3) har bir o‘zgaruvchi ustun va mos o‘zgaruvchi satr kesishgan
katakdagi son | ga teng bo‘lsa, bu ustundagi boshqa katakdagi
sonlar nolga teng.

Shu vagtgacha magsad funksiyasining maksimum giymatini
izlagan edik. Lekin ayrim masalalarda magsad funksiyasining
minimum qivmatlarini topish talab etiladi, ya'ni

Fow =-F

min max
Enax = _Em’n =X FGX X,

Bundan ko‘rinadiki, masalaning maksimumini topish yetarli.
Shunday qilib, har qanday maksimum qiymat talab qilingan
masalalarni unga ekvivalent bo‘lgan minimum giymatni talab qgilgan
masalafar bilan almashtirish mumkin.

Yugoridagi qoida va formulalardan foydalanib, quyidagi masalani
yechamiz.

1-masala. Korxonada ikki tur buyum ishlab chiqgarish uchun
uch xil xomashyo ishlatiladi. Birinchi tur buyum ishlab chiqarish
uchun birinchi xil xomashyodan 6 kg, ikkinchi xil xomashyodan
3 kg, uchinchi xil xomashyodan 4 kg ishlatiladi. Agar korxona
birinchi xomashyodan 600 kg, ikkinchi xil xomashyodan 3520 kg,
uchunchi xil xomashyodan 600 kg ta’min etilgan va birinchi xil
buyumni sotganda har bir donasidan 6 so‘m , ikkinchi xil buyumni
sotganda esa 3 so‘m foyda olganda, korxona ishlab chigarishini
shunday rejalashtiringki, olingan daromad maksimal bo‘lsin.

Yechish. Faraz gilaylik, birinchi tur buyumdan x, dona, ikkinchi
tur buyumdan x, dona ishlab chiqarilsin.

=—0X; — X — ... = C,X, Yoki.
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Masalaning shartini x, va x, o'zgaruvchilarni o‘z ichiga olgan
quyidagi tengsizliklar sistemasi ko rinishida yozish mumkin:

6x, +2x, < 600,]

4x, +3x, <520,

(1.9)
3x, + 4x, < 600
x 20, x,20.
U holda magqsad funksiyasi
F(x;, x)=6x +3x, (1.10)

bo'ladi.
Demak, (1.9) chizigli tengsizliklar sohasida shunday manfiy
bo‘lmagan yechimlarini topish kerakki, magsad funksiya-

siF(x, x,) maksimal giymatga ega bo'lsin.
Masalani simpleks usuli bilan yechish uchun (1.9) tengsizliklar
sistemasi tenglamalar sistemasiga keltiriladi:

6x, + 2x, + 3, = 600,

4x, +3x, + y, =520,
(1.11)

3x; +4x; + y, =600.]

20, x,20, yb20, y,20, y,20.
Magsad funksivasi esa quyidagicha bo‘ladi:
F(xi,X,5,3.9)=6x, +3x,+0-y, +0. v +0-y,. (1.12)
Agar (1.10) dan x,=0, x,=0 deb olsak, u holda »,=600, y,=520,
y,=600 ga teng bo* hd: Demak birinchi bazisli yechimlar x,=0,

x,=0, y,=600, y,=520, y, =600 bo'ladi. Endi maqsad funkmyasmmg
bu yechimlarga mos giymati topiladi:
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F(0, 0, 600, 520, 600)=6-0+3-0+600.0+520-0+600-0=0.

Bundan ko'rinib turibdiki, ishlab chigarish hali boshlanmagan.
Simpleks usul goidalaridan foydalanib, dastlabki berilganlaming
asosiy jadvali tuziladi.

Dastlabki berilganlarning asosiy jadvali

1 I¥ I 6 3 0 0 ® |Magqgsad satri
. ) , ) . 1O zgaruv-
X L Y ) Y+ lchilar satri
1o j oy Jem|[e | 21i{1 | o | of|Awsy
; atritsa
3 v, 520l a | 3llJo | | olfBidk
- (pmatritsa
3 { Y, 600 3 4 0 i\ i
In- | Mag- ol}l)r‘lfv-- F=0 | -6 30 N 0
de‘.S 39 1 Chilar
satri | ustuni .
Lt

Dastlabki berilganlarning asosiv jadvaliga asoslanib, birinchi
simpleks judval tuziladi.

Birinchi simpleks jadval

iv I i ot ;6 3 0 0 0 Tekskirish
ustumni
X X ¥ Y, Ya
i |l vy 600 | 6|l 21 11 o] 0 [609katiti
’ satr
2 0 Y, 520 4 3 0 1 0 1328
3 {0 Y, 600 3 4 0 0 1 |608
Indeks Magsad | F~=0| -6} -3 0 0
satei ustuni

Yechuvchi ustun Yechuvchi son
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Bu jadvaldan ko‘rinib turibdiki, indeks satrida manfiy sonlar
bor. Bu sonlar ichidan eng kichigi topiladi. Eng Kichigi {-6, -3} =
-6 bo'lgani uchun bu ustun yechuvchi ustundir. O‘zgarmaslar
ustunidagi sonlarni mos ravishda yechuvchi ustundagi sonlarga
bo‘lib, ular ichidan eng kichigi topiladi.

60 20 600] 600
iTO’ T T}=T=‘°°'

Bu satrga yechuvchi satr deyiladi. Yechuvehi ustun va yechuvchi
satr kesishgan katakda joylashgan K= 6 songa yechuvchi son
deyiladi.

Simpleks jadval tuzish goida va formulalaridan foydalanib,
ikkinchi simpleks jadval tuziladi.

Ikkinchi simpleks jadval

v |1 |n |m x 1% |y, v |v Tel:‘:t':]‘l‘;;s"
101£b h

11 6 |x o {1 i3 (e jo (o 5008
satr
122

11 0 Y, 120 |0 5/3,1-2/3 |1 0 yechuvchi
satr

I 0 1y, 300 o |13 <172 10 |1 303}-

Tndek =

NACKsS o

i F =600 | 0 i11~ 1\ 0 {0 [600

N

Yechuvchi ustun
Yechuvchi son

. Indek§ satrida 'm:mﬁy son mavjud bo‘lgani uchun ikkinchi
simpleks jadval tuzilgani kabi uchinchi simpleks jadvalni tuzamiz.



Uchinchi simpleks jadval

1v I {18 U x %,y Y, v, | Tekshirish ustuni
! 6 |x, |76 Lo [3/10 |-1/5 |0 77L
10
. \
1 3l |72 v (-2/5 |35 |0 73< bosh
satr 5
_ 479 3
i 0 |y, 1272 0 {75 |[-9/5 [ 272§
ndeles =672 lo {35 |35 o 6731

Shunday gilib, uchinchi simpleks jadvalning indeks satrida
mantiy soniar yo‘q. Shuning uchun bu jadval optimal program-
madir. Optimal yechim esa x,=76, x,=72, y=0, y,=0, »,=272 g
teng. Bu vechimni (1.11) formulaga qoysak quy1dag1 hosil bo* lad1

F(76,72.0,0,272) = 6.76+3-72+0.0+0-0+0-272=6-76+3.72=672,

F =072 so'm.

Demak. maksimum daromad olish uchun birinchi tur buyum-
dan x,=76 dona, ikkinchi tur buyumdan esa x,=72 dona ishlab
ch'qamh kerak ekan. Endi yuqoridagi simpleks usul bilan yechilgan
masalaning geometrik talginini beramiz. Oldin (1.8) tengsizliklar
sistemasini ganoatlantiruvchi soha chiziladi. Buning uchun (1.8)
tengsizliklar sistemasi tenglamalar sistemasi ko‘rinishida yoziladi

(x,20, i=12)

6x, +2x, = 600,) (1)

20, x =20
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Bu sistemaga kiruvchi to'gri chiziglarni chizib, yarimtekisliklar
tashkil gilgan soha topiladi.

1.3-chizma.

OABCD ko‘pburchak uchlarining keoordinatalari to‘plami
optimal yechimlar to‘plamiga kiradi (1.3-chizma): O(0; 0), B(14;
119,5). C(76; 72). D(100; 0), A(0; 150).

Endi magsad funksiyasining OABSD ko‘pburchakning uchla-
ridagi giymatlari hisoblanadi:

£,(0; 0)= 0 so'm,

F(0; 150)= 6-0+3:150=450 so‘m,

F,(14; 119,5)= 6:14+3-119,5 =84+358,5=442,5 so‘m,

F(76; 72)= 6.76+3.72=456+216=672 so‘m,

F,(100; 0)= 6-100+3-0 =600 so‘m.

Demak,

F=max{Fy, £, F, F, F}=672 so‘m.

ndas

Agar sath chizig‘i 6x1+3x2=K bo‘lsa, K ga 0,1,2, ... qiymatlar

berib, 6—‘(6,3) vektori yo‘nalishini o‘zgartirmasdan siljitib borsak,
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tayanch chizig'i C nuqtada urinib o‘tadi. Magsadli funksiya shu
nuqtada optimal yechimga ega bo'ladi. Tayanch chizig'ining
tenglamasi: x,-72=-2(x,-76); K76; 72)=672 so‘m maksimum
daromad bo’lib, simpleks usul yordamida topilgan optimal yechimga
mos keladi.

2-masala. Quyidagi masalani chiziqli programmalashtirishning
asosily masalasi ko‘rinishida yozing:

2, + X3 =Xy + X5 <2, ]
X; = X3 +2X, + X5 €3,

2%, + Xy — X4 +2X5 <6,

X, +Xx, —5x; 2 8.

Xy, Xy, X3, X4 X520

F (X}, %y, X3, X40 X5 ) = 3 = 2X; = 53X, + X5 max.

Yechish. Bu masalani chizigli programmalashtirishning asosiy
masalasi ko‘rinishida vozish uchun musbat bazisli o‘zgaruvchilar
X,y Xpy Xgy Xy MU «S» belgi bo‘lgan tengsizliklarning chap tarafiga
an‘shiladi ,fo" «>» ishorasi bo‘lgan tengsizliklarning chap tarafidan
ayriladi. U holda quyidagi hosil bo‘ladi:

2x!‘+x3—x4 + X5 + Xg =2,
xl_x3 +2X4 +X5 +x7 =35

2, + Xy — Xy +2X5 + Xg =6,

xl+x4—5x5—x9 =8.



Xy, Xgy X35 Xqs X5, Xgy X7, X5, Xg 2 0.

Shunday qilib, bu masalani chizigli programmalashtirishning
asosiv masalasi ko‘rinishida yozish mumkin. Quyidagi shartlar
2.’(:1 +X‘.‘_‘X4 +x5 +Xb =2., ]

X, =X+ 2X4 + X5+ X =3,

ZXZ “I'X3_X4 +2X5 +x3 =6.

X+ X, —5%x5-Xg =8, |

X5 Xaa Xq, Xy, X5y Xy X7, X5, Xg 2 0
bajarilganda,
F (XXX ) =30 =20 = Sx, + X5+ 0 X + 02, +0- x5 + 0 xg
funksivaning maksimun giymatini toping.

3-masala. Masalani quyidagi chizigli programmalashtirishning
asosly masalasi ko‘rinishida yozing:

2x; = Xy = X3 + X4 S 6,
X +2% +x;—-x, 28,

3x, = xy +2x; + 2x, <10,

=X +3x, +5x; = 3x, =15,

X, Xy Xy, X, 20.

F(x;, %), X5,X,) = =X + 2x, = 5x; + x, — min.
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Yechish. Bu masala shartida maqsad funksiyaning ninimum
qiymatini topish talab etiladi. Shuning uchun magsadli funksiyaning
minimum qiymatini topish o‘rniga F,= —F ning maksimum
giymatini yugoridagi shartlar bo‘yicha topiladi.

Demak, masala quyidagicha qo'yiladi:

N

2x1—X2—x3 +X4 +x5 =6,
X +2% 4 X — X4 — X, =8,

Ix; =% +2x5 +2x4 + X, =10,

—x, +3x, +5x3 - 3x, + 0 =15

X[y Xy, X3, Xgs X5, X, X7 2 0
shartlar bajarilganda

F (X2 X500 X7) = =Xy + 2%, =53 + X4 +0- X5 +0- x5 +0-x;  ning
maksimum giymatini toping.

Topshiriglar

Quyidagi masalalarni chizigli programmalashtirishning asosiy
masalasiga keltiring.

1.1. 5x,-2x, <3, 1.2. 4x, +3x, —x; <24,]

X +2x, 21,

V-

3x, +8x, 214,

—3x1 + 8x:! S 3-_ x, 2 2
x 20, x,20. x 20, x,20.
F = x, + 4x, - max F =3x, -2x, + x; > min
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3-§. Sun’iy bazis usuli

Chizigli programmalashtirishning asosiy masalasini ko‘rganda,
uni tayanch rejasini ko‘rsatish mumkin edi. Agarda P, vektorlar
komponentlari berilgan chizigli tenglamalar sistemasida qatna-
shuvchi x;, x,,.... x, noma’lumlar koeffitsientlaridan iborat bo‘lib,
unda » ta birlik vektor gatnashsa. Lekin shuni ham aytish kerakki
chizigli programmalashtirishning ko‘pgina masalalarini yechganda
P, vektorlar ichida hammasi ham birlik vektorlar bo‘lmasligi
mumkin. Faraz gilaylik, quyidagi chegaraviy shartlarda

X+ apXy + .+ ax, = b,
Uy Xy + Xy + ¥ Gy Xy = by (1.13)
QX + QX .+ Ay, Xy, = bm
X=z0 (j=Ln) (1.14)
Fx, x,, oo x)= sx s+ +sx . (1.15)
funksiyaning maksimum qiymatini topish kerak bo‘lsin, bu yerda

b; 20, (i = m) m<n va quyidagi vektorlar ichida

a1 ap iy
B=lay [ B=(ay [ ___.P=|q, |
b
() o amn

P;. — vektorlar ichida birlik vektorlar yo'q.
Ta’rif. Quyidagi chegaraviy shartlarda

QXL+ a)pXy + o+ QX+ X = by,
X+ Xy + o+ @y Xy + X0 = by,

........................................................... (1.16)
Xy +ypXy +... 4 DnXn + Xppom = bm'

X;20 (j:l\n+m) (1.17)

FXO)=Cx+Cx,+...+ Cx-Mx  —. ~Mx , . (1.18)
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X=X, X0 X ey X ),

Bunda M istalgancha katta musbat son bo‘lib, giymati, odatda,
berilmaydi, A(X) funksiyaning maksimum qivmatini topishga
chizigli programmalashtirishning (1.16) = (1.14) masalalarga
nisbatan kengaytirilgan masala deyiladi.

Kengaytirilgan masalaning tayanch rejast

X=00;0; .0 0, v;v;..5v)
n ta nol.

P, P ... P, Dbirlik vektorlar sistemasi orqali qulamb n
ta vektorlar ﬁzomda bazisni tashkil giladi, qaysikim sun’ly bazis
deyiladi. Shu bilan bir gatorda, P P P . vektorlarga

n+1? n+dI0tce n
VAX). 13 Xoeas e Xy O'Zgaruvchilarga sun’ty o zgaruv;hllar deviladi.

Kengaymilban masala tayanch rejaga ega bo‘lgani uchun, uning
yechimlarini simpleks usul bilan topish mumkin. Bu yerda
quyidagi teorema o‘rinlidir.

1.1-teorema. Agar kengaytirilgan masalani

(2.4)=(2.6) NIX" = (6555500 XY X3 Xpaas e Xp) OPUIMAL
rejaga ega bo‘lib, sun’iy o‘zgaruvchilaming qiymatlari x;, =0,

(i=1,m) bo‘lsa, u vaqtda X* (", xJ,...,xy) (1.13)—(1.14) masalaning
optimal rejasi bo‘ladi.

Shunday gilib, kengaytirilgan masalaning topilgan optimal rejada
sun'ty o‘zgaruvchilar nolga teng bo'lsa, u vaqida dastlabki
masalaning optimal rejasi topilgan bo‘ladi.

Shuning uchun kengaytirilgan masalani optimal rejasini topishga
alohida to‘xtab o‘tamiz.

Demak, X=(0,0;0....;0; b,; b,;...; b,) kengaytirilgan masalaning

m
tayanch rejasi bo‘lsa, u vaqtda chizigli forma Fo = -M Zl bi ga teng

bo‘lib,A; = Z; - C; ning qiymati &/ = -M 2{ Olij — (. Shunday gilib,
i=

F, va Z —-C. ayirma bir-biriga bog‘lig bo‘lmagan ikkita gismdan

0
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iborat, bittasi M ga bog'lig, ikkinchisi esa bog‘lig emas. Bundan
keyin ‘E] va A, giymatlarni hisoblagandq kenggytirilgan masalaning
berilgan giymatlari jadvalga kiritiladi, bu jadvalda bitta gator
oldingi simpleks jadvaldan ko‘p bo‘ladi. Shundan keyin (m+2)
qatorga M ning koeffitsentlari joylashtiriladi, keyin esa ((n+_1)
qatorga M ga bog‘liq bo‘lmagan koeffitsentlarni joylashtiriladi.

Bir tayanch rejadan ikkinchi tayanch rejaga o‘tganda bazisga
(m+2) gatordagi absolut giymat jihatdan eng katta bo‘lgan manfiy
songa mos bo‘lgan vektor kiritiladi. Bazisdan chiqarilgan vektorni
bir necha almashtirishlardan keyin jadvalga yozmasa ham bo‘ladi.
Lekin ikkinchi masala yechilganda bunday almashtirishiar kerak
bo'‘ladi.

Shuni ham aytish kerakki bir necha almashtirishlardan keyin
sun‘iy vektor bazisdan chigmasligi mumkin. Shuning uchun
simpleks jadvallarni hisoblaganda birinchi tayanch rejadan,
ikkinchisiga o‘tganda simpleks usulning umumiy qoidalariga
asoslanish kerak. Simpleks jadvalning (m+2) satrini almashtirish
quyidagi holatgacha davom ettiriladi:

1) hamma sun’iy vektorlar sun'iy bazisdan chiqarilguncha;

2) hamma sun’iy vektorlar (m+2) qatordan bazisdan chiqaril-
magan, ya’ni manfiy elementlar R R,,..., R vekiorlarning
ustunida yo'q. Birinchi holatda bazis bir nechta tayanch rejaga
javob beradi. Shuning uchun (m+1) satrni to‘ldirib, tayanch reja
topiladi.

Ikkinchi holatda, agar (m+2) satrning R vektor ustunida
manfiy son bo‘lsa, dastlabki masala yechimga ega emas; agar u 0
ga teng bo‘lsa, u vagtda topilgan tavanch reja va bu rejaga tug‘ma
reja deyiladi va bazis kamida bitta sun'iy bazis vektoriga ega
deyiladi.

Agar dastlabki masala bir necha birlik vektorlariga ega bo‘lsa, u
vaqtda ularni sun’iy bazisga kiritish kerak. Shunday qilib, chizigli
programmalashtirish masalalarini sun’iy bazis usuli bilan yechish
uchun quyidagi qoidalarga rioya qilinadi:

1) kengaytirilgan masalani tuzish;

2) kengaytirilgan masalaning tayanch rejasini topish;

3) oddiy hisoblash natijasida simpleks usuldan foydalanib, sun’iy
vektorlarni bazisdan chiqarish.
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Natijada:

a) tayanch reja topiladi;

b) tayanch rejaga ega emasligi ko'rsatiladi.

4) topilgan tayanch rejaga asoslanib simpleks usuldan foydalanib,
masala yechiladi yoki bo‘lmasa masala yechimga ega emasligi
ko‘rsatiladi.

4-masala. Quyidagi chegaraviy shartlarda

2xl +x2 —2X3 + X4 = 24,
X 4+2x +4x, < 22
X=Xy + ZX;; = 10,

XIZO, XZZO

F =-2x, +3x, - 6x; — x, funksiyaning minimum giymatini toping.
Yechish. Masala chizigli programimalashtirishning asosiy
masalasi ko'rinishiga keltiriladi:
Quyidagi chegaraviy shartlarda
2x| + xz - 2x3 + X4 = 24,
X +2X% +4x3 + x5 =22,
Xp — Xy +2x; - x, =10,
x;20,(j=16)
F(x) = 2x, - 3x, + 6x3x, funksiyaning maksimum giymatini toping.

Masalaning oxirgi sistemasidagi noma’lumlarni koeffitsent-
laridan tuzilgan vektorlarni ko‘rib chigaylik:

2 1 -2 1
p=l{1} P={2 PR=| 4 RB={0f

| -1 2 0

0 0 (24
R=|1} R=| 0} R=[22}

0 -1 |\ 10

R, R, R, R, R, va R, vektorlar ichida, faqat ikkita birlik
vektor mavlud (R va R,). Shuning uchuo sistemadagi 3-tengla-
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maning chap gismiga musbat go‘shimcha o‘zgaruvchi x, ni
kiritamiz va kengaytirilgan masalani vechamiz:
Ya’'ni quyidagi chegaraviy shartlarda
2x; + X = 2xy + X4 = 24,
X, +2x, +4x3 + x5 =22,
X =Xy +2X;3 = Xg + X7 = 10.

x 2 0(1,7)
F(X) = 2x, - 3x, +6x; + x4 — Mx; funksiyaning maksimum giymati

0
topiladi. Bundla b = (]) )
Kengaytirilgan masalani R,, R, va R, birlik vektorlari orqali
aniglangan tayanch yechimi X =(0; 0; 0; 24; 22; 0: 10)ga teng.
Dastlabki berilganlarga qarab quyidagi jadval tuziladi.

1- jadval

Bazis S, P, 2 -3 |6 1 0 0 -M

P, P, P, P, P, P, P,
I P, ! 24 2 1 -2 1 0 0
2 P, 0 22 I 2 4 0 | 0
3 P, -M 10 1 -1 2 0 0 -1 !
4 24 0 4 —8 0 0 0 0
5 10| — 1 -2 0 0 1 0

Bu jadvalni 4, va 5 (m+1, m+2) satrlarini to’ldirish uchun
m
F)=-MY biva &) =¢x,; +¢,%,; +..+¢, X, ;—¢;. Bunda iy b,

I 1
i=1 i 2

..., I bazisli vektorlarning tartib ragamlari, Xip Xijo w0 X, €88 Pj
imj i
— vektor yovilmasining koeffitsientlari.
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Bazis vektorlarga mos bo‘lgan X,(/ =1,7)yozib olinadi. U
quyidagicha bo‘ladi:

X =(0;0;0;2;10;7);

X, =(0;0:0:1;2;0,-1),

Xy =(0;0;0:-2:40;2);

Xy =(0;0,0;1;0,0.0);

X5 =(0,0,0;0;1,0:0);

X =(0,0,0:0,0;0;~1):

X =(0;0;0;0,0;0:1).

Yugoridagi tayanch yechimlarga mos bo‘lgan F(x) va Z(x)
(i=1,7) larning giymatlari hisoblab chigiladi:
E(x)=24-M;
Zi(X)=2-M:
Z,(X,) =1+ M ;
Zy(X;)=-2-2M ;
Zy(Xy)=1+0-M;
Z(X5)=0+0-M;
Z(Xg)=0+M;
Z:(X7;)=0-M.
Endia, = z; —¢; ayirmalar hisoblab chiqiladi:

Al=z5-q=0-M;
A=y -g=4+M;
Ay=23-¢,=-8-2M ;
Ay=74—-¢=1-1=0;
As=25-¢=0-0=0;
Ag=24-C=0+M:

34



Ay=gy-¢; =-M+M=0.

Burda F, va A, larning tarkibiy gismlari ikkita yig‘indidan iborat.
Shuning uuhun bu yig'indilarni M ga bog‘liq bo‘lmaganlarini 4-
satrga, bog'lig bo‘lganlarining koeffitsientlari 5-satrga yoziladi.
Bunday yozish jadvallarni almashtirishni osonlashtiradi (1-jadvalga
garang).

1-jadvalning 5-satrida ikkita manfiy son mavjud (1—: —2). Bu
shuni ko‘rsatadiki, kengaytirilgan masalaning rejasi optimal emas.
Simpleks usulni go‘llab, bu rejani ketma-ket vaxshilab boramiz.
Natijada quyidagi jadval hosil bo‘ladi.

2- jadval

. e 2 -3 6 I ] 0
i Bazis s, P,

Pl P2 P.‘- P4 PS Pu
| P4 I 33 0 | 0 =1
2 P3 0 2 3— 4 0 1 2
3 P7 0 5 =172} =172 0 0 —1/2
4 | [Indeks 60 | 4| o 0 o | o | -4

satri

Bu jadvalda 4 ta satr mavjud, chunki sun’iy bazis P, vektor
bazisdan chiqarildi. 2- javdaldan ko‘rinib turibdiki, x=x=0,
x,;=3. x,= 34, x,=2 dastlabki masalaning tayanch yechimlaridir.

=(0;0; 5; 34; 2) esa tayanch rejadir. F=(0;0;5; 34; 2)=64
magsad funksiyaning bu rejaga mos bo‘lgan qiymatidir.

2- jadvalning indeks satrida R, Vvektor ustunida (—4)manfiy son

mavjud. Shuning uchun R, Vektorm bazisga kiritilib, R, vektor bazis-
dan chigariladi va snmpleks jadval tuziladi.

3- jadval

: i 2 -3 6 1 0
i Bazis S, P, 0

PI) Pl PJ PJ PS Pn
| P, | 35 52 2 0 1 1/2 0
2 P, 0 1 -1/2 2 0 0 I/7 I
3 P, 6 112 1/4 1/2 1 0 1/4 0
4 | Indeks satri F=68 2 8 0 0 2 0




Jadvalda A= z.— ¢, lar ichida manfiy sonlar yo'q. Shuning uchun
bu jadvalga asosan topilgan yangi tayanch reja optimaldir. Demak,
dastlabki masalaning tayanch rejasi X*=(0; 0; 11/2; 0; 1) optimal
rejadir.

Bu rejaga asosan magsad funksiyaning qiymati

Foon =23 = 3% + 625 + X, =2-0—3-0+(s.12_1+1.35=68 teng.

5-masala. Quyidagi shartlar

l-,\’l + qXz + 2X3 4 ZX4 = 3.,
12xl +2x) + X3+ %, =3
x; 20, j=1234

i<
bajarilganda,
F=5x+3x,+4x,-x,

funksivaning maksimum qiymatini toping.

Yechish. Ma'lumki, sistemada birlik matritsa mavjud emas. Har
bir tenglamaga bittadan manfiv bo‘lmagan, mos ravishda x_z 0,
x, > 0. sun’iy bazisli o'zgaruvchilar kiritiladi. Natijada berilgan
masalaga nisbatan kengaytirilgan masala deb ataluvchi masalaga
o‘tiladi.

Quyidagi shartlar

[X) +3x; +2x3 +2x, + x5 =3,

{2x1+2x2 + A3+ X+ X, =3

x, 20, /= 1-6
bajarilganda
F=5x + 3x, + 4x,-x~Mx~Mx, _
magsad funksiyaning maksimum qiymatini toping (bunda M
yetarlicha kichik manfiy son. masala minimumga vechilayotgan
bo‘lsa yetarlicha katta musbat son deb ataladi) shartlar vektor
shaklida yoziladi:
Px, + Px, +Px, + Px, +Px; + Px, = Px,

a-(i) #=) 2-[1)
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(i o) 2L} 2-()

x;, X, o'zgaruvchilar bazis o‘zgaruvchilar bo‘lsin, U holda bi-
rmcln tayanch yechim X,=(0,0,0,0,3,3) hosil bo‘ladi. Simpleks

usul go‘llanib, optimal yechlm topn]adl
1-simpleks jadvalni tuzamiz:
Jadvalning 3- va 4- satrlarini to‘ldirishda

F(X)=CXy=-M 3=M 3+0=0-6M.
Bazisli vektorlarga mos bo‘lgan X,(i-1,6) lar va Z(X) lar

hisoblanadi:
X, =(0;0:0.0:1,2) Z,(X))=-3M

Xy = (0;0;0;0;3;2) Z,(Xy)=-5M
X; =(0,0:0,0;,1) Z3(X3)=-3M
X, =(0;0.0,0;2:1) Zy(Xy)==-3M
X5 =(0,0;0,0,1,0) Zs(X5)=0-M
X, =(0;0:6:0:0;1) Z(X)=0-M

Endia, = Z, - ¢; ayirma hisoblanadi:
,:—3—3M; A, ==-3-5M; Ay =-4 =30,
Ay =1-3M; Ay=0+0-M; Ay =0+0-M
hisoblashlarni bajarib, Z — ¢, giymatlari topiladi va M ning chizigli

funksiyasi ekanligi qufdmdl

Bu yerda F va A, larning tarkibiy qismlari ikkita yig'indidan
iborat. Shuning uchun bu yig'indilarni M ga bog‘liq bo‘lganlarini
- jadvalning 3-satriga (m—+isatriga), M ga bog‘lig bo'lganlarini
4-satriga yoziladi. Natijada 1- jadval to‘la to‘ldiradi.

Jadvalning (m+2) satrida manfiy sonlarning mavjudligi tayvanch
vechimning optimal emasligini bildiradi va uni yaxshilash mumkin
bo‘ladi. Jadvalning (m=+2) satrida eng kichik son (-5) R, vektor
bahosi bo'lganligi uchun yechuvchi ustun R, uvstuni bo‘ladi.

.33 , . . . .
mm(s,;)= I', ularning kesishishmasidagi 3 element bo‘lganligi
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1- simpleks jadval

i Eﬂ.“‘“' Bazis R S I A K el

koeflitsientlar 4 R, R, { R | R | R [ R
1 R, -M 3 1 3 2 2 l‘ 0
2 R, -M 2 2 | 1 0 1
m+l|Z —¢ 0O [-5]-3{(-4 1 0 0
m+2 | Z —c 6| -3 -5 -3] -3 0 0

uchun R, vektor satri yechuvchi satr bilan yechuvchi ustun kesish-
gan katakdagi vechuvchi element bo‘ladi. Demak, R_ ni bazisdan
chiqarib. o'rniga R, vektor bazisga kiritiladi. 2-si1ﬁpleks jadval
tuziladi.

2- simpleks jadval

i Bn;is— Bazis 5 3 14 1 -M | -M
lar koeffitsientlar R,
= R | R, [ R, R, R R,
1 R, 3 1 13 1 L 2/3 2/3 1/3 {
2 R, -M 1 1/3 10173 -1/3|-2/3 1
mtl|Z —c 3 —4 o -2 3 i 0
m+2 | Z —¢ —1}1-4/3| 0 1/3 /3] 5/3 0

2-simpleks jadvalning (m+2) satri asosiy gismida (—4/3) manfiv
son bo'lganligi uchun R, vektor ustuni yechuvchi ustun, R, vektor
satri yechuvchi satr, 4/3 yechuvchi element bo‘ladi. Bazisdan R,
sun’iy vektorni chiqarib, R, vektorni bazisga Kiritib, 2-simpleks

jadvaldagidek, 3-simpleks jadvalni hosil gilamiz.
3-simpleks jadval

i Elarzm E?)zi%tsiemlar R, 5 1 1 - .

' R | R [ R, R, R, R,
1 R, 3 3/41 0 1( 34 3/ 172 | —1/4
2 R, 5 3/4] 1) 0} -1/4-1/4]—-1/2] 3/4
m+l | Z —c, 6 00| -3 2 —1 3
mt+2 | Z, — ¢, 0 010 0 0 1 1




Z-jadvalda (m+2) satrda sun’iy bazis giymatlaridan tashgari
hamma givmatlar 0 ga teng bo‘ladi: _ _

M sonning tanlanishiga asosan R, va R, vektorlar endi bazisga
tushmaydi.

Y. = (3/4,.3/4,0,0,0, 0) yechim berilgan masalaning yechimi

bo* Iadl, lekin u optimal emas, chunki (m+1) satrda manfiy qumqt
mavjud. Endi yechimni vaxshilash (m+1) satr bo‘yicha olib borilad1:
Z—C, =—3< 0, bo’lganligi uchun R, vektor ustuni yechuvchi
ustun R, vektor satri yechuvchi satr, 3/4 yvechuvchi element bo‘lib,
m+?2 -satr endi hisobga olinmaydi. Yuqorida ko‘rsatilgan usul bilan

4-simpleks jadval tuziladi:
4-simpleks jadval

; ELII.ZiS- Bazis 2 5 3 4 1 -M -M

¢ koeffitsientlar v R | R | R | R R, R,
[ R, 4 | 0 14/3] 1 1 2/3 —=1/3
2 R, 5 I 1 1/3{ 0 0 —-1/3 2/3
m+i{Z —¢ 9 0 4 s 1+M | 2+M

3-simpleks jadvaldan qo‘yilgan masalaning optimal vechimi
X =(1,0,1,0,0) bo‘lib,Z_ (X)=9 bo'ladi. Birinchi va ikkinchi

satrlarni o‘zaroe almashtirib, R, va R, vektorlar ustunida teskari
malfritsani hosil gilamiz.

Tayanch iboralar

Prograinma, maiematik programmalashtirish, chizigli programmalashtirish.
chizigli forma, magsad funksiyva, asosiy masala, tayanch chizig:i, tayanch
yechim, munikin bo‘lgan yechimlar sohasi, bazisli o*zgaruvehilar, qo‘shimcha
o‘zgaruvehilar, standart sistema, simpleks, vechuvchi ustun, yvechuvchi satr.
yechuvchi son, indeks satri, optimal reja, optimal yechim. muvozanat chizig'i,
yo'naltiruvehr vektor (nugtasi. tekisligi).

Takrorlash uchun savollar

Matematik model nima ?

. Matematik programmalushtivish nima?

. Chizigli programmalashiirishda ganday masalalar o ‘reaniladi?
. Chizigli programmalashtirishning asosiy masalasi nima?

. Chizigli programmualashtivish wmasalusi nima ?

oy A Lo ho ~
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6. Chizigli programmalashtirishning tayanch vechimi deb nimaga aytiladi ?
7. Magsadli funksiva deb nimaga aytiladi?

8. Simpleks deb nimaga aytiladi?

9. Dastlabki berilganlar jadvali ganday tuziladi?

10. Birinchi simpleks judval ganday tuziladi?

11. lkkinchi simpleks jadval ganday tuziladi?

12. Simpleks jadvallar tuzish qachon to xtatiladi?

13. Optimal yechimlar jadvalning qavsi ustunidan olinadi?
14. Muvozanat chizigi deb nimaga aytiladi?

15. Yechimiar sohasi deb nimaga aytiladi?

16. Yo 'naltiruvchi vektor deb nimaga aytiladi?

17. Tavanch chizig'i deb nimaga aytiladi?

18. Tayanch yechim deb nimaga aytiladi?

19. Tavanch reja deb nimaga aytiladi?



I BOB
CHIZIQLI PROGRAMMALASHTIRISHNING
IKKILANISH MASALALARI

1-§. Ikkilangan masalalar hagida asosiy tushunchalar
Bizga chiziqli programmalashtirish masalasi berilgan bo‘lsin.

anXp+apX .+ ax, <
X + Gy Xy + oo+ Ay X, < by,

2.1
A1 XL + Qa Xy + o+ Ay Xy < bm' ( )
Xj Xy, X3 20
magqsad funksivasi
F=cx +0x+..+cx, (2.2)

ning maksimum gqiymatini topish kerak bo‘lsin.

Har qanday chizigli programmalashtirish masalasini ikkilangan
masala deb ataluvchi masala bilan uzviy bog‘liq ekanligini ko‘rsatish
muinkin.

Ta’rif. Quyidagi shartlar

ap ) + Gy + .+ a4y v, = q
Vi +any) +..+ a3y, 20,

, . 2.3
Q)+ s+ + Ay ¥y 2 Cp- ( )
VI Vises ¥y 20
qanoatlantirilganda
F=by +by,+..+b,y, 2.4)
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funksiyaning minimum qgiymatini topishga (2.1), (2.2) chiziqgli
programmalashtirish masalasining ikkilangan masalasi deyiladi.

Bu masalalarning optimal yechimlari o‘zaro quyidagi teorema
asosida bog‘langan.

Teorema. Agar berilgan masala yoki unga ikkilangan masa-
lalardan birortasi optimal yechimga ega bo‘lsa, u holda ikkinchisi
ham optimal yechimga ega bo‘ladi hamda bu masalalardagi chizigli
funksiyaning optimal giymatlari o*zaro teng bo‘ladi, ya'ni

Foa = F

max min *

Agar F(x,,x,,...,x,) YOki F'(y,y,,....y,) — chizigli funksiyalardan
birontasi chegaralanmagan bo‘lsa, u holda masala hech ganday
yechimga ega bo‘lmaydi.

Ikkilanganlik masalalari simmetrik va simmetrik bo‘lmagan
masalalarga bo‘linadi. Yuqoridagi teorema simmetrik bo‘lmagan
masalalarni yechishda go‘llaniladi. Shuni ham aytish kerakki, teng-
sizliklar sistemasini qo‘shimcha o‘zgaruvchilar yordamida tengla-
malar sistemasi ko‘rinishiga keltiriladi. Demak, simmetrik ikki-
lanmalik masalalarini simmetrik bo‘imagan ikkilanmalik masalaga
keltirish mumkin. Shuning uchun simmetrik bo‘lmagan ikkilanish
masalalarining optimal yechimlari hagidagi teorema simmetrik
ikkilangan masalalar uchun ham o‘rinlidir.

2.1-masala. Quyidagi shartlar bilan berilgan masalani ikkilangan
masalaga keltiring:

"

x) = Txy —4xy £ =3,
X +x;-2x3 28,
X +2% —x3 22,
2x) + X, —2x3 23

X, X5, X320
F = x, +2x, +4x3 > min
Masalani ikkilangan masalaga keltirish uchun oldin chega-

ralovchi shartlar bir xil ko‘rinishdagi tengsizliklarga kgltiri!adi.
Buning uchun birinchi tengsizlik teskari ko'rinishga keltirladi:
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X +7x; +4x; 23,
X +X —2x; 28,
X +2% - X3 22,
25, + Xy —2x3 2 3.

X1, X2, X320
F = x +2x) +4x: — min.

Hosil bo‘lgan masalaga ikkilangan masala quyidagi ko‘rinishda
bo'ladi:

-y + Yy +y;+2y <1,

Ty + ¥y +2y3 + Y4 <2,

4_}'1 —2_}’2 - "'2_)74 <4.
yl:y27 y3> .V4 20
F" =3y, +8y, +2y; + 3y, -» max.

Ikkilangan masalani chiziqli programmalashtirishning asosiy
masalasiga keltirib, simpleks usul bilan yechish mumkin.

2-§. Ikkilangan simpleks usul

Bu usul oldin akademik L.V. Kantorovich tomonidan ko‘rsa-
tilgan edi. Lekin bu usulni boshqa ko‘rinishda Lemks degan olim
ko‘rsatgan. Shuni ham aytish kerakki, agar bironta chiziqli
programymalashtirish masalasini vechish kerak bo‘lsa, uning o‘rniga
ikkilangan masalani yechish mumkin. Agar ikkilangan masala
optimal yechimga ega bo‘lsa, u holda dastlabki berilgan masala
ham optimal vechinmga ega bo‘ladi.

Dastlab A matritsaga A’ — transponirlangan matritsa yozib
olinadi. Matritsaga transponirlangan ratritsani yozganda ustunlar
va satrlarning roli o‘zgaradi, ya’ni berilgan masalaning satri to‘g‘risida
so‘z ketsa u ustunga o‘tadi.
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Xususiy holda simpleks jadvallarning indeks satri to'g'risida
gap ketsa, ikkilangan masalalarda ozod hadlar ustuni to‘g'risida
gap ketadi. Buni quyidagi ikkita masalada ko‘ramiz.

2.2- masala. Quyidagi shartlarda

4x, +9x, < 56,
5.’('-] + 3.‘(2 < 37.
=X + 2.)(2 <2,
X, Xy >0
F =3x +4x, — funksiyaning maksimum giymatini toping.

Simpleks usul goidalaridan foydalanib, dastlabki berilganlarning
asosiy jadvalini tuzamiz.

I- jadval
1 X%, |=x Tek.ustuni
v, 56 4 9 69
v, 37 5 J 45
[y, 2 =T 2 3
F 0 =3 -4 -7

Ind=ks satridan Fdan absolut giymat bo‘yicha eng katta manfly
son olinadi. Bu son yechuvchi ustunni ko‘rsatadi.

|. Ozod hadlarni mos ravishda vechuvchi ustundagi musbat
scinlarga bo'lib, ularning eng kichigi tanlanadi. Bu satrga yechuvchi

L. ]56 37 2] 2 |
satr deyiladi {9 ER 5} =5="

2. Yechuvchi ustun va yechuvchi satr kesishgan katakdagi songa
yechuvchi son deyiladi.

3. Simpleks jaldvallarni to‘ldirish formulalaridan foydalanib,
golgan kataklar to‘ldiriladi. Natijada 2- jadval hosil bo'ladi. Bu
jadvalda x, asosiy o‘zgaruvchilar safiga o‘tkaziladi. y, go‘shimcha
o‘zgaruvchilar safiga o‘tkaziladi.
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2- jadval

Tek.
I = R4 ustuni
9
yl 47 7/‘ —5 51
v, 34 13)2 =32 |9
1
1 1/ — 1
X 7
F |4 -5 2 1

F indeks satrida manfiy son (—5) bo‘lgani uchun 3- simpleks
jadval tuziladi. Natijada quyidagi jadval hosil bo‘ladi.

3- jadval
[ ~-Y, -V,
Y 31 - | s
v % | Ay | A
X, Yl M| A,
F 39%3 1%3 l% 3

F indeks satii hadlarining hammasi musbat bo‘lgani uchun
quyidagi yechin:

33 68
V= == X==—7 ¥»=0 y;=0

13 Rk
optimal yechim bo‘ladi. Unga magsad funksiyasining quyidagi F
mos keladi.

10

1 392 392
I:ka‘( = 1—3 (‘.Vz ) + E ('J'} )+

B

2.3.-masala. Quyidagi shartlarda
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dup + 51y —uy 2 3,
Ouy +3uy + 2uy 2 4,

Uy, th, iy 2 0.

F =56u; +37u, + 2u; funksiyaning minimum giymatini toping.

Simpleks usul qoidalaridan foydalanib, berilganlarning asosiy
jadvalini tuzamiz.

- jadval
I u, u, u,
S =3 [ 4 5 -
v, —4 3 2 T
F 0 56 37 2

1. Ozod hadlar ustunidan manfiy sonlar ichidan eng kichik
manfly son olinadi. Bu son turgan satr yechuvchi satrni ko‘rsatadi.

2. F satr hadlarini mos ravishda yechuvchi satrdagi sonlarga
bo'‘lib, eng kichigi olinadi:

o [s6 37 2] 2
min %> 3 22

Bu ustunga yechuvchi ustun deyiladi.

3. Yechuvchi satr va yechuvchi ustun kesishgan katakdagi son
yechuvchi son deyiladi.

4. Qo‘shimcha o‘zgaruvchi u, ni, v, asosiy o‘zgaruvchi sifatida
bazisga kiritamiz. Simpleks jadvallarni tuzish formulalaridan foyda-
lanib, 2- simpleks jadval tuziladi:

2- jadval
I u, u, v, Tekshirish ustuni
v, -3 1% 13 5 - % 9%
u o f2 -7 b % - %
F* 4 47 34 1 83
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O‘zgarmaslar ustunida manfiy son (—5) bo‘lgani‘ ucht}n bu
jadval ham yuqoridagi kabi almashtiriladi. Natijada quyidagi jadval
hosil bo‘ladi.

3- jadval
1 U vy Y,
10 17 2 I
U 13 13 13 13
11 33 3 5
s 13 13 13 13
392 33 68 47
E 27e 22 2% 2
13 13 13 13

Ozod hadlar ustunida hamma hadlar musbat bo‘lgani uchun
quyidagi vechim optimal bo‘ladi:

2 ——1—0—' 7 —E'

P13 P

_33, .08 47 392 392
mn T3 T3 T3

Ml = 0, vl = , V2 = 0,

Shunday qilib, ikkilangan simpleks usul orqali masala yechildi.

Topshiriglar
Quyidagi masalalarni chiziqli programmalashtirishning
ikkilangan masalasiga keltiring va ikkilangan simpleks usul bilan
yeching

2.4. 5x +3x, <52, 2.5. 9x, +11x, < 46,
Xy < 2, 5x1 + XQ < 42,
IOXI + 4X2 < 70.. X + 13.’\'2 <4,
X, X% 20. X, X 20.
F =8x; +6xy — max F =5x + x; - max
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3-§. Ikkilangan masalalarning geometrik talgini

Agar berilzan va unga ikkilangan masalalarda o‘zgaruvchilar
soni ikkiga teng bo'lsa, chizigli programmalashtirish masalalarining
geometrik tahlilini berish osonlashadi.

Bu holda bir-birini istsino giluvchi quyidagi uchta hol bo'lishi
mumkin:

1) ikkala masala ham optimal yechimga ega;

2) fagat bitta masala optimal yechimga ega;

3) ikkala masalaning optimal rejalari bo‘sh to‘plamni tashkil
giladi.

2.6-masala. Quyidagi shartlar bo‘yicha

X+ x, <8,
X;, Xy >0
F =2x +7x, - max
masalani ikkilangan masalaga keltiring va ikkala masalaning
yechimlarini toping.
Yechish. Bu masalaga ikkilangan masala: F* = 4y, +8y, funk-
sivaning quyidagi shartlarda

2y, +1m =22,

3n+n =T,

y, »2 20
minimum qiymatini topishdan iborat bo‘ladi. . .

Berilgan va unga ikkilangan masalada ham nom.a‘lumlar soni

ikkita (x, va x,), (y, va y,) uning uchun geomank_usul bilan
yechish mumkin. Dastlabki masalada magsad funksiyasi B nuqtada
maksimum giymatga ega. Shuning uchun B(2; 6) nugtada F (2;
6)=2-2+7-6=46 maqsad funksiyasi optimal rejaga (planga) ega (2.1-
chizma).
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;“\ —2x,+3x,=14

2x,+7x,=46

2. 1-chizma.

Ikkilangan maséla esa E£(1; 4) nugtada minimum giymatga
(2.2-chizma) ega. Shuning uchun F*(1; 4) = 14-1+8.4=46 maqsad
funksiyasining minimal giymatidir.

Yyt
i

3y +3,=7

/ 14y, +8y,=46

(_: \"".
A ':‘ ) §‘
I 25397576 s,
T “"4 A N
‘ )|

2.2-chizma.



2.3-chizma.

2.4-chizma.

2.7-masala. lkkilangan masalalar juftligining vechimlarini
toping.
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Dastlabki masala

—4x| + 2."2 2 4_,

X + Xy 4 6.
X, x 20
F =-2x; -3x, —» min

Tkkilangan masala

—4}’] +y2 < —2,
2_)"1 + ) < -3,

Yis Y2 20.
F' =4y +6y, > max

Yechish. Dastlabki masala va unga ikkilangan masala ham
ikkitadan o‘zgaruvchiga ega. Shuning uchun ular geometrik usul
bilan yechiladi. Tkkala masala uchun ham shakllar chiziladi (2.3,
2.4-chizmalar).

2.3-chizmadan ko‘rinib turibdiki, dastlabki masala yechimga
ega emas. Chunki magsad funksiyasi F =-2x, —3x, mumkin
bo'lgan yechimlar to‘plamida quyidan chegaralanmagan. 2.4-
chizmadan ko‘rinib turibdiki, ikkilangan masalaning ham optimal
rejalari yo‘q, chunki yechimlar ko*pburchagi bo‘sh to‘plamni tashkil
qiladi. Shunday qilib, dastlabki masala optimal rejaga ega bo‘lmasa
(magsad funksiyasi mumkin bo‘lgan yechimlar to‘plamida
chegaralanmagan bo‘lgani uchun) unga ikkilangan masala ham
optimal rejaga cga bo‘lmaydi.

Tayanch iboralar

Asosty masala, ikkilanma masala, yechuvchi son, yechuvchi ustun,
yechuvchi satr, optimal reja.

Takrorlash uchun savollar

1. Ikkilanma masala deb ganday masalalarga aytiladi?

2. Ikkilanma simpleks usuli qanday qo Tlaniladi?

3. Tkkilangan simpleks jadvalda yechuvehi satr, yechuvchi ustun, yechuvchi
son qanday topiladi?



111 BOB
TRANSPORT MASALASI

1-§. Tagsimot usuli

Faraz qilaylik, a7 ta ishlab chigarish korxonasi berilgan bo'lsin.
Bu korxonalarda mos ravishda 4, @. .., ¢ tonnadan bir jinsli
mahsulotlar ishlab chiqarilgan bo ]1b B B,. ... B, —iste’'molchilarga
mos ravishda b, b,, ..., b, tounadan talqamh kenk A, — ishlab
chiqarish ko \ommdan B iste ‘molchilargacha mahsulotlarni tashish
bahosi quyidagi tarif matut.sasl ko‘rinishida berilgan bo'lsin;

1 02 Cpy
T - Cy 1 (’2'1 ¢ 1y
Cml  Con2 Conm

Yuqoridagilarga asosan quyidagi jadvalni tuzish mumkin.

1- jadval
K‘;‘gflog':l?lda Iste’molchilar va ularning talabi
Ishlab ishlab
chigarish | chiqarilgan B, B, B, . B,
korxonalari | mahsulot-
lar (tonna b
) t bt
hisobida) | Oif byt ; )
d C.. c
: 11 12 12 in
A o £ X Xpa X1
Cy Ca o . Con
A; & X X5 X3 ) X2
¢ i c 2 CmJ . Cnm
A ' L R )




Agar ishlab chigarish korxonasidagi jami bir jinsli mahsulotlar
miqdori iste’molchilarning talabini to‘la gondirsa, ya’'ni

d=a +d +-e+a,,
b=ly+by+--+b,,
a=bh
bo‘lsa, yugeridagi jadvalga asoslanib tuzilgan modelga yopiq
matematik model deyiladi.
Agar masalan, a>b bo’lsa, tuzilgan matematik modelga ochiq
model deyiladi.
Iste’molchilar safiga soxta iste’'molchi B ni kiritamiz.
Soxta iste’molchi mahsulot joylashgan korxona bo‘lgani uchun
mahsulotlarni tashish bahosi 0 ga teng.
Shundav qilib, ochiq matematik modeini yopiq matematik
modelga keltirsa bo'ladi.
Jadvalni quyidagicha tushuntirish mumkin: x,, x,, ..., x,, lar
A, ishlab chiqarish korxonasidagi mahsulotm mos ravishda
B, B,. ..., B iste’molchilarga tarqatiladigan miqdori x,, x,,, ..., X,
lar A, lsh]ab chiqarish korxonasidagi mahsulotni mos ravishda
B, B,, ..., B iste’'molchilarga tarqatiladigan miqdori va hokazo. C.
lar esa l tonna mahsulotni i-ishlab chigarish korxonasidan 1-
iste’molchigacha tashish bahosi, ya'ni tarif.
Shunday qilib, transport masalasining shartini berilgan jadvalga
asoslanib, x,_larni o‘z ichiga olgan quyidagi n+m ta tenglamalar
sistemasi ko'rinishida yozish mumkin:

X)X o+, =4,
Xy  F Xy b Xy, =0y, (@)
Xl T X+ Xy = Ay
X+ X+t X, = bls
Xpp+Ap e+ X,y = b:"

(5) (3.1)




Transport xarajatlari (magsadli funksiya) esa quyidagiga teng:

J=apxg +epXy + ot e Xy, 0 X 4+ 00,

. _ 3,
+...+(‘"l_xml -+ (,’mzxmz +..-+Cm”.\m” ( 2)

Demak, (3.1) chizigli tenglamalar sistemasida shunday 0 li va
musbat yechimlarini topish kerakki, (3.2) magsad funksiyasi
minimum qgiymat gabul gilsin.

(3.1) tenglamalar sistemasini va (3.2) tenglikni quyidagi
ko‘rinishda ixcham yozish mumkin:

[

Xp=a;, (i=1m
1

J

m L 2 ,
Xp=b. (j=1n) (3.1
j=1
va
m m )
7=33 cpx, - min 6
= j=1

Shuni ham aytish kerakki (3.1) tenglamalar sistemasining
hamma tenglamalari bir-biri bilan chizigli bog'liq yoki chizigli bog‘lig
emas bo‘lishi mumkin. Chizigli bog'iiq bo'lmaganlar soni m + »n —1
dan kichik yoki teng bo‘ladi.

Tagsimot usulini umumiy holda algoritmini tushuntirish ancha

og'ir.

1. Shimoli-g‘arb burchak usuli. «Shimoli-g‘arb burchak»
usulining umumiy qoidasi quyidagilardan iborat. Eng avval dastlabki
berilganlarning jadvalidan «Shimoli-g‘arbida joylashgan x,,
noma’lumning giymatini aniglaymiz».

x, =min(a,b)

Bunda ikki hol bo*lishi mumkin:

Da <bh bo'lsa, x;=ava x;,=00=2,n:b = -a:

2)a = b bo‘lsa, x, =ayva ot =q -h; A
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Agar birinchi hol bajarilsa, birinchi qadqmdan sp‘ng
masalaning vechimlaridan tashkil topgan matritsa quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

X” = l’ll 0 0 0 O
X2 Xpn X v Xam B
X X2 Y3 Xmn  Gm

bZ —4q b?. bJ bn j

Endi ikkinchi gatordagi birinchi element topiladi.
Bu yerda ham ikki hol bo‘lishi mumkin:

1) Agar a,zb,—a, bo'lsa, x, =b—a, va
X, =0 j=2,m; ay=a,—(b-a)-
2) Agar a,<b,—a, bo'lsa, X, =a,va b =h -a -a.

Agar bu yerda ham birinchi hol bajarilsa, u holda ikkinchi
gadamdan so'ng yangi matritsa quyidagi ko'rinishda bo‘ladi;

X“ = (l” “ 0 0 0
X:] = b' - (1] xzz X23 X:n di = (_'[2 —_ (b] — al)
X3y X2 X33 a3, )
X Xp2 X3 o N 2
bll = bl —di = bl h" bn J

Bu jarayon qadam-bagadam barcha g, va b, lar nolga aylangu ncha
davom ettiriladi. Ma’lumki, har bir X, ning giymati va bj larning
turli kombinatsiyalorini ayirish yoki qo‘shish yordamida topiladi.
Shundan keyin (3.2) formula orqgali transport xarajatlari hisoblaniladi.

2. Minimal xarajatlar usuli. Minimal xarajatlar usulining goidasi
quyidagicha:

1. Transport masalasi xarajatlaridan tashkil topgan ta'rif matrit-
sasi belgifab olinadi;
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LSTRENST) 5P

T = € 9)) Cop )

Cml Cpn Con

2. T matritsaning minimal elementini topaniiz:
min{c;} = k.
Faraz qilaylik, bu element

G, = k.

U holda
X, %, =min(g; -b.).

Berilganlarga asosan quyidagi ikki hol bo‘lishi mumkin:
)a, <b;,
2) g <b.
Birinchi holda 7 satrning barcha elementlari x;; =0, (j = j)
bo‘ladi, bunday holda i, satr elementlari o*chiriladi.
Ikkinchi holda j, ustunning barcha elementlari x; =0, (i# i)

va bu holda barcha j, ustun elementlari o‘chiriladi.

Ustun va satr elementlarini o‘chirish natijasida hosil bo‘igan
yangi matritsaning ustun va satrlar soni 7" matritsaga nisbatan
bittaga kamayadi. lkkinchi gadamda yuqoridagi jarayon yangi
matritsa uchun yana bajariladi. Shunday gilib, go‘yilgan masalaning
boshlang‘ich optimal planini topish uchun minimal xarajatlar
usulida n+m — 1 ta qadamni bajarish kerak.

Endi quyidagi masalani ko‘rib chiqaylik.

Masala. Samarqand viloyatining Jomboy va Juma bazasidan
Kattago‘rg‘on, Ishtixon va Narpay tumanlariga bir jinsli tovarlarni
tashish kerak, tovarlar zaxirasi Jomboy bazasida 400 tonna, Juma
bazasida esa 600 tonna. Kattaqo‘rg‘on tumanining tovarga talabi
350 tonna, Ishtixon tumaniniki 450 tonna va Narpay tumaniniki
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esa 200 tonna. Jomboy bazasidan uchta tumangacha bo‘lgan maso-
falar mos ravishda 100 km, 60 km va 110 km. Juma bazasidan
uchta tumangacha bo‘lgan masofalar mos ravishda 40 km, 70 km
va 50 km ga teng. Tumanlarga tovar tashishning optimal variantini

toping. ‘ ‘ .
Yechish. Masalaning shartiga asosan quyidagi jadvalni tuzamiz.
1- jadval
i Tumaniar
Bazalar Bazalardagi : v
tovar zaxiralari | Kattago‘rgon | Ishtixon | Narpay
Jomlboy 400t 100 x,, 60 x,, 110 x,,
Juma ] ‘
1 600t 40 x,, 70 x,, 50 x,,
Tovarlarga
bo'lgan talab 1000t 350 450t 200t

Bu masalada bazalar soni m=2, iste'molchilar soni esa »= 3 ta.
Shuning uchun mahsulotlarni tagsimlagandan keyin to‘ldirigan
kataklar soni m+n—1=2+3—1=4 ta bo‘lishi kerak.

1- jadvalga asoslanib, 2- jadvalni tuzamiz.

2- jadval
Bazalardagi | Tumanlar va ularning tovar mahsulotlariga talabi
Bazalar tovar Kattago‘rg'on Ishtixon Narpay
zaxiralari 350 1 450 2| 200 3

Jomboy 100 60 110

I 4001 350 50 0

Juma 40 70 50
11 600t 0 400 200

Transport xarajatlarini 2- jadvalga asoslanib hisoblasak,

1 =350-100+50-60+400-70 +200-50 =

= 35000 + 3000 + 28000 + 10000 = 76000 t-km ni

tashkil etadi. 2- jadvalning optimalligini tekshiramiz.
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Buning uchun bo‘sh kataklarga nisbatan zanjirlar tuzamiz.

Bunday zanjirlar A, va A, lardan iborat.

A,; — zanjir quyidagi ko‘rinishga ega. Bo‘sh katak indeksining
ishorasi musbat ishora bilan olinadi. Qolgan indekslar ishorasi
almashib turadi.

60 110
- +
A,, =110-60+70-50=70
+ —
70 50

Bu zanjir musbat, shuning uchun boshga bo‘sh zanjir, va’ni
A,, tekshiriladi.
A,, zanjirning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

350 60
= T

A,, =40-100+60-70=—70
+

400

Demak, A, zanjir manfiy ishoraga ega, shuning uchun bu
zanjirni yaxshilaymiz. Manfiy uchlarda joylashgan yuklarning eng
kichigi olinadi, ya’ni min {350,400)=350.

Bundan keyin 350 manfiy uchlardagi yuklardan ayiriladi va
musbat uchlarda turgan yuklarga qo‘shiladi.

350-350=0 50+350=400
- +
+ —
0+350=350 400-350=50

A,, zanjirdagi o‘zgarishlarni hisobga olib 3- jadval tuziladi. .
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3- jadval

Bazalardagi | Tumanlar va ularning tovar mahsulotlariga talabi
Bazalar tovar Kattago‘rg‘on Ishtixon Narpay
zaxiralari 350 t1 450 t2 200 3
Jomboy . 100 60
I 400t 1 0+ 0+ 110
Juma 40 70 50
1 600t 2 350 50 200

3- jadvaldagi programma bo‘yicha transport xarajatlari

/> =100-0+400-60+110-0+350-40+50-70+ 20050 =

= 0+ 24000 + 0 + 14000 + 3500 + 10000 = 51500 t kim ni tashkil

etadi.

2- va 3-jadvalga joylashtirilgan programmalarning far-
qi f; - f; = 76000 - 51500 = 24500 t km ni tashkil etadi. Demak, iqti-
sodiy tejash 24500 tonna km ni tashkil etadi.

Endi 3- jadvaldagi bo‘'sh kataklarga nisbatan tuzilgan zanjir-
larning ishorasini yuqgoridagi kabi tekshirib chigsak A, » A larning
ishoralari musbat ekaligi ko‘rinadi.

Shuning uchun 3- jadvalga joylashtirilgan programma optimal
programma bo'lib, bu programma bo‘yicha: Kattaqo*rg'on tumani
Juma bazasidan %50 tonna yuk olinishi kerak bo‘lib, transport

arajatlan
=0-100+350-40 = 14000 t km ni tashkil etadi.

lshtixon tumani 400 tonna yukni SJomboy bazasidan, 50 tonna
yukni esa Juma bazasidan olganda transport xarajatlari

F, =400-60 + 50 - 70 = 24000 + 3500 = 27500 t km ni tashkil etadi.

Narpay tumani 200 tonna yukni Juma bazasidan oladij va
transport xarajatlari

£5=0-110+200-50 = 10000 t km ni tashkil etadi.

Jami transport xarajatlari

fr = F+ B+ F =14000 + 27500 +10000 = 5150 t km ni tashkil
etadi.

59



2- jadvalga joylashtirilgan programma bo‘yicha transport
xarajatlari tumanlar bo‘yicha:

Kattago'rg‘on £ =100-3500 = 35000 t km:;

Ishtixon £, = 50-60 + 400 - 70 = 3000 + 28000 = 31000 t km;

Narpay f; =200-50 = 10000 t km;

Jami f, + £, + fy = 76000 t km,

Tumanlar bo'yicha tejalgan transport xarajatlari:

Kattaqo‘rg'on f;, - F, = 35000 - 14000 = 21000 t kn;

Ishtixon f, — F, =3100-27500 = 4500 t km;

Narpay f; - F =10000-10000 =0 t km.

Shunday qilib, I tonna yukni 1 km ga tashish uchun 100 so‘m
mablag*® sarflanganda, tumanlar bo'yicha iqtisodiy tejash:

Kattago‘rg‘on 21000 - 100 = 2100000 = 2 min 100 ming so‘my;

Ishtixon 4500 - 100 = 450000 = 450 ming so‘mni tashkil etadi.

Jami viloyat bo‘yicha iqtisodiy tejash 3- jadvaldagi programma
bo‘yicha 2 million 550 ming so'mni tashkil etadi.

1- jadvalga asoslanib quyidagi modelni tuzish mumkin:

X + X2 + X3 =400,
Xy1 + X9y + Xp3 = 600,
X + Xy =350,
Xp2 + X3y =450,
X3 + Xp3 = 200.

x; 2 0.
f = JOOx“ +60x|2 +I.].0xl_3 +4OXZ1 +70'X22 +50'X23.

Yuqgoridagi sistemani yechsak, quyidagi hosil bo*ladi:

x“ = 0, x:l = 350,
x5 = 400, X3 =30,
X3 = 0, Xy3 = 200.
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f:100~0+60-400+110-O+40-50+70-50+50-200=51500
tonna kim.

Yugoridagi optimal programma matematik model yechimlari
bilan mos keldi.

Shuni ham aytish kerakki, masalalar yechganda A, larning bir
nechtasi manfiy bo‘ladi. U vagtda manfiy A, lar ichidan eng kichik
zanjir tanlanadi va u yaxshilanadi.

Agar zanjirlarda bir nechta o‘zaro teng manfiy sonlar paydo
bolsa. u vaqtda birinchi (istalgan) manfiy zanjir yaxshilanadi. Ayrim
vaqtda to‘ldirilgan kataklar soni n+m-1 dan kam bo‘ladi. Shuning
uchun bironta katakka 0 go‘yib, u katak yuk bilan ta’'minlanadi va
to‘ldirilgan kataklar soni n+m-1 ga teng bo‘ladi. Bo‘sh katakka 0
go‘yishda katakni shunday tanlash kerakki, u katak bilan tuzilgan
barcha zanjirlarda A, lar musbat bo‘lsin.

Minimal xarajatlar usuli bilan masalalar yechishni talabalarning
o'zlariga tavsiya gilamiz.

2-§. Potensiallar usuli

Faraz qilaylik, transport masalasi quyidagi jadval ko‘rinishida
berilgan bo‘lsin.

Korxona- . .
larda Iste’molchilar va ularning talabi
Ishlab ishlab
chiqarish chigarilgan B, B, B, B,
korxonalari | mahsulot-
lar (tonna
hisohida) bt b,t bt bt
A1 at ) C ’ €2 Cis i
X Xp X1z Xy,
A, at ] € . € € Con
i Xy Xy X1 Xyn
Am ﬂmt . L‘ml ) Cm.‘ Cmﬂ ! le\
‘\ml xml ‘\mJ xmn
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Bu jadval «shimoli-g‘arb burchak» usulidan foydalangandan
keyin boshlang‘ich tayanch reja bo'lsin, x, — tagsimlangan yuk
(zaxira)lar ¢’ yuklar bo‘lmagan, ya’ni to‘ldirilmagan kataklar, ¢,
lar esa to‘ldirilgan kataklar bo'lsin.

Boshlang‘ich tayanch rejaga asosan transport xarajatlari
f= CliXpy +CpXip + C3Xgy +o 40, X9, +00 4 Cmamy + o+ Oy Xy ga
teng bo‘ladi.

I- jadvalga A ,A,,...,A korxonalarga mos ravishda U,i,,....u
shartli variantlar (potensiallar) kiritamiz B,B,,....B iste’molchilarga
mos ravishda V,V,....v, shartli variantlar (potensiallar) kiritamiz.
Demak, A — korxonaning potensiali (shartli varianti) u, — miqdor.

i=lLm
B — iste’'molchining potensiali (shartli varianti) v~ miqdor( j= ]—'J

Natijada quyidagi jadval hosil bo*ladi.

1-jadval
Ishlab Korxena- Iste’melchilar va ularning talabi
chiga- larda B B B, |..] B
rish ishlab 1 2
korxona chigarilgan W=
l;ari mahsulotlar | bt b.t bt o bt variant
(tonna ) sharti
c ¢, c c,
A at 1 I 13 » u
! K xll Xll Xl.) Xln !
c c c,
A, at € p13 B X 2n u,
i X2l X12 XZ.\ u
C C C\; CSn
A a.t i kY] 3 .. u}
’ } x]l xJZ xll x:‘vn
c Ch2 ¢ ) Cmn
at mi m2 o .. 1
Am " ‘(n\l Xm? XmJ xmn "
hartli
V- S S v, v, v, v,
] varianti

u,va v sonlarini shunday tanlab olish kcrakki, ularning yig‘iAndis@
to‘ldllrilgajn katakdagi tarif ¢, ga teng bo‘lsin. U vaqtda yuqoridagi
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jadvalga asosan quyidagi ntm-1 ta, hozircha noma’lum bo‘lgan «,
va v, larga nisbatan chizigli tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi:

w+v =, Uy +Vy = C1p,
U +vy =03, Uy + v, =033,
u +vy =03,

Uy + V3 =035 eevereremericennes

[25) + V3 = 0, U, + v, = (,'m".

Bu sistemada noma’lumlar soni #+m ta. Shuning uchun ulardan
ixtiyoriy birontasini ixtivoriy giymatga tenglashtirib (masalan 0
ga) olib, qolgan u, va v, larni birin-ketin topamiz.

Endi bo‘sh kataklar uchun jadvalga asoslanib yuqoridagi kabi
chizigli tenglamalar sistemasini tuzib olamiz:

¢'; — larga bilvosita ta’riflar deyiladi.

u, va v, laming giymatlarini qo‘yib, bilvosita ta’riflarni — ¢’
hisoblab chiqamiz.

Agar birinchi programmada quyidagi hamma ayirmalar
¢'y—¢; < bo'lsa, u vagtda bu reja optimal reja bo‘ladi.

if

Agar ayirmaning birontasi ¢’;~c; > 0bo‘lsa, u vaqtda optimal
yechim hali topiltmagan bo‘ladi.

Demak, 1- programmani yaxshilash kerak.

Buning uchunmax{(c'y—c;)>0lni topamiz va shu zanjirni
tagsimot usuli bilan o'zgartiramiz.

63



Natijada yangi reja hosil bo*ladi.

Hosil bo'lgan reja uchun transport xarajatlari hisoblab
chiqariladi.

2- rejaga ham potensiallar usuli qo‘llaniladi. Potensiallar usulini
qo‘llash jarayoni barchac’;-c; >0 bo‘lguncha davom ettiriladi.

Shunday qilib, potensiallar usuli yordamida boshlang‘ich
tayanch rejadan boshlab, optimal yechimga yaginrog bo‘lgan yangi
tayanch rejaga o‘tamiz va chekli sondagi almashtirishlardan
(iteratsiyalardan) so‘ng masalaning optimal yechimini topamiz.

Potensiallar usulining algoritmi quyidagilardan iborat:

[. Shimoli-g‘arb burchak yoki minimal xarajatlar usulini qo‘llab,
boshlang'ich tayanch reja (birinchi bazisli yechim) topiladi.

2. Ishlab chigaruvchilar va iste’molchilarning potensiallari
hisoblanadi ( uvav, lar).

3.c’; bilvosita ta’riflar topiladi.

4. Hammac';—¢; ayirmalar hisoblaniladi. 1) agarc';—c; <0
bo‘lsa, tuzilgan reja optimal reja bo‘ladi va bu rejaga asosan transport
xarajatlari hisoblanadi; 2)c¢';—¢; >0 bo'lsa, u vagtda bularning
ichidan max{(c’;~¢;) > 0} ni topib olib bu zanjirni yaxshilaymiz.
Ya’ni yangi bazisli o‘zgaruvchi x,, kiritiladi va yangi tayanch reja
tuziladi. _ o

Masala. Tagsimot usulidagi masalaning birinchi tayanch rejasi

berilgan bo‘lsin. Bu jadvalga shartli variantlarni kiritib, quyidagi
ko‘rinishda yozamiz.

2- jadval.
Tumanlar va ularning tovarlarga talabi
Bazalardagi 1- tayanch reja (1 t. hisobi).
I ¢ iralari ‘
® ova:tzo:::::;) b Kattago‘rg‘on Ishtixon | Narpay
350 430 200

100 60 110 u

Ay 400 350 50 l
40 70 50

A, 600 400 200 v,

v, v, v, v,
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£, =76000 t km transport xarajati.
To‘ldirilgan kataklar uchun quyidagi sistema tuziladi:

u + vy =100,

U + v, =60,
uy +vy =70, | bu sistemada 5 ta noma’lam bor. Shuning uchun

uy + vy =50,

noma’lumlardan birontasi 0 ga tenglashtiriladi, faraz qilaylik u,=0
bo‘lsin. U vaqtda sistema quyidagi yechimlarga ega:

u =0,

v, = 100,

vy = 60, ‘
u, =10, (A)
v; = 40.

Bo‘sh kataklar uchun 4, va v, potensiallarga asoslanib, quyidagi
sistema tuziladi:
w+vy=c'p, |
h+y =Yy f
Bu sistemaga (A) yechimlar qo‘yilsa, bilvosita ta’riflar kelib chigadi.
c'y3 =110, ¢’y =40.
Endi ¢';-¢; -- ayirmalar hisoblanadi.

¢'la— ey =40 =110 =-70 < 0,
¢'y—cyy =110-40=70 > 0.

¢21 = ¢y =70 >0 bo‘lgani uchun bu zanjirni vaxshilaymiz. Qldin
zanjirning ko‘rinishi chizib olinadi.
350 50
— +
A, =-110
+
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Bu zanjirdagi yuklarni gaytadan 1-§ da tagsimlagan edik. Uning
ko'rinishi quyidagicha:

1% 400
- +
+ -

350 50

Yuqoridagi o'zgarishlarga asoslanib, tayanch rejaning jadvali
tuziladi.

3- jadval

Iste’molchilar va ularning talabi
Baza- | Bazalardagi e
Jar yuk zaxirasi Kattago‘rg'on | Ishtixon | Narpay

350 450 200 4
100 60 110

A, 400 200 u,
40 70 50

A, 600 350 50 200 v

v‘| Vl v 2 v.‘

J,= 51500 t km transport xarajatlari.

To‘ldirilgan kataklar uchun quyidagi sistemani v, va v, poten-
siallami go‘llab tfuzamiz.

Yugqoridagi kabi u,= 0 deb olsak,

60, u =0,

+ WV =

ul ‘1 _ 40’ u2 = 60.

2 ::l : 70’ Uy =10,

7] 2 :SO- " = 30’ (B)
MENERL .

Bo‘sh kataklar uchuny, + v, = ¢; larni hisoblaymiz:

Lll +1'l = ("“,1)

W +vy = c‘U,J
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uva v, larni (B) dan bu sistemaga qo‘vilsac'); =30, ¢'j; =40
kelib chigadi.
Endic';—c; ayirmalar hisoblanadi:

—¢, =30-100=-70<0,
13—z =40—110 = =70 < 0.

Bu reja optimal reja hisoblanadi, chunki ¢y —¢; <0.
Optimal yechimlar (tonna hisobida):

Xy = 0_, Xy = 350
Xy = 400, Xy = 50
Xz = O, Xy3 = 200
Bu yechim uchun .
[ tayanch reja =100x“+60x|3+110x13+40-x2|+70-xn+50-x23=>1300
t km,

/, — fayanch reja =76000-51500=24500 t km.

Topshiriglar

Quyidagi transport masalalarini yeching (3.1 — 3.6).

Masala. Viloyatning uchta 4,4, va A, korxonalarida bir jinsli
mahsulotlar ishlab chiqarilib, ishlab chigarilgan mahsulotlarni beshta
B B, B, B, B, iste'molchilarga jo'natish kerak.

4 A, va A korxonalarda mos ravishda ¢,.a,, a, tonna bir
Jinsli IShldb chlqanlgan mahsulotni BB, .B,, B va B, iste'mol-
chilarga mos ravishda b,.b,,b,,b, va b5 tonna Vuklarnl jo‘natish
kerak.

Ishlab chiqarish korxonalaridan iste’molchilargacha bo‘lgan
masofalar quyidagi matritsada berilgan:

(G o ay Gy as
T=ley oy e o4 o5
G €3 Oy Gy G
Ishlab chigarish korxonalaridan mahsulotlarni iste’molchilar-
gacha tashish xarajatlarining minimal variantini toping:
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3.1

3.2,

3.3.

34.

3.5.

3.6.

ul = 330,
02 = 270,
ay =350

a = 260,
a, =150,
ay =200,
b =100.

a, = 200,
a, = 350,
ay = 300,
b =270,

b =220,
b, =170,

by =150, 1 _

b4 = ]50,
b = 200,

b, =70,

b_:; - 130,
b4 = 110.

b = 200

by =130,

By = 100.

b4 = 190‘
b5 = 110

a, =250, b, =135,
a, = 300, b; =120,

a; =200, b, =150,

b =135, b; =210.

a; =300,
a, = 350,
a; =200,
b =110,

a =170,
a, = 250,
a; = 230,
b =150.

by =150,
By =190,
by =150,
by =250.

110
160
90,
140

F & &
Il

)
I

T={50 47

17 3 6 12

14 10 2 10

14 11 5 8

10 12 24
T=Y12 22 49

27 19 20 10 22
20 10 13 13 18}
19 21 23

26 17

32

36 |.

34

50
06
68

35 59 55 27 41

23 17 21|

35 59 55 27 41

26 17 19 21 23

42
32|
02

T=|27 19 20 16 22|
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20 10 13 19 18

46 27
T=|49 26
40 19

36 40 45
27 16 38|
25 25 35



Tayanch iboralar

Tagsimot, ta’rif, ta’rif indeksi, shimoli-g‘arb burchak usuli, optimal reja,
yopiq model, ochiq model, sharili varianta, potensial, indeks. ta’rif, optimal
reja. optimal vechish.

Takrorlash uchun savollur

. Transport masaiasi deb ganday masalaga aytiladi?

. Birinchi programma ganday tugiladi?

. Tagsimor uslubi deb nimaga aytiladi?

. Transport masalasida jadvallarning optimalligi qanday tekshriladi?
. Transport musalasida programmalarni qanday yaxshilash mumkin?
. Potensiallar uslubi yordamida birinchi programma qanday tuziladi?
. Ochiq model deb nimaga aytiladi?

. Yopiq model deb nimaga aytiladi?

Transpost masalasini yechganda ochiq modelni qanday qilib yopiq modelga
keltirish mumbkin.

10. Programmada roldiriigan kataklar soni qanday topiladi?

11, Optimal yechish qanday aniglanadi?

NI TR = NV NG U NS



IV BOB
BUTUN SONLI PROGRAMMALASHTIRISH

Bizga quyidagi # noma’lumli m ta chizigli tenglamalar sistemasi
berilgan bo‘lsin

X+ Xy + oo+ ay,x, = by
A1 X| + a5y %p + 00+, Xy = by,

AmX) + Xy +- o+, X, = /)m{
X 20, Xy 20,"',,\’” 20

va magsadli funksiya
F=qx +0x++0,%,.

Bunda x, — ishlab chiqarilgan mahsulotlar birligi; o'zgaruvchilar
har ganday musbat son bo‘lishi mumkin.

Chiziqli programmalashtirishning ko‘pgina masalalarini
yechganda x, — o‘zgaruvchilarga butun sonli bolish sharti go‘yiladi.
Bunday masalalarga butun sonli programmalashtirish masalalari
deb ataladi. Butun sonli programimalashtirish, materiallarni optimal
bichish, transport masalalarini marshrutlarga optimal tagsimlasl,
bo'linmaydigan mahsulot ishlab chiqgaruvchi korxonalaming ishini
optimal planlashtirish kabi masalalarni yechishda qo‘llaniladi.
Yugoridagilarni vaxshi anglab olish uchun quyidagi masalani ko'rib
chigamiz.

1-§. Marketolog hagidagi masala
Faraz gilaylik, A, shaharda yashovchi marketolog » ta
A A, A, shaharlarda bir martadan bo‘lib, minimal vaqt ichida

A shahargh gaytib kelishi kerak bo‘lsin. Bu masalaning matematik
modelini tuzish uchun marketologning 4, shahardan A, shaharga
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borishi uchun sarf gilgan vaqtini 7,(/, j =1, bilan hamda uning
har bir A4, shahardan A shaharga borishi ko‘rsatkichini x, bilan
belgilab 0|sal\ u vaqtd1 marketolog A, shabardan A shah'irga

borsa x, =1, bormasa x, =() ga teng.
Yuqond'agl masalaning matemank modelini quyidagi ko‘rinishda

yozish mumkKin:

le'/‘ =1, (j=Ln. (4 1)

Eix/ =1, (=Ln). (4.2)

i=

x, = 0, voki x,=L. 4.3)
mln Z‘ §-:|l rl:/"\.‘.'l" (44)

Butun sonli programmalashtirish masalalaridagi x; larning
hammasi uchun butun bo‘lishlik sharti go‘yilsa, bunday masalalar
to‘lig butun sonli programmalashtirish masalalari, agar ularning
ma’lum bir gismi uchun bu shart go'yilsa, gisman butun sonli
programmalashtirish masalalari deyiladi.

Agar (4.3) ko'rinishdagi shartlar butun sonli program-
malashtirish masalalaridagi o*zgaruvchilarga go‘yilgan bo‘lsa,
u vaqtda bunday masala Bul programmalashtirish masalasi deyi-
ladi.

Butun sonli programmalashtirish masalalarint yechish uchun
uning xususiyatlarini e’tiborga oluvchi usullar yaratilgan. Ulardan
biri Amerika olimi R. Gomori tomonidan yaratilgan bo'lib, optimal
yechimni beruvchi eng aniq usul hisoblanadi.

R. Gomori usuli quyidagidan iborat.

Oldin chizigli programmalashtirish masalasi simpleks usul bilan
yechiladi.

Agarx,(i =1,n) yechim butun sonli bo‘lsa, u butun sonli
programmalashtirish masalasining ham yechimi bo‘ladi.
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Faraz gilaylik, p,, -masala simpleks usul bilan yechilgan va
uning yechimi x,, butun bo‘lish shartini qanoatlantirmaydi.
Yuqoridagilarni hisobga olib, quyidagilarni belgilab olaylik:

{a} - x; = a yechimning kasr gismi,

k — oxirgi simpleks jadvaldagi erkli o*zgaruvchilarning indeksi;

s —{a,} larning jadvaldagi eng kattasi joylashgan satr.

U vaqtda R. Gomori x;, noma’lumlarning butun bo‘lishlik
shartini e’'tiborga oluvchi va «kesuvchi tenglama» deb ataluvchi
qo‘shimcha tenglama tuzadi.

Bu holda to'liq butun sonli masalani yechish uchun Gomorining
I kesimini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin.

{as()} - Z{a.\'A }-xk <0. (4 5)
- .
Qisman butun sonli masalani yechish uchun Goinorining [l

kesimini (bu kesimmni to‘liq butun sonli masalani yechish uchun
ham go‘llasz bo‘ladi) quyidagicha yozish munikin:

{asl)} - z{axk }x/( = O-‘ (4())

bunda a, — koeffitsientlar quyidagi nisbatlardan topiladi.
1) x, lar butun son bo‘lmasligi talab gilinmagan holda
ag, agar ag 20.

agy = {asﬂ}
_1 - {am}

{a,}. agar  ay <0,

2) x, larga butun son bo‘lishi talab qilingan holda

Ay, Agar {ask} s {a.w },
O = M(l—{ask}, agar  {ay >{a,}.
1-{ay}

To‘lig yoki gisman butun sonli masalalarni yechish uchul}
ketma-ket jadvallarni almashtirish jarayonlarini bajarish quyidagi
tartibda amalga oshiriladi: .

1) p,, masala yechilib, x, | optimal yechimlar topiladi,

2) agar x,, yechimlar butun sonli bo‘lsa, simpleks jadvallar
tuzish to‘xtatiladi;
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3) agar p,, masalada x| yechimlar butun sonli bo‘lmasa, u
vaqtda Gomorining I yoki II kesimlari tuziladi;
4) p,, masalaga 3) holdagi shartlar to‘ldirilib, p, masala tuziladi

va yana 1) holni bajarishga to‘g‘ri keladi.

2-§. To‘la butun sonli programmalashtirish

1. Quyidagi shartlarda butun sonli masalani yeching:
- +2% +y =2,
3x1 + 24“2 + y2 = 6
Xq ZO, X .>_0, By 20, b%) 20
hamma x, (k = 1.2) butun sony, 20, y, 20, F=x +4x, - max.

Yechish. Masalaning dastlab butun sonli yechimlari bo‘lishini
talab gilmasdan simpleks usul bilan chigamiz.

1- simpleks jadval

Ne il O‘zgar- 1 4 0 0
Pwsn maslar Giy
c. | o‘zgaruy- ustuni 0
* chilar X, X, ¥, Y, P

aiﬂ

1.0 X, 2 -1 2 1 0 |
2.10 Y, 0 3 2 3

3. F F=0 -1 -4 0 0

2- simpleks jadval

Ne Bazisti | O784-| 1 | 4 | 0 | 0
‘ maslar iy
¢ o zgaruy- ustuni a
(] chilar 3, X, X, Ys Y, ip
1. 4 X, 1 -12] 1 172 0
2 0 Y 4 2 -1 1
3 F F=4 -3 2 0
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3- simpleks jadval

N‘.’ Bazisli O‘zw' 1 4 0 0
P maslar o
<, o 7ga- ustuni —
¥ ruvchilar X, X, v, v, iy
)
1. 4 X, 32 0 1 3/8 1/8
2. | X, 2 1 0 -1/2 1/2
3. F F=7 0 0 5/4 3/4

3- simpleks jadvaldan ko‘rinib turibdiki, p masalaning optimal
yechimlari x =1, x,=3/2, y,=0, y,=0 ga tzng. Bu yechimlar ichida
x,=3/2 — kasr son. Shuning uchun yuqoridagi 3- va 4- hollarni
qo‘llab, ?l masalani tuzamiz. 3- simpleks jadvalda yagona 1 satrda

kasr vechimlar bor (I — a,, s=1).
U vaqtda Gomorining birinchi kesimi quydagicha yoziladi.

3 3 (1] 1 (3 I
2L ld2 by w =ty €0 voki =+ |20
{2} HJL +18}”) yoki 3 (8"1 * 8”)
Bu tengsizlikka bazisli o‘zgaruvchi y; ni kiritib, quyidagi teng-

lama ko‘rinishida yozamiz:
1
5
Bu tenglamani oldingi 2- tenglamalar safiga birlashtirib yozsak.

gy +-]-v -y =
g 1 8-2 3

u vaqtda P — masala hosil bo‘ladi.

Oxirgi simpleks jadval B masalasi uchun quyidagi ko'rinishda
bo'ladi.

%M + %.Vz -¥= % — tenglamada y, o‘zgaruvchi bazisli o‘zgaruv-
chi bo‘lishi mumkin, lekin uning oldidagi koeffitsienti manfiy son.
Shuning uchun p, -masala uchun tuzilgan 4- jadvaldagi yechim-

lar optimal yechimlar bo‘la olmaydi. (y, =-1/2). Demak, 4-
simpleks jadvalni yana almashtirish kerak.
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. 4- simpleks jadval

Ne 1 4 0 0 0
Bazisli | O‘zgar- an | @
C, | o‘zga- | maslar — ]
‘chil tuni a,3 0,4
ruvchil- | ustuni | 5 | x Y, Y, Y,
ar a, 3
i.] 4 X, 3/2 0 1 3/8 /81 0 4 12
2.0 1 X, 2 1 0| -1/21 121 0 0 0
3. v, 12 0 0 3/8 I/8 (-1 (4/3] 4
4 F F=7 0 0 54 34| 0 0 0

4- jadvalning 3- satrini yechuvchi satr deb tanlab (3- va 4 -

} joylash-

P

shartlarni go‘llab), mm{ ’Ol topiladi. Uvaqtdamm{ .
| ]
gan uchinchi ustun yechuvchi ustun bo‘ladi.
Agar bunday ustun topilmasa, u vaqtda vechuvchi ustun deb
tanlangan satrdagi eng kichik elementga ega bo‘lgan ustun tanlab

: . . . a;
olinadi (ya’'ni mm{—'ﬂ})‘
aiv

Bundan keyin y, ni bazisga kiritib 5-simpleks jadvalni tuzish
mumkin. Bu yerda tanlangan satr va ustun yuqgoridagi talabga
javab beradi.

5- simpleks jadval

Ne o 1{4]0] 0] o
c | Bazsi Zgar- _

| oizea- maslar 4 | G

8 ustuni X X a- |l a.

ruvchilar N 1 1 | N Y, y, | %3 | 9

0

] 4 X, I ol t]lof of 1
2.1 1 X, 4/3 Ly ol o] s]-23
3. v, 4/3 0 0 1 173 ] —-8/3
4. F 16/3 0 0 0 1731 10/3




Bu jadvaldagi yechimlar ham optimal yechimlar bo'lib,
quyidagilarga teng:
x1=4/3, x2=l, .}!I =4/3, }72 =0’ J}:l :0.

Lekin bu yechim ham butun sonli emas, Shuning uchun P,-
masalani tuzishga kirishamiz.
Mos kesimlar quyidagicha bo‘ladi:

{3

N T B ) R I A
3(7313(°3 va 3‘[—3 3173 =3 bo‘lganligi
uchun kesuvchi tenglamaning ko'rinishi quyidagicha bo‘ladi:

lq
3 3
u vaqtda 5- jadvaldagi 4-satrni bu tenglamaga asosan yozsak,
quyidagi jadval hosil bo‘ladi.

lv+_l.y—7—
L) 3 31— V4

6~ simpleks jadval

O‘zgar-
Ne Bazishi maslar | 1 | 4 0|0 [0 ]
azis i
ozga- ustuni a4 a
C, {ruvchilar Gy yas
A LY RS I P B P D £ I
1 4 1 0 1 0 0 I 0
2 1 X, 1 l 0 0 0 -1 |
3] o v, t oot ]of-3]1
4 Y, L Jololo[ ][]
5 Tndeks | g F=s folo]olols]|
satri

Indeks satrida hamma sonlar butun sonlar bo‘lganligi uchun
bu jadval optimal yechimni beradi:

x, =1, x,=1Ly =1,y =1y =0,y,=0va
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foax =1 +4x, +0- 403, +0-y; +0-p, =
=1-1+4-140.1+0-1+0-0+0-0=35.
fmax =3.
Agar indeks satrida manfiy sonlar bo‘lganda simpleks jadvallar
tuzish davom ettirilardi.
Masalaning geometrik izohi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi. Oldin
P, masalaning optimal yechimi shaklini chizamiz.

Y.

1 kesim °

il kesim T x  4l-chigma.

p,- masalani vechganda 1 kesim quyidagi tengsizlik orqali
£722 3. Butengsizlikka dastlabki tengsizliklamni
qo‘llab y, va y, lar qisqartirilsa, x, < 1 kelib chigadi. Shuning
uchun bu tengsizlikka x,=1 to‘g‘ri chiziq mos keladi. x,=1 chiziq

e .3
kiritilgan edi: g +

butun sonli bo‘lmagan optimal yechimlarnix(l: 5) ajratadi, lekin

hamma butun sonli yechimlar sohasini (0; 1), (1; 1), (1; 0), (2;
0) saqlab qoladi. p, masalada yangi optimal yechim-

lar: x,(4/3, 1, 0, 4/3) sohasi hosil bo‘ladi. Endi y3 + ;y4 2 %—II
kesimni Kiritib p, masalani tuziladi. Bu masaladan yuqgoridagi kabi
bazisli o‘zgaruvchilarni qisqartirsak, x,=x,< 2 hosil bo‘ladi. Yangi

soha butun sonli optimal soha bo° lad1 (4.1- chizma ga qarang).
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Topshiriglar
Quyidagi masalalarning to‘lig butun sonli yechimlarini to-
ping va geometrik izohini (mumkin bo‘lgan joyda) bering
(bunda x,_ > 0).

4.1, X +3x, 26, | 4.2,
3x +2x, <36, 3 +2x, <8,
X < 13 Xi +4X2 < 10

F = 3%, +3x, — max. F=3x+4x, - max.

3-§. Qisman butun sonli programmalashtirish

Quyidagi shartlarda gisman butun sonli masalani yeching:
3xl + Xy < 9, l
0,16x, +x, <1,9.]
X 20, x, 20

f =x +8x; > max.

va x, — butun sonli (k = [,2..).

Yechish. Bu masala to‘lig butun sonli masala emas, chunki
sistemadagi ikkinchi tengsizlikni kanonik ko‘rinishga keltirsak,
quyidagi tenglama hosil bo‘ladi: 0,16x,+x,+y,=1.,9. Bu tenglamada
¥, ning buturi giymatlarida x, va x, butun sonli giymatlarni qabul
gilmaydi. Shuning uchun bu masalaga gisman butun sonli masala
deyiladi. Masalani yechish uchun oldin P, masalani simpleks usulni
go‘llab yechamiz.

1- simpleks judval

Ne O‘zgar- 1 8 0 0

— Bazisli maslar %o

C, yechimlar us.tum X, X, y, y, |%

)
L] o y, 9 R EEEEE
2. 0 v, 19 |ots] 1 0 T
3. | Indeks F= 1| =8| o[ o
satri
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Bu jadvalning indeks satrida manfiy sonlar boflgapi uchun
simpleks uslubni go‘llab ikkinchi simpleks jadval tuziladi.

2- simpleks jadval

o - O‘zgar- 1 8 0 0
N yBe :ﬁ;;l:- maslar Gio
¢, \ar ustuni X, X, Y, Y, a,

o

1. 0 X, 7.1 2.84 0 1 -1

2. 8 X, 1.9 0,16 1 0 1

3, | Indeks F F=152 [028] o | o | s

satr1

lkkinchi satrda manfiy sonlar yo‘q. Demak, 1- almashtirishdan
kevin optimal yechimlar quyidagidan iborat:

)Cl = O, XZ =l~9. yl = 7’13 yp_ = 0.

Optimal yechim ichida y =7,1 butun sonli yechim emas. Shu-
ning uchun p, -masalani tuzish kerak. (6.6) formuladan foydalanib,
2-satrga asoslanib (s=2) P, -masala uchun Gomorining kesimi
tuziladi. U vaqtda jadvaldan quyidagi hosil bo‘ladi;

{020} - (021')(1 + (124)/2) >0.

Yugorida ko'rdikki, x, — butun sonli o*zgaruvchi va {a,}<{a,,}

bo‘lgani uchun,
{a,} = {a,} = 0,16, 4.7

(4.7) tenglikdan foydalanib, a,, ni topamiz (I kesimdan foyda-
lanib).

¥y, ga butun sonli bo‘lish talab gilinmagani va t,,>0 bo‘lgani
uchun yuqoridagi kesimdan foydalansak, bu kesim quyvidagicha
bo‘ladi: a,=1. 0.16x+v,-v, = 0,9.

Bu tenglamani yuqoridagi jadvalga kiritsak, p, -masala chiqadi.

P, -masalada simpleks jadvallarni ikki marta almashtirgandan
keyin optimal vechim quyidagicha bo‘ladi:

x, =8/3, x, =1; v, =0, =71/150.

Optimal yechim ichida 1- satrdagi x, =8/3 butun son emas.
Shuning uchun yuqoridagi goidalardan foydalanib, yangi kesimni
tuzib butun optimal yechim topiladi.
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P, -masala uchun tuzilgan simpleks jadvallar quyidagicha:

1-simpleks jadval

Ne Bazishi O*zgar- 1 8 0 0 0
N 0‘78a- masla- Gy
" ruvchi- rustuni a;
¢ lar iy (%l v|n|n|%
1. 0 X, 7.1 2,84 0 | -1 0 0
2. 8 X, 1.9 0,16 | 0 | 0 1.9
3 0 v, 0,9 0,6 | 0 0 I | -1 [ 0.6
4, | Indeks F=152 |o028] 0| o] 8| o
satr1
2- simpleks jadval
Ne Bazisli | O‘zgar- 1 8 0 0 0
_ o‘zga- maslar a4
Cs ru\lgn- us::m X, X, v 1y ly @,
I. 0 Y, 8 3 0 1 -1 8/3
2, 8 X, i b oo | ! 0
3. 0 Y, 0.9 0,28 1 0.16 1 90/16
4. Ind;ks =3 -1 0 0 0 8
satri
3- simpleks jadval
Ne Bazsli | O‘zgar- | 1 8 0 0
_ o‘zga- | maslar io
C, ruvchi- | ustuni { y y g,
lar a, v Y : ’
1. I X, &/3 1] 0 1/3 —1/3
2.| 8 X, 1 ! 0 :
3, 0 y, 717150 | 0 | 0 | —4/75 71/75
g, |Indeks | g dp=zas| 0| 0| 13 23/3
satri
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3-jadvalning [-satridan ko‘rinadiki, x, =8/3 optimal yechim
butun sonli emas. o
Shuning uchun Il-satrga asoslanib, Gomorining kesimini

tuzamiz;

{%} =(apy +a5p3) 20,
bunda
8
1 3 2
G2 =7 s = :W{GJS} =3

3
Yugoridagilardan quyidagi tenglama kelib chigadi:
Vi+2y3—pa =2

Bu tenglamani 3- jadvalga kiritsak, P, masala hosil bo‘ladi.
P, masalani simpleks usul bilan yechamiz.

I-simpleks jadval

Ne Bazisli | O‘zgar- | 1 | 8 0 0 0 0
= o‘zga- | maslar a;
s ruvchi- | ustuni _ . o
lar a, X M Y, Y2 Y4 iy
I. 1 X, 8/3 L]0 1/3 0 0 0 8
2 8 X, ] 0 1 0 0 0 0 0
3. v, TU/150 | 0| 0 | —4/75 I 71/75] © 0
4. Y, 2 oo 1 0 2 -1 2
Indeks
5. satri F=32/3]1 0| 0 1/3 0 233 ] 0
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2-simpleks jadval

Ne Burishi |O‘zgar-1 1 | 8 [ 0 | 0 | © 0

I o‘zga- | maslar G0
« | ravehi- | ustuni ;
lar A, I N BN BRCTN R v, | %
Ll X, 2 tlofojol-1]13]o0
2. 8 X, 1 0 | 1| o f o0 1 0 0
3 Ya 0,58 0 0 0 i 0.84 | —4/75] O
4, v, 2 0 0 1 0 2 0 0
Ind. -

5. sati F=10 0 0 0 0 7 1/3 0

2-simpleks jadvaldan ke‘rinadiki, gisman optimal yvechimlar
quyidagiga teng:
x, =2, x, =1 y=0,58, y,=2, =0, y,=0.
Bu yechim ichida y,=0,58, lekin bu yechimni ham to‘liq butun
songa keltirish mumkin.
Xususan, sistemadagi 2- tengsizlikni 100 ga ko'payvtirib, bazisli
o‘zgaruvchi kiritsak, quyidagi tenglama hosil bo‘ladi.

16x; +100x, + y3 =190.
Bu tenglamadan ko‘rinib turibdiki, y, butun bo‘lganida x, va
x, lar butun giymatlarida butun giymat gabul qilishi mumkin.
Topshiriglar

Quyidagi shartlarda gisman butun sonli masalani yeching
(x, 2 0 shart bajarilganda).

4.3. —2.9x +6x, 517,4,} 4.4. X +3x, <12, }

3x| - Xy <I. 3x1 - 8X2 <24.
X, va Xx, butun son, x; butun son,
F = 6x +x, > max. F = x, —» max.
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4.5. 0.5% +x < 1,75,} 4.6.

4.7

x; +0.3x, £ 1,5,
X, va Xx, butun son,
F =0,25x; + x, —» max.

X+ X2+ Txy +2x4 =3.5,
=2x; =Xy +3x3 +3x4 = 1,5,
2x; +2x; +8xy + x4 =4,
X, butun son,

F =8x, + 6x, — max.

Tayanch iboralar
Birinchi kesim, ikkinchi kesim, butun sonli programmalashtirish, to‘liq
butun sonli programmalashtirish, qisman butun sonli programmalashtirish.

Takrorlash uchun savollar
1. Burtun sonli programmalashtivish deb nimaga aytiladi?

2. To'lig butun sonli programmalashtirish deb nimaga aytiladi?
3. Qisman butun sonli programmalashtirvish deb nimaga ayriladi?
4. R.Gamorining birinchi kesimi ganday aniglenadi?

3. R Gamorining ikkinchi kesimi qanday aniqlanadi?

2x +x, <4,
X +2x, £ 4}

X, butun son,

F =x; +Xx, = max.



V BOB
PARAMETRIK PROGRAMMALASHTIRISH

Xalq xo‘jaligini boshgarish va rejalashtirish jarayonida igtisodda
quyidagi xususiyatlarga ega bo‘lgan masalalarga duch kelinadi:

1) izlanayotgan miqdorlarning juda ko‘p parametrlarga bog‘-
ligligi;

2) yechilayotgan masala cheksiz yechimga ega bo‘lib, ulardan
optimal vechimini tanlab olish.

Optimallashtirish masalalarini chizigli programmalashtirish
usullari bilan to‘liq yechish uchun bu masalalarda gatnashayotgan
koeffitsientlar aniq givmatlarni gabul giladi, deb faraz qilinadi.
Lekin amalda ko'pchilik masalalarda bu koeffitsientlarning taqgribiy
givmatlari voki ularning mavjud bo‘lish oralig'i ma’lum bo‘ladi.
Shuning uchun chizigli programmalashtirish masalasining optimal
yechimi har bir gatnashayotgan koeffitsientning mavjud bo‘lish
oralig'ida o‘zgarishiga ganchalik bog‘ligligiga, ya'ni masaladagi
koeffitsientlarning o’zgarishi uning yechimlar to‘plamiga qanday
ta’sir gilishini aniglash masalasi talab etiladi.

Ana shunday qo'yilgan masalalarni hal qilish parametrik
programmalashtirishning predmetini tashkil etadi.

1-§. Parametrik programmalashtirish masalalarining iqtisodiy va
geometrik talqini

Chizigli programmalashtirishning asosiy masalasini ko‘rib
chiqaylik.

41 9 Gy b
_| %1 9 Yn| p= by

AX = B bunda

Ay Ay oo Gyy bm
84



X=>0, i | F(X)=CX - max.

Keltirilgan masalada A matritsaning @, elementlari, B va C
vektorlarning tarkibiy gismlari gandaydir 7 parametrga bog'lig o*zga-
rishi mumkin. Bunday masalalarga parametrik programmalashtirish
masalalari deyiladi.

Agar faqat C vektorning tarkibiy qismlari ¢ parametrga bog‘liq
bo'lsa, ya'niC'=C'+C"t, te[a, p] berilgan masala magsad funk-
siyasi parametrga bog‘liqg masala deyiladi.

Agar B vektorning tarkibiy gismlari ¢ parametrga bogliq bo‘lsa,
ya’niB=B'+tB", tela’, 'l u vagtda bu masalaga ozod hadi
parametrga bog'lig bo‘lgan masala deyiladi. Bundaa, B, o', B'
ixtivoriv hagiqiy sonlar.

Demak, f parametrning o‘zgarish sohasida F magsad funk-
siyaning maksiroum (minimum) giymatini topish kerak.

Agar bordi-yu magsadli funksiyaning koeffitsientlari va ozod
hadning tarkibiy gismiari 7 parametrga chizigli bog'lig bo‘lsa, u
vaqtda quyidagi shartlarda

Magsad funksiyasi
F = Z(C'i-!-c",- f)x, (5‘3)
i=l )

ning maksimum (minimum) giymatinise [a. b] oraligda topish
kerak.

Yugorida ko‘rilgan masalalarni umumlashtirovehi masalaga
parametrik programmalashtirishning umumiy masalasi deyiladi.
Boshqgacha aytganda, quyidagi shartlarda
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Sla'y+aynx, =b'+ 0"t (j=1.m)
i=l
X;20, (i=Ln)

1 ning [, B] oraligda o‘zgarish sohasida £ = X, (¢'+ <" )% ning
i=]
maksimum (minimum) giymatini topishga parametrik programma-
lashtirishning umumiy masalasi deyiladi.

Yugoridagi kabi masalalarni chizigli programmalashtirish usullari
bilan yechish mumkin.

Kelgusida bunday masalalar to‘liq o‘rganib chiqiladi.

Endi (5.1) — (5.3) masalaning geometrik talginini ko‘ramiz.

Faraz qilaylik, (5.1) sistemaning musbat yechimlar to‘plami
(qavariq yechimlar to‘plami: ko‘pburchak, ko‘pvogqlik uchlarining
koordinatalari to'plami) bo‘sh to‘plam bo‘lmasin va bu nugtalar
soni birdan ortiq bo‘lsin. U vaqgtda berilgan  parametrning (o, /3]
da joylashgan gavariq to‘plamdagi ko*pyoglikning uchlarini koordi-
natalarida (5.3) maqgsadli funksiyani maksimum qiymatga
erishtiradigan nuqgtaning koordinatalarini topishga to‘g‘ri keladi.

Bu nuqtani topish uchun f ga ¢ = f giymat berib, masalani
chizigli programmalashtirishning geometrik uslubi bilan yechamiz.
Bu verda ikki xil hol bo‘lishi mumkin:

1. Ko‘pyoqlik uchlari koordinatalarining birontasida optimal
giymat gabul giladi.

2. t = ¢, da yechish mumkin bo‘lmasligi aniglanadi.

Agar birinchi shart bajarilsa, u vaqgtda F magsadli funksiya
maksimum giymatga ega bo‘ladigan nuqtani topamiz.

Endi f ning yangi ¢ = 1, qiymatini olamiz va yana yuqoridagi
kabi yechishni davom ettiramiz. Chekli qgadamlardan keyin para-
metrning [, 8] qiymatlarida £ magsadli funksiyaning optimal rejasi
topiladi.

Yuqoridagi goida va formulalardan foydalanib, quyidagi
masalalar yechiladi.

5.1-masala. Korxonada ikki tur mahsulot ishlab chiqarish
uchun uch xil xomashyo ishlatiladi. Har bir ishlab chiqarilgan
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mahsulotga ketadigan xomashyo me’yori va zaxirasi quyidagi
jadvalda berilgan.

Xomash Har bir ishlab chigarilgan lmym_nga
x‘:“::riyo ketadigan xomashyo me’yori Xomashyo
zaxirasi
1-tar 2-tur
] 4 1 16
2 2 2 22
3 6 3 36

Shu bilan birga birinchi tur mahsulotlarni realizatsiya gilganda,
narxi 2 so'mdan 12 so‘mgacha, ikkinchi xil mahsulotlarni
realizatsiya qgilganda, narxi L3 so‘mdan to 3 so‘mgacha o‘zgarib,
bu o‘zgarishlar quyidagi tengliklar bilan aniglanadi:

(4] =2+t, (&) =13—t, 0<r<10.

Ishlab chiqarilgan mahsulotlarning narxi yuqoridagi ko*rsatilgan
oraliglarda o‘zgarganda ishlab chigarishdan maksimum daromad
olish rejasini toping.

Yechish. Faraz gilaylik, birinchi tur mahsulot x, hirlik, ikkinchi
tur mahsulot x, birlik ishlab chiqarish kerak bo‘lsin. U vaqt-

dare |0, 10] oraligda o‘zgarganda quyidagi shartlarda

J4x| +.X,'2 < 16,
12XI +2x, £ 2?, (5.4)
16x, +3x, < 36.

X 20 %20 (5.5)
F(x, %) =Q+8)x + (13- )x, {5.6)

(5.6) ning maksimum qiymatini topish talab etiladi. Endi (5.4)
— (5.6) masalaning yechimini topish uchun (5.4) sistemaga
asoslanib, yechimlar to'plamini izohlovchi ko*pburchak shaldini
chizamiz (5.1-chizma).

Agar [0, 10} oraligda ¢ ning giymatini r=0 deb olib,
2% +13x; =k, (bunda, k=0,1,2....26) shaklini chizsak va uni
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C'(2:13) vektor bo‘yicha OABCD ko‘pburchak tomon harakat-

lantirsak. bu to'g‘ri chiziq 4(0; 11) nuqtada ko* pburchakka urinadi.
Shunday qilib, += 0 bo‘lganda birinchi qadamda x, = 0, x,= 1|
optimal yechim bo‘ladi.

14+ \ 4.\”L+.\'2=l()

A E

\
I\ \ 6x,+3x,=36

|--_L>-\

(=N o PV o Ran

4x,+11x,=44
2x,+2x,=22
2 +13x=26

}'th'_»-b/un‘
A NG SO ARRAR

|
[

|
—_

|
W R —o

5. I-chizma.

Bu yechimga asosan birinchi tur mahsulot narxi 2+0 = 2 so*mni.,
ikkinchi tur mahsulot narxi esa 13-0=13 so‘mni tashkil etadi.
Optimal rejada magsad funksiyasining qiymati quyidagicha topiladi:

Fnx=2+0).0+(13-0)-11=13-11=146 so'm.

Agar t = 2 deb olinsa, sath chizig‘i quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

2+ 23 +(13-2)x; =4x +11x, =k, k ga qiymatlar berib,
C(4;11) vektor bo‘yicha siljitilsa, k=44 bo'lganda O4ABCD
ko‘pburchakka A(0;11) nuqtada urinadi. Demak, A4 nuqtada £
magqsadli funksiya maksimum giymatga ega bo‘ladi vax, = 0. x, = 11
lar optimal yechimlar bo‘ladi. Bu yechimga asosan bumcln tur
mahsulot narxi 2 + 2=4 so‘mmi, ikkinchi tur mahsulot narxi
13-2=11 so‘mni tashkil etadi.
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Demak, F,, =(2+2)-0+(13-2)-11=121 so‘m.
5.1-chizmadan ko‘rinib turibdiki, mahsulotlami ishlab chiqa_ri§11
tning har gqanday giymatida optimal bo‘ladi, toki to‘g‘ri chiziq

2x; +2x, =22, % = % to‘g‘ri chizigqa parallel bo‘lsa. Bu shart

bajariladi, agarda #=5,5 bo‘lsa, ¢t ning bu giymatida AB kesmaning
istalgan nuqtasi optimal rejani beradi.

Shunday qilib,  ning quyidagi oraligdagi 7<[0;5,5] barcha
giymatlarida x,=0, x,=11 optimal yechim bo‘ladi va magsadli
funksiyaning maksimum giymati f,,,, =143-11¢ ga teng.

Endi 7 ning giymatini 5,5 dan katta qilib olsak, masalan =6
bo‘lganda berilgan masalaning yechimini topish uchun
(2+6)x; + (13- 6)x;, = k to‘g'ri chizigni tuzamiz (bunda £=0,1,2,...).

Miso}l uchun k=56 bo‘lganda bu to‘g‘ri chiziq quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi. 8x; + 7x, = 56. Bu to‘g'ri chiziqni C(8;7) vektor
bo‘vicha siljitsak, OABCD ko‘pburchak bilan eng chetki B(1;10)
nuqtada urinadi. Shunday qilib, 7 =6 bo‘lganda uchinchi
gadamdax, =2+6=8 so'm, x,=13-6=7s0‘m optimal yechim
bo‘ladi va ishlab chigarish natijasida maqsad funksiyasi

Foax =8-147-10=78 so'mga teng.

5.1-chizmadan ko‘rinib turibdiki, B(1.10) nuqtaning koordina-
talari ¢+ >5,5 gqiymatida optimal yechim bo‘ladi, toki
2x +13x, +(x; ~ x; )t = & to'g'ri chiziq 6x, +3x, = 36 to‘g‘ri chiziqqa
parallel bo‘lguncha.

C e 2+t 13-t .

Bu shart bajariladi, agar P bo‘lsa, ya'ni t =55 ga
teng bo‘lganda r ning bu giymatida 4B kesmaning istalgan nuqtasi
optimal rejani beradi.

Shunday qilib, 7€[5,5:8] oraligda 7 ning barcha giymatlarida
x =1; x,=10 yechim optimal reja bo‘ladi. Shu bilan birga 7€ (5,5;8]
oralig'ida AB kesmaning barcha koordinatalari optimal yechim

bo'ladi, ya'ni £, = Q+Hl+(13-1)10 = [32-9¢ ga teng.
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Yugoridagi kabi 7 €[8;10] oralig'ida x =2; x,=8 optimal yechim
topiladi (5.1 -chizmaga qarang). Demak, birinchi tur mahsulotning
bahosi 10 so'mdan 12 so‘mgacha, ikkinchi tur mahsulotning bahosi
3 so*‘mdan 5 so‘mgacha o*zgaradi, birinchi tur mahsulotlar 2 birlik,
ikkinchi tur mahsulotlar 12 birlik ishlab chigariladi.

Shu bilan birga re[8;10] oraligdagi giymatlarida ishlab
chigarilgan mahsulotlaming narxi

Fynax = 108 61 ga teng.

Shunday qilib, masalaning geometrik talginidan quyidagi optimal

yechimlarni topdik:

1) te[0;5,5] oraligda x =0; x,=11, F _=143-11r,

2) te]5,5;8] oraligda x =1; x,=10, F, =132-9 1,

3) te|8;10] oraligda x =2; x,=8, F, =108-16 1.

2-§. Magqsad funksiyasi parametriga bog‘liq
bo‘lgan masalalar

1-§ da ko‘rib chigilgan (5.1) — (5.3) masalalar berilgan bo’lsin.

[o; B] oraligda ¢ parametrning bironta f = f qiymatini olib, bu
masalani simpleks usul bilan yechamiz. Bu yerda ikki hol bo‘lishi
mumKin:

1) + = ¢, nugtada masala optimal rejaga ega bo‘ladi, .

2) t = ¢, masalani yechish mumkin emasligi aniglanadi. o

Faraz gilaylik, birinchi hol bajarilgan bo‘lsin. U vaqgtda oxirgi
simpleks jadvalning (N + 1) (indeks satridan) satridan
J,(ty) =J 1+, J"; niyozib olanuz. Bundan quyidagilar topiladi:

max —-{%], agar J"; >0
Ty = S mavjud bo‘lsa,
oo agar J"; <0

]

mm(-";—:f} agar J"; <0

, mavjud bo‘lsa.
o0 agar jami J"; 20

]
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U vaqtda T, <r<Tda berilgan masala (barcha f lar uchun)
7 =1, giymatda bir xil optimal rejaga ega bo‘ladi.

Agarr =t, giymatda masalani yechish mumkin bo‘lmasa va
oxirgi simpleks jadvalning N+1 satrida uning yechimi

Jp =J 4+ 10 " (X <0, i =1,m) songa teng bo'lsa:
1) J", =0 bo‘lganda berilgan masalani istalgan # uchun yechish
mumkin emas;

, . . J .
2) agarJ", <0 bo‘lsa, berilgan masalani?! <% = —J—kk‘ larning

barchasi uchun yechish mumkin emas;

3) agar/"; >0 bo‘lsa, berilgan masalani barcha ¢ >, lar uchun
yechish mumkin emas;

4) birinchi qadamda ¢ ning o‘zgarish sohasi aniqglaniladi,
yuqoridagi gadamni 7 € | o, B} oraligda f ning boshga giymatini olib,
va'na simpleks usuli qo‘llanadi;

5) chekli almashtirishlar natijasida masalaning optimal rejasi
topiladi yoki masalani yechish mumkin emasligi aniglanadi.

5.2-masala. Quyidagi shartlarda

X +x+x =12,

X =Xy + x4 =10,

=X + Xy + X5 = 6. (5.7
20, x,20, x320, x, 20, x5=0.

F=(x,, x,)=2x,+(3+41)x, magsadli funksiyani (5.8). 7 e (e, +w)
oraligda 7ning barcha giymatlari uchun maksimum giymatini
toping.

Yechish. Berilgan oraligda parametrning istalgan giymatini olish
mumkin.

Oldin dastlabki berilganlarga asoslanib, birinchi simpleks jadvalni
tuzamiz.
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I- simpleks jadval

Ne Bazisli O‘zg;r_mas 2 3-+4t 0 0 0
< koeffitsient-

C 0 zga- lar

G ruvchilar ustuni X, X, X, X, Xs
[ X, 12 i ] | 0 0
2. X, 10 3 -1 0 | 0
3. 0 X, 6 -1 1 0 0 1

Indeks — _ —_

4. <atri F=0 2 3—4t 0 0 0

Bu jadvalza asoslanib ikkinchi simpleks jadvalni tuzamiz.

2- simpleis jadval

Ne Bazisli C(t) 2 344t 0 0 0
c o‘zga- | O‘zgarmas
o ruvchil- [ koeffitsient-
ar lar ustuni % ¥z % X Xs
1. {0 X, 6 2 1 0 -1
20 o X, 16 0 0 0 1 !
3.0 344t X, 6 -1 I 0 0 1
4, jIndeks F=18+24t | =5—4t| 0 0 0 | 3+at
satri

2- jadvalning indeks satrida manfiy migdorlar bo‘lgani uchun
J-simpleks jadvalni tuzamiz.

3- simpleks jadval

Ne ik c 2 | 3+4t 0 0 0
c l:::'gih O‘zgarmas
o > | koeffitsient- X X
ruvchilar lar ustani X, X, X, ’ 8
L 0 X, 3 1 172 0 | —12
2. 0 X, 16 0 0 1 1
3.{ 3+4t X, 9 1 12 1 0 12
4, [Indeks F=33436t] 0 | 0 [2,5+2t] 0 |05+2¢
" Isatri
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Bu jadvalga ¢ = 0 giymatning indeks satridagi ¢ ning o‘rniga
go'ysak x,=3, x,=9, x,=0, x,=0, x,=0 optimal yechim va magsadli
funksiya F pa =2-3-(3+4-0)-9=6+27 =33 qiymatga ega bo‘ladi.

Endi F, ning giymatiga asoslanib # ning qiymatini topamiz.

3-simpleks jadvalning indeks satri elementlari musbat bo‘lishi
uchun 2,5+2¢ >0 va 0,5+2t > 0 bo‘lishi kerak. Bu tengsizliklardan
t >~ 0,25 kelib chiqadi. Demak, < [-0,25; +=) oraligda ¢ ning
barcha giymatlarida x,=3, x,=9, x,=0, x,=0, x;=0 yechim optimal
yechim bo‘ladi va F, =33+367 ga teng.

Ikkinchi gadamda ¢ ning 0,25 dan kichik givmatini olib 3-
simpleks jadvalning indeks satridan x, ni bazisli yechimlar safiga
o‘tkazamiz u vagtda x, qo‘shimcha o‘zgaruvchilar safiga o‘tadi.
Natijada 4-simpleks jadval hosil bo‘ladi (3-simpleks jadvalni
almashtirgandan keyin).

4-simpleks jadvai

Cq(t
Ne O‘z(ga)r- 2 3+4t 0 0 0
Bazisli mas
entlar X, X, X, X, X,
ustuni
1 2 X, 11 1 0 0.3 0.5 0
2. 0 Xq 16 16 0 0 | 1
3] 3+4t X, 1 0 1 0.5 —0,5 0
Indeks e
4, st F=25+4t ¢ 0 2.5+2t |~0,5— 0

Bu jadvalga asosan x, =1{, x, =1, x, =0, x,=0, x.=16
yechim2,5+2t>0 va -0,5-2¢t>0 bo'lganda, berilgan mésala
uchun optimal vechim bo‘ladi.

Demak, fe[-1,25; -0.25] — da F,,, =25+4¢ bo‘ladi. Uchinchi
gadamda 7 < —1,25 bo‘lganda x, indeks satridagi giymati manfiy
bo‘ladi. Shuning uchun simpleks usulni qo‘llab, 4- jadvaldan 5-
jadvalga o‘tamiz.
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S-simpleks jadval

Ne Bazishi CH 2 [3+4t | 0 | 0 | o
c, | o || o
a o oeflitsientlar
ruvchilar ustuni X, X, X, X, X,
1. 2 X, 10 | -1 0 | 0
2 0 Xy 16 0 0 0 ! ]
3. 0 X, 2 0 2 i -1 0
4. ]Indeks c
satri F=20 ¢ )=5-4t] 0 2 0

Bu jadvaida bazis yechim: x=10, x,=0, x,=4, x,=0, x,=16

optimal yechimlar bo*ladi va ¢ e (—w, -1,25]- da £

max

= 20.

Shunday qilib, yuqoridagi jadvallardan quyidagi optimal rejani

yozish mumkin;

1)1 e[-~, —-1,25] oraligda x=19, x,=0, x=2, x,=0, x;=16.

Fmax =20,

2) [-1,25, -0,25) oraligda x,=11, x,=1, x,=0, x,=0, x,=16.

Fow =25+41,

3) te[-0,25, +=] oraliqda x=3, x,=9, x,=0, x,=16, x,=0.

Fox =33+ 36¢,

5.3-masala. Korxonada uch tur mahsulot ishlab chiqarish uchun
uch xil xomashyo ishlatiladi. Har bir ishlab chiqarilgan mahsulot
birligiga ketadigan xomashyo me’yori va narxi, xomashyo zaxirasi
quyidagi jadvalda berilgan.

- Har bir ishlab chiqarilgan buyumga ketadigan
Xomashyo xillari xomashyo me’yori
1-tur buyum | 2-tur buyum | 3-tur buyum
1 18 135 12
2 6 4 8
3 3 3
Har bir ishlab chigarilgan
. 9 10 i6
mahsulot parxi (so'm)
Xomashyo zaxirasi 360 kg 192 kg 180 kg
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Shu bilan birga ishlab chiqarilgan mahsulotlami to‘la sotish
ta'min etilgan. Ishlab chigarishning shunday rejasini tuzingki, ishlab
chiqarilgan mahsulotlarni sotishga tarqatganda giymat jihatidan
maksimum daromad olinsin. Shu bilan birga narx-navoning
o‘zgarishini hisobga olib, optimal reja turg‘unligining tahlili berilsin.

Yechish. Faraz qilaylik, birinchi tur mahsulot x, birlik, ikkinchi
tur mahsulot x, birlik, uchunchi tur mahsulot x, birlik ishlab

chiqarilishi kerak bo‘lsin.
U vaqtda masalaning matematik modelini ushbu ko‘rinishda

yozish mumkin:
Quyidagi shartlarda
18x; +15x;, +12x; < 360,
5x% +3x, +3x; < 180.

x20,x 20 (5.10)
F =9y +10x, + 16x; funksiya maksimum giymatni toping.
(5.9) tengsiziiklar sistemasigay,,y,,y; bazis o‘zgaruvchilar
kiritib, tenglamalar sistemasini quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:
18x; +15x; +12x; + y; < 360,
6x; +4x; +8x3 + y, <192, (5.11)
5x) +3xy +3x3 + v, £180. '

X; 20, Xa 20, X3 20,
nz0y,20 v,20.
U vaqtda (5.10) magsadli funksiya quyidagi ko‘rinishni oladi:
F=9x+10x +16x,+0- 5, +0-, +0-v;. (5.12)
Bundax; =0, x, =0, x; =0 deb olsak, F = 0 bo‘ladi (simpleks
usulga qarang).
( 5.11) — '(5 -12) larga asoslanib, birinchi simpleks jadval tuziladi
va simpleks jadvallarni ketma-ket almashtirib, masalaning optimal
yechimlari topiladi.
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1- simpleks jadval

Ne Bazisli O*zgarmas 9 16 16 0 0 0
C o‘zga- | koeflitsient-
® | ruvchilar| lar ustuni X, X, X, Yy Y, ¥,
l. 2 v, 360 18 16 12 1 1] 0
2. 0 Y, 196 6 4 8 0 1 0
3] o v, 180 st 3t 3fof ol
Indeks _ _ _ _
4, qatri F=0 9 10 16 0 0 0

2- simpleks jadvai

Ne . | Omar-| 9 ) po| 6] 0| 0| 0
Bazish mas
C o‘zgaruvchi- | koeffitsi-
? far entlar X, X, X, v, Y, Y,
ustuni
il o v, 72 9 | 9| o N EZIE
2. 16 X, 24 3/4 1/2 1 0 1/8 0
il o v, 180 |ti/4]32) 0 ] o (-3 1
4, |1ndeks peaga | 3 | -2 0o | ol 2] 0
3- simpleks jadval
Ne | Omar-| 9 | 10|16 0 o | o
Bazisli mas
C o‘zga- | koeffitsi-
° ruvchilar | entlar X, x, | x, Y, Y, Y,
astuni
I. 10 X, 8 1 | 0 1/9 | —1/6
2. 16 X, 20 1/4 0 1 |—1/18] 5/24
3. 0 v, 96 5/4 0 0 —1/6 | —1/8 ]
4, | Tndeks p=a00 | s | o ola2w |53} 0
satri
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Bu jadvaldan ko'rinib turibdiki, birinchi tur mahsulotlar x,=0
dona, ikkinchi tur mahsulotlar x,=8 dona, uchinchi tur mahsulotlar
x,=20 dona ishlab chiqgariladi.

Bu reja optimal reja bo‘lib, daromad

Foo=9-0+10-8+16-20+0 -y +0-y; +0-96 = 80 + 320 = 400.
so‘mni tashkil etadi.

Endi yuqoridagi optimal rejaga asoslanib, ishlab chigarilgan
mahsulot turlari bahosining o‘zgarish chegaralari aniglanadi.

Oldin birinchi tur mahsulotdan boshlaymiz. Faraz qilaylik,
birinchi tur mahsulotning giymati ¢,= 9 so'm emas, ya’'ni
¢,=(90+7) so'm bo'lsin.

Bu verda 1, parametr # € (9; ) oraligda o‘zgarishi mumkin.
U vagtda yuqoridagi optimal rejaga asoslanib, masalaning shartiga
ko'ra F =(9+1)x, +10x, +16x; magsad funksiyasining maksimum
qivmatini topish talab etiladi. Magsad funksiyaning bu qiymatini
hisobga olib, 4-simpleks jadvalni shunday yozish mumkin.

4- simpleks jadval

Na Bazishi O°zgarmas | 9+t | 10 | 16 0 L} 0
< koeffitsient-
C, 0 zga- lar
ruvchilar ustuni X, XX Y Y, Y,
Ll 10 X, 8 1 t o | 12 |-1/6
2. 16 X, 20 1/41 0 [ |—=1/18] 5/24 0
3. 0 ¥, 96 5441 0 0| —-1/6 |-1/8 1
Indeks

4, satsi F=400 5=, 0 0 2/9 5/3 0

Bu jadvaldan ko'rinib turibdiki, x,=0, x,=8, x,=20 yechimlar
parametrik programmalashtirishning optimal rejasi bo'ladi, agarda
5= 1,20 bo'lsa, (1< 5).

Demak birinchi tur mahsulotning qiymati ¢, <14 so'm bo'lsa,
x,=0, x2f8, .x3.=20.optimal yechim bo‘ladi. Ishlab chigarish
korxonasi birinchi tur mahsulotning qiymati 14 so‘mdan
oshmasligidan manfaatdor emas. Shu bilan birinchi tur
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mahsulotning giymati o‘zgarganda, ikkinchi va uchunchi tur
mahsulotning giymati berilgan masalaning shartlarida o’zgarmaydi
deb hisoblaymiz. Xuddi shunday ikkinchi tur mahsulotlarning
giymati 8 <c¢, < 20 oraligda o‘zgarganda masalaning dastlabki
shartlarida ikkinchi tur mahsuvlotning qiymati x, =8 so‘m, uchinchi
tur mahsulotning qiymati 20 so‘mni tashkil etadi va bu reja optimal
reja bo‘ladi. Lekin shuni ham aytish Kerakki, ko‘rsatilgan reja
optimal bo'lishiga qaramasdan ¢ ning har xil giymatlarida maqsadli
funksiya har xil qiymatlar qabul qiladi. Agar uchinchi tur
mahsulotning narxi 8 < ¢, < 20 oraligda o‘zgarganda ham ikkinchi
tur mahsulotning narxi 8 so‘m, uclunchi tur mahsulotning narxi
20 so'mni tashkil etadi va bu reja optimal reja bo‘ladi. Shunday
qilib, berilgan masala maqsad funksiyasining bitta koeffitsientiga
parametr kiritib optimal rejaning sezgirlik darajasini tahlil qildik.

Xuddi shunday optimal rejaning sezgirlik darajasini hamma
tur mahsulotlarning giymatlari o‘zgarganda ham tahlil qilish
mumkin.

3-§. Ozod hadlari parametriga bog‘lig bo‘lgan masalalar

(5.1) — (5.3) masalalar berilgan bo'lsin. Bu masalani yechish
uchun yuqoridagi kabi ¢ parametming giymatini ¢ [0, B] oraliqda
=1, songa tenglashtinb chizigli programmalashtirish usulini go‘liab,
masalanmg yechilishini ko‘rsatamiz. Bu yerda ham ikki hol bo‘ladi:

1) r=¢, giymatda masala optimal rejaga ega;
2) =1, qumatdct masalani yechish mumkin emasligi aniglanadi.

Birinchi holdaT, <¢<T oraligda ¢ ning barcha qiymatlarida

topilgan reja optimal reja bo‘ladi, bunda
max (—/ W/'J"i), agar j"i >0,
—ce agar j"; <0.

b

I = mavjud bo'lsa.

T= min(—j',-/j",-), agar j"; <0,
N o agar j"; 2 0.

3

mavjud bo‘lsa.

J'; vaJ"; lar quyidagi J,=J";+1, J" optimal rejaning tarkibiy
gismlari bo‘lib. 7, ga bog'ligdir.
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Agar t= f, qiymatda berilgan masalani yechish mumkin
bo‘linasa, u vaqtda bu yerda ikki hol bo‘lishi mumkin:

1) magqsad funksiya optimal rejalar to‘plamida chegaralanmagan;

2) berilgan sistema musbat yechimlarga ega emas.

Birinchi holda masalar [«, B] oraligda ¢ ning istalgan qiymatida
vechimga ega emas.

Ikkinchi holda sistemaningtfa, B] oraliqgda ¢ ning qaysi
givmatlarida birgalikda mavjud bo‘lmagan giymatlari aniqlaniladi
va uni masalaning aniqglanish sohasidan chiqariladi. Shundan keyin
1 ning boshqga giymatiniz e [, B] oraligda olib, yana simpleks usul
qo‘llaniladi va chekli almashtirishlar natijasida masalaning optimal
rejasi topiladi yoki masalani yechish mumkin emasligini aniglaymiz.

Shunday qilib, (5.1) — (5.3) masalani yechish uchun quyidagi
jaryonlar amalga oshiriladi:

1. 7 parametrning bironta aniq /£, giymatini [¢, 3] oraligda olib,
chizigli programmalashtirish uslubini qo‘llab, masalaning optimal
rejasi topiladi yoki masalani yechish mumkin emasligini ko’ rsatamiz.

2. Parametrre [o, B] ning qaysi qiymatlarida bir xil optimal
rejaga ega bo'‘lishi yoki yechish mumkin emasligi aniglaniladi va ¢
ning bu givmatlarini [, B] oraligdan chiqgariladi.

3. [a. B) oraligning qgolgan gismidan ¢ ning bironta giymatini
olib. masalaning optimal rejasi topiladi. Buni yechish uchun
ikkilamchi simpleks usuli go‘llaniladi.

4. Chekli almashtirishlar natijasida ¢ parametrni qaysi to‘plamlar
qivmatida bir xil optimal rejaza ega bo‘lishini yoki bo‘Imasligini
[a. B] oraligda aniqlanadi.

5.4-masala. Quyidagi shartlarda

X —X-=~x;=12~y,
Ix, -x; ~xy =%+ 41,
—2I:~21'_+X:'=]0-6I_, (5.'3)

X z0 x-20. x: 20, x, 20, x 24

F=(x. & x.xo x5=3x -2, ~5x. -4x, (5.14;

[UNRESIVANIng 1 = i—= +=) oraligga maksimum qiymalim toping.
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Yechish. (- +o2) oraligda  parametrning istalgan giymatini olib,
chizigii programmalashtirish usullarini qo'llab masala yechiladi.
Faraz gilaylik, /=0 bo‘lsin, u vaqtda quyidagi simpleks jadvalni
tuzish mumkin.

I-jadvalga asoslanib, masalaning optimal yechimi topiladi.
Bivinchi jadvaldan ko‘rinib turibdiki x,=0, x,=5-3t, x.=7-41,

x,=13+5, x,=0 bo‘lganda berilgan ﬂld%dldlllﬂt_ Optlmdl rejasi
ho ladi.

1- jadval

Ne Bazisli % 3 -2 5 0 —4
0‘zga-
C, ravchilar X, X, X, X, X,
1. 3 X, 12+t i 1 i {} 0
2. ) X, 8+4t 2 | ] 1 0
5. —4 X 10t -2 2 0 0 |
4. F=20+291t| 10 -1 0 0 0
l. 5 X, 7+4 1t 2 ¢ 1 o |12
2. 0 X, 13+1 1 90 0 H 1/2
3 -2 X, 5~-3t -1 1 0 0 1/2
4, |ndeks F=25+26t) 9 | 0 | 0o | o | 12
satri

Yugqoridagi yechimlar to‘plami optimal yechim bo‘ladi,
agarda7+4r20,13+720. 5-3r=0 bo'lsa, ya'ni

_

I)yrz e

2) t=2-13;

3) tsg bo‘lsa.
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» 75 i
Shunday qilib,f€ [—Z’ §] oraligda x, =0, x, =5-31,
xy=7+48, xg=13+1, x3=0 bo‘lsa, optimal teja F ., =25+267
bo‘ladi.

Endif > bo‘lgan giymatlarida berilgan masala optimal

el

R
vechimga egami yoki yo‘qligi tekshiriladi. 7 > 3 bo‘lganda 5-3r <0

bo'lgani uchun x,=0, x,=5-31, x,=7+41, x =13+ x~0 optimal

. . 5 : .
reja bo‘la olmaydi. Shuning uchun12§ bo‘lganda yangi rejaga

o‘tish kerak. Lekin yangi rejaga o‘tish uchun oldin x, bazis
o‘zgaruvehi joylashgan satr elementlari tekshiriladi.

Bu satr elementlari ichida manfiy sonx’;; = -1 bo‘lgani uchun
vangi tayanch rejaga o‘tiladi (agar bu satrda manfiy son bo'i-
maganda, yangi tayanch rejaga o‘tib bo‘lmas edi). Bu yerda x,
o‘zgaruvchini bazis o‘zgaruvchilar safidan chigarib, uning o‘rniga
x, o‘zgaruvchi kiritiladi va yangi tayanch rejaga o‘tiladi.

Natijada quyidagi jadval hosil bo‘ladi.

2- jadval

Ne Bazis X, 3 ~2 5 0 —4
C o‘zgaruvchilar X, X, X, X, >
L s X, 17-2t | 0 Ll o | 12
2| o X, 8=2 | o | 1 | o 1 |
3] 3 X, S | 1 ] - | o | o |-
4. |Ineks 70—t o | ol o o] s

Demak, 2- jadvalga asosan dastlabki masalaning kerakli rejasi
x=-5+31, x,=0, x,;=17-2¢, x, =18-21, x.=0 bo’ladi. agarda barcha ¢
laruchun-5+3r20, 17-2r 20, 18-2t >0 bo'lsa. Bu tengsizliklar-
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,t"”

ni yechsakrsz R

Wil

1<9 hosil bo‘ladi. Shunday qilib,

5
l_f;’ h] oraliqda magsad funksiyasi 0 5 /3'//[/7/;'2/ ] 5 1,

Fiux =70~ dastlabki masalaning optimal rejasi bo‘ladi.

Agart > -‘-i bo'lsa, x=-5+3r, x,=17-21, x,=0, x,=18-21, x,=0

optimal rc]a bo‘lmaydi, chunki optimal reja tarkibida x,=17-2¢
manfiy songa teng. Birinchi Jadvalnmgx satrida manfiy elementlar

. 17 . . .
bo‘lmagani uchun ¢ > 5 bo‘lganda masalani yechish mumkin emas.

Co 7 .
Endi 1-Jadvaldan1‘<—z bo‘lganda masalaning yechimi

tekshiriladi.

Bu holda x,=0, x,=5-31, x,=7+4t, x,=13+1, x,=0 optimal reja
bo‘la olmaydi, c11u11k1 x,= 7+4t manfiy qlvmdtga ega.

Shuning uchun tpalametrmng bu giymatlarida optimal reja
mavjudligini tekshirish uchun birinchi jadvaldan x, ni bazis
ozgaruvchilar safidan chiqarib, uning o‘rniga x, kiritiladi. (x, turgan

satrda x'15—% manfiy son bo‘lgani uchun bu jarayonni bajarish

mumkin).
Natijada quyidagi jadval hosil bo‘ladi.
3- jadval
Ne Bazisli . X, 3 (-2 5 0 -4
C, | o‘zgaruvchilar x | x | x X, X,
1.| —4 X, —14—-8t —4 0 -2 0 1
2.0 0 X, 2045t alo | 1 1 0
3.] 2 X, 12+t 1| 1] 1 0 0
4, |Indeks F=32+430¢f 11| o | 1 | o | o
satri
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Uchinchi jadvalga asosan x,=12+1, x,=0, x,=0, x,= =20+51, x;=—
14-8¢va t parametrning quy1dag1 shartlarm —14—6t 0, 20+5¢ > 0,

. .. 17
12+t 2 0 qanoatlantiruvchi barcha giymatlarida, ya'ni # < T

hx-4,
fy 2 -12 bo‘lganda

7 NNV IV R

optimal reja bo‘ladi.

Shunday qilibte [4; -%] oraligda berilgan masalaning

yechimlari x,=0, x,=12+¢, x;=0, x,=20+5¢, x,=-14-8¢ bo‘ladi va
F_=32+30¢

Uchinchi jadvaldan ko‘rinib turibdiki, # >—4 bo‘lganda berilgan
masala yechimga ega emas, chunki x, element joylashgan satrda

manfiy elementlar yo‘q.
Demak,

1) agarse (—~; —4] bo‘lsa, masala optimal vechimga ega emas;
7
2) agart € [4; —'—] bo‘lsa, masalaning optimal yechimlari x,=0,

x,=12+1, x,=0, 20+5t x;=-14-8¢ bo‘lib, F, =32+ 307 ga
teng,

3) agarte [-7. %] bo‘lsa, masalaning optimal yechimlari x,=0,

x,=5-31, x;=T+4t, x, =13 +1, x;=0 bo‘lib, F, =25+26¢ ga teng;

5 17 . . . .
4) agar te[;: -2—] bo‘lsa, masalaning optimal vechimlari

= =5+31, x,=0, x,=17-21, x,=18-2¢, x.=0 bo'lib.
F =701 ga teng; '

- 17 . . .
3) agarte [—, =) bo'lsa, masalani yechish mumkin emas.

5.5-masala. Korxonada uch tur mahsulot ishlab chigarish uchun
uch xil xomashyo ishlatiladi. Korxona birinchi xil xomashyodan
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180 t, ikkinchi xil xomashyodan 210 t va uchunchi xil xomashyo-
dan 244 t ta’min etilgan.

Har bir ishlab chigarilgan mahsulot birligiga ketadigan xomashyo
me’yori va narxi 4- jadvalda berilgan.

4- jadval
Har bir ishlab chigarilgan buyumga
ketadigan xomashyo me’yorij
Xomashyo xillari & yo me yorl
l-tur buyum | 2-tur buyum 3-tur
buyum
1 4 2 1
2 3 1 3
3 1 2 5
Har bu‘ 1shlab .cluvqanlbgzm 10 i4 2
mahsulotning narxi (so‘m)

Ishlab chigarishning shunday rejasini tuzingki, ishlab chiqarilgan
mahsulotlarni sotishga tarqatganda giymat jihatidan maksimum
daromad olinsin.

Shu bilan birga xomashyo miqdorini hisobga olib, optimal reja
turg‘unligining tahlili berilsin.

Yechish. Faraz qilaylik, birinchi tur mahsulot x, birlik, ikkinchi
tur mahsulot x, birlik, uchinchi tur mahsulot x, birlik ishlab
chiqarilsin, u vaqtda masalaning matematik modelini ushbu
ko‘rinishda yozish mumkin.

Quyidagi shartlarda

4x) +2x; + x; <180,

3x1+x2+3x3 3210, (515)

X + 2% +5x3 <244, '

x 20, x, 20, x320. (5.16)

F =10x; +14x, +12x5 (5.17)
funksivaning maksimum giymatini toping.

Yechish. Masalani simpleks usulni qo‘llab yechamiz.
Yechish jarayonining hammasini bitta jadval ko‘rinishida yozamiz.
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5- jadval

Ne Bazis 10 } 14 | 12 0 0
‘zgaruvchi- X
G °%® lar ’ X, X | % X, X4
1.f 0 X, 180 4 | 211 1 0
2.0 o X, 210 31| 3
3l 0 X, 244 1| 25 1
4. |Lndeks F=0 |-10|-14]-12] 0 0
satrl *
L| 14 X 90 2 | 1 2] oy, 0
2. o X, 120 1 52| -1/2 0
il 0 X, 64 -3l 0| 4| -1 1
g, |Lndeks F=1260f 18 0 | -5 | 7 0
satrl
L 14 X, 82 19/8] 1 5/8 -1/8
2. 0 X, 80 23/81 0 0 1/8 -5/8
3. 12 X, 16 ~3/41 0 1 -1/4 1/4
4, | Indeks 1340|574 o | o | 234 5/4
satri
Bu jadvalga asosan optimal yechim x,=0, x,=82, x,=16, x,=0,

x=0, x,=0 ga teng.

Bu yephlmm (5.7) ga qoysak, quyidagi hosil bo‘ladi:

Demak, bu rejaga asosan daromad F

max

etadi.

F=10-0+14-82+12.16 =1340 so‘m.

=1340 so‘'mni tashkil

Endi bu rejaning turg‘unligi tahlilini ko‘rsatamiz. Buning uchun
xomashyo xillari (hajmlari)ning miqdorlarini o*zgartirib uni magsad
funksiyaga ta’siri ko'rib chigiladi.

Oldin birinchi xil xomashyo hajmi t, tonnaga o‘zgartiriladi,
ya’'ni birinchi xil xomashyo 180 + 1 tonna bo‘lsin. Bunda r—
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parametr, /, parametr umum holda (—, +) oraliqdagi giymatlarni
qabul gilishi mumkin, v vaqtda masalaning sharti quyidagicha
bo‘ladi. Quyidagi shartlarda
dxy +2x; + x5 < 180+ 4,
3xl+X2 +3x_] 52]0, (5 ]8)
x, + 2X2 + Sx_; < 244, ‘
X 20, x;20, x;20. (5.19)
F = (x;,x,x3) = 10x; +14x, + [2x, (5.20)
(5.20) funksiyaning maksimum giymatini shunday topingki,
x =0, x; =82, x; =16 optimal yechim bo‘lsin. Buning uchun
(5.18) — (5.20) parametrik programmalashtirish masalasini

yechamiz.
Beshinchi jadvalning oxirgi gismi quyidagicha yozib olinadi.

6~ simpleks jadval

No 10 14 | 12 0 6 0
Bazis
C. |o‘zgaruvchitar|{ *o X, x, | x, | x, X, X,
.| 14 X, b, | 19/8 1 0 5/8 o | -1/8
2. 0 X; b’y | 23/8] 0 0 1/8 1 1 =5/%
3.1 12 X, b, | —3/4 1 1/4 0 1/4
4. |indeks satri F, | 57/4 0 0 | 23/4 0 5/4

Oltinchi jadval 5- jadvaldan x, vektor joylashgan 1}stun
elementlari bilan farq qgiladi. x, vektorning tarkibiy gismlarini b’_ 5
b, b, oxirgi jadvaldagi bazisli vektorlar x,, x;, x; bo'yicha yoyib
quyidagicha yozish mumkin:

b'y
By =| 6% | (5.21)
b's
bunda B-' matritsa B matritsaga teskari matritsa bo‘lib, x,, x;, x,
vektorlarning dastlabki tarkibiy gismlaridan iborat.
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Matritsa B! 5- simpleks jadvalning vektorlar j_oylashgan us-tun
elementlaridan iborat, x, vektor esa 5- jadvalning dastlabki x,
jadvalida joylashgan ustun elementlaridan iborat:

5/8 0 -1/8 180+ 4,
B'=l1/8 1 -5/81 X,=| 210
-1/4 0 1/4 244

B! va X, matritsalarni (5.21) formulaga qo‘ysak, quyidagi hosil
bo‘ladi:
b,) (5/8 0 —1/8) (180+1Y) (82+5/81
Xy=]bs1=]11/8 1 -5/8 210 =180+1/8¢ |
by -1/4 0 1/4 244 16-1/4

Yugqorida topilgan X', vektor (5.15) — (5.17) masalaning optimal
vechimi bo‘ladi:

x =0, x,=82+5/81, x;=16-1/41, x4 =0, xs=80+1/8, x; =0
va F. =10-0+(82+5/8r1)-14+(16—1/4r1)-12=l340+5%tl.
Demak, yuqoridagi yechim bo‘lsa, musbat ¢ parametrning

barcha giymatlarida 7 optimal reja bo‘ladi.

1,=0 bo'lsa, F, =1340 so‘'m bo‘lib, 5- simpleks jadvalning
magsad funksiyaning migdori giymatiga to‘g‘ri keladi.

Bu shuni ko‘rsatadiki, 7, parametrning o‘zgarishi x, optimal
yechimega ta’sir giladi.

Misol uchun #=16 ga teng deb olsak, ishlab chiqarishning
optimal rejasi x =0, x,=92, x,=12 ga teng bo‘ladi va ikkinchi
tur buyum 92 birlik, uchinchi tur buyum [2 birlikka teng
bo‘ladi.

Bu holda £, =92-14+12-12 = 1432 so‘mni tashkil giladi.

Agar ikkinchi xil xomashyo miqdorini eng ko‘pi bilan 80 tonnaga
kamaytirsak u vaqtda reja optimal reja bo‘ladi va ikkinchi tur
mahsulotdan 82 birlik, uchinchi tur mahsulotdan 16 birlik ishlab
chiqariladi.

Bu holda £, =14-82+12 16 = 1148 so‘mni tashkil etadi. Ko‘r-
satish mumkinki uchunchi xil xomashyo miqdorini o‘zgartirsak,
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x,=0, x,=82, x,=16 layanch yechim o'zgaradi. Ya’'ni bu yechim
turg'un yechim emas.

Shunday qilib, (5.15) — (5.17) masalaning optimal rejasi hamda
xomashyolarning hajmini o*zgartirganda sezgirlik tahlilini ko‘rsatdik.
Xuddi shunday optimal reja sezgirlik tahlilini uch xi! xomashyo
miqdorini bir vaqtning o‘zida o‘zgartirganda ham ko‘rsatish mumkin.

4- §. Ozod hadlar va magsad funksiya parametriga bog'liq
bo‘lgan masalalar

i-§ da ko'rib chigilgan (5.1) — (5.3) masalalar berilgan bo'lsin.
1—3-§ larda yechgan parametrik programmalashtirish masalalarini
yechish usulidan foydalanib, quyidagi masalani vechamiz.

5.6-masala. Quyidagi shartlarda

X)— Xy + X3 =24 -12¢, |
=X + 2% +x, =—18+ 10.
Xi 2 O, Xy Z 0, te (_°°s +oo).

F=(x, %, X3, x4) =
=8 =5)x +(9-3x, +(-3+5f)x3 = (2 + 4f)x, — max
giymatini toping.

Yechish. f parametrning giymatini ixtiyoriy tanlab olamiz. Faraz
qilaylik, 7 = 2 bo‘lsin. Dastlabki berilganlarga asoslanib, masalani
simpleks vsul bilan vechamiz.

1- simpleks jadval

No 85t | 93t | —3-5t|-2—4t
Bazis
G, o‘zgaruvchilar X X, X, X, X,
1.} —3+5t X, 2442t | -1 1 ]
24t X, —18+10t | -1 2 0 1
4. }Indeks satri F=0 —8+5t) —9+3t | 3-=5t | 2+4t

Uchinchi simpleks jadvaldan ko‘rinib turibdiki, £ = 2 bo‘lga_nda
x = 0, x,==9+ 5¢, x,=15—71, x,=0 berilgan masalaning optimal
yechimi bo‘ladi.
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2- simpleks jadval

Ne| Bazis 3-5t | 9-3t |-3-5t|—2—4t
o‘zgaruvchi- X .
G ar ’ X, X, X, X4
1] —1+5t X, 24+2t 1 -1 1 0
2. | —2—4t X, 18+10t -1 2 0 I
. Indeks F=—36+ | _ .. N 0 44y
4 atri 208t-1001 | ~HIFI0C[ 662
3- simpleks jadval
Ne Bazis 8-5t 9-3t | --3-5t| —2—4t
o‘zgaruvchi- X
G glﬁ!' ’ X, X, X, X,
1| -3+5t X, 15-7t 12 0 1 12
2.] 9-3t X, —0-+-5¢ -1/2 1 0 172
Indeks F.=-126+]| .. -
| sarri T6gi—sop | P14 0 0 | s+st
Bu yechim 9t — 14 > 0 bo‘lganda, ya'ni ¢ —23 qiymatlarda

ham musbat yechim bo*ladi. Shunday gilib,#e [9/5, 15/7] oraligda
fning barcha giymatlarida masalaning optimal yechimlari x =0,
=-126 + 1681 - 501 ga

x,=15=71, x,==9+51, x,=0 bo‘lganda

teng.

F,

nax

9 . . .
Agart < 3 bo'lsa, ya’ni -9+5<0 bo‘lsa. ynqorida ko‘rsatilgan

yechim optimal reja bo‘lmaydi.

Shuning uchunt <% bo‘lganda yangi simpleks jadval tuzish

mumkin, chunki x, element joylashgan satrda (3- simpleks jadval)
—1/2 manfiy son mavjud. x'y, =-1/2 sonni kalitli son deb tanlab
olib, yangi simpleks jadval tuziladi. Natijada quyidagi jadval hosil
bo'ladi.
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4- simpleks jadval

Ne Bazis 8-St | 9-3t | —3—5t | —2—4t
G, o‘zgaruvchi- X,
lar X, X, X, X,
1.|—3+5t X, 6—2t 0 | | ]
2.] 85t X, 1810t ! -2 0 -
Indeks F, =126—
3 satri (3dt+40 0 —18+1 0 14t-9

To‘rtinchi jadvaldan ko‘rinib turibdiki, g_-2t>0 va
‘ . 4 -
18 ~10¢ > 0 bo‘lganda (yuqor1daf23 gimatini ko‘rgan edik)
oraliqdagir € [14/9, 9/5] oraligdagi qiymatlarida x,=18-107, x,=0,
x,=6-27, x,=0 masalaning optimal yechimi bo'lib,
F... =126-1347+40s* ga teng.

. 15 . . .. . .
Endi I>7 bo‘lganda masalaning yechimlarini tekshiraylik.

15 .
t>=  bo'lsa,x =0, x, =-9+5t, x, =15-74, x, =0 yechim

7
optimal reja bo‘la olmaydi, chunki (5-77 <0. Shu bilan birga x,
turgan satrda manfiy son yo‘q bo‘lgani uchun masalani yechish

mumkin emas. Shunday qilib, biz masalaniz e [14/9, +=) oraligda
yechdik. Masalani to'la yechish navbatir e [—. 14/9) keldi. Agar

r< % bo‘lsa, —28+18¢ <0 bo‘ladi. Shuning uchun yangi simpleks
jadvalga o‘tamiz.

Beshinchi simpleks jadvaldan ko‘rinib turibdiki, 7e [-e, 14/9)
oraliqdagi ¢ ning barcha giymatlarida x,=30-14¢1, x,=6-2t, x,=0,
x,=0 optimal yechim bo‘lib, Fy, =294 -298¢ + 761> ga teng.
Demak:

1. Agart e [, 14/9] bo‘lsa, masala optimal rejaga ega bo'lib,
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5- simpleks jadval

N| G, Bazis 8-5t | 9-3t | —3—5¢t [ —2—4t

o‘zgaruvchilar % X, X, X, X,
1. 9-3t X, 6—2t 0 ! ! !
2.| 8-5t X, 30+14t 1 0 2 —1
3, [Lndeks F=294-+298t+761 0 0 [28-18tf 194t
’ satrl

X1 =30—14t, Xy =6—2t, Xq =O, X4=0 va

By ax =294 -298¢ + 761° ga teng.
2. Agarre(14/9, 9/5] masala bo‘lsa, optimal rejaga ega

bO‘ﬁbxl =18-]0f, xl =0, X3 =6—9t., X4 =0 va

Fymax =—134+40:* ga teng.

3. Agarte(9/5, 15/7]1 masala optimal rejaga ega bo‘lib
x =0, x=-9+5 x3=15-7t, x, =0
Foo =126+1681 — 507 ga teng.
Topshiriglar
Quyidagi 5.7 parametrik programmalashtirish masalani
1€ (-, +) oraligda optimal rejasini toping.

57. +xy+x3+ x4 =2,
=2y +% —x3+ x5 = 1.

.xiZO, i=l._5

F=0-Dx +(4-0)x, +(1 = 2)x3 +(2-1)xy + (2 - 3)x5 — max.

Tayanch iboralar
Parametr, parametrga hog'liq bo‘lgan magsadli funksiya, parametrik

programmalashtirish.

Takrorlash uchun savollar
[. Paramerrik programmalashtirishning igtisodiy talgini nima?

2. Parametrik programmalashtirishning geomemwik ralgini nima?

3. Parametrning mia’nosi nima?
4. Parumetrik programmalashtirvish masalalari ko ‘rinishlarini bilasizmi?



VI BOB
DINAMIK PROGRAMMALASHTIRISH

1-§. Dinamik programmalashtirish masalalarining
umumiy xususiyatlari

Chizigli programmalashtirish masalalarini yechganda vaqtga
bog‘liq bo‘lmagan statik va iqtisodiy jarayonlar ko‘rilgan edi.
Masalalarning optimal yechimlarini topganda bu yechimlar vaqtga
bog‘liqg bo‘imagan bir bosqichli optimal yechimlardan iborat deb
hisobladik. Shuning uchun vagtga bog'lig bo‘lmagan bunday
masalalarni bir bosgichli masalalar deb ataladi. Lekin ko‘p iqtisodiy
masalalarni yechish jarayonida bu masalalar 0’z-o‘zidan bir nechta
bosqichlarga bo‘lingan bo‘ladi. Shu bilan birga igtisodiyotning
rivojlanish jarayoni aynigsa bozor igtisodiyotiga o'tish davrida ko'p
omillarga bog'liqdir. Shuning uchun bunday masalalarning yechimi
yagona bo‘Imaydi. Balki har bir bosgichga mos keluvchi yechimlar
to*plamidan iborat bo‘ladi. Bu yechimlar to‘plamidan eng magbulini
tanlab olishga optimal strategiya deyiladi.

Dinamik programmalashtirish iqtisodiyotda uchraydigan ko‘p
masalalarni bosqichma-bosgich yechish uchun ishlatiladi.

Bunga misol sifatida quyidagi masalalar kiradi: yuklarni optimal
jovlashtirish; eng gisqa yo‘lni aniqlash, tezlikka bog'liq bo‘lgan
masalalarda optimal tezlikni topish; sarmoyalarni optimal
joylashtirish; optimal rejalashtirish masalalari.

Demak dinamik programmalashtirish quyidagi xususiyatga ega
bo‘lgan masalalarni yechadi;

1) ko‘p bosqichli igtisodiy jarayonning birdan bir yagona
yechimini emas, balki har bir gadamga mos keluvchi va asosiy
manfaatni ko‘zlovchi yechimlar to‘plamini topishga vordam beradi;

2) dinamik programmalashtirish uslub va usullari yordamida
yechilayotgan ko‘p bosgichli masalaning ma’lum bir bosgichi uchun
topilgan yechimi undan oldingi bosqgichlarda topilgan yechimga
bog‘liq bo‘lmaydi. Unda fagat shu bosgichni ifodalovchi omillar
nazarga olinadi;
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3) dinamik programmalashtirish yordamida ko'p bosqichli
masalani vechish jarayonida har bir bosqichida asosiv magsadni
ko'zlovchi vechimni aniglash kerak, yana yechimlar to‘plami orasida
asosiy magqsadga erishishga maksimal ulush go‘shuvchi yechimni
tanlab olishga to'g'ri keladi.

Dinamik programmalashtirishning asosiy usul va uslublari
amerikalik matematik R. Bellman va uning shogirdlari tomonidan
asoslangan bo‘lib, optimallik prinsipiga amal giladi. Endi dinamik
programmalashtirish uslub va usullari bilan yechiladigan ba’zi
igtisodiy masalalarni ko‘rib chigamiz.,

2-§. Yuklarni optimal joylashtirish
hagida masalalar

6.1-masala. Muzxonaga har xil xomashyolarni joylashtirish
kerak. Muzxonaga jami Wtonna xomashyoni joylashtirish mumkin.
Xomashyolar to‘g‘risida quyidagi ma’lumotlar mavjud:

P — i xil xomashyoning og‘irligi;

V. — i xil xomashyoning bahosi (narxi);

X, — muzxonaga joylashtiriladigan i xil xomashyoning soni.

Muzxonaga xomashyolarni shunday joylashtiringki, maksimum
giymatga ega bo‘lgan xomashyolar joylashsin.

Demak, bu masalani umumiy holda quyidagi ko*rinishda yozish
mumkin.

Quyidagi shartlarda

.

1. EX:' ph<W,

i=1

2. X;=0,1,2.3..... (konteynerlarga joylashgan xomashyolar soni
yoki yashiklar soni);

N
3. fW) =3 X, Vi-ning maksimum qiymatini toping.

i=t
Masalada X — xomashyolar butun gismlardan iborat.
Agar 2-shart bo‘lmaganda edi, u vaqtda masalani chizigti
programmalashtirish masalasi ko‘rinishida vechish mumkin edi.
Shuning uchun masalani quyidagi ko‘rinishda yechamiz.
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I. Oldin muzxonaga birinchi xil xomashyolar joylashtiriladi.
Joylashtirilgan yuklarning qiymatini JIW) deb belgilasak:

S(W)y=max{X W)}, (6.1} agarda quyidagi shartlar bajarilsa.

1. X\ P=W,

2. X O 1,2,3...

ud , W
(6.2) tengsizlikdan X "F bo‘lgani uchun AW)= {?}Vl
1

bo‘ladi.

Bu funksivaning grafigi 6.1-chizmada ko‘rsatilgan. Shunday
qilib, muzxona birinchi xil xomashyo bilan to‘ldirilganda f(W)
ning qiymati topildi. Endi muzxonaga x, va x, xil xomashyolar
joylashtirilganda f{ W) ning maksimum qumatml topaylik.

Agar ikkinchi xﬂ xomashyodan x, dona joylashtirilgan bo‘lsa,

u vaqtda muzxonaning hajmini hisobga olsak, birinchi xil
xomashvodan W — X, P, tonna olish mumkin va vning giymati
f(W X, P,) so‘mga teng bo‘ladi. Umumiy giymat esa

V(=X P) ga teng bo’ladi. Bularga asoslanib, fagat x, ning
qumatlm topsak bas. Shunday qilib, muzxonaga _|0y1ashtm]gan
birinchi va ikkinchi xil xomashyolarning maksimum giymati
quyidagicha bo'ladi:

S{W=max (X V, +f, (W — X, P)}.

w
0< X, —
) “<{Pz}

Ketma - ket vugoridagi usul go‘llanilsa,
SW)y=max (X, V, +f, (W — Xy Pyt
w
0<X —
SAvs {P N }
teng bo‘ladi. ‘
Bunda f(W) muzxonaga joylashtirilgan N xil yuklarning

maksimum narxi;

X, V. —N — xil joylashtirilgan mahsulotning giymati;

f (W X, P,) — umumiy og'irligi W— X, P, tonnadan ko'p
bo* lmaydlgan (N —1) xil yuklarning makﬂmum qumatl
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Yugqorida topilgan rekkurrent formulalardan ketma-ket J(W),
LW, LAW) funksiyalarning giymatlarini topish mumkin.

6.2-masala. Muzxonasining umumiy hajmi v = 83m’ bo‘lgan
firmaga hajmlari p, = 24m*, p, = 22m?, p, = 16m’, p, = 10m’
bo‘lgan konteynerlar bilan yuk olib kelindi.

Bu yuklarning har birining narxi mos ravishda v, = 96 ming
so'm, v, = 85 s0'm, v, = 50 so'm va v, = 20 so‘mni tashkil etadi.
Konteynerlar ochilinasdan saglanishi kerak. Muzxonaga konteyner-
larni shunday joylashtirish kerakki, Joylashgan yuklar maksimum
giymatga ega bo'lsin.

Yechish. Masalani vechish uchun JAW) ni N ning har xil
giymatida hisoblash kerak:

/,(83) ni hisoblash uchun JA83 — x,p)) ni topish kerak. Shuning
uchun pog‘onama-pog‘ona W ning har qanday giymatlarida har
xil yuklar muzxonaga bittama-bitta hisoblab Jjoylashtiriladi.

Natijada 6.1- jadval hosil bo‘ladi.
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0.1- jadval

w f (W) — funksiya X,
(G—23 0 0
24-47 96 1
48-71 192 2
72—87 288 3

Birinchi xil yukni joylashtirish uchun (x) 0—23 tonnaga X,
yo'q. 24—47 tonnagacha yuklar joylashtirilsa x, =1 dona bo* lad1
va uning qiymati 96 ming so‘mni tashkil etadi, 48 71 tonnagacha
vuklar joylashtirilsa, x,=2 dona bo‘ladi va uning qiymati 192 ming
so‘mni tashkil etadi. 72—87 tonnagacha yuklar joylashtirilsa, x,=3
dona bo‘ladi va uning givmati £ = 288 ming so‘mni tashkil etadi.

Endi £f(W), £L(W) va f(W) funksiyalar uchun jadvallar tuzamiz:

6.2- jadval .3- jadval
w £,(W) — funksiya | x, w f,(W) — funksiya | x,
0—-21 0 0 0-13 0 0
2223 85 1 1621 50 1
24~25 |96 0 22-23 | &5 0
46—47 | 181 It 24-37 196 ]
48—49 192 0 38—39 | 135 1
7071 277 1 40—45 | 146 1
72—87 { 288 0 46-47 | 181 0
48—-63 {192 0
64—09 242 1
70-71 277 0
72-78 | 288 i
6.4- jadval
w f(W) —funksiya | x, 4045 | 146 0
0—9 0 0 46—47 [ 181 0
10—13 20 1 48—-57 1192 0
16—21 50 0 58—63 212 1
22-23 85 0 64—69 | 242 0
24—-33 | 96 0 70—-71 | 277 ]
34—-37 116 1 72-81 | 288 0
38-39 135 0 81-87 | 308 1

116



Quyidagi , _
Liwy=max (X,V, +f, (W — X, P)}

W
0< X]' <{?l—}

tenglikdan foydalanib. f,(W) funksivani hisoblanish yo‘lini
ko‘rsatamiz. x, miqgdor 0,1,2,3 giymatlar gabul qilishi mumkin
bo‘lgani uchun 6.1- jadvaldan foydalanib, {X, - 85+f,(70-x,22)} =
=f (W) funksiya hisoblanadi:

X =00 £70)=192. /W) =192
X, =L f,(70) =85+ £,(48) =277

X =2 £(70)=2-85+ f,(26) = 266;
X3=3%  £(70)=3-85+ f;(4) = 255.

Hisoblash shuni ko‘rsatdiki, x, =1 bo‘lganda £(70)=277 cng
katta giymatga ega. Xuddi yuqoridagi kabi f£{W) va f (W)
funksiyalarning giymatini hisoblab, 6.3, 6.4~ judvallarni tuzish
mumkin.

6.4- jadvalga asosan f,(83)=308 ming so‘mga teng. Demak, 4
xil konteynerdan x,=1 donasini muzxonaga joylashtirish mumkin.
P =10 tonna bo‘lgani uchun muzxonaga yana 83—10=73 tonna
yuk joylashtirish talab etiladi. 6.3~ va 6.2- jadvaliardan ko‘rinib
uribdiki, W=73 bo‘lganda yukning soni x,=0; x,=0 donaga teng.
6.1- jadvaldan ko‘rinadiki, x,=3 dona konteyner joylashtirish
mumkin. Demak,

fmax=96 - x,+20 - x,=96 - 3+20 - 1=288+20=308 ming so‘m.

3-§. Dinamik programmalashtirish usullarining iqtisodiy
masalalarni yechishdagi tahlili. Optimal rejalashtirish masalasi

Faraz qilaylik, viloyatda » ta korxonani oz ichiga olgan sanoat
birlashmasining 7 yillik rejasini tuzish masalasi o'rtaga qo'yilgan
bo‘lsin. Rejalashtirilayotgan 7 davrning boshida birlashmaga K
miqdorda mablag'® ajratilgan. Bu mablag® » ta korxonaga tagsim-
lanadi. Tagsimlanayotgan mablag® korxonalarda to‘la yoki gisman
ishlatilishi va shunga qarab ma’lum migdorda fovda (daromad)
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olish mumkin. Keyingi gadamlarda mablag‘lar korxonalararo gayta
tagsimlanishi mumkin. )

Natijada quyidagi masala hosil bo'ladi. Korxonalararo K mab-
lag'ni gadam-bagadam shunday tagsimlash va qayta tagsimlash
kerakki, birlashmaning T yil davomida olgan daromadlar yig‘indisi
maksimum giymatga ega bo‘lsin.

Har bir ishlab chigarish boshqariluvchi jarayon hisoblanadi va
bu jarayon ajratilayotgan xomashyo, mablag', uskunalarni yangilash
kabi muammolarga bog'ligdir. Bu muammolami hal gilishni gadam-
bagadam tashkil qilishga boshqarish deyiladi.

Demuak, bosqichdagi boshgarish

i o0
U= .g,..,u,)

vektor funksiya kabi ifodalanadi. Bunda U j(j=1.n) korxona
uchun gadamning boshida ajratilgan xomashyo, mablag® va
hokazolarning miqdorini ko‘rsatuvchi vektor,
Jami korxonalar birlashmasining 7" davr ichida boshqarishini
U=@'u’.. . u") vektor funksiya orgali ifodalash mumkin.
Birlashmadagi korxonalarning taraqqivot dinamikasini ifodalash

uchun ularning holat darajasini ko‘rsatuvchi X, = (x!,x*.....x7)

vektorni Kiritiladi, bunda X/ #( =1,7) qadam boshida korxonalar-
ning moddiy va moliyaviy alivol darajasini ko‘rsatuvchi ko‘rsatkich
bo‘lib, uning tarkibiy gismlari korxonadagi mehnat resurslari, asosiy
fondlar moliyaviy ahvol darajasini ko‘rsatadi, va'ni

X' = O Xy X ).

Shunday qilib, yuqoridagidan xulosa qilib aytish mumkinki,
boshqarish vektori U’ korxonalaming ¢ qadamning boshidagi holatini
ko‘rsatuvchi vektordir, va’'ni

U =u(X-h.
Demak, sistemaning boshlang‘ich holati X, berilgan bo‘ladi.
Magsadli funksiya sifatida korxonalar birlashmasining 7 davr ichida
oladigan daromadlar yig‘indisini ifodalovchi

™=

1
—

Z =) Z' - max funksiya kiritiladi.

i
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Har bir ¢ gadamning boshida sistemaning X’ holat darajasiga
va U’ boshqgarish vektoriga ma’'lum bir chegaralovchi shartlar
go'yiladi. Bu shartlar birlashmasi G'bilan belgilanadi va uni mumkin
bo‘lgan boshgarishlar to‘plami deb ataladi. Natijada quyidagi
dinamik programmalashtirish masalasiga ega bo‘lamiz:

UeG (6.1)
T

Z=) Z'—-max, (6.2)
i=|

Hosil bo‘lgan (6.1), (6.2) modelga ishlab chigarishning dinamik
modeli deyiladi. ,

6.3-masala. Katta talabga ega bo‘lgan mahsulotni ishlab chigarish
magsadida korxonalarga Kapital qurilish uchun § ming so*milik
mablag" ajratildi. Bu mablag‘dan i korxona X ming so‘m ishlatganda
J(x;) (egri chizigli funksiya) ko‘rinishdagi o‘sishga ega bo‘ladi.
Kapital qurilishga ajratilgan mablag‘ni korxonalar o‘rtasida shun-
day tagsimlangki, korxonalar ishga tushganda maksimal daremad
beruvchi mahsulotlar ishlab chigarish qobilivatiga ega bo‘lsin.

Yechish. Masalaning matematik modelini tuzamiz. Demak,
quyidagi shartlarda

i Xi =S.
i1

X; 20, (i=1,n)

i

F =§, S(X5) funksiyaning eng katta qiymatini topish kerak.

H

AgarF =2 f(X) funksiya qavariq yoki botiq funksiya bo‘lsa, u

i=1

vaqtda bu masalani egri chizigli programmalashtirishdagi Lag-
ranjning ko‘paytmalar usulini qo'llab yechish mumkin. Agar F
funksiya qavariq yoki botiq bo‘lmasa, u vagtda bu masala dinamik
programmalashtirish usulidan foydalanib yechiladi.

Har bir korxonaga ajratilgan mablag® gadam-bagadam ganday
samara berishini hisoblab chigiladi va bularning ichidan optimal
strategiya tanlab olinadi. »

119



6.4-masala. Ishlab chiqarish jarayonini tashkil gilish uchun
korxonani yangi uskunalar bilan jihozlash kerak. Uskunalarning
ish unumdorligi vaqt o‘tishiga bog'lig bo‘lib, unga ketadigan
xarajatlar 6.5- jadval ko‘rinishida berilgan.

6.5- judval

Uskunalarni ishlash vaqti
(yil hisobida)

0y 1121 3]141}S5

Bir yilda ishlab chiqarilgan mahsulotlarning narxi
(givmati) Riy) (ming so‘m hisobida) 80 75]165] 60|60 55
Uskunaiarni ta‘mirlash va saglash uchun
ketadizan xarajatlar Z(i1) (ming so'm hisobida) | 20| 25 30| 35|45 35

Korxonani yangi uskunalar bilan jihozlash uchun 40 ming so‘m
ketganini hisobga olib, uskunalarning xizmatini o‘taganlarini
hisobdan chiqarishning, besh yillik rejasini shunday tuzingki,
korxona maksimum umumiy daromad olsin.

Yechish. Bu masalani yechish uchun boshgaruv jarayonini ikkiga
bo'lib ko‘ramiz:

a) U, — uskunalarning ishlab chigarish gobiliyatini saglovechi
yechimlar to‘plami bo‘lsin;

b) U, — ishlash qobiliyati tamom bo‘lgan uskunalarni
almashtiruvchi yechimlar to‘plami bo'lsin.

Birinchi bosgichda beshinchi besh yillikning boshidan, birinchi
yilning boshiga gadar uskunalarning holatini shartli optimal
boshqgaruvchi yechimlar to‘plami topiladi. Ikkinchi bosgichda ishlab
chiqarish harakatini birinchi yilning boshlanish gismidan, beshinchi
yilning boshlanish gismigacha, har yil uchun tuzilgan shartli optimal
yechimlarga asosan uskunalarni almashtirish besh yillik optimal
rejasini tuzamiz.

Shartli optimal yechimlar to‘plamini tuzish uchun oldin bu
masalaga moslashtirib, Bellmanning funksional tenglamasi tuziladi.

Har bir vil boshida (K- yil, X =1,5 ) ikkita holatdan bittasi
bo‘ladi: uskunalar kerakmi yoki yo‘qmi?

U vaqtda k- (k=1, 2, 3, 4, 5) yilda korxonaning daromadi
quyidagicha bo‘ladi:
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[ R(Y(k))—Z(Y(k)), U,

B (19, 1), = R(Y(k) =0)—Z(Y("" =O)—C,,, v, bo‘lganda,

bunda Y® — uskunalarning k vil boshidagi ishlagan yillar soni
(yoshi), U, — k- yil boshidagi boshqaruv vektori; S, — yangi
uskunalaming qiymati, k=1,2,..., 5.

Shunday qilib, bu holda Bellmanning funksional tenglamast
guyidagi ko'rinishda bo‘ladi:

R(Y®)=z(Y®) 4 R, (r*0),

F Y(A’) = m4
k ( ) max R(Y(A) - O)-Z(Y(k) = 0)_Cn + Fyy (Y(k) = 1)

(6.1

Endi (6.19) tenglamani qo‘llab, dastlabki masalaning yechimi
topiladi. Besh yillikning boshida hamma uskunalar yangi bo‘lgani
uchun Y'P=0 bo‘ladi. Beshinchi yilning boshlanishida esa
uskunalardan foydalanish muddati 1, 2, 3, 4 bo‘lishi mumkin.
Shuning uchun berilgan sistemaning mumkin bo‘lgan holati
quyidagicha bo‘ladi:

¥ =1 =2 ¥®o3 P-4

Bu holatlarning har biriga mos ravishda shartli optimal
yechimlari va ularga mos bo‘lgan Fs (Y ©) ) funksiyaning giymatlari
amiglanadi.

Endi (6.1) tenglamadan foyvdalanib, FS(y“‘*”):Q ni hisobga
olgan holda quyidagi topiladi:
J R(r®)-z(r),
[R(Y"S) =0)-z(r* =0)-c. (6.2

(6.2/) formulaga Y®'=1 va 6.5-jadvaldagi berilganlar go‘yilsa
quyidagi hosil bo‘ladi:

f;(Y(s’)=max



Sy R({? =1)-z(x =) 7525
F:(Yl( ))=m¢'»( R()"m =0)_Z(Y](5) =0)_Cn =max{80_20_40}=50.

Demak, bu holda shartli optimal vechim U"=U, ga teng.
Xuddi shunday hisoblarni 5- yil boshida boshqa holatlar uchun
ham yuqgoridagi kabi bajariladi:

65-30
F (YO = - 0 _
5(17) 1nax{80_20_40} 3[507 =0,
‘ 66 - 35
F®) = m: }:25 '=U.
s057) m‘”‘{80—20—401 U=l
60 - 45
F(Y®) = 20,U° =U,.
) = {80 20 - 40} V=0

Hosil bo‘lgan bu giymatlarni quyidagi jadval ko‘rinishida yozish
mumkKin.
6.6- jadval

Uskunalardan foyda- | F ,(U®) funksiyaning qiymatlari | Shartli optimal
lanish muddati (yil) (ming so‘m hisobida) yechimlar U?
] 30 ue
2 35 U,
3 25 U,
4 20 U,

To‘rtinchi yilning boshlanishida uskunalardan foydalanish
muddati 1.2,3 bo‘lishi mumkin. Shuning uchun berilgan
sistemaning mumkin bo‘lgan holati quyidagicha bo'ladi:

Yl(4) - LYZM) =2, Y3(4) =3 ‘

Bu holatlarning har biriga mos ravishda shartli optimal yechimlar
to‘plamini va ularga mos bo‘lgan F,(Y™) uskunaning giymatlarini
yuqoridagi kabi 6.5- va 6.6- jadvaldan foydalanib hisoblaymiz:
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’ R Y(4_) =1 _Z(YM) =)+ F. (Y(S) =2)
/O™ = max[ ( ‘ i =

R(Y(-U = 0)_ Z(Y(4) = 0)—Cn + FS(Y(S) = 1)

75-25+35 0
- =850 = U,.
max{so_zo—40+50} | !
65-30+25 0
4 — my =70,U" = U,,
fahs™) qu{80-20-40+50} 2
oy J60-35420 o
AU =m280_20-204+50{ =" 2

Hosil bo‘lgan natijalarga asoslanib, quyidagi jadvalni tuzamiz.

6.7- jadval
Uskunalardan F,(Y") fanksiyaning Shartli optimal
foydalanish muddati qiymati(ming so‘m vechimlari
(yi)—Y® hisobida) ye
1 85 U,
2 70 U,
3 70 U,

Uchinchi yilning boshida uskunalardan foydalanish muddati

1,2 bo‘lishi mumkin. Shuning uchun berilgan sistemaning mumkin
bo‘lgan holativ” = LU =2 bo‘ladi. Bu holatlarning har biriga
mos ravishda shartli optimal yechimlar to‘plamini va ularga mos
bo‘lgan F(¥¥) funksiyaning qiymatlari vuqoridagi kabi (6.1/)
formuladan foydalanib hisoblanadi:

, RYP == Z(Y® =) s F.(Y® =
mr,'-”):max{( D=2 =D+ B =2, }

RYP =0~z = 0)-C, + F,(Y'¥ =1, ’

F3(Y2"1))=max{

RY® =2)-Z(¥® =2y+ F,(r® =3,
RYP =0)-Z(P =0)-C, + K'Y =b]
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6.5- va 6.6- jadvaldagi berilganlardan foydalanib, quyidagilar
topiladi:

75-25+70
RI®) = m: - 120,0° =
) mdx{80-20-40+85} 120.L
65-30+70 |
(Y = =105,0° =
(157 = max 80-20-40+85[ 'Y

Oxirgi tenglikdan ko‘rinib turibdiki, FU®) = 105 da boshqaruv
shartli optimal yechimlardan Y, yoki Y, qaysisini olmaylik
uskunalarni ishlash muddati besh yllhkmng uchmchl yili boshida
ishlash muddati 2 yilni tashkil qgilgani uchun mehnat unumdorligi
bir xil bo'ladi. Hosil bo‘lgan natijalar 6.8- jadvalga voziladi.

6.8- jadval
Uskunalarning ishlash F,(Y®)funksiyaning qiymati Shartli optimal
muddati (yil hisobida) (ming so‘m hisobida) yechimlar
i 120 U,
2 10 U,

Besh yillikning ikkinchi yilining boshida uskunalardan
foydalanish muddati 1 yil bo‘ladi, ¥*=|. Bu yerda uskunani
almashtirish kerakmi degan savol tug‘iladi. Bu savolga javob berish
uchiin quyidagilar hisoblaniladi:

RY® =1)-Z? =+ /¥ =2)

EUP) = max
(2 RY® = 0) =200 @ =0)-C, + {EF® =

75-25+105 155)
- x{ 22U =155,U,.
ma {80 20 - 40+120} ma {144f ‘

Bu natijaga asoslanib 6.9- jadval tuziladi.
6.9- jadval

Uskunalarning ishiash F,(Y ‘”)ﬁmks:yaning giymati | Shartl .optimal
muddati (yil hisobida) (ming so‘m hisobida) yechimlar
Y® yil
1 155 U,

124



Masalaning shartiga ko‘ra besh yillikning boshida uskunalarni
yangi uskunalar bilan almashtirish shart emas. Demak, boshqa;uv
vektori yoki shartli optimal yechim U, bo‘ladi. Korxonaning

daromadi esa
E@™)=REY =0)=0)- Z(X," =1) =80-20+155 =215 s0‘ M.
Demak, korxonaning maksimum daromadi F (Y")=215 so‘mni
tashkil giladi. Shunday gilib, korxona uskunalarini almashtirishning
optimal rejasini 6.10- jadval orgali ifodalash mumkin.

6.10- jadval

Uskunalarning ishiash yillari
1 yilda 2 yilda 3yilda 4 yilda Syilda
Masala- |- S e . . . I .
o Uskunalarni | Uskunalarni | Uskunalarni | Uskunalari { Uskunalarni
gu:f al almashti- almashti- almashiti- almashti- almashti-
'rgclglm- rish kerak {nsh kerask rish kerak |rish kerak {rish kerak
iari : emas emas emas emas

6.5-masala. Katta ehtiyojga ega bo‘lgan mahsulotni ishlab
chigarish uchun uchta korxona kapital qurilishiga $=700 ming
so‘'m mablag' ajratilgan. Bu mablag‘dan uchta korxenaga mos x,
ravishda x,, x,, x, ming so‘mdan ishlatganda kapital qurilish
hajmining o‘sishiga mos ravishda ishlab chiqarilgan mahsulotlarning
hajmi o'sishi £(x,) so‘mni tashkil giladi. Kapital qurilishga ajratilgan
mablag‘ni korxonalar o‘rtasida shunday tagsimlangki, korxonalar
ishga tushganda maksimum daromad beruvchi mahsulotlar ishlab
chiqarish gobiliyatiga ega bo‘lsin. x, va F(x,) miqdorlar 6.11-

jadvalda berilgan.
6.11- jadvai

Kapital qurilishga ajratilgan mablag® hajmiga
mahsulotlar ishlab chiqarishning o‘sish
ko‘rsatkichi F(x) (ming hisobida)

Kapital qurilishga
ajratilgan mablag‘ning

hajmi x,, (ming so‘m)
1-korxona 2-korxona 3-korxora
0 0 0 0
10 30 50 40
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6.11- jadvalning davomi

209 50 80 50
300 90 90 110
400 110 150 120
500 170 190 180
600 180 210 220
700 210 220 240

Yechish. Masalani yvechish uchun Bellmanning o‘zaro
bog‘lanish rekkurent formulalari tuziladi. Bu masala uchun o‘zaro
bog‘lanishni quyidagi funksional tenglamalar ko‘rinishida yozish
nwumkin;

P (x) = (e [F' ) ];
0y (x) = 0r<n\.2213(‘r [FR(x)+o(x - %)) (6.3)

Pp-i (x) = 0 Q'IZIX [Fn—l (Xpo( )+ Opa(x— xn)]'
XX

(6.3) formulada ¢,(x)(i =1,n—1) uchta korxona 0 tagsimlangan
x ming so‘m kapital mablag‘ natijasida o*sish sur’ati(ko*rsatkichi).
Shuning uchun f(x) ning giymatini x=S5=700 ming so‘m er
olamiz. Chunki uchta korxona kapital qurilishiga $=700 ming
so‘m ajratilgan. (6.3) formulani 6.11- jadval yordamida hisoblab
chigilsa, u vaqgtda birinchi korxona uchun ajratilgan shartli optimal
kapital mablag‘ni aniglash uchun ¢(x) ni x=0, 100, 300 300,
400, 500, 600 va 700 giymatlarida 6.11- jadvalni go‘llab hisoblab
chigiladi:

1. x=0, ¢,(0)=0. O'sish yo‘q, ya'ni X =o0.

0 _
2. x=100, ¢:(100)= mavl(()o{0,30}=30, X3 =100.

gy <

3. x=200, ¢:(200) = pfnax, {0,30,50} = 50, X3 = 200.

_ 0 _
4. x=300, (300) = 0;22(00{0,30,50,90} =90, X, = 300.
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0
— = = 400.
5. x=400, ®(400) . Sr}(}gi(‘)o{o, 30,50,90,110} = 110, X5 = 400

6. x=500,

500) = 0,110,170} = 170, X = 500.
¢,(500) 0$2§00{0,30,50,9, 170} ;

7. x=600, ¢:(600)= max {0,30,50,90,110,170,180} =
i <X <

=180, X{ = 600.

8. x=700, ¢ (700) = 052}?7‘00 {0,30,50.90,110,170,180,210} =
=210, X7 = 700.
Hisoblash natijalari va shartli optimal yechimlar 6.12- jadvalga
yoziladi.
6.12- jadval
Birinchi korxonaga ¢,(x) maksimum Birinchi korxonaga
ajratilgan x kapital o‘sish ajratilgan shartli
mablag‘ning hajmi ko‘rsatkichi optimal mablag*
(ruing s¢‘m) (ming so‘m) (ming so‘m)
0 0 0
100 30 100
200 30 200
300 90 300
400 110 400
500 170 500
600 180 600
700 210 700

6.11- va 6.12- jadvaldagi natijalarga asoslanib, ikkinchi
korxonaga ajratilgan kapital mablag‘ning shartli optimal hajmini

hisoblash uchun 92(¥) = max [£.0) + @1 (x = x2)] i x=0, 100, 200,
300, 400, 500, 600 va 700 givmatlarida hisoblanadi:

1. x=0, 0, =0~Xl“ =0
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. x=100,9,(100) = ma

. x=300,

. x=400,

. x=500,

. x=600,

, 92(200) =

max
0<x) 200

¢,(300) = max
0=xy <300

©,(400) = o nax

<X <400

0.(500) =

0<xr <

(6000 = mak,

0 A7\|00{

0o 20 190 + 50

0+50
50+0
[0+ 50

180 +0

0+90 |
50+ 50
80+ 30
90 +0 |

0+110
50+90
80 +50
90+ 30
150 +0

50+110
80+ 90

150 + 30
1190 +0

[0+ 180
50+170
80+110
90 +90
150 +50
190 + 30
200+0
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(0+170 ]

=50, X3 = 100;

50+ 30]- =80, X3 =100;

=110, XY = 200;

=150, X9 = 400;

=190, X¢ = 500;

=220, X? =100;




8. x=700. ¢,(700)= max {90+110
: ’ D<x, <700

(0+210 |
50 +80
80 +170

150+90
210+ 30
22 +0

L =250, X9 = 200.

Olingan natijalarni va korxonaga ajratiladigan kapital mablag*-
ning shartli optimal hajmiari 6.13- jadvalga yoziladi.

6.13- jadval

Ikkita korxonaga 0,(x) maksimam Ikkinchi korxonaga
ajratiladigan kapital o‘sish ko‘rsatkichi ajratiladigan shartli
maklag® hajmi, x,(ming (ming so‘m) optimal mablag‘, x ",
$0‘m) (ming so‘m)
0 0 ]

100 50 100

200 80 100

300 110 300

400 150 400

500 190 300

600 220 100

700 250 200

6.11- va 6.13- jadvalga asoslanib,

¢y (x) = S [F3(x3) + 9, (x - x3)] funksiyaning givmatlari hisob-

lanadi. Bu verda korxonalar soni #=3 bo‘lgani uchun hisoblash
fagat x=700 ming so‘m uchun bajariladi:
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[0+ 250
40 + 220
50+ 190
X =700, 03(700) = max | 00 +130
0<x3<700 ([ 20+ 110
180 + 80
220450
240+ 0 |

=270, X7 = 600.

Demak., maksimwm o‘sish ko‘rsatkichi @ (700)=270 ming
so'muni tashkil giladi. Bu ko‘rsatkichga erishish mumkin, faqatgina
uchinchi korxona 600 ming so‘m, birinebi va ikkinchi korxonalarga
esa 100 ming so'm kapital mablag* ajratilsa. 6.13- jadvaldan ko'rinib
turibdiki, ikkinchi korxouaga 100 ming so'm ajratish kerak.

Topshiriglar
Dinamik programmaiashtirish vsullarini go‘llab, quyidagi 6.6-
niasalani yeching.
6.6-masala. To‘rtta korxona qurish uchun 200 ming so‘m
sarmoyva ajratilgan. Har bir korxona o‘ziga ajratilgan sarmoyaning
migdoriga bog‘liq ravishda turli migdordagi daromadga erishadi.
Bui daromadlar 6.14- jadvalda ko'rsatilgan.

6. 14- jadval

Korxonalarga jratiladigan Korxonalarning daromadi
sarmoya miqdori (ming so‘m) 2,5 Z,(x) Z,(%) Z,00)
0 0 0 0 0
40 15 14 17 13
20 28 30 33 35
120 60 55 38 $7
160 75 73 73 76
20 90 85 92 68
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Mavjud sarmoyalarni korxonalararo shunday tagsimlash
kerakki, natijada hamma korxonalarning olgan daromadlarining
vig‘indisi maksimal bo‘lsin.

Tayanch iboralar

Dinamik programmalashtirish, optimal prinsip, shartli optimal, shartli
optimal hajo.

Takrorlash uchun savollar

L. Dinamik progrumimalashtirish deb nimaga aytiladi?

2. R.Bellmanning optimallik prinsipi deb nimaga ayriladi?

3. Bosgichma-bosgich rejalashrtirish ganday ahamiyarga ega?



Y BOB
CHIZIQSIZ PROGRAMMALASHTIRISH

1-§. Chizigsiz programmalashtirish masalalarining iqtisodiy va
geometrik talqini

Faraz qilavlik, bizga yuklarni optimal joylashtirish masalalari
berilgan bo'lsin. Bu vaqtgacha bunday masalalami yechganda har
bir ishlab chigarilgan mahsulot maksimal bo‘lishi uchun ishlab
chigarish xarajatlarini o‘zgarmas deb hisoblagan edik. Bundan keyin
bu xarajatlarni o'zgaruvchi (o‘zgarmas emas) deb qaraymiz. Ishlab
chigarish xarajatiari ishlab chiqarilgan mahsulotlar hajmiga
proporsional emas. Ishlab chigariigan mahsulotlar hajmi x, -korxona
uchun x, korxona xarajatlari esa f(xr) funksiyaga teng bo‘ladi.
Ishlab chigarish quyvati esa har xil be'lishi mumkin (butun sonli,
kasr sonli va h.k.).

Natijada ushbu igtisodiy masala kelib chiqadi. .
Quyidagi shartlar bajarilganda: .

1. X; 20 {musbat migdorda mahsulotlar tashilgan);

n
2.Xi= 2% (ishlab chigarilgan mahsulotlar to‘la iste’mol-
=1

chilarga yetkazilgan);

3. Y x; =B j=1 m (har bir iste’'molchi eng kamida ozining

n
7
i=1

talabini qondiruvchi mahsulotlar hajmini oladi);

i 1
F() =3 Ala)+ 2 Ci(xy)  F(x) funksivaning minimumini
i=] i=1

toping.

F(x) magsad funksiva va vuqoridagi shartlardan birortasi
chizigsiz bo‘lsa, bunday masalalar chizigsiz progranumalashtirish
masalalariga kiradi.

[oy
(55}
(o]



Shunday qilib, chizigsiz programmalashtirishning masalasi
ta’rifini quyidagicha yozish mumkin:
Quyidagi shartlar bajarilganda

qi(xl’xl’""xn) <= b,’ (’ = ly_k)

q,-(xw.\'z’""xn) <= bj,(j =k+1,m)

(7.1)

F(X)= f(X], X000 Xp) (7.2)

F(X) funksivaning maksimum (minimum) giymatini toping.
Bunda f'va ¢ n — o'zgaruvchili funksiyalar, b, — berilgan sonlar,
{=, <.=} belgilardan masalaning shartiga ko‘ra fagat bittasi bo‘ladi
va shu bilan bir gatorda, turli munosabatlarga turli belgilar mos
ho'lishi mumkin.

(7.1 va (7.2) shartlarda chegaraviv shartlar qatnashmasa, u
vaqida bu masalaga shartsiz optimallashtirish masalasi deyiladi.
Chegaraviy shartlar (7.1) shartga kiritilgan bo‘lishi mumkin voki
bo‘lmasa (7.1), (7.2) masala quyidagicha berilgan bo‘lishi mumkin:

g{xpxyx) S ppli= 1.m); 7.3
X200 (j=Lny (7.4)
F)=Rx,, X,.... x) - max(min) (7.5)

Noma’lumiaming manfiy emaslik sharti (7.4) qatnashmagan
masalalarga, bu shartlarni osonlik bilan kiritish mumkin.

E. Evklid fazosida (7.1) sistema masalaning mumkin bo‘lgan
vechimlari sohasini ifodalaydi.

Agar (7.1), (7.2) masalaning mumkin bo‘lgan yechimlari sohasi
aniglangan bo'lsa. v vagtda bu sohaning eng vugori (eng chetki)
yoki bo‘lmasa eng quyi nuqtalari fx,. x,...., x)=R giperbolik
sirtning (sath tekisligining) o‘tgan nugtalariga mos keiadi.

Bu nuqtalar yechimlar sohasini chegara nuqtalarida yoki
be'imasa sohaning ichki nuqtalarida ham jovlashgan bo'lishi
mumkin.

Chizigsiz programmalashtirish masalalarining geometrik talqini
quyidagi bosgichlardan iborat:
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L. (7.1) masalaning mumkin bo‘lgan yechimlar sobasi aniglanadi
(agar bu yechimlar sohasi bo'sh to‘plamni tashkil gilsa, u vagtda
masala yechimga ega emas).

2. Ax,. x,...., x)=R giperbolik sirt chiziladi.

3. Eng vugori va eng quyi giperbolik sath sirti aniglanadi yoki
bo‘lmasa Aix,. X,,..., x,) yuqoridan (quyidan) chegaralanmagani
aniglanadi (bu holda masala yechimga ega emas).

4. Giperbolik sath tekisligi o‘tgan eng chetki, eng quyi urinib
o'tgan nugta aniglanadi va bu nuqtada F(x)=flx, x,,..., x) givmati
aniglanadi. )

7.1-masala. Quyidagi shartlar

2x, +3x, <24
x +2x; <15

3Xl + 2.X2 < 24 (76)
Xq <4
X1, % >0 (77)
bajarilganda
Fx)=x;-x2 +6x (7.8)

funksiyaning maksimum giymatini toping.

Yechish. Oldin (7.6) sistemaning aniqlanish sohast topiladi (7.1-
chizma). Bu sistemaning mumkin bo‘lgan yechimlari sohasi O4ABC
ko‘pburchak bo‘ladi. OABC ko‘pburchakning gaysi nuqtasida (7.8)
funksiya maksimum giymat gabul gilishini izlaymiz. Buning uchun
F=k= x,-x* +6x sath egri chizig‘idagi k ga qiymatlar berib
chizamiz va (7.8) egri chiziq paraboladan iborat bo'lib, k ga o'sib
borish tartibida giymatlarni: 9,10,11,13 bersak, bu parabola 00X
o‘gidan borgan sayin yuqoriga ko‘tariladi. Natijada OABC
ko‘pburchagining D nuqtasida urinadi. Demak, D nuqtada F(x)
funksiya maksimum giymatga ega bo‘ladi:

Bu sistemani yechib, D nugta topiladi D(3,4):
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2 . Q=
X~y by, =4-9+6:3=13

—30 - 7 J-chizma.

10.’(1 x2—8 (79)
~18x +4x, £12

xpx, 20 (7.10)
bajarilganda
Flx,,x,)=(x,=3)? +(x,—4)*

funksiyaning maksimum va minimum givmatlarini toping.

Yechish: (7.9) — (7.10) masalaning mumkin bo‘lgan yechimlari
sohasi ABC uchburchakdan iborat. Magsad funksiyani Fix, x,)=k
deb olsak,

(x,—3)* +(x,—4)’>=k aylana hosil bo‘ladi.

Bu aylananing markazi F(3,4) nugtada bo'lib, radiusi R=Jk
teng.
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Agar k ga qi.ymatlar bersak, F(x .x,) funksivaning giymatlari k
o‘sganda‘o“sadl (k kamaysa F(x,.x,) kamayadi) va D nuqtada
magsad funksiya yechimlari sohasi ABC uchburchakka urinib.
urinnish nugtasida minimal giymatga ega bo‘ladi. D nugta
koordinatalarini topish uchun quyidagi to‘g‘ri chiziglarning burchak
koeffitsentlarining tengligidan foydalaniladi:

19x,—x,=8 va aylanaga D nuqtada o‘tkazilgan urinma to‘g'ri
chiziq

2(x,—3)+2(x,—4) x5 =0.
Bundan
X ==(x,—2)/(x,—4)

x,=10x+8 , k=10, x; =k=10 bo‘lgani uchun quyidagi sistemani

yechib,

+ .. =43,

Xy X,

10x,~x, =&
E{( XT’ x;) nugtaning koordinatalari topiladi:

x,=123/101, x;= 422/101 .

Shunday qilib, F, =(123/101-3)2+(422/101—4)*=324/

.24
101=3 o1

7.2-chizmadan ko‘rinib turibdiki, agar (7.10) aylana radiusi &
ning giymatlarini oshirib borilsa, u C nuqtada maksimum qivmatga
ega bo‘ladi.

C nuqtaning koordinatalarini topish uchun quyidagi sistemani
yechamiz:

—18x, *4x, =12
Natijada x,=2 ; x,=12 optimal yechim bo‘ladi, va
F, =f2,12)=(2—1)+(12—4)*=65.

Demak, F__ =65 magsad funksivaning maksimal qiymatidir.

{10-"1 Tx, T 8,
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- e 10x—x,=8

“ [ —18x+Ax=12
. /\.L -

e (53 (x,4)2=65

PR (=3 (xmd=324/101
- % 3+ 2x=7
...1*_4__.',. I .._.\ﬂ,Ll__z.,- SRV A TR W B
—3—29&0 1283 4567 291011 X,
TS TR
[ -2H \
;=3 ,} N\ v
=ff K\ 7.2-chizma.

tm

7.3-masala. Quyidagi shartlar

XpX223, } (7.11)

2 -
X{ +x3 < 36.

XpX,20 (7.12)
bajarilganda

Kx ,x,)=12x,+4x, (7.13)
F(x,,x,) funksiyaning maksimum qiymatini toping.

Yechish. Bu masalaning aniqlanish sohasi 7.3- chizmada
ko'rsatilgan. Chizmadan ko‘rinib turibdiki, magsad funksiva maksi-
mum giymatga, to‘g‘ri chiziq aylanaga uringan F nuqtada erishadi.
E nuqtaning koordinatalarini topish uchun 12x +4x,=k va
X} +x3 =36 aylanaga o‘tkazilgan urinma to‘g'ri chiziglarning bur-
chak koeffitsientlari tengligidan foydalaniladi. Aylananing tengla-

masidan x, ni x; ga nisbatan oshkormas funksiya deb olib
differensiallansa, quyidagi hosil bo‘ladi:

. i X
2x,+2x, x'2=0, bundan X;= -5 =r=3
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X 7.3-chizma.

Demak, urinma to‘g‘ri chizigning tenglamasi 2x~6x,=0 yoki
x,-3x,=0 bo‘ladi. Shunday gilib, £ nuqtaning koordinatalarini topish
uchun quyidagi sistemani yechamiz:

X, = 3x,
{2x1—6x2=0, {x,=3x2’ o ‘~6
= =], _
x? +x? =36. 9x7 + x% = 36. "Z*iﬁ-
Demak,
=8 )= S imal yechim bo‘lib
X1 \/E,)Q m.opu 1al yec ¥ lib,
88 6 y
Fmax = -]—O— + E = 36 teng.
Topshiriglar

Chizigsiz programmalashtirish masalalarini yeching (7.4—7.5).
7.4-masala. Quyidagi shartlarda

X1 x22 4,
X} +x3 <25,

xpxy 20
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Flx,,x,y=3x,T4x, funksivaning maksimum giymatini toping.
7.5- masala Quyldagl shartlarda

6x1t 4x, S 12,
2%+ 3x, 524,
“3x;t4x, S 12.

xpx22 0
Fx,.x,)=xx, funksiyaning maksimum giymatini toping.

2-§. Lagranjning ko‘paytmalar usuli

Faraz qilaylik, bizga (7.1), (7.2) masalalar berilgan bo‘lsin va
sistema (7.1)da fagat tenglamalar qatnaqhsin (nomanfiylik sharti
gatnashsin). Shu bilan bir gatorda f{(x,,x,,...x,) funksiya va ulardan
olingan xususiy hosilalari bilan birga uziuksv bo‘lsin, ya’ni

& (4\ XX, )= by i =1n (7.14)
tenglamalar sistemasini ganoatlantiruvchi va
Ax)=Aix,.x,,..x) (7.15)

funksiyaga maksimum (minimum) giymat topilsin (x,.x,,...x ).
Bunda yechimlarning to'plamini topamiz. Matematik analizda
(7.14), (7.15) masalaga shartli ekstremum yoki optimallashtirishning
klassik masalasi deyiladi. Bu masalani yechish uchun F(X)
funksiyaga 4 ,A.....,A, o‘zgaruvchilar kiritiladi. Bu o‘zgaruvchilarga
Lagranj ko paytuvclnlan deb aytiladi. Shunday qilib, yugoridagilarga
asosan Lagranj funksiyasini tuzamiz.

F(xl’x” - Xps A’bA": 7\,,,,) f(xl’xb )+
+3 A 6 - q(x. x5, x,)] (7.16)
i=1

Lagranj funksiyasidan quyidagi xususiy hosilalar olinadi.
oF oF aF af' oF oF

va =
X, 09X, T aX,, A Tany U an,, (7.17)
va quyidagi n+m noma’lumli #+m tenglamalar sistemasini
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aF [ . _—
9 _ai_zxi % =0,(j =l.m);
E)’C, i=]

ox; ax;
oF - (7.18
" 8T x,) = 06 = L), ’

va XXX, AL, A yechimlar topiladi.

(7.18) sistemaning har gqanday yechimlari shunday A, X, )
nuqgtani aniqlaydiki, bu nuqtada fxx,,..x) magsad ﬁfnksiya
ekstremumga ega bo‘lishi mumkin. Shunday qilib, (7.18)
sistemaning yechimlarida (7.15) funksiya ekstremal givmatlarga
ega bo‘lishi mumkin. Keyingi tekshirishiar shartsiz eksiremumlarni
tekshirish kabi olib boriladi.

Demak, (7.14), (7.15) masalalarni Lagranjning ko‘paytmalar
usuli bilan ekstremal nuqtalarni topish quyidagi hollarni ¢°z ichiga
oladi:

1. Lagranj funksiyasi tuziladi.

2. Lagranj funksiyasidan x, va A, bo‘yicha xususiy hosilalar
olinib, nolga tenglashtiriladi.

3. (7.18) sistemani yechib fix,,x,.....x,) magsad funksiya
ekstremumga ega bo‘lishi mumkin bo‘lgan nugtalari topiladi.

4. Ekstremumga bo‘lishi mumkin bo‘lgan nugtalar ichidan
ekstremumga ega bo‘lgan nugqtalarni topib, magsadli funksiyaning
bu nugqtalardagi qiymati hisoblanadi.

7.6-masala. Ishlab chiqgarish korxonasining rejasi bo'yicha 180
ta buyum chiqarilishi mo‘ljallangan. Bu buyumlarni ishlab chigarish
uchun ikki xil texnologik jarayon ishiatiladi. Birinchi texnologik
usulni qo'llab x, dona buyumlarni tayyoriaganda, xarajatlar 4x,+x°
so‘mni, ikkinchi xil jarayon x, dona buyumlarni tayyorlaganda esa
xarajatlar 8x,+x,> so‘mni tashkil etadi. Korxona rejasini shunday
tuzingki, ikki xil usul bilan ishlab chigarish buyumlariga ketgan
xarajatlar minimal bo‘lsin.

Yechish. Masalaning sharti bo‘yicha F(x)=4x,+x+8x +x,’
funksiyaning minimal giymatini x,+x,=180, x>0, x,>0 shartlar
bajarilganda topish kerak, ya’ni

X, +x,=180, (7.19)
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x,20, x,20 (7.20)
shartlar bajarilganda
Flxy=dx +x,248x,+x,=(x,+2)"+(x,+4)>-20—>min. (7.21)

Funksyaning minimum qiymatini topish kerak.

Oldin masalani geometrik usulni qo‘llab yechamiz. (7.21)
funksiva, markazi (-2;-4) nuqtada bo‘lgan aylanadan iborat. Bu
masalaning mumkin bo‘lgan yechimlar sohasi x,+x,=180 to‘g'ri
chiziq tashkil gilgan AB kesma ustida joylashgan bo‘lib, (7.4 chizma)
sath chizig‘ining markazi E(—2;—4) nuqtada joylashgan aylanadan
iborat.

Ushbu

(6, +2) 4+ (x,+4)*=S (7.22)
aylananing x,+x,=180 to'g‘ri chiziqgga uringan D nuqtada magsad
funksiya F(x) minimum giymatga ega bo‘ladi.

(7.22) tenglamadagi § ga qiymatlar berib borilsa, aylana
x,+x,=180 to'g'ri chiziqga D nugtada urinadi.

X

i

"\A
\

. \
\

. Y
~

.1

s\\ .

T \ %‘\\{ x+x,=180

\ \
|

I S W ‘M-_‘L-_«m—) 3

[RY [ .,\l

7.4 chizma

Aylanaga D nuqtada o‘tkazilgan urinma chizigning burchak

llzoefﬁtslentl ABtog'ri chizigning burchak koeffitsientiga teng bo‘lib,
=-1 teng.
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Agar aylananing tenglamasidagi x, ni oshkormas funksiya deb,
x, argument bo'yicha hosila olsak, quyidagi hosil bo‘ladi.
2+ X,
4+ X,

4+2x'+8.x2|+2x2x21=0 yokj ’x:zlz-_

Yuqoridagilarga asosan k=x,! =-1.

2+ X '
Demak. =77 X, =-1 yoki x—x,=2.

D nuqtaning koordinatalarini topish uchun quyidagi sistemani
yechamiz:

[Xi-Xy=2 _ [X =91,
X+ X, =180~ |, =89,

Bu yerdan optimal yechim x *=91, x,*=89 ga teng. Shunday
qilib birinchi xil texnologik ]arayon bilan x,*=91, ikkinchi
texnologik jarayon bilan x,*=89 dona buyum 19hlab cluqarilganda
maqsad funksiya eng kam qiymat gabul qiladi va xarajatlar
F . =4.91+91*+8-89+892=17278 so'mni tashkil etadi.

Endi (7.19)—(7.21) masala Lagranjning ko'paytmalar usulini
go‘llab yechiladi.

Buning uchun oldin Lagranj funksiyasini tuzamiz:

Fx,,x,,\)=4x +x+8x,+x, +A(180-x,-x,).

Endi x,, x,, A bo‘yicha xususiy hosilalar topiladi va Xususiy
hosilalar nolga tenglashtiriladi:

O _442x-2=0,

Bxl

OF §4+20-1=0, ‘
9%, (7.23)
dF—IE)O X —-x; =0

oA

Sistemadagi birinchi va ikkinchi tenglamalardan A ni topib
tenglashtirilsa quyidagi sistema hosil bo‘ladi:
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X —X% = 2,
X, +x; =180.
Bu sistemani yechib D(x*.x,*) nugtaning koordinatalan topiladi:
x*=91, x,*=89.

Bu nugqta ckstremumga shubhali nuqta hisoblanadi.
Ikkinchi tartibli xususiy hosilalar (7.23) dan topiladi.

2=
A=a{=(4+2xl—}u);l =2,
oxj’
3F ,
B=—2"=(@+2x -2\, =0,}
dx 0% ( =M
I2F
C= =(8+2x, -1), =2.
dxs

Ikki o‘zgaruvchi funksiya ekstremumi haqidagi teoremaga
asosan

*F )
A—K—2>O va lB C" { l

bolgani uchun D(91:89) nugrada Fx,x,) minimumga ega.
7.7-masala. Quyidagi shartlar

X +x =2,
Xy + X3 = 2.
bajarilganda, F=xx,+xx, funksiyaning shartli ekstremumga ega
bo‘lgan nugtasini toping,.
Yechish. Masalaning shartiga asosan Lagranj funksiyasi quyidagi
ko‘rinishga ega:
FUx 0,000 h A0 )= 0 H00 X FR () H=-2) +A (g, +x,-2).

Bu funksiyadan 1-hosilalar xususiy hosilalarni olib, nolga
tenglashtirilsa, quyidagi sistema hosil bo‘ladi:
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oF
ox,
oF

— =X +X3+A +Xy =0,

a.7C2
oF

0x;3
oF
My
oF

axz

=X +A =0,

=x'2+)\,3 =O,
=X +x-2=0,

=x-2+X3—2=0.

J

Bu sistemadagi birinchi va uchinchi tenglamadan A ==x,,

A,=-x,. Shuning uchun

Bu sistema yechilsa, x,

funksyani 0<x,<5, 0<x,

X —2% +x =0,
2

=

x1+x2=
Xy + X7 =2,

=x,=x,=1 bo’ ]ddl U vaqtda f/=1-1+1-1=2,
7.8-masala. Quyidag,l h,_irtda x,tx, =1, fx,x)=(x,=2)*+(x,-3)

Yechish. Lagranj funlcslyaqlm tuzamiz:
Flx,.x,,M)=(x,=2)*+(x,=3)"-A(3-x,~x,).

<10 sohada sharﬂl ekstremumini tekshiring.

x,,A bo‘yicha xususiy hosilalarni olib,

Hx,,x,,) funksiyadan x,,
nolga tenglashtirilsa qUYIdabl sistema hosil bo‘ladi:
Ejmﬁn)_
ox,
9 2xy -3 -n=0,
ax,
a%?_z X —Xx =0.

|

144



Sistemaning birinchi va ikkinchi tenglamalaridan A ni topib
tenglashtirib olsak, quyidagi tenglama hosil bo‘ladi:
2(x,=2)=2(x,-3).
Bu tenglamani sistemaning uchinchi tenglamasi bilan birgalikda
yechilsa,
2x —2x,+2=0,
{xl +x,—-7=0.

x,=3 va x,=2 yechimlar topiladi.

U vaqtda masalaning geometrik shakli chizilsa, 7.5- chizma
hosil bo'ladi.

Sistemaning aniglanish sohasi OABC yopiq soha. Shuning
uchun global va lokal ekstremumlar mavjud. Bog‘lanish tenglamasi
DE kesma to'rtburchak OABC ichiga joylashgan. Demak, HMx,,x,)
tunksivaning giymatlarini DE kesmada yotgan nugtalarda taqqoslab
tekshiriladi. (x=2)*+(x,-3)*=k sath chizig'i tenglamasi bo‘lib,
markazi 0,(2;3) nugtada joylashgan. 7.5-chizmadan ko'rinib turib-
diki shartsiz ekstremumga O,(2;3) va B(5;2) nuqtalarda erishiladi:

Fymin = (2=2+(3=3)" =0, £ =(5-2)* +(10-3)2 =9+49 = 58,

4r-—————2 B
10 N
P D —2)+(x,—3)=56
L i
Y 3\
[
o C I~
i \\_\ D
0 :' s 7 ; 7.3-chizmna.

X

Shu bilan birga &, . =0 ham lokal, ham global minimum
bo‘ladi. F,=58 esa global maksimumga ega bo‘ladi.

.Agar tagat DE to'g‘ri chiziq ustida yotgan nugtalar ko‘rib
chiqilsa, shartli global maksimum £(0,7) nuqtada erishiladi va
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Fi o =(0-2)2+(7-3)!=20. D nuqtaning koordinatalarini topish
uchun aylanaga urinma chiziq tenglamasini tuzamiz:
1 s -
]-'{{,2 (xl1,\‘2)-‘——-2{_x|—2)+2()('2—3).\‘21—0, 2(.X|—2)+2(X2—3)'(-J )=0,
x,'=k, =1 bo‘lgani uchun 2x-2-2x,+6=0,

o 2x,—2x,+2=()
va quyidagi sistemani yechamiz:

x-x,+1=0

Demak, G nuqtaning koordinatalari x,=3, x,=4 bo'lib, £, G-
2)*+(4-3)’>=1+1=2. Shunday qilib. G statsionar nugtaning koordi-
natalari topiladi.

Topshiriglar

Quyidagi masalalarda (7.9)—(7.10) Lagranj usulini qo‘llab
statsionar nuqtalarni toping va shartli ekstremumlarni aniglang.
7.9. F=x+x?,  x+x,=1 bo‘lganda.

7.10. F=3x+2x2-3x,+1, x*+x,>=4 bo‘lganda.

3-§. Qavariq programmalashtirish masalalari
Quyidagi shartlarni

qix,.X,,-..x )b, (1 =1, m) (7.24)
x20 (i=1,n) (7.25)
Rx)=Ax,.x,,...x )>max (7.26)

qanoatlantiravchi chizigsiz programmalashtirish masalasi berilgan
bo‘lsin. Bunda f va ¢, — x,x,,...x, o‘zgaruvchilarga bog‘liq
funksiyalar. Yugqorida ko‘rsatilgan masalani yechish uchun bironta
umumiy usul yo‘q. Shuning uchun f va g, funksiyalarga har xil
shartlar qo'yib, chizigsiz programmalashtirish masalalarini kerakli
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usullar yordamida yechish mumkin. Xususiy holda (7.26)
funksiyaga gavariq (botiq) funksiya, (7.25) va (7.24) gavariq soha
shartlari bajarilganda masalalarni yechish mumkin. Shuning uchun
quyidagi ayrim zamr ta’rif va teoremalarni isbotsiz keltiramiz.
7.3-ta’rif. Agar fix.x,,..x ) funksiya GcE, gavariq to‘plamda
aniglangan bo'lib, ixtiyoriy x,£ G, x,e G nugtalar va 0<i<l son uchun
JOx,H(1-0)x )<Afx,) +H(1-RAx,) (7.27)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, fix) funksiva pastga qavariq deyiladi.
7.2-ta’rif. Agar flx) funksiya GoE, qavariq to‘plarda aniglangan
bo'lib, ixtiyoriy x & &. x,e G nugtalar va 0<iA<1 son uchun
Jox, H(1-M)x )20 fx,) +(1-MAx,) (7.28)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f{x) funksiva yuqoriga qavariq deviladi.
7.3-ta’rif. Agar f(x,x,...x,) qavariq (botiq) funksiva bo‘lib,
g0, x=(x,x,,...x.) (i=1, m) qavariq bo‘lsa, u vaqtda (7.24)—(7.26)
masalaga qavariq programmalashtirish masalasi deyiladi.
7.1-teovema. Qavarig programmalashtirish masalasining istalgan
lokal maksimumi (minimumi) global maksimum (minimum)
bo‘ladi.
7.4-ta’rif. L(x) funksiyaga (7.24)—(7.26) qavariq program-
malashtirish masalasining Lagranj funksivasi deyiladi, bunda
[;(X):L(xl,x:_....,x,,,ll,kz, e AEAX XX ) F

"
+ ;7»,- (6, (x, X, X )], (7.29)
hishy, ooy A, — Lagranj ko'paytuvchilari.

7 L e ~ - ’ . s \ ” -
7.5-@ l‘llf. (X k)= {,z,l‘?,,x_)”,....,x”)‘, AOAS, L, &%) nugta Lagran;
funksivasining egar nuqtasi deyiladi, agar barcha x>0 (=1, m) va
Az0 (i=1, m) lar uchun Lix,x,,...x, A%A% ..., A9 <
00 005 6 Tiv b+ 4 - Y Mo
Lix".x, ,..'.,.x“', /vl"',l,;,', ....,km“)é L(xl‘ ,xz‘),._..,x"“, Aphy, o A) bo'lsa.
Q.avallwq funksiyalarning ayrim xossalari va teoremalar isbotsiz
keltiriladi:
,l' G' quariq to‘pl.anjda Jxpx,,..x ) funksiya pastga gavariq
bo‘lsa, ixtiyoriy haqigiy b son uchun H<h, X=(N],X,,.0X)
. L 1. . . . ) . . - i
tengsizlikni ganoatlantiruvehi nuqtalar to'plami qavarig bo'ladi.
‘2. G qavariq to'plamda Ax;x,,..x) funksiya yuqoriga qavariq
bo l.‘sa, b l}'tly()l'ly son bo‘lgnnda ﬂ,\',,x_,,...x”)::b tengsizlikni ganoat-
lantiruvehi nugtalar to*plami qavariq bo'ladi,
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3. Ikkita G, va G, qavariq to*plamning kesishmasi ham qavariq
to'plam bo* loanhgl sababli: G qavariq to‘plamda aniglangan
4 (hpohssen 1) (=1, m) funksiyalar past (yuqori)ga qavarig bo‘lib,
b (=1, m) ixtiyoriy sonlar bo‘lganda

GLx X000 X )SD, (gLx X000 x, )3D), (=1, m),
tengsizliklar sistemasini ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami past
(yuqorti)ga qavariq to‘plam bo'ladi (1- va 2- xossalarga asosan).

4. G qavarig to‘plamda aniqlangan FAxx,,.0x ) (=1, m)

funksiya past (vuqorijga qavariq bo‘lsa, ularnmL nomdnh y chmqh

kombinatsivasidan iborat bo‘lgan

i

(XXX, )= Ef A g, (4, %000X) (7.30)
funksiya ham past (yuqori)ga gavariq bo‘ladi.
5. G gavariq to‘plamda aniglangan flx,x,,....x) funksiya past

(yugori)ga gavarig bo‘lishi uchun v oz icliga olgan noma'lum-
larning ixtivoriy biri bo‘yicha, qolganlarining belgilab olgan (misol
uchun x,,x,,xs,....x, ) giymatlarida, past {vugori)ga gavariq bo‘lishi
zarur va yetarlidir.

6. Agar ji(x,.x,,....x,), (i=1, n) funksiyalar G gavariq to'plamda
aniqlangan qavariq funksivalar bo‘lsa, f(x,,x,,....x )=max
Slx,,x,,..x ) (1<i<m) funksiya ham qavariq bo'ladi. Ag,m ‘kamida
bitta x ¢ & nuq‘.ad.l g(x)>b, (i=1, m) tengsizlik, ya’ni Sleyter sharti
bajarilsa, u vaqtda quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi. (Kun -- Takker
teoremasi).

7.2-teorema. x=(x°,x,%....x )20 nuqta (7.23) — (7.25)
masalaning optimal yechimi bo lishi uchun bu nuqtada

L 23 Xy AL, MG ebo)

ij (7.31)

0 aL(xo,xg...xO) _ .
X; —l—a;j——n—o,- x“j_(:(), (7.32)
ALOP x5 x) AL AY, LAY 50 (7.33)

o,
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0 0 0 10 40 0
A,la aL(M ,xZ...X",;\II ,}\. ,...)\,m) - 0, ;\’,’) >0 (7.34)
37\./-
(=1, m, j=1, m)

shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

7.11-masala. Quydagi shartlarda

X +2x, <8, A

2x| - X3 < 12, (7"’5)

x,20, x,20 (7.36)
S, x,)=2x, +dx,—x >-2x,? (7.37)

f funksiyaning maksimum giymatini toping.

Yechish. f(x,,x,) funksiya botiq funksiyva, chunki f

X, X,)=2x, v4x, ch121q11 funksiyalar yig‘indisidan iborat (shuning
uuhun uni botiq funksiya sifatida ko‘tish mumkin) va f,= =—x=2x,?
funksiya esa manfiy aniglangan funksiya bo‘lib, botig qavauq
hisoblanadi. (7.35) sistema esa chizigli tengsu:hk]a] sistemasidan
iborat,

Demak, Kun-Takker teoremasidan foydalansa bo‘ladi.

Boshlab Lagranj funksivasi tuziladi.

L=2x +Ax,-x=2x 4N (8—x=2x,)+A,(12-2x,+x).

Lagranj funksiyasi Lix,.x,, A A,) ga (7.31) — (7.34) shartlarni
go'llansa, quyidagilar hosil bo‘ladi.

) '

d—x]-=2 2x, 7\.[ —27\42 SO,

()L"4 4"2—27\4"')\.2 <0

0x,

oL

G == - 2n 20 (7.38)
ol

axl = ]2"2X| +}\.‘_) 2 0-
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va

al

X, E = xl(2—2x1 —}\l —27L2 =0,
al
X 5o =R =dx =2 41, =0,
L
)\,ISZ=7\.1(8—XI_2-X2)=01 (739)

. oL
Ay — = 1 =X \y) = UL
Ay 7, 2(12-2x +x,) =0 J

x,20, x,20, 4,20, 420, (7.40)

(7.38) sistemani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

2X, 0 420y 22,
4X, + 20 -\, 2 4,
X, +2X, <8, (7.41)
2X, - X, <12,

(7.42) sistemaga go‘shimcha musbat bazisli o‘zgaruvchilar kiritib,
quyidagi sistemani hosil gilamiz (¢,, 0,, W, W)):

2/¥1 + 11. + 2%1 - 'l}l = 2,
4X2 +2;\.1 —}\'2 —132 =4,
1¥1 + 2A’2 + Wl = 8, (742)
2X1 —‘4¥2 +IV2 =‘12‘_l
x20, x,20, A, 20, 1,20, 020, ,20,W 20,W >0. (7.43)
(7.42) tenglikni hisobga olib, quyidagini yozib olish mumkin:
9,x,=0, 9x,=0, WA,=0, W,A,=0. (7.44)
Agar (7.42) sistemaning bazisli vechimlarini {7.44) shartlarini
hisobga olib yechsak, Lagranj funksivasining egarli nugqtasi topiladi
va shu bilan masalaning optimal vechimi aniqlanadi. (7.42)
sistemaning bazisli yechimlarini topish uchun chizigli program-
malashtirishning sun’iy bazis usulidan foydalaniladi.
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Bu usuldan foydalanish uchun sistemadagi birinchi va ikkinchi
tenglamalarga qo‘shimcha 7, va z, musbat o‘zgaruvchilar kiritib,
chizigli programmalashtirishning quyidagi masalasiga keltiriladi:

2X‘ +}\.1 +2}\12 —13[ +Zl = 2,
4x2 +2)~| —12 ‘—‘6’2 +Zz = 4,

X +2x, + W) =8, (7.45)

2x; = x, + W, =12. ‘
f=-Mz—-Mz, --»max (7.46)
x,20, X,20, 1,20, 1,20, W20, W20, 7,20, 2,20 (7.47)

(7.45) — (7.47) masalani yechish paytida hamma vagt (7.44)
shartni hisobga olib sistemaning (7.45) yechimi topiladi.

7.1- judval
. ejJejojo|lojo0o]o|0|-M-M
Ne| Bazis| S, | R,
P A v Wl w4} 2
1)z, |-M} 21210 ] 21-1f 01070 1 0
20z, (-M[ 4] 042101 OO0} 0 1
I ow, o 8 1 21016010 ! (U VI IR
41 w, Ol 2¢(=1yo0p0f]04Lo;a0 1 010
5 o Joftojofojopojotrogfol]o0
6 6] =2}—-4)-3]—-1] 1 1 0f0) 00
2- jadval
0 (o]0 M| -
| Bazis| S, | R, 0 0 0 6|0 |-M|—-M
X S [ M A Vi VW w2
iz, —|12(21{0 2 -1 1 o[ 0 ! 0
21z, [-M| 1] 0 L], 1-1/4] 0 0 610670 e
3w, [ofoe] t]ojo=',10 - 17]0]0]|-1n
-1 wy | O HI3) 2400 1 [~-t/4 0 [ 1/4]) 0y 01 O Y
3 Cprojpo01o0i,000 0] ', 190 i 0 ]
- 0 _
6 =212 -0 -1 —2 L {14 0101t 0 1
0
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7.3- jadval

Ne| Bais| S, R, 0 0 0 0 0 0 0 0 M|—-M

X, 0 A [ A1y v, | w | w, | z Z.

1z 0 1 1 0|21 1 - 0 0 01121 0

2] z 0 1 0 1 0 o lL/2] 0 (] 0 0

1w, ¢ 5 0 ¢ 0 0 0 0 1 0 1] 0

41 w, 11 0 0 0 0 0 0 0 | 0

5 0 0 0 0 0 0 U 0 0 0 0

0

bu jadvalga asosan yechim quyidagilaiga teng x"=1, x,'=1, w=5;
w,=11, A=k, = y= v,=0. )
Yuqoudagﬂmga asosan
xv =0, xv=0, A,'w,=0, A,'w,=0, (x,, A)=(1,1,0 0) nugta
4) = (7. 26) masaldga tuzﬂmm Lagram tiunksiyasi uchun nuqtasi

bo ladi.
Demak, x=1. x,=2 (7.24) — (7.26) masalaning optimal giymati

F 7]+41 -1-2=3 ga teng.

‘n“

7.12-masala. Kun-Takker shartlaridan foydalanib, x*=(1;0)
nugqta quyidagi chizigsiz programmalashtirish masalasining yechimi
ekanligini ko‘rsating.
4X, +5X, <8,
Lﬂ+X§s¢f
X, 20X, 20.
mm—f(x)_x —2)‘ +3]’72-
Yechish. X’=(1,0) nuqtada Sleyter shartlari bajariladi (shartlar
gat’iy tengsizlikka aylanadi). Demak, bu holda A =1 deb gabul

qilish mumkin.
Yuqoridagi asosiy masala shartlariga asoslanib, Lagranj

funksiyasi tuziladi:
L(x,x,, Ay =x2-2x, 4 3x) 22 (8—4x, =5X,)—h,(4-2x,~x)),
X, 20, i=12, %20, i=12

Kun-Takker shartlarining bajarilishi tekshirib chigilsa:
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T30 90 50
ALY X3 M 1) _ g x _ 34+ 4p, +20,)x° 20,

X,
OLX ) _ 6y 4 5h 4200 2 0
e (6.X; + 54 + 4, ’
0 40
a_L(X!_s)Q=mX1+5X2—8)XO=-4<O’
an
20 40
9L, M) | Q23 + % -4)x" =2 <0,
a,
A0 50 ALx? .20
%‘/\ A )Xlo =0,')L(X WA )X20 =0, X5 Xy >0,
ox; X2
-0 0
BL(,XO A )}'l[) =0 = (_4)0 - }\,? =10,
OA'TI
9 10
E_L_“af)X ) 20 =0= (20 = 022 =0,
%)

Shunday qilib, (x*, A%=(1,0;0;0) nugta Kun-Takker teorema-
sining hamma shartiarini gqanoatlantiradi. Demak, (x°, A°y=(1,0:0;0)
nuqta Lagranj funksiyasining egar nugtasi bo‘ladi. Shuning uchun
X’ (1;0) nuqta dastlabki berilgan chizigsiz programmalashtirish
masalasining yechimi topiladi va f  =1>-2-1+3.0=-1 ga teng.

‘Topshiriglar

7.13-masala. Kun-Takker teoremasining shartlaridan foy-
dalanib, x*(0,8; 0,4) nuqtaning quyidagi gavariq usullari masalaning

yechimi ekanligini ko'‘rsating:

2x +x, 22,
2x +x, €8,
X +x <6.
x 20,x,20.

fmu.\' fl(xl-‘xz) =X,
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Quyidagi gavarig programmalashtirish masalaini yeching.
7.14-masala.

X +2x, €12,

3x +x, <15,

X 2 O, Xy 2 0.

Ax,.x,)= x +4x,+x x,~2x,*-2x,->max

4-§. Kvadratik programmalashtirish masalalari

Kvadratik programmalashtirish masalasi qavariq program-
malashtirish masalasining xususiv bir holidir. Fagat uning mate-
matik modelidagi chegaraviy shartlar chizigh tenglama va tengsizlik-
lardan, magsad funksiyasi esa umumiy holda chizigli kvadratik
formalarning yig‘indisidan iborat bo‘ladi:

Y oyx; {s,=2}bi,  i= i,m (7.48)
i=1
x; 20, j=Ln (7.49)
Ax)= ziCjX j+d xd xx,td x4 —max {min). (7.50)
j:

(7.48) — (7.50) kvadratik programmalashtirish masalalarini
yechish uchun ayrim zarur bo‘lgan ta’rif va teoremalar isbotsiz
keltiriladi.

7.6-ta’rif. Quyidagi ko‘rinishdagi

1

ﬂx.)=‘,_2__‘14 ,g{ dij,-j:d;1x12+d22x22'+'"'dnnxnz+2dux|xz+

+2d 3t +2d, X, , (7.5 1)
X,,Xy,....X, 0‘Zgaruvchilarga nisbatan o‘zgaruvchi sonii funksiyaga
kvadratik forma deyiladi. ‘
(7.51) formani vektor ko‘rinishda yozish mumkin
JS)=X'DX. (7.52)
Bunda N
X'=(x,, Xy X,)s (a'y=dij), ij=1,n.
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(7.50) kvadratik funksivaning past (yuqori)ga gavariq bo‘lishi (7.51)
kvadratik formaning past (yugori)ga gavariq bo‘lishiga bog‘liqdir.

7.7-ta'rif. X=0 dan boshqa barcha X=(x,x,,...,x,) lar uchun
AX)<0 o‘rinli bo‘lsa, AX) ga manfiy aniglangan kvadratik forma
deviladi.

7.8-ta’rif. X=0 dan boshga barcha X=(x,. x,....,x) lar uchun
AX)>0 o‘rinli bo‘lsa, X) ga musbat aniglangan kvadratik forma
deyiladi.

7.9-ta’rif. Agar X'DX kvadratik forma nomusbat aniglangan
bo‘lsa, X'DX kvadratik formaga nomantiy aniglangan deyiladi.

7.10-ta’rif. Agar X'DX <0 tengsizlik barcha X=0 lar uchun
to‘g‘ri chiziqli, bunda X=0 uchun X'DX=0 bajarilsa, X'DX ga
nomusbat aniglangan kvadratik forma deyiladi.

n n
7.3-teorema. Agar fix,.X,,....X )= ZZldf,-xf,- kvadratik formada
- ! i=l i=
barcha tartibdagi
djd,,...d,
Yuc| b Nandmodn| D =T
‘Dlzdli‘ Dzz d21d22 AN B ) L Or e i =Ln

dnl an . 'dnn
aniglovchilar noldan fargli bo‘lsa, fx,, x,,...,x.)) kvadratik formani
quvidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
Ax,, ,\’3,..._,)6”)‘—'-ozlyl2 + 0, y22 ot a,,yﬁ .
D . —
bunda o = ' Ln

Demak, o, koeffitsientlarning ishorasi D, aniglovchilarning
ishoralariga bog'‘lig bo‘lib, kvadratik formaning ko‘rinishini aniglaydi
va quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:
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, 1. Agar D,,D,,...,D_ aniglovchilarning har biri musbat bo‘lsa,
AX) kvadratik forma musbat aniglangan bo‘lad;.

2. Agar, D, i =1,n sonlar ketma-ketligida ishoralar navbat bilan
almashib kelsa, o, koeffitsientlar manfiy bo‘lsa, AX) forma manfiy
aniglangan bo‘ladi.

3. Agar D matritsaning rangi »<n bo‘lsa, hamda D, i=1,n
aniglovchilar musbat ishorali bo‘lib, golganlari noiga teng bo‘lsa,
AX) kvadratik forma nomanfiy aniglangan bo‘ladi.

4. Agar D matritsaning rangi »=<n bo'lib, 1, D, j =1, qatorda

ishoralar almashib kelsa hamda D =0 ;=15 bo‘lsa, kvadratik
forma nomusbat aniqlangan bo‘ladi.
5. Agar, 1, D, j=1,n sonlar ketma-ketligida ishoralar almash-

masa hamda manfiy ishorali aniglovchilar mavjud bo‘lsa, f(X)
kvadratik formaning ishorasi aniglanmagan bo‘ladi.
7.15-masala. Quyidagi formulaning ko‘rinishi anigiansin:
SO0, %)= =2x 24 2x x,=3x, X=X, 2+ 2x,x,~4x. 2.

Yechish.

3
201 =2
2
p=(1 .11 || D=-2
BERE
2
o =2
21 23
'=+2—1=l, D3=l —1 1 =—2-4-:.

Demak, 1, D,, D,, D, ya’ni 1, -2, 1,—2% sonlar ketma-ketligida

ishoralar navbat bilan almashgani uchun F(x,, x,, x;) kvadratik
forma manfiy aniqlangandir.
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7.4-teorema. Nomanfly F(X) =XDX kvadratik forma £, Evklid
fazosida qavariq funksiyasidir. Agar kvadratik forma musbat
aniglangan bo‘lsa, u qat’ly qavariq funksiya bo‘ladi.

7.5-teorema. Nomusbat F(X) =XDX kvadratik forma En Evklid
fazosida yuqoriga qavariq funksiyadir. Agar kvadratik forma manfiy
aniglangan bo‘lsa, u vaqtda qat’iy yuqoriga qavariq funksiya bo‘ladi.

Shunday qilib, kvadratik programmalashtirish masalasining
ta'rifini quyidagicha berish mumkin.

7.11-ta’rif. Quyvidagi shartlami

Zo'”x] <b (i=lm) (7.53)
x;20, (j=Ln) (7.54)
qanoatlantiruvchi
n n
AX)= de +lel C X (7.55)
= ] ‘
funksivaning maksjmum (muumum) qiymatini topishga kvadratik
n fl
programmalashtirish masalasi deyiladi. Bunda /2; & C 7 — manfiy
=1 y=

(musbat) — yarim aniqlangan kvadratik forma.
(7.53) — (7.55) kvadratik programmalashtirish masalasini
yechish uchun funksiyasini quyidagicha tuzib olamiz:

L(X,)L) = Zdl +ZZC/€JX1\X +;"1(b ZO'I/ J] (i:l,_)

k=1 j=1

Agar L(X A) funksiya (X, A)= (x"x"... 0% A, A,y A)

egar nuqtaga ega bo‘lsa, ya'ni quyldagl ‘shartlar qanoatlantmlsa
9L, T :
;b;]‘ < 05 (.] - 1,”), (7.56)
0 C)[o s T .\,

X; = %, =0, (=Ln) (7.57)
X)20. (j=Tny (7.58)
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Wj 20, (i=1lm): (7.59)
()[1 P 1 .

MG =0 =T, (7.60)

A 20, (=Lm); {7.61)

9L,

oLy,
bundaa"‘1 v Lagranj funksiyasidan olingan xususiy hosila-
larning egar nuqtadagi qiymatlari. Endi (7.55) va (7.38)
tel.mgsizliklargaﬁj(z‘=ﬁ) va W(i=1,m) qo'shimcha o‘zga-

ruvchilar Kiritib (7.56) — (7.61) tengsizliklar tenglamalar sistemasi
ko‘rinishiga keltiriladi:

oLy T

a, +9;,=0 (j=Lan) (7.62)

9Ly

o, -W;=0 (i =1,m): (7.63)

X9;=0 (=Hn); (7.64)

MW, =0 (i=1m); (7.65)
X0 20,9, 20.W,20(j=Ln i=1m) {(7.66)

Demak, (7.53) — (7.55) kvadratik programmalashtirish
masalasini hal gilish uchun (7.62 va (7.66) sistemalarning shunday
manfiy bo‘lmagan yechimlarini topish kerakki, bu vechimiar (7.63)
va (7.65) shartlarni albatta ganoatlantirsin.

Bu yechimlar to'plamini sun’iy bazislar usulidan foydalanib,

AX, A)=- 2 M\ funksiyaning (7.62) — (7.65) shartlarini
i=l

ganoatlantiruvchi maksimum (minimum) giymatlari topiladi.
Shunday qilib, (7.53) — (7.55) kvadratik programmalashtirish
masalasini yechish uchun quyidagi bosqgichlarni bajarish kerak:
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1. Lagranj funksiyasini tuzamiz.

2. Egar nuqtasi mavjudligining zarur va yetarli shartlari Lagranj
funksiyasi uchun (7.62) — (7.66) ko‘rinishda yoziladi.

3. Sun’iy bazis usulini go‘llab, Lagranj funksiyasi uchun egar
nuqtasining mavjudligini yoki mavjud emasligini ko‘rsatamiz va
bu nuqtaning koordinatalari topiladi.

4. Optimal yechimlari yoziladi va optimal reja tuziladi.

Yuqoridagi formulalar va goidalarning qo‘llanishini (7.26)
yechilgan masalada ko‘rish muinkin.

Topshiriglar

Quyidagi kvadratik programmalashtirish masalalarini (7.16—
7.18) vyeching:
7.16. Quyidagi kvadratik masalasining yechimlarini Kun-Taker
teoremasi shartlaridan foydalanib toping.
X +2x; £13,
{21‘1 +x 9.

x20, x,20
RX)=-4x 2~6x,+ 8 +44x,+2x x,—max.

7.17. 7.18.
—t X +331c2 25,

X +x; <2, ‘2x,+5x2 22.
x,20, x,20. X320, X>0
f;lax=2X1+3x2—2‘X;2' f;11i11=4X12+ 3X22'

5-§. Gradiyent usuli

Shu vaqtgacha chizigsiz programmalashtirish masalalarinj
simpleks usulini qo‘llab yechgan edik. Lekin simpleks usuli chekli
imkoniyatga ega bo‘lganligi uchun chegaraviy shartlari va magsad
fuknsiyasining tarkibiy gismi murakkab bo'lgan masalalarga go*llab
bo‘lmaydi. Shuning uchun bunday hollarda kvadratik va gavariq
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programmalashtirish masalalarini yechish uchun gradiyent usullarini
qo'llash ancha qulaylik varatadi. Chizigsiz programmalashtirish
masalalarini gradiyent usullarini go‘llab yechish uchun ayrim zarur
bo‘lgan ta'rif va goidalarni keliiramiz.

Bizga n o'Ichovli E, Evklid fazosi bmlg'm bo‘lsin. E, fazosining
biror sohasida f{x) j{x ...x ) funksiya o‘zining xusu ,1y hosilalari
bilan birgalikda uz,ul\w funksiyalar. to'plamini tashkil etsin. Bu
funksiyalar to‘plami C'$" bilan belgilansa, £, da fe C' funksiyaning
gradiyenti proyeksiyalarini quyidagicha yozish mumkin:

g A o
ox; axy T ax,

Demak, En da fe C, funksiyaning gradiyenti proyeksiyalari
vektor ustun bo‘lib, u simvelik ravishda quyidagicha yoziladi.

¥ o o

cwald 3ene
ax, Vax, 27 ax,

gradf=% =

bundas,¢,,...,s, ortlar.

Gradiyentni E, da koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalari
quyidagicha yoziladi:

VF(X) = [i R A iy ]
X1 d’\Z ox Xp
AX) funksiyaning berilgan x* nuqtadagi gradiyentini quyidagi
¥ (x%) o (x) o (x)

goeey

V(X" =

3

E)xl E)X2 E)x,,

ko‘rinishida yozish mumkm
O‘yinlarni x'=(x,",x x %) nuqtada AX) funksiyadan gradiyent
yo‘nalishi bo‘yicha olmgan "hosila eng katta giymatga erishadi,

ya'ni
o (X°) (X I 2
‘Vf(XO)|=\[( ax, ) ( ox, J N ( ox,,

ga teng bo‘ladi va gradiyent yo‘nalishi eng tez o‘sish yo‘naljshi
boladi.
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AX funksiyaning E, ichki x” nuqtasidagi gradiyenti VAX)
nugtadan o‘tuvchi yuksaklik sirti ({X)=const) ga perpendikular
bo*ladi:

o, _[L¥XY _FXH oy
SO I T 7Y
Vekior f(X) funksivaning x* puqtadagi eng tecz kamayish
yo‘nalishini ko‘rsatadi va uning x® nuqtadagi antigradiventi deyiladi.
Agar X nuqgtada £ X) funksiya uchun VAX)=0 bo'lsa, u vaqtda
X=(x.x,,...,.x) nuqtaga statsionar nuqta deyiladi.
Endl AXe C' funksiyadan ixtiyoriy yo‘nalish bo‘yicha xususiy
hosila olish tushunchasini kiritamiz.

7.12-ta’rif.  Berilgan X°=(x",x,"....x,°) nuqtada

JAXN=Ax.x,,....x )e C' funksiyadan S(s,,s,,...,s) (|S| =1} yo'nalish
bo‘yicha olmgan hosila deb quyidagi limitga avtiladi:

oy _ . F(X0+A8)-£(x")
EAY A0 A )
Agar AX) funksiya X'=(xx/,...,x %) nuqtada differensialla-
, . e o X" .
nuvchi funksiya bo‘lsa, ixtiyoriy S(|S| =1) uchun S mavjud

3J(X)

bo‘ladi, hamda =(VAXY),S) (7.67) o'rinli bo'ladi.

Hagigatan ham mlyorly cheksiz kichik A>0 uchun quvidagi tenglik
SIXOHAS)-AXY=(V LX), (X0+DS=X"))+0( ||_x° +hS — 0

bajariladi.
Bunda

AXFAE)=X)FMV AX) S)+O(rS]).
va

1] .
lim S AAS) - Z(,X?_) =
2—+0 A
. MVF(XY), S 0")\,5'
= fim = e “)",;'H P wroxn),s)
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Bizga ma’lumki,

(VAX),S=[VFX|IS] cos(VAAM".S).
Demak,

af (" ) ||Vf(X |IS]cos(TAX)",S).

Shunday qihb, bundan ko‘rinadiki, £ X) funksiyadan X* nuqtada
§ yo‘nalish bo'yicha olingan hosila
cos(AVA)™, =1
bo‘lganda maksimal qiymatga ega bo'ladi.
Demak, § vo'nalish x' nugtadagi funksiya gradiyentining

0

(VAX®)) yo*nalish bilan bir xil bo‘lganda afé)é{

maksimal giymatga

erishadi.
7.19-masala. fix x,)=3x+12x,? funksivadan x’=(3;4) tekshirib
S=(1,1), §(S]=1) yo‘nalish bo‘yicha olingan hosila topilsin.
Yechish.

’

[y Y
v(x)= ( 0 an ]

YO _ gy A gy
axl ox Xy

IFAX")

ox

= 6.3=18
(X%
ox)

Demak, VAX")=(18;96)
(7.67) ga asosan

= 24.4 =96.

g (X ) —(VAX), ),

162



x° .
ya'ni af;S ) =(18.96), (1,1).

- 0
Bunda %Yq—) —18+96=114,

7.20-masala. f(X)=4x+7x} funksiyaning x=(}:2) nugtadagi
eng tez o‘sish yo*nalishi aniglansin. . -
Yechish. AX) funksiyaning x? nuqtadagi eng tez o'sish yo'nalishi:

S=(VAXY).

FXY FAXYYY)  F XY FXYY 5
= y— , =8x,, ———==I14x".
VAXY) [ ™ o o Xy %, X
Demak, S=VAX)=(8,1; 14;2)
5=(8,2)

yo‘nalish berilgan fX)=4x2+7x* funksiyaning x"=(1;2) nugtadagi
eng tez o'sish yo‘nalishi bo‘ladi.

7.21-masala. f(X)=5x7+10x,> funksiyaning x°=(2,3)
LAF (XY . , . .
nugtadagi a5 E 0 shartlarni ganoatlantiruvchi barcha § yo‘na-
lishlari topilsin.

Yechish. S=(X-A")=(x-2; x,-3).

oyl)
Shartga ko‘ra S <0

WAY
(VAX),5)<0

(XY (X"
Vf(Xj)z( ox; | ox, ]

YX _ o
o =10x| =20

AL )
o =20x|x,_,=60

VAX)=(20;60).
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_ af (X°)
demak, —
Demak, 05

((20;60), (x,=2; x,-3))<0

20(x,—2)+60(x,-3)<0,
yoki
20x,+60x,-220<0,
x,+3x,-11<0
naciz 1 1 . S . . o (X°)
tengsizliknt ganoatlantiruvehi har ganday nugralar to plami 35
noldan katta bo‘lmagan giymat beruvchi yo‘nalishlarni aniglaydi.
Shuni ham aytish kerakki, ayrim vaqtlarda bu yo‘nalish ichida
mumkin bo‘lgan yoki mumkin bo‘lmagan yo‘nalishlar ham bo‘lishi
muimkin.
7.13-ta’rif. Shunday) son mavjud bo'lib. har qanday e [0,

Al uchun x'+3.5e M o‘rinli bo‘lsa, Xe M boshlanadigan yo‘nalish
mumkin bo‘lgan yo'nalish deyiladi.
7.6-teorema. Agar M to‘plam

g(x)<0 (z' = m) tengsizliklar sistemasi orgali aniglangan to‘plam

bo'lib, x%« M va g(x)=0 shartni bajaruvchi 7 indekslar to‘plami
I(x) bo‘lsa, u holda
(Vg(x),8)+e<0, (ici(x*) ) (7.67)

tengsizliklar sistemasini ba’zi e>0 da ganoatlantiruvchi § yo‘nalish
mumkin bo‘lgan vo'nalish bo‘ladi.

7.7-teorema. Agar x"eM nuqtadagi § yo‘nalish mumkin
bo‘lgan yo‘nalish bo‘lsa, u holda har ganday /e {(x") uchun

(Vg(X9),$)<0 (7.68)
tengsizlik o‘rinlidir.

Yugoridagi gradivent usullaridan foydalanib har qanday chizigsiz
programmalashtirish masalalari yechiladi va umumiy holda lokal
ekstremumlarni topish mumkin bo‘ladi.

Shuning uchun gradiyent usullarini go‘llab, qavarig program-
malashtirish masalalarining lokal ekstremumlarini topish mumkin.
Har ganday lokal ekstremuimn, bir vaqtning o‘zida global ekstremum
ham bo‘ladi.
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Gradiyent usullarini go‘llab masalalarni yechish jarayoni bironta
X% npuqtadan boshlab, ketma-ket izlash natijasida dastlabki
masalaning vechimi topiladi.

Gradiyent usullarini ikkita guruhga ajratish mumkin:

1. Izlanadigan X*» nugtalar mumkin bo‘lgan yechimlar soha-
sidan chetga chigmaydigan masalalarning yechish usuli;

2. Izlanadigan X* nugtalar mumkin bo‘lgan yechimiar sohasida
va izlanadigan vechim mumkin be‘lgan sohadan tashgarida bo‘lgan
masalalarni yechish usullari.

Birinchi guruhga garashli masalalarni Frank-Vulf usuli bilan,
Tkkinchi guruhga qarashli masalalarni esa jarima funksiyasi vsuli
bilan yoki Errou — Gurvis usuli bilan yechish mumkin.

. Frank —Vulf usuli. Faraz qilaylik, quyidagi shartlarda

n

Yo <b  (i=Tm) (7.69)
J=1 ’
x20, (i =1,n) (7.70)
SO=Ax,.%,,...0%,), (7.71)

botiq funksiyaning maksimum givmatini topish kerak bo‘lsin.

Bn masalaning xususivatiaridan biri tengsizliklar sistemasi
chizigli tengsizliklardan iborat bo‘lganidadir. Shunday xususivat-
lardan foydalanib, chizigsiz programmalashtirish masalalari ko*ri-
nishiga keltirish va masalani ketma-ketligini almashtirishlar
vordamida yechish mumkin.

(7.69) — (7.81) masalani yechish jarayoni masalaning mumbkin
bo‘lgan yechimlar sohasidan bironta x nugqtasini topishdan
boshlanadi va x'* nuqtada AX) funksiyaning gradiventi topiladi.

Endi x* nuqgtada f(X) funksiyaning gradiyentini topamiz:

'af (Xik)) o (X(kJ) af(xtk))
VAxy = oy ox,, }

va bunga asosan chizigli funksivani

of (X o (X® of (X
F(x,,xz,...,x”)= T)Xl + _;()'T))Q to.t # Xn (772)
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Bundan keyin (7.69) — (7.70) shartlarga asosan AxXp0000x ),
funksiyaning maksimum qiymatini topamiz. Faraz qllavhk 7
nuqtada FY) funksiya maksimum giymat qgabul qilsin. U vaqtda
dastlabki masalaning mumkin bo‘lgan yechimining koordinati x4+
nugtada bo'iadi:

x(Hl)—x(k)_*_)\’(ZU)_XM) (7 '13)

Bunda Ak — ixtiyorly son bo‘lib, hisoblash gadami deb aytiladi
va

0 <), <1 gateng.

A, — ixtiyoriy son bo‘lib, uni shunday tanlash kerakki, £X)
funksivaning X=X%"" nuqtadagi A, bog'lig bo'lgan giymati
maksimum qiymat ya'ni f =fX*") bo‘lsin. Shuning uchun

df : . e
di U tenglamani yechib, A, ildizlari ichidan eng kichigi tanlab
olinadi.

Agar bu izlanadigan ildizlar birdan katta bo‘lsa, v vaqtda %=1
deb olamiz va shundan keyin nuqtadagi X**) nuqtaning koor-
dinatlarini hisobiab, magsad funksiyaning bu nuqtadagi qiyimati
topiladi. Shundan keyin yangi X%*¥ nugtaga o‘tish zarurmi yoki
yo'gligi aniglanadi. Agar zarur bo’lsa, teoremaga u vaqtda A%*D
nugtada magsad funksivasining gradiyentini hisoblab va chizigli
programmalashtirish masalasini yechib, X*** vechimlari topiladi.
X4 5 nugta ham yuqoridagi kabi tekshiriladi.

Demak. chekli qadamlar natijasida, ma’lum aniqlikda dastlabki
masalaning yechimlarini topish mumkin Shunday qilib, (7.69)—
(7.71) masalani Frank-Vulf usuli bilan yechish jarayoni quyidagi
bosqgichlarni o’z ichiga oladi:

1) dastlabki mumkin bo‘lgan yechimi topiladi;

2) (7.71) funksiyaning mumkin bo‘lgan yechimini aniglovchi
nugtada gradiyenti hisoblaniladi;

3) (7.72) funksiyani tuzib (7.69) va (7.70) shartlarda minimal
givmati hisoblaniladi,

4) hisobash gadami 2, topiladi,

5) (7.73) formula vordamlda mumkin bo‘lgan yechimining
tarkibiy qismlari yangidan topiladi;
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6) keyingi mumkin bo‘lgan yechimga o‘tish zarurligi ko‘rib
chigiladi. Agar zarur bo‘lsa, ikkinchi bosgichga o‘tiladi. Agar zarur
bo‘lmasa dastlabki xususiyatlaridan kerakli yechimi topib hisob-

laniladi.
7.22-masala. Frank-Vulf usulini go‘llab, quyidagi sharilarda

X +2x <8, -

2x -2y €12, (7.74)

x,20, x,20. (7.75)
Axpxy) = 2x, + 4x,— x 2 — 2x,2 (7.76)

S(x,x,) funksiyaning maksimum giymatini toping.
Yechish. f(X,,X,) funksiyaning gradiyentini topamiz:

axl ’ r7x2

W:(i if—]= [2(1—x)); 4(1-x,)]

va masalaning mumkin bo‘lgan dastlabki yechimi deb x9=(0;0)
topiladi, yechimining aniglik sifatini esa [f{X*"j-fAX*")|<e,
bunda £=0,01 deb olinadi. Endi bu yechimm gadam-bagadam
yaxshilaymiz.

I. Almashtirish (yaxshilash, o‘zgartirish, yangilash).

X" nuqgtada f{x,,x,j funksiyaning gradiyenti x,=0: x,=0 nuqtada
topiladi.

VAX)=(2;4).

Demak, birinchi bosgichda masalani quyidagi shartlarda
X, +2x; <8, }

2 - x, < 12. (7.77)
x,20, x,20. (7.78)
Ax.x;) = 2x, + 4x, (7.79)

Hx,,x,) funksiyaning maksimum giymatini topish talab etiladi.

(7.77)=(7.79) masalani simpleks usul bilan yechib, dastlabki
optimal reja 2°=(0,4) topiladi.

Masalaning mumkin bo‘lgan yechimi (7.73) formula yordamida
topiladi.

167



XR=xO+} (Z%-X"), bunda 0\ <1. (7.80)
X va Z% lar qiymatlarini (7.79) ga goysak,

=0+ 4;0,
XD =04+ 1;4. (7:81)
kelib chiqgadi. Bundan Ani topish uchun x, va x, larning
giymatlarini (7.81)dan tOplb (7.79) ga qo y115'1 quyldagl kelib
chigadi:
AA)=16) =322

A A,) funksiyadan hosila olib 0 ga tenglashtirib yechilsa, quyidagi

hosil bo‘ladi;

FI(3 )=16-64% =0, 1 =— =0,25.

0 <i <1 bo'lgani uchun, A, ning .qudl giymatini qadam deb

qabui qilamiz. U vagtda x('=(0;1)
foxt) =2
JOM—Ax=2 > =0,01.

i1. Almashtirish. Dastlabki masalaning X"nuqtadagi gradiyenti
VAXDY=(2:0) bo'lgani uchun f£(x.0)=2x, magsadli funksiyani
(7.77) va (7.78) shartlarga asosan maksinum qiymatini topish
talab etiladi. Bu masalani simpleks usulni go‘llab vechsak ZV =
(6,4;0,8) yechim kelib chigadi.

Endi X?=XD-+3 (Z0-X) aniglanadi. Oxirgi tenglikni
quyidagicha yozish mumkin.

@) _
X = 6,44,, ]
P =1 -ozxz.f

(7.82) ni (7.76) ga qo‘ysak, X, ga nisbatan quyidagi tenglik

hosil bo‘ladi.
F(A,)=2+12,84,-41,76A2, bundan F.())=12,8-83,521,.

F () ni 0 ga tengla.shllrllsa A, ~O 15 hosil bo‘ladi:

(7.82)
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x? =0,9%,
x{) =0,97.

X2 = (0,96;0,97), f(X®)=2,996 bo‘lgani uchun fIX®)-
AX1M=2,9966-2=0,9966>¢=0,01 kelib chiqgadi.

1IL. Almashtirish. 3® nugtada fX) funksiyaning gradiyentini

hisoblaymiz:
Vf (X®)= (0,08;0,12).

Demak F,(X) funksiyaning nugtadagi ko‘rinishi quyidagicha
bo‘ladi:
F(x,.x,)=0,08x +0,12x,. (7.83)

Endi (7.83) funksiyaning (7.74) va (7.75) shartlarga asosan
giymati topiladi. Bu giymat quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
Z0=(6;0).

Yuqoridagilarga asosan x® ni aniglaymiz:

xN=x2HQ(ZD-XP).

Natijada quyidagilar topiladi:

[*® = 0,96+ 25 (6-0.96) = 0.96 + 5,044,

[ %6 = 0,97 +25(0-0,97) = 0,97-0,97A,.
F().,)=2,9384+0,4032,-27,34 1612,
F(i,)=0,4032-54,6832),,
0,4032-54,6832A,=0,

Lo 4032
M= Saes3 - 0007

Demak, X®=(0,99528; 0,96321)
F(X)=2,99957
F(X®)- F(X)=2,99957-2,9966=0,00297<e=0,01.

. Shunday qilib, X*'=(0,99528; 0,96321) (7.84)—(7.86) masala-
ning izlanayotgan yechimi hisoblanadi va bu yechim qavarig
programmalashtirish masalalarini yechganda ko‘rgan 7.27-
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masalaning ¥'=(1; 1) ga ancha yagindir. Agar ¢ miqdorga yana
kamroq qiymat berilsa, X®=(1,1) yechimga yanada vaginroq
maksimal yechimini topish mumkin.

Jarima funksiya usuli. Quyidagi shartlarda

8(X,%,,.... X )<V, (i = m)

xiZO,(i=l,_ﬂ)

F(X) =fx,x,x,..,x) botiq funksiyaning maksimum giymatini
topish shunday bo‘lsin.

Bunda gix,,x,,....x) (i =rr5)funksiyalar qavariq funksiyalar

to‘plamini tashkil giladi.

Bundan keyin maqgsad funksiyaning maksimum giymatini izlash
o‘rniga Fx,,x,,....x )=A(x,X,,....x )} + H(x,,x,,...,x) funksiyaning
maksimum giymatini izlaymiz, ya'ni

FX)=AX)+H(X)—»max, X= (xx,,...,X).

Demak, F(X) funksiya maqsad funksiya va H(X) ma’lum
chegaralar sistemasi bilan aniglangan Jarima funksiyasi yig‘indisidan
iborat.

H(X) jarima funksiyasini har xil usullar bilan tuzish mumkin.

Ko‘pincha jarima funksivasi quyidagi ko‘rinishda izlanadi:

H(X)= Zlai ()& (%), X= (x,,%,,...,X,)-
0, agarda b —g;(x)20,
<0. (7.84)

Bu shunday @ (X)= {ai, agarda b —g;(x)

o (x)z0 — o‘zgarmas sonlar bo'lib, ogirlik koeffitsientlari
deb ataladi.

Jarima funksiyasidan foydalanib, ketma-ket bir nuqtadan
ikkinchi va hokazo nugqtalarda gadam-bagadam davom etib, bu
jarayon kerakli yechimlar topilguncha davom ettiriladi.

Shu bilan birga har bir kelgusi nuqgtaning koordinatasi quyidagi
formula yordamida topiladi:
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o (x5) o 3 (x®
. f(gx ), ¢, | )

i i=1

(7.85)

0x;

(7.85) dan ko'rinib turibdiki, agar kelgusi nuqta dastlabki
masalaning mumkin bo‘lgan yechimlar sohasida bo‘lsa, kvadrat
gavs qo‘shiluvchi nolga teng va kelgusi nuqtaning koordi.natasi@a
magsad funksiyasining gradiyenti topiladi. Agar nuqta mumkin
bo‘lgan yechimlar sohasidan tashgarida bo‘lsa, u vaqtda yana
qaytadan yechimlar sohasiga o‘tishga to‘gri keladi va gaytadan
ozgartiriladi.

Shunday qilib, jarima funksiyasi usuli qavariq programmalash-
tirish masalalarini yechish jarayonida quyidagi bosqichlami o‘z
ichiga cladi:

1) dastlabki masalaning mumkin bo‘lgan yechimlari aniglanadi;

2) niscolash qadami aniglaniladi;

3) magsadli funksiyadan hamma o‘zgaruvchilar bo‘yicha
xususiy hosilalar va mumkin bo‘lgan schasini aniglovchi funksiya
topiladi;

4) (7.85) formula yordamida mumkin bo‘lgan yangi yechim
nuqtalari aniqlanadi;

5) tepilgan nugtalarning koordinatalari berilgan chegara
shartlarini ganoatlantirishi tekshiriladi. Qanoatlantirmasa kelgusi
bosqichga o‘tiladi. Agar topilgan nuqtaning koordinatalari nmumkin
bo‘lgan vechimlar sohasida aniglansa, u vagtda kelgusi mumkin
bo‘lgan vechimlariga o‘tish zarurligi o‘rganiladi. Agar zarur bo‘lsa,
masalani vechishning ikkinchi bosqichiga o‘tiladi. Agar zarur
bo‘lmasa, topiigan yechimlar dastlabki masalaning kerakli yechimlari
hisoblanadi;

6) koetfitsientlarining qiyvmatlari aniglanadi va 4-bosqichga
o‘tiladi.

7.23-masala. Quyidagi chegaraviy shartlarida

(= 7+ (2= T7)2< 18, (7.86)
x,20, x,>20. (7.87)
S (xx)=—x—x,’—>max (7.88)
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Yechish. Magsadli funksiva mantiy aniglangan kvadratik forma
bo‘lgani uchun, u botiq funksiyadir, Mumkin bo'lgan yechimlar
sohasi (7.86), (7.87) esa qavariq sohadir. Demak, (7.85)—(7.87)
masala qavariq programmalashtirish sohasining masalasidir. Masalani
yechish uchun jarima funksiyalar usuli qo‘llaniladi. Oldin
mumkin bo‘lgan vechimlar sohasi aniglaniladi (7.6-chizma).
Keyin sath chizigini fix ,x,)=h chizib olamiz. Sath chizig'i
markazi 0(0;0) nuqtada bo'lgan aylanadan iboratdir. Shu
aniglanganlar to‘plamidan birontasi mumkin bo‘lgan yechimlar
sohasiga urinadi. Bu nuqtada magsad funksiyasi izlanayotgan
maksimum giymatga ega bo‘ladi. X’ nuqtani aniglanish sohasidan
olsak, X"=(6,7) ga teng bo‘ladi. A ning giymatini A=0,t deb olib

va g(x,,x,)=18—(x,—7)—(x,~7)* deb belgilab, undan X, va X,
o‘zgaruvchilar bo* VlChd birinchi tartibli xususiy hosilalar olms"t
quyidagilar hosil bo‘ladi:

:OL =-2x;; 98 _ -2x +14;
ox, ox,
Y oy %o ok 14
()X2 ox Xy

Endi (7.85) formulani qo‘llab, nuqtalar ketma-ketligini tuzib
chigiladi. Natijada nugqtalarning ichidan kerak bo‘lgan yechim
topiladi.

xZ..i e

| 7y ) I

,,'M \

7t / E 4

6F \ fxw K

3t quy x4 S

4r X V. T e

Ehi [( '

2 L— Y N (XjP\ ‘\

l i \‘.\l‘ \‘- l‘.

T A : 7 : T T T bl
11 2 3 45 6 *

7.6-chizma.
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I. Almashtirish. X»=(6,7) nuqta mumkin bo‘lgan yechimlar
sohasida bo‘lgani uchun (7.85) formuladagi kvadrat gavs ichidagi
ifoda nolga teng. Demak, jadvalda nuqtaning koordinatlari quyidagi
formula yordamida hisoblaniladi:

{0)
% b=max = O;Xl(o)+/l—(ax—) =max{0;6+0,1-(-2)-6} =
! 1

=max{0; 4,8}=4,8,
af(X("’)

=max{0;7+0,1-(-2) -7} = 5,4
X3

. y(0)
x,"=max 0; 4; " +4

Endi X"=(4,8; 5.6) nuqtani masalaning yechimlar to‘plami
sohasiga kiradimi yoki yo‘qmi tekshiriladi. g(X'V)=18-4,84-
1,96=11.2 bo‘lgani uchun g(X\")=-544.

I1. Almashtirish. Yugoridagilarga asosan quyidagilami topamiz:

x P=max{0; 0.48+0,1-(-2)-4,8}=3,48;
x,¥=max{0; 0,56+0,1-(-2)-5,6}=4,48,;
g{X9)=18-9,9856~-6,3504=1,664>0, A(x?)=-34816.
II. Almashtirish. Endi masala quyidagicha hisoblanadi:
x,=max{0; 0,384+0,1-(-2)3,84}=3,072;
x,"=max{0; 4,48+0,1-(-2) 4,48}=3,584;
2(xM)=18-15.429184-11,669056~-9,0981.
IV. Almashtirish. X nuqta masalaning mumkin bo‘lgan
yechimlar sohasiga kirmaydi.

Shuning uchun,

af(X“)) af(X(3_))
x,W=max{0;x ‘Y +1 +a
axl axl




=max{0;3,072+0,1-[((-2)-3.072)+
+o((-2)-3,072+14)]}=max{0:2,4576+0-0,7856}
o (x®)  a(x?
x,M=max{0;x, +1 f( )+af( )
- Xy ax2

=max{0;3,584+0,1[(-2)-3,584)+
+0((=2)-3,584+14)]}=max{0;2,8672+c0,6832}.

Bunda o sonni tanlash muammosi kelib chigadi. o sonni shunday
tanlash kerakki X% nugta mumkin bo‘lgan yechimlar sohasining
chegarasiga yaqin va shu sohada joylashgan bo‘lsin.

Bu talabni o =1,9 giymat goniqtiradi.

o =1,9 giymatda x,», x, lar hisoblanadi:
x,®=max{0;2, 4576+1 9:0,7856}=3,950;
X, 0= =max{0;2,8672+1,9-0,6832}~4,165;
g(X“’) 9,3025+8,037225~0,660;
JS(X9)=-32,950.

V. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:

x,9'=max{0;3,950+0,1-(-2)-3,950}=
=max{0;3,950-0,790}=max{0;3,18}=3,18;

x,9=max{0;4,165+0,1-(-2) 4,165}=3.332;

g()(‘-”)=l8—14,7456—13,4542.242—10,2.

V1. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:

x,@=max{0;3,18+0, 1-{(-2) 3, 18+1,9-
((—2) 3, 18+14)} =3,987;
x,®=max{0;3,332+0, 1 [(—2)-3,332+1,9-
((<2)-3,332+14)]}=4,059,
g(X©)=18-9,078169-8,649481=0,272;
SIXN)=-32,372.

VII. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:

x,P=max{0;3,987+0,1:(=2)-3,987)=3,189;
x,P=max{0:4,059+0,1(~2)4,059}=3,247;
2(X7)=18-10,169721-10,543009~-2,713;
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SfIXM)=-3,1892-3,247=10,24.

VIII. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:
x,®=max{0;3,189+0,1-[(-2)-3,189+1.9
((-2)-3,189+14)}=3,999;
x,Y=max{0;3,247+0,1-[(-2) 3,247+1,9
((=2)-3,247+14)]}=4,027;
g(X#)=18-9,006001-8,856576=~0,137,
JUX®)=-32185.

IX. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:
x,P=max{0,3,999+0,1-[(-2)-3,99]}=3,199;
x,"=max{0;4,024+0.1-[(-2)-4,024]}=3,219;
2(XO)=18-14.447601-14,29596~-10,744;
S(X9)=-3,1992-3,219°~=-10,22.

X. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:
x,"=max{0;3,.199+0,1-{(-2)-3,199+1,9
((=2):319+14)]1=4,004;
x,'"W=max{0;3,219+0,1-[(-2)-3,219+1,9
((=2)-3,219+14]}=4,012;
g(X'")=18-8,976016-8,928144~0,096;
A =-32 128;

XI. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:
x,"'=max{0;4,004+0,1-[(-2)-4,004]}=3,203;
x,"V=max{0:4,012+0,1-[(-2)-4,012]}=3,210;
g(X"M)=18-14,417209—14,3641~-10,781;
SX=-3.2032-3,2102=-10,18.

XII. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:
x,"=max{0;3,203+0,1-[(-2)-3,203+1,9
((=2):3,203+14)]}=4,005;
x,"Y=max{0;3,210+0,1-[(-2)-3,210+1,9
((-2)-3,210+141}~4,008;
g(X"19)y=-32,104;

SX12)=—4 005°-4,0082=-32,104.
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Agar X va X1TI almashtirishlar o*zaro tagqoslansa, 107" aniglikda
bir-biriga teng bo'ladi. Demak, bu yechim oxirgi almashtirish
natijasida maksimal yechim bo‘ladi. Xuddi yechimlaridagi kabi
magqsad funksiya qgiymatlarini £X) va g(X) funksiyalar gradiyentini
XU2=(4,005; 4,008) nugtada tekshirib ko'rish mumkin; ya’ni

VAX!)=(-8,01; -8,016); VAX'D)=(5,99; 5,984).

Mos ravishda koordinatlarining nisbatini hisoblasak;

-8,01 -8,016
5.99 =~1,337, 5,084 =—1,339.

Bu koordinatlardan ko‘rinib turibdiki, ular deyarli bir-biriga
teng. Demak, VAX(?) va Vg(X?) vektorlar deyarli parallel vektor-
lardir. Shu bilan birga X'»=(4,005; 4,008) nugta mumkin bo‘lgan
yechimlar sohasi chegarasiga nihoyat yagqin joylashgan, chunki
Vg(X1i)=0,078 bo‘lgani uchun x »=4,005 va x,'%=4,008
masalaning kerakli yechimlari desa bo‘ladi. Yuqoridagi ko‘rsatilgan
almashtirishlarni davom ettirib, yechimlarni kattarogq aniglikda
topish mumkin.

Kooidinatlardan masalaning geometrik talgini 7.6-chizmada
ham ko‘rinib turibdi.

3. Errou — Gurvis usuli. Yugorida jarima funksiyasi usulini
qo‘llab, egri chizigli programmalashtirish masalasini yechdik. Lekin
bu usulni go‘llaganda o, larning giymatlarini ixtiyoriy tanlab olgan

edik va har bir aniglangan XV (i=1,_n) nuqta dastlab mumkin

bo‘igan yechimlar sohasidan ancha uzoqlashib siljigan edi. Bp

kamchilikka Errou — Gurvis usulini go‘llaganda o‘rin golmaydi.

Bu usulga, asosan, har bir kelgusi gadam o® quyidagi formula

yordamida hisoblaniladi:

o, ®O=max{0; o,kV—Ag(X)}; (i=Ln). (7.89)

o, ® ning dastlabki o qiymati deb ixtivoriy musbat son olinadi.

7 '51-masala. Errou — Gurvits usulini go‘liab, (7.50) masalani
yeching: ya’ni quyidagi chegara shartlarida

(¢,~7)+(x,~7)*<18, (7.90)
x20, x220. (790
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Fx, x)==x=x,? — max.

Yechish. Errou — Gurvis usulini qo‘llab, (7.50) masala yechil-
ganda birinchi uchta almashtirishda A=0,1 bo‘lganda vechiinlar
bir-biriga to‘g‘ri keladi. Bu shuni ko‘rsatadiki, har bir topilgan
nuqta mumkin bo‘lgan yechimlar sohasida joylashgan bo‘lib, X®)
giymatlarini ixtivoriy (7.84) va (7.89) formulalar bilan hisoblaganda

bir-biridan farq gilmaydi, ya’ni _XI(K)=0(k = i:?), boladi,

IV, Almashfirish. g(\Y'»)<0 bo'lgani uchun keigusi X¥ nuqtani
(7.84) formuia yordamida hisoblaymiz:

o X(3) df X(3)
N 0, xl(“) +A ( ) + am ( )
x,“=max &x dx,

max{0,3,072+0.1[( - 3,072+a™ (- 2):3,072+14)]).

y 0,%,% +4 fill(iﬂj{) +a¥ df_(iﬁ_)) =
X,"*=max dx, dx,

max{0;3,584+0, 1[( - 2) - 3,584+a™ (( - 2)3,584+14)]).

oY — ni (7.89) formula yordamida hisoblanadi:
o/ =max{0; o-0,1-g(X¥)}=max{0;0-0,1-(-9.098 1)}=0.91,
Demak, x# =3,172; X,=3,489; g(x¥)=—8,981,

V. Almashtirish. Topilgan X¥=(3,172; 3,489) dastlabki berilgan
masalaning mumkin bo'lgan yechimlar sohasiga kirmaydi. Shuning
uchun (7.85) formula yordamida topiladi. Lekin oldin (7.89)
formula yordamida quyidagi hisoblanadi:

aM=max{0;0,91-0, (8,98 1)}=~1,81
x,9=max{0;3, 17240, 1-[(=2)3,172+1.8}
((=2):3,172+14}}=3,923.
x,'=max{0:3,489+0,1[(~2)-3,489+1] 81
((=2)-3.489+14]1~4,062.

g(X")=-0,1.
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VI. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:
ol®=max{0;1,81-0,1-(=0,1)}=1,82
x,O=max{0:3,923+0,1-[(-2)-3, 923+ 1,82
(( 2)3 923+14]}~4 258
x,®'=max({0;4,062+0,1-[(-2)-4,062+1,82
((=2)4 062+14]} ~4,319.
g(X)=1,294;
f().“"‘")z—36,784.

VII. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:
x,'"=max{0;4,258+0,1-{(-2)-4,258]}~3,406.
x,'""=max{0;4,319+0,1-[(-2)-4,319]}=3,455.
g(X")=-7,484.

VIII. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:
o> =max{0;1,82—0,1(-7.484)}=2,57;
x,®=max{0;3,406+0,1{(-2)-3,406+2,57
((=2)-3,406+14}}=4,572;
x,W=max{0,3,455+0,1-[(-2)-3,455+2,57
((~2)-3,455+14]1=4,586;
g(X9)=6,278;
f{X®)=—41,935.

IX. Almashtirish. x,@, X%, va g(A¥) lar topiladi:
x,=max{0,4, 572+O l[( 2)-4,572]}=3,658;
X, o= max{0:4,586+0,1{(-2)-4,586]}=3,669:
Z(X)=4,265.

X. Almashtirish. o9, x,®%, x,4% va g(X ) lar topiladi:
ol'"=max{0;2 57 0 I-(~ 4 ,263)}1=3
x 1=max{0;3, 658+O 1{(-2)-3 658+3,0-
((=2)-3,658+14]}=4,931,
x,U0=max{0;3,669+0,1-[(-2)-3,669+3.0
((-2)-3,669+14]}=4,934;
2(X1™M=9 451.

X1. Almashtmsh x, 0D, x40 va g(X")lar hisoblanadi:

x M=max{0; 4 93l+0 1-[(-2)-4,931]}=3.945.
x,'M=max{0;4,934+0,1{(-2)-4 ,9341}1=3,947;
g()(“”)mO 654.

XI1I. Almashtlnsh o, x, 02, x 0D, va g(X1), f(X"*) lar

topiladi:
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x,(W=max{0;3,945+0,1'[(-2)-3 ,945+3,06
(( 2)-3,945+14]}=5,026;
x,"»=max{0;3,947+0, 1" [( 2)-3,947+3,06-
(( -2)-3,947+14]}=5,026;

g(X')=10,207;
SAx(12)=-50,521.

XIII. Almashtirish. x 9, x,09, g(X"9) va AX'Y) lar hisob-
lanadi:

x P=max{0; 5,026+0,1-[(-2)"5,026]}=~4,021:
X, a3 ¥=max{0; 5.026+0,1-[(-2)-5,026]}=4,021;
g(X“ MN=0,251;

j(,i’(_’-")z—32,337.

Bu almashtirishda topilgan X=(4,021; 4,021} yechimlarni kerakli
vechimlar deb hisoblasa bo‘ladi. Shuni aytish kerakki, yuqoridagi
almashtirishlar jaravonini davom ettirsa, dastlabki masalaning
yechimlarini istalgan aniglikda topsa bo‘ladi.

Topshiriglar

Quyidagi chiziqsiz programmalashtirish masalalarini (7.52—7.54)
gradivent usullarini qo*ilab yeching.

7.52. Quyidagi funksivalarning berilgan nuqtalarda gradivent-
larini toping.

) Z=¢y - 2xp +7 . A0=(1;2);

2) Z=x} - 2xx,,  XO=(0;1):
3) Z=xi+x} X9=(2;0)

2 2
2

+X
4y 7= L— X0=(1;0).

X + X

7.53. Q_uyldam funksiva gradiyentining sath chizig'ini va
gradiyentlarini berilgan nuqtalarda hisoblab tuzing:

) Z= (x=2)"+ (x,-1)*, X0=(4;5);
2) Z= (x-2)* - (x~3)", X0=(6;4):
3HZ= Z(x—l)’ w(x -2)?, X0=(3;3):
4) Z= 2x—x,? XO=(]:2),
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7.54. Gradiyentlar usulini qo'llab, Z=4x+2x,~x2-x+5
funksiyani almashtirish jarayonini X")=(4:5) nuqtadan boshlab
maksimum qiymatini toping va yechimni topishning geometrik
talginini ko‘rsating.

Frank—Vulf usulini qo‘llab 7.55—7.56 masalalarni yeching.

7.55. Boshlang‘ich nuqtasi X»=(2;2) bo‘lganda quyidagi
shartlarda

X +2x 8,
2x; — X3 < 12.}
x,20, x,20.

F(x,x,)=2x+4x,~x,>-2x, funksiyaning maksimum qiymatini
toping.

7.56. Boshlang‘ich nugtasi x=(0;0;0) nuqta va almashtirish
jarayonining ko‘rsatkichi fAX®*D)—f(X9)<0,01 bo‘lganda, quyidagi
shartlarda

X+ 2% +X; <6,
2x, + Xy +x3 < 6.
Xy =3,

x20,x20,x 20
A(x, x,x) = 6x,+6x,— x?— x,7 — x,7 funksiyaning maksimum
qiymatini toping.
Jarima funksiyasi va Errou—Gurvis usulini go'llab, (7.57—7.59)
masalalarni yeching.
7.57. Quyidagi shartlarda
X+ X < 4,1
Xy <2 J
x20,x,20.
lﬂ(xl,x2)=4x1+103c2—x12—Jc22 funksiyaning maksimum giymatini

toping.
7.58. Quyidagi shartlarda

(x,—5)*+(-5)’<8, x 2 0, x,20.

F(xl,x2)=—x12—x22 funksiyaning maksimum qiymatini toping.
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7.59. Quyidagi juft shartlarda

2)CI + Xy SZ,[
2x1 + Xy <4
X+ X s6$J

x,20, x,20.
Fx,,x,)=-x=x,” funksiyaning maksimum giymatini toping.

Tayanch iboralar

Chizigsiz programmalashtirish, shartsiz optimallash, eng chetki nugta,
maksimum, minimum, optimal yechim, daromad, ekstremum, funksiya,
klassik nazariya, anigmas ko‘paytuvchi, Langranj usuli, xususiy hosila,
shubhali ekstremum, magsadli funksiya, qavarig va botiq funksiyvalar,
kvadratik va gavariq masalalar, usullar, chizigsiz programmalashtirish,
gradiyenti, funksiyaning yo'nalishi, funksivaning tezligi, mumkin bo‘lgan
berilganlar sohasi, Jarima funksivasi.

Takroriash uchun saevoilar

1. Chizigsiz masalalar deganda nimani tushinasiz?

2. Chizigsiz programmalarning igtisodiy talgini deganda nimaoni fushunasiz?
3. Sharisiz optimal nima?

4. Eng chetki nuata nima?

5. Optimal yechim nima?

0. Lagranj funksivasi qanday wziladi?

7. Funksiyaga matematik analizning qaysi nazariyasi go ‘laniladi?
8. Anigmas ko'payvfuvchi deganda nimani tushunasiz?

9. Xususiy hosila deb nimaga aytiladi?

10. Shubhali ekstremum nima?

11. Maysadli funksiya nima?

12. Qanduy funksiya qavarig funksive deyiladi?

13. Global maksimum nima?

14. Kvadratik funksiva nima?

15. Kvadratik va qavariq funksiva deb nimaga aytiladi?

16. Funksiyaning gradiyenti qanday 1opiludi?

17. Frank—=Vulf usuli orqali ganday masalalar yechiladi’?

18 Yo'nalishi ganday topiladi?

19. Jarima funksiyasi usulini ayiing.



VIl BOB
MATRITSALI O‘YINLAR NAZARIYASI VA CHIZIQLI
PROGRAMMALASHTIRISH

1-§. Matritsali o‘yinlar nazariyasining iqtisodiy va
geometrik talgini

Bir-biriga zid manfaatlarning to‘gnash kelishida eng optimal
(fovdali) yo‘l tanlash nazariyasi o vinfar nazarivasi deyiladi.
O‘yinning matematik tushunchasi har xil o'yinlar to'plamini qarab
chigishdan hosil bo'lgan. Lekin uning tatbiq etilish sohasi ancha
keng bo‘lib, bir-biriga zid manfaatlar to‘gnashadigan xilma-xil
holatlar to‘plamini o‘z ichiga oladi. Bu o‘yinlar to'plamiga
quyidagilar misol bo‘la oladi: shaxmat, shashka, karta o'yinlari va
boshqalar. Oyinlar nazariyasiga asos solgan olim Fon Neymandir.
Fon Neyman quvidagi masalani o‘rtaga go‘yadi: agar rita R, R,,....R
o‘ynovchilar biror G o'yinni o‘ynayotgan bo‘lsa, / — o‘ynovchi bu
o‘yinda yutib chigishi uchun ganday strategiyani tanlashi kerak?

Masalan, ikkita ragib (birinchi R, va ikkinchi R, o‘ynovchi)
bo‘lib, ulardan har biri ish tutishining yo‘lini ikkinchisidan mustagil
ravishda strategiyani tanlab oladi.

Misol uchun oq donalar bilan R, shaxmatchining strategiyasini
tanlash birinchi yurishni ko‘rsatish va R, qora donalarning mumkin
bo‘lgan birinchi, ikkinchi, uchinchi yurishlariga oq donalaming
ganday javob berishini ko‘satish demakdir: qora donalar bilan
o‘ynovchining strategiyasini tanlash oq donalarming mumkin bo‘lgan
har bir yurishiga gora donalarning ganday javob berishini ko‘rsatish
demakdir. Shunday qilib, o‘yin natijalari faqat tanlab olingan
strategivalargagina (va ehtimol, natijasi o‘yinchilarga bog‘lig
bo‘lmagan tasodifiy sinovlarga) bog‘lig bolgan to‘plamga ega
bo'ladi. Demak, agar o‘yinchi ¥ yutug natijasini olgan bo'lsa,
ikkinchi o‘vinchi birinchiga fv) so‘m to‘laydi yoki teskarisi.

R, o‘yinchi yutug‘ining M(X,Y) matematik kutilmasi
koordinatalarining mos ravishda R, va R, o‘vinchi tanlab olgan X
va Y strategiyalargagina bog‘lig bo‘ladi.
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Yugqoridagilarga asosan ko‘rinadiki, o'yinlar nazariyasi quyidagi
masalalarni o‘rganadi: _ _ .

L. R, o'yinchi R, o'yinchining ganday yo‘l tutishiga bog‘hq
bo‘lmagan holda imkon boricha ko‘proq yutuq olishi uchun, ya’ni
min, M (X,.V)=max {min, M (x,y)} bolishi uchun u ganday x,
strategiya tanlab olish kerak; _ .

2. R, o'yinchi R, o‘yinchining ganday yo‘l tutishidan qat’i
nazar imkon kamroq yutqizishi uchun, va’ni max_ M
(X, Y))=min {max_M (x,y)} bo‘lishi uchun u qanday U, strategiya
tanlab olishi kerak.

Har bir o'yinchining strategiyalar soni chekli bo‘lgan holdagina
bu masalalar prinsipial jihatdan yechiladi. Bu verda umuman har
bir o‘yinchi qandaydir anig bir strategiyani emas balki, har bir
o‘yinni takrorlaganda R, o‘yinchi uchun ehtimollari p,, p,,...., D,
bo‘lgan x,, x,....., x, strategiyalardan birini, R, o‘yinchi uchun esa
ehtimollari ¢,, g,,... ,q, bo‘lgan y,, y,,...,y_ strategivalardan birini
tanlash foydali bo‘ladi.

(P sDyse-sD,) Va (g,.4,.....q ) to‘plamlarga o‘yinchifarning aralash
strategiyalari deyiladi. {P} va {q,} to‘plamlarni va R, o‘yinchi
yutug'ining matematik kutulmasini topishga o‘yinning yechimi
deyiladi. Endi o‘yinlar nazariyasiga oid ayrim ta’rif va teoremalarni
isbotsiz keltiramiz.

1-ta’rif. Har qanday G o‘yinni o‘yin matritsasi deb ataluvchi

01 p-- 0
031093 .00

O Oyya - Oy

matritsa orgali aniglash mumkin. Bu matritsa R, o‘vinchi uchun
yutuglar matritsasi deb ataladi.

2-ta’rif. O‘yinning natijasiga yutng deyiladi.

3-ta’rif. Agar o‘yinga faqat ikkita taraf (shaxs shaxs) qgatnashsa,
u hollarda o‘yinga juft o‘yin deyiladi.

4-ta’rif. Agar juft o‘yinda yutuglar nolga teng bo'lsa, ya'ni
birinchi o'yinchining yutug‘i, ikkinchi o‘yinchining boy berishiga
teng bo‘lsa, bunday o'yin yig‘indisi nolga teng vechim deyiladi.
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S-ta’rif. Agar A yutuq matritsasi n ta ustun va m ta satrga ega
bo'lsa, bunday o'yinga nxm o'lchovli chekli o'yin deyiladi.

6-ta’rif. Yutuq matritsasi ropilgan o = max(min o). songa
i .
/

eTyiniing quyi yutug'i deyiladi (yoki maksimin strategiyasi deyiladi).
7-ta’rif. Yutuq matritsasidan topilganB = min(max o) songa
i J :

o‘yinning vuqgori yutug‘i giymati deyiladi (yoki minmaks
strategiyasi deyiladi).

8-ta’rif. Agaro = ml_ax(min o;)=o = min(maxey) =V bo‘lsa, u

i ! J
vagtda ¥ — ga o‘yinning yutuq giymati deyiladi.

9-ta’rif. o= o‘vinga egar nuqtali o'yin deviladi.

10-ta’rif. Egar nuqtali o'yinda maksimum va minumumnini
topishga optimal strategiva deyiladi.

11-ta’rif. Agar azf bo‘lsa, (egar nugtaga ega bo‘lmasa), u
vaqtda sof strategiyani ko‘rsatuvchi vektorning tarkibiy gismlariga
siljigan strategiva deyiladi.

8.1-teorema. Oyinning quyi yutug‘i yugori vutug‘idan katta
bo‘la olmaydi.

11 ta'rifdan ko‘rinib turibdiki, sof strategiyani izohklovchi vektor-
ning tarkibiy gqismlari har bir o‘yvinchining nisbiy takrorlanish da-
rajasini bildiradi va uning yig'indilari nol (bir)ga teng.

Agar birinchi o'yinchining siljigan strategiyasini X=(x,, x,....,.x, )
va ikkinchi o‘yinchining siljigan strategiyasini

IH

m
Y=(y,.,,....»,) deb belgilasak, u vaqtda 25 =Lyy =1
2 i=1

i=l

bo'ladi, bundax; >0, (l = m) y; 20, (J' = 1_5) Yuqoridagilarga

asoslanib, birinchi o‘vinchining optimal strategiyasini x*, ikkinchi
birinchilarning optimal strategiyasini y* bilan belgilasak, u vaqtda
ikkala o‘yinchining o‘yini quyidagicha bo‘ladi. Yuqoridagilardan

n

n
—_ * ¥
0= Zl X; V.

i=li=l



Optimal strategiya va o'yin yutug‘ini aniqlash jarayoniga
o‘yinning yechimi deyiladi.

8.2-teorema. Har qanday yig‘indisi nolga teng matritsa o ‘yini
siljigan strategiyasi yechimga ega.

8.3-teorema. A matritsaning ¥ o‘yin yutug‘i ¥* va Z* optimal
strategiva bo‘lishi uchun quyidagi tengsizliklarning

m
Za u; 20 (i= Lm) va ;aijz; 29 (i=l,_m)ba_iarilishi zarur va
=
yelarhdu.
8.4-teorema. Agar o‘yinchilardan birontasi siljigan optimal
strategiyani qo‘llasa, u vaqtda optimal strategiyaga (sof strategiya)
go‘shilgan ikkinchi o‘yinchining qanday chastotalar bilan o‘yinga
kirishidan gat'i nazar yutuq giymati V ga teng bo‘ladi.

25
8.1-masala. Quyidagi mdtutqa(6 4) bilan masalaning o‘yin

yechimini toping va geometrik talginini bering.

Yechish. Oldin masalaning egar nuqtaga ega yoki yo'qligini
tekshiramiz.

Buning uchun quyidagilar topiladi.

min{2;5}=2, max{2;6}=6,

min{6;4}=4, max{3;4}=>5

Demak, o'yinning quyi yutug‘i o =max{2;4}=4, yuqori yutug'i
ehtimollari 8= min{6;5}=5, o=4#p=5 bo‘lgani uchun

25
(6 4]matritsa bilan berilgan o'yin yechimi siljigan optimatl
strategiyaga ega bo‘lib, uning vutug'i ¥ quyidagi oraliqgda joviashgan
4 <v<h.
Agar 4 o‘yinchining strategiyasi U (u,, u,) vektor bilan berilgan
bo Isa, u vaqtda 8.4 teoremaga asosan Bo ‘yinchi B, yoki B,
strategiyani qo‘ltaganda A o‘yinchining o‘rtacha yutug' mmg giymati
quyidagi tengliklar bilan belgilanadi:
{Zuf +6uy =0, (B, strategiyani qo‘llaganda),
20 +4uy =0 (B, strategivani qo‘llaganda).
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Bu o‘yinlarning chastotalarining yig'indisi esa
urtu*=1,
Yuqoridagilarga asosan quyidagi sistema hosil bo‘ladi:

2u +6u, = 0,
L] k3

Sy +4u, =0,

ul +u2 = l

Bu sistemani yechsak, u*=04; u*=0,6; v=4,4 yechim hosil
bo‘ladi.

Agar B, o‘yinchining strategivasi Z=(z,*,z,*) vektor bilan
beriigan bo‘lsa, u vaqtda 8.4-teoremaga asoslanib. quyidagi sisteinani
keltirib chigarish mumkin:

2zf + 5z; =44,
67, +4z, = 4,4,

L] L3
7, +2, =1.

sistemani yechsak quyidagi yechim hosil bo‘ladi:
7,*=0,2; z,*=0.8.

25
Shunday qilib, [6 4) matritsa bilan berilgan o‘yin siljigan

optimal strategiyasi U*=(0,4; 0,6), Z*=(0,4; 0,8) bo‘lib, yutug
giymati esa v=4,4 ga teng.

Endi masalaning geometrik talqinini beramiz. Buning uchun
y0z teksligida A4 o'yinchining siljigan strategiyasini U=(u,,u,) bilan
belgilasak, U vaqtda xususiy holda A4 (0;1) nuqta A, strategiyani,
A,(0;1) nuqgta esa A, strategiyani belgilaydi va h.k.

Agar A, va A, nuqtalarga perpendikular chiziglar o‘tkazib, bu
chiziglarga o‘yinchilarning yutuglarini joylashtirib chigilsa quyidagi
8.1-chizma hosil bo‘ladi.

Agar A o‘yinchi A, strategiyani tanlaganda B o‘yinchining
strategiyasi B, bo‘lsa, u vaqtda A4 o‘yinchining yutug'i 6 ga teng,
B, bo‘lganda esa 4 ga teng. Bu ikkala son A, nuqtaga perpendikular
ustida yotgan B,'va B,' larni birlashtirsa, aniqlaydi. B, va B!, B,
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va B! nuqtalarni birlashtirsa ikkita to‘g‘ri chiziq hosil bo‘ladi. Bu
to‘g“rl chiziglardan ou o‘gigacha bo‘lgan masofalar har qanday
strategiyani tanlagandagi o‘rtacha yutuqni ko‘rsatadi. Masalan, B,
B! kesmadan ou o‘gigacha bo‘lgan masotalar 4, va A2
strategiyalarning tanlagandagi o‘rtacha yutug'i v (4, va 4,
strategiyalarning chastotalari mos ravishda #, va u, ga teng). B
o‘yinchining strategiyasi esa B, ga teng bo‘lib, masofa 2u +6u,=v,
ga teng. Xuddi shuningdek, B, strategiyani qo‘llaganda o‘rtacha
yutugq B,, B! kesmadan ou o ‘gigacha bo‘lgan masofalarga teng
bo‘lib, bu masofa Su,t4u,=v, ga teng. Shunday qilib strategiyani
B, MB,' chizigning ordlmtdlan A o'yinchining har ganday siljigan
strateglya81 minimal yutug‘it bo‘ladi. Bu minimal yutuqlar ichida
M nugtaning ordinatasida maksimum qiymatga ega bo‘ladi. Demak,
M nuqtaning ordinatalari optimal yechimlar bo‘ladi. Optimal
strategiyasi ¢*=(u*; u,*) o'yin yutug'ining giymati esa v ga teng.

M=(u*: 2*) nuqtanmg koordinatalarini topish uchun B B! va
B, B! to g‘ri chiziq kesishish nugtalarini quyidagi uchta tenglamahr
sistemasini yechib topamiz:

2u +6uy =0,
5uf + 4u; =9

M
U +ll'_) =1.
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Bundan u.* =%=O,4, u,' =%=0,6~:9=252=4,4,

Xuddi yuqoridagi kabi B o‘yinchining optimal strategiyasini
topamiz. Buning uchun quyidagi

27 + 525 =

i
UI‘M

w+z =1

*

. . . * 4 re .
sistemani yechib, z; =2=0,2; 7, = 3= 0.8 siljigan optimal yechim-

A —

lari topiladi. Natijada o‘yinning siliigan optimal strategiyalarining
yechimlari U*=(0.4; 0,6) va Z*=(0,2; 0,8) bo‘ladi. O'yin
yutug'ining qiymati esa v=4,4 ga teng.

8.2-masala. Quyidagi matritsa bilan berilgan o'vinning

yechimini toping:
(7 9 8
A=l 6 o

Yechish. Oldin masalaning egar nuqtaga ega yoki yo‘qlig'i
tekshiriladi.

Buning uchun quyidagilar topiladi:

min {7 9 8 }=7, max {7 10}=10,
9
min {10 6 9 }=6, max {6}=9'
max {8 9}=9.

Demak, o‘yinning quyi yutug‘i @ =max {7 6} =7, yuqori yutug'i
esa B= min {10 9 9}=9, a=7#8=9 bo‘lgani uchun 4 matritsa
bilan berilgan o‘yin yechimi siljigan optimal strategivaga ega bo‘lib,
yutug'i V quyidagi oraliqda joylashgan:

7<v<9.

Agar A o‘yinchining strategiyasi U (u,, u,) vektor bilan berilgan
bo‘lsa, u vaqtda 8.4-teoremaga asosan B o‘yinchi B yoki B, yoki
strategivani go‘llaganda 4 o‘yinchining o‘rtacha yutug‘ining qiymati
quyidagi tenglikiar bilan belgilanadi:
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Tuy + 10w, = 9,
Yy +6u, =,
8y +9u, =1,
ﬁ+m=ﬁ
Bu sistemani vechsak quyidagi yechim hosil bo‘ladi:
u*=2/3;  w*=1/3. u*=(2/3, 1/3), v=8. B o'yinchining
strategiyasi Z*=(z,*,z,*,2*) vektor bilan berilgan bo‘lsa, u vaqtda
8.4-teoremaga asoslanib, quyidagi sistemani Keltirib chiqarish
mumkin;
77 +92, +82; =8,
10z] + 625 + 923 = 8,
zf + z; + z; =1.
Bu sistemani yechsak, quyidagi yechimlar hosil bo‘ladi:
z*=1/2=0,3, z,*=1/2=0,5, z,*=0, Z*=(0,5; 0,5; 0) optimal
yechim.
Yugoridagi o'yin yechimining geometrik talginini 8.2-chizmadan
ko‘rsatish mumkin: B B', B, V! va B; B, to‘g‘ri chiziqlar siljigan
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optimal strategiya bo'lib, B,K B,' siniq chizig B o'yinchining
yutug'ini quyi chegarasini ko‘rsatadi.

Shunday qilib 2x2 ko‘rinishdagi o‘yin yechimiarini topish
usulidan foydalanib, 2xn va nx2 ko'rinishdagi o‘yinlarning
yechimlarini topishni umumiy holda quyidagicha yozish mumkin:

1) ikkinchi (birinchi) o‘vinchining strategiyalariga mos bo‘lgan
to'g'ri chiziqlar chiziladi;

2) o'iyn yutug'ining quyi (yuqori) chegaralari aniglanadi;

3) ikkinchi (birinchi) o‘yinchining ikkita strategivasi topiladi
va ularga mos masofalarga to'g‘ri siljigani aniglanadi. Shu to‘g'ri
chiziglarning kesishish puqtasini maksimal (minimal) ordinatraga
ega bo‘lgan qiymati topiladi;

4) o‘yin yutug‘ining qiymati va optimal strategiyasi aniglanadi.

2-§. Matritsali o‘yinlar nazariyasi masalalarini chizigli
programmalashtirish masalalariga keltirish

Faraz qilaylik m x n kofrinishdagi matritsa bilan aniglangan
o‘vin berilgan bo‘lsin

oy Qg ... Ay
az( azz raa azn

Oyt Oy oo O

1-§ dagi 8.1-teoremaga asosan p, o‘yinchining optimai
strategiyasi U*=(u*u,*,....u *) gateng bo‘lib, o‘yin yutug‘i v uchun
quyidagi tengsizlik bajariladi:

n " —
Z(XUU, =9 (j:l,n)'
i=]

Masalaning yechimini aniglash uchun yutug v>0 deb hisob-

laymiz. -
U vagtda quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:

gay%zl. (j:ﬁ)
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3 m
Bu tengsizlikka %— =Y almashtirish kiritsak,gl,a.j.vi 21

(j=Ln), y; 20 (i=1m) kelib chiqadi.

1

Agarzu; =1 ghartdan foydalansak, tengliklar hosil bo‘ladi:
i=1

< 1 . . .
> ¥ o Shart bo‘vicha p, o‘yinchi maksimum yutuqqa erishish
i=1

uchun harakat qgiladi, ya'ni 1/v miqdorning minimum giymatini
topishga intiladi.
Demak, p, o‘yinchining optimal strategiyasini topish uchun

quyidagi shartlarda _Zl,a,-j)’; 21 (j=1_,—n), y; 20 (i=l,m).

m
F*=73y; funksiyaning minimal qiymatini topish kerak.

i=1

Xuddi shunday p, o‘ynovchi optimal strategiyasini topish uchun
quyidagi shartlarda

m L
gaijxjsl (j=1.m), x>0 (j=1,n).

n
F= Z;’x,- funksiyaning giymatini topish kerak (bunda x; = %’ ).

Shunday qilib, 4 o‘vin matritsasi bilan berilgan mxr ko‘rinishdagi
bir juft o'yinni chiziqli programmalashtirish masalasi bilan
almashtirib, quyidagi simmetrik, ikkilangan masalalar ko‘rinishida
yozish mumkin;

Birlamchi masala. Quyidagi chegaraviy shartlarni
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N
ganoatlantiruvchi F(xl,x,_,...,xﬂ)=zl,xj funksiyaning maksimum
J=

giymatini toping.
Ikkilamchi masala. Quyidagi chegaraviy shartlarni

;aljyiEO (1=1_'—1) u 20 (,‘=m)

"
ganoatlantiruvchi Flu,,u,,...,u ) =zn'yj funksiyaning minimum

giymatini toping.
.Ko"rsatilgan ikkilangan masalalarning yechimlaridan foydalanib,
o'yin strategivasini va yutug‘ini quyidagi formulalar bilan topamiz:

u = ny’ =9y, g =—1—=vx],
2 2%
j=1 Jj=l
13 = l = l s
n " m * —_— —
Zx] Sy (1=],m j=l,n)
j=l i=

Demak, p, o‘yin yechimini chizigli programmalashtirish
usullarini go‘llab, topish jarayoni quyidagi ketma-ketlikda amalga
oshiriladi:

1) o'yin matritsasiga ekvivalent bo‘lgan bir juft ikkilangan
chiziqli programmalashtirish masalasi tuziladi;

2) bir juft iKkilangan masalaning optimal rejasi topiladi;

3) ikkilangan bir juft masalaning optimal rejasi bilan optimal
strategiva va o‘yin vutug‘idan foydalanib, o‘yinning yechimi
topiladi.

8.3-masala. Quyidagi matritsa bilan berilgan o‘yinning yechimi
topilsin.



Yechish. Bu matritsa egar nugtaga a,=35 ega. Shuning uchun
uning siljigan sof strategiyasi A, va B, bo‘ladi, ya’ni X =(0,0,1) va

Y = (0,1; 0) v=5 bo‘lganda.
Bu matritsaga mos to‘g‘ri bir juft chizigli programma-

lashtirishning ikkilangan masalasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

Datslabki masala:
Quyidagi shartlarda
6x; +4x;, +5x3 21,
2x; +3x, +5x3 21,

le + 7X2 +6X3 >1.

x,z0

, 5,20, x,20.

flx, . x,,x,)=x,tx,+tx,
funksivaning minimum
giymatini toping

Ikkilangan masala.

Quyidagi shartlarda

631 +2y, +5yy <,

2)’] +3y2 + 5_]13 < l,

Syl +5_V2 +6y3 < l.'
u >0, u0, u.20

R u,u)=uru,tu,
funksivaning maksimum
giymatini toping

Tkkilangan masala simpleks usul bilan yechilsa, quyidagi jadvallar

hosil boladi.
1- simpleks jadval

410N T I 1 1 6| 0 0 X
C, A, u, u, u, u oo u,
310U, 1 na 2 5 I ] 0
2 0 AR t 4 3 7 0 L 0
[ 0 u, I 5 5 6 0 0 ]
Z=0 ;! =1 -1 0 0 0
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2- simpleks jadval

_ , Tek-
4 i 2 3 1 1 1 0 0 0 shirish
ustuni
C, u, | u, u, u, |, u, 6 4
i 5
310 u, 3/5 4 0 13/51 0 0 1 —2/5 4 -1-
3
210 u, 2/5 1 0 17/51 0 0 | —-3/5 3 1
3
1 i u, 1/3 | 1 6/5 0 ] 1/5 3/5
Indeks satri Z=1/51 0 0 1/5 0 0 1/5 3/5

Demak, indeks satridagi hamma kataklardagi sonlar musbat

bo‘lgani uchun optimal yechim quyidagicha bo‘ladi « =0, uZ=1

g »
3 2 1 g . .
=0, u=3; ;=3 va == 5 bO'ladi. O'yin yutug'i
gL _1_
VA bo‘lgani uchun optimal yechimlar y *=0, y,*=1,
5

y,*=0 ga teng. Chiziglarda ganday gilib V o‘yinchining optimal
strategivasi¥ * (0: 1;0) ga teng.

A o‘yinchining yutug‘ini optimal yechimlarini, ya’'ni dastlabki
masalani optimal yechimlarini o‘zgarmaslar ustunidan y,, v., ¥,
sonlaimi tanlab olamiz:

x,*=0, x,=0, x_1=% optimal strategiyast esa X * (0; 0;1) ga teng
bo‘ladi.

Topshiriglar
8.4—8.17-masalalar. Quyidagi matritsalar bilan berilgan
o‘yinlarning yechimlari topilsin.
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Tayanch iboralar

Matritsa, o'yin matritsasi, o'yin yutug'i, egar nuqta, vechim, jufi, juft o‘yin,
o‘yinning quyi yutug‘i, o‘yinning yutug'i.

Takrorlash uchun savollar

. Oyinlar nazariyasining igtisodiy talgini deb nimaga aytiladi?
. O'yinning geometrik talgini deganda nimani tushunasiz?

. O'vin matritsasi nima?

. OYin yutug'i deganda nimani tushunasiz?

. Egar nuqtali o0'yin deb nimaga aytiladi?

. O'yvinning quyi va yuqori yutug'i deb nimaga aytiladi?

N A N~



TEST SAVOLLARI

1. Magsadli funksiya qanday tuziladi?

1) magsadli funksiya x, X,,...,X, vad,a,...,a, o‘zgaruvchilardan
tuziladi;

2) magsadli funksiva bu tayanch chiziq;

3) magsadli funksiya bu optimal reja;

4) magsadli funksiya deb muvozanat chizig‘iga aytiladi,

5) magsadli funksiya deb matematik modelga aytiladi.

2. Transport masalasida yopiq matematik model deb nimaga aytiladi?

Ms
R~

a;

™

._.
1

™
i

=1 ga aytiladi; =<1 ga aytiladi;

-M"
M=

i
S~
[N

M=
s
RS

bl
W
aa
i

> 1 ga aytiladi;

ga aytiladi.

M=
o
M=
)
N | —

3. Yechuvchi satr deb o‘zgarmas ustundagi sonlarni mos ravishda yechuvchi
ustundagi sonlarga bo‘lganda...?

1) eng katta son turgan satrga aytiladi;

2) eng kichik son turgan satrga aytiladi:

3) musbat son bo‘lgan satrga avtiladi:

4) manfiy satr bo'lgan satrga aytiladi;

5) manfiy bo'lgan satrga aytiladi.

4. Yechuvchi ustun qanday olinadi?

1) o'zgarmaslar ustunidagi eng kichik son turgan ustun olinadi:
2) indeks satridagi eng katta musbat son turgan ustun olinadi;
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3) indeks satrida turgan eng kichik son turgan ustun olinadi;
4) indeks satridagi eng kichik manfiy son turgan ustun olinadi;
5) endeks satridagi turgan eng katta manfiy son olinadi.

5. Yechuvchi son qanday olinadi?

1) yechuvchi satr bilan o‘zgarmaslar ustuni kesishgan katakdagi songa avtiladi;

2) yechuvchi satr bilan x o'zgaruvchi joylashgan ustun kesishigan katakdagi
songa aytiladi;

3) yechuvchi ustun bilan yechuvchi satr kesishgan katakdagi songa aytiladi;

4) yechuvchi satr bilan x; o'zgaruvchi turgan ustun kesishgan katakdagi
songa aytiladi;

5) indeks satrida joylashgan birinchi katakdagi songa aytiladi.

6. Quyidagi masalaning
3% +2x, <2,

{4xl +9x, < 4.

x20,x20.

F(x;,x,) = 5x; + X, - max muvozanat chizig‘i tenglamasini toping.
D Sx +x =1,

2) Sxp+x > 1;

3) 5x +x =K,

4) Sx;+x, =0

5) 5x +x, <0.

7. Bosh satr elementlari ganday formula yordamida to‘ldiriladi?

O+4; K .
D X 2) K,
. 0.
0, O . i
DE YK ) K+ K,

8. Bosh satrdan boshqa satrlardagi kataklar qanday formula yordamida
to‘ldiririladi?

KK, . _ ._Kle.
1)) A,-j=0,-+ X 2) A,-j—20, ik

Ki-K. RPN £ YRR, i 5
3) 4 =0 - X HA=0-—F3) % K,
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9. Transport masalasining birinchi programma xarajatlari qaysi formula
yordamida hiseblanadi?

non n m .
1) L=Z§":C,J-Xy.L—>max; 2 L=YY C;X;,L — min;

i=l j=I i=1 j=I

n m “ &
3 L=2f‘.+2bi,L—>min; 4~,L=_§_:,a,-+j§llbj;
i=l i=l = =

5. L = AX - max.

10. Potensiallar ustubi bilan transport masalasini yechganda jadvallarning
optimal bo‘lishi uchun qanday shart bajarilishi kerak?

by C-Cy <0 2y Cy = ab;
HC-C; -0 4) a,-+bj=C!-,-;

5) Cj—u; = 0.

11. Yechuvchi satr kelgusi jadvalda ganday satr deyiladi?

1) yechuvchi ko'paytuvchi; 2) yechuvchi ayirma;

3) bosh sair; 4) yechitvehi satr;
5) bosh bo‘lmagan satr.

12. Transport masalasiga qanday vaqgtda yamgi iste’moichilar kiritmasdan
optimaltashiirish mumkin?

ia=>b; 2) q =2bj;

n
3 L4 =by; HSa=Sh;
5) a,'—'b[ =f

13. Simpleks uslubida tekshirish ustuni ganday to‘lidiriladi?

1) satr elementiarini bir-biriga ko'paytirib qo‘shish bilan:

2) indeks satr efementlarini qo‘shish bilan;

3) hamma satrlarni mos ravishda satr bo‘yicha go'shish bilan:
4) fagat bitta satr elementlarini goshish bilan;

5) ustun elementlarini qo'shish bilan,

14. Transport masalasining modeli gachon ochiq matematik model deyiladi?

1) g = b bo'lganda; 2) a; = b; bo‘lganda;
1

3) a; > b, bo'lzanda; 4) zai = Zbi bo'lganda;
=]
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m M
5) Efd' = Zlbj bo‘lganda.
1= 1=
15. Matematik programmalashtirish masalalari qaysi olimning ishlarida birinchi
marta ko‘rila boshlangan?
1) R. Bellman; 2) D. Dansig;
3 S, X. Siroiiddinoy; 4) L. V. Kamorovich:
5) A. §. Gershgorn,
16. Chizigli programmalashtirishning unumiy masalasida qanday yechimlar
o‘rganiladi.
1) musbat va nolli yechimlar; 2) manfiy sohasida;
3) unolli yechimlar; 4) musbat yechimtar;
5) volli, manfiv, musbat yechimlar.

17. Chizigli programmalashtirishning asosiy masalasida ganday yechimlarni
topish talab etiladi.

1) nolli yechimiar, 2) musbat yechimlar;

3) manfly vechimiar; 4) musbat va nolli yechimlar;

5} musbat. manfiy va nolli yechimlar.

18. Quyidagilar berilganda trassport masatasining birinchi programmasining
xarajati nimaga teng?

Bazalardagi nollar g, =400 t, @, =500 t va iste’molchilar talabi b =300 t,
b, =400 t, b, =200.

(354
Ta'rif matritsasi 1 = 4821

1.3200; 2. 3100; 3. 3400, 4. 5400; 5. 1260.
19. Quyidagi shartlarda ’

{lel +6x, <30,
X 2. F =7x +4x, ning maksimum giymatini toping.
x20,x20
170,  2.18; 3.24; 4.14; 5.72%
20. Quyidagi funksiyaning
X{ + 4X2 < 8,
4x +x, <1
x 20,x, 20.
F =10x; +20x; ning maksimum giymatini toping.
1. 18; 2.32;  3.20; 4.5; 5.28.
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21. Quyidagi shartlarda

X +x <18,
X +2x, £24,

X <12

X| 2 0. X > 0.
F, . =10x +20x, > max.maksimum qgiymatini toping.
1. 42 x"={12;6); 2.35; 3.32 x=(10;8);
4. 11 5.13.

22. Quyidagi shartlarda
2x) +2x;, +2x3 S 6,
le + 2x2 + SX3 < 8.

X, X, 2 0.

F =9x +7x; +12x; —» max. maksimum giymatini toping?

L F =53/3x"=(0,7/3, 2/3):
2F, =12 2=(, 3);

3 FL=3 W=, 3/2,2/3);
4.F, \—5 X=(0, 7/3,2/3);
5.F. =4 x%=(0,7/3,2/3).

23. Quyidagi shartlarda butun sonli yechimlarni toping.

4x; + Xy — 433 22,
X +x 21,
.—3X1 + 3}»'2 - 3X3 >1.

X 2 O,X2 >0.

F(X)=2x + X, +2xy — min.minimum giymatini toping.
L F,=8%  2F,=4 3.F,=5 4F =6 S5F_=

min ? T min ’ nin

24. Quyidagi yutugni toping:

(2314
14231
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4. x=4/3, x,=5/3;
5.x,=1/3, x,=4/3.

25. Quyidagi shartlarda
4X| +X2 —4XJ 2> 2,
—x; + X3 21,
=3x + x5+ 3%y 2 1.

x 20,x,20.

F=2x +,\2 +2x; — min butun sonli yechimlarini toping.
L. F =8, x*=(0; 6; L, 0; 0; 8);

2. F =4, x“ (1;2; 3 4)

3. Fy=5, 2=(0; 0; 3; 1; 0, 7);

4. F =6, x'=(2;3;0; 0; 2);

S.E =3 x'=(0; 3, 7; 0; 0; 2).

26. Quyidagi shartlarda butun sonli programmalashtirish masalasini yeching.
[3x, +2x, <10,
x +4x, <11,
3x)+3x, +x3 <13,
x120,x, 20,x; 20,

F =4x; +5x; + x3 - min. minumim giymatini toping.
1o =(0; 3; —1; 3/2):

2. x"=(0; 2; —4; 6);

3.x=(2;2:1;0; 0. I);

4. x'=(0; 0; -2: 3; 1);

5.0=(3/4;1/2,3/2; 15 2).

27. Quyidagi shartlarda Lagranj funksiyasini tuzing.
2%, +2x, =6,
F(X)=x{ +x].
L L(x;, %5, A) = A(X] +x3) + A6 - 2X - 3x,);
2. L(x), %y, A) = Ax} +x3 + A6 - 2x; =3x,);
3. L(x;, %5, A) = A6 +2x; +3%,) =X —x3;
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4. L(x,%,A) = x + X3 + (6 -2x, - 3x,);
5. L(x;,%,A) = x} + A(6 - 2x; - 3x,).

28. F(x,x,,...,x,) funksiya X qavariq to‘plamda berilgan deyiladi, har qanday
x, va x, lar uchun quyidagi shartlar bajarilsin.
L Fx —(1-)x] < AF(x)) + (1= A)F(x);

CF[Axy - (=2)x )< Af(x) + (1= ) F(x);
CF[A=2)x + U= A)x ]S Af(5) + 1+ F(x));
4 F[L+A)x + 1+ D)x ] < fr) + 1+ F(x));
5. F(1+ Ax) < F(1+ Axy).

w N

29. Quyidagi shartlarda
4x; +6x, <4000,
X +2x, <12,
x 20,x, 20
F(X)=5x +8x, > min. minumim giymatini toping.
1. 5200; 2.3200;  3.2000; 4. 2200; 5. 1700.
30. F(xx,)=3x*+12x,? funksiyadan X°=(3;4) nuqtada SIS =1
yo‘nalish bo‘yicha hesila topilsin.

IF(X°) AF(X®)

Loog 2 =5 110;

3F(X%) IF(X")

== =100, 2\ ) 190

3 35 4 35 120;
0

5 X gy,

as
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