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KIRISH

Mazkur o°quv qo‘llanma bakalavriat va magistratura talabalari uchun
“Differensial geometriya va topologiya” kursi bo‘yicha amaliy
mashg’ulotlar olib borishda foydalanish uchun mo‘ljallangan. O‘quv
qo‘llanma uchta bobdan iborat bo‘lib, birinchi bob umumiy topologiya
elementlariga bag‘ishlangan. Ikkinchi va uchinchi boblarda chiziglar va
sirtlar nazanyasi bo‘yicha mashq va masalalar keltirilgan.

Ma’lumki, “Differensial geometriya va topologiya” kursi matematika
yo'nalishi uchun asosiy ixtisoslik fanlaridan bindir. Differensial
geometriya va topologiya kurst bo‘yicha o‘zbek tilida professor M.A.
Sobirov va A'Y Yusupovlaming 1965 yilda chop etilgan “Differensial
geometriya kursi” nomli darsligi mavjud. Undan hozir ham talabalar
foydalanib kelmoqda. Biroq, keyingi vaqtlarda o' quv rejasining o‘zgarishi,
differensial geometriya fanining tez rivojlanishi hamda mustagqil
respublikamizda ta’lim sohasidagi qator qonunlarming qabul qilinishi
ko‘'pgina fanlardan, shu jumladan, differensial gecometriyadan ham yangi
darslik yozilishini tagozo qilmoqda.

Differensial geometriya va topologiya kursi bo‘yicha o‘zbek tilida
ikkinchi  “Differensial geometniya”nomli darslik professor A. Ya.
Narmanov tomonidan yaratilib, 2003 yilda chop etilgan edi. Ammo
respublikamizda differensial geometriya va topologiya kursi bo‘yicha
mashq va masalalar to‘plami o‘zbek tilida chop etilmagan. Shu muammoni
hal qilish magsadida, mualliflar jamoasi, professor A.Ya Narmanov
rahbarligida, O‘zbekiston Milliy universiteti Mexanika-matematika
fakultetida olib borgan ilmiy-pedagogik faoliyati asosida, ushbu masalalar
to‘plamini yaratdilar. Mazkur o'quv qo‘llanmada nazariy asos sifatida A.
Ya. Namanovning “Differensial geometriya” nomli darsligidan
foydalanish nazarda tutilgan.

O'quv qo‘llanmadan “Differensial geometriya va topologiya” kursi
boyicha amaliy mashg’ulotlarda mexanika yo’nalishi bo‘yicha tahsil
olayotgan talabalar ham foydalanishlari mumkin.

J.



1 BOB. UMUMIY TOPOLOGIYA ELEMENTLARI
1 §. Metrik fazolar

Metrik fazolar topologik fazolarning muhim sinfini tashkil etadi. Bu
fazolarda ixtiyony ikki nuqta orasidagi masofa tushunchasi kintiladi va buning
yordamida nuqtalaming bir-biriga yaqinligi o‘rganijadi. Metrik fazolarda ikki
nuqta orasidagi masofa tushunchasidan foydalanib, nugtadan to‘plamgacha
masofa tushunchasi aniqlanadi. Birinchi kursda o‘rganilgan Yevklid fazolan
metrik fazoga misol bo‘ladi.

Asosiy tushunchalar

Bo‘sh bo‘lmagan X - to‘plam berilgan bo‘lsin.

1.1.-ta’rif. Bizga d. X x X = R! funksiya berilib, u quydagi

1) d(x,y)20,d(x,y)=0x=y

2) d(x,y)=d(y,x)

3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) shartlami qanoatlantirsa, d — funksiya X
to‘plamdagi metrika yoki masofa, (X,d) juftlik esa metrik fazo deyiladi.

1.2.+a’rif. Metrik fazoda x, € (X,d) nuqta va 7 > 0 son berilgan bo'lsin.
Markazi berilgan x, nuqtada, radiusi - ga teng ochiq shar
B.(x,) = {x € (X.d)|d(x,x,) < r} to'plamdan, markazi x, nuqtada, radiusi r ga
teng yopiq shar B (x,)= {:e(X,d)l d(x,xo)Sr}-to‘plamdan, markazi x;
nuqtada radiusi - ga teng sfera esa S (x,)= {x e(X,dyd(x,x,)= r}
to‘plamdan iboratdir.

Bizga A c (X,d) qism to‘plam va x e (X,d) nuqta berilgan bo‘lsa, x
nuqtadan A4 to‘plamgacha bo‘lgan masofa quyidagicha aniglanadi:

d= ivtelg d(x,y).

Birorta chekli radiusli B (x,),0<r<wo ochiq shar uchun quyidagi
munosabat 4 c B, (x,) bajarilsa, u holda A to‘plam chegaralangan deyiladi.

1.3- ta’rif. Bizga Ac (X,d) qism to‘plam va xe(X,d) nuqta berilgan
bo‘lsin. Agar r >0 soni mavjud bo‘lib, B,(x) c A munosabat o‘rinli bo'lsa, x
nuqta A to‘plamning ichki nuqtasi deyiladi. 4 to‘plamning barcha ichki
nugqtalan to‘plami uning ichi deyiladi va int A kabi belgilanadi.

1.4.- ta'rif. Berilgan A to'plamning har bir nuqtasi ichki nugta bo‘lsa, u
ochiq to‘plam deyiladi.

L5.- ta'’rlf. Biror x e€(X,d) nuqta va Ac(X,d) to‘plam uchun
d(x,A) =0 munosabat bajarilsa, x nuqta A4 to‘plamning urinish nuqtasi
deyiladi. 4 to‘plaxﬁning barcha unnish nuqtalanidan iborat to‘plam uning
yopig’i deyiladi va A4 ko‘rinishda belgilanadi.



L.6.- ta’rif. Benilgan A c(X.d) to'plamning to‘ldiruvchis,, ya'ni X \ 4
to'plam ochiq bo‘lsa, A to'plam yopiq to‘plam deyiladi. Tekshinb ko‘rish
mumkinki, A to'plamning yopiq bo‘lishi 4 = A munosabatga teng kuchlidir.

1.7.- ta’rif. Berilgan (X,d) metnk fazoning barcha ochiq to‘'plamlari
oilasi bu fazoning 4 metnka yordamida kiritilgan topologiyasi deyiladi.

1.8.- ta’rif. Bizga (X ,d) metrik fazoda Y c (X.d) qism to'plam berilgan
bo‘lsa, d metrika yordamida ! to‘plamnini metrik fazoga aylantirish mumkin.
p YxY >R metrika, p(x,y)=d(x,y) tenglik yordamida aniqlanadi. Bu
holda (Y, p) fazo (X ,d) fazoning qism fazosi deyiladi.

1.9.- wa’rif. Bizga (X,d) metrik fazoda {x,} nuqtalar ketma-ketligi va
xe€(X,d) nuqta berilgan bo'lsin. Bu {x,} ketma-ketlik va x nuqta uchun
l.il'_!-] d(x_,x) =0 munosabat o'rinli bo‘lsa, x nuqgta {x,} ketma-ketlikning limiti
deyiladi.

L10.4a’rif Bizga (X.d) metrik fazoda {r_} nuqtalar ketma-ketligi
berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy yetarlicha kichik, musbat € >0 son uchun n, = n (&)
natural son mavjud bo'lib, ny sonidan katta barcha m va n natural sonlar uchun
d(x,,x_) <& tengsizlik o'rinli bo'lsa, {x } ketma-ketlik fundamental (Koshi
ketma-ketligi) deyiladi. Agar (X ,d) fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik
yaqinlashuvchi bo‘lsa, (X,d) to‘la metrik fazo deyiladi.

I.11.4a’rlf. Ixtiyoriy € >0 son uchun chekli sondagi & radiush
sharlaming birlashmasidan iborat metrik fazo to‘liq chegaralangan metrik fazo
deyiladi.

Masalalar yechish namunalari

1-masala Bizga H={(x,}|x,eR,ix,’<:o; to‘plam berilgan bo‘lsin.

Berilgan H to'plamda d(x,y)=,'Y (x,-y) funksiya metrika bo'lishini
\i =

isbotlang (bu yerda x={x}, y={y }e H).

Yechish. Avval kiritilgan funksiya ma’noga ega ekanligini tekshirishimiz
kerak, ya'mi d(x,y) metrikaning ifodasida qatnashgan qatorni yaginlashishga
tekshirishimiz kerak. Buning uchun haqiqiy sonli chekhi ga.a,,...,a, va
b,b,,...,b, ketma- ketliklar uchun o‘rinli bo‘lgan

lt anbn] s \J”i al1 v}t b::
Koshi tengsizligidan foydalanamiz.

Har bir x={x }, y = {y,} € H nuqtalar juftligi va ixtiyoriy musbat butun
& soni uchun ushbu



& ¥ & ¥ » i [&" »
};(x. -y)= §x,’ - ZZl:x,y, + Zﬂ:y,’ < zd:.r,’ + 2,\;Z|x,’\}§y,' +§y" =
= (\I[,Z:«:x'l + ,V,'Iiy,') < (V[Z:xl' + \;"f:y,’)
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munosabatlar o‘rinli. Modomiki oxirgi tengsizlik ixtiyoriy musbat butun k soni
uchun o‘rinli ekan, d(x,y) metrikaning ifodasida qatnashgan qator
yaqinlashadi.

Ravshanki, d(x,y) funksiya metrikaning 1), 2) shartlarini qanoatlantiradi.
Endi 3) shartni tekshirishimiz kerak.

Bizga ixtiyoriy x={x}, y={v,} va z={z}eH nuqtalar benlgan
bo‘lsin. Endi x' ={x,,x,,...x,,0,0,...}, ¥ ={¥,.5,,--.%,.0,0....},

' ={z,z2,,.,2,,00,..} vaa =x -y, b=y -z, c =x -z kabi belgilashlar

kiritamiz. Koshi tengsizligidan foydalanib quyidagi munosabatlarni hosil
qilamiz:

[d(.r",z')r =z.:c,2 =£(a, +b) =ta,z +2Z.:a‘b, +ib,1 <

=l

<Fa'+2/3a’ $b'+3H =(J$:a.’ +1j'2b.’) = [a . yy+dpr, 2]
il el ¥ = (i

Oxirgi tengsizlikdan ixtiyoriy k=1.2,... uchun ushbu tengsizlik o‘rinli
ckani kelib chigadi
d(x,y)+d(y,z)2d(x",y')+d(y',2") 2d(x" . 2"),
o'z navbatida quyidagi tengsizlik kelib chiqadi:
d(x,y)+d(y,2z)2d(x,2).

Demak, H to‘plamda kiritilgan d(x, y) funksiya metrika hosil gilar ekan.

2-masala. Bizga (X,d) metrik fazo va uning qism to‘plami A < (X,d)
berilgan bo‘lsin. Berilgan metrik fazo o‘zining metrikasi yordamida topologik
fazoga aylantirilgan bo‘lsin. Olingan xe€ X nuqta A to‘plamning urinish
nugqtasi bo‘lishi uchun A4 to‘plamda x nuqtaga yaqinlashuvchi ketma-ketlikning
mavjud bo‘lishi zarur va yetarl ekanligi isbotlansin.

Yechish. Zarurligi Berilgan A to‘plamning yopig’'i 4 to‘plamdan x
nuqta olaylik. Har bir natural i soni uchun x, € AN B,(x) nuqta olamiz. Ketma-
ketlikning limit ta’rifiga ko'ra, x nuqta va (x,) ketma-ketlik uchun
l'ied(x,,x) =0 munosabat o‘nnli bo‘lsa, x nuqta {x,} ketma-ketlikning limiti
deyiladi. Ravshanki, d(x,x)<! munosabat barcha natural : sonlar uchun
o‘rinli va bundan esa l..iE d(x,,x)=0 tenglik kelib chigadi. Demak, x nuqta
{xn} ketma-ketlikning limiti ekan.



B Yetarliligi. Yetarliligini isbotlash uchun benlgan A4 to'plamning yopig’i
A to‘plamga tegishhi bo‘lmagan x nuqta uchun unga yaginlashuvchi ketma-
ketlik mavjud emasligini isbotlash kifoya.

Modomiki, x€A ekan, shunday r>0 soni topiladiki, uning uchun
AN B (x) = munosabat o‘rinli bo‘ladi. Natijada, ixtiyoriy x’ € A nuqta uchun
d(x,x")2r tengsizlik bajariladi. Bundan esa x nuqtaga intiluvchi A
to'plamning nuqtalandan iborat {x,} ketma-ketlik mavjud emasligi kelib
chiqadi.

Misol va masalalar

1. Berilgan (X,d) metrik fazo uchun quyidagi tengsizliklarni isbotlang:

a)|d(x,z)-d(z,y)sd(x,y) buyerda x,y,z€(X,d);

b)d(x,Z)sd(x,y)+d(Z,y),buyerda Z c(X,d),

o)|d(x,Z2)-d(Z.y)Sd(x,y),buyerda Z c (X,d)

2. Biror bo‘sh bo‘lmagan X - to'plam va bu to‘plamda quyidagicha
funksiya

d(x,y) = {
1, agar x=y
metrika ekanligi isbotlansin. Bu metrika diskret metrika, fazo esa, diskret fazo
deyiladi. )
3. Bizga (X,d) metrik fazo berilgan bo'lsinn U holda

0 =
* 3940 ¥=Y perilgan bo'lsin. Berilgan d(x,y)- funksiya

d(x,y)= d(x.) va d,(x,y)=min{d(x,y),l} lar ham metrika bo‘lishi va
1+d(x,y)

ulaming bir xil topologiya tashkil qilishi hamda (X.,d|), (X,d,) metnk
fazolarning Koshi ketma-ketliklari bir xil ekanligi ko'rsatilsin.

4. Bizga X sifatida o‘'lchami n ga teng bo‘lgan to‘plam, ya’ni
X ={x|x=(x,x,,..,x,), x, € R'} (keyinchalik X =R" kabi belgilaymiz) va

d(x,y)= (Z.:(x, -y)")? funksiya berilgan bo‘lsin. Berilgan d (x,y)- funksiya
metrika ekanligi isbotlansin. Bu metrika Yevklid metrikasi deb ataladi.

S. Bizga X =R" to‘plam va d,(x,y):n!ﬁx{x, —y,i} funksiya berilgan
bo‘lsin. Berilgan 4, (x, y)- funksiya metrika ekanligi isbotlansin.

6. Barcha haqiqiy sonlar to‘plami R ushbu d(x, y)=,/x— )| metrika
bilan metrik fazo bo‘ladimi?

7. Yuqoridagi R" da aniqlangan d,(x,y) va d,(x,y) metrikalar bir xil

topologiya aniqlashini isbotlang. Bu topologiya Yevklid topologiyasi deb
ataladi. Berilgan R* to‘plam va bu topologiya birgalikda Yevklid fazosi deb

r



ataladi va R" bilan belgilanadi. Bundan so’ng, R" topologik fazo sifatida
Yevklid topologiyasi bilan qaraladi.

8. Barcha  haqiqiy sonlar to‘plami R da d/(x,y)=x-) wva
d,(x,y)=larctgx - arctgy metrikalar kiritilgan. Bu metrikalar yordamida hosil
qilingan topologiyalamning ustma-ust tushishi va Koshi ketma-ketliklarini esa
turlicha ekanligi ko‘rsatilsin.

9. Bizga [0;1] kesmada uzluksiz funksiyalar to'plami (j,, va
d.(f,g)=max|f(x)-g(x) funksiya berilgan bo‘lsin. Bu d,(f,g)- funksiya

~0.1)
metrika ekanligi ko‘rsatilsin.
10. Bizga [0;]]] kesmada uzluksiz funksiyalar to‘plami Coy Vva

d.(f,g)=j'f(t)—g(r)dt funksiya berilgan bo‘lsin. Bu d,(f,g)- funksiya

metrika ekanligi ko rsatilsin.

11. Yuqoridagi masalalarda kiritilgan d,(f,g) metnkada limitga ega
bo‘lgan, d,(f,g) metrikada esa limitga ega bo‘lmagan (,, fazoda ketma-
ketlik tuzilsin.

12. Metrik fazo (X,d) ning ¥ ¢ X qism to‘plami yopiq bo‘lishi uchun
(X'\Y) ning ochiq bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin (bunda yopiq
to'plam sifatida yopig’i bilan ustma-ust tushuvchi to‘plam olinsin).

13. Metrik fazodagi har qanday chekli to‘plam yopiq to‘plam ekanligi
isbotlansin.

14. Ochiq shar ochiq to‘plam ekanligi, yopiq shar va sfera yopiq to‘plam
ekanligi isbotlansin.

15. Ushbu B (x,) # B)(x,) munosabatni qanoatiantiruvchi sharlar mavjud
bo'lgan metrik fazo topilsin.

16. Har qanday (X,d) metrik fazoda

aj chekli sondagi ochiq to‘plamlar kesishmasi,

b) ixtiyony sondagi ochiq to‘plamlar birlashmasi ochiq to‘plam ekanligi
isbotlansin.

17 Metrik fazo (X,d) ning 4c X qism to‘plami yopiq bo‘lishi uchun,
uning ixtiyorty yopiq shar bilan kesishmasi yopiq to‘plam bo‘lishi zarur va
vetarli ekanligini isbotlang.

18. Ushbu int(4NB)=int ANintB munosabat o'rinli ekanligi
isbotlansin.

19 Metnk fazoda har qanday yaqinlashuvchi  ketma-ketlikning
fundamental ekanligi ko rsatilsin.

20. Metnk fazoda ¥ to‘plam yopiq bo‘lishi uchun ¥ dagi nugtalardan
iborat barcha yaqinldshuvchi ketma-ketliklamning limiti ¥ ga tegishli bo‘lishi
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.



21. Metnk fazoning ixtiyoriy to plamining yopig’i yopiq to*plamlig:
ko rsatilsin.
22. Bizga (X,d) metrik fazo va uning X qism faZosi berilgan bo‘lsin.
Qism fazo X c Xning U to‘plami ochiq (yopiq) bo‘lishi uchun ushbu
/' =UNX tenglikni bajarilishi zarur va yetarli ekanligi ko rsatilsin (bu yerda
U X dagi ochiq (yopiq) to‘plam).
23, Metrik fazoda radiusi 7 ga teng bo‘lgan shar, radiusi 3 ga teng bo‘lgan
shar ichida joylashsa, ularming ustma-ust tushishi isbotlansin.
24. Metrik fazoda {x } ketma-ketlik limitga ega bo'lsa, uning limiti
yagonaligi isbotlansin.
25. Quyidagi hollarning har birida Yevklid fazos: (R',d,)da benlgan 4
to‘plamning yopig'i topilsin:
1) A=Q (bu yerda (- barcha ratsional sonlar to‘plami);,
2) A=1gZ (buyerda Z -barcha butun sonlar to*plami ),
3) A=sinZ;
4) A=arcig(1gZ),
8) A = arccos(sin Z);
6) A=¢°;
7y A=In(1+Q )(Q,-manfiy bo'lmagan ratsional sonlar to*plamu);
8) A={m+na} m,neZ, a-iratsional son;

2
9) A={%,p.q62,q*0'};

P
10) A={2';p,qu}

Quyidagi hollarda esa Yevklid fazosi (R’,d,)da berilgan 4
to‘plamning yopig’i topilsin:
11) A=¢",
12) A= {(x,sin l);Jr > 0}
x

26. Bir o‘lchamli Yevklid fazosi (R',d,)da ichma-ich joylashgan
uzunligi nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining kesishmasi nuqta yoki
yopiq shar ekanligi ko‘rsatilsin.

27. Bir o‘lchamli Yevklid fazosi (R',d,)da berilgan to‘plam ochiq
bo‘lishi uchun, u o‘zaro kesishmaydigan, sanogli sondagi ochiq intervallaming
birlashmasidan iborat bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

28. Ikki o‘lchamli Yevklid fazosi (R’,d,)da bitta nuqtasini chiqarib
tashlagandan so’ng ochiq bo‘lib qoladigan yopiq to‘plamga misol keltiring.

29. Metrik fazoda kesishmasi ochiq bo‘imagan to*plamdan iborat bo‘lgan

9'



ochiq to‘plamlar sistemasiga misol keltiring.

30. Metrik fazoda birlashmasi yopiq bo‘lmagan to‘plamdan iborat bo‘lgan
to‘plamlar sistemasiga misol keltiring.

31. Har ganday chekli to‘plamdagi metrika aniqlangan topologiya diskret
metrika aniglagan topologiya bilan ustma-ust tushishi ko‘rsatilsin.

32. Diskret metrika bilan berilgan fazodagi 4xtiyoriy to‘plamning ham
ochiq, ham yopiq ekanligi ko‘rsatilsin.

33. Tkki o‘lchamli Yevklid fazosi (R.d) da
S'={x,y)Jx=rcosB,y=rsinf| felo: 27r]} to'plam berilgan. Ma’lumki, bu

to‘plam aylanadan iborat. Ushbu S' = R? aylanadagi 8 =nar (a -irratsional
son), ne Z, burchakka mos keluvchi nuqtalar to‘plamini 4 bilan belgilaymiz.
Bu to‘plamning yopig’i uchun A4 = S' munosabatning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.

34. Metrik fazoda chekli sondagi chegaralangan to‘plamlaming
birlashmasi chegaralanganligi isbotlansin. Bu fakt to‘plamlar soni chekli
bo‘lmagan holda o‘rinlt emasligiga ishonch hosil qiling.

35. To'liq chegaralangan metrik fazo chegaralanganligi ko‘rsatilsin.
Teskarnisi o'rinli bo‘Imasligt misollar yordamida ko'rsatilsin.

36. Ma’lumki, barcha ratsional sonlar to‘plami ( bir o‘Ilchamli Yevklid
fazosi (R'.d) ning qism fazosi bo‘ladi. Ushbu (Q.,d,) fazoning to‘la
bo‘lmagan metrik fazo ekanligi isbotlansin.

37. Metrik fazo (C,,.d,) ning to'la metrik fazo ekanligi isbotlansin.

38. Metrik fazo to‘la bo‘lishi uchun undagi ichma-ich joylashgan radiusi
nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining kesishmasi bo‘sh bo‘Imasligi
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

39. Ichma-ich joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligining kesishmasi
bo‘sh bo‘lgan to‘la metrik fazoga misol keltiring.

2 §. Topologik fazolar

Topologiya tushunchasi XIX asming N.I Lobachevskiy, B. Riman, A.
Puankare, D. Gilbert kabi buyuk matematiklari ishianda paydo bo‘lgan.
Shakllarning geometrik xossalari ularning metnk xossalan (o‘lchamlan,
burchaklan, va hokazo) bilan to‘liq aniqlanmaydi. Topologik usullar yordamida
shakllarning geometrik xossalari yorqin namoyon bo‘ladi.

Metrik fazolarda asosiy tushunchalar atrof hamda ochiq to'plam
tushunchalari yordamida kirtilgan edi. Bunda atrof va ochiq to‘plam
tushunchalani masofa orqali aniqlangan edi. Endi ochiq to‘plam tushunchasi
topologiya aksiomalari orqali aniglanib, nuqtaning atrofi sifatida shu nuqtani o'z
ichiga olgan ochiq to‘plam tushuniladi.
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Asosiy tushunchalar

Bizga biror X to‘plam benlgan bo'lib, r={X,} oeila X to‘'plamning
ba’z1 qism to'plamlandan iborat bo‘lsin. Bu oila chekli sondag1 elementlardan
iborat bo‘lishi yoki uning elementlan cheksiz ko'p bo‘lishi mumkin. Shuning
uchun biz indeks o‘zgaruvchisi @ mng qanday to'plamga tegishli ekanligimi
ko‘rsata olmaymiz.

2.1.+ta'rif. Benlgan r -oila quyidagi

1) X e r (ma’lumki, har qanday 10'plam o‘zining gismi bo*ladi, shuning
uchun u r oilaga tegishli bo‘lishi ham, tegishli bo‘lmasligi ham mumkin);

2) Qe (bo'sh to'plam har qanday to'plamning qismi bo‘ladi, shuning
uchun u 7 oilaga tegishli bo‘lishi ham, tegishli bo'lmasligi ham mumkin),

3) berilgan r oilaga tegishli ixtiyoriy ikki to‘plamning kesishmasi r
oilagategishli, ya'ni U Ver= VNUer,

4) benilgan r oilaga tegishli qism to‘plamlardan iborat ixtiyoriy {X a,}

oila uchun birlashma | J X, ham r oilaga tegishli
B

shartlarni qanoatlantirsa, (X,r)-juftlikni topologik fazo deb, r oilani esa bu
fazodagi topologiya deb ataymiz, r oilaga tegishli qism to‘plamlar ochiq
to‘plamlar deyiladi.

Demak, birorta to‘plamni topologik fazoga aylantinsh uchun uning
yuqonidagi shartlarni qanoatlantiruvchi qism to‘plamlanidan iborat birorta oilani
aniqlash yetarlidir. Agar (X,7) topologik fazo bo‘lsa, X fazoning elementlan
nuqtalar deb ataladi.

Bizga (X,r) topologik fazo va Ac X qism to‘plam berilgan bo‘lsin.

2.2.a’rif. Biror x € A nuqta uchun shunday ochiq U/ to'plam mavjud
bo‘lib, xel/ c A munosabat o‘rinli bo‘lsa, x nuqta 4 to‘plamning ichki
nuqtasi, x nuqta tegishli bo’lgan ixtiyoriy ochiq’ to‘plam x nuqtaning atrofi
deyiladi.

2.3+a'rif. Benlgan 4 to‘plamning barcha ichki nuqtalaridan tashkil
topgan to‘plam uning ichi deyiladi va int 4 kabi belgilanadi.

Tasdig. Berilgan A to‘plam ochiq bo‘lishi uchun, u o‘zining ichi bilan
ustma-ust tushishi, ya'ni A4 = int 4 munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.

2.4.4a'rif. Agar A to'plamming to‘ldiruvchisi x \ 4 ochiq bo‘lsa, A
to‘plam yopiq to‘plam deyiladi.

2.5+a'rif. Biror xe X nuqtaning ixtiyony (/(x) atrofi uchun
U(x)NA=@ munosabat ¢‘rinli bo‘lsa, bu » nuqta 4 to'plamning urinish
nuqtasi deyiladi.

2.7.4a’rif. Berilgan 4 to‘plamning barcha urinish nuqtalan to‘plami
uning yopig’i deyiladi va 4 kabi belgilanadi.

2.8.+a'rif. Biror x ¢ X nuqtaning ixtiyoriy U(x) atrofi uchun

n'



UNA=@ va U N(X\A)*QD munosabatlar bajarilsa, r nuqta 4
to'plamning chegaraviy nugqtasi deyiladi. Bernilgan 4 to‘plamning barcha
chegaraviy nuqtalani to‘plami 4 to‘plamning chegarasi deyiladi va a4 kabi
belgilanadi.

2.9.+4a'rif. Bizga (X,r,) va (X,r,) topologik fazolar berilgan bo‘lib,
r, c 7, munosabat bajarilsa, r, -topologiya r,-topolegiyaga nisbatan kuchsizroq
topologiya deyiladi va r, <r, yoki 1, 2 1, kabi belgilanadi.

2.10.«a’rif Bizga (X,r) topologik fazo va uning {{/,} cr ochiq gism
to‘'plamlari oilasi berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy ochiq U to‘plamni
U=U,, U, e{U,} ko'rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, {U,} oila (X.71)

)

topologik fazoning bazasi deyiladi.

2.10'.«a’rif Bizga (X.r) topologik fazo va uning 1, ={l/_} c r ochiq
qism to‘plamlan oilasi berilgan bo‘lsin. Agar r, oiladan olingan barcha chekli
sondagi ochiq to'plamlar kesishmasidan hosil bo‘lgan oila, ya’mi mumkin
bo‘lgan barcha U/, N/, N...NUJ,, (bu yerda barcha i =1,2,....k lar uchun U e1,)
kesishmalardan hosil bo‘lgan oila (X,r) topologik fazoning bazasini tashkil
qilsa, u holda 7, oila (X,7) topologik fazoning predbazasi(oldbazasi) deyilad.

2.11.4a’rif. Bizga {U_(x)}- x nuqtaning atroflanidan tuzilgan oila
berilgan bo'lsin. Agar x nuqgtaning ixtiyoriy U/(x) atrofi uchun
U (x)e{lU,(x)} atrof mavjud bo'lib, xelU, (x)cU(x) munosabat o‘rinli
bo'‘lsa, {l/ (x)} oila x nuqta atroflan uchun baza deyiladi.

2.12.-ta’rif. Benlgan topologik fazo ixtiyoriy x nuqtasining atroflan
uchun sanoqli baza mavjud bo‘lsa, (X,r) da sanoglilikning binnchi aksiomasi
bajarilgan deyiladi. (X ,r)-topologik fazoning sanoqli bazasi mavjud bo'lsa,
(X,r) topologik fazoda sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan deyiladi.

2.13.-ta’rif. Topologik fazoda A < (X,r) to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar
A= X munosabat o‘rinli bo'lsa, 4 to‘plam hamma yerda zich deyiladi.

2.14.4a’rif. Benlgan (X,r) topologik fazoning sanoqli va hamma yerda
zich qism to‘plami mavjud bo‘lsa, u separabel topologik fazo deyiladi.

2.15+a’rif. Bizga (X,r) topologik fazo va uning nugqtalaridan iborat
{x } = X ketma-ketlik, x ¢ X nuqta berilgan bo‘lsin. Agar r nuqtaning ixtiyony
U/(x) amofi uchun shunday N natural son mavjud bo'lib, »> N bo‘lganda,
x, € /(x) munosabat o‘rinli bo'lsa, {x,} ketma-ketlikk r nuqtaga yaqinlashadi
deyiladi.

2.16-ta’rif. Topologik fazoda Ac (X.r) to‘plam berilgan bo'lsin. Biror
x€ A nuqtaning shunday [/ atrofi mavjud bo'lib, U N A ={x} munosabat
o'nnli bo'lsa, bu x nuqta A to‘plamning ajralgan nuqtasi deyiladi.



2.17+a'rif. Topologik fazoda A — (X,r) to'plam berilgan bo'lsin. Agar
x€ A nuqtaning ixtiyonny {/ atrofida 4 to‘'plamning x nuqtadan fargh
nuqtalari mavjud bo‘lsa, bu x nuqta A4 to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

Masalalar yechish namunalari

1- masala. Bizga (X,r) topologik fazo berilgan bo‘lsin. Topologik fazo
aksiomalaridan foydalanib, yopiq to'plamlar uchun quyidagi xossalarni
isbotlang:

1) X yopiq to‘plam;

2) bo'sh to*plam yopiq to"plam,

3) chekli sondag yopiq to'plamlaming birlashmasi yopiq to‘plam;

4) ixtiyony sondagi yopiq to' plamlamning kesishmasi yopiq to‘plam.

Yechisk. 1) Bo'sh to'plam topologiyaga tegishli, topologiyaga tegishli
to*plamni ochiq deb ataganmiz. X esa, ochiq to‘plamning to'ldiruvchisi sifatida
yopiq to‘plam, chunki uni X = X' \ @ ko'nmshida yozish mumkin.

2) X to'plam topologiyaga tegishli, topologiyaga tegishli to' plamni ochiq
deb ataganmiz. Bo'sh to‘plam esa ochiq to‘plamning to’ldiruvchisidan iborat
bo‘lganligi sababli, yopiq to‘plam, chunki uni @ = X\ X ko‘rinishida yozish
mumkin.

3) Endi chekli sondag: yopiq to‘plamlarning birlashmasi yopiq to‘plam
ekanligini isbotlaymiz. Bizga {/,} yopiq to'plamlar oilasi berilgan bo‘lsin. Bu
oiladan ixtiyony tarzda chekli sondagi to‘plamlar ajratib olib, ulamning
birlashmasi yopiq ekanligini isbotlashimiz kerak.

Benilgan yopiq to'plamlar sistemasidan ixtiyoriy olingan yopiq
to'plamlami  F_,F, .., F, kabi belgilaylik. Endi F=|JF, to'plamni

a,
yopiqligini isbotlashimiz kerak. Buning uchun X\ F to‘plamni ochigligini
isbotlash yetarli. Ma’lumki, ushbu X \F = X \((JF,)=[)(X\F,) munosabat

har doim o‘rinli. Tenglikning o’ng tomonida chekli sondagi ochiq
to'plamlarning kesishmasi turibdi. Modomiki, (.X,r) topologik fazo ekan,
yuqondagi kesishma ochiq to‘plamdan iborat bo‘ladi. Demak, X\ F to‘plam
ochiq to*plamdir. Bundan /' to‘plamning yopiqligi kelib chiqadi.

Natijada, chekli sondagi yopiq to‘plamlarning birlashmasi yopiq to‘plam
ekanligini isbotlandi.

4) Navbatda ixtiyony sondagi yopiq to‘plamlamning kesishmasi yopiq
to'plam bo‘lishini isbotlashimiz kerak. Bizga {F,} yopiq to‘plamlar oilasi
berilgan bo‘isin. Bu oiladan ixtiyoriy tarzda to‘plamlar ajratib olib, ulamning
kesishmasi yopiq ekanligini isbotlashimiz kerak.

Berilgan yopiq to‘plamlar sistemasidan ixtiyoriy olingan yopiq to‘plamlar
oilasini F_,F, ,... kabi belgilaylik.



Endi / =()F, to‘plamni yopiqligini isbotlashimiz kerak. Buning uchun
X \ F to'plamni ochigligini isbotlash yetarli.
Ma’lumki. ushbu X\ F =X \(ﬂlj)::U(X \ F_') munosabat har doim

o‘rinli. Tenglikning o’ng tomonida ixtiyoriy sondagn ochiq to‘plamlaming
birlashmasi turibdi. Modomiki, (X,r) topologik fazo ckan. yuqoridagi
birlashma ochiq to‘plamdan iborat bo‘ladi. Demak, X \/ to‘plam ochiq
to'plamdir. Bundan / to'plamning yopiqligi kelib chiqadi.

Natijada. ixtiyony sondagi yopiq to'plamlaming kesishmasi yopiq
to‘plam ekanligini isbotlandi.

2.masala. Sanoqlilkning birinchi aksiomasi bajariimagan topologik
fazoga misol keltiring.

Yechish. Bizga X = R' hagigiy to'g'ri chiziq va ¥ =(R'\ N)U{yo}
to'plam berilgan bo'lsin (by yerda yg # R). Berilgan X to‘plamning har bir x
nuqtasiga quyidag: munosabat bilan

_f(x)={x' agar xe X\N
y,. agar xe N
nuqtant mos qo'yilgan bo'lsin.

Quyidagi yopiq to‘plamlar r, ={Ac Y f '(4) to'plam X da yopiq}
oilasi yordamnida Y to‘plamda kiritilgan topolgiya qaraymiz. Yugqoridagi
J/ X =Y akslantirish yopiq ekanligini ko'rsatish qiyin emas. Ravshanki, y,
nuqtaning Y topologik fazodag: atroflari ({/ \ N)U{yo} ko'rinishda bo‘ladi (bu
yerda [/ to'plam N to‘plamni oz ichiga oluvchi X topologik fazodagi ochiq
to‘plam).

Endi y, nuqtaning ixtiyony (U, \N)U{y,). {7,\NU{y,),
(U, ANYU{y,}.... atroflan ketma-ketligini qaraymiz. Har bir 1 =1,2,3,... uchun
x, >i shartni qanoatlantiruvchi x €l/\N nuqta tanlaymiz. Ushbu
UV=X\{x,x,, x..} to'plam N to'plamni o‘z ichiga oluvchi X topologik
fazodagi ochiq to'plamdir. Shuday qilib, y, nuqtaning V =(/\N)U{y,}
atrofini hosil qgildik. Bu hosil qilingan atrof {x, x,, x,,..} ketma- ketlikning
birorta ham elementini o'z ichiga olmaydi. Demak, Y topologik fazo y,
nuqtaning atrofida sanoqli bazaga ega emas, ya'ni sanoqlilikning birinchi
aksiomasi bajarilmas ckan.

Misol va masalalar

1. Ikkita clecmentdan iborat to‘plamning barcha topologiyasini yozing.

2. Bizga X -ixtiyony to‘plam berilgan bo‘lsin. Ochiq to’ plamlar sistemasi
sifatida uning barcha qism to‘plamlari sistemasini olamiz. Bu sistema topologiya
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tashkil etishini tekshiring. Bu topologiya diskret topologiya deyiladi. Bu
topologiya bilan berilgan fazom diskret topologik fazo deyiladi.

Agar ochiq to‘plamlar sifatida {&, X} juftligi olinsa, u ham topologiya
tashkil etishi isbotlansin. Buni (oddiy) trivial topologiya deyiladi.

3. Bizga (X,r) topologik fazo va ummng Ac(X.r) qism to‘plami
benlgan bo'lsin. U holda quyidagilar isbotlansin:

1) A=4UoA,

2) (AUB)co4UdB,

3) (AN B)cadUaB,

4) 0Ac oA,

S) d(X\A)=d4,

6) dimt A)c o4,

7) int A= A\o4

8) A=t AUoA

2), 3), 4), 6) hollaming teskansi o‘nnli emasligiga misol keltinng.

4. Metrik fazoda to‘plamning unnish nuqtasi ta’rifi shu metrika hosil
qilgan topologiyadagi ta’rifiga ekvivalentligi isbotlansin.

8. Topologik fazoda 4 c(X,r) to'plam berilgan bo‘lsin. U holda, 4
to‘plam yopiq bo‘lishi uchun 4 = 4 munosabat o‘ninli bo*lishi zarur va yetarligi
isbotlansin.

6. Topologik fazoda to‘plam yopig'ining yopiq to‘plam ekanligi
ko‘rsatilsin.

7. Topologik fazoda A, B < (X,r) to'plamlar berilgan bo‘lsin. U holda,
ushbu AU B = AU B munosabatning bajarilishi ko*rsatilsin.

8. Topologik fazoda ixtiyoriy ¥ to‘plam uchun ¥ =7 tenglikning o‘rinli
ekanligi ko‘rsatilsin.

9. Topologik fazoda Y —(JX,r) to‘plam benlgan bo‘lsin. U holda,
t,={H.H=YNG,Ger} oila ¥ da topologiya aniqlashi isbotlansin. (¥ bu
topologiya bilan qism fazo deyiladi, r, esa r yordamida Y ga keltirilgan
topologiya deyiladi.)

10. Topologik fazoda Y,.Y, e r ochiq to'plamlar berilgan bo‘lsin. Agar Y,
va ¥, lar hamma yerda zich bo‘lsa, ulaming kesishmasidan iborat ¥ =Y, NY,
to‘'plam ham hamma yerda zich ekanligi isbotlansin.

11, Sanogqlilikning birinchi (ikkinchi) aksiomasi bajarilmagan topologik
fazoga misol keltiring.

12. Topologik fazoning qism to‘plami bo‘lgan Y to'plam biror ochiq
to‘plamning yopig’i bo‘lishi uchun, u o0‘z ichining yopig’iga teng bo*lishi zarur
va yetarli ekanligi isbotlansin.

13. Yevklid fazosi R* da sfera shamning chegarasi ekanligi ko‘rsatilsin.

14. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda
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sanoglilikning birinchi aksiomasini bajarilishi ko‘rsatilsin.

15. Yevklid fazosi R" da ochiq shaming yopig’i yopiq shar, sfera esa
ochiq hamda yopiq sharlaming chegarasi ekanligi isbotlansin.

16. Berilgan X to‘plamdagi ixtiyoriy topologiyalar oilasining
kesishmasi, shu x to‘plamda topologiya bo*lishi ko‘rsatilsin.

17. Topologik fazoda Ac(X,r) to'plam berilgan bo‘lsin. U holda,
quyidagi munosabatlarni isbotlang:

D X\VA=X\int A4,

2) X\A=X\A4

18. Topologik fazoda berilgan ixtiyoriy 4, B (X,r) to‘plamlar uchun
quyidagi munosabatlar o‘rinli ekanligi isbotlansin:

1) ANBc ANB,

2) AABc A\B

Aksincha, 1) ANB>ANB va 2) A\B> A\B munosabatlar
bajanlmasligiga misol keltiring.

19. Bizga (X,7,). (¥,1,). (Z,1,) topologik fazolar berilgan bo‘lib, ¥
topologik fazo X topologik fazoning qism fazosi bo‘lsa, Z topologik fazo esa,
Y topologik fazoning qism fazosi bo‘lsa. u holda Z topologik fazo X ning ham
qism fazosi ekanlig isbotlansin.

20. Topologik fazoda berilgan A4 qism to‘plamini ikkita yopiq
to'plamlarming ayirmasi ko‘rinishida tasvirlash mumkin bo‘lishi uchun, 4\ A
to‘plamning yopiq bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

21. Topologik fazoda berilgan to‘plamni o‘z ichiga olgan eng kichik
yopiq to‘plam uning yopig’i ekanligi isbotlansin.

22. Topologik fazoda berilgan to‘plamining ochiq qism to‘plamlani ichida
eng kattasi uning ichi ekanhigi isbotlansin.

23. Ratsional koefTitsientli ko*phadlar to’plami Cy, | ning hamma yerida

zich va sanoqli to‘plam ekanligi isbotlansin.

24. Topologik fazo X ning ¥ qism fazosi diskret bo‘lishi uchun uning
barcha nuqtalari ajralgan bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

25. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazo separabel
fazo ekanligi 1sbotlansin.

Sanoqliltkning ikkinchi aksiomasi bajarilmagan separabel fazoga misol
keltiring.

26. Metnk fazo separabel fazo bo‘lishi uchun unda sanoglilikning
ikkinchi aksiomasi bajarilishi zarur va yetarh ekanligi ko‘rsatilsin.

27. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda har
ganday topologiya bazasi qandaydir sanoqli bazani o‘z ichiga olishi isbotlansin.

28. Bizga (.X,r) topologik fazo va uning 4 c(X,r) ochiq gism to'plami
berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyony Bc(X,r) to‘'plam uchun ushbu
AN B = AN B munosabatni bajarilishi isbotlansin.



4 ochiq bo‘lmaganda bu munosabat o°rinli bo‘lmasligiga misol keltiring.

29. To'plam ham ochiq, ham yopiq bo*lishi uchun uning chegarasi bo'sh
bo‘lishi zarur va yetarli ekanlig: isbotlansin

30. Bizga (X,r) topologik fazo va uning Ac(X,r) qism to'plami

berilgan bo‘lsin. U holda 4 to‘plamning ochiq bo‘lishi uchun 84 =A4\4
munosabat bajanlishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

31. Bizga (X,r) topologik fazo va uming Ac(X,r) gism to‘plami
berilgan bo'lsin. U holda 4 yopiq bo‘lishi uchun, 84 = 4\ (int A) bo‘lish1 zarur
va yetarli ekanligi isbotlansin.

32. Topologik fazodagi barcha chegaralangan sonli (x,) ketma-ketliklar
to‘plami X bilan belgilayllk. U holda X x X to'plamda aniqlangan
d(x,y)=supx, -y, funksiya metrika ckanligi va (X,d) metrik fazo separabel
bo‘imagan fazo ekanligi isbotlansin.

33. Bizga X topologik fazo, ¥ c X qism fazo va ixtiyorA< Y to'plam
berilgan bo'lsin. Agar ¥ topologik fazoda x nuqta 4 to‘plamning limit nuqtasi
ekanligi ma’lum bo‘lsa, X topologik fazoda ham r nuqta 4 to‘plamning limit
nuqtasi bo‘lishi ko‘rsatilsin.

34. Bizga X, ,X,,..X, topologik fazolar berilgan bo‘lsin. U holda, bu
topologik fazolaming X xX,x.xX_  to’g’n ko'paytmasi sanoglilikning
birinchi(ikkinchi) aksiomasini qanoatlantirishi uchun ko‘paytuvchilarning har
bin sanoglilikning birinchi(ikkinchi) aksiomasini qanoatlantirishi zarur va
yetarli ekanligi isbotlansin.

3S. Bizga X topologik fazo va 4 c X to‘plam berilgan bo‘lsin. Benlgan
A to'plam yopiq bo‘lishi uchun, u o‘zining barcha limit nuqtalarim 0‘z ichiga
olishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

36. Topologik fazoda U c X ochiq to‘plam berilgan bo‘lsin. U holda
A=U\U to'plam X topologik fazoning hech qayerida zich emasligi
isbotlansin.

37 Topologik fazoda 4 yopiq to‘plam berilgan bo'lsin. Berilgan 4
to‘plam X topologik fazoning hech gayerida zich bo‘lmagan to‘plam bo'‘lishi
uchun, X\ 4 to‘'plam X topologik fazoning hamma yerida zich bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligi isbotlansin. Agar 4 to'plamning yopiqligini talab qilmasak,
tasdiq o‘rinli bo‘ladimi?

38. Bizga X topologik fazo, uning qism fazosi ¥ va X topologik
fazoda hech gqayerda zich bo‘lmagan 4 to‘plam bernlgan bo‘lsin. U holda,
A = ANY to'plam Y qism fazoning hech qayerida zich emasligi isbotlansin.

39. Bizga X topologfk fazo va uning Y c X qism fazosi hamda X
topologik fazoning bazasidan iborat bo‘lgan {U_ } oila berilgan bo‘Isin. U holda,
U,'={U,NY} oila ¥ fazodagi topologiya bazasi ckanligi isbotlansin.

40. Topologik fazoda hech gayerda zich bo‘lmagan to‘plamning yopig'i

ham hech qayerda zich emasligi ko‘rsatilsin. e .
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41. Benilgan X topologik fazo qanday shartni ganoatlantirganda, uning
hamma yerida zich to‘plami o'zi bilan ustma-ust tushadi. ya'ni ushbu
A= X = X = A munosabat o'rinli bo‘ladi?

42. Biror X to'plam va undagi {r,} topologiyalar oilasi berilgan bo‘Isin.
U holda, r =ﬂr otla ham X to‘plamda topologlya bo‘lishini isbotlang.

43. Bu’or (X .d) metrik fazoda 4 = a,,a,.....) sanoqhvahammn yerda zich
to'plam berilgan bo'lsin. U holda, {B, (a_)} oila X metrik fazodagi

topologiyaning bazasi ckanligi ko‘rsatilsin.

44. Metrik fazoda ochiq shaming yopig'i yopiq shar bo‘lishi uchun
radiusi sharning radiusi bilan, markazi sharning markazi bilan ustma-ust tushgan
sfera uning chegarasi bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

45. Sanoglilikning birinchi aksiomasi bajanigan topologik fazoda A
to'plam yopiq bo‘lishi uchun, 4 to‘'plam elementlaridan tuzilgan barcha
yaqinlashuvchi ketma-ketliklaming limitlari A4 to‘plamga tegishli bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligi ibotlansin.

46. Biror (X,r) topologik fazoda {l/,} ochiq to‘plamlar oilasi topologiya
bazasi bo‘lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarh ekanlig
isbotlansin:

ixtiyonny ¥ ochiq to‘plam va ixtiyorily xeV nuqta uchun xel/cV
shartlarni qanoatlantiruvchi U/ € {{/, } to‘plam mavjud.

47. Bizga X topologik fazo va uning Y qism fazosi hamda AcY
to‘plam berilgan bo'lsin. U holda A to'plamning Y fazodagi yopig’i, uning X
topologik fazodagi yopig’i bilan Y fazoning kesishmasiga tengligi isbotlansin.

48. Topologik fazoda hech qayerda zich bo‘lmagan ochiq to'plamning
bo*sh to*plam ekanligi ko'rsatilsin.

49. Biror X to‘plam va unda kiritilgan topologiyalar oilasi {r,} berilgan
bo‘lib, bu sistemaga tegishli ixtiyony ikkita r, ,r, topologiyalar uchun ulardan
kuchliroq r, e{t_} topologiya mavjud bo'lsa, u holda r=Ur, ham X

to‘plamda topologiya tashkil qilishi isbotlansin (masalan, bu munosabat
ixtiyoriy ikkitasini solishtirish mumkin bo‘lgan {r_} oilasi uchun o'rinli).

3 §. Uzluksizlik

Topologiyaning asosiy tushunchalaridan biri uzluksizlik tushunchasidir.
Bu tushuncha matematik analizda ham uchraydi, lekin topologiyada uzluksizlik
tushunchasi har tomonlama to‘liq rivojint topadi. Uzluksizlik yordamida
topologik akslantinish tushunchasi aniglanadi.

Topologiyada® uzluksizlik tushunchasi ochiq to‘plamlar yordamida
karitiladi. Shuning uchun bu yerdagi tasdiqlami isbotlashda topologik usullar
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qo’llaniladi.
Asosiy tushunchalar

Bizga X, Y topologik fazolar va X topologik fazoni ¥ topologik fazoga
akslantiruvchi f X - Y akslantinish berilgan bo‘lsin. X topologik fazoning x,
nuqtasining f akslantirishdagi aksini y, = f(x,) kabi belgilaylik.

3.1.+4a’rif. Berilgan f akslantinshda y, nuqgtaning ixtiyoriy }' atrofi
uchun x, nuqtaning shunday U atrofi mavjud bo‘lib, f(U)cV munosabat
bajarilsa, s akslantirish x, nuqtada uzluksiz deyiladi. Agar f akslantinsh X
topologik fazoning har bir nuqtasida uzluksiz bo'lsa, u uzluksiz akslantirish
deyiladi.

3.2.4a’rif. Berilgan s X —»Y akslantinishda ixtiyoriy ochiq (yopiq)
to'plamning aksi ochiq (yopiq) to'plam bo‘lsa, f ochiq (yopig) akslantirish
deyilad:.

3.3.«4a’rif. Berilgan f X oY akslantinsh uzluksiz bo‘lib, unga teskan
akslantinsh 7' mavjud va uzluksiz bo‘lsa, f-gomeomorfizm yoki topologik
akslantinsh deyiladi. X va Y topologik fazolar esa, o'zaro geomeomorf yoki
topologik ekvivalent fazolar deyiladi.

3.4.4a'rif. Bizga (X t,).(Y,7,) topologik fazolar berilgan bo'lsin. X va ¥
fazolarning nuqtalaridan iborat Z to‘plam r = {U Uvitier, Ve r’} topologiya
bilan birgalikda X va Y topologik fazolarming bog’lanmagan yig'indisi
deyiladi.

¢ 3.5.4a'’rif. Bizga X topologik fazo va unda r,ye X nuqtalar berilgan
bo‘lsin. Agar f:[0:1]> X uzluksiz akslantirish uchun f(0)=x va f(l)=y
munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, u holda f akslantirish boshi x nuqtada va oxiri y
nuqtada bo‘lgan yo‘l deb atalad.

J.6+ta’rif. Bizga f X —»Y akslantirish berilgan bo‘lsin. Vet
to‘plamni ochiq deymiz, shu holda va faqat shu holdaki, agar f (V) ochiq
bo‘lsa. Bu f.X 7Y akslantinsh yordamida kiritilgan topologiya faktor
topologiya, berilgan / akslantinish esa faktor akslantirish deyiladi. Y to‘plam
kiritilgan topologiya bilan topologik fazo shartlanni qanotlantiradi.

3.7.4a’rif. Berilgan 7 X 7Y akslantirish uchun f(X)=Y munosabat
o‘rinli bo‘lsa, bu akslantirish ustiga akslantirish, agar f(X)c Y bo‘lsa, ishiga
akslantirish deyiladi.
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Masalalar yechish namunalari

1-masala. Berilgan (X,r,) topologik fazoni (Y,7,) topologik fazoga
akslantiimavchi f X oY akslantirish uchun quyidagi shartlarning
ekvivalentligini isbotlang:

a) f X 5t akslantirish uzluksiz.

b) (Y.r,) topologik fazo ixtiyoriy ochiq qism to‘plamining
proobrazi(asli) X topologik fazoda ochiq.

c) (Y.r,) topologik fazo predbazasi (oldbazasi) ixtiyoriy elementining
proobrazi(asli) (X.ry) topologik fazoda ochiq.

d) (Y.r,) topologik fazo bazasi ixtiyoriy elementining proobrazi(asli)
(X.r,) topologik fazoda ochiq.

e) berilgan (X,7,) va (Y,r,) topologik fazolarda ixtiyorty xe X va
ixtiyoriy V' € D(f(x)) atrof uchun, f({/) <V munosabat bajariladigan shunday
U € B(x) atrof topish mumkin bo‘ladigan x € X nuqtaning X topologik fazoda
{B(x)}.,, y=/f(x) nuqtaning Y topologik fazoda {{X(y)},cy atroflar oilas:
mavjud.

f) (Y,r,) topologik fazo ixtiyony yopiq qism to‘plamining
proobrazi(asli) X topologik fazoda yopiq.

g) ixtiyoriy Ac X to‘plam uchun ushbu f(Z)CjTA) munosabat
o nnli.

h) ixtiyoriy BcY to‘plam uchun ushbu f~'(B)c f~'(B) munosabat
o‘nnli.

i) ixtiyoriy BcY to'plam uchun ushbu £~ '(/mB)c Intf 71(B)
munosabat o‘rinli.

Yechish. a) munosabatdan b) munosabatni keltinb chiqaraylik.

Ya'ni, f XY uzluksiz akslantinsh berilgan bo‘lsin. Berilgan
akslantirishning uzluksizligidan foydalanib, (Y.7ry) topologik fazo ixtiyony
ochiq qism to'plamining proobrazi (asli) X topologik fazoda ochiq ekanligini
ko'rsatamiz. Uzluksiz akslantinishning ta’'nfiga ko‘'ra, f X — Y akslantirish X
topologik fazoning har bir nuqtasida uzluksiz.

Modomiki, f X —Y akslantiish X topologik fazoning har bir
nuqtasida uzluksiz ekan, ixtiyony xe€ X nuqta obrazi(aksi) bo‘lgan
y=/f(x)eY nuqtaning ixtiyorty Vs Y atrofi uchun xe X nuqtaning
shunday (/, atrofi topiladiki, bu atroflar uchun ushbu f(U/,)cV f(x)
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Endi, (Y,7y) topologik fazodan olingan ixtiyoniy V
ochiq gism to‘plamining proobrazi(asli) X' topologik fazoda ochiq ekanligini
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ko'rsatamiz. Buning uchun ixtiyoniy olingan xe f “\w )} nuqtani ichki nugta
ekanligini ko'rsatamiz. Oxirgi munosabatdan f(x)e )}’ kelib chigadi.

Demak, V' ochiq to'plamni f(x) nuqtaning atrofi deyish mumkin. Endi
/ X oY akslantinsh uzluksiz ekanligini hisobga olsak, ixtiyoriy ¥ c Y ochiq
to'plamning proobrazi uchun, x nuqtaning shunday atrofi topiladiki, bu atrof

uchun U, c f7'()’) munosabat o'rinli. Bundan esa, ushbu
xel/, cf_'(Vf(,)) munosabatga ega bo‘lamiz va x nuqtaning ichki nugta

ekanligi kelib chiqadi. Olingan x nuqtaning ixtiyoriyligidan f —I(V f(x))
to*plamning ochiqligi kehib chigadi.

Endi b) munosabatdan c¢) munosabatni keltirib chigaraylik, ya'ni
(Y.7ry) topologik fazo ixtiyoriy ochiq qism to'plamining proobrazi(asli) X
topologik  fazoda ochiqligidan foydalanib, (Y,ry) topologik fazo
predbazasi(oldbazasi) ixtiyoriy elementining proobrazz (X,r,) topologik
fazoda ochigligini 1sbotlaymiz.

Bizga (Y,r,) topologik fazoning r, ={lU/_} ochiq to‘plamlar oilasidan
iborat predbazasi berilgan bo‘lsin deb faraz gilaylik. Modomiki, (Y,r,)
topologik fazo ixtiyonny ochiq qism to‘plamining proobrazi(asli) X topologik
fazoda ochiq ekan, benlgan predbazadan olingan ixtiyoniy (/ €7, ochiq
to'plamning proobrazi f '({/) ham ochiq bo‘ladi.

Endi ¢) munosabatdan d) munosabatm kelib chiqishini isbotlaylik. Bizga
(Y,r,) topologik fazoning 7, ={U,} ochiq to‘plamlar oilasidan iborat
predbazasi berilgan bo‘lib, undan olingan ixtiyoriy [/ € 7, ochiq to‘plamning
proobrazi f '(/) ham ochiq deb faraz qilaylik. Berilgan (Y,7,) topologik
fazoning r ={{/,} oilaga tegishli to'plamlarning mumkin bo‘lgan barcha
chekli sondagi U NU,N..NU,, (bu yerda barcha :=12,. ..k lar uchun
U, € r,) kesishmalaridan hosil bo‘lgan oiladan iborat bazasini qaraylik. Ushbu
FUNUN.NUY= UM S WHIN..NS'(U,) tenglikdan  baza
elementlarining proobrazlani X topologik fazoda ochiq bo*lishi kelib chiqadi.

Endi d) munosabatdan ¢) munosabatni keltinb chiqaraylik, ya’ni (Y,7,)
topologik fazo bazasi ixtiyoriy elementining proobrazi (.X,r,) topologik fazoda
ochiq ckanligidan, berlgan (X,r,) va (Y,r,) topologik fazolarda ixtiyoriy
x€eX va ixtiyoiy FVeD(f(x)) atrof uchur, f(UU)clV munosabat
bajariladigan shunday (/ éB(x) atrof topish mumkin bo‘ladigan xe X
nuqtaning X topologik fazoda {B(x)},cy. ¥=/(x) nuqtaning Y topologik
fazoda {D(y)},., atroflar oilasi mavjudligini isbotlaylik.

Ma’lumki, ixtiyoriy ¥ € D( f(x)) atrof uchun, shunday Y topologik
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fazoning bazasiga tegishli W atrof topiladiki, bu atroflar uchun f(x)eW cV
munosabat bajariladi. Masala shartiga ko‘ra, f '(W) to‘plam X topologik
fazoda ochiq va xe f '(W) munosabatdan baza ta’rifiga ko‘ra, shunday
Ucf'Ww) bazaga tegishli atrof topiladii. U holda ushbu
SfW)c f(f'(W))cW cV munosabatga ega bo‘lamiz. Shuni isbotlash talab
qilingan eds.

Navbatdagi ishimiz berilgan (X.r,) va (Y.ry) topologik fazolarda
ixtiyoriy x€ X va ixtiyoriy V € D(f(x)) atrof uchun, f(U/)c/ munosabat
bajariladigan shunday U/ e B(x) atrof topish mumkin bo‘ladigan xe X
nuqtaning X topologik fazoda {B(x)}ycx. ¥ = f(x) nuqtaning Y topologik
fazoda {IX(y)},cy atroflar oilasi mavjud ekanligidan (Y,r,) topologik fazo
ixtiyoriy yopiq qism to‘plamining proobrazi X topologik fazoda yopiqligini
isbotlaymiz.

Bizga (Y,r,) topologik fazoda B=B yopiq to'plam berilgan bo'lsin,
uning proobrazi f '(B) to‘plamning yopiqligini isbotlashimiz kerak. Ushbu
munosabat f'(B)=X\/f"(Y\B) o‘rinli bo‘lgani uchun, f'(Y\B)
to‘plamning X topologik fazoda ochiqligini isbotlash yetarli. Buning uchun
S (Y\ B) to‘plamning ixtiyoriy nugqtasi ichki nuqta ekanligini ko'rsatishimiz
kerak. Ravshanki, ixtiyoriy x € f'(Y \ B) nuqta uchun f(x)eY \ B munosabat
o'rinli bo‘ladi.

Bundan esa, V<Y \B munosabat bajariladigan V e D(f(x)) atrof
mavjudligi kelib chiqadi. Masala shartiga ko‘'ra, f({/)c!/ munosabat
bajariladigan shunday (/e B(x) atrof topish mumkin. Natijada, ushbu
xellc f"(f((/))c S'(V)c f7'(Y\ B) munosabatlarga ega bo‘lamiz Bu esa,
S/ '(Y\ B) to‘plamning ochiqligini, f '(B) esa yopiqligini ko‘rsatadi.

Endi f) munosabatdan g) munosabatm keltirib chigaraylik, ya’ni
(Y.ry) topologik fazo ixtiyoriy yopiq qism to'plamining proobrazi(asli) X
topologik fazoda yopiqligidan, ixtiyony Ac X to'plam uchun ushbu
f(A) < f(A) munosabat o‘rinli ekanligini keltinb chiqaraylik. Buning uchun
f '(f(A)) to‘plamning A4 to‘plamni o'z ichiga oluvchi yopiq to‘plamligidan,
Ac f'(f(A)) munosabat kelib chiqadi. Bu yerdan o'z navbatida
(A c f(f'(f(A)) < f(A) munosabatlami hosil qilamiz. Shuni isbotlash
talab qilingan edi.

g) munosabatdan h) munosabatni keltinb chiqaraylik. ya’ni ixtiyoriy
Ac X to'plam uchun ushbu f(])cm_) munosabat o‘nnli ekanidan
foydalanib, ixtiyony Bc Y to‘plam uchun ushbu f '(B)c f '(B) munosabat
o‘rinliligini keltirib chiqaraylik.
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Yuqoridagi munosabatni keltib chiqarish uchun A4 = f'(B) munosabatga
ushbu munosabatni f(A)c /TA) qo‘llash natijasida ushbu
[/ (f"(B))c J(f'(B)) c B munosabatni hosil gilamiz, bu s/erdan esa isbotlash
kerak bo‘lgan f~'(B)c f(B) munosabat kelib chigadi.

Endi h) munosabatdan i) munosabatni keltinib chiqaraylik, ya'ni ixtiyony
BcY to'plam uchun, ushbu f'(B)c f'(B) munosabat o‘'nnli ekanidan
foydalanib, ixtiyoriy BcY to‘'plam uchun ushbu f '(int B)cint / '(B)
munosabat o‘rinliligini keltirib chiqaraylik. Buning uchun, Y\ B to‘plamga
f(B)c f'(B) munosabatni qo‘llab, ushbu f'(Y\B)c f'(Y\B)
munosabatni hosil qilamiz. Bundan esa, quyidagi munosabatlar hosil gilamiz:

fimtB)=f'Y\Y\B)=X\f'Y\BycX\f"(Y\B)=
=X\X\f(B)=int f '(B)

Natijada, ushbu / '(int B) cint /' (B) munosabat kelib chiqdi.

Masalam to‘liq yechimini hosil qilish uchun i) munosabatdan a)
munosabatni keltirib chiqarishimiz kerak, ya'ni ixtiyoriy BcY to‘plam uchun,
ushbu f '(int B)cint f '(B) munosabat o‘rinli ekanidan / akslantirishning
uzluksizligini keltirib chiqaraylik.

Bizga s X -t akslantirish berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy xe€ X nuqta
obrazi(aksi) bo‘'lgan y= f(x)€Y nuqtaning ixtiyoriy atrofini f(x)elV cVt
deb belgilaylik, u holda xe f'(¥) ekani kelib chigadi. Bu ¥ <Y to‘plam
uchun V =intV munosabat o‘rinli  ekani ma’lum. Benlgan
S/ '(int B)cint /' (B) munosabatdan foydalanib, ushbu f/'(V)cint f'(V)
munosabatni hosil gilamiz Bundan esa, quyidagi f/ '(V)=int f '(V) tenglik
kelib chiqadi. Natijada, f'(V) to‘plamning ochiqligini hosil qildik. Agar
U=f"'(V) deb belgilasak, ushbu munosabat xe U c f '(V) hosil qilamiz.
Bundan esa f(U) c ¥ munosabat kelib chiqadi. Bu s X — ¥ akslantirishning
xe€ X npuqtada uzluksiz akslantirish eckanligini beradi. Olingan xe X
nuqtaning ixtiyoriyligidan f X — Y akslantinsh X topologik fazoning har bir
nuqtasida uzluksizligi kelib chiqadi.

Modomiki, f X —Y akslantirish X topologik fazoning har bir nuqtasida
uzluksiz ekan, u uzluksiz akslantirish bo‘ladi. Masala to*liq yechildi.

Misol va masalalar

1. Metrik fazo (X,d) va uning qism to‘plami A c X berilgan bo‘lsin.
Agar A-bo‘sh bo‘lmagan to‘plam bo‘lsa, u bholda f(x)=d(x,4)
akslantirishning uzluksizligi ko*rsatilsin.



2. Bizga X, ¥ topologik fazolar va X topologik fazomi ¥ topologik
fazoga akslantiruvchi s X —Y akslantirish berilgan bo‘lsin. Berilgan s
akslantinish uzluksiz bo‘lishi uchun ¥ topologik fazodagi ixtiyoriy (¢ ochiq
gism to‘plamning proobrazi f'(G) berilgan X topologik fazoda ochiq to‘plam
bo‘lish1 zarur va yetarl ekanligi ko‘rsatilsin.

3. Bizga X, Y topologik fazolar va X topologik fazoni ¥ topologik
fazoga akslantiruvchi s X -t akslantirish berilgan bo‘lsin. Berilgan 7
akslantinsh uzluksiz bo‘lishi uchun Y topologik fazodagi ixtiyorty yopiq gism
to'plamning proobrazi X topologik fazoda yopiq to‘plam bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligi ko'rsatilsin.

4. Uzluksiz akslantirishlarning superpozitsiyasi uzluksiz akslantirishligi
isbotlansin.

S. Topologik fazolar X, ¥ va f X —Y uzluksiz, biyektiv akslantinsh
berilgan bo‘lsin. Agar X topologik fazoda ajralgan nuqta mavjud bo‘lmasa, u
holda ¥ topologik fazoda ham ajralgan nuqta mavjud emasligi isbotlansin.

6. Berilgan s [0:1] - [0;1] uzluksiz akslantirish kamida bitta qo‘zg’almas
nuqtaga ega ekanligi isbotlansin.

7. Teskarisi uzluksiz bo‘lmagan o‘zaro bir qiymatli uzluksiz
akslantirishga misol keltiring.

8. Topologik fazolar X, Yva f X -V} uzluksiz akslantirish berilgan
bo'lsin. U holda G ={x, f(x))} to'plam f akslantirish grafigi deyiladi. G
to'plamning X topologik fazoga gomeomortfligi isbotlansin.

9. Berilgan (X,r,) topologik fazom (Y.r,) topologik fazoga
akslantiiruvchi f X »Y  akslantinsh uzluksiz bo‘lishi uchun quyidagi
shartning bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang:

(X.r,) topologik fazoning ixtiyoriy Ac X to'plami uchun ushbu
f(A4) < f(4) munosabat o‘rinli.

10. Berilgan (X.r,) topologik fazom (Y,r,) topologik fazoga
akslantiriruvchi f X — 7Y akslantirishda Y topologik fazoning bazasiga tegishli
to‘plamlarning proobrazi X da ochiq to‘plamlar bo'lsa, f XY
akslantirishning uzluksiz ekanligi isbotlansin.

11. Ushbu (X .d) metnk fazoning d(r,y) metnkasi X xX to‘plamda
uzluksiz ekanligi isbotlansin.

12. Berilgan (X,r,) topologik fazom (Y.r,) topologik fazoga
akslantinruvchi ¢ X Y  akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun quyidagi
shartning bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang:

(X.r,) topologik fazoning ixtiyoly AcY to'plami uchun ushbu
7 '(4) c f '(4) munosabat o‘rinli.

13. Berilgan (X ,7,) topologik fazoni (Y,r,) topologik fazoga
akslantinruvchi f X —»7Y akslantinsh ochiq bo‘lishi uchun (¥,ry) topologik
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fazoning ixtiyoriy B cY to‘plami uchun ushbu /'(B)c f'(B) munosabat
o'nnli bo*lishi zarur va yetarliligi isbotlansin.

14. Benlgan (X,ry) topologik fazoni (Y,ry) topologik fazoga
akslantinruvchi / X -5 Y akslantirish ochiq bo‘lishi uchun (Y,r,) topologik
fazoning ixtiyorly B <Y to‘plami uchun ushbu S(@B)=98(f"(B))
munosabat o‘rinli bo'lishi zarur va yetarliligi isbotlansin.

15. Benlgan (X,r,) topologik fazom (Y.r,) topologik fazoga
akslantiriruvchi f X »Y  akslantirish uzluksiz bo‘lishi uchun, ixtiyony
yaqinlashuvchi x, — x ketma-ketlik uchun luE f(x,)= f(x) munosabat o‘rinli
bo‘lishi zarur va yetarliligi isbotlansin.

16. Topologik fazolami birini ikkinchisiga akslantinruvchi akslantinsh
uzluksiz, yopiq akslantirish bo'lsa, uning faktor akslantinsh ekanligi isbotlansin.

17 Bizga X,Y topologik fazolar berilgan bo‘lib, bunda X topologik fazo
X,,X, yopiq to‘plamlarming birlashmasidan iborathg ma’lum, ya'ni
X =XUX,. Uholda, y X -»Y akslantinsh uzluksiz bo‘lishi uchun uning X,
va X, qism fazolarda uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

18. Bin to'la, ikkinchisi esa to‘la bo‘lmagan o‘zaro gomeomorf metmk
fazolarga misol keltiring.

19. Bizga X.,Y topologik fazolar va f X Y yopiq akslantirish
berilgan. Bu akslantirish uchun f(X) c Y, (bu yerda ¥, c Y ) munosabat o'rinli
bo‘lib, f-yopiq akslantinish ekanligt ma’lum bo‘lsa, f X — 7, akslantinsh ham
yopiq bo‘lishini isbotlang.

20. Bizga X.r¥ topologik fazolar va s X -V uzluksiz akslantirish
berilgan. Agar X,c X va f =/|, X, Y munosabatlar o'rinli bo'lsa, quyidagi
tasdiglar o‘rinli ekanligi isbotlansin:

1) s, akslantirish uzluksiz;

2) agar X, to‘plam X topologik fazoda yopiq to‘plam va s akslantirish
yopiq akslantirish bo‘lsa, u holda f, yopiq akslantirishdir;

3) agar X, to'plam X topologik fazoda yopiq to'plam va s akslantirish
ochiq akslantirish bo‘lsa, u holda , ochiq akslantirishdir;

21. Ushbu x.,r topologik fazolarda berilgan f X — Y akslantirish yopiq
bo‘lishi uchun Y topologik fazoning ixtiyony y €l nuqtasi va f '(y) nuqta
tegishli bo‘lgan ixtiyoriy U/ ochiq to‘plami uchun, y nuqtamng shunday ¥,
airofi mavjud bo‘lib, /' (V,) c U munosabat bajarilishi zarur va yetarli ckanligi
isbotlansin.

22. Ushbu X,Y topologik fazolarda berilgan f X — Y akslantirish yopiq
bo‘lishi uchun ixtiyoriy 4 c X to‘plam uchun, f(4)c f(4) munosabat o‘rinli
bo*lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.
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23. To'g'ni chiziqdagi ixtiyoriy ikkita ochiq (yopiq) interval o‘zaro
gomeomorfligi isbotlansin.

24, Bizga x.Y topologik fazolar, f X -t akslantirish va X topologik
fazodagi {/ = {U,} topologiya bazasi berilgan bo‘lsin. Berilgan s akslantirish
ochiq akslantinsh bo‘lishi uchun, U ={U.} oiladan olingan ixtiyoriy U/,
to‘plamning f({/,) aksi Y topologik fazodada ochiq bo‘lishi zarur va yetarli
ckanligi isbotlansin.

28, Uzluksiz ustiga f X Y, g ¥ - X akslantirshlar mavjud bo‘lgan
o‘zaro gomeomorf bo‘lmagan X.,Y topologik fazolarga misol keltiring.

26. Ushbu x.Y topologik fazolar berilgan. X xY to’g'n ko‘paytmaning
X ga proeksiyasi uzluksiz, ochiq va yopiq akslantirish ekanligi isbotlansin.

27 Bizga X.Y topologik fazolar va f X -V akslantirish berilgan
bo‘lsin. Berilgan 7 akslantinsh uziuksiz bo‘lishi uchun quyidagi munosabatning
bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin:

ixtiyorty A c Y qism to‘plam uchun f'(int A) cint(f'(A4)) munosabat
o‘nnli.

28. Topologik akslantinishlarning superpozitsiyasi topologik akslantirish
bo‘lishini isbotlang.

29. Berilgan f R™ —» R” akslantirish chizigli bo‘lsa, uning uzluksiz
ckanligi ko‘rsatilsin.

30. Bizga XY topologik fazolar berilgan. Agar f X »Y uzluksiz va
biyektiv akslantirish bo‘lsa, quyidagi shartlar ekvivalentligi isbotlansin:

1) s -faktor akslantirish;

2) s -ochiq akslantinsh;

3) s -yopiq akslantirish;

4) s-gomeomorf akslantirish.

31. Ushbu X,r topologik fazolar hamda f X — Y uzluksiz akslantirish
berilgan bo‘lsin. Agar X, X va X, = X munosabatlar o‘rinli ekanligi ma’lum
bo‘lsa, f(X,) = f(X) munosabat ham o‘rinli ekanligi isbotlansin.

32. Bizga X.Y topologik fazolar, y X — Y uzluksiz, ustiga akslantirish
va X, cXqism to'plam berilgan. Agar f X, - akslantirish faktor ustiga
akslantirish ekanligi ma’lum bo‘lsa, u holda sy X — Y akslantirishning faktor
akslantirish ekanligi isbotlansin. Teskari jumla o*rinlimi?

33. Topologik fazolar X.¥ , f X »Y akslantirish hamda ¥, cY qism
to‘plam berilgan bo'lsin. s akslantirish uzluksiz bo‘isa, uholda f X - Y,
akslantirishning uzluksiz ekanligi isbotlansin.

34. Bizga XY topologik fazolar va s X - akslantirish berilgan. Agar
f(x)cY, munosabat o‘rinli bo‘lib, s akslantirish ochiq akslantirish ekanligi
ma’lum bo‘lsa, uholde / X — Y, akslantirish ham ochiq akslantirish
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bo‘lishini isbotlang.

35. Yevklid fazosidagi shar shu fazoning o‘ziga gomeomorfligini
isbotlang. Soddalik uchun R’ fazoni qarang.

36. Aylananing yopiq doiraga gomeorf emasligi isbotlansin.

37. Bizga {X,} topologik fazolar oilasi, X to‘plam va f, X > X,
akslantirishlar berilgan bo‘lsin. Berilgan X to‘'plamda har bir f, akslantirish
uzluksiz bo‘lgan barcha topologiyalar ichida eng kuchsiz topologiya mavjudligi
ko‘rsatilsin. Bu topologiyani f, oila yordamida keltirilgan kuchsiz topologiya
deb ataymiz.

38. Oldingi masalada kintilgan topologiyani quyidagicha aniqglash
mumkinligim ko‘rsating:

Ixtiyony Y topologik fazo va f:Y —> X akslantinsh uchun
Sf,° f:Y = X_ superpozitsiya har bir  da uzluksiz bo‘lishi uchun f ¥ > X
uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli bo‘ladigan X to‘plamda yagona topologiya
mavjud.

39. Bizga (X,r) topologik fazo X, cX va f(X)cX (f(x)=x)
joylashtirish berilgan bo‘lsin. Berilgan X topologik fazoda s akslantirish
yordamida keltirilgan topologiya (37-misolga qarang) ry, bilan ustma-ust
tushishini isbotlang.

40. Bizga fX,,} topologik fazolar oilasi, X to‘'plam va f, X, —» X
akslantirishlar berilgan bo‘lsin. Benlgan X to‘plamda har bir /, akslantinsh
uzluksiz bo‘lgan barcha topologiyalar ichida eng kuchli topologiya mavjudligi
ko‘rsatilsin. Bu topologiyani f, oila yordamida keltirilgan kuchli topologiya
deb ataymiz.

41. Oldingi masaladagi kiritilgan topologiya quyidagicha aniglash
mumkinligini ko‘rsating:

Ixtiyoriy ¥ topologik fazo va f X — Y akslantirish berilgan bo‘lsin. X
to‘plamda, f X —»Y akslantinsh uzluksiz bo‘lishi uchun fof : X, 9Y
superpozitsiya har bir « da uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli bo‘ladigan yagona
topologiya mavjud.

42. Bizga Xx,,. .. X, topologik fazolar benlgan bo‘'lsin. Agar berilgan

topologik fazolarning to’g’ri ko‘paytmasini X = X,x..xX_ kabi va f:X X,
sifatida tabily proeksiyani belgilasak, u holda 40-masaladagi / akslantirishlar
oilasi yordamida keltirilgan kuchli topologiya, X,,....X, topologik fazolaming

dekart ko‘paytmasidagi topologiya ekanini isbotlang.

43. Yevklid fazolan R* va R* gomeomorf bo‘lishi uchun n=m
munosabat o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

44. Bir o'Ichamli Yevklid fazosi R' va R" fazo n=1 bo'lganda o‘zaro
gomeomorf emasligi ko rsatilsin.
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45. O‘Ichami n ga teng bo‘lgan R” Yevklid fazosida yopiq shar va yopiq
kub gomeomorfligi ko'rsatilsin.

46. Berilgan R™' Yevklid fazosida bitta nuqtasi chiqarib tashlangan sfera
R" fazoga gomeomorfligini isbotlang.

47. Bitta nuqtasi chiqarib tashlangan R" va S$™' xR to‘plamlar o‘zaro
gomeomorfligi ko rsatilsin. .

48. Bitta nuqtasi chiqarib tashlangan aylananing ochiq intervalga
gomeomorfligi isbotlansin.

49. Bizga E F.G topologik fazolar, f £E—»F va g F—G uzluksiz
akslantirishlar berilgan bo‘lsin. Agar f suryektiv akslantirish va gof topologik
akslantirish ekanligi ma’lum bo‘lsa, u holda 7 va g topologik akslantinshlar
ekanlig ko‘rsatilsin.

50. 7' harfi L harfiga gomeomorf emasligi isbotlansin.

51. Haqiqiy proyektiv to’g'ri chiziq RP aylanaga gomeomorf ekanini
ko‘rsating.

52. Gomeomorf bo‘lmagan X va Y topologik fazolarga misol keltiringki,
bunda X topologik fazo biror ¥, ¥ qism fazosiga, ¥ topologik fazo esa biror
X, c X qism fazosiga gomeomorf bo‘lsin.

83. To’g’'n chiziqda ochiq interval, yarim ochiq interval va yopiq
intervallar o*zaro juft-jufti bilan gomeomorf emasligi isbotlansin.

84 Yevklid fazosi R' da quyidagi funksiyalami uzluksizlikka tekshiring
va grafigini chizing:

1) f(x)=d(x,Q);

2) f(x)=d(x.]);

3) f(x)=d(x,0 n[- 11D,

4) f(x)=d(x,e°) e*={* aeQ}

Bu yerda Q -barcha ratsional sonlar to'plami, va / =[0;1]c R

4 §. Bog'lanishli fazolar

Ma’lumki, chizigli bog’lanishli topologik fazolar matematikada muhim
o‘rin tutadi. Bu paragrafdagi misol va masalalar bog’lanishlilik xossasiga
bag’ishlangan bo'lib, bu xossa boshqa topologik xossalardan farq qiladi.
Xususan, bog'lanishlilikdan boshqa topologik xossalar kelib chigmaydi. va
aksincha bog’lanishlilik xossas: boshqa topologik xossalarning natijasi emas.
Bog’lanishli topologik fazolardan so’ng chiziqli bog’lanishlilik tushunchasi va
chizigli bog’lanishlilik komponenta tushunchasi kiritiladi.

Asosiy tushunchalar
Bizga (X,7) fopologik fazo, Ac X qism to‘plam benlgan bo‘lsin.
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4.1.4a’rif. Ikkita ochiq G, va G, qism to‘plamlar mavjud bo'lib,
quyidagi
1) A=(G, NAUG,NA)
)G, NAHNG,NA)=2
3)GNA+D,G,NA=D
shartlar bajanlsa, 4 to‘plam bog'lanishsiz to plam deyiladi. Agar yuqoridagi
shartlarni qanoatlantiruvchi ochiq G, va (G, qism to‘plamlar mavjud bo‘lmasa,
A to'plam bog’lanishli to’plam deyiladi.

Endi, A= X holni qaraylik. Bu holda, ushbu X NG, =G,, XNG, =G,
munosabatlar o'rinli bo‘lgam uchun yugondag shartlar quyldaglcha ko‘rinishini
oladi:

1) X =G, UGz
)G NG, =
3)G, 23, G, 3.

Boshqgacha gilib aytganda,

4.2.4a’rif. x topologik fazo ochiq va o‘zaro kesishmaydigan, bo‘sh
bo‘lmagan G, va G, to‘plamlar mavjud bo‘lib, X =G UG, munosabat
bajarilsa, X bog’lanishsiz topologik fazo deyiladi. Bu shartni qanoatlantiruvchi
G, va G, ochiq to‘plamlar mavjud bo‘lmasa, .¥ fazo bog’lanishli fazo deyiladi

4.3.+a’rif. Topologik fazoda re X nuqta berilgan bo‘lsin. Benlgan r
nuqtani o'z ichiga olgan eng katta bog’lanishli to'plam shu nuqtaning
bog’lanishlilik komponentasi deyiladi.

4.44a’rif. Topologik fazoning ixtiyony ikki nuqtasim yo‘l bilan
tutashtinsh mumkin bo‘lsa, u chizigli bog’lanishli topologik fazo deyiladi.

4.5.«a’rif Benlgan topologik fazoning har bir nuqtasi atroflarining
bog’lanishli to*plamlaridan iborat bazasi mavjud bo‘lsa, u lokal bog’lanishli
fazo deyiladi.

4.6.-ta’rlf. Topologik fazoning har bir nuqtasi atroflari uchun chizigli
bog’lanishli to‘plamdan iborat bazasi mavjud bo‘lsa, u lokal chizigli bog’lanishli
fazo deyiladi.

Masala yechish namunalari

1-masala. Bog’lanishli to‘plamning yopig'i ham bog’lanishlidir.

Yechish. Bizga (X,r) topologik fazo va uning bog’lanishli qism to‘plami
Ac X benlgan bo‘lsin. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni 4c X bog’lanishli,
lekin 4 bog’lanishsiz to‘plam bo‘lsin. U holda bog’lanishsiz to‘plam ta'rifiga
ko'ra, (x,r) topologik fazoda ochiq G, va G, qism to‘plamlar mavjud bo‘lib,
ular uchun quyidagi:
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A=G,NAHUG,NA)

GNAHNGNA=D

GNA=#3,G,NA=»OD
munosabatlar bajariladi. Har qanday to‘plamlar uchun 4 c 4 munosabat o‘rinli
bo‘lganligi uchun, yuqoridagi munosabatlarni hisobga olsak, quyidagi:

A=(G NAUG,NA)

GNANA=G,NA

G,NAHNA=G,NA
tengliklar o‘rinliligi kelib chiqadi.

Bundan tashqari, G, va G, ochig to‘plamlar hamda G NA=QJ va
G,NA»Q@ munosabatlardan ushbu G NA=*Q, G,NA=Q munosabatlar
kelib chiqgishini ko‘rsatish qiyin emas. Va nihoyat (G NA)N(G,NA)=
tenglikdan (G NA)N(G,NA)= tenglik kelib chiqadi. Yuqoridagi
munosabatlar birgalikda A to‘plamning bog’lanishsiz to‘plam ekanligini
ko‘rsatadi. Bu ziddiyatdan 4 to‘plamning bog’lanishli ekanligi kelib chigadi.

2-masala. Berilgan X topologik fazo X =(! X, ko‘ninishda tasvirlangan

bo'lib, ()X, # @ munosabat bajarilsa, X bog’lanishli topologik fazo ekanligi

ko‘rsatilsin (bu yerda har bir x, bog’lanishli to‘plam).

Yechish. Teskansini faraz gilaylik, ya'ni ¥ ochig, bo‘sh bo‘lmagan va
o‘zaro kesishmaydigan 4,8 to‘plamlaming birlashmasidan iborat bo‘lsin. U
holda X, =(x,NAU(X,NB) munosabat o'‘rinli bo‘ladi. Har bir x,
bog’lanishliligidan Xx,N4=9@, X,NB=@ munosabatlardan bittasi o‘rinli
bo‘'ladi, ya’'ni X, yola A to'plamda yoki B to‘plamda yotadi. 4 va B
to‘plamlar bo*sh bo‘lmagani uchun ae 4.5 € B nuqtalar topish mumkin. Agar
ac X, deb faraz qilsak, X, c 4 munosabat, be X, desak, X, cB
munosabat o'rinli bo‘ladi. Natijada x, N X, =3 tenglikni hosil qilamiz. Bu esa,
masala shartiga zid. Demak, X bog’lanishli topologik fazo ekan.

Misol va masalalar

1. Lokal bog’lanishli bo‘lmagan, bog’lanishli topologik fazoga misol
keltiring.

2. Bog’lanishli to‘plamning uzluksiz akslantirishdagi aksi bog’lanishli
to‘plam bo‘lishi isbotlansin.

3. Lokal bog’lanishli topologik fazoda bog’lanishlilik komponenta ochiq
to‘plam ekanligi isbatlansin.

4, Berilgan X topologik fazoning ixtiyoriy x,y € X nuqtalarini o'z ichiga
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oluvchi C_ bog’lanishli to‘plam mavjud bo‘lsa, X bog’lanishli topologik fazo
ekanlig isbotlansin.

8. Ixtiyoriy chiziqli bog’lanishli topologik fazo, bog’lanishli ekanligi
isbotlansin.

6. Tekislikda hech bo‘lmaganda, bitta koordinatasi ratsional bo‘lgan
nuqtalar to‘plami bog’lanishli bo‘ladimi?

7. Tekislikda faqat bitta koordinatasi ratsional bo‘lgan nugqtalar to*‘plami
bog’lanishli bo‘ladimi?

8. Tekislikda ikkala koordinatasi ratsional bo‘lgan nuqtalar to‘plami
bog’lanishli bo‘ladimi?

9. Umumiy markazga ega ratsional radiusli aylanalar to‘plami
bog’ lanishli bo‘ladimi?

10. Yevklid fazosi R" da

1) sfera;

2) shamning ichi;

3) sharning to'ldiruvchisi bog’lanishli ekanligi isbotlansin.

11. To’g’n chizigda:

1) Z =(barcha butun sonlar to‘plami); 2) {0,:,;;,,:}

3) [a;b]; 4) (Q=(barcha ratsional sonlar to‘plami) lokal bog’lanishli
to‘plam bo‘ladimi?

12. Yevklid fazosi R' da cheksiz gism to'plam bo‘lgan lokal
bog’lanishsiz to‘plamga misol keltiring.

13. Quyidagi 4 c Bc 4 munosabat o'rinli bo'lib, 4 to‘plam bog’lanishli
bo'lsa, u holda B to‘plam ham bog’lanishli bo‘lishi isbotlansin.

14. Topologik fazo chekli sondagi bog’lanishlilik komponentalarga ega
bo'lsa, u holda ular ochiq bo*lishi isbotlansin.

15. Topologik fazo X bog’lanishli fazo bo'lib, f X Y uzluksiz
akslantirish bo‘lsa, s akslantirishning grafigi bog’lanishli ekanligi ko‘rsatilsin.

16. Chizigli bog’lanishli bo‘lmagan bog'lanishli to‘plamga misol
keltiring.

17. Berilgan 4 va B to‘plamlar bog’lanishli bo‘lib, AN B = @ munosabat
bajarilsa, u holda 4U B bog’lanishli bo‘lishini isbotlang.

18. To'g’'ri chizigda A< R' qism to‘plam bog’lanishli bo‘lishi uchun
uning intervaldan iborat bo'lishi zarur va yetarli ekanligi ko‘rsatilsin. (Bu yerda
interval deganda, yopiq, ochiq, yarim ochiq, bir tarafi cheksiz, ikki tarafi cheksiz
intervallar tushuniladi).

19. Topologik fazolarning to’g’ri ko'paytasi bog’lanishli bo*lishi uchun
ularning har biri bog’lanishli bo‘lishi kerakligi isbotlansin.

20. Bog’lanishli topologik fazolaming to’g’n ko‘paytmasi bog’lanishli
topologik fazo ekanligi isbotlansin.

21. Yevklid fazosi R" bog’lanishli fazo ekanligi isbotlansin.
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22. Yewklid fazosi R da 4=R"\{s,. .a,} (keN) to'plam
bog’lanishli ekani isbotlansin (bu yerda n 2 2).

23. Bizga X topologik fazo berilgan bo'lsin. Agar x va y nugqtalamni o'z
ichiga oladigan bog'lanishli 4 X to‘plam mavjud bo‘'lsa, x~y deymiz. Bu
munosabat ekvivalentlik munosabati ekani isbotlansin.

24. 23-masaladagi kiritilgan ekvivalentlik munosabatiga nisbatan
ekvivalentlik sinfi bog’lanishlilik komponentasi ekanligi isbotlansin.

25. Bog’lanishlilik komponentasi yopiq to*plam ckanligi isbotlansin.

26. Har qanday bog'lanishli to‘plam birorta bog’lanishlilik
komponentasiga qism to‘plam ekanligi isbotlansin.

27. Berilgan X topologik fazoning ixtiyorty x va y nuqtalari uchun
A,..A (bu yerda neN soni r va y nuqtalarga bog’liq) bog’lanishli
to‘plamlar mavjud bo‘lib, u quyidagi

DANA, =D ¥,=ln-1) 2)xed, yeA,

shartlarni qanoatlantirsa, u holda Xx bog’lanishli topologik fazo ekani
isbotlansin.

28. Har xil ikki nuqgtalar uchun ular tegishli bo‘lgan bog’lanishlilik
komponentalan kesishmaydi yoki ustma-ust tushishi isbotlansin.

29. Topologik fazo yagona bog’lanishlilik komponentasidan iborat
bo‘lishi uchun, uning bog’lanishli fazo bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi
ko‘rsatilsin.

30. Chizigli bog’lanishli, lekin lokal chizigli bog’lanishli bo‘lmagan
topologik fazoga misol keltiring.

31. Chizigli bog’lanishli, lekin lokal bog’lanishli bo‘lmagan topologik
fazoga misol keltining.

32. Topologik fazo lokal bog’lanishli bo‘lishi uchun uning ixtiyony ochiq
to‘plamining bog’lanishlilik komponentasi ochiq bo‘lishi zarur va yetarliligini
isbotlang.

33. Yevklid fazosi R* lokal bog’lanishli fazo ckanligi isbotlansin.

34. Bizga X topologik fazo va X, uning bog’lanishsiz yopiq qism
to‘plami berilgan bo'lsin. X, topologik fazoni ikkita o‘zaro kesishmaydigan,
bo'sh bo‘lmagan yopiq to‘plamlarning yig'indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin
ekanligi isbotlansin.

35. Bizga X topologik fazo va X, uning ochiq, bog’lanishsiz gqism
to‘plami berilgan bo‘lsin. X, topologik fazoni ikkita bo‘sh bo‘lmagan o‘zaro
kesishmaydigan ochiq to'plamlarning yig’indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin
ekanligi isbotlansin.

36. Bizga X - Xausdorf topologik fazo va bog’lanishli X, c X qism
to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar X, bittadan ortiq nuqgtani o'z ichiga olgan
to‘plam bo‘lsa, u holda bu to‘plamda ajralgan nuqtalar mavjud emashgi
isbotlansin.
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37 Topologik fazoda x,, X, yopiq to‘plamlar berilgan bo'lib, X, UX, va
X,NX, to'plamlar bog'lanishli ekani ma’lum bo‘lsa, X, va X, to'plamlar ham
bog’lanishli ekanligi isbotlansin.

38. 37-masalada kamida bitta to‘plam yopiq bo‘lmasa, X, va X,
to'plamlar bog’lanishli bo'lishi shart emasligiga misol keltiring.

39. Topologik fazoda barcha i lar uchun X NX_ #& shartni
qanoatlantiruvchi {X,} bog’lanishli to‘plamlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.
X =U X, to’plamning bog’lanishli ekani isbotlansin.

40. Topologik fazoda barcha i lar uchun X, N X, bog’lanishli bo‘lgan,
{X;} bo‘sh bo‘lmagan to‘plamlardan tashkil topgan oila berilgan bo‘lsin. U
holda x = U X, to'plamning bog'lanishli ekanlig isbotlansin.

41. Bizga X topologik fazoda X, yopiq to‘plam berilgan bo‘Isin. X, gism
fazoning bog’lanishlilik komponentasi X topologik fazoda yopiq to‘plam
ekanligi isbotlansin.

42, Yevkhd fazosi R" (n23) dan chekli sondagi R' fazomng
(k<n-2) qism to'plamlarini chiqarib tashlaganda hosil bo‘lgan qism fazo
bog’lanishli bo'lishi isbotlansin. Bu yerda R* c k" deb qaraladi.

43. Tekislikdan chekli sondagi to’g’ri chiziqlar chiganb tashlaganda hosil
bo'lgan to‘plam bog’lanishlilik komponentasining maksimal soni aniqlansin.

44. Benlgan X topologik fazo bog’lanishsiz fazo bo'lishi uchun
X -4UB, ANB=-0, ANB=C munosabatlami qanoatlantiruvchi A4,8c X
to‘plamlarning mavjud bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

45, Bizga f X -V uzluksiz akslantirish va X bog’lanishli fazo berilgan
bo‘lsin. U holda s akslantinish grafigining bog’lanishli ekanligi isbotlansin.

46. Berilgan 1 [0.1]> R' akslantirish uzluksiz bo‘lib, f(0)- f(1)<0
shartni qanoatlantirsin. U holda, f(£)=0 shartm qanoatlantiruvchi ¢ € (0;1)
nuqta mavjudligini isbotlang. Bu masalani 45-masaladan foydalanib yeching.

47. Bizga X topologik fazo va uning bog’lanishi to‘plamlari oilasi {4, }
berilgan  bo‘lib, ixtyony A, va A, to‘plamlari  uchun
AsNA4, =D, A, Al #OD munosabatiar o'rinli bo'lsa, u holda A=U 4,
to'plam bog'lanishli ckanligi ko rsatilsin.

48. Bizga X topologik fazo va 4,BcXx yopiq (ochiq), bo'sh
bo‘lmagan va o‘zaro kesishmaydigan to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Berilgan
to‘plamlar uchun ANB=0, BNA=Q munosabatlar o‘rinli ekanligi
isbotlansin.

49. Bog’lamshli to‘plamning asli bog’lanishsiz bo‘lgan uzluksiz
akslantirishga misol keltiring.
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5 §. Topologik fazolarda ajraluvchanlik

Topologik fazo ta’rifi umumiy tushunchalardan bo‘lib, barcha topologik
fazolarda o‘rinli bo‘ladigan qiziqarli teoremalarni isbotlash qiyin. Bu paragrafda
nuqtalami, nuqta va to‘plamni hamda to‘plamlamni bir-biridan ajratish haqidagi
aksiomlar va ular yordamida keltirib chiqarish mumkin bo‘lgan xossalar
o'‘rganiladi.

Asosiy tushunchalar

S.14a’rif. Berilgan X topologik fazoning ixtiyoriy x, ye X, (x=y)
nugqtalari uchun shu nuqtalardan faqat bittasini o'z ichiga oluvchi ochiq to‘plam
mavjud bo‘lsa, X topologik fazo 7, topologik fazo deyiladi.

5.2 ta'rif. Benlgan X topologik fazoning ixtiyoniy x, ye X, (x= y)
nuqtalari uchun x nuqtaning y tegishli bo‘lmagan atrofi, y nuqtaning x
tegishli bo‘lmagan atrofi mavjud bo‘lsa, X topologik fazo 7, topologik fazo
deyiladi.

5.3-a’rif. Topologik fazoda ixtiyony o‘zaro farqli ikki nuqta o'zaro
kesishmaydigan atroflarga ega bo'lsa, bu fazo Xausdorf topologik fazosi, (7,
fazo) deyiladi.

5.4+a’rlif. Topologik fazoda F,, F,c(X,r) o‘zaro kesishmaydigan
to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Mos ravishda bu to‘plamlami o'z ichiga oluvchi,
o°zaro kesishmaydigan ochiq ¥,, ¥, to‘plamlar mavjud bo‘lsa, u holda F, va F,
to‘plamlarni bir-biridan ajratish mumkin deyiladi.

S.54a'rif. Bizga T, fazo bo'lgan (X,r) topologik fazo berilgan bo‘lib,
uning ixtiyoriy yopiq qism to‘plamini shu to‘plamga tegishli bo‘lmagan
nuqtadan ajratish mumkin bo‘lsa, X topologik fazo regulyar topologik fazo (T,
fazo) deyiladi.

5.6-ta'rif. Topologik fazo 7, fazo bo'lib, uning ixtiyoriy yopiq gqism
to'plami Fc(X,r) va F to‘plamga tegishli bo‘lmagan x nuqta uchun
?(x)=0,@(y)=1 ye F shartlami qanoatlantiruvchi funksiya mavjud bo‘lsa,
X to‘liq regulyar topologik fazo (7, fazo) deyiladi.

S.74a’rif. Bizga (X,r) topologik fazo berilgan bo‘lsin. Agar u 7,

topologik fazo bo‘lib, uning o‘zaro kesishmaydigan ixtiyoriy ikkita qism
to‘plamlarini bir-bindan ajratish mumkin bo‘lsa, X normal topologik fazo (7,
fazo) deyiladi.
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Masala yechish namunalari

1-masala. Topologik fazolar ichidan T, topologik fazo
bo‘lmaydiganlanga misollar keltinng.

Yechish. 1) Antidiskret topologik fazoni 7, fazo bo‘lmaydigan topologik
fazoga musol qilib keltinish mumkin. Haqigatan ham, antidiskret topologik
fazoning topologiyasi 7 ={<, X} to'plamdan iborat. Antidiskret topologik
fazoning ixtiyony olingan x, ye X, (x# y) nuqtalari uchun shu nuqtalardan
faqat bittasini o'z ichiga oluvchi ochiq to‘plam mavjud emas. Chunki, bu
fazoning ochiq to'plamlan fagat &, X to‘plamlardan iborat xolos, shuning
uchun ixtiyoriy olingan x, ye X, (x#y) nuqtalardan bittasini o'z ichiga
oluvchi to‘plam albatta ikkinchisini ham o°z ichiga oladi.

2) Bizga elementi bittadan ko‘p bo‘lgan X to‘plam va X\ X,
ayirmaning elementi bittadan ko‘p bo‘ladigan Xy c X' qism to‘plam benlgan
bo‘lsin. Ixtiyoiy Ac X qism to‘plam uchun int A=A4ANX,6 va intX =X
munosabat o‘rinli deb faraz gilaylik. Bu usul bilan aniqlangan to‘plamning ichi
tushunchasi quyidagi

)intX =X

2)intAc A,

3) int(ANB)=int ANint B,

4) int(int 4) = int A
shartlami qanoatlantiradi. Ravshanki, bu usul bilan aniglangan to'plamning ichi
tushunchasi yordamida X to‘plamda topologiya aniqlash mumkin. Berilgan X,
to'plamning barcha qism to‘plamlari va X to‘plamning faqat o‘zi yuqorida
kiritilgan topologiyaga nisbatan ochiq to'plamdir. Ixtiyoriy olingan
x, ye X, (x# y) nuqtalardan bittasii o'z ichiga oluvchi to‘plam albatta
ikkinchisini ham o'z ichiga olishini tekshirib ko‘rish unchalik qiyin emas.

Agar X, sifatida bo‘sh to‘plamni olsak, u holda X' antidiskret topologik
fazodan iborat bo‘ladi.

2-masala. Ma’'lumki, har qanday 7, topologik fazo 7, topologik fazo
bo‘ladi, lekin teskarisi har doim ham o‘ninli emas. Bunga misol keltiring.

Yechish. Bizga elementi bittadan ko‘p bo‘lgan X to‘plam va uning biror
x, € X nugtasi berilgan bo‘lsin. Har bir bo‘sh bo‘lmagan 4 c X qism to‘plam
uchun 4 =A4U{x,} va @ =@ munosabat o‘rinli deb faraz qilaylik. Bu usul
bilan aniglangan to‘plamning yopig’i tushunchasi qu_yidagi

1)@=02,2) Ac4,3) AUB=ANB;4) (4)=4
shartlami qanoatlantiradi. Ravshanki, bu usul bilan aniqlangan to‘plamning
yopig'i tushunchasi yordamida X to‘plamda topologiya aniqlash mumkin.
Berilgan {x,} nuqtadan iborat to‘plamning fagat o'zi yuqonda kintilgan
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topologiyaga nisbatan X topologik fazoda yopiq to‘plamdir, boshqa har ganday
bir nuqtali to‘plam ochiq to*plamdir, lekin yopiq emas.

Ixtiyoriy ye X, (x, # y) nuqtaning har qanday atrofi x, nuqtani o‘z
ichiga oladi, lekin x, nuqtami atrofi sifatida {x,} nuqtadan iborat to‘plamni
olsak, u holda y tegishli bo'lmagan x, nuqtaning atrofi mavjud ekan.

Demak, ushbu X topologik fazo T, fazo, lekin 7, fazo bo‘lmagan
topologik fazoga misol bo‘la oladi.

Misol va masalalar

1. Berilgan (X,r) topologik fazo Xausdorf fazosi bo‘lishi uchun
D={(x,x)}c XxX to'plamning yopiq bo‘'lishi zarur va yetarli ckanligi
isbotlansin.

2. Xausdorf fazosining hamma yerida zich bo‘lgan A=X, gism
to‘plami Ac X berilgan bo'lsin. Agar f X 5Y va g XY uzluksiz
akslantinishlar va A to‘plamdan olingan ixtiyorty nuqta x€ A uchun
f(x)=g(x) munosabat o‘rinli bo‘lsa, f va g akslantirishlarning ustma-ust
tushishi isbotlansin.

3. Topologik fazoni Xausdorf fazosiga akslantiruvchi S . XY
akslantirish berilgan bo‘lsin. Berilgan f -akslantirish uzluksiz bo‘lishi uchun,
{(x,f(x))lc X xY to'plam X xY da yopiq bo'lishi zarur va yetarliligi
ko‘rsatilsin.

4. Topologik fazolarming X xY to’g’n ko'paytmasi Xausdorf fazosi
bo‘lishi uchun ko‘paytuvchilaming har biri, ya’ni X va ¥ topologik fazolamning
Xausdorf fazolari bo‘lishi zarur va yetarliligini ko‘rsating.

S. Xausdorf fazosida har qanday yagqinlashuvchi ketma-ketlik yagona
limitga egaligi isbotlansin.

6. Topologik fazo T -fazo bo‘lishi uchun, uning ixtiyoriy bir nuqtasidan
iborat to‘plami shu topologik fazoda yopiq bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi
ko‘rsatilsin.

7. Berilgan X topologik fazo regulyar bo‘lishi uchun, uning ixtiyoriy
xe X nuqtasi va uning ixtiyoriy U/, atrofi uchun, x nuqtaning V. cU,
munosabatni ganoatlantiruvchi ¥, atrofi mavjud bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi
isbotlansin.

8. Topologik fazo normal bo‘lishi uchun, uning ixtiyony yopiq qism
to‘'plami F c X va F to'plamning ixtiyoriy U atrofi uchun ¥, cU, shartni
qanoatlantiruvchi V, atrofining mavjud bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi
isbotlansin. .

9. Topologik fazo normal bo‘lishi uchun, uning ixtiyoriy F.Gc X
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yopiq, kesishmaydigan qism to‘'plamlanning U/, nU, =@  shartm
qanoatlantiruvchi {/, va U, atroflarini mavjud bo‘lishi zarur va yetarli ekani
1sbotlansin.

10. Xausdorf fazosi bo‘imagan 7, fazoga misol keltiring.

11. Regulyar bo‘lmagan Xausdorf fazosiga misol keltiring.

12. To'liq regulyar bo‘lmagan regulyar topologik fazoga misol keltiring.

13. Normal bo‘lmagan, to‘liq regulyar topologik fazoga misol keltiring.

14. Normal bo‘lmagan regulyar topologik fazoga misol keltiring.

18. Har qanday metnk fazo normal bo‘lishi isbotlansin.

16. Bizga X topologik fazo va uning Y qism fazosi benigan bo‘lsin.
Agar

1) X topologik fazo 7' (1=12,3,4) topologik fazo bo‘lsa, u holda ¥ ham
mos ravishda 7' (1 =1,2,3,4) topologik fazo bo‘lishi isbotlansin.

2) X -normal topologik fazo va Y uning yopiq qism fazosi bo‘lsa, u holda
¥ normal qism fazo bo‘lishi isbotlansin.

17. Ma’lumki, ¥ normal topologik fazo, #.Gc X uning yopiq, o'zaro
kesishmaydigan qism to‘plamlan bo‘lsa, f(/)=0, f((;)=1 munosabatlam
qanoatlantiradigan uzluksiz s funksiya topiladi. Agar X topologik fazo 7,
fazo bo‘lib, ixtiyony yopiq, o'zaro kesishmaydigan .G qism to‘plamlan uchun
yuqondagi shartni qanoatlantiruvchi uzluksiz funksiya mavjud bo‘lsa, X normal
bo‘lishi isbotlansin.

18. Benilgan X topologik fazo 7, (i =1,23.4)-fazo bo‘lsa, u holda X mos
ravishda T,(i = 1,2,3,4) fazo bo‘lishi isbotlansin.

19. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomas: bajanlgan, regulyar fazo normal
fazo bo‘lishi isbotlansin.

20. Bizga X Xausdorf fazosi va f X — X uzluksiz akslantirish berilgan
bo'lsin. Uholda 4={ x f(x)=x} yopiq to'plam ckanligi isbotlansin.

21. Bernilgan X topologik fazo 7,-fazo ekanligi ma’'lum bo‘lsa, uning
Ac X qism to'plamining limit nuqtalan to’ plami yopiq ekanligi isbotlansin.

22. Sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajanigan X topologik fazo va
x€X nuqta berilgan bo'lsin deb faraz qilaylik. Berilgan r nuqta A4cXx
to‘plamning limit nuqtasi bo‘lishi uchun, ixtiyoriy n natural son uchun x, = x
shartni qanoatlantiruvchi, shu x nuqtaga yaqinlashuvchi {x } ketma-ketlikning
mavjud bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

23. Sanoglilikning birinchi aksiomasi bajarilgan X Xausdorf topologik
fazo va Y Xausdorf fazosi’ berilgan bo‘lsin deb faraz qilaylik. Agar 1 X »Y
akslantirish va yaqinlashuvchi {x,} ketma-ketlik uchun x, - x munosabatdan
f(x,) - f(x) ekanligi kelib chiqishi ma’lum bo‘lsa, f -uzluksiz akslantirish
ckanligi isbotlansin.
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24, Topologik fazoda har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlikning limiti

yagonaligi ma’'lum bo‘lsa, u holda u 7, topologik fazo ekanligi
isbotlansin.

25. Topologik fazoda sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilgan bo‘lsin
deb faraz qilaylik. Berilgan topologik fazo Xausdorf fazosi bo‘lishi uchun,
undagi har-qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlikning 4imiti yagona bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligi isbotlansin.

26. Bizga X normal topologik fazo va uni f X -} uzluksiz, ustiga
(sur’yektiv), yopiq akslantirish berilgan bo‘lsin. U holda Y -normal fazo ekanligi
isbotlansin.

27. Normal topologik fazoning 4 = X yopiq qism to‘plami va f AR
uzluksiz akslantinish berilgan bo‘lsin, hamda, X normal topologik fazoda
aniglangan uzluksiz F X 5 R akslantinish 4 to‘plamda s bilan ustma-ust
tushsin. Agar ixtiyorty x € 4 nuqta uchun f(x) < ( tengsizlik o'rinli bo‘lsa, u
holda ixtiyoriy y € X uchun [F(y) < C tengsizlikni qanoatlantiruvchi funkstya
mavjudligi isbotlansin.

28. Normal topologik fazoning Ac X yopiq qism to'plami va
f A I" uzluksiz akslantirish berilgan bo‘lsin). U holda 4 to‘plamda s
bilan ustma-ust tushuvchi, F X — /" uziuksiz akslantinsh mavjudligi
isbotlansin. Bu yerda /", n -o‘lchamli kub.

29. Tlopologik fazoning har bir ¥ ¢ X qism fazosi normal fazo bo'lsin
deb faraz qilaylik. U holda, berilgan topologik fazoning A, Bc X qism
to'plamlan  uchun ANB=0, BNA=2 munosabatlar bajanilsa, bu
to‘plamlaming o*zaro kesishmaydigan atroflari mavjud ekanligi isbotlansin.

30. Chekli 7, topologik fazoning diskret fazo bo‘lishini isbotlang

31. Ixtiyoniy ikkita bo‘sh bo‘lmagan ochiq qism to‘plamlanning
kesishmasi bo*sh bo‘lmagan 7,-fazoga misol keltiring.

32.Bizga X -regulyar fazo, ¥ c X -sanoqli diskret qism fazo berilgan
bo‘lsin. Har bir yet¥ onuqta uchun y =y, U NU =@ shartni
ganoatlantiruvchi {{/,} atroflar oilasi mavjudligi ko‘rsatilsin.

33. Topologiyalari ushbu 1 <r, munosabatni qanoatlantiruvchi,
birinchichisi (X,r,) regulyar topologik fazo, ikkinchisi (X,r,)-regulyar
bo‘lmagan topologik fazo bo'ladigan (X,r,),(X,r,) topologik fazolar toping.

34. Turli limitlarga ega bo‘lgan yaginlashuvchi ketma-ketliklar mavjud
bo‘ladigan T;-fazoga misol keltiring.

35. Sanoqglilkkning bininchi aksiomasi bajarilmagan topologik fazoda
yaginlashuvchi ketma-ketlikning limiti yagona bo‘lishi shart emasligiga misol
keltiring.
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36. Topologik fazo Xausdorf fazosi bo‘lishi uchun, uning har bir nuqtasi
o’zining atroflan yopig’larining kesishmasidan iborat bo‘lishi zarur va yetarli
ekanligi isbotlansin.

6 §. Kompakt to‘plamlar va fazolar

Bu paragrafdagi o‘rganiladigan masalalar kompakt to‘plamlar va
fazolarga bag’ishlangan. Kompakt fazolar juda muhim topologik fazolar sinfi
bo‘lib, ular ixtiyoniy ochiq qobig’idan chekli qism qobiq ajratish mumkin
bo‘lgan topologik fazolar deb ta’riflanadi. Kompakt fazolar sinfi Yevklid
fazolarining barcha yopiq, chegaralangan gism to‘plamlarini o‘z ichiga oladi.
Yevklid fazolarining bu qism to‘plamlarida o‘rinli bo‘lgan xossalan ko‘p
hollarda barcha kompakt fazolar uchun o‘rinli bo*ladi.

Asosiy tushunchalar

6.1.+a'rif. Bizga (X,r) topologik fazo, 4 < X qism to‘plam va birorta
{A4,} ochiq to‘plamlar oilasi berilgan bo‘Isin. Berilgan oila uchun 4c|J4,

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda {4 } oila A4 to'plamning ochiq qobig’i
deyiladi.

6.2.+4a’rif. Ochiq qobiq chekli (sanoqli ) sondagi to'plamlardan iborat
bo‘lsa, u chekli (sanoqli) ochiq qobiq deb ataladi. Agar {/,} qobigning har bir
elementi {V,} oilaga tegishli bo‘lsa, {U ,} oila {V.} qobiqmng qism qobig’i
deyiladi.

6.3.-ta’rif. Berilgan A to'plamning ixtiyoriy ochiq qobig’idan chekli
gobiq ajratish mumlan bo‘lsa, A kompakt to‘plam deyiladi.

6.4.-ta’rif. Bizga (X,r) topologik fazo va {U,} ochiq to‘plamlar oilasi
berilgan bo‘lib, X =|JU, munosabat bajarilsa, {U/,} oila (X,r) topologik
fazoning ochiq qobig’i deyiladi.

6.5.<ta’rif. Topologik fazoning ochiq qobiglan {U, }, {V,} oilalar
berilgan bo‘lsin. Agar har bir a uchun g =f(a) mavjud bo‘lib, U, cV,
munosabat bajarilsa, {U_} qobiq {V,} qobigning ichiga joylashtirilgan qobiq
deyiladi.

Tabiiyki, 6.3 -ta’rifda agar A=X munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda
kompakt fazo ta’rifini hosil qilamiz:

6.6.-ta’rif. Berilgan tepologik fazoning ixtiyoriy ochiq qobig’idan chekli
gobiq ajratish mumkin bo‘lsa, u kompakt fazo deyiladi.

6.7.-a’rif. Berilgan topologik fazoning ixtiyorly samoqli ochiq
qobig’idan chekli qobiq ajratish mumkin bo‘lsa, berilgan topologik fazoda
sanoqli kompaktlilik xossasi o‘rinli deyiladi.
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6.8.-a'rif. Topologik fazoni sanoqli sondagi kompakt to‘plamlar
yig’indisi sifatida yozish mumkin bo‘lsa, u o -kompakt fazo deyiladi.

6.9.-ta’rif. Topologik fazoda ixtiyoriy ketma-ketlik yaqinlashuvchi qism
ketma-ketlikka ega bo'lisa, bu topologik fazo sekvensial kompakt fazo deyiladi.

6.10.«4a’rif. Benlgan topologik fazoning ixtiyoriy nuqtasi yopig'i
kompakt to‘plam bo‘lgan atrofga ega bo'lsa, bu topologik fazo lokal kompakt
fazo deyiladi. '

6.11.-ta'rif. Bizga {{/_}-to‘plamlar oilasi berilgan bo‘lsin. Berilgan oilaga
tegishli ixtiyoriy chekli sondagi to'plamlar kesishmasi bo'sh bo‘lmasa, {l/_}
oila markazlashgan oila deyiladi.

Masala yechish namunalari

1-masala. Bizga X.Y topologik fazolar va Ac X, BcY kompakt
to‘plamlar bo‘lsa, Ax B to'g’n ko‘paytma ham X xY fazoda kompakt to'plam
bo’lishini isbotlang.

Yechish. Avval (x,v) > x qoida bilan aniqlangan pr X xY = X
akslantirish(proeksiya)da yopiq to‘plamning aksi yopiq to‘plam ekanligim
ko'rsatamiz.

Buning uchun F to‘plam X xt ko‘paytmaning yopiq qism to'plami
bo'isin deb faraz qilaylik. Bu F to‘plamning obrazi pr(F) ning X topologik
fazoda yopiq to‘'plam ckanligini ko'rsatish uchun uning to‘ldiruvchisi
G = X\ pr(F) ning ochiq to'plam ekanligini ko'rsatish kerak. Avval olingan
to‘plamdan r, € G nuqta olamiz. Bu nuqta uchun (x,.¥)c X x¥\F munosabat
bajariladi. X xY\F ochiq to‘plam ekanligidan ixtiyoriy ye? uchun (x,,y)
juftlik birorta U(x,.y)=V,(x,)x}, atrofi bilan X x¥\F to‘plamda yotadi. Bu
yerda V,(x,) to'plam x, nuqtaning X topologik fazodagi atrofi bo‘lib. u
V,(x,) ©G munosabatni qanoatlantiradi. Demak, G ochiq to‘lpamdir. Bundan
esa pr(})to‘'plamning yopiq to‘plam ekanligi kelib chigadi.

Endi, agar {U,} oila AxB to'plamning ochiq qobig’i bo'lsa, undan 4x B
uchun chekli qobiq ajratish mumkinligini isbotlash kerak. Har bir a« uchun
U, =U. xU} ko'rinishda bo‘ladi. Bu yerda U, c X.U} cY ochiq to‘plamlardir.
Birorta r¢ 4 nuqta uchun {x}x 8 ni qaraylik. {x}x8 to‘plam B ga gomeomorf
bo‘lgani uchun kompakt to‘plamdir. Shuning uchun {/,} oiladan {x}x 8 uchun
chekli qobiq ajratish mumkin. U,U....U; to'plamlar {x}xB uchun {,} dan

ajratilgan chekli qobiq bo’lsa, G, =| JU? ochiq to’plam bo’Iganligi uchun uning
rl

to'ldiruvchisi F, = X x¥ \G, yopiq to'plamdir. Yuqorida isbotlaganimizga ko‘ra,

prE, yopiq to'plamdir. 4, to'plam prF, to'plamning to‘ldiruvchisi bo‘lsa, u



A, xB c G, munosabatm qanoatlantiradi. Demak, U}, U;.. U’ oila 4, xB8 uchun
ham {U,} qobiqdan ajralgan chekli qobiqdir. Endi {4, xe 4) oila 4 to'plam
uchun qobiq va 4 kompakt bo*lgani uchun undan 4 uchun’chekli qobiq ajratish
mumkin. Bu oiladan 4 uchun ajralgan chekli qobiq 4, .4, ...4, to'plamlardan

iborat bo'lsin. Demak, { J4, > 4. Biroq, har bir 4, x8 uchua {U,} dan chekli

Ui Uz, .U qobiq ajratish mumkin. Lekin, L.J(AK xB)> Ax B bo‘lganligi uchun

.} dan AxB uchun ham chekli qobiq ajratish mumkin. Demak, A4xB
kompakt to*plamdir.

2-masala. Bizga X -Xausdorf fazo va uning kompakt qism to‘plami
Ac X benlgan bo‘lsin. Har bir reX\4 nuqta uchun, shunday ochiq
kesishmaydigan G, va G, to'plamlar mavjud bo'lib, 4 cG,, x <G, munosabatlar
o‘ninli bo’lishini isbotlang.

Yechish. Buning uchun A4 ga tegishli ixtiyony ye€ A nuqtani olsak,
Xausdorf aksiomasiga ko'ra shunday ochiq kesishmaydigan G,,G, to’plamlar
mavjudki xeG,,yeG, munosabat o‘rinli bo'ladi. Ma’lumki, {G, ye 4} oila 4
to'plam uchun ochiq qobiq bo'ladi va 4 kompakt bo’lganligi uchun bu oiladan
A to'plam uchun chekli qobiq ajraish mumkin. Ajratilgan chekli gobigqa
tegishli to'plamlar G _,G, ,...G, lar bo'lsin deb faraz qilaylik. Bu ochiq
to'plamlar bilan kesishmaydigan x nuqtaning atroflan mos ravishda
G,(3)G,(»,). G,.(,),--..G,(y.) toplamlardan iborat bo’lsin. Agar

G,=L-JG,I,G,=ﬁG_(y,) tengliklar o‘rinli bo’lsa, bu tengliklardan ushbu

munosabatlar AcG,xeG, va G {1G, =2 bajarilishini osongina kelib
chigarish mumkin.

Misol va masalalar

L. Xausdorf fazoda har ganday kompakt gism to‘plamning yopiq bo‘lishi
isbotlansin.

2. Bir o‘lchamli Yevklid fazosi R' da yopiq interval kompakt ekanligi
isbotlansin.

3. Kompakt fazoning yopiq qism to‘plami kompakt ekanligi isbotlansin.

4. O'lchami n ga teng bo‘lgan Yevklid fazosida yopiq kub
O ={xeR":'xsr} kompakt ckanligi isbotlansin.

5. Kompakt metrik fazoda o‘zaro kesishmaydigan, yopiq Ae(X,d) va
B e (X,d) to‘plamlar berilgan bo‘lsin. U holda, d(A, B) > 0 munosabat o‘rinli
ekanligi isbotlansin.
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6. Topologik fazoda chekli sondagi kompakt to‘plamlamming birlashmasi
kompakt to‘plam ekanligi isbotlansin.

7. Shunday topologik fazo va uning kompakt to"plamlani otlasiga misol
keltiringki, ularningsh birlashmasi kompakt bo‘lmasin.

8. Bizga (X, 1) topologik fazo berilgan bo‘lsin. Berilgan (X,r) topologik
fazoning ixtiyoriy chekli qism to‘plami kompakt bo‘hishi isbotlansin.

9. O‘lchamu n ga teng bo‘lgan Yevklid fazosida to‘plam kompakt
bo‘lishi uchun, uning yopiq va chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi
isbotlansin.

10. Topologik fazo kompakt bo‘lishi uchun ixtiyoriy markazlashgan
yopiq to‘plamlar sistemasining kesishmasi bo‘sh bo‘lmasligi zarur va yetarli
ekanligi isbotlansin.

11. Ixtiyony sondagi kompakt to‘plamlaming kesishmasi kompakt
to‘plam bo‘lishi isbotlansin.

12. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajanlgan topologik fazoning
ixtiyony ochiq qobig’1, sanoqli sondagi ochiq to‘plamlardan iborat qobiqm o'z
ichiga olishi ko‘rsatilsin.

13. Kompakt to'plamning uzluksiz akslantirishdagi obrazi kompakt
bo‘lishi isbotlansin.

14. Berilgan topologik fazo sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo‘lishi
uchun, uning har bir cheksiz qism to‘plami kamida bitta limit nuqtaga ega
bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

15. Har qanday kompakt fazo sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo‘lishi
isbotlansin.

16. Sanogli kompaktlilik xossasiga ega bo'lib. lekin kompakt bo‘lmagan
fazoga misol keltinng.

17. Benigan topologik fazo sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo‘lishi
uchun, uning ixtiyoriy sanoqli sondagi yopiq to‘plamlaridan iborat
markazlashgan sistema elementlanning kesishmasi bo‘sh bo‘lmasligi zarur va
yetarli ekanligi isbotlansin.

18. Metrik fazoda {4;} bo‘sh bo‘lmagan kompakt to‘plamlar berilgan
bo‘lsin. Agar berilgan to‘plamlar oilasi {4} quyidagi

1)4A>AD>

2) ﬁA, =0,
3) d(A)=¢, >0 shartlami qanoatlantirsa, u holda ()4 -to‘plam bitta

nuqtadan iboratligi isbotlansin. Bu yerda d(A4) bilan A to‘plamning diametri

belgilangan.
19. Topologik fazoda {K,} markazlashgan kompakt, Xausdorf fazolar
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ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. U holda, ushbu munosabat [(\X,#@ o‘rinli
ckanligi isbotlansin.

20. Bizga X, Y topologik fazolar va f X »Y uzluksiz, biyektiv
akslantirish berilgan bo'lsin. Agar X kompakt va ¥ Xausdorf fazosi ekanligi
ma’lum bo‘lsa, u holda s topologik akslantirish (gomeomorfizm) ekanligi
isbotlansin.

21. Har qanday metrik fazo kompakt bo‘lishi uchun, uning sanogli
kompaktlilik xossasiga ega bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

22. Kompakt fazoda berilgan uzluksiz funksiyaning chegaralanganligini
va o'zining ekstremal giymatlariga enishishini isbotlang.

23. Bizga X metnk fazo va 4 to‘liq chegaralangan qism fazo berilgan
bo‘lsin. U holda 4 to‘liq chegaralangan bo*lishi ko rsatilsin.

24. Metrik fazo kompakt bo‘lishi uchun uning to‘liq chegaralangan va
to‘la bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

25, Kompakt bo*lgan Xausdorf fazoning normal fazo ekanligi isbotlansin.

26. Bizga X lokal kompakt, Xausdorf fazosi berilgan bo'lsin. X
fazoning barcha kompakt qism fazolan oilasi bilan X fazo topologiyasi
moslashganligi isbotlansin. Bunday fazoni & -fazo deyilad.

27. O‘Ichami n ga teng bo‘lgan Yevklid fazosi R" k-fazo ekanligi
isbotlansin.

28. Har qanday metrik fazo & -fazo ekanligi ko‘rsatisin.

29. Bizga X -kompakt k-fazo va Y lokal kompakt Xausdorf fazosi
berilgan bo‘lsin. U holda, X x¥ fazo kompakt fazoligi isbotlansin.

30. To'la metrik fazoning qism to‘plami nisbiy kompakt bo‘lishi uchun
(ya'ni yopig’i kompakt to‘plam), uning to‘liq chegaralangan qism fazo bo‘lishi
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

31. Metrik fazoda 4 va B bo‘sh bo‘lmagan nisbiy kompakt to‘plamlar
berilgan bo‘lsin. U holda, {d(x,y) x€ 4. y e B} chegaralangan to‘plam ekanligi
ko‘rsatilsin.

32. Metnk fazoda ixtiyorty nisbiy kompakt to‘plamning chegaralanganligi
isbotlansin.

33. Topologik fazoda chekli sondagi nisbiy kompakt to'plamlarning
birlashmasi nisbiy kompakt bo‘lishi isbotlansin.

34. Ixtiyony sondagi nisbiy kompakt to‘plamlarning kesishmasi nisbiy
kompakt ekanligi isbotlansin.

35. Metrik fazo kompakt bo‘lishi uchun uning sekvensial kompakt
bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

36. Sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilgan fazo sekvensial kompakt
fazo bo‘lishi uchun, uning sanogh kompaktlilik xossasiga ega bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligi ko‘rsatilsin.
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37. Sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilgan kompakt fazo sekvensial
kompakt fazo ekanligi isbotlansin.

38. Sanoglilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan fazo kompakt bo‘lishi
uchun, uning sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo‘lishi zarur va yetarli
ekanligi isbotlansin.

39. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan fazo kompakt bo‘lishi
uchun uning sekvensial kompakt bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

40. Har qanday kompakt topologik fazo lokal kompakt fazo bo‘lishi
isbotlansin.

41. Bir o'lchamli Yevklid fazosi R' da barcha ratsional sonlar to‘plami
to‘liq bog'lanishsiz qism fazo bo'lishi ko‘rsatilsin (har ganday bog’lanishlilik
komponentasi bir nuqtali to‘plamdan iborat fazo to‘liq bog'lanishsiz fazo
deyiladi).

42. Bizga X kompakt fazo, {4, }-uning yopiq qism to'plamlari sistemasi

va ushbu U > A=()A4, munosabatni qanoatlantiruvchi ochiq U/ to‘plam

berilgan bo'lsin. U holda, 4, N4, N..NA4, cU shartni ganoatlantiruvchi
A, ....A, to'plamlar mavjudligini va bunda {4,} dan olingan ixtiyoriy ikkita
to‘plamning kesishmasi, shu sistemadagi uchinchi to‘plamni o‘z ichiga olsa, bu
sistemadan shunday 4, to‘plam topiladiki, 4, < U/ munosabat o‘rinli ekanligi
isbotlansin.

43. Ajralgan nuqtalarga ega bo‘lmagan kompakt to‘plam kontinium
quvvatli ekanligi isbotlansin.

44. Bizga X.Y topologik fazolar va Y* ={f|f.X =Y uzluksiz}
akslantirishlar to‘plami benilgan bo‘lsin deb faraz qilaylik, 4cX va BcY
to'plamlar uchun <4, B>={f| feY”* va f(A)c B} deb belgilash kiritaylik.
U bolda r* da {<K.U>}-oila bazasi bo‘lgan topologiya mavjudligini
isbotlang (bu yerda X c X - kompakt to‘plam, U/ c ¥ -ochiq to‘plam). Bunday
topologiyani kompakt-ochiq topologiya deyiladi.

45. Ushbu y=kc+» (bu yerda & bc[0°1]) ko'rinishdagi funksiyalar
to‘plamint ¥ deb belgilab, X to‘plamda kompakt- ochiq topologiya kiritsak,
X -kompakt fazo bo‘lishi isbotlansin.

46. Ushbu y-k’ (bu yerda ke[03]) ko'rinishdagi funksiyalar
to‘plamini X deb belgilab, X to‘plamda kompakt ochiq topologiya kinitsak Xx
kompakt fazo bo'lishi isbotlansin.

47. Bizga X kompakt metrik fazo va uning {{/,}-ixtiyoniy ochiq qobig’i
berilgan bo‘lsin. Quydagi shartni qanoatlantiruvchi €-soni mavjudligi
isbotlansin:
¢ -radiusli sharga joylashtirish mumkin bo'lgan ixtiyoriy 4 to‘plamni {U,} -
qobigning biror U/ to‘plamiga joylashtirish mumkin, ya'ni {B, (x)}_, oilani



(U,) qobiqning ichiga joylashtirish mumkin. Bunday € -soni Lebeg som
deyiladi.

48. Topologik fazoda 4, c 4,, (n>1,ne N) shartni ganoatlantiruvchi
kompakt {4} to'plamlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. U holda ushbu
(A, # @ munosabat o'rinli bo‘lishini isbotlang. Agar 4, c A_, (n>1,ne N)

shartm A c A  ,(n>LneN) shart bilan almashtinlsa, tasdiq o'nnh
bo‘lmasligini misol yordamida ko‘rsating.

49. Lokal kompakt fazoning yopiq qism to‘plami lokal kompakt qism
fazo ekanligi isbotlansin.

S0. Lokal kompakt Xausdorf fazosining ochiq qism to‘plami lokal
kompakt qism fazo bo‘lishi isbotlansin.

51. Lokal kompakt Xausdorf fazosi to‘liq regulyar fazo ckanligy
isbotlansin.

52. Bizga X lokal kompakt fazo benilgan bo'lib, X =DK_ munosabat

bajarilsin (bu yerda K -kompakt to‘plam). U holda, X -parakompakt fazoligi
isbotlansin.

Ta'’rif. Benlgan X topologik fazoning ixtiyony ochiq qobig’idan lokal
chekli ochiq qobiq ajratish mumkin bo‘lsa, ¥ -parakompakt fazo deyiladi.

53. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajanigan lokal kompakt fazo
parakompakt fazo ekanligi isbotlansyn.

54. Kompakt metrik fazo separabel fazo ekanligi isbotlansin.

§S. Bizga X,.Y metrik fazolar, f X »Y uzluksiz akslantinsh va x -
kompakt fazo berilgan bo‘lsin. X -kompakt fazoming ixtiyoriy {U,} qobig’i
uchun Lebeg som € mavjud bo'lib, har qanday €-radiusli shamming ichiga
Joylashtirish mumkin bo‘lgan Ac X uchun f(A)cU,Ue{U,} munosabat
bajarilishi isbotlansin.

$6. Yopig’i kompakt bo'lmagan kompakt to‘plam mavjud bo'lgan
topologik fazoga musol keltiring.

57. Kompakt bo‘lmagan metrik fazoda uzluksiz va chegaralanmagan
funksiya mavjudligi isbotlansin.

58. O'Ichami » ga teng bo'lgan Yevklid fazosi R" lokal kompakt va o
kompakt bo*lishi isbotlansin.

59. Bizga X kompakt Xausdorf fazosi berilgan bo‘lsin. X fazoning
topologiyasini hosil qiluvchi metrika mavjud bo‘lishi uchun X fazoda
sanoqlilikning ikiainchi aksiemasi bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

60. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan X topologik fazo
berilgan bo‘lsin. X ning topologiyasini hosil qiluvchi metrika mavjud
bo'lishi uchun, X -regulyar fazo bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
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61. Kompakt Xausdorf fazosi va C uning biror bog’lanishlilik
komponentasi berilgan bo‘lsin. C to‘plam ¢ ni o'z ichiga olgan, bir vaqtda ham
ochiq, ham yopiq bo‘luvchi to‘plamlaming kesishmasidan iboratligi isbotlansin.

62. Topologik fazo kompakt bo‘lishi uchun uning ixtiyory
markazlashgan to‘plamlari sistemasining umumiy urinish nuqtasi mavjud
bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
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I1 BOB. CHIZIQLAR NAZARIYASI
1 §. Egri chiziq va uning berilish usullari

Biz bu paragrafda differensial geometriya kursining asosiy
tushunchalandan bo‘lgan egn chiziq tushunchasini kiritamiz va ulaming
tenglamalarini ba’za bir xususiyatlarini (chizmalanni chizish uchun kerak
bo*ladigan) topishga doir masalalar keltiramiz. Bulardan tashqan, bu paragrafda
parametrik ko‘rinishda va qutb koordinatalar sistemasida berilgan chiziqlamni
yasashga doir masalalar keltirilgan.

Asosiy tushunchalar

1.1+4a’rif. Fazodagn (yoki tekislikdagi) y to‘plam birorta ochiq
intervalning topologik (gomeomorf) akslantinshdagi aksi bo‘lsa, ya’ni birorta
f:(a;b) > R’ akslantirish uchun, f((@;6))=7 tenglik o'rinli bo'lib,
f (a:b) >y topologik akslantirish bo'lsa, ¥ elementar egri chiziq deb
ataladi.

Bu ta’rifga ko'ra, ochiq (a;b) intervalga tegishli ixtiyony ¢ nuqtaga mos
keluvchi nuqtani y(r) bilan belgilasak, bu nuqtaning koordinatalarini
x(1), y(1), z(t) funkstyalar bilan belgilasak, u holda

x = x(1),

y=y(t), a<t<bd (1
z=:z(),
tenglamalar y chizigning parametrik tenglamalan deyiladi.

Differensial geometriya kursida egn chiziq parametrik tenglamalar
yordamida o‘rganiladi, ya'ni y chiziqni aniqlovchi f akslantirish tanlanib,
uning parametrik tenglamalan yoziladi, bu holda y chizigni parametrlangan
elementar egri chiziq deb ataymiz.

1.2.+a’rif. Benlgan y elementar egn chizigni differensiallanuvchi
x(t), y(t), =(¢) funksiyalar yordamida parametrlash mumkin bo‘lsa, u silliq
elementar egri chiziq deb ataladi.

Izoh: Zarur bo‘lgan hollarda, biz yuqon tartibli hosilalaming mavjud va
uzluksiz bo‘lishini talab gilamiz.

1.3.+a’rif. Bog'lanishli y to‘plamga tegishli har qganday A nuqtaning
birorta Uy, atrofi mavjud bo‘lib, y to'plamning U,, atrofdagi qismi elementar
egri chiziq bo‘lsa, y sodda egn chiziq deb ataladi.

1 - tasdiq. Har qanday sodda egri chiziq yoki elementar egn chiziqdir,
yoki aylanaga gomeomorfdir.

1.4.-ta’rif. Bizga sodda y egn chiziq berilgan bo‘lib, M esa unga
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tegishli nuqta bo‘lsin. Agar U,, to'plam M nugtaning atrofi bo‘lsa. U,, Ny
kesishmani M nuqtaning y chiziqdagi atrofi deb ataladi

1.5.4a'rif. Sodda egri chizigning lokal topologik akslantirishdagi obrazi
umumiy egri chiziq deyiladi.

2 - tasdig. Silliq x=x(f), y=)(t), z=2z(t) funktsiyalar hosi-
lalari har bir f€(ab) uchun X7(t)+Y*(t)+2”(t)>0 sharmi qano-
atlantirsa, (1) tenglamalar sistemasi umumiy egri chizigni aniglaydi.

Bu umumiy egn chiziq (a,5) intervalning f = (x(0), (1), 2(1))
akslantirishdagi aksidir.

3 - tasdiq. Bizga differensiallanuvchi @(x, y) funktsiya berilgan bo‘lib,
koordinatalari @(x,y)=0 tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plamini
M = ((x,y) #(x.y)=0} deb belgilaylik. Agar (x;;¥,) €M nuqtada
@) + @, >0 munosabat bajarilsa, (X%.),) nuqtaning shunday atrofi
mavjudki, M to'plamning bu atrofdagi qismi elementar egri chiziq bo*ladi.

4 - tasdiq. Silliq elementar y egn chizigning parametrik tenglamalari (1)
ko‘rinishda bo‘lib, fg € (a@.b) uchun X'(fg) % 0 bo'lsa, (Xq,Y0,20)
nuqtaning kichik atrofida y ni,

{y = o(x),
c=y(x), a<x<b
tenglamalar yordamida aniglash mumkin.

Buyerda, Xo = x(to)’ yo = y(’o)’ zo = z(to)

5 tasdig. F(x,y,2) va G(X,y.2) uch o'zgaruwchili silliq
funksiyalar, M esa koordinatalari

{F (x,y,2)=0

G(x,y,2)=0
sistemani qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami bo‘lsin. Agar
(xoaymzo) € M nuqtada

F, F F
G, G, G,

matritsaning rangi ikkiga teng bo‘lsa, (X,,Ys,2,) nugtaning shunday atrofi

mavjudki, M ning bu atrofdagi qismi silliq elementar egri chiziq bo*ladi.
1.6.-ta’rlf. Siltiq y egn chizigni unga tegishli har ganday nuqtaning birorta
atrofida ixtiyoriy ! €(@0) uchun X’(0)+Y2(1)+2*()>0 sharmi
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qanoatlantiruvchi differensiallanuvchi X(¢), (?),Z(f) funksiyalar yordamida
parametrlash mumkin bo‘lsa, u regulyar egri chiziq deb ataladi.

Masalalar yechish namunalari

1-masala. O‘zgarmas a uzunlikka ega bo‘lgan AB kesma Oz o'qiga
perpendikular bo‘lib, uning A uchi shu o'qda yotadi. Kesma, 4 uchi aylanish
burchagiga proporsional yo‘lni bosib boradigan holda, Oz o‘qi bo'yicha siljib,
shu o'q atrofida aylanadi. Usbu harakat natijasida kesmaning B uci chizgan
chizig‘i vint chizig ‘i deyiladi. Vint chizig'ining tenglamasini tuzing.

1 —rasm

Yechish. Shartga kq'ra, AB=a va OA=Ai¢p, bunda A =const.
Harakatdagi kesma boshlang‘ich paytda Ox o'qida bo‘ladi, deb faraz qilsak,
vint chizig'idagi B nuqtaning vaziyati ¢ parametr bilan to‘la aniqlanadi. Ushbu
chiziq tenglamasini tuzamiz:

OB =F7=AB+0A.

Ikkinchi tarafdan, AB=a(icosp+ jsing)=aé(p) va OA=Agk
munosabatlarni hisobga olsak, vint chizig‘i radius — vektorning ifodasini hosil
qilamiz (bu yerda &(@) birlik vektor bo‘lib, XOY tekisligida yotadi).

49°



Demak, vint chizig'ining tenglamasi
F(p)=aé(p)+ Aok
yoki koordinat ko‘rinishda
X=acosQ
y=asing
z=2Agp
bo‘ladi.
Vint chizig'ining o'z yasovchilari Oz o‘qiga parallel bo‘lgan
x' +y' = a’ silindrda yotadi, chunki 4B kesmaning uzunligi o'zgarmaydi (1-
rasm).
Misol va masalalar

1. Berilgan ikki nuqtagacha masofalari kvadratlan yig'indisi o‘zgarmas
songa teng bo‘lgan nuqtalarning geometrik o‘mi topilsin.

2. Benlgan ikki nuqtagacha masofalani kvadratlan ayirmasi o'zgarmas
songa teng bo‘lgan nuqtalarning geometrik o‘mi topilsin.

3. Ixtiyony nuqtasidan A(4,0) nuqtagacha bo‘lgan masofa B(1,0)
nugtagacha bo‘lgan masofadan ikki marta katta bo‘lgan nuqtalaming geometrik
o‘mi topilsin.

4. Katetlan a,b ga teng to'g'ri burchakli uchburchak harakat qilganda
uning o‘tkir burchakli uchlari o‘zaro perpendikular to‘g‘'ni chiziglar bo'yicha
supanadi. Bu harakat natijasida uchburchak to‘g‘m burchagining uchi
chizadigan chiziq tenglamasi tuzilsin.

§. Tekislikdagi umumiy dekart koordinatalar sistemasining Ox,(y
o‘glarida A4, B nuqtalar berilgan bo‘lIsin. Berilgan A, B nuqtalardan o‘tuvchi AB
to'g‘n chiziqda yotgan P(xg,yo) nuqtadan Or.0y o‘qlami mos ravishda C,D
nuqtalarda kesib o‘tadigan ixtiyony kesuvchi o‘tkazladi. So‘ngra, B 4D
to‘'g‘ni chiziglarning kesishish nuqtasi A7 bilan belgilangan bo‘lsin. Kesuvchi
to'g‘n chiziq P nuqta atrofida aylanganda A nuqta chizgan chiziq tenglamasi
tuzilsin.

6. Berilgan uchta nuqtagacha bo‘lgan masofalar kvadratlanining yig'indisi
o‘zgarmas bo‘lgan nuqtalaming geometrik o‘mi topilsin.

7. To'g'n to‘rtburchak tomonlarigacha masofalari kvadratlarining
yig‘indisi o‘zgarmas bo‘lgan nuqtalaming geometrik o‘rni topilsin. Bunda,
to‘rtburchakning uchlandan biri geometrik o‘ringa tegishli deb faraz qilinadi.

8. Ikkita aylana berilgan. Bu aylanalarga o‘tkazilgan urinmalar uzunliklari
bir xil bo‘ladigan nuqtalamning geometrik o‘mi topilsin.

9 Markazi koordinatalar boshida, radiusi » ga teng aylana va unda
yotmaydigan A(a.0) nuqta berilgan. Har bindan 4 nuqtagacha bo‘lgan masofa



shu nugqtalardan aylanaga o‘tkazilgan unnma uzunligiga teng bo'ladigan
nuqtalaming geometrik o*mi topilsin.

10. Bizga / to'g'n chiziq va unda yotmaydigan O nuqta berilgan bo‘lib,
berilgan / to'g'n chizigdagi o'zgaruvchan nuqtam P nuqta deb belgilangan
bo'lsin. Ushbu OP OM =k  shartni qanoatlantiruvchi OP nurdagi M
nuqtalarming geometrik o'mi topilsin. Bu yerda & - berilgan son.

11. Tekislikda #(3,0) nuqta, Oy o‘qiga parallel va Ox 0’qidan 275 ga teng
kesma ajratgan to'g'n chiziq berilgan bo'lsin. Berilgan + nugtagacha bo‘lgan
masofaning benlgan to‘g'ni chizigqacha bo‘lgan masofaga nisbati % kabi

bo‘ladigan nuqtalarning geometrik o'mi topilsin.
12. Tekislikda F(5,0) nuqta va ordinata o'qiga parallel bo‘lgan va Ox

o‘qidan % ga teng kesma ajratgan to'g'n chiziq berilgan bo‘lsin. Berilgan ~
nuqtagacha bo‘lgan masofaning berilgan to'g'ri chuzigqacha bo‘lgan masofaga
nisbati % kabi bo*ladigan nuqtalarning geometrik o*rni topilsin.

13. Markaz1 koordinata boshida bo‘lgan aylana benlgan. Agar aylanada
yotgan barcha nuqtalaming ordinatalanni & marta kamaytiriisa, qanday chiziq
hosil bo‘ladi?

14. Aylananing berilgan yo‘nalishga parallel vatarlarini berilgan nisbatda
(birga teng bo‘Imagan) bo'ladigan nuqtalarning geometrik o‘mi topilsin.

18. Markazlan O koordinata boshida, radiuslan a4, » ga teng aylanalar
berilgan. Uchi koordinata boshida bo‘lgan nur O nuqta atrofida aylanish
natijasida berilgan aylanalarni mos ravishda 4,8 nuqtalarda kesib o‘tadi. Hosil
bo‘lgan B nuqladan abssissa o'qiga parallel to'g'n chiziq o‘tkaziladi, 4
nuqtadan esa, ordinata o°qiga parallel to'g‘'n chiziq o‘tkaziladi. Bu ikki to‘g'n
chiziglaming kesishish nuqtasim A bilan belgilaylik. Hosil bo‘lgan M
nuqtalarning geometrik o‘rni topilsin.

16. To‘g'n burchakli koordinatalar sistemasining koordinata o‘qlan va
ularmi kesib o‘tuvchi to‘g‘n chiziglardan hosil bo‘lgan o‘zgarmas S yuzali
to'g‘'n burchakli uchburchaklarning to‘g'ri burchagi uchidan gipotenuzasiga
perpendikular tushirilgan. Perpendikular asosining geometrik o‘rni topilsin.

17. Uzunlig1 o‘zgarmas bo‘lgan kesmaning uchlan to‘g‘n burchakning
tomonlari bo‘ylab sirpanadi. M nuqta kesmani mos ravishda uzunligi 4.5 ga
teng bo‘lgan bo‘laklarga ajratadi. Kesmaning harakati davomida M nugta
chizgan chiziq tenglamasi topilsin.

18. Berilgan F,(-c,0),F,(c,0) nuqtalargacha masofalarning ko‘paytmasi
a’ gateng bo‘lgan nuqtalaming geometrik o'rni topilsin (Kassini ovali).

19. Kassini ovali (oldingi masalaga qarang) ta'rifida ishtirok etgan 4’
kattalik F,,F, nuqtalar orasidagi masofa yarmisining kvadratiga teng bo'lsa, bu
chiziq Bernulli lemniskatasi deb ataladi. Qutb va qutb o‘qi sifatida mos
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ravishda K F, kesmaning o‘rtasini va KF, to'g'n chiziqgni olib Bernulli
lemniskatasining tenglamasi tuzilsin.

20. Ushbu r*+y’ =R* aylana urinmalarining koordinata o‘qlari orasida
joylashgan kesmalari o'rtalarining geometrik o'mi topilsin.

21. To‘g'ni to'rtburchakning ikki tomoni koordinata o‘qlari bilan ustma-ust
tushadi. To‘g‘n to‘rtburchak diagonalining uzunligi v‘zgarmas / ga teng bo'lib
qolaveradigan holda shaklan o‘zgaradi. Koordinata boshiga qarama-qarshi
uchidan diagonalga tushinlgan perpendikular asoslarining geometrik o‘mi
astroida deb ataladi. To'g‘'n to‘rtburchakning qo‘zg‘almas tomonlarini
koordinata o‘qlan sifatida olib, astroidaning tenglamasi tuzilsin..

22. Qutb o°qiga perpendikular bo‘lgan va undan O4-=a ga teng kesma
ajratgan to'g‘'n chizigning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi tuzilsin.

23. Radiusi a ga teng bo‘lgan aylananing O nuqtasini qutb, OA diametnni
qutb o‘qi sifatida olib, aylananing qutb koordinatalar sistemadagi tenglamasi
tuzilsin.

24. Diametri 4 ga teng aylanada yotgan () nuqta atrofida nur aylanadi.
Nurni o'z ichiga olgan to‘g‘n chiziq aylanani o‘zgaruvchan P nuqtada kesib
o‘tadi. OP nurda P nuqtadan boshlab nur yo‘nalishida PAM =» kesma qo‘yiladi.
Numing O nuqta atrofida aylanishida A nuqta chizib bergan chiziq tenglamasi
tuzilsin (bu chiziq Paskal chig ‘amog ‘i deb ataladi).

25, Radiusi o ga teng bo‘lgan aylanada ixtiyoriy () nuqta olinadi. Olingan
0 nuqta atrofida nur aylanadi va aylanani o‘zgaruvchi 4 nugtada kesib o‘tadi.
Bu nurda 4 nuqtaning ikki tarafida AM, = AM, = 22 kesma qo‘yiladi. Harakat
davomida hosil bo‘lgan M, M, nuqtalaming geometrik o'mi kardicida deb
ataladi. Qutb sifatida O nuqta va qutb o‘qi sifatida aylananing OK diametrimi
olib, kardioidaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi tuzilsin, keyin
dekart koordinatalar sistemasiga o‘tilsin.

26. Bizga O nuqta va undan OA=a masofadagi to‘g'ri chiziq berilgan
bo‘lsin. Berilgan ) nuqta atrofida aylanadigan nur to‘g‘ri chizigm o'zgaruvchi
B nuqtada kesib o‘tadi. Bu nurda B nugqtaning ikki tomonida BM, = BM, =
kesmalar ajratiladi. Nur O nuqta atrofida aylanganida A, M, nuqtalaming
geometrik o‘mi Nikomed konxoidasi deb ataladigan chizignmi hosil qiladi. Qutb
boshi sifatida O nuqtani va shu nuqtadan to‘g'n chiziqqa tushirilgan 0OA
perpendikularni qutb o‘qi sifatida olib, Nikomed konxoidasining tenglamasi
tuzilsin. So‘ngra koordinatalar boshi sifatida O nugqtani, abssissa o‘qi sifatida
OA to‘g'n chizigni olib, dekart koordinatalar sistemasiga o‘tilsin.

27. Tekislikda O nuqta va undan OA = a masofadagi to‘g'ri chiziq berilgan.
A nugta atrofida nur aylanib to‘g‘ni chizigni o‘zgaruvchi B nuqtada kesib
o‘tadi. Bu nurda B nuqtaning ikki tarafida BM = BM'= BO kesma qo‘yiladi.
Nur aylanganda M, M’ nuqtalaming geometrik o‘mi strofoida deb ataladigan
chizigni hosil qgiladi. Strofoida tenglamasi tuzilsin.
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28. Qutb sifatida qo°zg'almas KX nuqta va qutb o‘qi sifatida qo‘zg‘almas
nuqtani aylana markazi bilan tutashtiruvchi to'g'n chiziq olingan holda,
qo°zg'almas X nuqtadan berilgan aylana urinmalanga o'‘tkazilgan perpendikular
asoslarining geometrik o‘rm tenglamasi qutb koordinatalar sistemasida tuzilsin.
Bunda qo‘zg'almas X nuqtadan aylana markazigacha masofa a ga teng va
aylana radiusi b ga teng deb olinsin.

29. Radiusi a ga teng bo‘lgan aylanada O nuqta olingan va bu nuqtaga
diametral qarama-qarshi bo‘lgan X nuqtadan aylanaga urinma o‘tkazilgan.
Olingan O nugta atrofida nur aylanadi. Bu nur aylana va urinmani mos ravishda
A. B nuqtalarda kesib o‘tadi. Bu nurda O nuqtadan unnma va aylana orasida
joylashgan kesma uzunligiga teng |OM|=|4B] kesma gqo'yiladi. Nur
aylangandagi M nuqtaning geometrik o'rni Diokles sissoidasi deyiladi. Qutb
deb O nugtani va OK nummi qutb o'qi sifatida olib sissoidaning qutb
koordinatalar sistemadagi tenglamasi tuzlsin, keyin dekart koordinatalar
sistemasiga o‘tilsin.

30. Aylanada O nuqta olingan va O nuqta orqali OA4 diametr o‘tkazilgan.
O nuqta atrofida nur aylanadi va u aylanani o*zgaruvchi 8 nuqtada kesib o‘tadi.
Bu nurda B nuqtaning har ikki tarafiga BM, = BM, = AB kesma qo'‘yiladi. Nur
aylanishi natijasida M, M, nuqtalar harakat qiladi. Bu A, M, nuqtalar
geometrik o'rnining tenglamasi tuzilsin. Aylana radiusi a ga teng deb olinsin.

31. Uzunligi 2a ga teng kesmaning uchlan to'g'n burchak tomonlan
bo‘ylab sirpanadi. To‘g'n burchak uchidan kesmaga tushirilgan perpendikular
asosining geometrik o‘mi (bu chiziq fo ‘rt yaprogli gul deb ataladi) tenglamasi
qutb va dekart koordinatalar sistemalarida tuzilsin.

32. Radiusi a ga teng bo‘lgan aylanada O nuqta olingan va bu nuqtaga
diametral qarama-qarshi bo‘lgan X nuqtada urinma o‘tkazilgan. Olingan O
nuqta atrofida to*g‘'n chiziq aylanadi va u aylana bilan urinmani mos ravishda
A.B nugtalarda kesib o‘tadi. 4 nuqtadan urinmaga parallel, 8 nuqtadan OK
diametrga parallel to‘g‘'n chizniq o‘tkaziladi. Bu to‘g‘n chiziglar kesishish
nuqtalanning geometrik o‘rm topilsin. Koordinatalar boshi deb O nuqta,
abssissa o‘qi sifatida OK diametr olinsin. Hosil bo‘lgan chiziq Mariya Aned
wifi deb ataladi.

33. Ixtiyoniy nuqtasidan ikki o‘zgarmas 4,5 nuqtalargacha bo‘lgan r,r,
masofalar orasida r, = ar, +5 munosabat o‘rinli bo‘lgan nuqtalarning geometrik
o‘mi topilsin. Bu chiziq Dekart ovali deyiladi. Bunda 4 qutb, 4B to‘g'ri chiziq
qutb o‘qi sifatida, va |48| = ¢ deb olinsin. Bu yerda a.5.c -0°zgarmas sonlar.

34. Tekislikdagi O nqqta atrofida o‘zgarmas o burchak tezlik bilan nur
aylanadi. Bu nur bo'yicha o‘zgarmas v tezlik bilan M nuqta harakatlanadi.
Harakatlanayotgan M nuqtaning geometrik o‘mi tenglamasi qutb koordinatalar
sistemasida tuzilsin. Bunda boshlang‘ich momentda A nuqta O nuqta bilan, nur
esa qutb o*qi bilan ustma-ust tushadi. Bu chiziq Arximed spirali deyiladi.
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3S. Tekislikda OL nur O nuqta atrofida o‘zgarmas burchak tezligi
(@ = const ) bilan aylanadi. M nuqta esa shu OL to'g‘ri chiziq bo‘ylab. tezligi
OM masofaga proporsional ravishda harakatlanadi. Harakatlanayotgan M
nuqtalarning geometrik o‘'mi tenglamasi tuzilsin Bu chiziq logarifmik spiral
deyiladi.

36. Markazn C nuqtada bo‘lgan, radiusi esa -v ga teng aylana Ox o‘qt
bo‘ylab sirpanmasdan harakatlanadi. Aylananing boshlang‘ich momentda
koordinatalar boshida yotgan M nuqtasi chizgan chizig‘ining parametrik
tenglamalan tuzilsin. Parametr sifatida aylananing Ox o'qiga urinish A4
nuqtasiga borgan CA radius bilan M nuqtaga borgan CM radius orasidagi
burchak olinsin. Hosil bo*ladigan chiziq sikloida deb ataladi.

37. Radiusi a ga teng aylana Ox o'qi bo‘ylab sirpanmasdan harakatlanadi.
Aylananing markazidan 4 masofada aylanaga mahkamlangan M nugta chizgan
chizigning parametrik tenglamalan tuzilsin. Hosil bo‘ladigan chiziq
a < d (a>d) holda, cho ‘zilgan (gisqartirilgan) sikloida deb ataladi.

38. Radiusi r ga teng doira R radiusli doira bo‘ylab uning tashqarisida
harakatlanadi. Harakatdagi doirada olingan ixtiyoriy nuqtaning chizgan chizigi
episikloida deb ataladiT Bu chiziqning parametrik tenglamasi tuzilsin.
Qo‘zg‘almas doira markazini koordinatalar boshi sifatida, + parametr sifatida
esa abssissa o°‘qining musbat yo‘nalishi bilan qo‘zg'almas aylananing
qo‘zg“aluvchi aylana bilan urinish nuqtasiga yo*nalgan radiusi orasidagi burchak
olinsin. Boshlang‘ich holatda harakatlanuvchi doira qo‘zg‘almas doira bilan,
qu‘'zg‘almas doiraning abssissa o‘qi bilan kesishish 4 nuqtasida urinsin.

39. Radiusi r ga teng aylana R radiusli aylana bo‘ylab uning ichkansida
sirpanmasdan harakatlanadi. Harakatdagi aylanada olingan ixtiyoriy nugqta
chizgan chizig‘ining tenglamasi tuzilsin. Bu chiziq giposikloida deb ataladi.

40. Oldingi masalada (39-masala) R =4r shart o‘rinli bo‘lgan holda,
giposikloida astreida nomli chizigdan iboratligini ko‘rsating.

41. 39- masalada R=2r shart o‘rinli bo‘lgan holda giposikloida
qo‘zg'almas aylananing diametridan iboratligini ko'rsating.

42. O‘zgarmas uzunlikdagi kesmaning bir uchi x’+)y* =r* aylana
bo‘ylab, ikkinchi uchi esa Ox o‘q bo‘ylab sirpanadi. Kesmaning a.b
uzunlikdagi bo‘laklarga bo‘luvchi nuqta chizgan chiziq tenglamasi tuzilsin. Bu
chiziq Shatunli mexanizm deb ataladi.

43. Ushbu x’+yp’=r* aylana bo‘ylab to‘g'ri chiziq sirpanadi. To‘g'ri
chizigning boshlang‘ich vaziyati x=r dan iborat. To‘'g‘n chizigdag ixtiyoriy
nuqta trayektoriyasi tenglamasi tuzilsin. Nuqtaning boshlang‘ich holati sifatida
(r.0) nuqta olinsin. Bu chiziq aylananing evolventasi deyiladi.

44 Benlgan ikki aylanaga urinadigan aylananing markazlan geometrik
o“‘mi topilsin. Quyidagi hollar qaralsin:

1) Berilgan aylanalardan bin ikkinchisining ichida yotadi,
2) Berilgan aylanalardan bini ikkinchisining ichida yotmaydi;

54



3) Berilgan aylanalaming bini to‘g‘ri chizigdan iborat bo‘lib, ikkinchi aylana
bilan kesishmaydi.

4S. Quyidagi nuqtalar M(-1-1),N(4;2),P(1;2), ushbu x=r'-21,y=r -2
chizigda yotishini tekshiring. Chiziqning koordinata o‘qglari bilan kesishish
nugqtalan topilsin va oshkormas ko‘rinishdagi tenglamasi tuzilsin.

46. Parametr sifatida a) koordinata boshi va aylana nugqtasidan o‘tuvchi
to‘g‘'n chizigning burchak koeffitsiyentini; b) Ox o°'qi bilan aylana markazi va
uning nuqtasidan o‘tuvchi to‘g ri chiziq orasidagi burchakni olib x* + y* -2ax=0
aylananing parametrik tenglamasi tuzilsin.

Quyidagi chiziqlarni yasang:

47 x= -1+, y=1* +1+1.

48. x=1'-2+3, y=1'-u+1

49. x=asin’t, y=bcos’t.

al
0. x=—2_, y-= .
Vi+¢ Vi+e
§1. x=3'+3"' y=3'-3"

a-t 1
52 x=—, y=—
a+t a+t

1
83 x=aint, y=2(1+-).
x=alt, y=2(+)

1-12 b]]
54 x=a+R—, y=b+R—.
x=a 1+42 Y 1+¢

Quyida qutb koordinatalar bilan qanday chiziglar berilganini toping.
58 r=4.
86. r =2acosgp.

§7. r=—2_

58.r=

59 r=

1-cosp
. rlcos2p=a’
r=bsng.
. r=sec’(p/2).
. r =cosec’ (p/2).

3 A
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2 §. Vektor fanksiyalar uchun differensial hisob

Differensial geometriya va topologiya fanida vektor analizi muhim o‘rin
tutadi. Shuning uchun bu paragrafda gisqacha vektor-funksiyalar xossalariga
doir misol va masalalar keltiramiz.

Asosiy tushunchalar
Bizga biror G to‘plam berilgan bo'lsin. Agar G to‘plamning har bir
nugqtasiga aniq bitta vektor mos qo‘yilgan bo‘lsa, G to‘plamda vektor-funksiya
berilgan deyiladi. Bu mosliknt p = r(p) ko'rinishda yozish mumkin.
2.1-ta’rif. Berilgan ;(p) vektor-funksiya va o‘zgarmas @ vektor uchun
p—p, da r(p)-a|—0 munosabat bajarilsa, r(p) vektor-funksiya p —» p,
da 4 limitga ega deyiladi va Eiﬂr(p):a ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda
a= J@,El) bo‘lib, (@,a) esa skalyar ko'paytmadir.

Tasdig. Fazoda kiritilgan dekart koordinatalar sistemasida berilgan
vektorlarning komponentalan rF(p)={x(p),¥(p).2(P)}, ad={a,.a,,a,} bo‘lsa,
ushbu tenglik [1{1’1' r(p) = a quyidagi uchta munosabatga ekvivalentdir:

lim x(p) = a,, lim y(p)=a,, lim z(p) = a,
—n ) »hn

Vektor funksiyalar uchun uzluksizlik va differensiallanuvchanlik
tushunchalari skalyar funksiyalar uzluksizligi va differensiallanuvchiligi
tushunchalari kabi kiritiladi.

2.2-ta’rif. Ushbu l’l_‘l'l: r(p)=r(p,) munosabat bajanlsa, r(p) vektor-
funksiya py nuqtada uzluksiz deyiladi.

Vektor- funksiya aniqlangan (G to‘plam sonlar o‘qining qism to‘plami
bo‘lsa, r(p) vektor-funksiya bir o‘zgaruvchili vektor-funksiya bo‘ladi. Agar
Po €G nugta uchun

lim "(Ps + W)~ 7(P,)

0 h
mavjud bo‘lsa, uni r'(p) bilan belgilaymiz va r(p) vektor-funksiyaning p,
nuqtadagi hosilasi deb ataymiz.

Tekislikdagi biror soha vektor-funksiya aniqlangan G to‘plam sifatida
olingan bo‘lsa, u sohadagi nuqta uchun p =(u,v) belgilash kiritamiz. Bu holda
;(p) va uning koordinata funksiyalari x(u.v), y(u,v),2(u,v) ikki o‘zgaruvchili
funksiyalar bo‘ladi. Yuqoridagi hosila tushunchasidan foydalanib,
F(u,v)={x,(u,v),y,(u,v)z(u.v)} va
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F,(u,v)={x,(u,v),y,(uv),z,(u,v)} tengliklarni hosil qilamiz.

Bir o‘zgaruvchili ;(t) vektor-funksiya uchun igtegral tushunchasini
kintaylik. Agar ;(l) vektor-funksiya uchun differensiallanuvchi ;(l) vektor-
funksiya mavjud bo‘lib, r(t) = 5'(r) tenglik bajarilsa, p(f) vektor-funksiya r(f)
vektor-funksiyaning anigmas integrali deyiladi va quyidagi

p() = [rya
ko‘rinishda yoziladi.

Endi n-mana differensiallanuvchi r() vektor funksiya uchun Teylor
qatorini keltiramiz. Buning uchun fazoda dekart koordinatalar sistemasini
aniglovchi ortonormal #, J, k bazsda

F(O)=x() + y{1)] + 2(t)k
tenglikni yozib, x(f),)(¢),2(¢) funksiyalar uchun Teylor qatorini yozamiz:

AP e A"
x(t+At)=x(t)+£(t)Ax+x'(t)—2!—+...+x‘ ’(1)7+ r £/t A)
Y+ A=)+ )y (M + y'(t)%— +..+ y"’(t)A’: +% &,t,A)
2+ A1) =z() +2' ()M +zf(:)ézt— +..+ z“"(t)é'—:: + A’: & tA)
Bu tengliklardan
= — = = A’z >im N- Al. o
r@+A)=r(t)+r'(t)At+r (t)—z—'-+...+r (t)—; pr E(t,\)

qatorm hosil qilamiz. Bu yerda
E(t, A1) ={e,(1,M),6,(t, A1), £,(1,A2) )
va EE‘JE(’-A’) =0 munosabatlar o‘rinli.

Misol va massialar yechish namunalari

I-masals. Bizga tekislikdagi birorta G sohada aniglangan differensialla-
nuvchi 7(u,v) wvektor-funksiya berilgan bo‘lsin. Berilgan 7(u,v) vektor-
funksiyaning uzunligi o‘zgarmas bo‘lishi uchun, (7,7 )=(7.7)=0 tengliklaring
bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang (2-rasm).

Yechish. Zarurilgl Tasdigni zarurligini isbotlash uchun |7 = (7,7)
tenglikdan foydalanamiz Berilgan wvektor-funksiyaning uzunligi o‘zgarmas
bo‘lsin deb faraz qilaylik, ya'mi | F(u,v)=const tenglik bajarilsin
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2—rasm
U holda
0=%Iﬂ’ =%(F,F)= Ar.n)
d . d
0= r'=_(r.r)=2rr
o= en=2rr)

tengliklardan ushbu (7,7, ) =(7,7.) =0 tengliklar kelib chigadi.
Yetarliligi Endi 7 L 7,, T LT, bo‘lsin deb faraz qilaylik. U holda

diga o - o d.g
—_— = . =0 _— = ,— =
I =2n i) =0, — | =2r.7)=0

tengliklardan |[F(,V) funksiyaning o‘zgarmas ekanligi kelib chiqadi. Masala
to‘liq yechildi.

2-masala. Tekislikdagi birorta G sohada aniglangan differensiallanuvchi
7(u,v) vektor-funksiyaning 7y, %, vektorlamning ikkalasiga ham kollinear
bo‘lishi uning yo‘nalishi o‘zgarmas ekanligiga teng kuchli ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Agar 7(1,V) vektor-funksiyaning yo*nalishi o‘zgarmas bo*lsa,
uni 7(1,v) = A(4,v)€ ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda A(#%,V) — skalyar
funksiya bo'lib, € —o‘zgarmas birlik vektordir. Bu ko‘rinishdan
T, = A (4,V)€, 7, =A,(4,v)é tengliklamni hosil gilamiz.

Demak, 7(u,v) vektor %, 7, vektorning ikkalasiga ham kollineardir.
Endi 7(4,v) = Au,v)r,, 7(u,v)=A(u,v)r,, tengliklar o‘rinli deb faraz qilib,
r(u,v)

e(u,v)= m vektorning o‘zgarmas vektor ekanligini ko‘rsataylik. Buning
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d__~ d
uchun —- e=0, il 0 tengliklarni isbotlaymiz. Bo'linmaning hosilasi

formulasidan ushbu tenglikka

ulFl -7 Pl 2 2
ig_ IF] r,,|F| -F(F, r,,) A |r,,| r,—A |r r,

w P G

xuddi shunga o‘xshash

=0

2= 12~ 2|=(2=

d._H 7, - k2R,
dv &

tenglikni olamiz. Bulardan esa oldingi masalaga asosan é birlik vektoming
o‘zgarmasligi kelib chigadi.

Demak, 7(1,v)=|F(4,v)€ bo'lib, 7 vektorning yo'nalishi o‘zgarmasdir.

3-masala. Birorta G sohada aniglangan differensiallanuvchi 7(,v)
vektor-funksiyaning xususiy hosilalad 7. 7, vektorlar nol vektor bo‘lishi
F(u,v) vektor-funksiyaning o‘zgarmas vektor bo*lishiga teng kuchli ekanligini
ko'rsataing.

Yechish. Xususiy hosilalar uchun

=0

=0, 7=0
tengliklar o‘rinli bo‘lsa, 7(%,v) vektor-funksiyaning koordinata funksiyalari
uchun

x,=0, x,=0
yu=0' yv=0
z,=0, z,=0

tengliklarni hosil qilamiz.

Demak, x(u,v),y(u,v),z(u,v) funksiyalar o‘zgarmas funksiyalardir.
Bundan esa

F(u,v) = {x(u,v),y(u,v),z(u,v)}

vektoming o‘zgarmas ekanligi kelib chiqadi.

Aksincha, F(u,v) vektor-funksiyaning o‘zgarmas vektor ekanligidan
x(u,v), y(u,v), z(u,v) funksiyalar o'zgarmas bo‘lishi kelib chiqadi. Bundan esa

7, =0 F =0

tengliklar hosil bo'ladi.
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Misol va masalalar

Bernilgan vektor funksiyalar uchun M F(M)=a, (i=1273),
‘!igll f(M)= A munosabatlar ma’'lum bo‘lsa, quyidagilarni isbotlang:

L lim (F(M)£r,(M))=a,ta,;

2 lim (f(MIRM))=2a;

3. lm (M) M) =(@,.a,)

4. lim [rm).mM))=a,.a,}

5. lim (M), (M) A(M) = (3,3,.3,).

6. Vektor funksiyaning uzluksizligi uning komponentalarining
uzluksizligiga teng kuchliligini isbotlang.

7. Berilgan r =7 (M) vektor funksiyaning uzluksizligidan |7|=|F(M)|
funksiyaning uzluksizligi kelib chiqadimi? Teskarisi o*rinlimi?

Ushbu 7 (M) vektor funksiyalarning va f(M) funksiyaning M, nuqtada
uzluksizligidan quyidagi:

8. r(M)+r,(M);

9. (n(M)r(M));

10. f(M)R(M);

11 [r(M)r(M));

12. (r(M),r(M),7(M)) funksiyalarning uzluksizligi kelib chiqadimi?

13. Vektor funksiyaning silligligi uning tashkil etuvchilarining
silliqligiga teng kuchliligini isbotlang.

14. Vektor funksiya uchun r*'(¢) = (x‘”(t) x"@),...x ‘"(t))
munosabat o‘rinliligini isbotlang.

Berilgan 7; : [ —» R3 vektor funksiya va C' sinfga tegishli f ./ - R
funksiya uchun quyidagi munosabatlarni isbotlang:

18. (ntr) =7 £,

16.(f7) =f'r+ 17,

17.(r.7) =(r' r)+(r,r,');

18. 7.7 [ ,r,]+ ] }

19. (7.0.7) =(R . B)+(F.1, . E)+ (. P.F,).



Quyidagi bir o°zgaruvchili vektor funksiyalaming hosilalarini toping:
20 72

21. 7%,

22. [" 7

23. (F'.F",7%);

2. [7 717

28, \/r

26. Ellipsning ixtiyony M nuqtasiga o‘tkazilgan urinma shu nuqtadagi
fokal radiuslar tashkil etgan burchak bissektnisasi bo*lishini isbotlang.

27. Berilgan 7(r)=(r* +8, 4r- 7, 1+5) vektor funksiya uchun r*(¢,)
chiziqli akslantirish 2 sonini (4,8,2) vektorga o‘tkazuvchi s, gqiymat topilsin.

28. Berilgan 7 =F(M) vektor funksiyaning silligligidan |r| = |F(M)
funksiyaning silliqligi kelib chiqadimi?

Ixtiyony 7 =F(M) vektor funksiya uchun quyidag:

29 r=r

30.r-r'=\r r munosabatlar o'rinlimi?

31. Berilgan 7 = P(M) vektor funksiyaning biror intervalda hosilasi
nolga teng bo'lishi uchun uning o' zgarmas, ya’ni ¢ ga bog'liq bo‘Ilmashg
zarur va yetarli ekanini isbotlang.

32. Biror intervalning barcha nuqtalarida 7(:) va 7'(r) vektorlar o‘zaro
ortogonal bo*lishi uchun, \7(r) = const bo‘lishi zarur va yetarli ekanimi
isbotlang.

33. Ixtiyony C' sinfga tegishli 7 =7 (1) (F(r)=0) vektor funksiya
0'zgarmas yo'nalishga ega bo‘lishi uchun, t mng o*zgansh sohasida r(r) va
F'(r) vektorlar kollinear bo‘lishi zayur va yetarli ekanini isbotlang.

34. Ixtiyony C* sinfga tegishli 7 = 7(r) vektor funksiyaning aniqlanish
sohasiga tegishli barcha nuqtalanda

rrr=0,[r.r']=0
munosabat o‘ninli bo*lsa, 7 = /(r) vektor funksiya aniqlagan chiziq yassi
ckanini ishotlang.

35 haiyony C° sinfga tegishli (a.b) intervalda aniqlangan
F = F(1) vektor funksiya uchun ~* va 7* vekiorlar noldan farqli va barcha
1€ (a,b) larda kollinear bo'lsa, 7 = 7(s) vektor funksiya aniqlagan chiziq to*gn
chiziq kesmasi ekanini isbotlang.

36. Ushbu 7 =7, +o;, +1'F, vektor funksiya aniqlagan chiziq, agar 7, va
7, vektoriar kollinear bo*lmasa, parabola ekanligi isbotlansin Bu yerda 7, ,
7, F, vektorlar o°zgarmas va seR.



37. Ushbu r=r +sintF +costr,,1€(02xr]) vektor funksiya
aniglagan chiziq, agar 7 va r, vektorlar kollinear bo‘lmasa, ellips ckanligi
isbotlansin.

38. Ushbu P =7 + sht? +chtr, te R vektor funksiya aniqlagan chiziq,
agar 7, va F, vektorlar kollinear bo‘lmasa, giperbolaning gismi ckanligi
isbotlansin.

39. Moddiy nuqtaning markaziy kuch ta’siridagi harakati tekis ekanini
isbotlang.

40. Silliq parametrlangan F(¢)=(¢,0,0) wva F(¢) =(¢'.0,0) vektor
funksiyalarmning aksi to‘gn chiziqgdan iborat bo‘lsa ham ular ekvivalent
emasligini isbotlang.

41. Quyidag yassi figuralar sodda egri chiziq ekanligini isbotlang va
ularning birorta parametrlash usulini ko'rsating: 1) to‘gri chiziq; 2) aylana, 3)
ellips, 4) parabola 5) giperbolaning bitta shoxi.

Ushbu 7#,, 7, r,, 7. vektorlar o‘zgarmas va 7, r,, 7, vektorlar kollinear
emasligini bilgan holda, quiyidagi vektor-funksiyalaming aksini toping:
42. F=r +uf +u’r +vr,

43. 7 =7, +cosuF +smuF, + v\,
1 1

MY r=r +(u+-)I+(u~-)r+vrP,
u u

45. F="r, +ucosvP +usinvre, +u'r,.

46. Tekislik elementar sirt ekanligini isbotlang.

Quyidagi figuralar R* da sirt bo‘lishini ko‘rsating va ulaming
parametrlash usulini yozing:

47. Sfera;

48 Ellipsoid;

49. Elliptik parapoloid;

50. Bir pallali giperboloid;

§1. Ikki pallali giperboloid,

52. Elliptik silindr;

53. Parabolik silindr,;

54. Giperbolik silindr;

55. Uchga ega bo*Imagan konus.

56. Bizga ' sinfga tegishli f U — R’ funksiya berilgan bo‘lsin (bu
yerda U R’ dagi soha). U holda s funksiyaning grafigi, ya’ni
S={(x,y,z2)e R |(x,y)elU,z= f(x,y)} to‘plam C* sinfga tegishli
elementar sirt ekanligini va F(u.v) = (u,v, f(u,v)) esa uning parametriash
usuli ekanligini isbotlang.
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57. Ixtiyony S sirt o'zining ixtiyony nuqtasi atrofida biror
funksiyaning grafigi bo*lishini isbotlang.

3 §. Egri chiziq urinmasi va normali

Egn chiziq urinmasi tushunchasi maktab kursida kintiladi. Birinchi
kursda esa xususiy hollar, ikkinchi tartibli chiziglar va sirtlarga o‘tkazilgan
urinma tushunchasi o‘rganiladi.

Differensial geometriya va topologiya famda avval (chiziglar
nazariyasida) uninmaning umumiyroq, lekin klassik ta’'rifi orgali, xossalari
o'rgamladi. Sirtlar nazariyasida esa, urinma tushunchasi urinma vektor orqali
anglanadi.  Keyinchalik bu tushuncha ko'pxillikning unnma fazosini
aniqlash uchun kerakli muhim tushuncha ekanligi amalda ko'rsatiladi.

Asosiy tushunchalar

Bizga Y elementar egn chiziq va unda biror M nuqta berilgan bo‘lsin.
Berilgan chizigning A nugqtasida o‘tkazilgan uninmasi tushunchasini kiritamiz.
Buning uchun M nuqtadan / to*g'ni chiziqni o‘tkazaylik, ¥ bilan M ga yaqin
bo‘lgan y chiziqning birorta nuqtasimi belgilaylik. Egn chiziqdagi M va N
nuqtalar orasidag) masofani 4 bilan, ¥ nuqtadan / to'g'n chiziqqacha bo‘lgan

masofani 4 bilan belgilaylik.

3.1+4a’rif. Berilgan y egn chiziqning ¥ nuqtasi M nuqtasiga intilganda

h

7 ifoda nolga intilsa, / to'g'n chiziq, ¥ egn chizigning M nuqtasida

o‘tkazilgan urinmasi deyiladi (3-rasm).

3 —rasm

Tasdlg. Regulyar egn chiziq har bir
nuqtasida yagona urinmaga ega. Agar y egn
chiziq 7 =7(t) tenglama bilan berilgan bo'lsa,
M(t)) nuqtadagi urinma F'(fg) vektorga
parallel bo*ladi.

Yuqondagi tasdiqdan foydalanib urinma
ta'rifini quyidagicha ifodalash mumkin.

3.2-ta’rif. Regulyar y egri chizniq 7 =7({)
tenglama bilan aniqlansa, M(/,) nuqtadan
o‘tuvchi va F'(ry) vektorga parallel to'g'n
chiziq y ning M(/,)) nugqtasida o'tkazilgan
urinmasi deb ataladi.

3.34a’rlf. Egn chizigning M nuqtasidan
o‘tuvchi va urinmaga perpendikular ravishda
o‘tadigan tekislik egri chizigning M nuqtasidagi
normali deb ataladi.
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Izoh. Masala tekislikda qaralayotgan bo‘lsa egri chizigning normali
to'g'ri chiziqdan iborat bo‘ladi. Regulyar ¥ egri chiziq 7 = 7(t) tenglama bilan
aniqlansa, uning M(f,) nuqtasida o‘tkazilgan urinma tenglamasi

ple)=r(e,)+ Ar'(t,), (A -parametr)
normali tenglamasi
(ﬂ(‘)_ ’(’o)'"('o)) =0
ko‘rinishda bo‘ladi.
Regulyar egn chiziq parametrik tenglamalar yordamida, ya’'ni,

x=x(1)

v=Wt), a<t<bh

z=2(t)
sistema yordamida aniglangan bo‘lsa, M(/,) nuqtadan o‘tuvchi urinma
tenglamasi

X=X _ Y=Y _2-5

x (’o) y (’o) 4 (’o)
normali tenglamasi esa

(x=x)x (1) + (¥ = y)y (1) + (2 - 2,)z (1,)=0
ko‘rinishda bo‘ladi. Buyerda x, = x(r,). y, = ¥(¢,). =z, = z(1,)
Regulyar egni chiziq y = y(x), = = z(x) tenglamalar yordamida berilsa,
uning unnma tenglamasi
X=X Y=Y _2-2%

1 Y(x)  Z(x)

normali tenglamasi esa

X=X +(¥=¥o)¥ (%) +(2=20)z (x%5) =0
ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar fazodag egri chiziq
{q)(x, y,2)=0
w(x,y, z) =0
. : ?. 0 0 o g
tenglamalar yordamida aniqlangan va [ ] matritsaning rangi ikkiga
vV, v, Vv,
teng bo‘lsa, M(x,,y,.Z,) nuqtadan o‘tuvchi urinma tenglamasi
X=X _ Y=Y _ 2%
q’r @, ‘P, ¢,| @, q’, ’

v, v.| v, v. w, v|
normali tenglamasi



?. o, ®,

1

Q. i .,
xS ) rz-2)% P =0

» LN 2 X I £

ko'rinishda bo‘ladi. Bu yerda xususiy hosilalar M(x,,y,.2,) nuqtada
hisoblangan.

Misol va masalalar yechish namunalari

1-masala. Tekislikda y = x° + 4x+ 3 funksiyaning grafigidan iborat
chiziq berilgan bo‘lsin. Chizigning abssissasi x=-1 ga teng bo‘lgan M
nuqtadagi uninma va normali tenglamasini tuzing (4-rasm).

Yechish. Avvalo M nuqlaning ordinatasini topamiz:
¥, =(=1)" + 4-(~1) + 3 = 0. Endi chiziqning parametrik tenglamalarini

x=t
{y:t’ +41+3, —w<<+w®
ko‘nnishda yozib, 1=-1 nuqtadagi hosilalaming qiymatlanni hisoblaymiz:
x'(-=1)=1, y'(-1)=2. Natijada chiziqning urinmasi va normali tenglamalarini
mos ravishda ushbu ko'nnishda

x+l

va £

N e
-

¢
N

1R yoza olamiz.
Chiziq tenglamasi vektor ko‘rinishda
F=%; l2+4t+3}
M tenglama bilan benlgan bo‘lsa, uninma va
0 normali tenglamalarni vektor ko'rinishda

-3 T~ * mosravishda quyidagicha ifodalash mumkin:
p={-10}+{1;2}4,

p={-10}+{-21}A.
4-rasm 2-masala. Parabolay=x2—6x+ls
funksiyaning grafigidan iborat bo‘lsa, uning
qaysi nuqtalaridagi urinmalann x-2y+18=0 to'g'n chizigqa perpendikular
bo‘ladi.

Yechish. Parabolaning M (xg,)) nuqtasida o‘tkazilgan urinma teng-
lamasi  ushbu = -;;‘.% ko'rinishda bo‘ladi. Bu tenglamadan
2(xg=3)x-y-2(xg-3)xp+y=0 tenglikni, to'g'n  chiziglaming
perpendikular  ekanligidan esa 1-2(xg ~3)-2(-1)=0 shartni hosil qilamiz.
Bundan xg =2 qiymatni topamiz. Endi izlanayotgan nuqtaning ordinatasini
aniqlaymiz: yq =22-6-2+15=7

v
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y Demak, (2;7) nuqtada o‘tkazilgan urinma
berilgan to‘g‘'ri chiziqqa perpendikular bo‘lar
ekan. Hagiqatan ham, bu nuqtada o‘tkazilgan
urinma tenglamasi 2x+ y-11=0 ko‘rinishda
bo‘hb, u berilgan x -2y +18=0 to'g‘ni chizigqa

o2 x perpendikular bo‘ladi (5-rasm).

3-masala. Chiziq x = e ,y=e
parametrik tenglamalarga ega bo'lsa,
parametrning ¢ =1 qiymatiga mos keluvchi
nuqtada o‘tkazilgan urinma va normal tekislik

I 2=t

S-rasm

tenglamalarnini tuzing.

Yechish. Benilganlardan foydalanib, parametmning ¢ =1 qiymatiga mos
keluvchi chiziq nuqtasi va urinma vektorining koordinatalarini aniglaymiz:
.t(,=el =e, y0=e_I =;l, z=1,x, =€ =,y =—¢' =—l, z,=2

e
Endi, berilgan chizigning unnmasi va normali tenglamalarini mos ravishda
quyidagicha yozamiz:

-1 i ] “N=
P . e(x-e)- (y-)+2z-1)=0

Misol va masalalsr

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziglaming ko‘rsatilgan
nuqtalarda urinma va normallarini toping:
1. y=x"+4x+3, abssissasi -1, 0, 1 bo‘lgan 4, B,C nuqtalarda,

2. y=1x', abssissasi 0, 1 bo'lgan A4, B nuqtalarda,

3. y =sin x, abssissasi 0.% .m bo‘lgan nuqtalarda;

. y =1gx, abssissasi 0, % bo‘lgan nugqtalarda;
x=0-2,y=t+1, A(t = 1) nuqtada:

. Xx=acos't, y=asin’t ixtiyony nuqtasida;

. x=a(l -sint), y = a(l - cost) ixtiyoriy nuqtasida;
. x =acos!, y = asint ixtiyoriy nuqtasida;

. x= %(: + }) y= %(r - }) ixtiyoriy nuqtasida;

© e Nt &

10. x’+y' =3axy =0, A(%G,Z—a) nuqtada:

66



1. (x’+y')x-ay' =0, A(g;g) nuqtada;

12. (x' +y') -2a'(x' - y') =, ixtiyoriy nuqtasida;

1 1

13. x_‘ + :— =1, ixtiyony nuqtasida;
a

14. x_. - % =1, ixtiyoriy nuqtasida;
a

18. ¥' = 2 px, ixtiyony nuqtasida;
16. r = a@, ixtiyony nugqtasida;

17. r = 2acos@, ¢ = % bo‘lgan A nuqtada.

18. Ushbu y = x’ parabolaga gaysi nuqtada o‘kazilgan unnma Ox
0‘qi bilan 45°1i burchak tashkil etadi?

19. Biror nuqtada y = x' tenglama bilan benilgan chiziqqa o'kazilgan
urinma Ox 0'qining musbat yo'nalishi bilan JT' li burchak tashkil etishi
mumkinmi?

20. Ixtiyony nuqtada y = x' + 2x' + x -1 tenglama bilan berilgan
chiziqqa o'kazilgan urinmaning Ox o‘qining musbat yonalishi bilan hosil
qilgan burchagi (%,%)omliqda bo* lishini isbotlang,

21. y=x' parabolaning y =4x-35 to‘g'ni chiziqga parallel bo‘lgan
urinmasini toping.

22. Ushbu y=x'-6x+5 tenglama bilan berilgan parabolaga qaysi
nuqtada o‘kazilgan urioma x-2y+8=0 to'g'ri chiziqga perpendikular
bo‘ladi?

23. Ushbu y=x'+bx+c parabola abssissasi x=2 bo‘lgan nuqtada
¥ =3x-5 to'g'n chiznqqa urinishi ma’lum bo‘lsa, 4 va ¢ o'zgarmas sonlarni
toping.

24. Ushbu y=ax’ + bx + c parabola abssissasi x =1 bo‘lgan nuqtada
v=4x-1 to'g'n chiziqga unnishi va 4(0;1) nuqtadan o‘tishi ma’'lum bo‘lsa,
a, b, ¢ o'zgarmas sonlarni toping.

28 Ushbu y=x'+3x'-1 tenglama bilan berilgan chizigga uning
y=3x' parabola bilan kegishish nuqtasida o‘tkazilgan urinma va normali
tenglamalarini yozing.

26. Ushbu y = 1+ tenglama bilan berilgan chiziqqa uning
X
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y=l+% giperbola bilan kesishish nuqtasida o‘tkazilgan urinmasi

tenglamasim yozing.

27. Abssissalan teng (nolga teng emas) bo‘lgan qanday nuqtalarda
y=x',y=1x' chiziglarga o‘tkazilgan urinmalar parallel bo‘ladi?

28. Berilgan y=x" (n-musbat butun son) chiziqning fagat bitta
normali koordinata boshidan o‘tishini ko‘rsating.

29. Ushbu x=1'-1y=t+1 tenglama bilan berilgan chizigning
2x - y+3 =0 to'g'n chiziqqa parallel bo‘lgan uninmasini toping.

30. Ushbu x=1',y =1 tenglama bilan benlgan chizigning AM(-7,~1)
nuqtadan o‘tadigan urinmalanni toping.

31. Ushbu y= asin(i), y= atg(ft—)~ y= aln(i) tenglamalar bilan
a a a

berilgan chiziqlar Ox o‘qim a ga bog‘liq bo‘lmagan burchak ostida kesib
o‘tishini isbotlang.

32. Berilgan X+ y; =a’ astroidaning koordinata boshidan eng uzoq
masofada joylashgan urinmalan tenglamalan tuzilsin.

33. Berilgan x'~y' =a’ giperbola ixtiyony N nuqtasida o‘tkazilgan
normalining Ox o°'qi bilan kesishgan nuqtasi K ekanligi ma’lum bo‘lsa,
KN = ON tenglikni isbotlang.

34. Yassi chiziqgning hamma normallan qo‘zg‘almas nugtadan o‘tsa bu
chizigning aylana yoki uning qismi ekanligini isbotlang.

35. Aylana evolventasi x =a(cost +fsinf), y = a(sint —fcost) (2-bob 1-
§ 43-masalaga qarang) ning hamma normallari koordinata boshidan bir xil
uzoqlikda joylashganligini isbotlang.

Quyidagi chiziqlaming kesishish nuqtalarining koordinatalarini va
orasidagi burchaklarini toping:

36. y'=4x,x' =4y,

I X +y' =9.x +y -6x=9,

I8 X'+y' +2x=1, y' =4x,

39 x'+y' =8,v' =2x;

40 x'+y =8x, y(2-x)=x'

41. y=sinx,y=cosx.

Quyidagi chiziqlarning to‘g‘n burchak ostida kesishishini isbotlang:

42 y=x-x',y=x"-x,

43. y' =2ax+a', y' =-2bx+b’;

4 x'-y' =a,xy=»>

4S. Simmetriya o'‘qlani umumiy bo‘lib, birining uchi ikkinchisimng
fokusida joylashgan parabolalar orasidagi burchak topilsin.
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46. Ushbu r = r(¢) tenglama bilan berilgan chiziqqa o'tkazilgan urinma
va urinish nuqtasining radius vekton orasidagi burchak tangensi lgp=%

do
formula yordamida aniqlanishini isbotlang.

47. Kardioidaning ixtiyony nuqtasida o'tkazlgan unnma va urinish
nuqtasining radius vekton orasidagi burchagi qutb burchagining yarmiga
tengligini isbotlang.

48. Ushbu y=2a(l-cosep) kardioidaning qutbdan o‘tuvchi vatarlan
uchlanda o'‘tkazilgan urinmalarni o*zaro perpendikularligini isbotlang.

49. Arximed spirali r =a@ ga o‘tkazilgan urinma va urinish nuqtasining
radius vektori orasidagi burchagi @ & © bo‘lganda 90 ga intilishini isbotlang.

50. Loganfmik spiral r =ca’,a >0 ning ixtiyony nuqtasida o'tkazilgan
urinma va urinish nuqtasining radius vektori orasidagi burchak ux o‘zgarmas
ekanligini isbotlang.

51. Faqat aylanalar va loganfmik spirallar 50- masaladag) xossaga ega
ekanligini isbotlang.

§2. Bemnulli lekniskatasi r’'=2a'cos@ mning ixtiyony nugqtasida
o'tkazzlgan urinma va unnish nuqtasining radius vektori orasidagi burchak

2¢+% ga teng ckanligini isbotlang. Bunda ¢ unnish nuqtasining qutb

burchagi.

53. Qutb koordinatalar sistemasida ikkita 7 = r(@) va r =r(p) chiziqlar
berilgan. Agar rr, + r'r'=0 shart o'nnli bo'lsa, berilgan chiziglar to*g'ri burchak
ostida kesishishini isbotlang.

Quyidagi chiziglar to'g'n burchak ostida kesishishini isbotlang:
84 r=age’.r=be’;
S8 r=a(l +cos@), r = a(l -cos@),

$6. r = asec’ 22, r=acosec’ %’

57. Berilgan y = y(x) chiziqning M nuqtada o‘tkazilgan urinmasi Ox
o‘qini 7' nugtada, normali esa N nuqtada kesib o°tishi hamda M nuqtaning Ox
o‘qidagi proyeksiyasi P ckanligi ma’lum. U holda, quyidagi tengliklarni
isbotlang:

m-=|ll’[_1+y--'_MN=|,'1,/|+y",PT=|%PN=|y1. Bu yerda MT
y

aning, MN normalning, P7T urinma ostining va PN normal ostining
liklari,



Quyidagi chiziqlarning urinmasi, normali, urinma osti, normal osti
uzunliklarn topilsin:

58. y =1gx, abssissasi % bo‘lgan M nuqtada,

$9. y= %(e' + e"), ixtiyoriy nuqtada.

60. Normal ostisining uzunligi o'zgarmas % ga teng bo‘lgan chiziqlar
topilsin.

61. Urinma ostisining uzunligi o‘zgarmas k ga teng bo'lgan chiziglar
topilsin.

62. Normalining uzunligi o‘zgarmas bo‘igan yagona chiziq markazi Ox
o‘qida yotgan aylana ekanligi isbotlansin.

63. Urinmasining uzunligi o‘zgarmas a ga teng bo‘lgan chiziglar topilsin.

64. Traktrisa va Ox o0‘qi bilan chegaralangan yuza chekliligini isbotlang.
Quyidagi chiziglarning koordinata boshidagi urinish tartibi aniqlansin:

6S. y=sinx y=1gx;

66. y=xsinx,y=x;

67 y=sinx,y=x ——éx’+x.

68. Quyidagi chiziqlaming A(l;]) nuqtadagi urinish tartibi
aniglansin: x' + y' -6x-6y+10=0 va \/;+\/;—2=0.

69. Berilgan x'+y’ =2 aylana bilan A (1) nuqta ikkinchi tartibli
urinishga ega y = x' + ax + b parabola aniqlansin.

70. Koordinata boshida y = x' parabola bilan ikkinchi tartibli urinishga
ega aylana tenglamasi tuzilsin.

71. Berilgan y=Inx tenglama yordamida aniqlangan chiziq bilan (1:0)
nuqtada eng yuqori tartibli urinishga ega bo‘lgan parabola tenglamasi tuzilsin.

72. Uchi bilan y=1-cosx tenglama yordamida aniqlangan chiziqqa
(0;0) nuqtada eng yuqon tartibli uninishga ega bo‘lgan giperbola tenglamasi
tuzilsin,

73. Berilgan y= f(x) tenglama yordamida aniqlangan chizigqa
A(0, £(0)) nuqtada n - tartibli urinishga ega bo‘lgan y=a, +ax+..ax" chiziq
topilsin.

74. Uchlani x = R(r - sint), y = R(1 - cost) sikloidaning uchi A(nR,2R)
bilan ustma-ust tushuvchi hamda u bilan eng yuqori tartibli urinishga ega
bo‘lgan ellips, parabola, giperbola tenglamalari tuzilsin.
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4 §. Asimptotalar. Maxsus nuqtalar. Chiziglarni tekshirish va yasash.
O‘rama

Differensial geometriyada o‘rganiladigan chiziglar ichida bir tomonlama
yoki ikki tomonlama cheksizlikka ketadigan chiziglar tushunchasi kintiladi.
Bunday chiziglaming cheksizlikka ketadigan shoxlan biror to‘g'n chizigqa
yaqinlashishi mumkin. Yuqoridagi xossaga ega bo‘lgan chiziglarni yasash
uchun, ularga shoxlan cheksizlikka intilganda yaqinlashadigan to‘g'n
chiziglarmi (asimptotalarni) bilish zarur bo‘ladi. Shuning uchun chiziq
asimptotalarimi o‘rganish muhim hisoblanadi.

O‘rama tushunchasi nafaqat differensial geometriyada, balki differensial
tenglamalarda ham asosiy o'rin egallaydi.

Asosiy tushunchalar

Bizga biror ¥ yopiq bo‘lmagan egri chiziq o'zining biror parametriash
usuli x=x(1), y=y(¢) (a<t<b) bilan berilgan bo‘lsin.

4.1- ta'rif. Berilgan chizigning parametri ¢ uchun ushbu r—>a yoki
b munosabatlardan faqat bittasi o‘rinli ekanligidan x’(f)+ y’(t) > =
munosabat kelib chigsa, u holda berilgan chiziq bir tomonlama cheksizlikka
intiladi deyiladi. Agar berilgan chiziqning parametn ¢ uchun ushbu t—>a ,
t - b munosabatlar birdaniga o‘rinli bo‘lganda x’(f) + y’(f) - © munosabat
bajarilsa, berilgan chiziq ikki tomonlama cheksizlikka intiladi deyiladi.

4.2- a'rif. Berilgan y egn chinq parametrining ¢ qiymatiga mos
keluvchi M(¢) nuqtasidan biror / to‘g‘ni chiziqqacha masofani d(r) kabi
belgilaylik. Agar y egn chizigning parametn ¢ uchun r — g munosabatdan
ushbu d(r) >0 munosabat kelib chiqsa, u holda / to'g'n chiziq y egn
chizigning asimptotasi deyiladi.

1-Tasdiq. Biror parametriash usuli x=x(t), y=y(t) (a<t<b) bilan
berilgan va 1+ a da cheksizlikka intiluvchi y egn chiziq asumptotaga ega
bo‘lishi uchun, parametr t - g da

1) ushbu munosabatlardan bin y(rXx(1))" , x(¢X»(¢))" chekli limitga ega
bo'lishi, aniqlik uchun y(f)Xx(¢)) ' =& k munosabat o‘rinli bo*lishi:

2) birinchi shart bajarilganda ushbu y(r) - kx(¢) ifodaning biror limitga
intilishi zarur va yetarli. Agar bu limitni / deb belgilasak, uholda y-kx-/=0
tenglama asimptota tenglachasi bo*ladi.

Endi ordinata o'giga paralle]l asimptotani qidiramiz. Berilgan chiziqning
Oy o'qiga paralle] asimptotasi mavjud deb faraz gilamiz. Chizigning M
nugtasi cheksizlikka intilganda, y(t)=w bo‘lib, x(¢) qandaydir bir o‘zgarmas

m



a songa intiladi. Bu g somni llix_l'.u(t)=x(t°)=a munosabatdan topamiz. U

holda Oy o‘'qiga parallel asimptotaning tenglamasi x-a=0 ko'rinishda
bo‘ladi.

Xuddi shunga o‘xshash, chizigning Ox o‘qiga parallel asimptotasini hosil
qilish uchun, chizigning M nuqtasi cheksizlikka intilganda, x(f)= bo‘lib,
(1) qandaydir bir o' zgarmas b songa intiladi. Bu & sonini l’l_l*n y(it)y=y(t)=h

munosabatdan topamiz. U holda izlangan asimptotaning tenglamasi y-h=0
bo‘ladi.

2-Tasdiq. Berilgan chiziq bir (ikki) tomonlama cheksizlikka intilganda
uning urinmasining limiti mavjud bo‘lsa, bu limit (limitlar) chiziq asimptotasi
(asimptotalari) deyiladi.

Teskansi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi, ya’'ni chiziq asimptotasi

2

cosx

mavjud bo‘lib, u urinmaning limiti bo‘lmasligi mumkin. Masalan, y=

funksiya grafigidan iborat chizig x - « da OUx o‘qidan iborat asimptotaga ega,
cosx’

lekin bu chiziq urinmasining burchak koeffitsiyenti ' =-2sinx’ -

2
esa x> da hech qanday limitga intilmaydi Chunki “*F- —0 bo‘lsa-da.
x

sin x’ ning limiti yo'q, u x -« da -1 va ] sonlari orasida tebranib turadi.

Matematik analiz kursidan y= f(x) ko‘'rinishidagi funksiya grafigini
yasash usuli ma’lum. Endi biz F(x;y)=0 ko'ninishidagi tenglama bilan
berilgan chiziglarm yasash usulini keltiramiz.

Biror tenglama bilan benigan chizigni yasash uchun uning:

1) aniglanish sohasini;

2) koordinata o‘qlari bilan kesishgan nuqtalarini;

3) koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrikligini,

4) koordinata o‘qlariga parallel urinmalanini;

5) maxsus nugqtalarini;

6) egtlish nuqtalarini;

7) qavariq va botiqligini;

8) asimptotalarini;
9) mumkin bo‘lgan hollarda bir nechta yordamchi nuqtalarni topish kerak.

4.3- ta’rif. Bizga bir (ikki) parametrli chiziglar oilasi berilgan bo‘lsin,
ya’'ni chiziq tenglamasida bitta (ikkita) parametr qatnashsin. Ba’zan bunday oila
uchun o‘zining har bir nuqtasida oila chizig‘iga urinadigan va shu urinish
nugtalandan tashkil topgan chiziq mavjud bo‘ladi. Bunday chiziq berilgan oila
uchun o ‘rama deyiladi.
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Misol va masalalar yechish namunalari

Jat

13+l

sar? tenglamalar sistemasi bilan berilgan chiziq
= 3al”

£+
(Dekart yaprog'i) ning asimptotalan topilsin.

Yechish. Sistemaga tegishli tenglamalardan ko‘nnib tunbdiki,
parametrning ! =-1 qiymatida funksiyalar aniglanmagan, ya’'ni sistemadag
funksiyalarning maxrajlari nolga aylanadi, lekin suratlari chekli bo‘ladi. Shuning
uchun funksiyalar parametrning bu giymatida cheksizlikka intiladi. Demak,
parametrning qiymati — | ga intilganda chiziq asimptotaga ega bo*ladi.

X=

I-masala. Ushbu

4

6-rasm
Endi 1 & -1 uchun asimptotaning & burchak koeffitsiyenti va / ozod hadini
topamiz:

lat 2

k=umy_('2=limf—+—'=limt=—l k=-1
1=51y O 5} ':;""l 1—-1
P+

I= tim [W(r)~ kx())= lim [@} lim [M}

1319 =1L ¢ +1 t—-1 (l+l)(lz—r+l)

= lim 23‘" ]:—a; I=-a.
=117 -1+1

Yugqorida topilganlami ¢’tiborga olib, asimptota tenglamasi x+ y+a=0
ko‘rinishda ekanligini anigladik.

Berilgan chiziqning Oy va Ox o'qlariga parallel asimptotalari yo*qgligi
ravshan (6-rasm).
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x=t-2
2- masalag. Ushbu ’ g chiziqning asimptotalani topilsin.
t-1

Yechish. Berilgan chiziqning tenglamasidan ko‘rinib turibdiki, 7 =1
qiymatda x=-1 va y = qiymatlarga ega bo‘lamiz. Demak, x+1=0 to‘g'n
chiziq berilgan chiziqgning Oy o' qiga parallel asimptofasidir.

Bu chizigning (Jx o'qiga parallel asimptotasi mavjud emas.

Endi, berilgan chizigning koordinata o‘qlariga parallel bo‘lmagan
asimptotasini topamiz. Parametrning { = qiymatiga x = va y = qiymatlar
mos keladi. Demak, 75 = o ekan. Asimptotaning burchak koeffitsiyentini
topamiz:

k=1l yi) _

2
YO him —L ) k=
o TP ATE T R

1= lim [y(t) - kx(1)]= lim [i—l +2]= lim li'—'3]=3; 1=3.
11, 1oal -] tox (-1

Shunday qilib, izlangan asimptotaning tenglamasi y=x+3 yoki
y - x-3=0 tenglamadan iborat ekan.

3- masala. Ushbu x'-x’v+y' =0 tenglama bilan berilgan chiziq
yasalsin.

Yechish. Biror tenglama bilan berilgan chizigni yasash uchun uning:

1) Tenglama aniqlanish sohasi x e R dan iborat.

2) Koordinata o‘qlan bilan kesishgan nugqtalarini topamiz. Buning uchun
y=0 qiymatda x* =0, so‘'ngra x =0 tenglikni hosil qilamiz. Endi x=0 desak
y =0 ekaniga ega bo‘lamiz. Demak, benlgan chiziqning koordinata o‘qlan
bilan koordinata boshida kesishadi.

3) Koordinata o‘qlanga nisbatan simmetrikligini tekshiramiz. Biz
F(x,y)=x'-x'y+y tenglamadan ushbu
F(-x,y)=(=x)'=(-xYy+y' =x"-x’y+y' =F(x,y) munosabatni hosil
qilamiz. Bu esa berilgan chizigning Oy o'qiga nisbatan simmetrikligini
bildiradi. Lekin F(x~y)=x"'-x*(-y)+(-y)' =x*+x'y-y' 2 F(x,y) bu
munosabatdan berilgan chiziqning Ox o'qiga nisbatan simmetrik emasligi kelib
chigadi.

4) Koordinata o'qlanga parallel urinmalarini aniqlaymiz. Buning uchun

F.(x,y)=0
{F( x,y)=0
M. (-, !) nugtalamni hosil qilamiz.

sistemani yechib, bunday nuqtalar sifatida M (32;i) va
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0
Quyidagi sistemani { (x.9)= yechish bilan esa urinmalar Oy o‘qiga parallel

(X,y)—

bo‘lgan A, (2J3 z)v M( 2;6,9) nuqtalarga ega bo‘lamiz.

S) Endi berilgan chizigning maxsus nuqtalarini qidiramiz. Maxsus
S Fy'(x,y)=0 . . : .
nuqtalarmni topish uchun i sistemani yechamiz. Sistemaning
Fy(x,y)=0

yechimlani (0;0), (‘2— 6) va ( { Z) ckanligiga osongina ishonch hosil

qlish mumkin. Endi bu topilgan nuqtalarning berilgan chiziqgda yotishini
tekshiramiz. Topilgan nuqtalarning koordinatalarini /(x,y)=0 tenglamaga
qo'yamiz. Natijada, fagat (0;0) nuqta chiziqda yotishi kelib chiqadi. Shuning
uchun, fagat (0;0) nuqta chiziqning maxsus nuqtasi bo‘ladi. Berilgan
chizigning maxsus nuqtasini tekshirish uchun funksiyaning yuqon tartibli
hosilslarini hisoblaymiz:

F;,=12x2—2y=0,F:y=—2x=0, Fyy =6y=0.

oy =24x =0, 1-"" ==2, F. =0,!~")';0,=6

Fr+Fyy' =0, Fg +2Fgy +Fpy 2+ F,y"=0.(%)

Maxsus nuqtada ushbu K =Fy, =F,, =F, =0 munosabat o'rinli
bo‘lganidan oxirgi tenglama, ya’mi (®) tenglama aymyatdir. Shu sababli (*)
tenglamadan olingan hosila ham nolga teng bo‘ladi:

F_+3F_y+3F y'+2F_y"+F_ y"+2F_y" +2F yy"+
+2F Y+ F yy"+F y" =0.

Bu tenglikka tegishli hosila qiymatlarini qo* ygandan so'ng
-2-3y"+6y'2 =0 yoki y? - ' =0 tenglikka ega bo‘lamiz. Natijada,
y'=0,y' =1, y' =-1 munosabatlarni hosil qilamiz. Demak, maxsus nuqtadan
chizigning uchta shoxchasi o‘tadi. Ushbu y'=0,)' =1, y'=-1 differensial
tenglamalarni integrallab, maxsus nuqtadagi chiziq urinmalarining tenglamalari
y=0, y=x, y=-x hosil bo‘ladi.

6) Endi berilgan chiziqning egilish nuqtalarini topamiz. Buning uchun
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F(x,y)=0

ushbu :IF__." ﬁ :_: =0 tenglamalar sistemasini yechish kerak bo‘ladi. Bu
F F 0
sistemani:
x*-x'y+y'=0
12x* - 24 -2x F, -0
-2x 6y F

4x’ -2xy -x*+3y 0!
i x*-x'y+y'=0

Y 4x°(1-2yx)+6x'W15+4y)+12x'y’'(1-9y)-18y° =0
ko‘rinishda yozib, sistema fagat x =0, y =0 yechimga egaligini ko‘ramiz.
Ammo maxsus nuqtada F;.(O;O) =F y (0;0) =0 tenglik o‘rinli. Shuning uchun bu
nuqta berilgan chizigning egilish nuqtasi bo‘lmaydi.

Demak, yasash kerak bo'‘lgan chiziqning egilish nuqtasi mavjud emas.

7) Endi chizigning botigligini va qavarigligini tekshiramiz. Buning uchun

F(x;y)=0

" " YF y >0 sistemani yechamiz. So‘ngra topilgan tayanch
F’y Yy Fy
Fr F, 0

nuqtalarni hisobga olib, to‘g‘n chizigni bir nechta intervallarga ajratamiz:

(- 2) (5P (0520 ()

Har bir oraliqdan nugta olib F(x,y)= xd - x? y+y =0 tenglamaga
go'yamiz va uning ordmatasml topamlz Topilgan koordinatalarni
Fa  Fo F,i
Foy Fyy Fy|
, Fe Ky 0]
= **)
F,
determinantga qo'yamiz.
Masalan, ; 243 oraligdan x=-v2 qi ' =
-, - =g q X=- qiymatni olsak, y=-2

qiymat hosil bo*ladi. Bu giymatlarni (**) ga qo‘yamiz, ya'ni
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P (—v2:-2) l-,y( V2-2) F(V2-) 5,43 1243
Il-,,( -V2:-2) l-yy( ~V2;-2) Fy(-V2-2) a2 10

. ' Fi-v2.-2) Fu(-v2.-2) 0 ~12v2 10 0
y = 5 = 3 ‘<0
Fy (-V2:-2) 1o

ekanligini hosil qilamiz. Demak, ( ; -Aﬂ) oraligda chiziqning botigligi
pastga yo'nalgan. Benlgan chiziq (Jy o'qiga nisbatan simmetnikligidan
( 2‘/_3 ) oraligda ham chizigning botiqligi pastga yo*nalgan bo‘ladi.

Endi, (—T‘/_ ) oraligdan x =-0,333 qiymatni olsak, uchinchi darajali

tenglamani yechib, y uchun uchta haqigiy qiymat kelib chigadi. Bu qiymatlami
taxminan y; =193, y; 2361, y; 0,438 larga teng deb oilsh mumkin.
Natijada, chizigning ushbu M (-0.333,2,361), M, (-0,333,0,438), M (-0333,193)
nuqtalarini hosil qilamiz. Topilgan qiymatlarmi navbatma-navbat (**) ga
qo'yamuz va M (—0333.2.361) nuqta uchun y° <0 ekanligimi hosil gilamiz.
Demak, (— %;0) oraliqda chizigning M, (—0,333;2,361) nuqtadan

o‘tadigan shoxining botiqligi pastga yo'nalgan bo‘ladi. Keyingi topilgan nuqta
M, (-0333,0,438) uchun »°>0 ekanligini hosil qilamiz. Bundan esa,

( 2‘/3,0) oraliqda chizigning M, (-0333:0.438) nugtadan o‘tadigan
shoxining botiqligi yuqonga yo‘nalgan bo‘ladi. Va nihoyat M ;(-0,333;193)
nugta uchun y" <0 ekanligini hosil gilamiz. Demak, (- 2:0) oraliqda
chizigmng M ,(-0333;1,93) nuqtadan o‘tadigan shoxining botigligi pastga
yo'nalgan bo'ladi. Berilgan chizig Oy o'qiga nisbatan simmetrikligidan
( i) oraligda ham xuddi shunga o‘xshash natijalarga kelamiz. Ya’'m,

( 293 ) oraliqda chizigning M, (0,333:2,361) va M, (0,333:193) nuqtalardan

o‘tadigan shoxlarining botiqligi pastga yo‘nalgan, M (0,333;0438) nuqtadan
o‘tadigan shoxining botigligi yuqoriga yo‘nalgan bo‘ladi.

8) Berilgan chizigning asimptotalarini topaylik. Bu chizigmng koordinata
o‘qlariga parallel asimptotalari yo'qligini osongina isbotlash mumkin. Buning
uchun x va y o'zgaruvchilarni navbat bilan cheksizlikka intilgandagi vaziyatini
tekshirishimiz kerak. Agar x cheksizlikka intilsa, y ham chesizlikka intiladi va



aksincha, ya’'ni x-—5 o munosabatdan y-—> munosabat va y->
munosabatdan x — c munosabat kelib chigadi. Endi koordinata o‘qlariga
parallel bo‘lmagan asimptotalarini izlaymiz. Buning uchun berilgan chiziq
tenglamasining ifodasidagi y o‘zgaruvchi o‘'miga y=kx+b gqo'yib, x4
oldidagi koeffitsiyent k ga bog'liq emasligini, bu esa berilgan chiziqning
koordinata o'glariga parallel bo‘lmagan asimptotalari yo‘qligini hildiradi (7-
rasm).

s )
M, M,
M, M,
0 IA
7 —rasm

3-masala. Ushbu y = C2(x - C)? tenglama bilan berilgan chiziglar
oilasining o‘ramasi topilsin.
x=x(C)
y=¥C)
tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadi deb faraz qilaylik. Berilgan chiziq
tenglamasining o‘'ng tomonidagi ifodani uning chap tomoniga o'tkazib,
y—Cz(Jr—C)2 =0 tenglikmi, o‘rama chiziqning har bir nuqtasidan o'tgam
uchun F(x(C); W(C);C) = ®C) - C*(x(C) - C)? =0 ayniyatni hosil gilamiz. Bu
ayniyatni C bo‘yicha to‘liq differensiallaymiz:

%%+%’:%+%=0 yoki F,x'(- +[<;,y(~ +Fr- =0 tengliklarga cga
bo‘lamiz.

O‘rama ta’nfiga ko‘ra, oila chizigi va o‘rama bir-biriga urinadi.
Ravshanki, ulaming umumiy nugqtalaridagi urinmalari ustma-ust tushadi.
Shuning uchun F_x.- + F;,_v;- =0 tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa F('~ =0
shart kelib chigadi. Demak, maxsus nuqtaga ega bo‘lmagan chiziglar oilasining

o‘ramasi ushbu
F(x,y,C)=0
F2(x.y.C)=0

Yechish. Ushbu masalani yechish uchun o‘rama mavjud va u {
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sistema orqali ifodalanadi.
Berilgan chiziglar oilasining o'ramasini topish uchun
{y—(‘z(x—(‘)l =0
Clx-C)x-2C)=0
tenglamalar sistemasini yechish kerak ekan. y

»

T,
)

8-rasm 9-rasm
Shunday qilib, parabolalar oilasining o‘ramasi y=0, 16y - x* =0 chiziqlardan
iboratligini hosil qildik.
4-masala. Ushbu (x-C)’+y’ =36 tenglama bilan berilgan aylanalar
oilasining o‘ramasi topilsin.

Yechish. Berilgan tenglamadan (" bo‘yicha hosila olib, hosil bo‘lgan
tenglamani (x - C)? + y* =36 tenglama bilan birgalikda yechib, y =16
tenglikni olamiz. Demak, aylanalar oilasining diskriminant chizig'i y =16
to‘g'ni chiziqlardan iborat ekan. Bu diskriminant chiziq berilgan aylanalar
oilasining o‘ramasi bo‘ladi (8-rasm).

S-masala. Ushbu (y - C)? — x* = 0 yarim kubik parabolalar oilasining
o‘ramasi topilsin.

Yechish. Bu oilaning o‘ramasimi topish uchun ta’rifga ko‘ra berilgan oila
tenglamasidan C parametr bo‘yicha hosila olamiz va oila tenglamasi bilan
birgalikda yechib x=0 to‘g'n chiziq tenglamasini hosil qilamiz. Bu chiziq
berilgan oilaning o‘ramasini bermayd:. Chunki, x =0 to‘g‘rni chiziq oila maxsus
nugqtalaridan tashkil topgan (9-rasm).

6-masala. Ushbu (x-C)’ - y> =0 tenglama bilan berilgan parabolalar
oilasining o‘ramasi topilsin.

Yechish. Ravshanki, berilgan oilaning diskriminant chizig'i y =0 to‘g'ri chiziq
bo‘ladi. Bu to‘g‘ri chiziq nuqtalani berilgan oilaning maxsus nuqtalaridan iborat
bo‘Iganligi uchun bu chizig oilaning o‘ramasi bo‘lolmaydi (10-rasm).
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10-rasm
Misol va masalalar

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlaming asimptotalarini toping:
2

1. y=——,
Y x-3

b/ 12
X = ’y= .
(-1t-2) (t-1Xr-3)
-l
2-1" -0
2
t 1
9. x=—07V\ y=——;
17T
10. 9x' +4y' =x'y";
1. (x'-4)y'=x";
12. a'x'=(x'+y")y",

8. x

13.r= —_—a—+1;
sin @



_2asin'@

"~ cosp

1S. x'+y' -3axy=0;

16. y' +3y'-x' =0,

17 2a-x)y' =x(x-a)’,

18 xy{x'-y')+ax'+2axy+a,y +2ax+2ay+a=0.
Quyrdag: tenglamalar bilan berilgan chiziglarning maxsus nuqtalanni toping:
19 y'=x+x";

20 y'=x" -x’;

2. x'=y +x°;

22. y'(x' -9)=x';

23, y'=x(x-3);

24 y'x'=x'+y';

25. x' = y(y-2),

26.4y' =x' +5y";

27. (¢ +y'x-2ay' =0;

28 (x*+y'Ny-af-1I'y' =0;

29 (Za—x)y‘ =x(x—-a)’;

30. (x' +y') =2a'(x' - y');

31 (x‘ +y =2ax) =4a'(x' + y');"
32 x=acos't, y=asin't,

33. x=a(t -sint), y =a(l -cost).

14. r

Quyidag: tenglamalar bilan berilgan chiziglarning ko‘rsatilgan nuqtalarda
urinmalan va normallan mavjudmi? Agar mavjud bo'lsa ularning tenglamalarini
yozing:

34 x=1'+1, y=t'-t', t=0 nuqtada;

3s. y=xsinl,x=0 nuqtada;
x

b ¢

36. y= -, Xx=0 nuqtada,
l+e’

37. y= x,_,x=lnuqtada;
1+e”

B +y-x'-y, O(O,b) nuqtada;
¥ +(%x—l) =0, A(2,0) nuqtada.
Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziglami tekshiring va yasang:
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41. y=

4. y

48. y= ;

47. y=e';

49 x=—> y=—""r"

51 x= V= N
1+ " ar

82 x=r", y=§r(3-r');

t t
=

88 x=41'y=31(' +1);
$6. x=t",y=1"-1,
T10(-1)
t 1(1-2r")
X = V= .
- o
5. x=1y=t'+1";
5t 5t

57 x

=1,




61.

62.

L

.x=2sint, y=

x=('+2)' _=2)y
1+t -1
A
-7 1=t
2cos’t

2+cos't’

.x' =y +l=0

.xy -y —-4x=0,

L x(x'+y )=y +x=0
. 5.

.xyt=x +2x—z,

X' =y'=a;

LY -4x’y' -6x'-4y' =0,

(x-y)=2x

=y Xx-y)=1

X =-Y)+x+y=0;

X'y +y=l,

X+ -x'-y' =0

X'+ Yy =x'yh

X =y +xt+2y' =0,

X -0 +x+y =0

Az y) =a(x +y')

-ry’=-(§-l)‘;

L x(x’ =3y’ )-4(x' + y')=0,

Xy =xt eyl

X +xy +xt -y =0

+y+x -y =0
B =(-1)
x+y -2xy=0;
x'=y +x

A(x+ D x+2)y' =x",

y'=x'-2x'+x

(= +y) =0y,

xX+y -x'=0

. X' =2(x-y)' =0,
X' -xy'+ay' =0;
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xX'-x'+4x'y-4y' =0,
x'-xy'+ay' =0,
x'-x'+4x'y-4y’' =0,
x—-x'y+y =0
.x'+x'y' —18x'y+9y’ =0,
x'+y' =8xy";

X =x'+y' =0

100. x' - y' +xy =0,

101. (x" + y') =27x"y";

@
102. r=tg—;
r g2

EBEIRRES

103. r'=a’p,a=0;
104. r'¢=a’,a=0,
108.r' =a'p'.a=0,

106.r=a+i,a20,l>0,¢p>0;
@

107. r =asin %,a >0

108.r =asin3¢@, a > 0.

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziglar oilalarini tekshiring va yasang:
109. C'x' + y' =(x;
110.x* + 2Cy = 2xy,
111.x = cosuchv, y = sinushv, a) v = const,b) u = const.
112. Ixtiyoriy ¢(x,y)=a, w(x,y)=b tenglamalar bilan berilgan chiziqlar

. .. . . dpdy ooy T
oilalanining umumiy nuqtasida o ax + Ey-g =0 tenglik o‘rinli bo‘lsa, bu
oilalar o‘zaro ortogonal bo‘lishi ko‘rsatilsin.
113. Quyidagi ¢(x,y)=a tenglamalar bilan berilgan chiziqglar oilasiga ortogonal
bo‘lgan chiziqlar oilasi

& _dy
dp dp
ox oy

tenglik bilan aniqlanishi ko‘rsatilsin.

114. To'g'n chiziqlar dastasiga ortogonal bo‘lgan chiziglar oilasi topilsin.
115. Ox o'qiga koordinata boshida urinuvchi aylanalar oilasiga ortogonal
bo‘lgan chiziglar oilasi topilsin.



116. Ushbu y* = 2ax parabolalar oilasiga ortogonal bo‘lgan chiziglar oilasi
topilsin.

117. berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi aylanalar oilasiga ortogonal bo'‘lgan
chiziglar oilasi topilsin.

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlar oilalarining o‘ramalan topilsin:
118 (x-C)' +y' =a’;

119. (x-C) +(y-C)' =C";

120. xcosC + ysinC - p=0;

121. y=(x-C)’;

122 y'-(x-C) =0,

123 y’' - (x=C)' =0,

124. (y-C) +2(x-C) =0;

125. 1-C)x+2Cy-a=0;

126. x'(x-a)~-Cy-a=0.

127 Koordinata o'qlan bilan o‘zgarmas S yuzali uchburchak hosil giluvchi
to‘g'n chiziglar o'ramasi topilsin.

128. Quyidagi x' + y’ =R’ aylana Ax + By + C’ =0 to'g‘n chiziqung o'ramasi
ekanligi ma’lum bo‘lsa, 4,B,C sonlar qanday munosabatni qanoatlantiradi?
129. Uchlan koordinata o°qlanida bo‘lgan uzunligi o‘zgarmas a ga teng
kesmalami o°z ichiga oluvchi to'g‘n chiziglarning o‘ramasi topilsin (bu yerda
kesmalaming uchlarn koordinata o*qlan bo‘ylab sirpanadi).

130. Markazlan R radiusli aylanada joylashgan, radiusi » ga teng bo‘lgan
aylanalar oilasining o‘ramalan topilsin.

131. Diametrlari berilgan parabolaning fokal radius-vektorlandan iborat
aylanalar oilasining o‘ramasi topilsin.

131. Diametrlan y' = 2 px parabolaning fokusidan o‘tuvchi vatarlaridan iborat
aylanalar oilasining o‘ramasi topilsin.

132. Benlgan x—_ + i—' =1 ellipsning biror simmetriya o'qiga parallel vatarlarini
a

diametr qilib aylanalar chizilgan. Har bir oilaning o‘ramasi topilsin.

133. Berilgan x_‘ - %,— =1 giperbolaning biror simmetriya o°qiga parallel
a

vatarlanni diametr qilib aylanalar chizilgan. Har bir oilaning o‘ramasi topilsin.
134. Benlgan parabolaning o°qiga perpendikular vatarlarini diametr qilib
aylanalar chizilgan. Aylanalar oilasining o‘ramasi topilsin.

135. Uchlan y' = 2¢gx parabolani chizuvchi, parametri p ga teng, o‘qi Ox
o°qiga paralle] bo‘lgan parabolalar oilasining o‘ramasi topilsin.



136. Parametrlari a,f ushbu ¢{a,f)=0 tenglamani qanoatlantiruvchi
F(x,y,z,a,f)=0 chiziqlar oilasi o‘ramasining nuqtalari qanday shartlami
qanoatlantiradi?

137. Quyidagi =+ Z- =1 tenglamani qanoatlantiruvchi chiziglar oilasining
P q
o‘ramasi topilsin. Bu yerda p+¢=1.

138. Parametrlan a,f ushbu a” + #° - a" =0, a = const tenglamani

a
Quyidagi m = -2,1,2 hollarni alohida qarang.

qanoatlantiruvchi I % -1=0 to‘g'n chiziglar oilasining o‘ramasini toping.

5 §. Frene bazisi. Egri chizigning tabiiy parametrizasiyasi
Chiziglar nazanyasini o‘rganishda unnma muhim rol o‘ynashi
hammaga ma’'lum. Urinmaga perpendikular tekislikni normal tekislik deb

ataganmiz. Bu paragrafda urinmaga perpendikular ikki vektor binormal va
bosh normal deb ataluvchi vektorlarning xossalari o‘rganiladi.

Asosiy tushunchalar
Bizga y egri chiziq va uning M nuqtasidan o‘tuvchi birorta a tekislik
berilgan bo‘lsin. Berilgan chiziqdagi M nuqtaga yaqin N nuqta olib, M va
N nuqtalar orasidagi masofani 4 bilan, A bilan esa N nuqtadan a
tekislikkacha bo‘lgan masofani belgilaylik.

4
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5.1- ta’rif. Berilgan y chiziqdagi N nuqta M nuqtaga yaqinlashganda
% nisbat nolga intilsa, a tekislik y chizigning M nuqtasidagi yopishma
tekisligi deb ataladi (11-rasm).

Tasdig. Ikki marta differensiallanuvchi regulyar y egn chizigning har bir
nuqtasidan o‘tuvchi yopishma tekislik mavjud bo‘'lib, urinma yopishma
tekislikda yotadi. Agar egri chiziq 7 =#(f) tenglama yordamida aniglangan
bo‘lsa, M(?,) nugtadan o‘tuvchi yopishma tekislik 7'(r,),7"(,) vektorlarga
parallel bo‘ladi.

Izoh. Yopishma tekislik 7'(f,) va 7*(f,) vektorlarga parallel bo*Iganligi
uchun, agar bu vektorlar o‘zaro parallel bo‘lsa, M(to) nuqtadan o‘tuvchi
yopishma tekisliklar cheksiz ko‘p. Lekin 7'(f,), 7°(r,) vektorlar parallel
bo‘lmasa, M(,) nuqtadan o‘tuvchi yopishma tekislik yagonadir.

Ushbu 7 =F(t) tenglama bilan berilgan y chizigning M(fy) nuqtasida
o‘kazilgan yopishma tekisligining vektor tenglamasi (R - 7(tg ). 7{t ). 7"(to))=0
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar egri chiziq x=x(f), y=y{t), z=2(t) parametrik
tenglamalar yordamida berilsa, yopishma telaslik tenglamasi

X-x9g Y-y9 Z-29

(o)  ylo) Go)|=0

x(0)  y"(o) ")
ko*nnishda bo‘ladi.

Egri chizigning M(?,) nuqiasidan urinma to'g'ni chiziqqa perpendikular
holda o‘tuvchi to‘g'ri chiziq normal deb ataladi. Normallar ichidan biz uchun
muhimlari bosh normal va binormaldir.

Yopishma tekislikda yotuvchi normal bosh normal deb ataladi, yopishma
tekaslikka perpendikular normal esa binormal deb ataladi.

Albatta, yopishma telislik yagona bo‘lgan holdagina bu tushunchalar
ishlatiladi. Endi bosh normal va binormal tenglamalarini yozaylik. 7'(s,)7°(r,)
vektorlar yopishma telaslikka parallel bo‘lgani uchun vektor ko‘paytma
[F'(¢,)7°(¢,)] binormal uchun yo'naltiruvchi vektor bo‘ladi. Demak, binormal
tenglamasi

X-x Y-y Z-g,
ye) 20) 26) x@) x@) y’(t.i
@) 6) 76) C) *6) ¥,
ko‘rinishda bo‘ladi.

Bosh normal uchun esa F’(to),[;"(to),r—‘(to)l vektor ko‘paytma
yo'naltiruvchi vektor bo*ladi. Shuning uchun bosh normal tenglamasi,
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X-xq Y-yo =
x(6g) y(’o} 2 *2(10) (o) 2 ¥(to) 2'('01_1,(, i“’('o) Y(‘o}-
"(t0) ¥'(to (o) *(to) fo *(10) z°(to N vl
= Z-z
- 2(tg) x'(tg Vo) (o
""°*z-(ro) x'(:o;"’ "Jr(ro) Z'('o;
ko‘rinishda bo‘ladi.

Yo

12-rasm
Xuddi shularga o‘xshash, normal tekislik tenglamasi vektor ko‘rinishda

(R-7(1,), F(1,)) =0, koordinata ko'rinishidagi tenglamasi esa
(X = x(t))x"(tg) + (Y = W(t))y'(t9) + (Z - 2(19))Z'(tg) = 0 bo‘ladi.
Urinma va binormaldan o*tuvchi tekislik to*g‘rilovchi tekislik deyiladi.
Uning vektor ko‘rinishidagi tenglamasi
(R- 70,7 (o) o) 7e0)) =0

koordinata ko‘rinishidagi tenglamasi esa

X -x(1,) Y —¥t,) Z-2z(1,)
x'(t,) y@,) zZ'(t,) =0 bo‘ladi.
V) ) 2e) X)) xX) Y,
V) ) 0) K0) K v



Unnma, bosh normal, binormal bo‘yicha yo‘nalgan birlik vektorlardan tashkil
topgan uchlik Frene bazisi deyiladi (12-rasm). Ularni mos ravishda quyidagi
formulalar bo*yicha topiladi:

=_ F a=ﬂf-_'l}1% 5 IFr]
TEE Y T , B 1

Berilgan chizigning yoy uzunligi ushbu formula orqali topiladi:
! '
o= [IFH = [Jx2w+ 2+ 22w

fo 1
Masala yechish namunalari
|1 X = cost?
I1-masala. Ushbu { y =sint tenglama bilan berilgan vint chizig‘ining
zZ=1
M (1;0;0) nuqtasida o‘tkazilgan:
1) urinma,
2) bosh normali;
3) binormali;
4) yopishma tekisligi;
5) normal tekisligi;

6) to‘g‘rilovchi tekisligi topilsin.
Yechish. Bu masalani yechish uchun chizigning berilgan A (1;0;0)
x=cos! =1
nuqtasisiga parametrning qanday qiymati mos kelishini, ya’'ni { y=sin/ =0
z=t=0
sistemaning yechimini topishimiz kerak. Ravshanki, fy =0 sistemaning
yagona yechimi bo‘ladi. Demak, parametrning 1, =0 qiymatiga chizigning
M(1;0,0) nuqtasi mos kelar ekan. Endi talab gilinayotgan tenglamalami
tuzish uchun kerak bo‘ladigan kattaliklarni, hosilalaming parametrning
fo =0 qiymatiga mos keluvchi qiymatlarini hisoblaymiz. Ravshanki,
x'=-sinf (x"=-cost
birinchi va ikkinchi tartibli hosilalar {y'=cost , { y"=-sint va ularning
z'=1 z2"=0
x(0)=0 [x"(0)=-1
1o =0 dagi giymatlan mos ravishda < )’(0)=1 Y'(0)=0 qiymatlarga
2'(0)=1 2°=0
teng bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan formulalardan foydalanib, unchalik qiyin
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bo‘lmagan hisoblashlardan so‘ng, talab gqilingan tenglamalarni tuzish
mumkin.

Demak, 1) urinma tenglamasi: 0' -%=%;
2) bosh normali tenglamasi: y=z=0;
3) binormali tenglamasi: -"'T)—' = % = :Zi .

4) yopishma tekisligi tenglamasi: y—z=0 ;
5) normal tekisligi tenglamasi: y+z=0;
6) to‘g‘rilovchi tekisligi tenglamasi: x=1.

2-masala. Ushbu x' =3a’y, 2xx =a’ chiziqning y = %, y =9a tekisliklar
orasidagi yoy1 uzunligi topilsin.

Yechish. Ravshanki, bu tekisliklar bilan berilgan chiziq bir martadan
kesishadi. Birinchi y = % tekislik bilan kesishish nuqtasi M, (a,%.—g), ikkinchi

y=3a tekislik bilan kesishish nuqtasi M,(3a,9a.§). Endi chiziqning

parametrik tenglamalarini
)
X =t
4 = ! l’
y ia’
z= —
2t
ko‘rinishda yozib, yoy uzunligini hisoblaymiz.
- 4 ‘[ L]
5=f fl+t—‘+ LAp f 4al+‘4l‘+adr ’1(0 +‘2")dr-
a 4t‘a v Aa
r-a +2’ ——"ﬂ —-f' rar=-242 +9a-— 9a.
t 6 2

3-m¢l¢. Rad:usl R ga teng bo'lgan aylananing uzunhgl topilsin.
Yechish. Berilgan aylananing radiusi R ga teng bo‘lganligi uchun,
uning parametrik tenglamasini quyidagicha olish mumkin:

= Rcost
{x cos , 0<t1<2r Yoy uzunligini topish formulasidan
y=Rsint

s= f\'/x"(tf)'+ y'i()dt = _fx,/rlv?’ sin’f + R? cos’ tdt =

= ]'\/'Ri(sixi'i t+ R’ cos’ t)df = R]'a =21R.



Misol va masalalar

Quyidagi chiziglarning ko'rsatilgan nuqtalardagi urinmalan
tenglamalan tuzilsin:

l. x=sect, y=1gt, z=ar, 1=% nuqgtada;

2. x=¢, y=e', z=1*, 1 =1 nuqtada;
3 x=c'cost, y=e'sint, z=¢', 1 =0 nuqtada,

4. x=a(r-sint), y=a(l—cosl),:=4asin%, :=% nuqtada.

8. Quyidagi x=3¢-r",y=3° z =3 +¢ chizigning qaysi nuqtalardagi urinmasi
Ix+y+z=0 tekislikka parallel bo‘ladi?

6. Berilgan x = 2cost,y = 2sin+,z = 4 vint chizig‘ining ¢ = 0 nuqtadagi
urinmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.

7 Berilgan x=1,y=1°,z =1 vint chizig'ining r = 1 nuqtadag) urinmasi va
normal tekisligt tenglamalan tuzilsin.

8. Ushbu x=acoss, y = —asint, z = be' chiziq unnmalarining XOY tekisligi
bilan kesishish nuqtalarining geometrik o‘mi topilsin.

9. Berilgan x = ach, y = asht, 2 = c1 chizigning ixtiyoniy nuqtasidagi urinmasi
va normal tekisligi tenglamalari tuzilsin.

10. Ushbu r=e"? cost,y=e** sint,z =" chiziq x* + y* = z* konusda yotishi
hamda uning yasovchilari bilan 45° burchak hosil qilishi isbotlansin.

11. Ikki F(x,y,z) =0, ®(x,y,z) = 0 sirtning kesishish chizig‘i sifatida berilgan
chizigning ixtiyoriy nuqtasidagi urinmasi va normal tekisligi tenglamalari

iy . F. Fy Fl -
tuznlsm(bundararg(‘b. ®, 0')—2).

12. Viviani x* +)y’ +2' =R’ , x’ +Rx+y’ = RTJ chizig‘ining ixtiyoriy
nuqtadagi nuqtadagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.

13. Ushbu x* =24z, y* =2bz chiziqning ixtiyoriy nuqtadagi urinmasi va
normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.

14. Quyidagi x’+y' -z =1, x* -y’ -z* =] sirtlaming kesishishidan hosil
bo‘lgan chiziq ixtiyony nuqtasidagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi
tuzilsin.

15. Berilgan r* +)y* =1, z*+y’ =1, y=tl chiziqning ixtiyoriy nuqtadagi
urinmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.

16. Parametrik ko‘rinishda berilgan x=asin’s, y=asinrcost, z=acost
chizigning ixtiyoriy nuqtadagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi
tuzilsin.
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17. Bizga r = r(s) tenglama bilan aniqlangan chiziq berilgan bo‘lib, - uning
M, (s,) nuqtasidan o‘tuvchi to'g‘ri chiziq, hamda d(As)- M(s, + As) nuqtadan
x to'g'ni chizigqacha masofa bo‘lsin. x to'g‘ni chiziq r=r(s) chiziqqga
M,(s,) nuqtada urinma bo‘lishi uchun lim %“’) =0 munosabat o‘ninli
bo‘lishu zarur va yetarliligi isbotlansin.

18. Ushbu 7 = r(r) tenglama bilan berilgan silliq chizigning M, (s,) nuqtadagi
yopishma tekisligi quyidagi shartlaring ixtiyoriysi bilan aniqlash
mumkinligi isbotlansin:

a) M, nuqtadan o‘tuvchi r°(t,), r°(t,) vektorlarga parallel tekislik,

b) = berilgan chizigning M, nuqtasidagi urinmasi orqali o‘tuvchi tekislik,

p = p(s) <chizigning tabiiy parametrlash usuli bo'lib, A, -parametming s = s,
giymatiga mos keluvchi nuqta. d(As)- M(s, + As) nuqtadan r tekislikkacha
masofa. r tekislik berilgan chizigning M, nuqtasidagi yopishma tekisligi
bo‘lishi uchun lim %—f—) =0 munosabat o‘nnli bo‘lishi zarur va yetarli;

c) chiziq bilan A7, nuqtada kamida ikkinchi tartibli urinishga ega bo‘lgan
tekislik.

19. Regulyar chiziqning barcha yopishma tekisliklari bitta nugtadan o*tishi
ma’lum bo‘lsa, uning biror tekislikda joylashishi isbotlansin.

20 Ushbu x=r,y =+ z =" chizigning Mo(z.—%,—6) nuqtadan o‘tuvchi

yopishma tekisliklari topilsin.

21 Ushbu x=1,y =1,z =¢* chizigning ixtiyoriy M nuqtasidan Oz o‘qini
kesib o‘tuvchi va z = 0 tekislikka parallel to‘g‘ri chiziq uning M nuqtasida
o‘tkazilgan yopishma tekislikda yotishi isbotlansin.

22. Berilgan r=acost,y = bsint,z = ¢' chizigning ¢ = 0 nuqtadagi yopishma
tekisligi tenglamasi tuzilsin.

23. Berilgan x = cosacost,y = cosasint,z =sina, a = const chiziqgning
binormallarining musbat yo*nalishlarida uzunligi birga teng kesmalar
qo'yilgan. Bu kesmalar uchlaridan hosil bo‘lgan chizigning yopishma
tekisligi tenglamasi tuzilsin.

24 Ushbu x* +y* +z? =9, x* - y* = 3 chizigning M(2;1;2) nugtadagi
yopishma tekisligi tenglamasi tuzilsin.

25. Ushbu x=e'cosr,y = ¢'sint,z = 2t chiziq x* + y* - ¢* = 0 sirtda yotishi
isbotlansin. Uning yopishma tekisligi sirtning urinma tekisligi bilan ustma-
ust tushishi ko‘rsatiisin.

26. Ushbu x=¢, y=1¢’, z=¢' chizigning ¢ = 0 nuqtadagi bosh normali va
binormali tenglamalapi tuzlsin.

27. Ushbu x=1. y=¢* z=¢" chizigning r=1 nuqtadagi bosh normali va
binormali tenglamalari tuzilsin.
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28. Ushbu x= % y=Int, 2= chiziqning qaysi nuqtadagi binormali

x-y+8z+2=0 tekislikka parallel bo‘ladi?

29. Vint chizig'ining binormallarida uzunligi birga teng kesmalar qo‘yilgan.
Bu kesmalar uchlandan hosil bo‘lgan chiziqning vint chizig‘i ekanligi
isbotlansin.

30. Ushbu x=rsin¢, y =1cost, z =te' chiziqning ¢ = 0 nuqtadagi urinmasi,
bosh normali va binormali bo‘ylab yo*nalgan birlik vektorlan topilsin.

31. Ushbu r=cos's,y =sin’s, z = cos2s chizigning ixtiyony nuqtadagi
unnmasi, bosh normali va binormali bo‘ylab yo*nalgan birlik vektorlan
topilsin.

32 Ushbu r=a(/-sinr),y = a(l - cost), z = 4aoos% chiziqning r = 0 nuqtadagi

urinmasi, bosh normali va binormali bo*ylab yo*‘nalgan birlik vektorlari
topilsin.

33. Ushbu x =1,y =¢*, z=¢* chiziqning ¢ = 0 nuqtadagi urinmasi, bosh
normali va binormali bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektorlan koordinata
o‘qlanning birlik vektorlan bilan ustma-ust tushishi isbotlansin.

34. Ushbu x =asint, y = acost, z = bt vint chizig‘ining urinmasi, normal
tekisligi, binormali, yopishma tekisligi, bosh normali va to*g‘nlovchi
tekasligi tenglamalan tuzilsin.

35. Ushbu x=asins,y = acost, z = b vint chizig‘ining XOY tekisligi bilan
kesishish nuqtasidan ixtiyoriy nuqtasigacha bo‘lgan yoyining uzunligi
topilsin.

36. Aylananing tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin.

37. Zanjir chizig'ining tabiiy parametrl tenglamasi tuzilsin.

38. Vint chizig‘ining tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin.

39. Ushbu x=a(r-sin),y = a(l - cost), z = 4acos% chizigning (0,0,4a) va

(2m2.0.—4a) nugtalan orasidagi yoyi uzunligi topilsin.
40. Berilgan x=cos’1,y =sin’1, z = cos2s chiziqning uzunligi topilsin.
41. Quyidagi x = acht,y = asht, z = at chiziq parametrining =0 va /=1,
qiymatlariga mos keluvchi nugtalan orasidagi yoyi uzunligi topilsin.
42. Chiziq yoyi uzunligi differensialining silindrik koordinatalardagi ifodasi
topilsin.
43. Chiziq yoyi uzunligi differensialining sferik koordinatalardagi ifodasi
topilsin.

6 §. Egri chiziq egriligi va buralishi. Frene formulalari

Egni chiziq egnligi va buralishi differensial geometriyada
o‘rganiladigan chiziglaming muhim xususiyatlaridan hisoblanadi. Bu



xususiyatlaming mexanika va fizikadagi tadbiqlari ham mavjud. Bu
tadbiqlarni xususan, Frene formulalarining ifodasida ham ko‘rish mumkin.

Asosiy tushunchalar

Bizga y egn chiziq va M unga tegishli nuqta.berilgan bo‘lsin. Benlgan
egn chizigda M nuqtaga yaqin N nuqta olib, bu nuqtalarda o‘tkazilgan
urinmalar orasidagi burchakmi A@ bilan, MN yoy uzunligini As bilan
belgilaylik.

6.I4a’rif. Berilgan y chiziqdagi ¥ nuqta M ga yaqinlashganda %’
ifodaning limiti mavjud bo‘lsa, u y chiziqning M nuqtadagi egriligi deb ataladi

vak= lim 22 kabi belgilanadi (13-rasm).
NoM bs

i

13-rasm

Tasdig. Ikki marta differensiallanuvchi regulyar egn chizigning har bir

nuqtasida k= lim L4 egriligi mavjud. Agar y egn chiziq tabily parametr
NoM As

yordamida 7 = 7(s) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, k = |?(so)| tenglik o‘rinlidir.
Bu yerda s, tabity parametmning y egn chizigning M nugqtasiga mos keluvchi

qiymatidir
Ixtiyony parametrlash usuli bilan berilgan y egn chiziq uchun egrilikni
P F"|
hisoblash formulasi k = [ \ ,,2.] ko‘rinishda bo‘ladi. Agar egn chiziq
r' 7



x=x(I)
y=y(r) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning egriligini topish formulasi

=z(t)
quyidagicha
» PR ' it ' |2
ﬁ 24 .\ z' x" . x' y'
ke y z z x x y
(x" +yte 22
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar y egni chiziq y= f(x) funksiyaning grafigidan iborat

bo'lsa, uning egriligini ushbu & = formula bilan hisoblash mumkin.

(l+f (s
Bizga y egn chiziq va M unga tegishli nugta berilgan bo‘lsin. Berilgan
egni chizigda M nuqtaga yaqin N nuqta olib, bu nuqtalarda o‘tkazilgan
yopishma tekisliklar orasidagi burchakni A@ bilan, MN yoy uzunligini As
bilan belgilaylik.
6.24a’rif. Berilgan y chiziqdagi N nugta M ga yaginlashganda E"’
ifodaning limiti mavjud bo‘lsa, u y chizigning M nuqtadagi absolyut buralishi

deb ataladi va jo|= lim 32 kabi belgilanadi.
N-M Bs

Tasdig. Uch marta differensiallanuvchi regulyar y egri chizigning M

nuqtada egriligi noldan fargli bo'lsa, |o|= NumM% limit mavjud. Agar y egri
° -

chiziq tabiiy parametr yordamida 7 = 7(s) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning

absolyut buralishi, ushbu |o|= .77 |r| rr) formula bo‘yicha hisoblanadi. Buralish



F.F,F)

€sa o=— kz

formula bilan, ixtiyoriy parametrlash usuli bilan berilgan y

egri chiziq uchun buralishini hisoblash formulasi & =-""""") ko'rinishda

x5

bo‘ladi.
|
B
i: Urinma
Yopishma tokintih
/ Bosh normal
15-rasm
x=x(1)
Agar egri chiziq { y = y(t) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning
z=2z(1)
buralishini topish formulasi quyidagicha
x y =z
ARV
o=— x” Y7 "
% z"lz ’ i (2 X’ }’"’2
[ + L] »l + [
y z z x y
ko‘rinishda bo‘ladi.

Tabiiy parametrlash usuli bilan 7 =F(s) tenglama yordamida berilgan
egri chiziq urinma, bosh normal, binormallari bo‘yicha yo‘nalgan birlik
vektorlar va ulaming hosila vektorlan orasidagi bog*liglikni ifodalaydigan Frene
formulalari ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:

f=kv
V=—ki-off
B=ov.



Misol va masalalarning yechish namunalari

X = acost
1-masala. Ushbu { y = asin/ tenglama bilan berilgan vint chizig'ining
z=Mbt
M (a;0;0) nuqgtasidagi egriligi va buralishi hisoblansin.
Yechish. Bu masalani yechish uchun chizigmng berilgan A(a.0;0)
x=acost =1
nuqtasiga parametrning qanday qiymati mos kelishini, ya’'ni {y = asinr=0
z=bt=0
sistemaning yechimini topishimiz kerak. Ravshanki, 7y =0 sistemaning
yagona yechimi bo‘ladi. Demak, parametming 1o =0 qiymatiga chizigning
M(a;0;0) nuqtasi mos kelar ekan. Endi, talab gilinayotgan tenglamalarni
tuzish uchun kerak bo‘ladigan kattaliklarni, hosilalaming parametrning
1o =0 qiymatiga mos keluvchi qiymatlarini hisoblaymiz. Ravshanki, birinchi

x'=-asint x" = ~acos!
ikkinchi va uchinchi tartibli hosilalar {)' = acos? y' =-asint,
Z’=b z"=0
[x" = asint x'(0)=0
4 y" = —acost va ulaming {y =0 dagi qiymatlari mos ravishda { y'(0) =a
127 =0 Z(0)=»

x"(0)=-a [x"=0

{y°(0)=0 y"=-a qiymatlarga teng bo‘ladi. Yuqorida keltinlgan
{z' =0 "=0

formulalardan foydalanib berilgan chizigning AMg(a;0;0) nuqtasidagi
egriligi va buralishini hisoblaymiz:

AR
k 0 - da - a _\/(a_b)2+a‘_ a

0
= 3 = =77 .,2
(02+az +b2)/2 Viat+p?)}  at+b




P 4 y Z 0 a
[ 4 [ »
y z -a 0
o=- P ANEA LA P S
» + » + ')
z z x y

Misol va masalalar
Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlarning ixtiyoriy nuqtasidagi
egriliklan topilsin:
l. y=anrx;

2 y=achl;
a

w

. y'=2px,

4 x=1 y=¢;

8. x=acosl, y=asint,

6. x=acht, y =bsht ;

7. x=a(t-sinr), y =a(l - cost)

9. r=ao.

10. 7 = a(1 - cosg);

11. F(x,y) =0, |gradF] =0,
x3 b

12 a—,+:—,=n,
2 b}

13. ’_,-;_,=1,

14. P(x, y)dx + O(x, y)dy = 0.
15. Berilgan 7 = 7(s) chiziq uchun quyidagi munosabatiar o'rinliligini
isbotlang:
[FP=k*+ka’ +k F-F=0,F-F=-k>Fr=hk.
Bu yerda & - egrilik, o - buralish.
16. Quyidagilami isbotlang:
a) Bf=0;
v 4 -o'()
g
0 #i¥-o(2)
o).
17. Chiziqning to‘g'rni chiziq yoki uning ochiq kesmasidan iborat bo‘lishi
uchun



chizigning barcha nugqtalaridagi egriligi nolga teng bo‘lishi zarur va
yetarlilig: isbotlansin.

18. Chiziqning yassi (biror tekislikda joylashgan) bo‘lishi uchun
chizigning barcha nuqtalaridagi buralishi nolga teng bo‘lishi zarur va yetarliligi
isbotlansin.

Quyidagi chiziglaming egriligi va buralishlari barcha nugqtalarda teng
ekanligi isbotlansin:

19 x=ach, y=asht, z=at

20, x=%-7, y=3 z=%+r

Quyidagi chiziqlaming egrilig: va buralishlari topilsin:

21. x=acost, y=asint, z = bt;

22. x=achl, y=asht, z=at

23. x=¢', y=e' z=VUu

24. x=2, y=Int,z=1%,

25 x=cos’t, y=sin't, z=cos2

26. a va b ning qanday qiymatlarida x = acht, y = ashs, z = b chizigning
egriligi va buralishi barcha nuqtalarda teng bo‘ladi?

27. Berilgan r=cos’t, y=sin't, z=cos2s chizigning egriligi minimal
giymatni gabul qiladigan nuqtalarin;i toping.

28. Ushbu x=a(f - sin?), y = a(l-cosr), z = 4acos—'2- chizigning egrilik

radiusi minimal qiymatni qabul qjladigan nuqtalarini toping.

Quyidag chiziglaming yassi ekanligini ko‘rsating va ular joylashgan
tekislik tenglamasini yozing:

29 10, oL

1-t77 1= 1+

30. x=af’ +bt+c,, y=a,’ +bt+c,, z=a)’ +bt+c,;

3l x=ar"+bt" +c,, y=a," +bt® +c,, z=a4" +b4’ +c,,n,peN

32 Ushbu x=acost, y =asint, 2= f(t) chiziq yassi bo‘ladigan 1(r)
funksiya topilsin.

33. Ushbu x? = 2az, y* = 2bz chiziq ikkita kesishuvchi tekisliklarda yotishi
isbotlansin va bu tekisliklaming tenglamalani tuzilsin.

34. Umumlashgan vint chizig‘i deb urinmalari biror yo*nalish bilan
o‘zgarmas burchak hosil giluvchi fazoviy chizigqa aytiladi. Chiziq
umumlashgan vint chizig‘i bo*lishi uchun quyidag shartlarning birortasi
bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin:

a) bosh yo*nalishlan biror yo‘nalishga perpendikular;

b) binormallari biror yo'nalish bilan o*zgarmas burchak hosil giladi;

c) egriligining buralishiga nisbati o‘zgarmas.

35. Chiziq umumlashgan vint chizig‘i bo‘lishi uchun 7.7 .7 =0
shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

®



36. Ushbu x* =3y, 2xy =9z chizigning umumlashgan vint chizig‘i ekanligi
ko'rsatilsin.

37. Ushbu x=2, y =Int, z=¢* chiziqning yasovchilan d(0,1.1) vektorga
parallel bo‘lgan silindrik sirtda yotuvchi umumlashgan vint chizig‘i ekanligi
ko'rsatilsin.

38. Ushbu x=ar, y =*, z = c1* chizigning umumlashgan vint chizig'i
bo‘lishi uchun qanday shart bajarilishi kerak?

39. Barcha normal tekisliklari o' zgarmas ¢ vektorga parallel bo‘lgan
chizigning yassi ekanligi isbotlansin.

40. Barcha yopishma tekisliklan biror / to*g'ri chiziqqa perpendikular
bo‘lgan chizigning yassi ekanligi isbotlansin.

41. Har xil chizigning binormallari umumiy bo‘ladigan nuqtalan orasida
moslik o‘rmatish mumkin bo‘lsa, ulaming yassi ekanligi isbotlansin.

42. Har xil chiziqning urinmalari parallel bo*ladigan nuqtalan orasida
moslik o‘matish mumkin bo‘lsa, ulamming egnligi va buralishining nisbati
o‘zgarmas ekanligi isbotlansin.



111 BOB. SIRTLAR NAZARIYASI

Dnfferensial geometriya fanida asosiy bo‘limlardan .bin sirtlar nazariyasi
hisoblanadi. Bu bobda sirt va uning berilish usullan, urinma tekislik, kvadratik
formalar va ulamning turh tadbiqlari o'rganiladi.

1 §. Sirt va uning berilish usullari

Ushbu paragrafda sirtlarning berilish usullari aniglanib, ulaming ba’z bir
xossalariga ko‘ra, tenglamalarini tuzishga doir misol va masalalar keltirilgan.

Asosiy tushunchalar

Tekislikdagi ochiq doiraga gomeomorf to'plamni elementar soha deb
ataymiz.

1.1-Ta'rif Fazodagi F to‘plam elementar sohaning topologik
akslantirishdag aksi bo‘lsa, uni elementar sirt deb ataymiz.

Elementar sirt uchun cheksiz ko‘p parametrlash usullari mavjuddir. Birorta
to‘plamning eclementar sirt ekanligini ko‘rsatish uchun, uning birorta
parametrlash usulini ko‘rsatish kerak.

Agar F sint (f.G) parametrlash usuli bilan benilib, (v,v)eG uchun f(x.v)
nugtaning koordinatalari x(u;v), y(u;v), z(u;v) ko'rinishda belgilasak,

x = x(u,v)

y=yuy) (1)
z=2(u,v)
sistema F sirtning parametrik tenglamalar sistemasi deyiladi.

1.2-Ta’rif. Fazodagi bog'lanishli F to‘plamga tegishli har bir nuqtaning
birorta atrofida F elementar sirtga aylansa, F sodda sirt deyiladi.

Agar biz F(u,v)= {x(u;v);, (u.v),z(1;v)} vektor funksiyani kiritsak, (1)
tenglamalar sistemasini bitta

F=F(uv), (uv)eG 2)
vektor tenglama yordamida yoza olamiz. Bu tenglama F sirtning vektor
ko‘rinishdagi tenglamasi deyiladi.

Bizga G c R’ ochiq to‘plam va G da aniqlangan silliq F(x.y.z) funksiya
berilgan bo‘'lsin. U holda F={(x;y;z)eG:f(x;y;z):O} to'plam [
funksiyaning sath to‘plami yoki sirti deyiladi. Agar gradf =0 bo'lsa, I sirt
haqiqatdan ham, sodda sirt bo‘ladi.

1.3-Ta'rif. Berilgan F sirt uchun unga tegishli ixtiyoriy nugta atrofida
(/.G) parametrlash usuli mavjud bo‘lib, bunda x(u.v), y(u;v),z(u,v)
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Xy Yu 2
Xy W 2y
rangi ikkiga teng bo‘lsa, F sirt regulyar sirt deyiladi, parametrlash usuli esa
regulyar parametrlash deyiladi.

Sirtning regulyarlik shartini [r:r j#0 ko'rinishda ham yozishimiz
mumkin.

1-Tasdiq. Bizga G sohada aniqlangan silliq x(w;v), y(x;v),z(w,v) funkstyalar
berilgan bo'lib, har bir nugtada r...g(’- I :)= 2 tenglik o*rinli bo'lsa,

X,

v v v

funksiyalar uzluksiz xususiy hosilalarga ega va ( J matritsaning

x=x(u,v)
y=yu,v) (uv)eG
z2=2z(u,v)
sistema regulyar sirtni aniglaydi.
2-Tasdiq. Regulyar F sirt unga tegishli p(x,,v,) nugta atrofida,
x = x(u,v)
y=yu,v), (v,v)€G
z2=2(u,v)

parametrik tenglamalar yordamida berilib, p nugqtada t ; l determinant

noldan fargli bo'lsa, shunday silliq f(r,y) funksiya mavjudki, p nuqtaning
atrofida F sirt z = f(x,y) funksiyaning grafigidan iboratdir.

Izoh. Biz regulyar sirtlaming parametriash usulini tanlaganimizda har doim
x,,x, .Y, 2,2 hosilalar mavjud va uzluksiz bo‘lishini talab gilamiz.

Misol va masalalar yechish namunalari

1-masala. xO: tekisligida Oz o‘qini kesmaydigan x = @(v), z =y (v) chiziq
berilgan. Bu chiziqni Oz o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma
sirtning tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Umumiylikka ziyon yetkazmasdan, berilgan x = o(v), z = w(w)
chiziq uchun o(x)>0 shart o‘rinli deb faraz gilamiz. Egri, chiziqli koordinatalar
sifatida ~XOP =v burchakni va benilgan chiziqning v parametrini olamiz (16-
rasm). Chiziq ustidagi har bir Z(v) nuqta markazi Oz o‘qida yotgan va radiusi
x = ¢(u) ga teng bo‘lgan aylanani chizadi: M4 =OP = (u).

Koordinat chiziglari: u = const - parallellar (aylanalar), v = conss - meridianlar
bo‘ladi. Sirtning vektot tenglamasi:

7 = @(u)cosvi +@(u)sinvj +y(uk,
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Koordinat ko‘rinishdagi tenglamalari esa:
x = @{u)cosv, y = p(u)sinv, z=y(u)

' ¥ 4

Berilgan chiziq bilan aylanma sirtning uchinchi koordinatasi bir xildir,
chunki chiziq 0z o'q atrofida aylanmogda.

2-masala. 0z 0'qqa perpendikular 4B to‘g'n chizigning shu o'q atrofida
aylanishidan va shuningdek, aylanish burchagiga proporsional tezlik bilan 0Oz
bo‘ylab siljishidan hosil bo‘lgan sirt to‘g‘n gelikoid deyiladi. To'g'n
gelikoidning tenglamasini tuzing.

Yechish. Koordinatalarni quyidagcha tanlaymiz (17-rasm):

MA=u, LZXOP =v

Shartga ko‘'ra OA=agv, bunda a=const Koordinata chiziglan:
u = const-vint chiziqlan, v = const—yasovchilar (harakatlanuvchi to'gri
chiziglar)dan iborat bo‘ladi.

1-masaladan foydalnib gelikoidning vektor tenglamasi

F = ucosvi +usinvj +avk,
parametrik tenglamalan esa
* X=wucosv, y=usinv, z=av

ko‘ninishda bo‘lishini hosil gilamiz.
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-

x 17-rasm

Misol va masalsiar

1. Ushbu x =sinu, z=u tenglama bilan aniqlangan x0: tekisligida Oz
o‘qini kesmaydigan chiziq berilgan. Bu chizigni 0z o‘qi atrofida aylantinshdan
hosil bo*lgan aylanma sirtning tenglamasi tuzilsin.

2 Quyidagi x=a+bcosw, y=0, z =bsinu( 0<b <a)chiziqning Oz o‘qi
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirt (tor)ning tenglamasi tuzilsin.

3. Quyidagi x=ach?, y=0, z=u chiziqning Oz o'qi atrofida aylantirishdan

a
hosil bo‘lgan aylanma sirt (katenoid)ning tenglamasi tuzilsin.

4. Traktnsant x=asinu, y=0, z= a(lnrg§+ cosw) Oz o°qi atrofida
aylantinshdan hosil bo'lgan aylanma sirt (psevdosfera)ning tenglamasi tuzilsin.

5. Koordinata o*qlari sifatida = - :— = 2z giperbolik paraboloidning to'g‘ri

a
chizigli yasovchilanni olib, uning parametrik tenglamalari tuzilsin. Agar sirt
tenglamasi z = pxy ko'nnishda olinsa, bu tenglamalar qanday ko'rinishni oladi?

6. Yasovchilari 0z o‘qiga parallel, yo'naltiruvchisi x= f(x), y = p(u),z=0
chiziqdan iborat silindrik sirtning parametrik tenglamasi tuzilsin.

7 Giperbolik va parabolik silindrlaming parametrik tenglamalar tuzilsin.

8. Yasovchilan ¢ vektorga parallel, yo‘naltiruvchisi 5 = (v) chizigdan
iborat silindrnk sirtning tenglamasi tuzilsin.

9 Yasovchilan 4(1,2,3) vektorga parallel, yo‘'naltiruvchisi xr=u, y=u®,z =4’
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chiziqdan iborat silindrik sirtning parametrik tenglamasi tuzilsin.

10. Yasovchilan d(-13,-2) vektorga parallel, yo‘naltiruvchis
x =cosu, y =sinw, z =0 chiziqdan iborat silindrik sirtning ashkormas tenglamasi
tuzilsin.

11. Yo‘naltiruvchisi a(/,m.n) vektorga parallel silindrik sirtning
S(nx - Iz,ny - mz) = 0 ko'rinishda bo*lishi isbotlansin.

12. Yasovchilan &(/,m,n) vektorga parallel, yo‘naltiruvchisi x* +y? = ay,
z = 0 chiziqdan iborat silindrik sirtning tenglamasi tuzilsin.

13. Quyidagi x=3u+v: +1, y=2u+v’ -1 z - -w + 2v sirtning

a) silindrik sirt ekanligi isbotlansin;

b) biror yo‘naltiruvchi chizig‘ining tenglamasini yozing,

¢) M(x = 2,v=13) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘n chiziqli yasovchisini toping.

14. Uchi M(a,b.c) nuqtada bo‘lgan va yo‘naltiravchisi
x = f(n),y = @(w), 2 = w(v) chiziqdan iborat konusning parametrik va oshkormas
ko‘rinishdagi tenglamalari tuzilsin.

15. Ushbu M(a,b.c) nuqtadan o‘tib, y* = 2x, z = 0 parabolani kesuvchi
to‘g'ri chiziqlardan hosil bo‘lgan konusning tenglamasi tuzilsin.

16. Uchi M(-1,0,0) nuqtada bo‘lgan konus 2y’ + 2’ = 4r paraboloidga tashq
chizilganligi ma’lum. Konusning tenglamasi tuzilsin.

17. Quyidagi 4(4,2,3), B(L4,-2) nuqtalaming x=w+v, y=w-v, z = uv sirtga
tegishliligi tekshirilsin.

18. Quyidagi x =u +8inv, y-=u +co8v, z = u +a tenglama bilan qanday
sirt beriladi?

19. Quyidagi x = xg +acosucosv, y= yg+bcosusinv, z=2q +sinu
parametrik tenglamalar bilan berilgan sirtning oshkormas tenglamasi tuzilsin.

v 1
20. Quyrdagi x = , Y= , 2= va
U< +v u? +v? u? +v?

2 tenglamalar bitta sirtni aniglashi isbotlansin

X=UuCOSV, y=usinv, z=u

Tekislikdagi quyidagi koordinata chiziqlarining ko‘rinishlari aniglansin.
2. x=u, y=v, z=0,

22. x=ucosv, y=usinv, z=0;

23 x=cosuchv, y=sinushv, z=0

24. Bir pallali giperboloidning parametrik tenglamalanini

x=a uv+1 y=b AP uv-1 ko‘ninishda yozish mumkinligi isbotlansin.

u+v’ u+v u+v
Keltirilgan parametrlash usulidagi sirtning koordinat chiziglanni aniqlang.
25, Aylanma silindming koordinat chiziglan
a) vint chiziglan va aylanalardan;
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b) vint chiziglani va to"g‘ri chizigli yasovchilardan;

¢) ikkita vint chiziglar oilasidan
iborat bo'ladigan parametrik tenglamalari tuzilsin.

26. Berilgan p = 5(v) chizigning urinmalaridan hosil bo‘lgan shaklning
parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda u - tabily parametr.

27. Benlgan 5 = g(v) chizigning bosh normallaridan hosil bo‘lgan
shaklning parametnk tenglamalan tuzilsin. Bu yerda » - tabiiy parametr.

28 Benlgan 6 = p(«) chiziqning binormallaridan hosil bo‘lgan shaklning
parametrik tenglamalan tuzilsin. Bu yerda » - tabily parametr.

29. Vint chizig'ining x = acosu, y = asinw,z = bu urinmalaridan hosil bo'lgan
shaklning parametnk tenglamalan tuzilsin.

30. Vint chizig‘ining x = acosw, y = asinu,z = bu bosh normallandan hosil
bo‘lgan shaklning parametnk tenglamalan tuzlsin.

31. Vint chizig’ining x = acosw, y = asinu, z = bu binormallandan hosil
bolgan shaklning parametrik tenglamalan tuzilsin.

2 §. Sirtning urinma tekiksligi va normali. Sirtlar oilasi. O‘rama

Ushbu paragrafda sirt turli tenglamalar yordamida berilgan holda uning
unnma tekisligi va normalining tenglamalarini tuzishga doir misol va masalalar
keltinladi. Bundan tashqan, sirtlar oilasining oramasiga doir misollar ham o'rin
olgan.

Asosiy tushunchalar

2.1+a’rif. Berilgan @ sirtning p(u,;v,) nuqtasidan o*tuvchi va 7, (4,;V,),

Fv(lloivo) vektorlarga parallel tekislik p nuqtadagi urinma tekislik deb
ataladi.

Urinma tekislik ta’rifida sirtning parametrlanish usuliga bog‘liq 7, va 7,
vektorlar qamashishiga qaramasdan, urinma tekislik tushunchasi sirtning
parametrlash usuliga bog'liq emasligini quyidag tasdiq ko‘rsatad:

Tasdig. Bizga sirtning p(u,;v,) nuqtasidan o‘tuvchi x telaslik benlgan
bo‘lib, ¢ - sitning p ga yaqin nuqtalaridan bin, d - p va g nuqtalar orasidagi
masofa, #- ¢ nuqtadan 7 tekislikgacha bo‘lgan masofa bo‘lsin. U holda =
tekislik p nuqtadagi urinma tekislik bo*lishi uchun,
|'i5,s=o (*)

tenghkmng bajarilishi zarur va yetarlidir (18-rasm).
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2.24a’rif. Berilgan & sirtming p(u,;v,) nuqtasidan o‘tuvchi va urinma
tekislikka perpendikular to‘g'ri chiziq sirtning p nuqtadagi normali deb
ataladi.

18-rasm

Regulyar F sirt 7 =#(u,v) tenglama bilan aniqlansa, uning M (u,.v,)
nuqtasida o‘tkazilgan urinma tekisligi tenglamasi
(R- F("o"’o)’a("o"’o)-f;(“o:"o))=0~
normali tenglamasi
R= ’(uo;vo)+ A’[r-(uo’vo)”:(uo’vo )] (A -parametr)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Regulyar sirt parametrik tenglamalar yordamida, ya’'ni,
x = x(u,v)
y=yuv), mv)eG
Zz = z2(u,v)
sistema yordamida aniglangan bo‘lsa, M(u(.vg) nuqtasida o‘tkazilgan
urinma tekisligi tenglamasi
X —x(ug;vg) Y —=y(ug;vg) Z-2z(ug;vq
xy(ugivo)  yu(ugive)  2z,(ug;vp) =0,
xy(ug;vo)  ww(uoivo)  zy(ug;vo)
normali tenglamasi esa
X-x(ugivo) Y-ymop)  _ Z-2(up,v9)
Yu (M0;v0) l-(“o:'bj 2, (Mp:v0) x..(uo;Vo;l |x, (wo;v0) y.(-o;vo;l
Yoldoivp) z(movo)  |z(Mgiv) xu(Mpivp)  Ixy(g;v0)  yy(woivp
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ko'nnishda bo‘ladi.
Regulyar sit f(x,y,z)=0 tenglama yordamida aniglangan bo'‘lsa,
M(x,.y,:z,) nuqtasida o'tkazilgan urinma tekisligi tenglamasi
(X _xo).f-(xo,yov:o)"'(y - yo)fy(xovyo-zo)*'(z - :o).f-(xo’yo’zo) =0,
normali tenglamasi esa
X% __ Yy __ 2-n%
Se(%0:50:20)  Jy(x0i¥0.29)  S3(x0:)0:%0)
ko nnishda bo‘ladi.

2.3- ta’rif. Bizga bir (ikki) parametrli sirtlar oilasi benilgan bo‘lsin, ya'ni
sirt tenglamasida bitta (ikkita) parametr qatnashsin. Ba'zan bunday oila uchun
o'zimng har bir nuqtasida oila sirtiga unnadigan va shu unnish nugtalaridan
tashkil topgan sirt mavjud bo‘ladi. Bunday sirt berilgan oila uchun o‘rama
deyilad:.

x =x(C)
Bir parametrli F(x,y,z,C)=0 sirtlar oilasining {y=y(C) o‘ramasi
z=2(C)
x=x(C)
mavjud bo‘lsin deb faraz qilamiz. U holda {y=y(C) funksiyalar ushbu
z=2(C)

Fix,y,2,()=0

Fe(x,,2,0)=0
disknminant sirti deytladi.

tenglamalar sistemasini qanoatlantirishi kerak. Bu sirt

x=x(C,,C,)
Ikki parametrhi F(x, y,z,("},C3) =0 sirtlar oilasining { y = (C,,C,)
z2=2(C,C,)
x=x(C,,C,)
o‘ramasi1 mavjud bo‘lsa, u holda { v = y(C,,C,) funksiyalar ushbu
z=2(C,,C,)
F(x,y,2,C,(C,)=0
F.(x,y.2,C,,C,) =0 tenglamalar sistemasini qanoatlantirishi kerak.
F (x,y,2C,C)=0
Demak, sirtlar oilasining o‘ramasini diskriminant sirti orasidan topiladi.
Xuddi chiziqlardagi kabi o‘rama aniglanadi.



Misol va masalalarsi yechish aamunalari

1-masala. Ushbu x'+2y*+1' =1 sirtning x-y+2z-0 tekislikka parallel
uninma tekisligining tenglamasini aniqlang. Topilgan urinma tekislikning urinish
nuqtasidag sirtning normali tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Ma'lumki, F(x,y.z)=0 tenglama bilan berilgan sirtning (x,, y,.z,)
nuqtadagi urinma tekisligi tenglamasi

z—xo)F.(xovyo’zo)"'(y— yo)F-(xnvyo'zn)"'(z = :o)F.(xo-yovzo) =0

formula yordamida topiladi. Demak, berilgan sirtning (x,.y,.z,) nuqtasidagi
uninma tekisligi (x-x,)x, +(y-y, Ry, +(z-1,)2, =0 ko'rinishda bo‘ladi. Masala

shartiga ko'ra, ?:2—"’]’-= %" munosabatni hosil gilamiz. Urinish nugqtasi sirtga

tegishli bo'lganligi uchun, x}+2y?+z;=1 tenglikka egamiz. Bulardan

(X0, Yoo 2,) = [t J:i; ;\[212' t ZE] nuqtani topamiz. Urinma tekisliklar

tenglamalan esa x-y+2:¢ J'—j =0 ko‘rinishda bo‘ladi. Endi, normal

tenglamasini tuzamiz:
XX - Y=Ye - -2,
[".(‘xnlyn’zn) F,(xo’yo'zo) F-(Xo-yo'zo)

formuladan foydalanib, [t \[l—?l ¥ g t ZJ%] nuqtadagi normali tenglamalari

x:tJ——z_ nyI 212\[—?—
1“ - 122 -— Il ekanini hosil gilamiz.

2-masala. Markazlari § = g(s) chiziqda yotgan va radiuslari o’ zgarmas
bo'lgan sferalar oilasining o' ramasini toping (19-rasm).
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Yechish. Ma’lumki, sferaning vektor tenglamasi

[F-Bs)f -a* =0 (a=const)
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bo‘ladi. Bu tenglamani s parametr bo‘yicha differensiallab xarakteristika va
qaytish qurrasi mos ravishda

[F-Bs)f -a* =0, [F-Als)F=0 *)

(F-p) =a'.(F-p) =0,(F-p}v -1=0(**)
bo'lishim topamiz. (*) tenglikdan ko‘rinadiki,, oila xarakteristikalan:
sferalaming g = g(s) chiziq normal tekisliklar bilan kesishish chiziglaridan
iboratdir Shunday qilib, o‘rama sirt aylanalardan tuzilgan. (**) dagi uchinchi
tekislik g = g(s) ning bosh normaliga perpendikular bo'lib, 5(s) nuqtadan &
masofada turadi va (**) dagi ikkinchi tekislik bilan 5 = 5(s) ning egrlik o‘qi
(binormalga parallel bo'lib, yopishma aylana markazidan o*tuvchi to‘g'ni chiziq)
bo’ylab kesishadi. Oilaning qaytish qirrasi esa g = g(s)ning egrilik o‘qlari bilan
sferalaming kesishish nuqtalaridan tuzilgan va 5= g(s) ga “parallel” bo‘lgan
ikkita chiziqdan iboratdir. Qaytish qirrasimng tenglamasini (**) tenglikdan
foydalanib topamiz:

v [
r=p+—=la" -—
g l:’ﬂ

Misol va masalalar

1. Benlgan sirtning M nuqtasidan shu sirtda yotuvchi biror to‘g ri chiziq
o‘tsa, bu to‘g'n chiziq sirtning A/ nuqtasidagi urinma tekisligida yotishi
isbotlansin.

2. Ushbu x=u+cosv,y=u—sinv,z = Au sirtda M(u=1,v= g) nuqta
berilgan,

a)u=lv= ; chiziglarga M nuqtada o‘tkazilgan urinma to‘'g‘n chiziq va
normal tekislik tenglamalan yozilsin;

b)u=1lv= ’2’ chiziglar orasidagi burchak topilsin;

¢) u=sinv chiziqqga M nuqtada o‘tkazilgan urinma to*g‘ri chiziq v =1
chizigqa shu nuqtada o°tkazilgan urinma bilan ustma-ust tushishi isbotlansin.

3. Vint chizig'ining x = acosu, y = asinu,z = bu unnmalaridan hosil
bo‘lgan sirtning ixtiyorty nuqtasida o‘tkazilgan normali Oz o‘qi bilan o'zgarmas
burchak tashkil etishi isbotlansin.

4.Ushbu x=2u—-v,y=u’+v’,z=u’ -V’ sirtga M(3,5,7) nuqtada
o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi tuzilsin.

5. Ushbu x=w+v,y =u-v,z =wv sirtga M (s =2,v =1) nuqtada o‘tkazilgan
urinma tekislik va normal to‘g‘ni chiziq tenglamalan tuzilsin.
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6. Ushbu x=w,y=u’-2uv,z =" - 3u’v sirtga M (1,3,4) nugtada
o'tkazilgan urinma tekislik va normal to‘g‘ri chiziq tenglamalari tuzilsm.
7. Berilgan M(u=l,v=¥) nuqtada X = NCOSY, y = uSINV,Z = M sirtga

o'tkazilgan urmmatelnsli.normalm ‘n chinq va u = 2 chiziqqa o'tkazilgan
urinma tenglamalan tuzilsin.

Quyidagi sirtlarga ko ‘rsatilgan nuqtalarda urinma tekishk va normal
to'g'ri chiziq tenglamalari tuzilsin:
8 z=x"+y M(129)nuqtada;
9. x' +y*+2 =169, M(3,4.12) nuqtada;
10. x* -2y° -3z =4 M(3;;-1) nuqtada;

1l f'{"‘y—x*'———l M(xooyuvz )nw
a b ¢

12. x=ucosv, y =usinv,z = av, ixtiyorly nuqtada.

Quyidagi sirtlarga ko‘rsatilgan muqtalarda urinma tekislik tenglamalari
tuzilsin:

13. x=asmucosv, y=asinusinv,z=a(lnlg§+cosu) ixtiyony nuqtada;

14 x=(7+5cosw)cosv, y =(7+Scosw)sinv, z=Ssinw, emu:%, mv:%_
(o« vea— 2) munosabatlar o'ninli bo‘ladigan M(w,v) nuqtada.

15. Ushbu npz =1 sutning xr+ y+z =0 tekislikka paralle] uninma tekislik
16. Ushbu 1z = o’ sirtning urinma tekisliklan koordinata tekisliklari bilan
o'zgarmas hajmli tetraedr hosil qilishi isbotlansin.
17. Konusning ixtiyoriy puqtasids o‘tkazilgan urinma tekislik uning
uchidan o‘tishi isbotiansin.
18. Ushbu z=x'+)’ sirtga M(a.—a.0) nuqtasida o'tkazilgan urinma
scistiklar dasta hosil qilishi isbotlansin.
19. Quydagi r=(a+bcosw)cosv, y=(a+bcosw)sinv,z=bsinw  torning
normali Ax+By+Cz+D=0 tekislikka perpendikular bo‘ladigan nuqtalarini
ing.
> 20. Quydagi x" +y: +1°-d" =0 sirtning M(a.b,c) nugtasida o'tkazilgan
urinma telashk koordinata o‘qlarini mos ravishda 4, B,C nuqtalarda kesishi
ma’lum (a,b,c.d- musbat sonlar). U bolda —°—+—2— + S _| tenglikni

|OA! |10B| |0C|
isbotlang




21. Quyidagi f(x-ar y-bs)=0 sirtning ixtiyoriy nuqtasida o'tkazilgan
urinma tekisligi berilgan biror yo*nalishga parallel bo*lishi isbotlansin.
22, Berilgan :=xu('f) sirtning urinma tekisliklari koordinata boshidan

o'tishi 1sbotlansin.
23. Quyidagi zr=rg(xy) x' -y’ =a sirtlamning- kesishish nuqtalarida
ortogonalligi isbotlansin.

Quyidagi sirtlar oilalarining juft-jufti bilan ortogonallig isbotlansin
(A.u.v - oilalaming parametriari):

2. 4x+ Y’ +2'm A ymz, y' +2' =’

28 0+ 42 md 4y v gy, x4y 42 a2,

26 xy= A2, X vy ety x ey 42 mv(x? -y').

27 Ushbu x=ucosv, y=usinv,z= f(v)+au sint ustidagi v=¢
chiziqgning ixtiyoriy nuqtasidan o‘tkazilgan urinma tekislik biror to'g'ri
chizigdan o'tishi isbotlansin.

28. Sirtning barcha normallan berilgan biror nuqtadan o'tsa, bu sirt sfera
yoki sfera ustidag: soha ekanligi isbotlansin.

29 Aylanma sirtning normali meridianning bosh normali bilan ustma-ust
tushishi va aylanish o' qini kesib o*tishi isbotlangin.

30. Barcha normallan bitta to'g'ni chizigni kesuvchi sirt aylanma sirt
ckanligi 1sbotlansin.

31 Quyidag) yz = x, xz2 = y +1 chiziq z = xy sirt bilan M (0,-1,0) nuqtada
ikkinchi tartibli unnishga ega ekanligi isbotlansin.

32. Quyidagl x=¢',y=t'+2, 2=’ chiziq x’ +y’ = x(y+2z) sint bilan
M (0,0,0) nuqtada urinish tartibi aniglansin.

33. Ikkinchi tartibli sirt bilan kamida ikkinchi tartibli urinishga ega bo'lgan
to’g'n chiziq sirtda yotishi isbotlansin.

34. O‘'zning har bir nuqtasida yopishma tekisligi bilan kamida uchinchi
tartibli urinishga ega bo'lgan chiziq yassi ekanligi isbotlansin.

Quyidag sirtlar oilalanning o'ramasi topilsin.

IS x4y +(z-C) =1,

36. x+('y+2-20=0,;

37. (x-C) +(y-C) +(z-C) = (", (C=»0);

38. Disknminant sirti chizigdan iborat bo‘ladigan sirtlar oilasiga misol
keltiring.

39. Diskriminant sirti nuqtadan iborat bo'ladigan sirtlar oilasiga misol
keltiring.

40. Quyidagi (x - )’ + y* +1' =1 sferalar oilasining o'ramasi va
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xarakteristik chizig'i topilsin. Hosil bo‘lgan o‘ramaning qaytish qirrasi
mavjudmi?
: 2

41. Quyidagi :—2+':—2=1_ z=0 ellipslaming simmetniya o‘qlaridan binga

parallel vatarlarini diametr qilib sferalar yasalgan. Bu oilaning o‘ramasi topilsin.
1 2

42.  Quyidagi :—z-':—zzl, 2=0 giperbolalarning simmetriya o°qlandan
biriga parallel vatarlarini diametr qilib sferalar yasalgan. Bu oilaning o‘ramasi
topilsin.

43. Quyidagi rsina + ycosa + z=ba (bu yerda A = const. a - parametr)
tekisliklar oilasining qaytish girrasi topilsin.

44. O‘ramasi x’+y’ =a’z’, (2+20) konusdan iborat bo‘ladigan sferalar
oilasi topilsin.

45. Markazlani x’ +y’ =4* =0 aylanada joylashgan aradiusli sferalar
oilasining o‘ramas, xarakteristik chizig*i va qaytish qirras: topilsin.

46. Ushbu

l(x—C)'a-(y—R)l 4-z’-R’]-l(x—(‘)l ~(y+R) +2 —R’]=0 (vi-z =0)
sirtlar oilasining o‘ramasi, xaraktenistik chizig'i va qaytish qirrasi topilsin.

47. Fazoviy chiziq yopishma tekisliklari oilasining o‘ramasi va
xaraktenistik chiziglan topilsin. Bu oilaning qaytish qirrast mavjudmi?

48. Fazoviy chiziq normal tekisliklari oilasining o‘ramasi, xaraktenstik
chiziqlan va qaytish qirrasi topilsin.

49. Fazoviy chiziq to‘g'nilovchi tekisliklari oilasining o‘ramasi,
xaraktenistik chiziglan va qaytish qirrasi topilsin.

50. Markazlani -0 tekislikda yotgan, o‘zgarmas a radiusli sferalar
oilasining o‘ramasi topilsin.

S1. Benlgan sirtning barcha urinma tekisliklan unga chiziglar bo'yicha
urinsa, bu chiziglar to‘g‘n chizig yoki uning qismi ekanligi isbotlansin.

52. Berilgan n» ta nuqtagacha masofalar yig‘indisi o‘zgarmas bo‘lgan
tekisliklar oilasining o‘ramasi topilsin.

53. Koordinata tekisliklari bilan kesishib, hajmlan teng tetraedrlarni
ajratgan tekisliklar oilasining o‘ramasini toping.

84. Markazlari xOy tekislikda yotgan o‘zgarmas radiusli sferalar o‘ramasini
toping.

8S. Yanim o‘qlarining yig'indisi o‘zgarmas bo‘lgan ellipsoidlar oilasining
o‘ramasi topilsin.

$6. Markazlan usbu 7 =aé(r)+ btk vint chizigda yotgan o‘zgarmas radiusli
sferalarning o‘ramasi va daytish qirrasini toping.

§7. Diametrlan x'+)°-2x=0,z=0 aylananing koordinatalar boshidan
o‘tuvchi vatarlardan iborat sferalar oilasining o‘ramasi va qaytish qirrasi
topilsin.

58. Quyidagi xcosa - ysina +z-aa =0 (bunda a - oila parametr),
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tekisliklar oilasining o‘ramasi va gaytish qirrasi topilsin.
59. Ushbu (ae(a)+bE) P +ca =0 tekisliklar oilasining gaytish qirrasi
topilsin.
60. Quyidagi
a) xcosa + ysina - zsin a = a;(a - parametr);
b) a’x+ 2ay + 2z - 2a = 0,(a - parametr)
tekisliklar oilasining o'ramasi topilsin.
61. Yasovchilarining ortogonal trayektoriyasi ushbu
x=acosp,y=bsing,z=0 ellipsdan iborat bo'lgan yoyiluvchi sirtning tenglamasi
topilsin.

3 §. Birinchi kvadratik forma
Differensial geometriyaning sirtlarm egish natijasida saqlanib qoladigan
xossalarni  o‘rganadigan bo‘limi ichki geometriya deb ataladi. Ichki
geometriyaga sirtning birinchi kvadratik formasi, sirt ustidagi chiziq yoyi
uzunligi, sirt ustidagi chiziqlar orasidagi burchak, sirt ustidagi sohaning yuzasi
kabi ko*pgina sirtning xarakteristikalari kiradi.

Asosiy tushunchalar

1.1-Ta'rif. Ushbu ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv? ifoda 7 =F(u,v)
tenglama bilan benlgan sirtming binnchi  kvadratik  formas:

birinchi kvadratik formaning koeffitsiyentlan deyiladi.

20 —rasm
Bizga @ sirtning (./,G) parametrlash usuli
F=F(u,v)
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tenglama yordamida benlib, sirtda u = u(f), v=w() tenglamalar bilan »
chiziq berilgan bo‘lsin. Berilgan y chizigning, parametriaming #, va £, (1, <1,)
qiymatlariga mos keluvchi nuqtalari orasidagi (20-rasm) yoyi uzunligi

1(7)|:|‘ =jw/E-u'z +2F -u'V +G-v'idt

h

formula bilan hisoblanadi.

\

A~
]
2
~—

-21 —rasm

Berilgan @ sirtda o= p(f) va P, = £,(5) tenglamalar bilan regulyar
chiziglar berilgan bo‘lsin. Agar bu chiziglar kesishsa (ya'ni P(¢,) = p,(S,)
tenglikni qanoatlantiruvchi parametrlarning qiymatlan o, & mavjud bo‘lsa),
P'(t). pi(s,) vektorlar orasidagi burchakni shu nuqtadagi egn chiziglar
orasidagi burchak deb ataymiz. Bu burchakning giymatini ¢ deb belgilasak, sirt
ustida p = p(!) va P, = P,(S) tenglamalar bilan berilgan chiziglar orasidagi
burchak (21-rasm) ushbu

cosp= Eud (1, )84(8,) + F (/' (8 )V, (85) 4V (8% 24(5,))+ GV (8 W, (%)
VEW ()] + 2Pl (14 (1,)+ GV (1)) -y 4 (5,))' +2Fd (5, )V, (56)+G(¥, (,))
formula yordamida hisoblanadi.
Bizga & sirtning ( /+G) parametrlash usuti
F=F(u,v)
tenglama yordamida berilib, I — G yopiq sohaning & sirtdagi aksi D ham
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yopiq bo'lsin. U holda, D sohaning yuzasi o = H\/EG - F2 dudy formula
Dl
bilan topiladi.
Misol va masalalar yechish nam.nnahri

1 — masala. Ushbu konik x =avcosw, y = bvsinw, z = v sirtning birnchi
kvadratik formasini toping.
Yechish. Xususiy hosilalarni hisoblaymiz:
x, =-avsinu; y, =bvcosu,z =0,
x, =acosu;y, =bsinu;z, =1
Birinchi kvadratik forma koeffisientlarini topamiz:
E=avisin’u+b’vicos’u,
F =-a‘vsinucosu + bh’vsin u cosu;
G=a’cos’u+bsin’u+l.
Demak, konik sirtning birinchi kvadratik formasi
ds® =(a’v’sin’ u + b*v® cos’ u)du’ + 2(-a’ sinucosu +
+b’vsinucosu + (a’ cos’ u + b’ sin’ u + 1)dv’ ko‘rninishda bo‘lar ekan.
2 -masala. x = cosucosv-sinv,y =sinucosv+cosu,z =y sirt ustida

u-2cosv-1=0 chiziq yotadi. Bu chizigning M,,(3,0),M,(l,’25) nuqtalan

orasidag) yoyi uzunligini aniqlang.

Yechish. Chizigning tenglamasini parametrik ko‘rinishga keltiramiz.
Buning uchun v ni r deb belgilasak » =1+ 2cost bo‘ladi. Chiziq parametrik
tenglamalan u =1+ 2cost,v=¢. Endi E,F va G koeffisiyentlarini aniqlaymiz:

X, = —SiDuUcosv—cosu,
Yy, =cosucosy—sinu,
z, =1
X, = —Ccosusin v
y, =-sinusinv,
z, =0,
E=2+cos’v,F =sinv.G=sin’v.
du

P va 3: hosilalarmi egn chiziq tenglamasidan foydalanib topishimiz lozim va

topilgan :‘ -2sin¢f; g 1 qiymatlarni yoy uzunligi formasiga qo‘yamiz.
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1
s = [-/(2+cos’ Y(~2sin1)’ +2sin W-2sint)-1+sin’ v-1d.

Nugta chiziq bo‘ylab harakatlanganda, ya'ni t parametr o'zgarganda, v va
v shu bilan birga E.F.G lar ham o‘zgaradi. Shuning uchun £ /.G
qiymatlaida & va v o‘'miga ¢ ning chiziq tenglamasidan aniglangan
qiymatlarini qo‘yamiz. Chiziqning tenglamalaridan 1, va 1, qiymatlarini
topamiz:

M (3,0) nugtaga mos keluvchi parametrning qiymatini 3 =1+ 2cosf,v =1

tenglamalardan topiladi: 1, =0 va M,(],%) nuqtada 1 =1+ 2cost,v=1¢

tenglamalardan ¢, = ; topiladi. Demak,

s= I\/‘(Z +cos’t)-4sin’f —4sin’t +sin’tdr = ]«g’?ﬁﬁ"?i@sirrli’”ta;sf;idl =

0 v

= ]x’5+4cos‘t -sm’tdt=—;[2c;s‘ VS+4cos’t + ;In(Zcosr +

0

+-/5+4cost’t))? =;(3+51n5)
ya’'ni s=%(3+ 5In5).
3 - masala. Ushbu v +v,y =u-v,z = uv sirt ushda u=t.v=—;t va

u=tyvs= ;l -1 chiziqlar orasidagi burchakni toping.

Yechish. Berilgan chiziqlaming kesishish nuqtalarini  topamiz.
Chiziglamning berilgan tenglamalaridan t ni yo‘qotish bilan hosil gilingan

u+2v=0, u-2v-2=0 sistemani yechib, Mo(l,—;) - kesishish nugqtasini
topamiz. Bu yerda 7, ning qiymati 1 ga teng. F F.(G koeffitsiyentlarn:
chiziqlarning kesishgan nuqtasi M (1,- ;) uchun hisoblaymiz:

x, =1, x, =1
y.=1 y, =1,
Z =V, zZ,=u,
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E=2+v E=

& 10

F=l—l+uv,F’=—1
2

G=2+u’,G=3.
e . . du _dv 1 P
Birinchi chiziqning tenglamasidan Z = l,z 3 Ikkinchi chiziq
. & v 1 . . C Sy
tenglamasidan a l,z = 2 Topilgan qiymatlarni chiziglar orasidagi

burchaklarm hisoblash formulasiga qo'yib, cosg = /:;_5 ni hosil gilamiz.

Masala va misollar

Quyidagi aylanma sirtlaming binnchi kvadratik formasi topilsin:

1. x= f(u)cosv,y = f(u)sinv,z = g(u) aylanish 0'qi Oz bo‘lgan aylanma
sirt,
. x=Rcosucosv,y = Rcosusinv,z = Rsinu - sfera;
. Xx=acosucosv,y =bcosusinv,z = csinu - aylanma ellipsoid;
. X = achucosv,y = bchusin v, z = cshu - bir pallali aylanma giperboloid;
x =ashucosv,y = bshusin v,z = cchu - ikki pallali aylanma giperboloid.
. X=ucosv,y=usinv,z=u’ - aylanma paraboloid,
x=Rcosv,y = Rsinv,z=u - aylanma silindr;

8 x=ucosv,y=usinv,z = ku(u # 0) - uchga ega bo‘lmagan aylanma
konus,

9. x=(a+bcosu)cosv,y=(a+bcosu)sinv,z=bsinu -tor. (0<b< a);

NN EWwN

10. x = ach"cosv,y = ach sin v,z = u - katenoid;
a a

11. x=asinucosv,y =asinusinv,z =a(lntg§+cou)(u :%) - psevdosfera.

12. Ushbu x = acosv, y = usinv,z = av to'g'n gelikoidning birinchi
kvadratik formasini toping.

13. Umumiy kornnishda berilgan x=ucosv,y =wsinv,z = f(u) +av
gelikoidning birinchi kvadratik formasini toping.

14. Ushbu 7 =r(v) (u — tabiy paramert) chiziq a) urinmalar; b) bosh
normallan; c) binormallaming qismidan tashkil topgan S sirtning birinchi
kvadratik formasini toping.

15. Ushbu z = z(x,y) sirtning birinchi kvadratik formasini toping.
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16. Quyidagi ifodalarning qaysilani biror sirt uchun birinchi kvadratik
forma bo‘la olmaydi?

a) ds’ =du’ + Adudv + dv*;

b) ds® =du’ + ddudv + 4av’

c) ds’ = du’ —4dudv + 6dv’,

d) ds’ = du’ + 4dudv - 2dv*;

17 Aylanma sirtda sirtning birinchi kvadratik formasi ds’ = du’ + G(u)dv’
ko‘rinishga keltirish mumkin bo'ladigan qilib egni chizigli koordinatalamni
tanlash mumkinligini isbotlang.

18. Sfera, katenoid, tor va psevdosferaning birinchi kvadratik formasini
ds’ = du’ +G(u)dv’ ko‘'nnishga keltiring.

19. Sirt ustida berilgan koordinata chiziqlan bir oilasining ikkinchi
koordinata chiziqlan oilasi yordamida ajratgan yoy uzunliklari teng bo‘lsa, bu
oilalar tashkil etgan to'r Chebishev to‘ri deyiladi. Sirt ustidagi koordinat
chiziqlari Chebishev to*rini hosil qilishi uchun £, =0.(;, =0 shartning
bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin

20. Sirtning birinchi kvadratik formasi ds’ = A(u,v)du® + dv') ko'rinishda
bo‘ladigan egri chiziqli koordinatalar sistemasi izotermik deyiladi.
Psevdosferada izotermik koordinatalar sistemasini toping.

21. Giperbolik paraboloid to*g‘ri chiziqli yasovchilarning kesishish
burchagi topilsin.

22. Ushbu z = g(x‘ +y’) va : = axy paraboloidlarning xOy tekislikdagi

bitta sohaga proyeksiyalanuvchi sohalarining yuzaklari tengligini isbotlang.

23. Aylanma sirt mendianlarini o‘zgarmas a burchak ostida kesuvchi
chiziglar (loksodromlar) tenglamalarini toping.

24. Sfera loksodromlarining tenglamalan tuzlsin.

285. Sirt ustida chiziqlar oilasi Adu + Bdv = 0 differensial tenglama bilan
berilgan. Bu oilaga ortogonal trayektoriyalaming tenglamasi
(BE - AF)du + (BF - AG)dv = 0 differensial tenglama yordamida topilishi
isbotlansin.

26. Konus to'g'n chizigh yasovchilanning ortogonal trayektonyalarini
toping.

27. Berilgan S sirt biror chiziq urinmalarining qismidan tashkil topgan sirt
bo‘lsa, bu sirt to‘g'ni chizigli yasovchilarining ortogonal trayektoriyalarini
toping.

28. Olding masaladagi S sirtning to‘g‘n chiziqli yasovchilarini o‘zgarmas
a burchak ostida kesuvchi chiziqlaming differensial tenglamalarini toping.

29. Sirt ustidagi @(w,v) = const chiziqlar oilasining ortogonal
trayektoriyalarining differensial tenglamalanini toping.

30. Berilgan x = Rcosucosv,y = Rcosusin v,z = Rsin u sferadagi
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u +v = const chiziglar oilasi ortogonal trayektonyalarining tenglamalarini
toping.

31 Ushbu x =ucosv,y =usinv,z =u+v gelikoiddag: u = Ce" chiziglar
oilasining ortogonal trayektoriyalan topilsin.

32 Konus x =ucosv,y =usinv,z =u tenglamalar bilan berilgan. Benlgan
konus ustidagi v=u’ + a,a = const chiziqlar oilasining ortogonal
trayektonyalan topilsin.

33. Koordinat chiziglan sifatida v = const chiziglar va ularing ortogonal
trayektoriyalanni olib, x = ucosv. y =usinv,z = u + v gelikoid tenglamasini
tuzing.

34. Ushbu P(u,v)du’ + (Q(u,v)dudv + R(u,v)dv’ =0 differensial tenglama
yordamida aniqlangan ikkala oilalarning o'zaro ortogonal bo‘lish shartlanim
keltinb chiganng.

35 Ushbu du’ —(u* + a’)dv’ = 0 differensial tenglama
x=ucosv,y=usmv,z = av to'gn gelikoid ustida ortogonal to’'mi aniqlashini
isbotlang.

36. Benlgan = = axy sirt to’g'n chiziqli yasovchilarining ortogonal
trayektonyalan topilsin.

37 O'zining har bir nuqtasida koordinat chiziqlan orasidagi burchakni teng
ikkiga bo‘luvchi chiziglar ushbu  Edu + ‘Gdv = 0 differensial tenglamalar
bilan amiqlanishini isbotlang.

38 Ushbu x=wucosv,y =usinv,z = av to'g'n gelikoidda koordinat
chiziglan orasidagi burchakni teng ikkiga bo‘luvchi chiziglarni toping.

39. Benlgan x = Rcosucosv,y = Rcosusinv,z = Rsin u sferaning
parallellari va meridianlan orasidagi burchakni teng ikkiga bo‘luvchi
chiziglarning tenglamasini toping.

40. Har bir nuqtada, benilgan - = axy sirt to*g‘ni chizigli yasovchilani
orasidagi burchakm teng ikkiga bo*luvchi chiziglaming tenglamasini toping.

41. Ushbu x=u’ +v',y=u" -v’ z=uv(|u|+|v | 0)sirt berilgan.

a) Benlgan sirtning binnchi kvadratik formasini toping;

b) w =2,v=1,v =au chiziglar uchun yoy uzunligining differensialini
toping;

¢) v=au chiziglaming v = 2,u =1 nuqtalan orasidagi yoy uzunligi
topilsin.

42. Ushbu x =ucosv,y =usinv,z = av to‘g'n gelikoid ustidagi
u +v =0,u - v =0 chiziglar orasidag: burchakni toping.

43. Birinchi kvadratik formasi ds’ = du® +(u* + a*)dv’ ko'rinishida bo‘lgan

2

sirt ustidagi u = 1;— ,v =1 uchburchakning ichki burchaklari va perimetri
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topilsin.

44. Birinchi kvadratik formasi ds’ = du’ + sh’udv’ ko‘rimshda bo‘lgan
sirtdagi w = v chiziqning M, (u,,v ),M(u,,v,) nuqtalari arasidagi yoyi
uzunligini toping.

45. Binnchi kvadratik formasi ds’ = du’ + dv’ ko'rinishda bo'lgan sirtda
ustidagr v = 2u,v = -2u chiziglar orasidagi burchakni toping.

46. Ushbu x =ucosv,y=usinv,z =u’ sirtda berilgan v=u+1v=3-u
chiziglar orasidagi burchakni toping.

47 Ushbu x =ucosv,y = usinv,z = av to‘g'n gelikoid ustidag
v=In(ut-u'+a’)+( chiziglaming M, (u,,v,).M,(u,,v,) nugtalar orasidag
yoy uzunligini toping.

48 Ushbu x = asinucosv,y = asinusinv,z = a(lnlg; +cosu)

psevdosfera ustidagi v = taln1g '; +C chiziglarning M, (u,,v,), M, (u,.v.)

nuqtalan orasidagi yoyi uzunligini toping.

49. Sfera ustida tomonlari sferaning katta aylanalari yoylaridan iborat
to‘g‘n burchakli uchburchak berilgan.U holda

a) uchburchakning yuzasi topilsin;

b) uchburchakning tomonlan orasidagi munosabat topilsin.

$0. Ushbu x =ucosv,y =usinv,z = gv to'g'n gelikoid ustidagi
u=0,u=a,v=1,v=1 chiziglar bilan chegaralangan to'rtburchak yuzas
topilsin.

§1. Ushbu x = acosv,y = bsinv,z = u silindni sirtning

a) birinchi kvadratik formasi.

b) ¥ +v=0,u~2v =0 chiziglar orasidagi burchak;

¢) u = v chiziglar M (u v, ),M,(u,,v,) nuqtalar orasidagi yoy1 uzunlig.

d) wtv=0v=2 chizqlar bilan chegaralangan uchburchakning yuzasi
topilsin.

52, Birinchi kvadratik formasi ds’ = dw’ +(x* +a*)dv’ ko'rinishda bo‘lgan
sirtdagi = tav,v =1 chiziglar  bilan chagaralangan uchburchakning yuzasi
topilsin.

53. Viviani chizig'i bilan chegaralangan qavariq sferik soha yuzasi topilsin.

54. Umumiy uchga ega ikkita katta yarim aylanalardan tashkil topgan shakl
sferik ikkiburchak deyiladi. Uchidagi burchagi @, bo‘gan sferik ikkibutchak
yuzasi topilsin. :

58. Ixtiyoriy silindrik sirtni tekislikka yotqizish mumkin ekanligini
isbotlang.

$6. Ixtiyoriy konussimon sirtni tekislikka yotqizish mumkin ekanligini
isbotlang.
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57 Ixtiyoriy tekislikka yotqizish mumkin bo‘lgan sirt biror chizig
unnmalanning qismidan iborat ekanligini isbotlang.

58 To'g'n gelikoidni katenoidga yotqizaish mumkin ekanligini isbotlang.

$9 Binnchi kvadratik formasi ds’(f(u)+ g(u){du’ + dv’)korinishga
keltinsh mumkin bo'lgan sirtlat Luivill sirti deyiladi. Aylanma sirtga yotqizish
mumbkin bo‘lgan sint Lwivill sirti bo'lishini isbotlang.

60. Ixtiyoniy aylanma sirtni tekislikka Jokal konform akslantirish
mumbkinligini isbotlang.

61. Bir sirtm ikkinchi sirtga akslantinshda mos sohalaming yuzalan teng
bo‘lsa, bu akslantirish ekvireal deyiladi. Bir sirtni ikkinchi sirtga akslantirish
konform va ekvireal bo‘lsa, u holda bu akslantirish izometriya ekanligini
isbotlang.

4 §. Sirtlarning sferik tasviri. Ikkinchi kvadratik forma

Sirtlarning sferik tasvin yoki sferik akslantirish tushunchasi yordamida ham
berilgan sirtning Gauss egriligini topish mumkin.

Differensial geometriyada sirt nuqtalanning urinma tekislikdan
chetlanishini aniqlashda yoki sirt nuqtalarini klassifikatsiyalashda sirtning
ikkinchi kvadratik formasidan foydalaniladi. Bu paragrafda sirtlaming sferik
tasvirini, ikkinchi kvadratik formasini, to‘la va o‘rta egriligim topishga doir
misol va masalalar keltinlgan.

Asosiy tushunchalar

Bizga @ sirt va uning (/,G) parametrlash usuli 7 =F(u,v) tenglama
yordamida berilgan bo'lsin.

4.1-Ta’rif. Ushbu ds’ = Ldu’ + 2Mdudv + Ndv'® ifoda 7 = F(u,v) tenglama
bilan berilgan sirtning ikkinchi kvadratik formasi,

Tuw Yuw T Tov Vv zw_l Ty Yo Zn
LA S M L A L, Y 3, f
- . 2z - - x z, - - x, y, 7
I‘=(rvvsn)= o L Vl, M=(’Wnn)= vry_— 'V_V|' N=(’wv”)= v——,—v_‘”
VEG-F? VEG-F? VEG-F?

ikkinchi kvadratik formaning koeffitsiyentlan deyiladi (22-rasm).
Berilgan @ sirtning birinchi va ikkinchi kvadratik formalan
koeffisiyentlaridan tuzilgan
p =(E(P) l"(p)) g[L® M(p))
F) G/ @ N()
matritsalamni kiritamiz. Ma’lumki, det4 >0 bo‘lganligi uchun teskari A~
matritsa mavjud. A"'R matrisa uchun quyidagi tasdiq o‘rinlidir.
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I-Tasdiq. A™'B matritsaning xos sonlari hagiqiy bo‘lib, ular har xil
bo‘lganda ularga mos keluvchi xos vektorlar o‘zaro perpendikulardir.

22 —rasm

4.2-Ta’nf. Yuqoridagi matrisaning xos sonlarini 4,, 4, deb, xos vektorlarini
é,.€, kabi belgilangan bo'lsa, A # A, munosabat bajarilganda € va €,
vektorlar aniglovchi to'g‘ri chiziglar p nuqtadagi bosh yo‘nalishlar deb ataladi.
4.3-Ta'rif, Ushbu 1(8:9)
1(a,a)
nuqtadagi 4 yo‘nalish bo‘yicha normal egriligi deyiladi va k_(a) bilan
belgilanadi.
2-Tasdiq. A'B matritsaning xos €, va é, vektorlar yo'nalishlari boyicha
normal egriliklar mos ravishda shu matritsaning xos sonlariga teng bo‘ladi. Bosh
yo'nalishlarga mos keluvchi normal egriliklar bosh egriliklar deb ataladi.
4.4-Ta’nif. Regulyar @ sirtning p nuqtasidagi bosh egriliklar k,, &, bo‘lsa,

k ;k‘ va K =k -k, ifodalar mos ravishda & sirtning p nuqtadagi o'rta

unosabat bilan aniglangan son @ sirtning p

H=

va to'liq (yoki Gauss) egriliklari deb ataladi. Bosh egriliklar det|{B- A4'=0
tenglamaning echimi ekanligini hisobga olsak

_LN-M* . 1EN-2FM+GL

EG -F’ "2 EG-F?
formulalami hosil qilamiz. Birinchi kvadratik forma musbat aniglangani uchun
Gauss cgriligining ishorasi LN — M’ fodaning ishorasiga bog‘liqdir. Agar p°
nuqgtada K>0 bo‘lsa, uni elliptik nuqta, K <0 bo‘lsa, giperbolik nuqta, agar
K =0 bo‘lsa, p ni parabolik nuqta deb ataymiz.
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23 —rasm

3-Tasdiq. Ixtiyonly d € 7,¢> urinma vektor uchun
k (d)=k cos’@+k,sin’ @
tenglik o'nnlidir. Bu erda k,,k.-bosh cgriliklar bo'lib, aniglik uchun &, 2 k. deb
hisoblaymiz.
Regulyar & sirtning p nuqtasini fiksirlab, ixtiyoriy unnma & vektor
bo'yicha k_ (d) normal egrilikni hisoblab, urinma tekislikda @ yo‘nalish

bo'yicha boshi p nuqtada joylashgan uzunligi _s/_IIT_I ga teng bo‘lgan kesma olib,

bu kesmalar uchlarining geometrik o‘'mini D’yupen indikatritsasi deb ataymiz
(23-rasm). Ta’rifdan foydalanib, D’yupen indikatritsasi uchun ushbu
(L, v, x* +2M(u,, v, )xy + N(u,,v,)y'|=1
tenglamani hosil qilish mumkin. Demak, D’yupen indikatritsasi ikkinchi tartibli
chiziqdir. Shuning uchun, agar
a) I.N = M" > 0 bo'lsa, D"yupen indikatritsasi ellips;
b) LN — M’ <0 bo'lsa D’yupen indikatritsasi ikkita qo*shma giperbola;
¢) LN = M’ =0 bo'lsa D’yupen indikatritsasi 2 ta parallel to'g'ri chizigdan
iborat bo‘lad.
Misol va masalalar yechish namunalari

1 - masala. Toring sferik tasvirini toping.
Yechish. Buning uchun torning parametrik tenglamasini olamiz:
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x=(a+hcosu)cosv
y=(a+bcosu)sinv0su<2r0<v<2r.a>h>0
z="hsinu
So’ngra uning birlik normal vektorini topamiz:
Al = cosucosvi + cosusinvj + sinuk
Normal vektorning boshini koordinatalar boshiga keltirib uning uchlar
chizgan chiziqni aniglaymiz. Paramertlaming o' zgarishini hisobga olsak, torming
sferik tasvin ikki marta qoplaydi. Toming eng yuqon va eng quyi parallellari
mos ravishda sferaning shimoliy va janubiy qutblariga o'tadi.

2 - masala. Ushbu z = f(x,y) tenglama bilan berilgan sirtning ikkinchi
kvadratik formasi aynan nolga teng bo‘lishi uchun bu sirt tekislik yoki uning
qismidan iborat bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

2o -0
Yechish. Zaruriyligi. Masalaning shartiga ko'ra, {z, =0 Sistemaning
|24 =0
yechimi tekislikni ifodalashini ko‘rsatishimiz kerak. Bu sistemadagi birinchi
tenglamani integrallab, z, =a+¢@(y) funksiyani hosil gqilamiz. Topilgan
funksiyadan y bo'yicha hosila olib nolga tenglaymiz. Natijada, = = @'(v)=0
va @(y)=const munosabatlami olamiz. Endi z =a+¢@(y)=a+bh=c deb
belgilash kintib, oxirg: tenglikni jntegrallaymiz. Hosil bo‘lgan z=cx+yiv)
ifodadan ikki marta hosila olib, nolga tenglash natijasida /(y) funksiya chizigh
ekanligi kelib chigadi. Nihoyat z=cx+dy+e ko'nnishdagi tekishk
tenglamasiga kelamiz.
Yetarliligi. Bizda z = ax + by + ¢ tenglama bilan tekislik berilgan bo‘lsin
Bunda ikkinchi kvadratik formaning

-
‘ny

\/l+z +z \/l+z +z \/l+z +z
hisoblab, ulaming aynan nolga tengligini hosil qilarmz. Tasdiq isbotlandi.

koefTisientlarini

Masala va misollar

Quyidagi sirtlaming sferik tasvirini toping:
1. Sfeta.

2. Ellipsoid.

3. Elliptik paraboloid.

4. Bir pallali aylanma giperboloid.

8. Ikki pallali aylanma giperboloid.

6. Elliptik silindr.
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7. Parabolik silindr.

8. Giperbolik silindr.

9. Aylanma silindr.

10. Katenoid.

11. Psevdosfera.

12. Tor.

13. y = x’ silindr.

14. To'g'n gelikoid.

18. Fazowy F = F(1) chiziq unnmalarining qismlaridan iborat sirtning
sferik tasvirini toping.

Quyidagi aylanma sirtlarning ikkinchi kvadratik formasini toping:

16. x = f(u)cosv,y = f(u)sinv,z = g(u) aylanish o‘'qi Oz bo‘lgan
aylanma sirt.

17. x = Rcosucosv,y = Rcosusinv,z = Rsinu - sfera.

18. x =acosucosv,y =acosusinv,z = csinu - aylanma ellipsoid.

19. x = achucosv, y = achusin v, z = cshu - bir pallali aylanma giperboloid.

20. x = ashucosv, y = ashusin v, z = cchu - ikki pallali aylanma
giperboloid.

21 x=ucosv,y=usinv,z=u’ - aylanma paraboloid.

22 x=Rcosv,y= Rsinv,z = u - aylanma silindr.

23 x=ucosv,y=usinv,z=ku (u=0) - uchga ega bo'lmagan aylanma
konus.

24. x = (a+bcosu)cosv, y = (a+bcosu)sinv,z =bsinu - tor (0<b <a).

25 x= ach; cosv,y = ach; sinv,,z =v - katenoid.

26 x =asinucosv,y:asinusinv,z=a(lntg§ +cosu),(u = %) -

psevdosfera.

27 Ushbu x = cosv,y =usinv,z = av - to‘g'n gelikoidning ikkinchi
kvadratik formasini toping.

28. Tekislikning ikkinchi kvadratik formasi egn chizigli koordinatalarni
tanlashga bog‘liq bo‘lmagan holda aynan nolga teng ekanligini isbotlang.

29. Ushbu z = f(x, y) ko'rinishda berilgan sirtning ikkinchi kvadratik
formasi aynan nolga teng bo‘lsa, berilgan sirt tekislik yoki uning qismi
ekanligini isbotlang.

30. Katenoid tenglamasini quyidagi

x=~u'+a’cosv,y=~vu’ +a’sinv,z = aln(u +vu' +a*) ko‘rinishda
berish mumkinligini ko‘rsating. Yuqoridagi parametrlash usulida katenoidning
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ikkinchi kvadratik formasini hisoblang va koordinat chiziqlarining normal
egriliklanini toping.

31. Biror fazoviy chiziqqa o‘tkazilgan unnmalarning qismlaridan iborat S
sirt berilgan. Bu sirtning bosh egriliklarini toping.

1

32. Ushbu iz - ;; - z —1=0 ikki pallali giperboloidning uchlaridagi
a c
bosh egriliklarini hisoblang.
33. Uchbu x =ucosv,y = usinv,z = av to'g'n gelikoid bosh yo'nalishi va

bosh egnilig topilsin.
34. To‘g'n gelikoid bosh yo*nalishlan uning yasovchilari va vint chizig'i
orasidagi burchakni teng ikkiga bo'lishini isbotlang.
38. Ushbu = = xy sirtning M (1;1;1) nuqtasidagi bosh egriliklarini hisoblang.
36. Ushbu plE 2z sirtning M (0;0:0) nugqtasidagi bosh egriliklarini
q

p
hisoblang.

37 Ushbu x=wucosv,y =usinv, z = Au sirtning ixtiyony nuqtasida bosh
normal kesimlaming bittasi to'g'n chiziq ekanligini isbotlang.

38 Benigan v = % sirtning

a) ixtiyoniy nuqtadagi;

b) berilgan sirt va z = k telasliklar bilan kesishishidan hosil bo*lgan chiziq
nuqtalandagi, shu chiziqqa o‘tkazfigan urinma yo'nalishida;

H

¢) M(2;2:4) nuqtadag v = x2 ,z=x* chiziqqa o'tkazilgan urinma
yo'nalishidan normal kesiming egniligini toping.

39 Ushbu x=u’+v' y=u’-v' z=uv sirtda P(u =1,v=1) nuqgta
berilgan.

a) Berilgan sirtning P nuqtadagi bosh egriliklanni toping;

b) Ko'rsatilgan nuqtada bosh normal kesimga o‘kazlgan PT,,PT,
unnmalaming tenglamanini toping;

¢) v=u' chiziqqa o'tkazilgan urinmadan o‘tuvchi P nuqtadagi normal
kesim egriligini hisoblang.

40. Bizga z =2x" + ; v’ sirt berilgan bo'lsin.

a) Sirtning koordinata boshidagi Dyupen indikatrisasi tenglamasini tuzing,

b) Koordinata boshidagi urinmasi Ox o‘qi bilan 45° li burchak tashkil
etuvchi normal kesimining egrilik radiusini toping.

41. Sirtning M nuqtasidagi urinma tekisligida bir - biri bilan ~ ga teng
n
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burchak tashkil etuvchi n ta to'g'ri chiziq o'tkazilgan. Agar I berilgan to'g'n
r

chiziglarga uninuvchi chiziqlaming normal egriliklan bo‘lsa,

l ( ! + l +..+ l

nr r, r, .

42. Aylanma ellipsoidning uchidagy A/ nuqtasida mumkin bo‘lgan
chiziglar o'tkazilgan. Bu chiziqlarning A nuqtasidagi egrilik markazlaridan
iborat shaklni toping.

43 Yoyiluvchan sin barcha nuqtalaridagi to*la egriligi nolga tengligi bilan
xarakterlanishini isbotlang.

44. kkinchi kvadratik formasi to*la kvadratdan iborat sirtiamni toping.

45. Aylanma sirtlarning bosh egrilik radiuslaridan bin normalning sirt va
aylanish o' qi orasidag) kesmasiga tengligini isbotlang.

46. 3 bob 3 § daga 1 - 11 masalalarda berilgan sirtlarning to*la egriliklarini
bosh egriliklar ko' paytmas: sifatida (kvadratik formalarim hisoblamasdan)
toping.

47 Parabolani direktrisa atrofida aylanishdan hosil bo‘lgan sirtda
R, =2 R, munosabat o'rinli ekanligi isbotlansin. Bu yerda R ,R, - bosh egnilik

radiuslan.

48 Sirt 10'la egrniligining 1zotermik koordjnatalardagi ifodasini toping.

$0. Binnchi kvadratik formasi

df: = duz +el-dv:

ko nnishda bo*‘lgan sirtning to‘la egnligi toping.

81 Ushbu * +7 =2z paraboloidning to‘la egriligini toping.

P 4q
52. Birinchi kvadratik formasi ds’ = du’ + 2coswdudv + dv’ ko‘nnishda

2

bo‘lgan sirtning to‘la egriigi K = a,"w formula yordamida hisoblanishini
sin @

) = H munosabat o'ninli ekanligini isbotlang.

isbotlang.

83 Ushbu F(x,y,z)=0 tenglama bilan berilgan sirtning to‘la egriligini
hisoblang.

84 Binnchi kvadratik formasi ds’ L ko‘rinishida bo‘lgan

' +v+c)

sirtning to‘la egrilikgi o°zgarmas eckanligi isbotlansin.

§5. Fazoviy chizigqa o‘tkazilgan bosh normallar(binormallar)ning
qismlaridan iborat sirtning to‘la egriligini toping.

56. Ushbu x=wcosv,y=wusmv,z=av- to'g'n gelikoidning to'la va
egnliklanni toping. Qaysi chiziqlarda to‘la egrilik o°zgarmas bo'ladi?

57 Ushbu z = f(x,y) sirtning to‘la va o'rta egriliklanni toping.

88 Ushbu z = f(p),p= .x' + ' aylanma sirtning to‘la va o'rta
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egriliklarini toping.

59. Radiusi a teng aylanma silindrning o'rta egriligim toping.

60. Egriligi nolga teng bo‘lmagan L chiziqni / o'q atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan S sirt berilgan. Agar L chizigq / 0'qqa nisbatan botiq bo‘lsa, u
holda § sirt elliptik nuqtalardan; agar L chiziq / 0'qqa nisbatan qavaraq bo'lsa,
u holda S sirt giperbolik nuqtalardan tashkil topganligini isbotlang.

61. Toming elliptik, giperbilik va parabolik nuqtalarini toping.

Quyidagi chiziglami berilgan o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan
sirtlaming elliptik, giperbolik, parabolik va yassilanish nuqtalarini aniglang
(agar ular mavjud bo‘lsa):

62. y =sinx,(x = k) sinusoida, Ox o'qi atrofida,

63. y =smx,(x = k) sinusoida, Uy o'qi atrofida.

64. y =Inx, (x = 1) chiziq, Ox o'qi atrifida;

65. y =Inx chiziq, Oy o‘qi atrofida;

66. xv=1, (x>0,x:J—§) giperbolaning bitta shoxchasi, Ax+ Bv =0

to‘g‘ri chiziq atrofida.

Quyidagi ikkinchi tartibli sirtlarning elliptik, giperbolik, parabolik va
yassilanish nugtalarini aniqlang (agar ular mavjud bo‘lsa):

67. Ellipsoid.

68. Bir pallali aylanma gipertoloid

69. Ikki pallali aylanma giperboloid.

70. Elliptik paraboloid.

71. Giperbolod paraboloid.

72. Elliptik silindr.

73. Paraboloid silindr.

74. Giperbolik silindr.

7S. Uchga ega bo'lmagan konus.

76. Ushbu z = x? + y? aylanma sirtining elliptik. giperbolik, parabolik va
yassilanish nuqtalanini(agar ular mavjud bo‘lsa) aniglang.

77. Ushbu x + y = = sirtining barcha nuqtalari parabolik ekanligi
isbotlang.

78. To'la egrilik nolga teng bo‘Imagan dumaloglanish miqtalaridan iborat
yagona bog'lanishli sirt sfera yoki uning qismi ekanligini isbotlang.

79. Sirtidagi nuqta demaloqglanish nuqgtasi bo*lishi uchun shu nuqtada
% - % - g shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

80. Aylanalar sirt dumaloglanish nuqtasining geometrik yasash usulini
ko‘rsating.

81. y = sin x,(x » nk) sinusoidani Ox o'qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan
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sirtning dumaloqlanish nuqtalanini aniglang.

Quyidag sirtlarming dumaloqlanish nuqtalarini toping:

82. Aylanma ellipsoid.

83. Aylanma paraboloid.

84. Elliptik paraboloid.

85. Uch o“qli ellipsoid.

86. Ikki pallali giperboloid.
2 2

87. Ushbu x=u7+v, y=u+v?, z = uv sirtning dumaloglanish nuqtalari

u=v, u+v+1=0 chiziqlarda yotishini isbotlang.
88 Dumaloqlanish nuqtasi /2 = X tenglik bilan ifodalanishini isbotlang.
89. Yagona yassilanish nuqtasiga ega sirtga misol keltinng.
90. Yassilanish nuqtalan chizigni tashkil etuvchi sirtga misol keltinng.
91. Barcha nuqtalan yassilanish nuqtalandan iborat sirt tekislik yoki
tekaslikning qism ekanligi isbotlansin.

5 §. Qo‘shma to'r va asimtotik chiziqlar. Egrilik chiziglari Geodezik
chiziglar

Sirtlar nazariyasida qo'shma yo*nalishlar va asimptotik yo*‘nalishlar
muhim tushunchalar hisoblanadi. Sirtlardagi geodezik chiziglar xossalariga
ko'ra tekislikdagi to'g'n chiziglarga yaqin turadi.

Asosiy tushunchalar

S.14a’rif. Sirt ustida chiziqlarning ikkita oilasi berilib, sirtning har bir
nugqtasidan bu oilalarga tegishli bittadan chiziq o'tsa, bu ikki oila sirt ustida to‘r
tashkil qiladi deyiladi.

5.24a'rif. Sirtnung berilgan nuqtasida unga unnuvchi ikki to‘g‘n chiziq,
shu nuqtadag egnilik indikatrisasiga nisbatan qo‘shma bo‘lsa, bu chiziglarning
yo'nalishlan qo‘shma deyiladi.

S$.3+a’rif. Sirt ustidagi chiziqlarning ikkita oilasiga tegishli chiziglarning
kesishgan nuqtalanidagi urinmalarning yo‘nalishlan o'zaro qo‘shma bo‘lsa, bu
ikki oila qo‘shma to*mi tashkil qiladi deyiladi.

5.4~ta'rif. Har bir nuqtasidagi urinmasi sirtning shu nuqtadagi asimptotik
yo'nalishi bo‘yicha yo'nalgan chiziq sirtning asimptotik chizig'i deyiladi.

Bizga @ sirtning (f,G) parametrlash usuli

F=r(u,v)
tenglama yordamida, bu sirtning urinma tekisligida ikkita (duw;dv) va (&;6v)
yo'nalishlar berilgan bo‘lsin. Benlgan yo‘nalishlar uchun ushbu
Ldubu + M (dudv + dvéu) + Ndvév =0 munosabat o‘rinli bo‘lsa, ular qo‘shma
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yo"nalishlar bo‘ladi. Asimptotik yo‘nalish 0‘z —0'ziga qo*shma bo‘lgani uchun u
ushbu Ldu? +2Mdudv + Ndvdv=0 tenglama bilan aniqlanadi.

5.5+a’rif. Sint ustidagi chizigning har bir nuqtasidagi uninmas: sirtning
shu nuqtadagi bosh yo‘nalishlaridan biri bilan ustma-ust tushsa, bunday chiziq
sirtning egrilik chizig‘i deyiladi.

Bizga regulyar ¢ sirt va unda yotuvchi ikki marta differensiallanuvchi
parametrlangan y egni chiziq g = p(f) tenglama bilan berilgan bo‘lsin.

5.6-ta’rif. Berilgan y chiziq parametri / ning har bir qiymatida p*(r)
vektor sirtning y(t) (bu yerda y(t) radius vektori A(1) bo‘lgan nuqta)
nuqtasidagi urinma tekislikka perpendikular bo‘lsa. bunday chiziq geodezik
chiziq deyiladi.

Masala va misollar yechish namunalari
X=u+v
1-masala. Ushbu { y = u — v sirt ustidagi u + v = const chiziqlar oilasiga
Z=Uuv
qo°shma bo‘lgan oila topilsin.

Yechish. Ma'lumki, biror F sirt urinma tekisligida benlgan (g,.q,)
yo'nalishga qo‘shma yo*nalishni (5,;5,) deb olsak, ular uchun quyidagi
munosabat o'rinli: La,b, + 2M (a;b, + a,b,) + Na,b, =0

Berilgan chiziqlar oilasi urinmasining yo‘nalishi (-1:1) ekanidan, hamda
F sirtning ikkinchi kvadratik formasi koeffitsiyentlan

L=N=0, M= 2 ga tengligidan, qo‘shma yo*nalishning
Va+2u? + 202
differensial tenglamasi dw — dv = 0 ekani kelib chiqadi.

Demak, u — v = const chiziglar oilasi biz izlagan oila ekan.

Masala va misollar

1. Sirt ustida u = const, v = const koordinata chiziqlari bilan qo‘shma to‘r
hosil giluvchi chiziglar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin.

2. Sirt ustida P(u,v)du’ + Qu, v)dudv + R{u,v)dv? = 0 differensial
tenglama bilan berilgan chiziqlar oilalarining qo‘sma to‘r hosil qilish shartim
toping.

P g3. Ushbu x =ucosv, y =usinv, z=av gelikoid ustidagi
vidu® —uldv? =0 chiziglar qo‘shma to‘r hosil qilishini isbotlang.

4. Sirtdagi ushbu @{u,v)=C chiziglar bilan qo‘shma to'r hosil qiluvchi
chiziglar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin.

5. Ko‘chirish 7 = ry(u) + r; (v) sirtining koordinat chiziglan qo‘sma to'r
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hosil qilishini isbotlang.
2 2
6. Ushbu = + yT = 2z elliptik paraboloidni x + y = (" tekisliklar bilan
d

kesish natijasida hosil bo‘lgan chiziglar oilasi bilan qo‘shma to‘r hosil qiluvchi
chiziglar oilasini toping (bu yerda (' - ixtiyoriy o°zgarmas son).

7 Ushbu xyz =1 sirtning M (1,1,1) nuqtasida a(I,-2,}) yo*nalishga
qo’shma bo‘lgan yo nalish toping.

8. Sirtdag bir parametrli chiziglar oilasi A(w,v)dx + B(u,v)dv - 0 differensial
tenglama bilan berilgan. Bu chiziglar oilasi bilan qo*shma to'r hosil qiluvchi
chuziglar oilast uchun differensial tenglama tuzing.

9. Yoyiluvchi sirtdai to' g'n chiziqli yasovchilar ixtiyoniy bir parametrli
chiziglar oilasiga qo‘shma ekanligi isbotlansin.

10. Ushbu x =ucosv, y=usinv, z=v+wu gelikoid ustidagi u +v =
chiziglar oilasiga qo*shma bo'lgan chiziglar oilasi topilsin.

11. Sirtdagi chiziq asimptotik bo’lishi uchun quyidagi:

a) chiziqning har bir nuqtasidag) urinma asimptotik yo*nalishga ega;

b) chizigning har bir nuqtasida normal egriligi noiga teng;

c¢) chiziqning egriligi noldan farqli nuqtalandag) yopishma tekisliga
sirtning unnma tekislig: bilan ustma-ust tushishi shartlaming bin bajarilishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

12. Sirtdagi koordinata chiziglan asimptotik bo‘lishi uchun ushbu
N 1 =0 shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

13. Psevdosferaning asimptotik chiziqlarini toping va ularning Chebishev
to'n hosil qilishini isbotlang.

14. Bizga @ sirtda /-asimptotik chiziq benilgan. @ sirtning / chiziq
bo’ylab o'kazilgan bir parametrli urinma tekisliklarining xarakteristikasi /
chizigning urinmalan bilan ustma-ust tushishi isbotlansin.

15. Aylanma sirt asimptotik chiziglan uchun differensial tenglama tuzing.

16. Katenoidning x = chucosv, y =chusinv, z=u asimptotik
chiziglanni toping.

17 Torming asimptotik chiziglanni toping.

18. To'g'n gelikoidning asimptotik chiziglarini toping.

19. Bir pallali giperboloidning asimptotik chiziglarini toping.

20. Sirt to'g'n chiziqning Oz o‘qniva x =u,y = uz,z =u’ chizigni
kesib, xOy tekislikka parallel holda harakatlanishi natijasida hosil qilingan.
Hosil bo‘lgan sirtning asimptotik chiziqlarini toping.

21. Ushbu x =i,y =i,z =1t chiziq z= iz-l, sirtning asimptotik
1+1¢ 1-1¢ x oy
chizig'1 ekanligini ko‘rsating.
22. Sirt fazoviy chiziqung bosh normallaridan tuzilgan. Berilgan fazoviy
chiziq hosil bo*lgan sirtning asimptotik chizig'i ekanligini ko‘rsating.

132



23. O'rta egriligi aynan nolga teng bo*lgan sirt munimal sirt deyiladi.
Minimal sirtda asimptotik chiziqlar hosil qilgan to'r ortogonal ekanligini
isbotlang. .

24 Benlgan sirtning biror nuqtasida o'rta egriligi nolga teng bo‘lsa, bu
nuqtada asunptotik chiziglar o*zaro perpendikular bo*lishini isbotlang.

25. Tekislikdag ixtiyoriy chiziq asimptotik ekanligini va aksincha, agar
sirtdagi ixtiyony chiziq asimptotik bo'lsa, bu sirt tekislik yoki unming qismi
ekanligini isbotlang.

26. Benlgan sirtga parallel bo‘lgan sirtda, berilgan sirtdag: asimptotik
chiziglarga mos chiziqlar asimptotik bo‘lishi uchun berilgan sirt yoyiluvchi
bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

27 Sirtdag / chiziq va uning sferik aksi /' mos nuqtalarda perpendikular
unnmalarga ega bo'lishi uchun / chizigning asimptotik bo'lishi zarur va yetarli
ckanligini isbotlang.

28 Sirtdagi chiziq egrilik chizig'i bo‘lishi uchun quyidag:

a) chizigning har bir nuqtasidagi urinmasi sirtning bosh yo'nalishi bilan
ustma-ust tushishi;

b) chiziqning har bir nuqtadasi normal egriligi bosh egriliklardan binga
teng bo‘lishi;

c) sirtning benilgan chiziq nuqtalaridagn normallan yoyiluvchi sirt hosil
qilishi shartlarning biri bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Quyidag sirtlamming egrilik chiziglan topilsin:

29. Ixtiyony silindrik sirt.

30. Ixtiyony konik sirt.

31. Ixtiyoriy aylanma sirt.

32 Ushbu x =u? + vz,y =u? —vz,z = v sirt.

33 Ixtiyoniy yoyiluvchi sirt.

34. To‘g'ni gelikoid.

35. Elliptik paraboloid.

36. Tekislik va sferada ixtiyonty chiziq egrilik chizigi ekanligim
isbotlang.

37 Sirtning koordinata chiziqlan egrilik chiziglan bo‘lishi uchun
F =M =0 shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

38. Ushbu x =3u—-u> +3uv2,_v =v3 3w -3v,z= 3(142 - vz) sirtning
koordinata chiziqlari egrilik chiziglari ekanligini isbotlang.

39. To'g‘n chiziqli yasovchilari perpendikular bo‘lmagan to'g*ri chizigli
sirtda egrilik chiziglari mavjud emasligini isbotlang.

40. Sirtning egrilik ‘chizig'i nuqtalarida o‘tkazilgan normallari oilasining
o‘ramasini toping.

41. Sirtdagi giperbolik nuqtalardan tashkil topgan sohada egrilik chizig‘i
asimtotik chiziqlar orasidagi burchakni teng ikkiga bo‘lishini isbotlang.

42. Berilgan § sirtga parallel S sirtdagi § sirtning egrilik chiziglariga
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mos chiziglar yana egnilik chiziglari bo‘lishim isbotlang.

43 Qanday shartlarda berilgan sirtdagi ortogonal to‘rga, unga parallel
sirtdag) ortogonal to'r mos keladi?

44 Qanday shartda ellipsoid aylanma kesimlan oilasi, uning egnlik
chiziglan sistemasini tashkil qiladi?

45. Ixtiyony sirtda bu sirtning egnlik chiziqlan bilan ustma-ust tushuvchi
yagona qo'shma ortogonal 10‘r mavjudligini isbotlang.

46. Bernilgan sirtni uning egrilik chizig‘i bo'yicha kesuvchi sirt uchun bu
chiziq egnlik chizig*i bo‘lisht uchun sirtlar o‘zgarmas burchak ostida kesishishi
zarur va yetarli ekanlig isbotlansin.

47 Sirtdagi yassi egnlik chizig'ining sfenk aksi aylana bo‘lishini
isbotlang.

48. Sirtdagi / chiziq va uning sferik aks: /' mos nuqtalarda perpendikular
urinmalarga ega bo‘lishi uchun / chiziqning egrilik chizig‘i bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

49. Sirtdag: geodezik chiziq quyidagi xossalar bilan to*la ifodalanishini
1sbotlang:

a) chizigning egnlig: noldan farqli har bir nuqtasidagi sirtning normali
chizigning bosh normali bo‘ladi;

b) chizigning egriligi noldan fargli har bir nuqtasidag) sirtning normali
chiziqning yopishma tekisligida yotads; )

c¢) chizigning har bir nugtasidagi geodezik egriligi nolga teng;

d) chiziyning har bir nuqtasidag egnligi normal egriligining absolut
qiymatiga teng.

e) chizigning egnligi noldan fargli har bir nuqtasidagi to*grilovchi
tekishgi sutning uninma tekasligi bilan ustma-ust tushadi.

50. Sirtdag: har ganday to'g'n chiziq geodezk chiziq ekanligini isbotlang.

51. Ikkita sirt / chiziq bo*ylab kesishadi. Agar / chiziq birinchi sirtda
geodezik bo‘lsa, u ikkinchi sirtda ham geodezik bo‘lishini isbotlang.

52 Ushbu r = r(v,v) sirtning geodezik chiziglarni (}V , dr, d* F§= 0 (bu

yerda N - sirtning normal vektori) differensial tenglama bilan ifodalanishini
isbotlang.

53. Tekislikning geodezik chiziglani fagat va faqat to*g'n chiziglar
ekanligini isbotlang.

54 Silindrik sirtda geodezik chiziglar faqat va faqat to*g'n chizigli
yasovchilan va umumlashgan vint chiziqlan ekanligini isbotlang.

55. Aylanma sirtdagi mendianlar geodezik chiziq bo‘lishini isbotlang.

56. Aylanma sirtning paralleli geodezik chiziq bo*Lishi uchun meridian
nuqtalarida o‘tkazilgan urinmalar aylanish o‘qiga parallel bo‘lishi zarur va
yetarli ekanhgini isbotlang.

57 Sferadagi geodezik chiziglarm toping.

58. Geodezik chiziqlar asimptotik bo‘lishi uchun uning to‘g‘ri chiziq
bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.
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59 Geodezk chiziqlar egrilik chizig'i bo‘lishi uchun uning yassi bolishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

60. Yoyiluvchi sirtdagi geodezik chiziglar to'g'rilovehi tekisliklarining
o‘ramasi berilgan sirtning o°zi ekanligini isbotlang.

61. Yoyiluvchi sirtdagi geodezik chiziqlarning Darbu vektori shu
nuqtadag: to*g'ri chiziqli yasovchilari bo'ylab yo‘nalganligini isbotlang.

62. Fazoviy chiziq to’ g'nlovchi tekisliklan o'ramasidan iborat sirtning
geodezik chizig'i berilgan fazoviy chiziq ekanligi isbotlansin.

63. Sirtdag chiziglaming geodezik egriligi k,, = (7.7. 7)
formula bilan hisoblanishini isbotlang (bu yerda s - sirtning birlik normal
vekton).

64. Sirtdagy chiziqning geodezik egriligi chizigning shu nuqtada sirtga
o‘tkazilgan urinma tekislikka proyeksiyasining egriligiga tengligini isbotlang.

Quyidagi chiziqlaming geodezik egniligini toping:

65. Radiusi R ga teng sferada yotuvchi r radiusli aylana.

66. Ushbu x =ucosv, y =usinv, z = av gelikoid ustidagi v = const vint
chizig'i.

67 Ushbu x=wucosv, y=usinv, z= f(v) sirtdagi u = consr va
v =const chiziqlar.

68. Asimptotik chizigning geodezik egrilign uning egriligiga teng
ekanligini isbotlang.

69. Sirtdagi chiziglarming geodezik buralishi o, =(?, A, m)
formula bilan hisoblanishini isbotlang (bu yerda m - sirtning birlik normal
vektor).

70. Sirtdag chiziq egrilik chizig‘i bo‘lishi uchun har bir nuqtada uning
geodezik buralishi nolga teng bo'lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

71. Asimptotik chiziqning geodezik buralishi uning buralishiga teng
ekanligini isbotlang.

Quyidagi sirtlarning geodezik chiziqlanni toping:

72. To'g'n gelikoid;

73. Psevdosfera.

6 §. Skalyar va vektor maydonlar

Matematika, fizika va boshqa amaliy fanlarda uchraydigan kattaliklar ikki
xil bo‘ladi. Ba’z kattaliklar ma’lum o‘Ichov birligida olingan son qiymati bilan
o‘lchanadi. Masalan, vaqt, harorat, kesmaning uzunligi, yuza, hajm, massa kabi
kattaliklar. Bunday kattaliklar skalyar kattaliklar deyiladi. Son qiymati va
fazodagi yo'nalishi bilan ifodalanadigan fizik kattaliklar vektor kattaliklar
deyiladi. Masalan, kuch, tezlik, tezlanish va boshqa shunga o‘xshash kattaliklar.
Bu paragrafda skalyar va vektor maydonlarga doir misol va masalalar keltiriladi.
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Asosiy tushunchalar

6. I<a’rif. Skalyar maydon ushbu ko‘rinishdag: u = u(P)= u(x, y, z) = u(F)
skalyar funksiya yordamida aniqlanadi, bu yerda P(x, y,z) - fazodagi nuqta,
F = xi +y +zk vektor esa, bu nuqtaning radius — vektori.

6.2-4a’rif. Ushbu /- = L(x.y,z): C:(x,y,z)eR € = const} to‘plam
skalyar maydonning sath sirti deyiladi.

6.3-ta’rif. Skalyar maydonni aniglovchi u(7 )= u(x, y,z) funksiya
differensiallanuvchi bo'lsa, ushbu gradu = Vu = a": + g J+ Ou E vektor
maydon berilgan skalyar maydonning gradiyenu deyiladi.

Ko rinib turibdiki, u(7)=u(x,y,z) skalyar maydon gradiyenti u = ("
skalyar maydon sath sirining normali bo"yicha yo'nalgan bo‘ladi.

Vektor maydon ushbu a = a(P) = a(r)=a,(x.y.z)¥ +a,(x.y,2)j +a,(x, y 2 )k
vektor - funksiya bilan aniglanadi.

aa
6.4-ta’rif. Ushbu skalyar diva = % + 7’ + % funksiyaga berilgan

d=a(P)=a(F)=ay(x.y.2) +a,(x,y.2)] +a,(x,y.2)k vektor maydonning
divergensiyasi deb aytiladi.

6.5-~ta’rif. Ushbu rota =(%L - %)f +(¥ -l +(—-’ -==
vektor maydon berilgan a =a(P)=a(r)=a,(x,y.z) +a,(x,y.2)j +a,(x, y,2)f vektor
maydonning rotatsiyasi deyiladi.

Berilgan u(7)=u(x, .z) skalyar maydonning berilgan /(a,,a,.a,)

yo'nalish bo"yicha hosilasi ushbu ﬁ = %cosa + %cos B+ %cos y formula
yordamida hisoblanadi (bu yerda
a d a -
y 2, 2

cosa= X cosff= 7 .cosy= % .8=_a“+a +a2).
a 1a a VX oy oz

Misol va masalalar yechish namunalari

1 2

1-masala. Ushbu u = x_) + :— maydonming xOy tekisligida sath
a

2
chiziglanini toping.
Yechish. Sath sirtining ta’rifiga ko'ra,

L. = {x :z =C (;r.y)e R, C= con:r} to‘plam berilgan maydonning sath
a

136



24 —rasm
chiziglanni ifodalaydi. Ravshanki, agar C <0 bo‘lsa, haqiqiy tekislikda /..
to'plam bo‘sh to‘plamdan, C =0 bo‘igan holda, (X(0;0) nugtadan, (>0
bo‘lgan holda esa, markazi koordinata boshida bo‘lgan simmetriya o‘qlari
koordinata o' qlaridan iborat ellipslar oilasidan tashkil topadi (24-rasm).

v

v

v

-
%

1)
"',
hY
N

%7



b 2
2-masala. Ushbu u = : - : . maydonning sath sirtlarini toping.

Yechish. Berilgan maydonning sath sirtlari
- 2
L.= {x} - l‘:—] =C (x,y,2)eR.C= const} to‘plamdan iborat. Agar C =0
a

»

bo‘lsa, L. to'plam Oz o'qi bo'yicha keshishuvchi ikkita T z =0 va
a

T4 ; =0 tekisliklardan, aks holda simmetriya tekisliklan x0Oz va yOz
a

koordinata tekisliklanidan, asimptotik tekisliklari X % =0 va X4 % =
a a

tekisliklardan iborat o‘zaro qo‘shma giperbolik silindrlar oilasidan tashkil topadi
(25-rasm).

Misol va masalalar

Quyidagi maydonlamning sath chiziglarini toping (fagat xOy tekisligida
qarang):
1. w=x?+y

r)
2.u=x'-y

u=2
x

2x

2
Iz +y

4. u-=

5_,,=£;V_+_l

Quyidag skalyar maydonlaming sath sirtlarini toping:

6. u=x+y+z.

Tou=yr'+y +2’

8 u=x’+y'-7?

9. u =‘/IT+y’ +(z+8) +Jx’ +y* +(z-8)

10. Ushbu v = x* - 2x’y + * +1 skalyar maydonning AM(1,2) nuqtadagi,
7(3.4) vektor yo'nalishidagi hosilasini toping.

11. Ushbu » = xy* + 2’ - xyz skalyar maydonning M(1,1,2) nuqtadagi,
koordinata o°glan bilan mos ravishda a =60°, g =45°, y =60° burchaklar tashkil
ctuvchi yo'nalish bo‘yicha hosilasini toping.

Quyidagi skalyar maydonlaming statsionar nuqtalarini toping:

12 u=x+)y' -y

13 u=2y"+2'-xy-yz+2x
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Quyidag skalyar maydonlaming gradiyentini toping:
14, a)wu=x"+2y’+32'-xz+yz-xy; b) u=\/x"‘ +y'+2? )
1
15. u=x'+y +2' -3z
16. v = xyze* !
X+y+z-xz
-xy-y-x
18. Ushbu u = x* + y’ - 3xy skalyar maydonning M (2;1) nuqtadagi
gradiyentini toping.
19. Ushbu v = x* + y* + z* skalyar maydonning M (2;~2:1) nuqtadagi
gradiyentining kattaligi va yo*nalishini toping.
20. Ushbu » = x* +2y* + 32 + xy +3x - 2y - 62 skalyar maydonning
A(2,0,1). 0{0,0,0) nuqtadagi gradiyentining kattaligi va yo*nalishini toping. Qaysi
nuqtada gradiyent nolga teng?
Quyidagi berilgan maydonlarning ko'rsatilgan nuqtalardag: gradiyentlan
orasidagi burchakni toping:

21, u=ln%, A(-;—::-] B(1)).

b

17 u-= wctg

22 u= -, A(,2,2), B(-3.10).

+vi+z

23. Ushbu w =x' + y* -z’ v ="arcsin skalyar maydonlaming M(ll V)

x+y
nuqtadagi gradiyentlan orasidagi burchakni toping.
24. Ushbu v = 5x*yz - Txy*z + Sz’ skalyar maydonning 4 = 8/ — 4 + 8k
vektor yo'nalishidagi A(11,1) nuqtadag o°sish yoki kamayishini aniglang.
Berilgan maydon tezligining o' zgarish tezligini toping.

28, Ushbu » = In(y . %) funksiya gradiyenti ~ 237 + ; ga teng bo'ladigan
nuqta topilsin.

26. Ushbu v = ;—+ it skalyar maydonning M(x,y,z) nuqtadagi shu

nuqta radius vektori yo‘naligshidagi hosilasini toping. Bu hosila gradiyent
uzunligiga teng bo‘ladigan nuqtani aniglang.

27. Ushbu » = u(x, y, z) skalyar maydonning v =w(x,y.z) maydon gradiyenti
yo'nalishidagi hosilasini toping. Qanday holda u nolga teng bo‘ladi?

Quyidagi formulalafning to'griligini isbotlang:

28. gradé =0, é - const

29. grad(u +v)=gradu + gradv.

30. grad(wv)=vgradu +ugradv .
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31. grad(cu)=cgradu, c-const
32 W(%): vgradwu —u grad v

vl

33. grad f(u)= f'(u)gradu.

3. gradu” = nu" ‘gradu

Quyidagi 7 =|F| ga bog'liq skalyar maydonlarnifig gradiyentini toping:

38. gradr

36. grad f(F).

37 grad7*, n- natural son.

38, gmd[l,).
r

39. gradin7

40. grad (¢ -7), ¢ - const

41. grad a.’ ,d.ﬁ—con.ﬂ
-F

42 grad (¢ xFV, ¢ —const

Quyidagi formulalamning to*griligini isbotlang:

43. gradf(u,v.w):%gmdu+% %gmdw

4. (F V)i~ =n"

45 (v V)i =v

46. Ushbu f(xvw) uchta egri chizigli ortogonal koordinatalarga bog‘liq

gradv+

skalyar maydon gradiyentini hisoblash formulasini toping.

47 Skalyar maydon gradiyentini hisoblash formulasining silindrik

koordinatalardag ifodasini toping.

48. Skalyar maydon gradiyentini hisoblash formulasining silindrik

koordmatalardag) ifodasini toping.

Quyidagi skalyar maydonlarning gradiyentini silindrik koordinatalarda

hisoblang:

49 u=z+rp
50.u=z0.

S§1 y=:zsinp+r
§2. u=zcosp+r'
53 u=zsm'e+r’

54. Skalyar maydon gradiyentini hisoblash formulasining sferik

koordinatalardag) ifodasini toping.

Quyidagi skalyar maydonlarning gradiyentini sferik koordinatalarda

hisoblang:

58 u=pop.
86. u=po
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§7. u=pbep

88 u=0singp+p.

59 ¥=0Ocoso+p.

Quyidagi vektor maydonlaming integral chiziqlarini toping:
60. a = —cyi +cxj, c- const

6l a=xi+yj+2:zk

62.a=x'T+y*j+2'k

63 a=yi+xj

64. a=xi+yj+zk

Quyidagi vektor maydonlarning divergensiyasini toping

65. r=xyzi +(2x+3y+z)j+{x* + 'K

66. r=(6x"y' -2’ + yz-S)T + (4x’y + x2+ 2)7 + (xy - 3xz* - 3k
Quyidagi forthulalarning to‘ griligini isbotlang:

67. divce =0, c - const

68. div(ﬂ +B)=diva+div

69. div(ca)= cdiva, c - const

70. div(ua)=udiva+agradu.

M. div(uc)= c gradu, c - const

Quyidagi vektor maydonlamning divergensiyasini toping:
72. divr

73. div(f(r)r).

74, div(').
Ir|

78. div (r'r).
76. div(gradf(r)).
71. div(gradu).
78. div(u gradu).
79. div(u gradv).
Quyidagi vektor maydonlamning divergensiyasini toping, bu yerda
¢, é, - o*zgarmas vektorlar:
. div(e,r).
_div(r?,z).
. div(f(r)e).
. div(rxe).
. div(r,e )
. div(r.c)
. div(e,r)e, ¢ -o‘zgarmas birlik vektor.

[

apEm=2sg
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87 div(e x(rxe)).
X+y+z
xyz
Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi 7(r) funksiyani toping:

89. div(gradf(r))=0.

90. 2r div(gradf(r)) = di»{ ;) .

91. diva ning silindrk koordinatalardagi ifodasini toping.

92. diva mng sferik koordinatalardagi ifodasini toping.
Quyidag vektor maydonlanung rotatsiyasini topmg

93 a=y'zi+z'xj+x'yk

9. a=xyzi +(2x+3y-2)j+(x* + 2%
Quyidagi formulalarning to* griligini isbotlang:

95 rot(@a+5)=rota+roth

96. rot{ua)=urota+ graduxa.

97 rotlaxb)=brora-aroth
Quyidagi vektor maydonlarning rotatsiyasini toping, bu yerda ¢, ¢, ~ o'zgarmas
vektorlar

98. rotc

99. rot ¥

100. rot(rxz).
101. rot((r.c)r)
102. rot((r.2,)c)
103. rot((rxc)xcl)
104. rot(f(r)r).
105. rot(f(r)).

Quyidagi formulalarning to* griligini isbotlang:
106. rot(gradu)=10.
107. div(rora)=0.
108. div(gradu) = Au
109. rotrota = graddiva-Aa, Al =Aa i +Aa j+Aak.

88. div P
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JAVOBLAR VA KO'RSATMALAR
1 BOB
1§

1. a) Berilgan (X,d) fazo metrik fazo bo‘lgani uchun ixtiyoriy x,y,z e X
nuqtalar uchun uchburchak tengsizligi o'rinli: d(x,z)<d(x,y)+ d(z.y). bu
yerdan
d(x,y)2d(x,z)-d(y.z), - d(x,y)sd(y,z) - d(x,z), d(x,z)-d(z,y) < d(x,y)
tengsizliklar kelib chiqadi.

b) Ixtiyorly z € Z nuqta uchun d(x,Z) <d(x,z) tengsizlik o'rinli.
Uchburchak tengsizligidan foydalanib, d(x,z)<d(x, y)+ d(y.z), vz e Z ni hosil
qilamiz. z ¢ Z nuqtaning ixtiyoriyligidan d(x,z) < d(x,y)+ i!}zt'd(y,z)
tengsizlik kelib chiqadi. Bundan esa
d(x,2)sd(x,z)<sd(x,y)+d(y.Z),VzeZ

¢) c) tengsizlikni isbotlash uchun Z = @& deb faraz qilamiz. Har bir a € Z
nuqta uchun ushbu

d(x,Z)<d(x,a)<d(x,y)+d(y,a)

tengsizlik o‘rinli. Bundan esa olingan a € Z nuqtaning ixtiyoriyligidan
d(x,Z2)sd(x,y)+d(y,2)

tengsizlik kelib chiqadi. Natijada,
d(x,2)-d(y,Z)<d(x,y)

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Endi x nuqtani o‘miga y nuqtani olib ushbu
d(y,Z)-d(x,Z)<d(x,y)

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Oxirgi ikki tengsizliklardan quyidagi

|d(x,Z2)-d(Z,y)<d(x,y)

munosabat kelib chigadi. Bu yerda, x,y e (X,d), Z c(X.d).

2. 1)- 2) shartlar d funksiya aniqlanishiga ko‘ra bajariladi. 3)
d(x,y)<d(x,z)+ d(z, y) ni isbotlaymiz. Faraz qilaylik x # y, u holda
d(x,y)=1. Agar x =z bo'lsa, d(x,z)=0, d(y,z)=1 tenglik o*rinli bo‘ladi.

z =y bo'lganda ham xuddi shunga o‘xshash tekshinladi. x = y = z bo‘lganda,
tenglik bajariladi. Qolgan hollarda esa tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, (X',d)
metrik fazo ekan.

3. 1) va 2) shartlar bajarilishi ravshan. 3) d,(x,z)<d,(x,y)+d.(y,z)
ckanini isbotlaymiz. Buning uchun birdan kichik kasming surati va maxrajiga
bir xil nomanfiy sonni qo‘shish natijasida kasming qiymati kichraymasligidan
foydalanamiz, ya'ni

d(x,y) < d(x,z)+d(x,y)+d(y,2)-d(x,2) - d(x,y)+d(y,2)
1+d(x,y) 1+d(x,2)+d(x,y)+d(y,2)-d(x,z) 1+d(x,y)+d(y,2)
dx,y) ,_d».3)
1+d(x,y) 1+d(y.2)
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Demak, 4 (x,z)sd,(x,y)+d,(y,z) tengsizlik o‘rinli. Endi
d,(x,y) =mn{d(x, y),1} metrika ekanligini ko‘rsataylik. Buning uchun 3)
shartni tekshirish bilan chegaralanamiz. Uchburchak tengsizligini isbotlash
uchun X to‘plamdan ixtiyorty uchta r,y va z nuqta olamiz. So‘ngra
a=d/(x,y), b=d,(y.z) va c=d,(x,z) kabi belgilashlar kiritamiz. Ushbu
sonlarmi 2;1+a;1+b va a+b har biri 1 yoki ¢ sonidan katta yoki teng. Bundan
esa

min{2;1+a;1+ b,a+ b} 2min{l,c}
munosabat kelib chiqadi. Bu munosabatdan esa quyidagi

d,(x,y)+d,(y,z) =min{l,a} + min{l,b} = min{2;1 + a;1 + b;a + b} 2

2min{l,c}=d,(x,2z)
tengsizlikm hosil gilamiz. Bu esa uchburchak tengsizligining isbotini beradi.
Masalaning ikkinchi qismini isbotlash uchun (X,d,) metrik fazodagi ochiq
to'plamning (X ,d,) metnk fazoda ham ochiq to‘plam bo‘lishini ko‘rsatish
hamda (X,d,) metrik fazodagi fundamental ketma-ketlikning (X',d,) da ham
fundamental ketma-ketlik bo‘lishini ko*rsatish kerak.

4. 1) va 2) shartlar bajarilishimi osongina ko'rsatish mumkin. 3) shartni
bajarilishini isbotlash uchun quyidagi [(2,5) <|a -|5' skalyar ko'paytmaning
xossasidan foydalanamiz. Ushbu

Z(y -x) < ;Z(y -z) + Z(z -x)

tengsizlikni isbotlashimiz kerak. Buning uchun quyidagicha
x -z,=a,z-y =b=x -y =a +b belgilashlar kiritamiz. U holda,
yuqondagi tengsizlik quyidagi tengsizlikka keltiriladi:

Z(a +b) s Za +1,Zb skalyar ko*paytmaning (2,5 )<|a - b|

xossasidan (a,5)’s|a’ B tengsizlik, bundan esa (;a-'b-) 5§"- Z:-”f

Za b s.3a 22" tengsizliklarga ega bo‘lamiz. Natijada,

i =l

Z(a +b)’ -Za +2- Za b+Zb sZa +

sl 12l

v ga gaegu(fFate 5o

v o=l

Z(a +b) < Za +. Zb’ =d(x,y)sd(x,2)+d(z,y)

iesl A—I ‘el

§. 3) shartni, ya'ni d,(x,y)<d,(x,z)+d,(z,y) tengsizlikni tekshiramiz.



Ravshanki, biror i € N nomer uchun d,(x,y)= rr}lax{ y, - xi§}= 'y, - xioé tenglik
o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa v
dz(x’y)=rgla;x¥yi - x,é}=3y:(, _xio; =iyn., -z, + z, —xxu; Sy:,, _Zigé'ﬂzru -xi,, s
max {y, - z,}+ max {z, - x/} = d,(x,2)+ d,(z:9)
munasabat kelib chiqadi.
Demak, uchburchak tengsizligi d,(x,y)<d, (x,z)+d,(z, y)o‘rinli ekan.
6.3). x—y|<ix~z+y—-z tengsizlikdan '
x-ySix-z+y-z+2- \ﬂi:?;}f-;
hosil qilamiz, natijada,
Jx=y s Jx—z+ V{EY -2zl = d(x,y)<d(x,2)+d(z,y)
tengsizlik kelib chigadi.
7. d(x,y)= (Z (x, -y, )2)Z , d,(x,y)=maxf{x, - y,} metrikalar R® da bir

=1

xil topologiya aniqlashini ko‘rsatishimiz kerak. Buning uchun (R".d;) dan
olingan ochiq to‘plamni (R",d;) da ham ochiq ekanligi ko‘rsatamiz va aksincha
(R',dy dan olingan ochiq to‘plamni (R",d;) da ham ochiq ekanligi ko‘rsatamiz.
Bizga (R",dy) daochigbo‘lgan 4 to‘plam berilgan bo‘lsin. Ochiq to‘plamning
ta'rifiga ko‘ra uning ixtiyoriy x € 4 nuqtasi ichki nuqta bo‘ladi. Demak,
shunday r >0 son mavjud bo‘lib, B,(x) c A munosabat o°rinli bo‘ladi, ya'ni

d’(x’y)z(g(xi - }’,)2); <r

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu sharning ichiga d; metrikada radiusi r gateng
n
B, (x) shar joylashtiramiz. Ravshanki, bu shar 4 to‘plamning ichida

joylashgan bo‘ladi. Demak, (R".d;) dan olingan ochiq 4 to‘plam (R",d;) da
ham ochiq ekan.

Masalaning ikkinchi qismini isbotlash uchun (R"d dan olingan ochiq
to‘plamni (R".d;) da ham ochiq ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Bizga (R".d)
da ochiq bo‘lgan A4 to‘plam berilgan bo‘lsin. Ochiq to*plamning ta’rifiga ko‘ra
uning ixtiyoriy x ¢ 4 nugqtasi ichki nuqta bo‘iadi. Demak, shunday r >0 son
mavjud bo‘lib, B (x) c 4 munosabat o‘rinli bo‘ladi, ya'ni
d,(x,y)= maxﬁx,. - y,}< r tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu sharning ichiga d,
metrikada radiusi r gateng B, (x) shar chizamiz. Ravshanki, bu shar 4
to‘plamning ichida joylashgan bo‘ladi. Demak, (R".d;) dan olingan ochiq 4
to‘plam (R".d;) da ham ochiq ekan.

145



Bu bilan R” da d; va d; metrikalar bir xil topologiya tashkil qilishi
isbotlandi.

8. Masalaning binnchi qismini yechish uchun ( R’ ,d;) dan olingan ochiq
to'plamni (R',dy da ham ochiq ekanligi ko‘rsatamiz va aksincha (R' K dy dan
olingan ochiq to'plamni ( R'.d;) da ham ochiq ekanligi ko'rsatamiz. Bizga
(R'.dy daochiqbo‘lgan 4 to‘plam berilgan bo‘lsin. Ochiq to‘plamning
ta'nifiga ko‘ra uning ixtiyoriy x ¢ 4 nuqtasi ichki nugta bo‘ladi. Demak,
shunday r > 0 son mavjud bo‘lib, (x-r; x+r) c A munosabat o‘rinli bo‘ladi,
ya'm

d(x,y)=y-x<r
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu shaming ichiga d; metrnkada radiusi
r.=min{d,(x-r,x), d,(x + r,x)} gateng B (x) shar chizamiz. Ravshanki, bu
shar 4 to'plamning ichida joylashgan bo‘ladi. Demak, (R',d}) dan olingan
ochiq 4 to'plam (R'.dy da ham ochiq ekan.

Endi (R'.dy dan olingan ochiq to‘plamni (R'.d;)) da ham ochiq
ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Bizga ( R',dy da ochiq bo‘lgan 4 to‘plam
berilgan bo‘lsin. Ochiq to'plamning ta'rifiga ko'ra, uning ixtiyorly x € 4 nuqtasi
ichki nugta bo‘ladi. Demak, shunday r >0 son mavjud bo‘lib, B,(x) c 4
munosabat o‘nnli bo‘ladi, ya'ni

d,(x,y)= arcigy - arcigx| < r
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu sharning ichiga d; metrikada radiusi
=min{d (x-r,x), d (x+r,x)} gateng B, (x) shar chizamiz. Ravshanki, bu
shar A4 to‘plamning ichida joylashgan bo‘ladi. Demak, ( R',dy) dan olingan
ochiq 4 to‘plam (R'.dy) da ham ochiq ekan. Bu bilan R' da d; va d; metrikalar
bir xil topologiya tashkil qilishi isbotlandi.

Endi, Koshi ketma-ketligining turlicha ekanligini ko‘rsatamiz. 4, metrika
yordamida cheksiz katta ketma-ketlik olamiz: X, X,,...X,.

VM >0,3n, € N,n, <n lar uchun d (x,,x,)>M, lekin ikkinchi tomondan

Ve > 0 olganimizda ham 3n (g) € N,n, <n uchun d,(x_,—zr) < £ shuning
uchun d, metrika bo*yicha uzoqlashuvchi bo‘lgan ketma-ketlik d, metrika
bo'yicha yaqinlashadi.
9. S-masaladan foydalaning.
10.3) £(1)- gU) S (1)~ h(t) +h(1)~ g(t) tengsizlik va aniq
integralning xossasidan
I S() - g(eydt s I | £ ()= h(e)at + I h(t)- g(t),

d(s, 8)54 (f.h)+d,(h, g)
kelib chiqadi.
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11. 7, funksiya tuzamiz f, = nx—"+l, agarxe'( -

t

rasm).
2(x) = 0 deb olamiz.

d.(f..8) = [I1.(0)- g(¥dt = [\f.(tydht = [ /.(t)dt = {bu integral

uchburchakning yuzasiga teng} = ! ,
n

AC = 2,h=l;S = A(;'h ! Jimd,(f,.g) =0 . Ikkinchi tomondan
n n

d,(/,.8)=max f,(x) - g(x} = 1, limd,(/,.g) = 1 bunday uzluksiz funksiya

=ef0.1)
mavjud emas, ya'ni / limit funksiya % nugtada uzilishga ega. Demak, f,
ketma-ketlik d, metrikada limitga ega, d, metrikada esa limitga ega emas.

v

B(1/2,1)

C

12 ol 12-m 122 1/2+1m

-

26-rasm

12. Zaruriyligl. faraz qilaylik, Y yopiq to‘plam. Yopiq to'plamning ta’rifiga
ko'raY =7 > Vxe(X\Y)= xeX,xe¥ = d(x,Y)=a»0. Markazi x
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nuqtada bo'lgan radiusi —;— ga teng ochiq shar B, (x)c (X' \¥) x ni o'z ichiga

1
olgan atrof bo‘ladi. x nugta ixtiyoriy bo*lgani uchun (X \Y) to‘plamning ochiq
to'plam ekanligi kelib chiqadi.

Yetarliligi: (X \Y) ochiq bo'lsin. Vx € (X \Y) olamiz. (X \Y) ochiq
bo‘lgam uchun shunday B,{x) ochiq shar mavjudki,
B(x)c(X\Y)>xeX,xeY =d(xY)#0 ekanligi kelib chiqadi. Demak, ¥
ning birorta ham unnish nuqtasi (X' Y) ga tegishli emas. Bundan Y ning barcha
urinish nuqtalan o ziga tegishli ekanligi kelib chigadi. Demak, Y = Yov
yopiq to plam.

13. M ={x,,x,,....x,}, Mc X Har qanday metrik fazoda nuqta yopiq

to plamdir. Ux, =M c X Chekli sondagi yopiq to‘plamlaming birlashmasi

yopiq to'plam ekanligidan M ning yopiq ekanligi kelib chiqadi.
14. Ochiq sharning ochiqligini isbotlaymiz. Ixtiyor x € B,(x,) nuqta olib,
umng ichki nuqta ekanligini ko‘rsatamiz.

27-rasm

Hagiqatan, 7, =min{d(x,x,),r - d(x,x,)} >0 son uchun B, (x) < B,(x,)
bo‘ladi (27-rasm), ya'ni vy € B, (x) nuqta uchun
d(x,,y)<d(x,,x)+d(x,y)<d(x,,x)+r, Sd(x,, x)+r-d(x,,x)=r, d(x,,y)<r
demak, B, (x) < B,(x,). Bundan B (x,) ning ochiq to‘plamligi kelib chiqadi.
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Yopiq shaming yopiq to*plam ekanligini isbotlash uchun X \ B '(x,)
to‘plamning (to‘ldiruvchisining) ochiq to‘plam ekanligini isbotlash kerak.
Sferani esa S = X \ (X \ B )U B) ko‘rinishda ifodalash kifeya.

0, =
15. (X ,d) diskret metrik fazo bo‘lsin, ya'ni vd(x, y)= { agar x=v

, agar x#v
Markazi x, nuqtada bo‘lgan ochiq shar B,(x,)={y|d(x,,y) <1} olaylik.
Ravshanki, B,(x,)={x,}, B,(x,)={x,}. Bufazodagi markazi x, nuqtada
radiusi 1 ga teng yopiq shar B, (x,) = {y|d(x,,y) <1} butun fazo X bilan
ustma-ust tushadi. Demak, B (x,)# B, (x,).

16.3) X ,X,,...X, ochiq to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Faraz qilaylik.

ulaming kesishmasi ﬁX . # & bo‘sh bo‘lmasin, u holda kesishmaga tegishli

ixtiyoriy x olamiz. Bu element har bir X, ga tegishli bo‘ladi. Har bir X, ochiq
bo‘lgani uchun B, (x),B, (x),...,B, (x) sharlar mavjud bo'lib. B, (x)c X, u

holda r = mm r. olamiz, u holda B, (x),c ﬂ){ x nuqtaning ixtiyoriyligidan
kesishmaning ochiq to*plamligi kelib clnqadl
b) X,,X,, . X,,. ochiqto‘plamlar berilgan bo‘lsin, u holda | J X, =M M
ning ochiqligini ko'rsataylik. Vx e A/ olamiz. Shunday n, mavjudki, x € X va
X ochiq bo‘lganligi uchun shunday r>0 mavjudki, B4x)c X, = B.(x)c M
X nuqtaning ixtiyoriyligidan M ning ochigligi kelib chiqadi.
. %]
17. Zarurligi: faraz qilaylik, A yopiq to‘plam. AN B (x) = { Meo
*

Bo*sh to‘plam yopiq to*plam. M= AN B, (x). A va B, (x) yopiq to‘plamlar
bo‘lgani uchun kesishma yopiq to‘plam.

Yetarliligi: faraz qilaylik x nuqta A to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin, u
holda B, (x) n A= @ va yopiq. Bu nuqtaning A4 to*plamga tegishliligini
isbotlaymiz Ixtiyonty £ > 0 uchun (B, (x)\x)n A= @ U holda r nuqta
B,’(x) ~ A to'plamning ham limit nugqtasi bo‘ladi. B, (x) ~ 4 to‘plamning yopiq
ekanligidan u o'zining barcha limit nuqtalarini o‘z ichiga oladi. Xususan x
nuqta ham B, (x) ~ 4 to‘plamga tegishli bo‘ladi. Biz A to‘plamning barcha
limit nuqtalari o'ziga tegishli ekanligini ko'rsatdik. Bundan A4 to‘plamning
yopigligi kelib chiqadi. °

18. vxeim(4ANB) u holda shunday B, (r) topiladiki, B,(x) c AN B bundan
B.(x) c A, va B (x) c B munosabatlar kelib chigadi. Natijada,
xeimt A xeint B=> xeint ANint B= int(AN B) c int ANint B. Ikkinchi
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tomondan Vxemt A(\int B=> xeimt A, xeint 8 Ichki nuqtaning ta’rifidan
shunday r,,r, sonlan topiladiki B, (x)e 4, B, (x)e B. r = min{r,,r,} deb olsak,
B, (x)c AN B kelib chiqadi int ANint 8 c int(4N B) munosabatga ega bo‘lamiz.
Yuqondagilardan int(4() B) = int A()int B munosabatni hosil qilamiz.

19. (X .d) metrik fazoda{x, } yaqinlashuvchi ketma-ketlik berilgan bo*Isin,
u holda ixtiyoriy & >0 son uchun n,(s)e N topiladiki, barcha n:-n, sonlar uchun

d(x_,x)< g,d(x_,x) < g , m>n. Uchburchak tengsizligidan

d(x,.x_)sSd(x,,x)+d(x,x_)<é& munosabatni hosil gilamiz. Bundan esa
d(x_,x_)<¢e hamda {r,} fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib chigadi.

20. Zaruriyligi. Y to‘plam yopiq bo'lib, {y,} shu to‘plamdagi
yaqunlashuvchi ketma-ketlik bo‘lsin. Uning limitini Y ga tegishh ekanligini
ko rsatamiz. Limitning ta'rifiga ko‘ra, ve >0 son uchun shunday ny(s)e ¥
topiladiki, n~n, lar uchun d(y,,y) <¢. Endi ketna-ketlik tuzilishiga ko'ra,
vne N,y et bundan d(y,, V)= 0, d(y.Y) <d(y.y») + d(y»Y) munosabatlarni
hisobga olib, d(y,Y) < lim (d(y,ys) + d(ys. 1)) =0 tenglikm hosil qilamiz. Y yopiq
bolganligi uchun ¥ =¥ ekanligi kelib chiqadi. Bubdan esa ¥ ning barcha urinish
nugqtalar to’plam o*ziga tegishli bo‘ladi, ya'ni d(y.¥)= 0 dan vye? kelib
chigadi.

28-rasm

Yetarliligi. Y dagi nuqtalardan iborat ixtiyony yaqinlashuvchi ketma-
ketlikning limiti ¥ ga tegishli bo‘lsin, u holda limit nuqta urinish nuqta bo‘ladi.
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Y ning barcha urinish nuqtalaridan iborat to‘plam uning yopilmasi bo*ladi.
Demak,Y =7, Y- yopiq.

21. 4 10'plamning yop|qI|gm| isbotlash uchun x\4 to' ‘plamning ochiq
ekanligini ko‘rsatamiz. vxe X\ A nuqta qaraylik. Demak, xe¢ 4 shuning uchun
x ning shunday U(x) atrofi topiladiki, bu atrofda 4 ga tegishli nuqtalar yo'q.
U/(x)NA=@ Shuning uchun x e U/(x) (X \4), ya'ni x nuqta X\ 4
to*plamning ichki nuqtasidir. Demak, X \ A to'plam ochiq, bundan 4
to‘plamning yopiqligi kelib chiqadi.

23. Masala shartiga ko‘ra B,(x) c B,(y)o‘nnli (28-rasm). Endi,

B,(y) c B,(x) ekanini isbotlaymiz.
Vze B /(v), d(x,2)sd(y,z)+d(x,y)<3+3<7 Bundan z e B,(x) ekani kelib
chiqadi. Demak, B,(y)= B,(x)

24. x, - x,x, — y . u holda uchburchak tengsizligiga ko'ra,

0sd(x,y)<d(x,x,)+d(x,,y) ammo bu tengsizlikning o'ng tomonin »x da0

ga intiladi. Demak, d(x,y)=0=>x=y 25.1) R.2) R.3) [-11]. 4) [-% 1] 5)

(0,x].6) S'. T) [0,o). 8) [0,@). 9) R. 10) [0,). 11) {1, =).

12) A= AU{(0,y)| y € [-1,1]}(29-rasm).

26. Ma’lumki, R' da yopiq shar yopiq kesmadan iborat bo‘ladi. Bizga
[a,.8])>]a,.h,]> Dla..b,]> yopiq kesmalar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.
bunda 4, -a, 50,n »» Endi g,.a,...a,. vabh,b, b, . sonliketma-ketlik
qaraymiz. g, <a, s .<a,s <b,b2h > 24 2 >a munosabatlardan,
matematik analilizdagi teoremaga ko‘ra, {a,} va {5 )} ketma-ketliklar
yaginlashuvchi va ({a,} ketma-ketlikning ixtiyoriy hadi {5,) ketma-ketlikning
ixtiyoriy hadidan oshmaydi. Faraz qilaylik, {a,} +a, va {5,} = b, bo‘lsin. Agar

a, = b, bo'lsa, n[a,, b,)={x,}, aks holda n[a,, b)=[a,.5,].

27 Zamrligi R' da Ac R' ochigto plam olaylik. vxe 4 nuqta ichki
ekanligidan shunday s >0 son topiladiki, (x-&,x+¢)c 4 munosabat bajariladi.
U/, deb x ni o'z ichiga olgan eng katta ochiq intervaini belgilaylik. Ravshanki,
x = y nuqtalami o'z ichiga olgan eng katta ochiq intervallar kesishmaydi yoki
ustma-ust tushadi. Endi 4 to‘plamdagi ratsional koordinatali nuqtalar uchun eng
katta ochiq internallarni qaraymiz. Bu intervallar ko'pi bilan sanoqli sonda
bo‘ladi. Isbotlanganiga ko‘ra bu intervallar ichida kesishadiganlan yo*q, aks
holda ular ustma-ust tushaf edi. Demak, A4-sanoqli sondagi o*zaro
kesishmaydigan ochiq intervallar birlashmasidan iborat.

Yetaritiligi: sanoqhi sondagi ochiq to'plamlaming birlashmasi ochiq
ckanligidan kelib chiqadi.
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28. 1) {((x.y)Ix*+y* =0}, 2) R* 29. (X,d) metrik fazodan markazi x,

29-rasm

nuqtada radiusi l ,ne N bo'lgan ochiq sharlar ketma- ketligini olaylik.
n

{5':(;%)}@8.(Jr‘,)= {x,} -

nuqta yopiq to‘plam.
30. (X.d) metnik fazoda markazi x, nuqtada radiusi n (n< N) ga teng
{B:(x,)} yopiq sharlar sistemesini olaylik. Ravshanki, OB: (x,)= X ochiq.

31. A-{a,a,. .a,) ixtiyoriy chekli to‘plam bo‘lsin. (4.d) metrik fazoni
qaraylik, va,.a, € 4 (i # j) nuqtalar uchun d(g,,a,)>0,0<r< n'1_1’n {d(aa )} deb

olsak. B,(,)={a,) bo‘ladi. Ixtiyoriy B — A to'plam B=( J(a,} ko'rinishda

bo‘ladi yoki B=|JB8,(a,), demak, ixtiyoriy B to‘plam chekli sondagi ochiq
to‘plamlaming birlashmasidan iborat. Bundan B to‘plamning ochiq, ikkinchi
tomondan, nugta yopiq to‘plam ekanligidan, B to‘plamning yopiq ekanligi kelib
chigadi. Bu esa, 4 to'plamda 4 metrika bilan aniglangan topologiya diskret
metrika yordamida aniglangan topologiya bilan bir xilligini ko‘rsatadi.

32 (Xx.d) diskret metrik fazo bo‘lsin. r(d) deb diskret metrika bilan
aniglangan topologiyani belgilaymiz. Ixtiyoriy 4 c X to‘plam olaylik. Diskret
fazoda ixtiyoriy to‘plam ochiq bo*ladi, demak, A€ r(d). Endi X\ 4 to‘plamni
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qaraylik. (X\4)c X ekanligidan X\ 4 to‘plam ochiq. Bundan 4 to‘plamning
yopiqligi kelib chiqadi.

33. Aylanani uzunliklari ZT” ga teng k ta yoylarga ajratib, aylanadagi har
ganday & +1 ta nuqtalardan hech bo‘lmaganda bitta yoyda bittadan ortiq nuqta
Joylashishidan (Dirixlening qutilar prinsipi), hamda B = nar burchakni 2x bilan
ratsional bog'liq emasligidan foydalaning.

34. Avvalo ikkita chegaralangan to‘plamning birlashmasi
chegaralanganligini isbotlaymiz. 4, va 4, to‘plamlar mos ravishda B, (r,) va
B, (x,) sharlarning ichida joylashgan bo‘lsin. r=r, +r, +d(x,.x,) deb olsak,

4,U 4, c B (x,) munosabat o'rinli bo‘ladi. Haqiqatan, v: € B, (x,) nuqta olamiz.
d(z,x)sd(z,x,))+d(x,,x)<r +d(x,,x)<r

Demak, B, (r,)c B,(x).B, (x,) < B,(x,) munosabatning o‘rinliligi
ravshan. Bundan 4 U 4 < B, (x,) ckani kelib chigadi.

Umumiy holda r =Y r + Y d(x,x )deb olish yetarli.

Chegaralangan to‘plam sifatida B_(x) sharlar olinsa, UB_(:) =X
munosabat o°ninli bo‘ladi. X esa chegaralanmagan.
35. 34-masaladan foydalaning. 36. (Q.d,) dan {(l+l)"} fundamental
n

ketma-ketlik olamiz. Ravshanki, lim(1+ %)' =e ¢ (). Bundan ratsional sonlar
to‘plamida yaqinlashuvchi bo‘Imagan fundamental ketma-ketlik mavjudligi
kelib chigadi. Demak, (Q.d,) to‘la bo‘Imagan metrik fazo ekan. 37 (C,;.d.)
fazoda {x_}- fundamental ketma-ketlik bo‘lsin, ya'ni d,(x,,x_) =0, n,m =0
Co) fazodag: yaqinlashish, funksiyalarning tekis yaqinlashishiga ekvivalent
bo’ladi.

Har bir berilgan v € [0;1] nuqtada ushbu {x_ ()} sonli ketma-ketlik Koshi
shartini qanoatlantirgani uchun bu ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'ladi. Uning
limitini x, (/) deb belgilaymiz. {x_()} ketma-ketlik x, () funksiyaga tekis
yaqinlashuvchi bo'lgani uchun x , (¢) funksiya uzluksiz bo'ladi. Natijada,

d, (x,.x,) 0 gaintiladi, x,, () € C,,,,. Demak, (Cj,,;.4,) fazo to'la metrik fazodir.
38. Zarurligi. (X.d) metrik fazo to‘la bo‘lib, unda ichma-ich joylashgan radiusi
0 ga intiluvchi B, (x,).B, (x,). yopiq sharlar ketma-ketligining kesishmasi bo‘sh
bo‘Isin deb faraz qilaylik. Sharlaming markazlaridan tuzilgan {x_ } ketma-ketlik
fundamental bo‘ladi, chunki d(x_,x_)<r, (n<m), 7, esa n > = da 0 ga intilads.
Fazo to‘la bo‘lgani uchun {x } ketma-ketlik biror x, nuqtaga intiladi. {x_}
ketma-ketlikning har bir hadi mos sharlarning markazlari bo*lgani uchun x,
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nuqta barcha sharlarga tegishli. Demak, bu sharlaming kesishmasi bo*sh emas.
Bu ziddiyat masalaning zaruniylik shartini isbotlaydi.
Yetarliligi. Bizga {x,} fundamental ketina-ketlik berilgan bo‘lsin.

Shunday , topiladiki, barcha n>n, lar uchun d(x,.x, )<% bo‘ladi. x, nuqtani
markaz qilib radiusi birga teng yopiq shar olib uni B, deb belgilaymiz. So‘ngra
shunday n, (n, >n,) topiladiki, barcha n > n, lar uchun d(x_.x, ) < 2L’ bo‘ladi. x,

nuqtam markaz qgilib radiusi % ga teng yopiq shar olib uni 8, deb belgilaymiz
va h.k. bu jarayonni davom ettirib, ichma-ich joylashgan { B, } yopiq sharlar
ketma-ketligini hosil qildik. B, shaming radiusi # ga teng. Teorema shartiga
ko'ra bu yopiq sharlar ketma-ketligining umumiy nuqtasi mavjud. Bu nuqtani x
bilan belgilaymiz. Ravshanki, hosil qilingan {x, } qismiy ketma-ketlikning Limiti

x bo‘ladi. Agar fundamental ketma-ketlik qismiy ketma-ketligining limiti x
bo'lsa. bu ketma-ketlikning o*zi ham x ga intiladi. Shunday qilib limrx, =x

Demak, (X.d) metrik fazo to‘la ekanligi isbotlandi.

1
39 X =N.dx.y)= l+}—;, agar x# y

0, agar x=y
(X.d) metrik fazoda B (n) (bunda r, =1+ 21" ) yopiq sharlarni

B.(1)= X,B.(2)= X \{1},B,(3)= X\{1,2},....B (m) = X\{123,..,n-1}..

qarasak, haqigatan ham,
B(>B(2)>B,(3)>...2B(m>...
munosabat o‘rinli va ularning kesishmasi bo*sh bo‘ladi.
2§
1 X={ab) r ={D X}r,={D X {a}).1,={D X (b)), 7, ={D, X.{}),{a})
2. Top’lamlar birlashmasi va kesishmasining xossalaridan foydalaning.

3. 2) vx e d(4 L B) nuqta olamiz. Chegaraviy nuqtaning ta’rifiga ko‘ra,
v/, atrof uchun
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U NAUB) =D u.NnAHAUWU,NB)=2
{U,ﬂX\(AUB)*Z:{l/_ﬂ(X\A)ﬂ(X\B):Z:
UNA2@
) {(l.n(X\A)aﬁ
UNBz2D
){U. N(X\B)=@
A B)> 34U 8B o'ninli emas. Masalan:
X=R A=(02), B=(1;3), AUB=(03),4AUB) =03}, at4UAB ={0,1,2.3}
Ikkala holda ham x € 64 U dB kelib chiqadi. Demak, &4 B) c a4 LB
U,NA»@
U, X\A) =@

= x€edA,

= xedB

4) vxec a4 ta’rifgako'ra { shu masalaning 1) qismidan

_[U,N(4Ua4) =@ ‘UNA=Q
foydalanamiz: {U, N\ AUaM) =2 U N na=o = <
94 > &4 munosabat bajarilmasligiga misol:
X =R, A=(0)U:2), 4 =[0;2], & ={0;2}. a4 ={0,.2)

6) vx e d(int A) nuqta olamiz. Quyidagi munosabat o'rinli:

{U,ﬂ(imA):@ U,NA2Q

. =4
U,NX\(intA)2 @ (U NX\A) =D
&(int 4) c @4 . &(int 4) > 24 o'rinli emasligiga misol:
X =R, A=(O:1)U{2}, a4 ={0,1.2), Hint A)=(0,1)

8) Ma'lumki, 4 = B munosabat 4 c B,B > 4 munosabatlarga teng
kuchlidir. Demak, 4 cim AUa4 va 4 >imt A4 munosabatlarmi isbotlashimiz
kerak.

Agar xc 4 bo'lsa, x ning ixtiyoriy atrofida 4 to'plamga tegishli nuqtalar
mavjud. Agar x ning ixtiyony atrofida X\ 4 ga tegishli nuqtalar ham bo'lsa,
unda rea4. Lekin x ning birorta [/ atrofida X\ A4 ga tegishli nuqtalar bo‘lmasa,
unda xel/c 4 vademak xecint4. Bundan 4 cint AUM ekanligi kelib chiqadi.
Endi xeint 4Uad bo'lsin. Demak, xeintA4 yoki xe a4 munosabat bajariladi.
Ikkala holda ham r ning ixtiyoriy atrofida 4 to‘plamga tegishli nuqtalar mavjud
va demak re 4 Bundan A4 =int AUa4 ni hosil gilamiz.

4. 4 to‘plamning r urinish nuqtasi uchun d(x,4)=0 va
B,(x)N A =@ (vr >0) munosabatlaring ekvivalent ekanligini isbotlash kerak.

5. Har doim 4 4 bo‘lganligi uchun A4 > 4 munosabatni isbotlash
yetarli. Buning uchun 4 to*plamga tegishli ixtiyoriy r nuqtani olaylik. Agar
xe X\A bo‘lsa, X\ 4 ochiq to‘plam ekanligi va x nuqta urinish nuqtasi
ckanligidan (X\ 4)N 4 =2 munosabat kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik x¢ 4
ckanligini ko rsatadi.

6. 4 ning yopiq to‘plam ekanligini isbotlash uchun x \ 4 to‘plamning

= xead. Bundan
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ochiq to*plam ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun x\4 to‘plamga tegishli
ixtiyorly r nuqtani qaraylik. x nuqta 4 to‘plamga tegishli emas va shuning
uchun uning shunday U atrofi mavjudki, bu atorofda A to'plamga tegishli
nuqtalar yo'q, ya'ni UNA=@. Shuning uchun xe/ c X\ 4, ya’ni x nuqta X \4
to’plamning ichki nuqtasidir. Demak, X \ 4 ochiq to‘plam.
7. vx e AU B nuqta olamiz. Ta’rifga ko‘ra L,;‘(A) =X, f'(A) ikkala

holda ham xe AUB Demak, AUBc AUB. Vxe AUB bo'lsin unda re 4 yoki
re B bo'ladi. xe 4 o'ninlibo‘lsa U, NA=»@ U, N(AUB)2@>xcAUB. xeB
bo'lgan holda ham xuddi shunday ko‘rsatiladi. Shunday qilib, AUB = 4UB
o'nnli.
8. 6-masaladan bevosita kelib chigadi.
9. 1) Xer bo'lganligi va XNY =Y bo‘lganligi uchun ¥ e, .
2) @er bo'lganligi va @NY =2 bo‘lganligi uchun Ger, .
3) H H,er, bo'lsa, G,G, er, to'plamlar mavjud bo*lib,
H NH, =(YNG)NING,) =Y NG, NG,)er,.
4) r, oilagategishli {#,} to‘plamlar oilasi berilgan bo‘lsa, r ga
tegishli {G,} to’plamlar mavjud bo‘lib,
UH. =J¥NG,)=rNJG,)er, bo‘ladi.

10. Bizga vxc X vauning U atrofi betilgan bo‘lsin. ¥, to'plam X ning
hamma yenda zich ekanligidan UNY, # @, ya’m y e UMY, nugta mavjudligi
kelib chigadi. ¢/ NY, ochiq ekanidan hamda ¥, to‘plam x ning hamma yerida
aichligidan UNY,NY, =&, ya'ni UNY = @ munosabatni hosil gilamiz. By esa
Y -¥,NY, to'plam X ning hamma yerida zich ekanligini bildiradi.

11 a) x =[0]], r={4 X\A- chekli yoki 4=02) Bu topologik fazoda
sanoqlilikning binnchi aksiomasi bajarilmaydi.

b) x =[0.] to‘plamm diskret topologiya bilan olsak sanoqlilikning
ikkinchi aksiomasi o‘rinli emas.

14. Sanogqlilikning ikkinchi aksiomasi o‘rinli bo*lganli uchun X
topologik fazoda sanoqli baza mavjud. X topologik fazoda ixtiyoriy x nuqta
olamiz va bu bazaning x nuqtani o'z ichiga olgan to‘plamlarini qaraymiz. Bu
to'plamlar sanoglidan ko’p bo‘lmaydi. Ular x nuqta bazasinig topologiyasini
hosil giladi.

16. {r,} va {r,} oilalar benlgan bo‘lsin. Bu oilalaming kesishmasini {r_,}
deb belglaylik. {r_,) topologiya ekanligini ko‘rsatamiz. 1) Ger,;2) Xer,,
bajarilishi ravshan. 3) vA4,. 4, e r,, to‘plamlarning kesishmasi ham r_, oilaga
tegishli chunki 4 N4 er,, AN e7,,4) {4,}er, bo'lsin. | J4,er,, 4, €7,

A 3

lardan | J4, e1,, kelib chiqadi.
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17. 1) vxe X\ 4 nuqta olaylik. Ta’rifga ko'ra U, N(X\4)» @ Bundan
xeintA ckanligi kelib chiqadi. Agar xeint 4 bo‘lsa, shunday v, atrof
topiladiki, ¥’, 4 bajariladi. Natijada ¥, N(X \ 4)= @ tenglik kelib chigadi. Bu
esa x nuqtaning olinishiga zid. x nuqtaning ixtiyoriyligidan X\ A c X \ (int A)
munosabatni hosil qilamiz. Endi vxe X \(int 4). Bundan xe¢int4, ya'ni x
nuqtaning 4 da to‘liq joylashadigan atrofi mavjud emas. Demak,

U/, N(X\ A) = @ munosabat o'‘rinli. x nuqtaning ixtiyoriyligidan X \(int4)c X\ 4
kelib chiqadi.

18. 1) AN B > AN B munosabat bajarilmasligiga misol:

X=R A=(0)). B=(1.2), ANB=0, ANB={1}.

2) 4\ B> A\ B munosabat bajarilmasligiga misol:
X =R A=(01), B=(12), A\B=[01]. A\ 8 =[0)))

21. Teskarisini faraz qilaylik. A to‘plamni o'z ichia olgan eng kichik
yopiq to‘plam B 4 bo‘lsin deb faraz qilaylik, ya'ni 8 < 4. B yopiqligidan
Ac B = B munosabat o‘rinli. Bundan esa 4 c B c B ekani kelib chiqadi. Bu
ziddiyat farazning noto* griligini, tasdigning to'g'riligini isbotlaydi.

22. Teskarisini faraz qilamiz A to‘plamning ochiq qism to‘plamlari ichida
int 4 ni 0‘z ichiga oluvchi ochiq 8 to‘plam mavjud bo‘lsin. mtAcBc A Bga
tegishli, lekin int4 ga tegishli bo‘lmagan x nuqta mavjud bo‘lsin deb faraz
qilaylik. U holda shunday U, atrof mavjudki, U, c Bc 4 (B to‘plamning
ochigligidan). Demak, x nuqta A to‘plamning ichki nuqtasi, ya’'ni xent4. Bu
esa ziddiyat.

23. Bu masala matematik analiz kursidagi har ganday uzluksiz funksiyani
ratsional koeffisientli ko‘phad bilan approksimatsiya qilish mumkin degan
teoremadan kelib chigadi.

24. Zaruriyligi. x topologik fazoning v qism fazosi diskret bo‘lsin deb
faraz qgilaylik. vyeY dan yer, ekani kelib chiqadi. ¥ qism fazo ekanligidan
3V et topiladiki, UNY = {y} munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bundan {y} ajralgan
nuqta ekanligi kehib chiqadi. y ning ixtiyoriyligidan ¥ qism fazoning barcha
nuqtalari ajralgan ekanligini hosil gilamiz.

Yetarliligi. v qism fazoning barcha nuqtalan ajralgan bo‘lsin. Ta'rifga
ko‘ra 3U e r mavjudki, U/ NY = {y}, bundan keltirilgan topologiya ta’rifiga ko'ra
y nuqta ¥ da ochigligi kelib chigadi. Demak, ¥ diskret fazo ekan.

25. Faraz qilaylik {{/,} X topologik fazoning sanoqli bazasi bo‘Isin. Har
bir bazaning elementidan bittadan a, nuqta olamiz. 4={a,) sanoqgli to‘plam x
ning hamma yerida zich. Demak, x topologik fazo separabel.

26. Zaruriyligi 25-masaladan kelib chiqadi.

Yetarliligi. (X ,d) metrik fazo separabel bo‘lsin. Bundagi hamma
yerdazich to‘plamni 4 ={a_} deb belgilaylik. (B, (a,)} ochiq sharlar sistemasi
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X metnik fazoning bazasi bo‘ladi. Bunda » va m bog'ligsiz holda barcha
natural sonlarni gabul qiladi. Demak, (X.d) da sanoqlilikning ikkinchi
aksiomasi bajanlar ekan.

27 {U,} x topologik fazoning qoplamasi va B8 ={U,} uning sanoqli
bazasi bo‘lsin. {U/ ) to"plamlar ichidan {U,} to'plamlarda yotadiganlarini ajratib
olamiz. Agar biror U, bir nechta (U, } larda yotsa ular ichidan ixtiyoriy bittasini
tanlab olamiz va (U, ) deb belgilaymiz. {U,} sanoqli bo‘lgani uchun ajratib
olgan (U, } to'plamlar ham sanoqlidan ko*p emas. Endi {7, } to‘plamlar x mi
qoplashini ko*rsatamiz. Buning uchun vxe X nuqta olamiz. U holda xe U,
shartni qanoatlantiruvchi /, topish mumkin. 5 =(U,} baza bo‘lganligi uchun
shunday U, topish mumkinki, rel/, c U, munosabat bajariladi. x nuqtaning
ixtiyoriyligidan, hamda U, e {/, } U, e {U, | munosabatlardan (U, ) X ning

qoplashi kelib chiqadi.

28 vrc ANB reA Aer [reintd YU, uchun U .NA=Q2

ek D{xet_i :{xel—i = {U,ﬂBzZ

=>U,NANB2@=>xe ANB Demak, Aer uchun ANB c 4ANB munosabat
o'nnli ekan. 4 ochiq bo‘lmaganda bu munosabat o'rinli bo‘Imasligi mumkin.
Haqiqatan, X =R', 4=[01), B=(1.2) deb faraz qilsak, ANB ={1},4NB.

29. a4 = A\int4 munosabatdan foydalanib isbotlash mumkin.

30. Zarurligi. 4-ochiq deb faraz qilsak, 4 =1nt4munosabat o‘rinli
bo'ladi. 3- masalaning 8) qismiga ko'ra a4 = 4\ 4 kelib chigadi.

Yetarliligi. 34 = 4\ A o'nnli bo‘lsin. 3- masala 8) qismiga ko'ra
24 = 4 \int 4 bu ikkala munosabatlarmi solishtirib A =int4 munosabati hosil
qilamz. Demak, A ochiq to"plam.

31. 30- masalaga qarang.

32. (x.d) metnk fazo separabel bo‘lishi uchun unda sanogli baza mavjud
bolishi zarur va yetarliligidan foydalaning.

33. Keltirilgan topologiya xossasidan foydalaning.

3§

1. Funksiya uzluksizligining ta’rifiga ko‘ra ve > 0 olinganda ham shunday
6 =6 =(¢)>0 son topilsaki, d(x,x,) <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi xe X lar
uchun |f(x)- f(x,) <¢ munosabat o‘ninli bo‘lishini ko'rsatishimiz kerak.
[f(x) - f(x,) =l(x,4) - d(x,,4) s d(x,x,) <5 =¢ . Demak, £ =5 deb olsak,
|f(x)- f(x,)|<¢ munosabat o'rinli bo‘lar ekan.

2. Zarurligi. f uzluksiz akslantirish, G c ¥ ochiq to‘plam bo‘lsin. 7 '(G)
ochiq ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Agar xe f " (G)bo'lsa, f(r)eG bo‘ladi.
f akslantinish uzluksiz bo'lganligi uchun x ning shunday U atrofi mavjudki
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[/ ¢ f '(G) bo‘ladi. Bundan esa xe U c f '(G) kelib chiqadi. Demak, £ '(;)
ochiq to*plamdir.

Yetartiligi. Endi ixtiyoriy G c Y ochiq to‘plam uchua f '(G) ochiq
to'plam, re X bo'lsin. y = f(x) nuqtaning ixtiyoriy atrofi ¥ ni garasak. u ochiq
bo‘lgani uchun U/ = 1 '(V) ochiq to‘plam bo*ladi. Undan tashqari, xe / '(V') va
Uc f'(V). Demak, f akslantirish x nuqtada uzluksizdir. Bu yerda r ixtiyony
nuqta bo‘lgani uchun s akslantirish uzluksiz bo‘ladi.

3. £'(x\Uy= X\ ' (U) formuladan va 2-masaladan foydalaning.

4. 2-masaladan bevosita foydalanib isbotlanadi.

S. Teskarisini faraz qilish yo‘li bilan, ya’ni f X —Y uzluksiz, biyektiv
akslantinsh berilgan bo‘lib X da ajralgan nuqta mavjud bo‘lmasin. ¥ da
ajralgan nuqta mavjud deb oling va 2- masaladan foydalaning.

6. Uzluksiz f :?O;l]—» [0;1] akslantirish birorta ham qo‘zg‘almas nuqtaga
ega emas deb faraz qilaylik. Yordamchi F(x)= f(x)-x funksiya kiritamiz.
Farazga ko‘ra uzluksiz F(r) funksiya uchun F(0) >0, F (1) < 0 munosabatiar
o‘nali. Bundan 3x, €[0;1] mavjudki, F(x,)=0. U holda f(x,)=x, qo‘zg almas
nuqta mavjudligi kelib chiqadi. Bu esa farazga zid.

7. f(1)={sint sin 2t} t € (0;2x) (30-rasm).

54

4

34

30-rasm

10. Y topologik fazoning bazasi {¥,} bo‘lsin. Shartga ko‘'ra f~'(¥,)= X,
ochiq. Ixtiyoriy U e Y to‘plam olamiz. Ma'lumki, U = ur, o‘rinli. U
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to‘plamning proobrazini ko'raylik: /'(U)= f"(lﬂ/ r.) =l{f"(Y,) =UX, ochiq.
Demak, f akslantirish uzluksiz.

11. d(x,y) akslantirishning X x X fazoda uzluksiz ekanligi isbotlash
uchun. ve >0 son olganimizda ham, shunday & > O son topilishi kerakki,
d(x,x,)<8,d(y,y.) <6 munosabat o'rinli bo‘ladigan barcha
(x.x,),(y,y,) € X x X nuqtalar uchun d(x,y)-d(x,,y,) <€ o'rinli ekapini

ko'rsatish zarur. Haqiqatan, agar § =% deb olsak, quyidagilar o‘rinli:
d(x,y)-d(x,,y,) =d(x,y)-d(x,,y) +d(x,,y) - d(x,,y,) < d(x,y) ~d(x,,y) +

+d(x,y)-d(x,,y,) <26 =¢.
17 Zaruriyligi. Bizga f.X —Y uzluksiz akslantirish berilgan bo‘Isin.
s l\. uzluksiz akslantinish ekanligint ko‘rsatamiz. Ma’lumki, ﬂx‘.

akslantirishning proobrazi (asli) (f . r(A) =X, N f(A) formula yordamida
topiladi. Shuning uchun 4 yopiq to'plam bo‘lsa, f '(4) va X, NS '(4)
to’plamlar ham yopiq bo‘ladi. Xuddi shunga o*xshash flx, akslantinshning ham
uzluksizligi ko*rsatiladi.

Yetarlilgi. Endi 7, . /|, akslantinshlar uzluksiz bo*lsin deb faraz qilib,
/ X oY akslantinishning uzluksizligini ko‘rsitamiz. 4= 4 c¥ munosabat
o'ninli bo'lsin. U holda

[(A)="DNX = AHNXUX,)=(S"(DNXHUS(DHNX,)=

= ,) l(A)U(fi,,') (4)
tengliklar bajariladi. (_flx' )'(4) X, dayopiqligi hamda X, = X, munosabatdan
(f}, )'(4) mng X da yopiqligi kelib chiqadi. Xuddi shunga o*xshash U]x, ) (A)

ning X da yopiqligim isbotlash mumkin. Natijada, f '(4) X da yopigligini
hosil qildik.

23 /[c.d] mng [a b] ga gomeomorfligi isbotlaymiz. f .[c,d]-+[a,b]
akslantirish quramiz. Bu akslantirish f(x)= (—Z—::—)(x—c) +a chizigli akslantirish
orqali ifodalanadi. Chizigli funksiya uzluksiz va monoton. Bundan s
‘; =% (x-a)+c funksiya ham chiziqli, shuning
uchun uzluksiz. Demak, f-gomeomorfizm.

28 4- masaladan foydalaning. 29. f - R" — R" akslantirish uzluksiz
bo‘lishi uchun uning har bir komponentasi uzlusiz bo‘lishidan foydalaniladi. 35.
n =2 hol. Quyidagicha f: D* — R* akslantirish quramiz:

mavjudligi kelib chiqadi. 1 ‘(x)=
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f(x,v)=4- ol Y . / akslantirishning gomeomorfizm
R—\,x +y "R-. N & +y

ckanligini tekshiraylik. Bu akslantinshning uziuksizligi

u(x,y) = R-_ S =, Wx.y)=- i;:v. funksiyalaming uzluksizligidan

-yxl+y R-.x'+

kelib chigadi. Endi unga teskan akslantirish mavjud va uzluksizligini
ko'rsataymiz. Teskari f R® — D* akslantirishni

f“(x,y)={ Re | Ryv}

l+yx?+y" 1+.x'+y!

formula bilan aniglaymiz. Bu akslantirishning
H(x, y)=—li——=—— o(x.y) = rR—y

1+.x' +y I+./x +,V
uzluksizligidan kelib chigadi. Endi s '(x,y) akslantirishning hagiqatan ham f
ga teskan ekanligini ko'rsataylik. Buning uchun f(u(x, y),0(x,»)) = (x,y)
tenglikni isbotlaymiz:

uzluksizligi funksiyalaring

p(x,) _#(x.) L
S(ux. )05 20 = { R-u'(x,y)+@'(x,y) R- w’(x.y)w’(x,y)r
Rx_ Ry
_ 1+«j’x’+y’ l+\/r;7+y’

N » =('r'y)
R 2
R- Rx +y R- R./ x +v

1+ yx’+y? l+.jx +y
Demak, f akslantirish gomeomorfizmdir.
Umumiy hol. R” da koordinata boshini D" sharning markaziga joylashtirib,
dekart koordinatalar sistemasini kiritamiz. So‘ngra f D* — R" akslantinshni

f(x,.x,,.x,)= {R o Eﬁ.‘; " ‘}1} formula bilan aniqlaymiz (bu yerda
[x|= \/'xl;+x—f + ...+x , R-shaming radiusi). Teskari akslantirish
'(x,,x,,.x,)= {:"x lﬁ A Rx “1} formula yordamida aniqlanadi. Ikkala
f.f" akslantirishlar uzluksnzbo lgam uchun s gomeomorfizmdir.
-x, agar x<0
54.1) /(1=0.2) f(x)={ 0, agar xe[0l];
x-1, agar x>1
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-x+Ll agar x<-1 £ <0

-X, agar x<

3) f(x)={ 0, agarxel-11];4) j(r):{ 0. agar x20
x-1, agarx>1

48
1. Tekislikdag: ushbu
A= {(%.y) | yel0ld],ne N}U {(x.0) | xe[01]}U{0,y) | ¥y €[0,1]}

to‘plamda keltirilgan topologiya kiritsak, lokal bog*lanishli bo‘lmagan,
bog*lanishli topologik fazoga misol bo‘ladi.

2. Bizga Xx.Y topologik fazolar f X — Y uzluksiz akslantinish, 4 c X
bog’lanishli to'plam berilgan bo‘lib, f(4) bog'lanishsiz to*plam bo‘lsin deb
faraz gilaylik. U holda, bo'sh bo‘lmagan ochiq G, va G, to‘plamlar mavjud
bo'lib, f(4) = S(HNG)HU U (HNG,).(S(AHNGHINUS(AHNG,)=D va
SANG, =@, f(ANG, =@ munosabatlar bajariladi. f akslantirish uzluksiz
bo‘lganligi uchun 4, = 77'(G,) va 4, = f7'(G,) to‘plamlar X ning ochiq qism
to‘'plamlan bo'ladi. f(A)NG, =@, f(A)NG, »@ munosabatlardan 4 N4=D va

A,N A =@ kelib chiqadi. Bundan tashqari, 4 =(4, N 4)U(4, N 4) munosabat ham
o'ninlidir. Demak, A4 -bog‘lanishsiz. Bu ziddiyatdan f(4) ning bog‘lanishliligi
kelib chiqadi. N

4. Teskarisini faraz gilaylik, X topologik fazo, o‘zaro kesishmaydigan
ochiq va bo'sh bo‘lmagan 4, 8 toplamlar birlashmasidan iborat bo‘lsin, ya'ni
X=AUB ANB=@ Uholda ae 4,6 € B nuqtalar mavjud bo‘ladi. Ikkinchi
tomondan C_ =(C_NA4)U(C_,NB). Bundan ae(C_ NA4)be (C, NB). Demak,
(C,N4) va (C,NB) to'plamlar bo'sh emas, o'zaro kesishmaydi va C_, da
ochiq. Bu ziddiyatdan X ning bog‘lanishli topologik fazo ekanligi kelib chiqadi.

S. 7([0;1)) 2-masalaga ko‘ra bog‘lanishli bo‘lib, r,y nuqtalami o‘z ichiga
oladi. 4-masalaga ko‘'ra X bog‘lanishli topologik fazodir.

6. Bog'lanishli bo‘ladi.

7. Bog'lanishli emas, chunki y = x to‘g'n chinq tekislikni ikkiga
ajratadi, lekin faqat bitta koordinatasi ratsional nuqtalar to‘plamining birorta
ham elementi bu to*g'ni chiziqqa tegishli emas.

8. Bog'lanishli emas, chunki x* + y* = /2 aylana tekislikni ikkiga
ajratadi, lekin ikkala koordinatasi ratsional nuqtalar to‘plamining birorta ham
elementi bu aylanaga tergishli emas.

9. Bog'lanishli emas, chunki x* + y* = v2 aylana tekislikni ikkiga
ajratadi, umumiy markazga ega ratsional radiusli aylanalar to‘plami yuqorida
ajratilgan ikkala to‘plamda ham joylashadi.

11. To'g'n chizigda
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1) Z =(barcha butun sonlar to'plami) lokal bog‘lanishli to‘plam.
Haqiqatan ham, Z da ixtiyoriy nuqta ochiq to‘plam, chunki bu to‘plamning
barcha nuqtalarni o'zining etarlicha kichik radiusli atrofidan iborat bo‘ladi.

2) )L’={0;!;l;l;...;l

123 n
to‘plamda 0 ning yetarlicha kichik (-¢, ) atrofini qarasak, 3 n, >0
mavjudki 7 > n_lar uchun barcha x, € (-£,£) munosabat bajariladi. Endi
shunday ¢, < ¢ irratsional son topiladiki bu (-¢,,£,) atrof uchun
XN(-¢€.€)=((-¢,.6)NX)U {l—l— ——l——} munosabat o'rinli bo‘ladi.

nn+l n+k

3) [a; 5] lokal bog'lanishli to*plam.

4) O =(barcha ratsional sonlar to‘plami) lokal bog'lanishli to‘plam emas.
Haqiqatan ham, q € 9 nuqta olaylik, bu nuqtaning ixtiyony
U, =0N(q-¢.q+¢) atrofini ¢/, = 0 N((g - £.a)U(a.q + £)) ko'rimishda
yozish mumkin (bu erda a -irratsional son).

} lokal bog‘lanishli to‘plam emas, chunki bu

16. X topologik fazo sifatida y = sin( l) funkstya grafigi va
b ¢

{(x,y) x=0.-15y<1)} to‘plamning birlashmasini olish mumkin.

19. Teskansini faraz qilish usuli, ya’ni topologik fazolaming bin X,
bog‘lanishsiz bo*lib, ulaming to‘g‘ri ko'paytmasi X, x X, x x X, bog‘lanishli
bo‘lsin deb faraz qilaylik. U holda X, o‘zaro kesishmaydigan ochiq va bo'sh
bo‘lmagan A.B to‘plamlar birlashmasidan iborat bo‘ladi, ya'ni
X, =AUB,ANB =3 Yuqoridagi munosabatdan

XxXyx. xX, =(AUB)x X, x..x X, = (AxX,x xX JU(BxX,x. xX,)
Demak, X, x X, x xX, fazo o‘zaro kesishmaydigan ochig va bo‘sh bo‘Imagan
AxX,x xX,va BxX,x.xX,_ to'plamlarning birlashmasi ko‘rinishida yozildi.
Bu esa ziddiyat.

23. x topologik fazo bo'lsin. Agar x va y nuqtalami o‘z ichiga oladigan
bog‘lanishli A< X to‘plam mavjud bo'lsa, xr ~ y deymiz. Bu munosabat
ckvivalentlik munosabati ekani isbotlansin.

Ravshanki, masalada kintiligan munosabatga ko‘ra r~ r. Agar x-~ y
bo‘lsa, x va y nuqtalami o'z ichiga oladigan bog‘lanishli 4 to*plam mavjud
bo‘ladi. Shu to‘plamning o'z y va x ni o‘z ichiga oluvchi bog‘lanishli to*plam
bo‘lib xizmat qiladi. Demak, x - y dan y ~ x kelib chiqadi. Endi x~ y, y~:
deb faraz qilaylik, u holda r va y nuqtalami o‘z ichiga oladigan bog‘lanishli 4
to‘'plam, y va z nuqtalarni o‘z ichiga oladigan bog‘lanishli 5 to‘plamlar
mavjud. ANB =@ ckanligidan AU B bog'lanishli bo‘ladi. Bu to‘plam r va :
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nuqtalarm o'z ichiga oladigan bog'lanishli to‘plamdir. Demak, x~ y, y~z
munosabatlardan x ~ z kelib chiqdi.

24 Umumiy nuqtaga ega bo‘lgan bog*lanishli to‘plamlamning birlashmasi
boglamishli ekanligidan foydalaning.

25. H to'plam r nuqta tegishli bo‘lga bog‘lanishlilik komponentasi
bo‘lsin. Ma’lumki, # bog‘lanishli to‘plamdir. Bog‘lanishlilik komponentasi
ta’'rifiga ko'ra xe H dan H = H kelib chigadi. Demak, H yopiq toplam.

26. Biror A bog‘lanishli to‘plam olaylik. Agar ae 4 bo‘lsa, 4
bog'lamshli ekanligidan hamda bog‘lanishlilik komponentasining ta’rifidan
A H, kelib chiqadi.

28 x,ye X va r=y bo'lsa, ular tegishli bo‘lgan bog‘lanishlilik
komponentalani #, va A, bilan belgilaylik. Agar #,NH, =& bo’lsa,

H =H,UH, to'plam bog'lanishli bo‘ladi va bog‘lanishlilik komponentasining
ta’'nfiga ko'ra # = H, = H, tenglik kelib chiqadi.
5§

§. ix.) - yaginlashuvchi ketma-ketlik va lim x_ = x bo'lsin. Agar x, - y
va y«x bo'lsa, U, va U, bilan mos ravishda x va y nuqtalarning o‘zaro
kesishmaydigan atrofini belgilaymiz. {r,} ketma-ketlik x va ynuqtalarga
yaqinlashganligi uchun shunday N,,¥,sonlar mavjudki, n> ¥, da x_eU,, n2 N,
da x, e U, bo‘ladi. Bundan n > max{N,,¥,} bo‘lsa, x, € U, NV, munosabatni
olumiz. Demak, U,NU, =@. Bu ziddiyatdan x=y bo‘lishi kelib chiqadi.

10. X -cheksizto‘plam, t={Ac X X\ A- chekliyoki 4=0}.
Ma’lumki, (X.r)-T7, fazo bo‘ladi. Haqiqatan, x va y nuqtalaming atroflari
sifanda {/ = X \{y} va U, = X \{x} to'plamlami olsak, x ning U, atrofi y
nuqtani, y ning {/ atrofi esa x nuqtani o'z ichiga olmaydi. Endi ixtiyony
x = y nuqtalarning mos ravishda (/, va U, atroflarini qaraymiz. U, NU, # @
ckanligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qgilaylik, U, €7, U, €t bo'lib,

[/, N’ =@ munosabat o'ninli bo'lsin. U, e, U/, et bo‘lgani uchun X \U,
va X \U/ - chekli to'plamlar ekani kelib chiqadi. Ravshanki,

(X \U,)U(X\U,)- chekli to*plamdir. (X \U,)U(X\U,)=x\(U,NU,)
munosabatdan X \{{/, N/, ) to*plamning chekliligi kelib chigadi. Bu esa
U,NU, = farazga zid.

6§

1. {U,}- olla [a,b] segmenning ochiq qobig* bo‘lsin. Agar x ¢ [a,5) va
(a.x] segment uchun chekli gobiq mavjud bo'lsa, bunday x nugqtalar to*plamini
A bilan belgilaymiz. Ravshanki, 4 bo‘sh emas, chunki ae 4. Bundan tashqari,
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birorta a, uchun ae U/, bo‘lsa, a nuqta o‘zining birorta atrofi bilan ¢/, da
yotadi. Shuning uchun 4 to‘plamga a nuqtadan boshqa nuqtalar ham tegishhi.
Demak, agar c = sup{x xe 4) bo‘lsa, ¢ >aekanligi ravshan. < = sup{r re A4)
bo‘lganligi uchun [a,c - ¢] segment uchun chekli qobiq mavjud. Agar [a.c - ¢]
segmentning chekli qobig‘iga ¢ tegishli bo‘lgan U/, to‘plamni qo’shsak. [a.c)
uchun chekli qobiq paydo bo‘ladi. Demak, ce 4 Endi c-# ekanligini
isbotlaylik. Agar ¢ <4 bo‘lsa, & ni shunday kichik qilib olamizki.

[c-e.c+g]c U, bajanlsin. Shunda (a.c] segmentning chekli qobig‘1 [a.c +£]
uchun ham chekli gobiq bo‘ladi. Bu esa ¢ ning aniqlanishiga ziddir Demak.
c—b

2. Zarurligi. Metnk fazoda to‘plam birorta shar ichida yotsa, u
chegaralangan to‘plam deyiladi. 4 kompakt to‘plam bo‘lsa, R" ning xausdorf
fazo ekanligidan 4 ning yopiq to‘lam ekanligi kelib chigadi. Endi 4 ning
chegaralanganligini ko‘rsatamiz. Buning uchun birorta x e 4 nuqtani olb,
markazi shu nuqtada bo‘lgan {B (x)} sharlar oilasini qaraymiz, bu yerda
n=123,... Bu sharlar oilasi 4 uchun ochiq qobiq bo‘ladi va 4 kompakt
to‘plam bo‘lganligi uchun bu oiladan chekli qobiq ajratish mumkin. Agar chekli
qobiq B, (x,).B, (x,). ..B, (x,) sharlardan iborat bo‘lsa, ¥ bilan max(n,}
belgilaymiz. Bu yerda B, (x) markazi x nuqtada bo‘lgan radiusi » ga teng ochiq
shar. Bu holda A < B, (x) ekanligidan 4 ning chegaralanganligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. 1-masalaga ko'ra [-r,r) segment kompakt. Yopiq kub
Q ={xeR"[xlsr} ni n ta [-r,r] scgmentning to‘g‘ri ko*paytmas sifatida
yozamiz. Ikkita kompakt to‘plamning to‘g‘ri ko‘paytmast yana kompakt to‘plam
ekanligidan Q. kub ham kompakt. A4 to'plam chegaralangan bo‘lganligi uchun
uni 0°z ichiga oluvchi ¢, kub mavjud. 4 yopiq bo'lganligi uchun uning
to‘ldiruvchisi R*\ 4 ochiq to‘plam. Endi {/,) oila 4 to'plamning ochiq qobig"i
bo'lsa, (U,}U{R" \A} oila Q. ning ochiq qobig‘i bo‘ladi. O, kompakt
bo‘lganligs uchun bu oiladan chekli qobiq ajratish mumkin. Hosil bo*lgan
gobigdan R"\ 4 to‘'plamni chiqarib 4 to‘plam uchun (U, } oiladan ajratilgan
chekli qobiq hosil qilamiz. Demak, 4 to‘plam yopiq.

3. 4 to'plam x kompakt fazoning yopiq qism to‘plami va {4,} oila 4
to‘plam uchun ochiq qobiq bo‘Isin. 4 yopiq to‘plam bo‘lganligi uchun X\ 4
ochiq to‘plam va {4, )U(X\ 4) oila X uchun qobiq bo‘ladi. X kompakt fazo
bo‘lganligi uchun {4, )U{X\ 4} oiladan X uchun chekli qobiq ajratish mumkin.
Ajratilgan chekli qobiqqa tegishli qism to‘plamlar ¥ F,,...F, bo'lsin. Agar (F}!
oilada X\ 4 to'plam bo‘lmasa, (F,} oila {4,} dan ajratilgan 4 ning chekli
qobig'i bo‘ladi. Agar (F) oilada X \4 bo‘lsa, unda bu oiladan X\ 4 ni chiqanb,
A uchun chekli qobiq hosil gilamiz. Demak, 4 kompakt to‘plamdir.

6. Buni isbotlash uchun ikkita kompakt to‘plamning birlashmasi

169



kompaktligini ko'rsatish yetarli. Bizga 4 va 8 kompakt to‘plamlar berilgan
bo‘lsin. {U,} va {l/,} oilalar mos ravishda 4 va B to‘plamlaming ochiq
qobiglan bo'lsa, {{/,}U{l/,} birlashmadan iborat (U, ,} oilam qaraymiz. 4 va
8 kompakt to*plamlar bo‘lganligi uchun {U,} va {U,} oilalardan chekli ochiq
qism qobiglar ajratish murnkin. Ulaming birlashmasi 4U B8 uchun {U/,,,} oila
dan ayratilgan chekli ochiq qism qobiq bo‘ladi. Demak, AUB kompakt to'plam.

7 X =R", kompakt to‘plamlar sifatida {B:(ru)} yopiq sharlar sistemasini
olamiz. Ulaming birlashmasi |  B(x,) = X bo‘lib, R* kompakt emas.

9. A ning yopiq ekanligini ko rsatish uchun X\ 4 ning ochiq ekanligini
ko'rsatamiz. Agar xc X'\ 4 bo'lsa, X - Xausdorf fazo va 4 kompaktligidan
shunday ochiq G to’plam mavjudki, xe G < X \4 munosabat bajariladi. Demak,
x nuqta X \A uchun ichki nugta va x ning ixtiyoriy ckanligidan X\ 4 ning ochiq
to plam ekanligi kelib chigadi.

10. Zarurligi. Teskansini faraz qilaylik. X kompakt fazo bo‘lib, ixtiyoriy
X dagi markazlashgan yopiq to*plamlar sistemasining kesishmasi [+, =@
bo‘lsin. U holda G, = X\ F, ochiq to‘plamlar bo‘ladi. Markazlashgan

sistemasining ta’'rfidan ﬁl-; * @ munosabat, bundan esa hech qanday G, = X\F

chekli sondagi ochiq to‘;;lamlar sistemasi ¥ m-qoplamasligi kelib chiqadi. Bu
esa kompaktlihka zid. Demak, (F, =@

Yetarliligi. x dagi ixtiyoniy markazlashgan yopiq to‘plamlar
sistemasining kesishmasi bo‘sh emas hamda (G,} X ning ochiq gobig'i bo‘lsin
deb faraz qilaylik. U holda (G, } ning qobiq ekanligidan F, = X\G, yopiq
to'plamlar sistemasi {F,} ning kesishmasi [}, =@ ekanligi kelib chiqadi.
Bundan {F,} markazlashgan yopiq to‘plamlar sistemasi emasligi hosil bo‘ladi,
ya'ni {F,} sistemadan shunday cheklita kesishmasi bo‘sh bo‘lgan F, to'plamlar
topish mumkin. (), =& ekanligidan G = X\F, X ning qobig‘i bo‘ladi.

22 Ma’lun;ki, kompakt fazoning uzluksiz akslantirishdagi aksi(obraz)
kompaktdir. R' Xausdorf fazosi bo‘lganligi uchun s(X) yopiq bo‘ladi. Agar
f(X) chegaralanmagan bo‘lganda U, = (-n,n) intervallar sistemasi f(X) ni
qoplar edi. Undan esa chekli qism qobiq ajratish mumkin emas. Demak, f(X)
chegaralangan. a = sup(f(x)} deb belgilaylik. U holda, X da shunday x_ ¢ X
ketma-ketlik mavjudki, lim f(x,)=a. f(X) yopigligidan a e f(X) kelib
chigadi, ya'mi a= f(x,),x, ¢ X Xuddi shunga o*xshash, b = i.x‘xxf(f(x)} ham f
funksiyaning qaysidir §iymati ekanligi ko'rsatiladi.
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11 BOB
1§

1. Aylana. 2. To'g'ni chiziq. 3. x’ + y’ =4 aylana. 4. Berilgan ikki
to'g'n chizigning kesishish nuqtasidan o‘tuvchi to‘g'n chiziqlar kesmalan. §.
y,Xx+x,y=0. 6. Markaz benilgan uchta nuqtada joylashgan teng massalar
markazidan iborat aylana. 7. To'g‘n to‘rtburchakka tashqi chizilgan aylana. 8.
Agar aylanalar kesishmasa, ulaming markazlandan o‘tuvchi to‘g'n chiziqqa
perpendikular bo‘lgan to‘g'ri chiziq. Agar aylanalar kesishsa, izlangan
geometrik o‘rin ulaming kesishsish nuqtalaridan o*tgan to‘g‘ri chiziqning
aylanalar ichida yotmaydigan bo‘lagi, aylanalar uringan holda esa izlangan
geometrik o‘rin bu aylanalarga o‘tkazilgan umumiy unnmadan iborat (urinish

1 ?

nuqtasidan tashqari). 9. To‘g'ri chiziq. 10. Aylana. 11. ;5 + 'lv6 =1 (ellips).

12 -7 -1 (giperbola). 13. ¥ + ¥ =1 (ellips).14.
9 16 r

r
k
x’ y' .
~ o+ =1(ellt
—_—r
1+4
v n_
V)
(-
0% | Qo
31-rasm 32-rasm

15. Ox o'qidan OA radiusgacha bo'lgan burchakni @ deb va X,y deb izlangan geometrik
o'ringa tegishli bo‘Igan ixtiyoriy nuqtani koordinatalarini beigilasak, geometrik o‘rinning
2

b
parametrik tenglamalari x = acos@, x = bsin @, yoki -:-,+';—,=1 bo-ladi (ellips, 31-

rsm).16 (x* +y*J = 2%y (Bermulli lemniskatasi, 32-rasm). 17. Ellips



v

Fy o F;

NG/

34 —rasm
33 -rasm
Yy
Y
35 —rasm 36 —rasm

18. Bu chizigning tenglamasini chiqarish uchun F, va F, nuqtalardan o‘tuvchi to'g'ri
chiziqni (Jx o'qi deb qabul qilamiz. So'ngra F, F, kesmaning o'rtasidan shu F, F, kesmaga
perpendikular gilib Oy o'qini 0'tkazamiz. Geometrik o'rinning ixtiyoriy M (x, ¥) nuquasini
olamiz. O*zgarmas sonni b’ bilan beigilasak, shartga ko‘ra MF, - MF, = b’ bo'ladi.
Ravshanki, F; va F, nuqtalar orasidagi masofa 2c ga teng (33-rasm).
ME, = J(x+c) +(y-0).MF, = J(x-c] +(y-O)
bo‘lganligi uchun, ovalning tenglamasi

Vx+ef + (-0 -(x+c) +(y-0) =»?
shaklda bo‘ladi. Kvadratga ko‘tarib, soddalashtirgandan so‘ng, ovalning
tenglamasi quyidagi ko‘rinishga keladi: (x’ +y’ )2 - 2c’(x’ - y‘)= b*-¢*
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Xususiy hollar: 1) ¢ < b holga 34-rasm, 2) ¢ > b holga 35-rasm mos keladi. 3)
¢ = b bo‘lganda oval Bernulli lemniskatasi deyiladi (36-rasm). Uning
4

‘g

37 —rasm
tenglamasi: (x* + y* ) - 2¢*(x* - y*)=019. r* = 24% cos 20 (36-rasm). 20.

1 1 1
R(x? +y’)=4x‘y’ 21. x' +y’ =a* (37-rasm).22. r = 23. r=2acoso 24

cos¢Q

O nuqtani qutb deb, OA4 diametrni qutb o‘qi deb olib, & nugtaning
koordinatalarini p,@ deylik. @ deb 04 qutb o‘qidan aylana borgan nurgacha
bo‘lgan qutb burchagi olinadi. M nuqtaga mos kelgan P nuqtaning
umumlashgan qutb koordinatalarini (p, @) deb olamiz. M, P nuqtalarning qutb
burchagi bir xil bo‘ladi. U holda p'= acos@ va istalgan ¢ uchun
p =acos@ + b bo‘ladi. Bu esa izlangan chizigning qutb sistemasidagi
tenglamasidir.

Bu yerda 3 hol yuz berishi mumkin: 1) b<a 2) b=a 3) b>a

Birinchi va ikkinchi holda chiziq qutb orqali o‘tadi, chunki p =0 dan

cos¢=—9 '—bi=b=sl.
a a a

Uchinchi holda chiziq qutbdan o‘tmaydi, chunki p=0 tenglik hech
qanday ¢ uchun o‘rinli emas (chunki »>a). Paskal chig‘anog'ining deckart
sistemasidagi tenglamasini topamiz. Dekart koordinatalar sistemasining boshi
deb O nuqtani, abssissa o'qi deb OA4 qutb o‘qini, abssissa o‘gining musbat
yo‘nalishi qutb o'qining yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lsin. Paskal chig‘anog'ining
tenglamasim hosil qilingan

p=acos@+b 1

ko‘rinishda olsak, chiziqdagi qutbdan farqli hamma nugqtalar uchun

x

x
p=tyx’+y', cosp===
P t;;r’-by’



(1) tenglama p=%¢b ko'rinishni qabul qiladi. Chiziqdagi qutbdan boshqa

barcha nuqtalaming koordinatalan bu tenglamani qanoatlantiradi (agar qutb
chiziqqa tegishli bo'lsa).

Oxirg1 tenglamani 1kkala tomonini p ga ko'paytirsak, p’ = ax+dp hosil
qilamiz. Bu tenglamam chiziqda yotuvchi barcha muqtalarning koordinatalari
qanoatlantiradi (koordinatalar boshi chiziqgqa tegishli bo‘lmasa ham). Oxirgi
tenglamam quyidagicha yozib olish mumkin:

ey zax+bp yoki 4yl -ax=bp. (2)
(2) tenghikning ikkala tomonini kvadratga ko‘tarsak:
(x* ~y!' —ax)’ =b(x° + ). 3)

Endi dekart sistemasida (3) tenglama qaysi chizigni ifodalasa, qutb
sistemasida yozilgan (1) tenglama ham shu chiziqni ifodalashini ko'rsatamiz.

Hagiqatan ham, A7 nuqtaning qutb koordinatalan (1) tenglamani
qanoatlantirsa, shu nuqtaning dekart koordinatalan (3) tenglamam
qanoatlantiradi.

Aksincha, koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushmagan Af(x.y) nuqta
(3) tenglama bilan ifodalangan chiziqda yotsa, u (1) tenglama bilan ifodalangan
chiziqda ham yotadi. Haqiqatan ham, A(x.y) nuqta (3) tenglamani
qanoatlantirgan chiziqda yotsa, uning koordinatalan (3) tenglamani
ganoatlantiradi. Bu yerdan (x*+ )’ -ax)’ =#'p’ kelib chiqadi. Bundan esa
x +y —ax=tbp yoki p'-apcosp=+1bp ammo M nuqta koordinatalar
boshi bilan ustma-ust tushmagani sababli, p20 va p ga bo‘lish natijasida
p=ucospth hosil qlamiz.

Agar p =acos@ +b bo'lsa, M nuqta (1) chizigda yotadi, agar
p=acos@p-b bo'lsa - p=acos(p+1)+b Buholda qutb koordinatalan
(acos@ - b, @) bo’lgan nuqta koordinatalari (~acos{(@ + )~ b, + x) bo'lgan
nuqta bilan ustma-ust tushadi. Shunday qilib, Paskal chig*anog'ining dekart
koordinatalaridag) tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo'ladi:

(x'+ vi—ax) =b'(x’+ )

28. r=2a(cos@ tl), (x' + y' - 2ax)’ =4a’(x’ + y') (38-rasm).

26.r= ¢ tb yoki (x‘+y’lx—a)’—b‘ ' =0 (39- rasm).

cosQ
27 M va M' nuqtalardan (Ox o'qiga perpendikular tushiramiz (40- rasm).
M'OF va MOF - o'xshash uchburchaklar. Shuning uchun: % = %

bo‘ladi. M nuqtaning koordinatalan x va y bo‘lsin. BM = BM' bo‘lganligi
uchun E0 = OF = X bo'ladi.

170



b ]

\
|

38 —rasm 39 —rasm

Shu sababli, olding) tenglikdan

X X, bundan esa M'E =" kelib chiqadi.
ME «x y
Ikkinchi tomondan, M'AE va MAF uchburchaklar o' xshash bo‘lgani uchun

xl

AE_MF yoki 7% _ 7 botladi. Soddalashtirishdan so‘ng strafoidaning
AF  MF a+x y
’

.
’
< ’,
' e ’
v s o
. ’
]
1

A E O F X

v

40 — rasm 4] - rasm
tenglamasi quyidagi shaklga keladi: y* = x’ ?—i 28. r=acosp+b. 29.
r= 2asim’ @ oki y’'= ol (41 - rasm). 30. Ikkita aylana
cosQ 2a-x
(x-af +(y-a) =2a;(x—a) +(y+a) =2a 31 r=asin2¢p yoki

(x* + '} =4a’x*y* (42 - rasm).32. x=2acos’ 9,y = 2arge bu yerda o - qutb

1N



burchag yoki r = (43 — rasm).

yl +4al
1 4

33. r(1-a*)-2r(ab + ccosp) +c* —b* =0 34, r=—o

36. OACM siniq chizigni ko‘raylik (44 - rasm).
Bu siniq chizigni Ox o‘qiga proyeksiyalaymiz:*
pr.OM = pr, OACM = pr, OA + pr, AC + pr,CM
pr.OM =x, pr,AC =0, pr, OA=OA= AM = at
(chunki aylana sirpanmasdan harakatlanyapti).
('M dan C'A gacha bo'lgan burchak ¢ bo‘lgani uchu, Ox dan CM gacha
bo’lgan burchak §+(:r -1) gateng; u holda pr,CM = acos(%:r —1)=-asin/.

Shunday qilib, x = a(f - sin 1) hosil bo‘ladi. Xuddi shuningdek, OACM siniq
chizzgm Oy o'qiga proyeksiyalasak:
pr,,OM = pr, OACM = pr, OA+ pr, AC + pr, CM

y%

42 — rasm 43 - rasm
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44 —rasm

Bundan pr,OM =y, pr, AC =a, pr,0OA=0 Ox dan CM gacha burchak
-;-x—l gat eng bo‘lgani uchun, Oy dan CM gacha burchak %x-:-% =r-1 ga
teng.
Demak, pr, CM = acos(n —t)= —acost Shunday qilib: y = a(l - cos/)
Demak, sikloidaning parametrik tenglamalan quyidagicha:
x=a(t-sint), y = a(l - cost). Bu yerda,  parametr barcha haqigiy qiymatlarni
qabul qiladi.
38. x=(R+r)cost - reos X1, , ¥=(R+r)sint - rsin Rer, (episiklioda, 45
r r

-rasm). 39. x=(R—r)cou+rcos—R:l,y=(R—r)linl—rsinhl (gposikloida,
r r

i
S Q)
\ 7 7
¢ . \
\ ﬂrj\' .
\ \

45 - rasm 46 - rasm
_Z”T"'by’)’

43. x = r(cos@+ @sin @), y = r(sin @ — pcos@) (aylana evolventasi, 47 - rasm).
44. 1) ellips; 2) giperbola; 3) parabola.

v

46 - rasm). 42. M’r’(l—:—:) =(r*-a’ -x?
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47 - rasm
45. N va M nugqtalar chiziqda yotadi, P esa yotmaydi. Berilgan chiziq Ox
0'qini 0(0;0) nuqtada Oy o"qini O{0;0) va A(0,~2) nugtalarda kesib o*tadi.
Oshkormas tenglamasi: x' +2y' —x' =0 46.a) x= 2a1 Ly =£1; b)
1+4& 1+4&
x=-a+acosp,y = asin@. 47. Parabola. 48. x - y-2 =0 to‘g'n chiziqning x 22

qismi. 49, : + : =1 to'g‘n chizigning koordinata o‘qlari orasidagi qismi. 50.
Yanim aylana. 5§1. Giperbolaning o‘ng shoxi. 52. x+2y -1=0 to‘g‘n chiziq.
53. y= achf zanjir chizig'i. 84. (x - a) +(y -b) = R aylana. 8. x* + y* =R
aylana. 56. (x—a)' +y* =a* aylana. 87. x=a to'g'ri chiziq. 88. y = b to'g‘'ni
chiziq. 9. % . {—6 -1 ellips. 60. % . f—6 -1 gepirbola. 61. y? = 4x+4 parabola

62. x’ - y* = a* giperbola. 63. x* - y* -4x =0 aylana. 64. y* = —4x+4 parabola.
65. y° = 4x + 4 parabola.
2§

7. Ha. Teskansiga o‘rinli emas. Haqiqatan ham, quyidagi
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[ z-x-»;, —z-x--‘—}agar,xzo,yzo
NERY X ey

r(x,y)=
(_ x Y 2}agar,.t<0.,\'<0

«,;»x’- +y‘ ' \‘xx‘h-o-y
vektor — funksiyasining moduli I;(r, yﬂ uzluksiz, ya'ni r(x,y) =1, bo‘lsa ham,
vektor — funksiyaning o'z Oy yarim o*qida uzilishga ega.

- =4

20. 2.7 ). 21.2(7. 7). 22. [0 ). 23, (PP ).
2. ([ e 1+ 0. ) r ) 28, 81) 29,128, Yo'q. agar 1 =1, da

<2
r

r(t,)=0 bo'lsa, r'(¢, )7 *(to) mavjud bo‘lmaydi.

29. Yo'q. Haqiqatdan ham, quyidagi 7 (t) = (cost,sint) vektor- funksiya uchun
munosabat o°'rinli emas. 30. Ha. 42. Parabolik silindr.

43. Elliptik silindr. 44. Geperbolik silindr. 45. Elliptik paraboloid.

47. x = Rcosucosv,y = Rcosusinv,z = Rsinu.

48.x =acosucosv,y =bcosusinv,z=csinu.

49.x = pucosv,y = pusinv,z =csinu.

50.x = achucosv,y = bchusinv, z = cshv.

Sl.x =ashucosv,y = bshusm v,z = cchv.

52. x=acosv,y=bsinvz=u 8. x=uy=u'z=v

$4. x=achu,y =bshu,z=v. 88.x=aucosv,y=businv,z = cu.

38

1. A nuqtadagi urinma 2x- y+2 =0, normal x+2y+1=0. B nuqtadagi unnma
4x~y+3=0,normal x+4y+12=0. C nuqtadagi urinma 6x-y+2=0,
normal x+6y-49=0.

2. A nuqtadagi urinma y =0, normal x=0. B nuqtadagi urinma 3x-y-2=0.
normal x +3y-4=0

3. A nuqtadagi urinma y = x, normal y = -x B nuqtadag urinma y =1, normal
r:% C nuqtadagi urinma x-y+ 7 =0, pormal x-y-x=0,

4. A nuqtadagi urinma y = x, normal y =—x. B nuqtadagi innma
2x—y+l—%=0.nonnal x+2y—2—Z=0

5. Urinma 2x- y+4=0, normal x+2y-3=0.
6. Urinma 2xsin? + 2ycos! — asin 2t =0 normal xcos! - ysint—acos2 =0.
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7 t=(2k+1)x,k € Z, bo‘lgan nuqtalarda urinma y-2anormal
X =(2k +1)ar, qolgan barcha nuqtalarda urinma x - ytg +a(Zlg -1)=0

normal xlg§+y—arlg5 =0. Unnma x =a(cost— Asint), y=b(sint + 4 cost),

normal x = (a+bA)cost, x=(a+bAd)sins. 10. Urinma X+ y-3a=0, normal
y=x 11. Urinma 4x-2y-a=0, normal 2x+4y-3a=0.13. Unnma

¥f+_’;W___,n°ma,( - 1,)d’ (yyu)b

a
normal y(x-x,)+ p(y- )’o) 0.16. Unnma(sm¢+;pcos¢)r

—(cosp-@sin@)y—ae’ =0,normal (cose - @sin @)y~
+(smp+@cosp)x—ap =0 17.Unnma y~a=0,nomal x-ag=0.18.

A(; ‘l‘) 19. Yo'q. 21.y =4x—-4. 22, A(2,-3). 23. b=-l,c=-1.

=0. 15. Uninma yy, = p(x+x,),

49 (x+T)

2. M. M 29. y=2x+3,y=2x+-2.30. y+1=2271

.( ) (3 27) y=2x+3,y= x+27 y+ 3
36. M,(0,0),M,(4,4),9, = ’2' @, = arclgi 37. M,(0.3),M,(0-3),0, =@, ;’

BM (L2)M.(1,-2).0, =9, = %

41.M,(;r +ka,(-1) ;),fp, =arcig22 keZ.

48. AM M, A uchburchakdan g, =q2,,p,=¢;”,4M|AM,=u,—p, =’2' (48 -
%y
. M
7T P N o *
49 - rasm
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§7. y-y, = y'(x-x,) urinma tenglamasida v=0, x=x, deb x, - x = —l
v

tenglamani hosil qilamiz. Bundan, |PT|= !1‘ ga ega bo‘lamiz. Qolgan
Y
formulalami ham xuddi shunga o*xshash keltirib chigaramiz (49-rasm).

5
58. |MT|=§, |PT|=%, IMN| =5, |PN|=2

50 —rasm

59. |MT|=|cthxichx, |PT| =|cthx|, |MN| = ch’x,|PN| =

|sh2x,
2

- const; 61. )’ =ce" , ¢ —const. 62. a(lntg; +cost)+c, y=asint,t -

60. v =+2kx+c.c

x

koordinatalar o°qining musbat yo*nalishi bilan uninma tashkil etgan burchak. Bu
~ traktrisa deb ataluvchi kongruyent chiziqlar oilasi(50 — rasm).

63. S = n‘; 65. Tkkinchi tartibli urinishga ega. 66. Birinchi tartibli unnishga
ega. 67. Uchinchi tartibli urinishga ega. 68. Uchinchi tartibli urimishga ega. 69.
y=x*-3x+3 70. x*+y'-y=0 7. (x+2y) -20x+14y+19=0
Uchinchi tartibli urinishga ega. 73.Agar f(x) x=0 nuqtada n—tartibgacha
hosilaga ega bo‘lsa, masala yechimga ega
y=f(0)+ (0} + f'(o)’;' + o+ f"'(O):' , aks holda masala yechimga ega
(x-mR) (y+R)
12R? 9R’

- 3 -— 2
(x=2R") L (Y=5R") _| beshinchi tartibli urinishga ega.
1R TR

emas. 74. 1)

=1, beshinchi tartibli urinishga ega. 2)

84



3) (x-R') = —8R(y - 2R), uchinchi tartibli urinishga ega.

48

1. x=3,y=0.2, x=14,y=0.3. y=0.4, y=x-4,x=0.85.

1 1 1 1
=x-2,x=-2.6,x=0.7. x=3, y=-A4, y=—x--.8. y=——, y=2x+—
y=x-2x x x y y 4x 1 y 3 y=2x 3

9 x= -%, 2x-4y-3=0. 19. 0{0:0)~0'z - 0'zini kesish nuqtasi. 20. 0{0;0)-
0'z — o' zini kesish nuqtasi. 21. (0;0)- ajralgan no‘qta. 22. 0(0,0)~ ajralgan
no'qta. 24. 0(0,0)- aralgan no‘qta. 26. 0(0,0)— o'z — o*zini kesish nuqtasi. 27.
((0:0)— birinchi tur qaytish nuqtasi. 28. 0(0,0). 29. A(a,0) - o'z - o*zini kesish
nuqtasi. Urinma y = tx 30. 0(0,0)- birinchi tur qaytish nuqtasi.

4 y

51 —rasm

31. A(0,0)- birinchi tur qaytish nuqtasi. Urinma y =0. 35 - 37. Mavjud emas.
(51-53-rasmlar).

40. Funksiya x = 1 nuqtadan boshqa barcha x larda aniqlangan. Maxsus
nugqtalan yo'q. Koordinata boshida Ox o‘qiga urinadi. Chiziq Oy o°qiga
stmmetrik bo‘lib, x = +1, y =1 asimptotalarga ega. 41. Funksiya x =13
nuqtadan boshqa barcha x larda aniglangan. y__ = y(-3)= —g , ¥ N3)= ;

Koordinata boshi egilish nuqgtasi bo‘lib, shu nuqtada chiziq Ox o‘qiga uninadi,
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asimptotalariesa y=x, x=13. 42. Funksiya x = —1 nuqtadan boshqa barcha
x larda aniqlangan. Koordinata boshi egilish nuqtasi bo'lib, shu nuqtada va

M(— 3,-3 %) nuqtada chiziq Ox o'qiga urinadi, asimptotalari esa
x+1=0,x-2y-2=0.

ty B(l.1

—
-

0 x

CM:1/72)

>
»

0O A(l:0 X

52 —rasm 53 —rasm

43. Funksiya x = 12 nuqtadan boshqa barcha x larda aniqlangan. Koordinata
boshi egilish nuqtasi bo‘lib, shu nuqtada Ox o'qiga urinadi va x =12,y =0

asimptotalarga ega. 44. Aniqlanish sohasi - (0;5], M(%, %) - egilish nugqtas:
bo‘lib, shu nuqtada Ox o°qi bilan 135° li burchak hosil qiluvchi urinmaga ega.
x =0 asimptota. 45. Funksiya x>0 da aniqlangan. y_ = y{e)= ! ,

e

M(-/e’,%—) - egilish nugtasi. x=0, y =0 asiptotalarga ega. 46. Funksiya
[ 4

barcha x larda aniqlangan va musbat. y__ =y(0)=l.M,(- ,12, l )
w27 -je

M,(;%;:‘,—) — egilish nugtalari, y =0 asimptota. 47. Funksiya x =0 nuqtadan
e
boshqa barcha x larda aniglangan, M[- ;':2) - egilish nugtasi, asimptotalan

esa x=0, y=1. 48. Chiziq y = x to‘g'ri chiziqga nisbatan simmetrik bo‘lib,
y + x + a =0 asimptotaga<ega. Koordinata boshida o'z - o*zini kesadi va
y=0, x=0 urinmalanga ega. 49. Chiziq yopiq bo‘lib, maxsus nuqtalarga ega

emas. Koordinata o'qlarni bilan kesishish nugtalari: 0(0;0), M,(%;o) ,
M,(« =-1+ «./5), M, (— l;-ﬁ) nuqtalarda Ox o‘qiga parallel unnmalarga ega.
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Ol =0), M (r = t=) nuqtalarda urinmalar Oy o'qiga parallel. Bu chiziq
elhpshigim uming tenglamasini oshkormas ko*rinishda yozish bilan isbotlash
mumkin. 50 Chizig Ox o qiga nisbatan simmetrik bo‘lib, tekislikning, 0 <x <1
munosabatn ganoatlantiruvchi qismida joylashgan. x =1 asimptota, 0{0,0) -
bininchi tur qaytish nugtasi. 51. Chiziq Ox o°giga nisbatan simmetrik bo‘lib,
tekislining, 0 < x s | munasabatn1 qanoatlantiruvchi qfsmida joylashgan. x=1

asimptota. Koordinata o°qlarmi ((0,0), M ,(%;0) nuqtalarda kesadi. Maxsus

nuqtalarga ega emas. Koordinata boshida Oy o*qiga parallel urinmaga ega. 52.
((0:0) nuqtadagi unnma (Jv o°qi bilam ustma — ust tushadi.

4
M,LI:I;J, M:(l;—l;) nuqtalarda Ox o'qiga parallel unnmalarga ega.

M (3:0)M nuqtadan chiziq ikk1 mana o'tadi. Asimptotas: yo'q. 53.
1

Asimptotalan x = % L v= 5 x— l , ¥=x+1 Chiziq koordinata o'qlanm faqat

koordinata boshida kesib o'tadi. Koordinata boshi chiziqning birinchi tur qaytish
nuqtasi bo'ladi. ({0.0), M,{f = .3} M,(r = —.3) nuqtalardagi urinmalalar Ox
o°qiga parallel. M (r = 2) nuqtadagi unnma esa Oy o‘qiga parallel. 54. Chiziq

Ox o’ qiga msbatan simmetrik. Asimptotalan x=-1, y = #(x - %) Birinchi
asimptota chiziqn kesmaydi, ikkinchi va uchinchi asimptotalar esa mos ravishda

(=- ;) va M:(: - ;) nugtalarda kesib o'tadi. Koordinata boshi

\

chiziqming binnchi tur qaytish nuqtasi bo‘ladi. Chizigning

,M‘(l = 3). ,M‘(l = — _3) nuqtalardagi urinmalan Ox o‘qiga paralle]. 55. Chiziq
()x o‘qiga misbatan simmetrik. Maxsus nuqtalan va asimptotalar yo"q.

M (:: .3) va M,(: .-: .3) nuqtalar egilish nuqtalan bo‘ladi. Chinq

M

koordinata boshida (Jy o’qiga unnadi. $6. Asimptotalan yo‘q. Koordinata boshi
chiziqning ikkinchi tur qaytish nugqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi urinmasi x =0dan
iborat. Chiziq Ox o'qm (X0:0) va M (1;0) nuqtalarda kesib o‘tadi.

Mt = -}/08)- egilish nugtasi, uning M,(l =\ /H.i) nuqtadag: urinmasi Ox
o0°qiga parallel bo'ladi. 57. y = 1- asimptota, (X0;0) — egilish nuqtasi bo‘lib, bu

nugtadagi unnma Ox o°qi bilan ustma - ust tushadi. M(t = %) nuqtadagi

urinma Oy o°qiga parallel bo‘ladi. 58. Asimptotalan x=0,x+y+2=0
0(0,0) - egilish nugtasi bo'lib bu nuqtadagi unnma x - y =0 dan iborat. 59.
Koordinata boshi chizigning ikkinchi tur qaytish nuqtasi. Koordinata o*glan
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bilan (X0:0), M (1;0) nugtalarda kesishadi. 60. Chiziq y = x to'g'ri hiziqga
nisbatan simmetrik. Asimptotasi x+ y-1=0 Koordinata boshi chiziqning
binnchi tur qaytish nuqtasi bo*lib, bu nuqtadag: unnma (Jx-o’qidan iborat
bo‘ladi. Bundan tashqati, r = o da chiziq koordinata boshiga v o°qiga urinib
yaginlashadi. 61. Asimptotalani 2x+9=0,2x-9=0,x-y-6=0 M (4.-4)
birinchi tur qaytish nuqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi urinmasi x+ y =0 to‘g'n

chizigdan iborat. Chiziq Ox o'qiga Ml[ljé ;0], Ov o'qiga M,(O;— l;) nuqtada

urinadi. 62. Chiziq (Jy o‘giga nisbatan simmetrik. Asimptotalan v = +x -1
({0:0) - uch karrali maxsus nugta bo'lib, bu nuqtada chiziq x=0, y=0
unnmalarga ega. M,.z(i 2’.‘27;2w’3)— egilish nuqtalan. 63. Chiziq Ov o"qiga
nisbatan simmetrik. M ,(x 2:0) birinchi tur qaytish nuqtalar bo‘lib, bu

nuqtalardag) urinmalar ¢ x + y - 2 =0 dan iborat. M,(O;j), M (0:2)

/

nuqtalarda Oy o'qiga paralle! urinmalarga ega. M ,.,,L:t % -5 ;g)—cgilish

nuqtalan. 64. Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Maxsus nuqtalari va
asimptotalani yo‘q. Chiziq Ox o'qini M,(-1;0), Oy o‘qini M, (0:+1)
nuqtalarda kesadi. Chizigning M, ,(0;11) nuqtalardagi unnmalari ()x o'qiga.

M (- 1.0) nuqtadagi urinmasi esa Oy o'qiga parallel. M, (0:t1) nuqtaga egilish
nuqtasidir. 65. Chiziq Ox o‘qiga nisbatan simmetrik. Asimptotalan

x=1, y=12. Chiziq Ov o'qiga koordinata boshida uninadi. Tekislikning

0 < x €1 munosabatni qanoatlantiruvchi qismida chizagning nuqtalan mavjud
emas. 66. Chizig Ox o°qiga nisbatan simmetrik. Asimptota x = 1. vertikal
urninma x =0, chiziq tekislikning 0 < x <10 munosabatni qanoatlantiruvchi
qismida joylashgan. 67. Chiziq Ox o°'qiga nisbatan simmetrik. Asimptota

x=0 M,(— ;;0), M,(;;O) nuqtalardagi chizigning Oy o°qiga parallel. Ikkita
egilish nuqtasi mavjud. 68. Chiziq markazi koordinata boshida, tomonlan
koordinata o'qlanga parallel va 2a ga teng kvadtar ichida to‘la joylashadi.
Chiziq koordinata o‘qlan va ulaming bissektrisalariga nisbatan simmetrik. 69
Chiziq parabolaga o'xshaydi. Asimptotalari 2y = tx x* <6 da, (X(0,0)-
ajralgan nuqtadan tashqan, berilgan tenglamani qanoqatlantiruvchi nuqtalar
mavjud emas. 70. Asimptotalari y=tx 00,0) va M, (‘\"2;0) nuqtalardag
urinmalar Oy o'qiga parallel. Ikkita egilish nuqtasi mavjud. 71. Asimptotalan

1 3 3 1 N .
=tx M|~ ~—, ~ |,M,| - ;= ~_|nuqtalardagi urinmalar koordinata
y=a ( 432 1/32) (1/32 1;32) narcast



o°qlanga parallel. 72. Asimptotalari x =0, y = x; (X0;0) nuqta egilish nuqtasi
bo'lib, bu nugtadag: urinma y=-x M, ,(o(~2 +1)a), M, [-o(~2+1)e);

o = t1 nuqtalarda (Jx o'qiga parallel urinmalarga ega. 73.

Asimptotalanx =0, y=0 M (0;1) nuqtadagi urinmasi Ox o‘qiga parallel. 74.
x=1 to'g'n chiziq va ()(0',0) ajralgan nuqta. 75. Asirgptotalari x=t1, y =1,
()(0:0) - ajralgan nuqta. 76. Asimptotalani y =tx (X0;0)- ajraigan nuqta.
Chiziq Oy o'gini M ,(0:12) nuqtada kesib o‘tadi. M, nugtalardagi urinmalar
(x o°qiga parallel. 77 Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Asimptotalan
y=x+1, y=-x-1 x=1, y=1(x +1) asimptotalar chizigni M)(-1,0) nuqtada
kesadi. ()(0,0) - ajralgan nuqta. M, nuqtada Oy o‘qiga, parallel urinmaga ega.
Abssissas) x == % bo'gan A/, M, nuqtalarda esa Ox o'qiga parallel

%=0, y+xt%=0. Koordinata
boshi ajralgan nuqta. M, ,(0;xa) nuqtalarda Ox o'qiga, M, (1 a;0) nuqtada esa
Oy o’qiga parallel uninmalarga ega. 79. Chizig Ox o‘qiga nisbatan simmetrik.
M (2:0) ajralgan nuqta. M,_,(— 2,:!:\,'2) nuqtadag: urinmalar (Jx o‘qiga nisbatan
simmetrk. Ikkita egilish nuqtasi bor M. (¢ a,0); Asimptotasix=0. 80.
Asimptotalan 3x+4=0 3x 1+ 3J§y -8=0. 0(0;0) - ajralgan nuqta. Chiziq Ox
0°qini M (4;0) nuqtada kesib o‘tadi. Bu nuqtadagi unnma x=4. 81. Chiziq
marakazi koordinata boshida, tomonlan koordinata o‘qlariga parallel va uzunligi

2+ .8 gateng kvadrat ichida to*la joylashadi. Chiziq koordinata o‘qlari va
ulaming bissektrisalanga nisbatan simmetrik. Koordinata boshi ajralgan nuqta.

1 2+ 8

M, .(0.21), MH[i 5 X 5 ] nuqtalarda Ox o'qiga parallel urinmalarga

unnmalarga ega. 78. Asimptotalan y-x 1

2 : w8y '3) nuqtalarda Oy o°qiga parallel

Y
unnmalarga ega. 82. Chiziq Ox o‘qiga nisbatan simmetrik va to'ligligicha
tekislikning — 1< x <1 munosabatni qanoatlantiruvchi qismida joylashgan.
Asimptota x = 1. Koordinata boshi & = 11 burchak koeffitsiyentli urinmalarning
kesishish nuqtasi. Urinma Oy o'qiga M,(~1;0) nuqtada parallel. Urinmalar Ox

—J§+l
2

ega. M, (£1,0), M‘_n[:t

o'qiga M,, nuqtalarda, absissasi esa x = nuqtalarda parallel. 83.

Chiziq Koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik. Koordinata o*qlari bilan
kesishish nugtalan —, M, ,(0;+1). Urinmalar Ox o*qiga M, , nuqtada va Oy
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0'qiga Mu[t ; *“’22-1

bilan kesishish nugqtasi. 84. Chiziq Ox o‘qiga nisbatan simmetrik; M (1:0)-

y = #(x — 1) urinma bilan kesishish nuqtasi. Asimptotasi x=0 85. Chiziq

koordinata o‘qlan burchaklarning bisssektrissalariga nisbatan simmetrik.

({0,0)-x =0, y = 0 urinmalarga nisbatan simmetrik. Koordinata o‘qlari bilan
;o—

boshqa kesishuvchi nuqtalari yo'q. Urinmalar Ox o‘qiga M,L! %;! IZ_Z ]

3 \'22) nuqtalarda parallel. 0(0,0) nuqta v = £x nuqtalar

37 . 27 3
M,(—!JE;-QJE) nuqtalarda va Oy o‘qiga M.(!,‘ 16 ;!‘" 1_6]

M,[—!' %g—;—; %) nuqtalarda parallel. Asimptotalarga ega emas. 86. Chiziq

koordinata o'qlariga nishatan simmetrik va x = %1, y = t% to‘g‘'n chiziglar
bilan chegaralangan to'g'ri to‘rtburchak ichida joylashgan; (X0;0) nuqta v =+x

urinma bilan kesishish nuqtasi. Urinmalar Ox o'qiga M H[i 22 x ;J nuqtada

va Oy o'qiga M ,(1,0) nuqtalarda parallel. 87. Chiziq Ox o'qiga nisbatan
simmetrik. Asimptotalar y =11, x=-1,x=-2; ((0:0)-0'z - o'zint nuqta
kesishuvchi nuqta bo‘lib, bu nuqtadagi urinmalar ys/i = tx to‘'g'n chiziqlardan
iborat. 88. M,.,(l i 32—3) nugtalardagi urinmalar Ox o‘qiga parallel. M, (1:0)-
N
0°‘z — o"zani kesishuvchi nuqta bo‘lib, bu nugtadagi unnmalar y = t(x-1) to'g'n
chiziqlardan iborat. ((0;0) nuqtadagi urinma (Jy o*qiga parallel. 89. Chiziq
koordinata o‘qlarining bissektrisalariga nisbatan simmetrik. ({0;0) - o'z -
o‘zini nuqta kesishuvchi nuqta bo‘lib, bu nuqtadagi urinmalar x=0, y=0
to‘g'ni chiziglardan iborat. M,_,(cr‘x.fi;aijﬁ) nuqtalardagi unnmalar Ox o'qiga.
M,_,(a'&"27;af./v3) nuqtalardagi urinmalar Oy o°qiga parallel. Bu yerda 40 = t1
90. Chiziq y=—x +% asimptota bilan M,(;;) nugtada kesishadi (X0;0) -
nugta birinchi tur qaytish ftuqtasi bo*lib, bu nuqtadagi unnma x=0 M, (1.0)
nuqtadagi urinma Oy o‘qiga, M HG;\/:‘] nuqtalardagi unoma Ox o°qiga
parallel. 91. Asimptotalari yo'q. O{0;0)- birinchi tur qaytish nuqtasi bo‘lib, bu



nuqtadagi urinma y = x Chiziq Ox o°qini M,(27;0) nuqtada kesib o‘tadi.
M (12:4) nugtadagi unnma Ox o'qiga parallel. 92. Chiziq Ox o'qiga nisbatan
simmetrik. ()(0;0) - birinchi tur qaytish nuqtasi bo*lib, bu nuqtadagi urinma

v=0 Asimptotalar x=a, xty=- ; Tekislikning 0 < x £ a munosabatni

qanoatlantiruvchi sohasida chiziq tenglamasim qanoa'tlantiruvchi nuqtalar
mavud emas. 93. ()(0;0)- nuqta ikkinchi tur qaytish nuqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi

unnma y =0 Ml( 64 3867%)- egilish nuqtasi. M’(Izz;:ls;s) nuqtadagi

225'759375
urinma (Jx o*quga parallel. M, (1:0) nuqtada chiziq Ox o°qini kesib o‘tadi. 94.
Chiziqg Ov o' qiga msbatan simmetrik. ({0;0) — chizigning uchta yoyi o'tuvchi
maxsus nuqta. Bu nuqtadagi unnmalar y =0, xt+ y=0 Egilish nuqtalari va
asimptotalan yo'q. M, 2(j: 42 i) M”(t 96 ;J nuqtalardag) unnmalar
koordinata o*qlariga parallel. 97 Chiziq Oy o‘qiga nisbatan simmetrik. O(0;0)
- nuqta ikkinchi tur qaytish nuqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi unnma y =0.
M (£6:12) M (i 6. 5;8) nuqtalardagi unnmalar koordinata o*qglariga parallel.
Ikkita egilish nugtast mavjud. 98. Chiziq Ox o*qiga nisbatan simmetrik. O(0;0)
- chiziqning uch karra maxsus nuqtasi. Bu nuqtadagi unnmalar y =0, x=0.
M :( 12, 6-. ﬁ) nuqtalardagi urinmalar Ox o'qiga, M, ,(4;+4) nuqtalardagi
urtnmalar (Jy o‘qiga parallel. 99 Chiziq koordinata o‘qlariga nisbatan
simmetrik. ()(0,0) - nuqta o'z — o*zini kesish nugqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi
unnma y =0 Chiziq Ox o'qini M ,(x1,0) nuqtalarda kesadi va bu
nuqtalardag urinmalar )y o‘qiga parallel. M, ,(t ;6 g 2;3) nuqtalardagi
uninmalar Ox o*quga parallel. 100. Asunptotlari y = +x; O(0;0) - nuqta o'z
o°zini kesish nuqtasi bo*lib, bu nuqtadagi urinmalar y =0, x = 0. Beshta egilish
nuqtast mavjud. 101. Chiziq markaz koordinata boshida, tomonlan koordinata
o°qlanga parallel va 4 ga teng kvadrat ichida to‘la joylashadi. Chiziq koordinata
o‘qlan va ularning bissektrisalariga nisbatan simmetrik. ({0;0) - chizigning
to'rt karra maxsus nuqtasi. Bu nuqtadagi uninmalar y =0, x=0. M, ‘(:t ‘4"2;12)
nuqtadagi urinma Ox o°qiga, M, ,(12;ix.2) nuqtalardagi urinma Oy o‘qiga
parallel. 104. Agar r.¢ - umumlashgan qutb koordinatalar bo‘lsa (ya'ni r har
qandayishorali qiymatm qabul qilsa), u holda r*p = a’ tenglama qutbga
simmetrik ikkita egri chizigm aniqlaydi. Har bir egri chiziq qutbga cheksiz
tarzda, qutb o'qiga esa asimptotik tarzda yaqinlashadi. 105. Qutb birinchi tur
qaytish nugtasi bo'lib. qutb o°q1 esa bu nuqtada urninma bo‘ladi. 107 Egni chiziq
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dekart koordinatalar sistemasi o' qlariga nisbatan simmetrik, Ox o‘qimi qutb o*qi
bilan ustma —ust tushadi. Chiziq Ox o'gini M, ,(t a:0), (X0;0) nuqtalarda kesib

utadi, O nuqta chiziq o'z — o'ziga va y = 0 to‘g‘ri chiziqqa-urinadi. Chiziq

M,(O;,iz), M.(O;-%) nuqtalarda o‘z - o‘zini kesadi. 109. Oila ()y o'qiga
) N

koordinata boshida urinuvchi ellipslardan va y = ; Jy= —; to‘g'n chiziglardan

iborat. Oilaga ()x o'qi ham tegishli. 110. (' =0 bo‘lgan holda x =0, x -2y =0
to‘g'n chiziglar. ("= 0 bo‘lgan holda asimptotalari x =0, x-2y =0 to'g'ni
chiziqlarga parallel bo‘lgan o*xshash giperbolalar. Giperbolalarning O°(C";(")
markazlari x = y to‘g‘n chiziqni to‘ldiradi. Giperbolalarning bitta shoxi
koordinata boshida Ox o°'qiga urinadi. 111. a) umumiy fokusga ega ellipslar
oilasi; b) umumiy fokusga ega giperbolalar oilasi; 118 (x - CY +y* = (" 116.

2

x4+ XZ— =" 117 Kesishuvchi aylanalar oilasi. Bu oila markazlanidan iborat

chiziq umumiy vatar bo‘ylab yo*nalgan. Koordinata boshini umumiy vatar
o'rtasiga joylashtirib, (Ox o‘qini shu vatar bo'ylab yo'naltirilsa,

(x-CY + y' = ("* - a’ tenglama hosil bo'lgan oilan: ifodalaydi. 118. y = ta
119 y=0,x=0.120. x’ + y° = p* 124. Diskriminant x = y va x—y—; =0
to'g'ri chiziglarga bo‘linadi. Birinchi chizigning maxsus nuqtalaridan iborat,

2

1
ikkinchisi o‘rama. 128. (x - %) +y' = % aylana. 126. y* +4a(x-a)=0

parabola. 127 xy=¢‘: giperbolalar.128. (4> + B )R* =C* 129 x' +y' a' -
astroida. 130.a) x’ + y* =(R-r), x* +y* =(R+r). 131. O‘rinma
(x- }4£)’ +y’ =(%’)’ aylana va berilgan parabolaning x = —g direktrisasidan

iborat. 134. y* = 2p(x + g; parabola. Bu parabola (" 2 ’2’ o‘rinli bo‘lganda
aylanalar uchun o‘rinma bo‘ladi. 138. y’ = 2(p + q)x. 136. O'‘rama nuqtalari
quyidagi munosabatni qanoatlantirishi kerak: F(r,y.a,8)=0, ofa.f)=0,

XE.®) _o 137 To'matog'richiziq x+ y=+1.138. x* + y* =a* k- "
I)(a,ﬂ) m+1

m = 2 bo‘lgan holda astroida; m =1 holda (x- y)' —~a(2x+2y-a)=0
parabola; m = -2 holda x* + y’ = a’ aylana.
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-2 y-1 x-e -e z-1
. LIE Ank 4 3 X X I 3 x=y+l=2z
e 5 2 7 2 x=)y z

a | n
4 x+-@d-m)=y=—Fz-ap=— S M(-2]12]14), M (-23-4).
x 2( T)=y ‘/5 ae 2 ( 2;1 ) ( )

x=2
6. {2 , v+22z=0.11. Chiziqgning parametrik ko‘rinishdagi
y—

o=

tenglamasi x = x{t), y = M{t), z = z(t) bo’lsin. Ma’lumki, quyidayi munosabatlar
o*rinli F(x(t) y(t)z(t)) = 0, O(x(1), /1), 2(1)) = O bundan esa

F oy F -0 224, 4 -0 munosabtni hosil qilamiz. Bu
""" & =" 5% a

munosabatlar esa differensiallarning quyidag nisbatini aniqlaydi:

dx _ . dy _ dz
oF o |oF oF| |oF oF|
» &| & o | o
® o | o o )
» a| & & |a o
Shunday qilib, urinma tenglamas: quyidagi ko‘ninishga keladi:
X-x _ Y-y _ Z-2
oF oF| oF oF| \oF q'
y &| |& a & o
© oo 2 0 o 2
y a al fa o
normal tenglamasi esa quyidagi ko'ninihga keladi:
|aF  aF |aF F oF oF
y o & & a -
’Q NX-I)+BO Q}Y y)+w abZ-z)—O.
EY ar & ERE
yoki
X-x Y-y Z-
@& & &,
& & al
» » »
ax o oz
X-x_ Y-y =Z—2 _ _ =
12 2 - HRozm) _Ry.2)2X+z(R 2x)Y-RyZ =0
13, X2 Y-r_ 22 px-x)+bx(Y- V+NZ-2)=0,x"+y 20.

ay bx
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X Y 2
18. ———+—-lxyz:O 20.3x+3y+z+1=0, 3x-3y+z-1=0,

x y =
108x-18y+2-216.22. X +aY +abZ = 2ab
23.[Xsin{f —a)-Y cos(t —a)]sina+ Z =tsina+cosa

5
B
e
|
:'f
|
p
g
&
§
&
E.
&
B
2,
w |‘<

| 4 11
x

Binormal lenglam -

.'l

‘_j*k"'= —
30.7 = 5 7 B= J_

3 3. . 4 4 3
3.t =—-=costi+ =sin¢ —~k, =sinti+costj,f=-—-costi——smtj-—k

5 3 J 5 n=sinti+costj,fB 5cos1 5sm/ 3
32

T= ."22(sin;i+cos;]—k),n=cos;1-—sm;j,ﬂ=—-."22 (sin;1+cos;j +k).
X-acost _Y-asint _Z-M
—asint  acost b
normal tekislik tenglamasi: (asin?)X —(acost)Y —-bZ + bt =0,
binormal tenglamasi: X- acost _ Y-asint _Z-br
asnt < beost a
yopishma tekislik tenglamasi: (bsin#)X —(bcost)Y + aZ —abt = 0;

bosh normal tenglamasi: X —acost Y —asni .Z =M,
cos! sin /

to*g‘rilovchi tekislik tenglamasi: X cos? + Ysint-a=0,

34. Uninma tenglamasi:

= (—asinl;+acost;+b;),r—|= —-cou;—:inr;',

a' +»

B = — (bsin 11 - bcost j +ak).
a +
35. 5s=-a +bt

s ) s bs
38 X =acos .Y =asin 2=

Jai+ b Ja' +b’ Jai +b’
39. s=8vV2a.41. s=2asht 42. ds* =dr’ +r'do’ + &’
43. d‘,l =dp‘ ‘pldol +,p)-’1wwl

6§
L k= nd 5 4-9 34 ___» 4 k=—o9=
[ F Rt [} 3 . ]
(1 +cos’ x)? Y (p+21) (' +p) 14 +91°)?
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ab ab

S. k= . 6k —— — T k= p
(a’sin’r +5* cos’ 1)? (@’sh’t + b'ch’r)? ‘d‘llnz
F, F, F,
L 4 F” F’
2 F 0
k_ﬁz—zf’- 9.":—2‘17 lo.k= 3 .ll.kz hd "
n al+e?)* ‘ﬂ’mg (K} +F)

a‘d

12,13 & = —.€ - ekssentrisitet.

(b‘IJ +a4y:):’ |az __a,lli

80 U P P,
PQ¥-P%)yrop? 0%
k= & @ dy o a b 12,

\ 2L k=——.,0=7F—7.
(P + Q') a +b a' +b

2 k=—0=— 21,
ach’t (e'+e’)

= _3 o= <4 26.a=>. 27.Pammetrningt=1+k;r,(k=0,
25sin f cost 25sin7cost 4

+1, £2...) qiymatlariga mos keluvchi nuqtalar, 28. Parametrning s = 2kx,

(k=0, t1, +2..) giymatlariga mos keluvshi nuqtalar. 29. x—4y +2z+1=0.

[x-¢, y-¢, z-¢

I -
;- 24. k=0 arzy

30.| a, a, & |=032.f(t)=c +c,sint+c,cost.
b A Lo
111 BOB
1§

1. x= f(u)cosv,y = f(u)sinv,z = g(u).
2. x=(a+bcosu)cosv,y=(a+bcosu)sinv,z=bsinu.

u u .
3. x=ach—cosv,y =ach—sinv,z=u.
a a

4. x=sinucosy,y =sinusinv,z = a(lntg%+cosu).

5. x=a(u+v),y=b(v-u),z=2uvz=pxy sirtning parametrik tenglamasi:
x=uy=vz=puv 6. x=f@u)y=9m)z=v. 7. Giperbolik silindr:
x=achu,y = ashu,z = v. Parabolik silindr: x=u,y=4?,z=v.
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- - - 2
8. r=pu)+ve. 9. x=u+v,y=u'+2v,z=0’ +3v. 10, (r-§\| +(y+-;-2)’ =1
/

yoki parametrik ko'rinishdagi tenglamasi: x = cosu-v,y =sinu +3v,z = -2v.
12. (nx~ Iz + (ny - mz)} = an(ny — mz). 13. Masalan:b)
x-16 : y-12 z2-4
2 -

14. x-a=vf(u)-al,y~b=p(u)-b).z - c = {y(u) - c] yoki
F(:::,%h 0.18. (bz—cy) =2p(z—cXaz—cx). 16. (x +1)’ =2y* +=*
17. A tegishli, B tegishli emas. 18. Elliptik silindr. 19. Ellipsoid:

_ ? _ 2 _ b
(x a:o) + (82 b;vo) + (z c:o) =1. 20. Aylanmﬂ pmbOIOId o= x? +y:|
21 Tkkita parallel to‘g‘ni chiziglar oilasi. 22, Koordinata boshidan chiquvchi
nurlar va markazi koordinata boshida bo‘lgan konsentrik aylanar oilasi. 24.
To‘g'n chiziqli yasovchilar. 28. a) x = acos(u + v), y = asin(u + v),z = bu
x=acosu,y=asinu,z = bu+v,

x=vi+ly=w'-1z2=2v, c)

x=acos(u+v),y=asin(u+v),z=bu-v)

26. r = p(u)+vp (u). 29.

x =a(cosu—vsinu),y = a(sinu + vcosu),z = b(u +v).

30. To‘g'ni gelikoid: x =a(l -u)cosv,y =a(l-u)sinv,z = by

28
2. a) Urinma to‘g‘ri chiziq y=0,z=4 va xT-l=%=z_;A_ normal tekisliklar:
x-L(x-1+y+A(z-A)=0 b) cosa =- 1 .4.18x+3y~-4z-41=0.
N2+ A

S 3x-y-2:-4=0, 12371 272

3 -1 -2
6. 6x+3y-2z-7=0; ’;'=”;3="24 8 3x+12y-2-18=0;
$21_¥22_279 g 3riayet2z-169=0, F2 24 2212
3 12 -1 3 4 12
10,32y +3z-4=0, 23 Y21 241y om0 o 2
3 _2 3 al bl ‘,1

13. xcosucosv+ ycosusinv-zsinu+a(lntg;)sinu =0.

14.12x+9y + 20z -230. 15. x+ y+ z -3 =0. 19. Nuqtalarning egri chiziqli
koordinatalari quyidagi tenglamalar yordamida beriladi:
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gu =1+ ,(_‘_,rgnf 35. Aylanma silindr: x* +y’ =1.
VA + B A

36. Giperbolik silindr: xy + yz =1. 37. Uchga ega bo‘lmagan konus:
x'+y +2°—2x2-2xy—2yz=0. 38. Masalan: (x-C)'+y' =C*,C=0.
39. Masalan: (x-C) +y’ +2* =C*,C # 0. 40. O‘ramasi silindr z° + " =1;
xarakterisalan z’ + y’ =1, x—C =0 aylanalardan iborat, qaytish girrasi
mavjud emas 43. Vint chizig't: x=bcosa,y =bsina,z = ba.
a'c?
a’ +1
45 Oila tenglamasi : (x —bcos@)’ + (y-bsing)’ + z' —a’ = 0. Diskriminant
tenglamasi: (x* + y* +z' +b’ —a*)’ -4b*(x* +y’)=0. a> b bo'lganda
qayush girrasi ikkita (0,0,t-,a’ —b') nuqtalarga, @ = b bo‘lganda (0.0;0)
nuqtaga keltiriladi.
46. O'rama [(y - R)’ + 2 - R*][(y + R)’ + ' = R*] = 0 ikkita silindmi
ifodalaydi. Qaytish qurasi mavjud emas.

R- . =0
47 Diskrimmant {( rs)-£(s) tenglamalar sistemasi bilan beriladi.
(R-r(s))-n(s)=0
Xaraktenstikalar esa berilgan chiziqqa o‘tkazi]gan urinmalardir. Qaytish qirrasi
berilgan chuiziqning o*z.
(R~r(s)-r(s)=0
(R - r(s))-n(s)- k(s)-1=0
tenglamalar sistemasi bilan beriladi. Xaraktrestikalari binormallarga parallel
bo'lib, chiziq egrilik markazidan o*‘tadi. Qaytish qurasi

R=r+ ln + 11 B
k ok

chizigning uninma sferalan markazlaridan iborat.
49. Disknminant

M vy (z2-C)Y =

48 Disknminant {

Fk—dnrmn=o
(R-r(s))-(o(s)- B(s) - k(s)-7(s)=0
tenglamalar sistemasi bilan benladi.

3
ds’ =(f"+g')au’ + fldv’ ’
ds* = R*(du’ +cos’ udv?).
ds® =(a’sin’ u +c* cos’ u)du® + a’ cos’ udv’
ds’ = (a’sh’u + c’ch’u)du’ + a’ch’udv’
ds® = (a*ch’u + ¢*sh*u)du’ + a’ sh*udv’

Lol A

190



6. ds' =(1+4u')du’ +u'dv

7. ds’ =du® + R'dv?

8. ds'=(l+k)du’ +u'dv’

9 ds’ =bdu’ + (a + bcosu)' dv’

10.  ds' =ch*“du +a’ch ¥ av?
a a

11. ds’ =a’ctg’udu’ + a*sin’® udv’

12. ds’=du’ +(u’ +a*)av’

13, ds’ =[1+ f*(u)}du’ + 2af (u)dudv+ (a* +u')dv’

14.  a) ds’ =[1+k'u’]|du’ + 2dudy + av’

b) ds’ =[(1+kv)’ + o’v']du’ + av’

c) ds’ =[(1+ o’ v']du’ +dv’

15. ds' =(1+ p’Ydx’ +2pgdxdy+(1+q*)dy’,p=9.,2,4=90 z.

16. a), b), d) hollarda. 18. Sfera: ds* = du* + R* cos’ %av’ Tor:

ds’ =du’ +(a+bcos%) d&v’ Katenoid: ds’ = dw’ +(a’ + &' )dv’

L= (1=
Psevdosfera: ds* =d’> +e *dv’ 20.ds’ =di’ +e *av’ Quyidagi
u' =v,v’ =ae* belgilashlarni amalga oshirib, ds* = L (du® + dv*)

v
munosabatni hosil qilamiz. 21. cosp = —— axv_
N+a’x* 1+a’y’
birinchi kvadratik formasi ds’ = du’ + G(u)dv® ko'rinishda olsak, u holda
cosa = o . bu yerda verga = £ i"__ 24. Sirtning birinchi
Ja® +G)d’ 'G(u)

(Y]

23. Sirtning

kvadratik formasini ds’ = du’ + R* cos - dv* ko‘rinishda olsak. u holda
r

T u
tga = tnt +
veiga g(4 2R

olib, tigalnv = j' e(ujdu + C tenglikni hosil qilamiz.

27. u+ v = const. 28. Sirtning birinchi kvadratik formasini

ds’ = (1+ k’v*)du’ + 2dudv + dv* ko'rinishda olsak, u holda

ds’ =(sin’ a + k’v’ cos’ a)du’ + 2sin’ adudv + sin’ adv’ =0

29.(Ed @ - Fo @)du+ (Fo,p-Go @)du=0.30. v’ +u+1=Ce ",
C =const.

). 26. konus tenglamasini r = v;(")'l;(")' =1 ko*rinishda
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36. 1+a’x’)y’ =C,,(1+a*y*)x’ =C,
41.a)ds = (84’ + v’ )du’ + 2uvdudv + (8v’ + u’ )av’

b) ds = 242V’ +1du,ds = /8u® +1,ds = 2\2a* +a* +2udu;
c) s=3v2a*+a’ +2

43 p= l;.cosa =lcosf = §:°°-"7 = i

50 5=° , [¥2+10(1+2)).

52 §= a[ 2+ln(l+ 2).

4§

1., 2. Sfera. 3. Chegarasiz yarim sfera. 5. Chegaraga ega bo‘lmagan ikkita
shar segmenti. 6. Katta aylana. 7. Katta aylananing yarmi (chetki nuqtalari
kirmaydi). 8. Katta aylananing ikkita simmetrik yoylan. 9. Ikkita parallel
(normalni konusdan tashqariga yo‘naltirilganda). 10. Ikkita diametral nuqtalari
olib tashlangan sfera.

11. Katta aylanasiz sfera. 13. Bir uchi kirmaydigan katta aylananing chorak
qismini ikki marta qoplaydi. 14. Qutbsiz yarim sferani cheksiz marta qoplaydi.

6. 0= ! ((g-Seau s gav]
‘-.'f -8
1

17. 1l = R(du’ +cos’ udv’) 18. I = ————— (du’ +cos’ uav’).
va‘sin*u+c’cos’u
19. 0= % (du*-ch'udv®).
va‘sh'u + c’ch*u
20.1/ = ac (du’ + shiudv?).
~va‘chu + c’cshiu
2 hew
2. i = (au’ +u'dv?). 22. 11 =Rav* 23. Il = a?
Vi+a4? Vi+k?
24. I = bdu’ + cosu(a + bcosu)adv’ 28. I/ =—l(¢h‘ -a‘av?).
26.]1 = —arctgu(du’® -sin’ uadv’). 27. Il = _ 2adudy v 32k =0k =Z
N vk
B ek ek a9 35k -V =-£ 3.k =Lk =1
dv u’+a’ 9 p q
1 r-2 z-1 2
¥.a)k,=—=4=0 b)x-2=0,z-1=0, —===_— y=0; =
a) 2J§ ] ) 2 P 3 y C) 9J-§
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40.2) 4x’ +9y' =1;b) R - % 42. Sfera. 44. Yoyiluvchi sin. 46. 2) Sfera

cZ

(a’ cos’ u +c’sin’ u)’

c2

uchun: X = % 3) Aylanma ellipsoid uchun: X = -

Bir pallali aylanma giperboloid uchun: K =- , ) Ikki pallali
(a’sh’u + c’ch’u)
cl

aylanma giperboloid uchun: k =
y gipe (a‘ch*u + c’sh’u)’

6) Aylanma paraboloid

uchun: X = —]

(1+44°)

. 7) Aylanma silindr uchun: K =0. 8) Uchga ega

bo‘imagan aylanma konus uchun: KX =0. 9) Tor uchun: X = cosu

b(a+bcosu)

1

. 11) Psevdosfera uchun: K = -—

10) Katenoid uchun: K = -

ach' - a
a
1 a_ .G , v
48.K=-7(6_lnA+6_,lnA).49.K=- , S5LK '=pg(l+ ,+" )
NG 14 q9
F, F, F, F,
-1 F. F.F F
83. K= or ¥ " .84 K=4c.%. H=0,
F'+F'+F'F, F, F, F,
F, F, F, 0
K= —(,a—:,), vint chiziqlari ustmida to‘la egrilik o'zgarmas.
a +u
57 K = ri-s? H_(l+p’)r+(|+q’)r-2pqs
= 1 1,200 T v ’
(+p +q) 21+ p* +q')?
P=Z,.r=:.9=z,5=z 1=z
s8k-—JL _y- L . S _ 89 n--la 62 Sirtning hamma
p(i+ /%) 2

20+ 200+ 1)

nugqtalan elliptik. 64. x =], y = 2 = 0 maxsus nuqtalari bo'lib, sirtni ikkita
qismga ajratadi: x > | da sirt nuqtalari elliptik, x <1 da esa giperbolik. 65.
Sirtning hamma nuqtaln giperbolik. 66. Agar A8 >0 bo‘lsa, sirt nuqtalan
qiperbolik; AB <0 bo‘lsa, barcha turdagi nugtalar mavjud. 67. Elliptik. 68.
Giperbolik. 69. Elliptik. 70. Elliptik. 71. Giperbolik. 72 — 75. Parabolik. 76.
Agar f)”" <0 bo'lsa, sirt nugtalari elliptik; ff° >0 bo‘lsa giperbolik, /)" =0
bo‘lsa, parabolik. 81. Faqat sinusoidaning uchlan chizuvchi parallel. 82. Ikkita



nuqta: ellipsoidning aylanish o‘qlani bilan kesish nuqtalari 83. Paraboloidning
uchlan.

84. 5; + 7 -2z (p > q > 0) paraboloidning ikkita dumaloglanish nuqtasi

bor: 4,,(0.t{pg-¢* . 2= q) 8S. —+L,- z—, 1 (a>&>c>0), ellipsoidda

1 2 2
to'rtta dumaloglanish nuqtasi mavjud: 4, 4(an - —bz ,0,1:J:, -Z, )
—c —
86. J"—j+y—2——l——l (a > b > c >0) ikki pallali giperboloidda to'rtta

g’ B

a2 2
dumaloglanish nuqtasi mavjud: 4, ,<o,ﬂ,\j:,+’:, ,:thb *<) 89 Masalan,

a +c
ushbu y = x* chizigqm Oy o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo*lgan sirt. 90.
Masalan, ushbu y = x* silindrda Oz o‘qining barcha nuqtalan yassilanish
nuqtalaridan iborat bo*ladi.

S§
1. Mdu + Ndv =0, Ldu + Mdv=0. 2. LR—MQ + NP = 0.
4 LY MDY N yav=06*-2=C. 7. 500-1
o ou v ou a b

8. (B - MA)du + (MB - NA)dv = 0. 10. v = arcigu + C. 15, Agar aylanma sirtni
tenglamasini x = f(u)cosv, x = f(u)sinv, z = @(u) ko‘rinishda olsak, u
holda (f@o - f o)’ + fodv’ =0 16. utv=const. 18. To'g'n chizigh
yasovchilan va ularning ortogonal trayektoniyalan, ya'ni, vint chizig‘i. 19.
To'g*'n chiziqli yasovchilan. 29. To'g‘n chizigli yasovchilari va ularning
ortogonal trayektoriyalari. 30. To*g'ri chiziqli yasovchilari va markaz konik
sirtning uchida joylashgan ixtiyoriy radiusli sfera bilan konik sirtning kesishish
chizig‘i. 31. Parallel va meridianlar. 32. Koordinata chziqlari. 33. To‘g'ni
chizigli yasovchilan va ulaming ortogonal trayektoriyalani. 34. Agar gelikoid
tenglamasini x =ucosv, y =usinv, z=av ko‘rinishda olsak, egrilik
chiziglarining tenglamasi (a* + u’ Jv* — du” = 0 ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan
v=tIn(u + vu’ +a*)+c tenglikni hosil qilamiz. 35. Elliptik paraboloidning

1 2

¥ =22

tekisliklar bilan kesimlari bamda { © 7
¥_Y _9°P (.9
p qC 1+C’

40. R = r{s)+ Rm(s), bu yerda k, = % sirtning berilgan chiziq yo*nalisidagi

104



bosh egriligi. 44. Fagat aylanma ellipsoid uchun mumkin. §7. Sferaning katta
2 2
aylanalan. 65. k= R+r 66. k = Ju' .67k =k =0
r u +a. Lig ¢ “2 +f'_ [ 4
71. Gelikoid tenglamasini x =wucosv, y = usinv, z = av ko'rinishda olamiz.
v = const gelikoidning to‘g‘ri chiziqli yasovchilan geodezk chiziglari bo‘ladi.
dv = 0 bo‘lgan holda geodezik chiziq %‘; L (‘;‘E) -u =0 tenglama

u|

a +u’

bilan aniqglanadi. Bu tenglamani yechib v =I du - +C

(a’ +u’), C - R
tenglikni hosil gialmiz. 73. Psevdosferaning bininchi kvadratik formasini
, det+dy?
ds’ == —
%
tenglamasi quyidagi ko'rinishda bo*ladi:

d'y l(dy) N l(dr)' -0
ds’ y\ds vids

ko'rinishda olamiz. U holda geodezik chiziqlarning differensial

d’x 2dydx 0
ds’ ydsds
Bu sistemani chiziqlar qanoatlantinshi ma’lum.
. cd'y 1{avY 1
Agar x # const bo'lsa, bu sistemani " + + =0 tenglama
dx’  y\dx v

bilan almashtirish mumkin. Natijada, hosil bo‘lgan tenglamaning umumiy
yechimi (x-C,J + y* = C? topiladi.

6§

1. x* + y* = C - konsentrik aylanalar va ({0,0) nuqta. 2. x* - v’ =(
parabolalar va ularning asimptotalari. 3. y = Cx’ - parabolalar va y =0 to'g'n
chiziq. 4. (x‘ + y'k.‘ =2x aylanalar vato‘g'n chiziq. 6.x+ v+ z=C parallel
tekisliklar. 7. x* + y* + 2’ =(C* - konsentrik sferalar. 8. x* + y’ -z' =C"-bir

pallali va ikki pallali giperboloidlar va ulaming umumiy asimptotik konus:.
10. 1. 11. 5. 12. (0:0), (1;1). 13. N(7:2}1).

14 a)2x-y-zF +(@y4z-x)j+(62-x+yk
18. 3(x* -y ¥ + 3(y’ —azx)j + 3z -y )k



16. & |yz(x + 1§ + xz(y + 1)} + xp{(z +1)}. 17 a)l ! T+ ! I+ ! K

+x 1+y l+z

18. 97 -37 19 ]gradu|=6,cosa=2,cosﬁ=2,cosr=l 21. cosp = ,3
3 3 3 -/10

2 cos¢=-20825 23.’; 24. O'sadi; 12. 25. M( ).M( )

26. u=bh=c bo‘lsa, 2u ,buyerda r=.x"+y'+z' 27 Agar gradu 1 gradv
r

gradu - gradv
© | gradv|

bo'lsa 35 r= .x’+y’+2° bo‘lganligi uchun:

gradr—a—l +ﬂ]+ﬂ"_‘:=£,’+lj+ik‘=_{
ax & oz r r r r

36 /() 37 e 38 -7 39 T 4, 26.7)-bG.r)
r

roor &.ry
42 2r(c,c)-2¢(c,r)=2cx(rxc). 47. gradr= u, lou +a"a,.
ar r6<p 0z
49 . pe +e_ + e, 50 zqi,+za,+r¢e,.51.2,+z°°s¢e + sin 2,

r‘e + zsm2¢e. +sin’ @2,
r

52 2re - zsihe Z, +cospZ, 53
r

M.gradu:aué,+la“é,+ l a"é',. 55. ¢e + _l e, 56 6 +e,
dp " poo psinf op sin
57.002 +@2, + 0 2, 580¢2, +qz,+ 0 2, 9. e,+"~°°°’0a,-e-e,.
sin 6 ! sin @ ! p P
60.x°+y' =C’',z=C, 6l. y=C,x,z2=C,x’ 62 x-y=C xy,x-2=C,xz
63a)x'-y' =C,,z=C,x’ 64 a)x=C,y,z=C,x. 65 yz+3+2z

66.a)12xy' +4x’~6xz 72. 3. 73. div(f(r)r)= f(r)divP +r-grad f(r);
divr =3, gradf(r)=f'(r)! ckanligidan div(f(r)r)=37(r)+r"(r). 74. 2
’
78.(n+ s)r" 77.Au = g;‘f g;—'j %.78.uAu+(gradu)’
79.utu + gradu-gradv 807 81 2c.r) 82 () C7) 830 84, (c.2).
r r

X+y+z

85.4(c. ). 86. 1. 87. 2. 88. 89. div(grady(r))= p(r)+f £'(r)=0

Bu tenglamaning umumiy yechimi f(r)=c + e
r
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91.diva= ha (ra )+ oa, +8a, .
r|or dp oz

1 0 . 0 _ oa,’

91.diva= *ginf 6 .

iv p’mo[ap(“’p sin )+paa(a,sm )+pa¢]

92 (x* - 2xzf +(y* ~2yx)j + (z* - 2)z)f 92.a)7 +(xy-2x)j +(2-xz}k
98.5.99. 8.100. —2c. 101. [ xr].102[z, x 2]. 103. [z, x 2].104. &

10s./" r(’) [rxel.
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