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KIRlSH 

Mazkur o'quv qo'llanma bakalavriat va magistratura talabalari uchun 

"Differensial geometriya va topologiya" lrursi bo'yicha arnaliy 

mashg' ulotlar olib borishda foydalanish uchun mo'ljallangan. 0' quv 

qo'llanma uchta bobdan iborat bo'lib, birinchi bob umumiy topologiya 

elementlariga bag'ishlangan. Ikkinchi va uchinchi boblarda chiziqlar va 

sinlar nazariyasi bo'yicha mashq va masalalar keltirilgan. 

Ma'lumki, "Differensial geometriya va topologiya" kursi matematika 

yo'nalishi uchun asosiy ixtisoslik fanlaridan biridir. DitTerensial 

geometriya va topologiya kursi bo'yicha o'zbek tilida professor M.A 

Sobirov va AY Yusupovlarning 1965 yilda chop etilgan "DitTerensial 

geometriya kursi" nomli darsligi mavjud. Undan hOZlr ham talabalar 

foydalanib kelmoqda. Biroq, keyingi vaqtlarda o'quv rejasining o'zgarishi, 

differensial geometriya fanining tez rivojlanishi hamda mustaqil 

respublikarnizda ta'lim sohasidagi qator qonunlarning qabul qilinishi 

ko'pgina fanlardan, shu jumladan, ditTerensial geometriyadan harn yangi 

darslik yozilishini taqozo qilmoqda. 

Differensial geometriya va topologiya lrursi bo'yicha o'zbek tilida 

ikkinchi "Differensial geometriya"nomli darslik professor A. Ya. 

Narmanov tomonidan yaratilib, 2003 yilda chop etilgan edi. Arnmo 

respublikamizda ditTerensial geometriya va topologiya kursi bo'yicha 

mashq va masalalar to'plarni o'zbek tilida chop etilmagan. Shu muammoni 

hal qilish maqsadida, mualliflar jamoasi, professor A Ya.Narmanov 

rahbarligida, O'zbekiston Milliy universiteti Mexanika-matematika 

fakultetida olib borgan ilmiy-pedagogik faoliyati asosida, ushbu masalalar 

to'plamini yaratdilar. Mazkur o'quv qo'llanmada nazariy asos sifatida A 

Ya. Narmanovning "DitTerensial geometriya" nomli darsligidan 

foydalanish nazarda tutilgan. 

O'quv qo'llanmadan "Differensial geometriya va topologiya" kursi 

boyicha arnaliy mashg'ulotlarda mexanika yo'nalishi bo'yicha tahsil 

olayotgan talabalar ham foydalanishlari mumkin. 
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I BOB. UMUMIY TOPOLOGIY A ELEMENTLARI 
1 ,. Metrik fazolar 

Metrik fazolar topologik fazolaming muhim sinfini tashkil ctach. Bu 
fazolarda ixtiyoriy ikki nuqta orasidagi masofa tushunchasi kiritiladi VB boning 
yordamida nuqtalarning bir-biriga yaqinligi o'rganiJadi. Metrik fazolarda ildci 
nuqta orasidagi masofa tushunchasidan foydalanib, nuqtadan to'plamgacha 
masofa tushunchasi aniqlanadi. Birinchi kursda o'rganilgan Ycvklid fazolari 
metrik fazoga misol bo'ladi. 

Asosiy tusbuDcbalar 

Bo'sh bo'lmagan X - to'plam berilgan bo'lsin. 
1.1.-ItJ'rlf. Bizga d. X x X -+ R: funksiya berilib, u quydagi 

I) d(x,y)2:0,d(x,y)=O~x=y 

2) d(x,y) = d(y,x) 

3) d(x,y)s.d(x,z)+d(z,y) shartlarni qanoatlantirsa, d- funksiya X 
to'plamdagi mctrika yoki masofa. (X ,d) juftlik esa metrik fazo deyiladi. 

1.1.-ItJ'rlf. Mctrik fazoda x. e (X,d) nuqta va , > 0 son berilgan bo'lsin. 

Marka.zi berilgan Xo nuqtada, radiusi , ga teng ochiq shar 

B, (x.) = {x E (X ,d~ d(x,xo) < ,} to'plamd~, markazi Xo nuqtada. radiusi , ga 

teng yopiq shar B:(x.)={xe(X,d~d(x,x.):s,}-to'plamdan, markazi Xo 
nuqtada radiusi , ga tcog sfera csa S,(xo) = {.re(X,d)d(x,xo)='} 

to'plamdan iboratdir. 
Bizga A c (X,d) qism to'plam va x e (X,d) nuqta berilgan bo'lsa, x 

nuqtadan A to'plamgacha bo'lgan masofa quyidagicha aniqlanadi: 
d = inf d(x,y). 

yeA 

Birorta chekli radiusli 8,(xo)' 0 < , < GO ochiq shar uchun quyidagi 

munosabat A c Br (xo) bajarilsa, u holda A to'plam chcgaralangan dcyiladi. 

1.3- III'rl/ Bizga A c (X ,d) qism to'plam va x e (X ,d) nuqta berilgan 

bo'lsin. Agar, > 0 soni mavjud bo'lib, Br(x)c A munosabat o'rinli bo'lsa, x 

nuqta A to'plamning ichki nuqtasi deyiladi. A to'plamning barcha ichki 
nuqtalari to'plami uning ichi deyiladi va int A kabi belgilanadi. 

1.4.-III'ri/ Berilgan A to'plamning har bir nuqtasi ichki nuqta bo'lsa, u 
ochiq to'plam deyiladi. 

1.5.- 1/I',1j. Biror x e(X,d) nuqta va Ac(X,d) to'plam uchun 

d(x,A) = 0 munosa~t bajarilsa. x nuqta A to'plamning urinish nuqtasi 

deyiladi. A to'plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to'plam uning 

yopig'i dcyiJadi va A ko'rinishda belgilanadi. 



1.6.-111"1/. Bcrilgan A c (X.d) to'planuung to'ldiruvehisl. ya'ni X \ A 

to'plam ochiq OO'lsa. A to'plam yopiq to'plam dcyiladi. Tckshirib ko'rish 
mumkinki. A to'plamniog yopiq OO'lishi A = A munosabatga tcng kuehlidir. 

1.7.- 1II',if. Berilgan (X ,d) mctrik fazoniog bareba ocbiq to'plamlari 

oilasi bu fazoning d mctrika yordamida kiritilgan topologiyasi dcyiladi. 
1.1.-111"1/. Bizga (X. d) mctrik fazoda Ye (X.d) qism to'plam berilgan 

bo'lsa, d metrika yordamida Y to'plamnini mctrik fazoga aylantirish mumkin. 
p Y)( Y -+ R~ mctrika, p(x,y) = d(x,Y) tenglik yordamida aniqlanadi. Bu 

holda (Y,p) razo (X,d) fazoning qlsm fazosi deyiladi. 

1. 9. - 1II',if Bizga (X, d) metrik fazoda {x J nuqtalar ketma-ketligi va 

x E (X ,d) nuqta berilgan OO'lsin. Bu {xJ ketma-ketlik va x nuqta uehun 

lim d(x.,x) = 0 munosabat o'rinli OO'lsa, x nuqta {x.} ketma-ketlikning limiti .-
deyiladi. 

1.IOAII"if Bizga (X,d) metrik fazoda {xJ ouqtalar ketma-kctligi 

berilgan bo'lsin. Ixtiyoriy yetarlieha kiehik, musbat £ > 0 son uehun no = no (£ ) 

natural son mavjud OO'lib. no sonidan katta bare ha m va n natural sonlar uehun 

d(x •• x.) < £ tengsizlik o'rioli bo'lsa. {x.} ketma-ketlik fundamental (Koshi 

ketma-ketligi) deyiladi. Agar (X .d) fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik 

yaqinlashuvehi bo'lsa. (X.d) to'la metrik fazo deyiladi. 

1.11.-111"1/. Ixtiyoriy t: > 0 son uehun ehekli sondagl £ radiusli 
sbarlaming birlashmasidan iborat mctrik fazo to'liq ehegaralangan mctrik fazo 
deyiladi. 

Mualalar yechisb namunalari 

I-ma .. la Bizga H = ({x, ) 1.1', ER. r.x,1 < JOI to'plam berilgan bo'lsin. 
I-I 

Berilgan H to'plamda d(x.y) = .!'f(x, -YY funksiya mctrika bo'lishini 
I I-I 

isOOtlang (bu yerda x = {x,}. y = {y,} eH). 

Y~dts .. Awal kiritilgan funksiya ma'noga ega ekanIigini teksbirishimiz 
kerak. ya'oi d(x.y) metrikaning ifodasida qatnashgan qatomi yaqiDJasbisbga 

tckshirishimiz kerak. Buning ucbun haqiqiy sonti ebekli a"ap .... a, va 
b,.bp .... b, ketma- ketliklar uehun o'rinli bo'lgan 

I±ab/S .i±al I±bl 
.-1 " \J ' ... 1 I ~ , ... 1 ' 

Koshi tcngsizligidan foydalaoamiz. 
Har bir x = {x,}, y = {Y.} e H ouqtalar juftligi VB ixtiyoriy musbat butun 

k soni uchun ushbu 
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i i i i i ! i li - i 

~(X, - yy = ~X,l _ 2~x,y, + ~y,2 ~ ~X,l + 2,\j~X,2 ~~y,l + ~y,2 = 

( 
~ I-i )2 (r.-;;-- I-~ )2 

= 'i~X,2 + .i~y,l ~ ',i~X,l + '.i~y,2 
V~ ~~ V~ /W 

munosabatlar o'rinli. Modomiki oxirgi tengsizlik ilchforiy musbat butun k $Oni 
uehun o'rin1i ekan. d(x.y) metrikaning ifodasida qatnashgan qator 

yaqinlashadi . 
Ravshanki. d(x.y) funksiya metrikaning 1).2) shartlarini qanoatlantiradi. 

Endi 3) shartni tekshirishimiz kerak. 
Bizga ixtiyoriy x = {x,}. y = {y,} VB Z = {z,} E H nuqtalar berilgan 

bo'lsin. Endi Xi = {x,.x2 •...• xp O,O •... }, yi = {y"yp ...• y •• O.O •... }, 

z· = {Z"Zl •...• ZpO.O •... } VB a, = x, - y" b, = y, - z" e, = x, - z, kabi belgilashlar 
kiritamiz. Koshi tengsizligidan foydalanib quyidagi munosabatlarni hosil 
qilamiz: 

[d(x· .z·)t = te,2 = tea, +b.)2 = ta,2 +2±a,b, + th,2 ~ 
I=-I .'"'1 1-1,...1 .,1 

• ~.-·T-. (~/-.)2 
2 1 21 2 2 '2 2 •• •• ~~a, +2,i~a, \i~b, + ~), = ,!~a, +'JI~b, = [d(x .y )+d(y .z )f 

,.::I ~ t-.I ,.\ r-.I V ... 1 ,"'" 

Oxirgi tengsizlikdan ixtiyoriy k = I.i, ... uehun ushbu tengsizlik o'rinli 
ekani kelib chiqadi 

d(x.y) + d(y,z) ~ d(r ,l)+ d(y· ,z·) ~ d(x· .z·), 

o'z navbatida quyidagi tengsizlik kelib chiqadi: 
d(x,Y) + d(y.z) ~ d(x,z). 

Demak, H to'plamda kiritilgan d(x,y) funksiya metrika hosil qilar ekan. 

l-mual •. Bizga (X.d) metrik fazo VB uning qism to'plami A c (X.d) 

berilgan bo'lsin. Berilgan metrik fazo o'zining metrikasi yordamida topologik 
fazoga aylantirilgan bo'lsin. Olingan x E X nuqta A to'plamning urinish 
nuqtasi bo'lishi uehun A to'plamda x nuqtaga yaqinlashuvchi ketma-ketlikning 
mavjud bo'lishi zarur VB yetarli ekanligi isbotlansin. 

Y~dls" ZlI11Irligi Berilgan A to'plamning yopig'i A to'plamdan x 
nuqta olaylik. Har bir natural i $Oni uehun x, E A n B. (x) nuqta olamiz. Kebna-, 

ket1ikning limiti ta'rifiga ko'ra, x nuqta VB (xn ) ketma-ket1ik uchun 

lim d(x.,x) = ° munosabat o'rinli bo'lsa. x nuqta {xn } ketma-ketlikning limiti .. -..... 
deyiladi. Ravsbanki. d(x.x,) < ~ munosabat bareha natural I sonlar uehun 

o'rinli VB bundan esa ~I!? d(x.,x) = ° tenglik kelib ehiqadi. Demak, x nuqta 

{xn } ketma-ketliknillg limiti ekan. 
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_ YetlUlUigL Yetarliligini isbotlash uchun berilgan A to'plamning yopig'i 
A to'plamga tegishli bo'lmagan ..t nuqta uchun unga yaqinlashuvcbi ketma
ketlik mavjud emasligini isbotlasb kifoya. 

Modomiki, ..t II! A elean, sbunday r> 0 soni topiladiki, uning ucbun 
An B,(..t) = 0 munosabat o'rinli bo'ladi. Natijada, ixtiyoriy ..t' eA nuqta uchun 

d(..t,..t') ~ r tengsizlik bajariladi. Bundan esa ..t nuqtaga intiluvcbi A 

to'plamning nuqtalaridan iborat {..t.} ketma-ketlik mavjud emasligi kelib 
cbiqadi. 

MOOI va mualalar 

1. Berilgan (X ,d) metrik fazo ucbun quyidagi tengsizliklami isbotlang: 

a)ld(..t,z) -d(z,y~ S d(..t,y) bu yerda x,y,ze (X,d); 

b)d(x,Z) ~d(x,y) + d(Z,y), bu yerda Z c (X,d), 

c)!d(x,Z) - d(Z,y~ S d(x,y), bu yerda Z c (X,d) 

1. Biror bo'sh bo'lmagan X - to'plam va bu to'plamda quyidagicba 
funksiya 

{
O, agar..t = y 

d(x, y) = berilgan bo'lsm. Berilgan d(..t,y) - funksiya 
I, agar x * y 

metrika ekanligi isbotJansin. Bu metrika diskret metrika, faze esa, diskret fazo 
deyiladi. . 

3. Bizga (X,d) metrik fazo berilgan bo'lsin. U bolda 

d,(x,y) = d(x,y) va d
2
(x,y) = min{d(x,y),l} lar bam metrika bo'lisbi va 

1+ d(x,y) 
ularning bir xii topologiya tasbkil qilishi hamda (X A), (X, d2 ) metrik 
fazolaming Kosbi ketma-ketliklari bir xiI ekanligi ko'rsatilsin. 

4. Bizga X sifatida o'lchami n ga teng bo'lgan to'plam, ya'ni 
X={xlx={x"xp ... ,x.},x,eR'} (keyincbalik X=R" kabi belgilaymiz) va 

" ' d,(x,y) = (~(x, - yy)2 funksiya berilgan bo'lsin. Berilgan d,(x,y)- funksiya ,., 
metrika ekanligi isbotIansin. Bu metrika Yevklid metrikasi deb ataladi. 

5. Bizga X = R" to'plam va d2(x,y) = ~fx, - y,j} funksiya berilgan 

bo'lsm. Berilgan d&r,y)- funksiya metrika ekanligi isbotlansin. 

6. Barcba baqiqiy sonlar to'plami R usbbu d(x,y) = ~Ix - >-i metrika 

bilan metrik faze bo' ladimi? 
7. Yuqoridagi R" da aniqlangan d,(x,y) va dJ(x,y) metrikalar bir xiI 

topologiya aniqlasbini isbotlang. Bu topologiya Yevldid topologiyasi deb 
ataIadi. Berilgan R" to'plam va bu topologiya birgalikda Yevklid fazosi deb 
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ataladi VB R" bilan belgilanadi. Bundan 80'ng, R" topologik fazo sifatida 
Yevklid topologiyasi bilan qaraladi. 

8. Barcha haqiqiy sonlar to'plami R da d,(x,y)=x->1 va 

dz(x,Y) = iarctgx- arctgy metrikalar kiritilgan. Bu metrikalar yordamida bosil 

qilingan topologiyalarning ustma-u8t tushishi va Kosbi ketma-ketlildarini esa 
turlicha ekanligi ko'rsatilsin. • 

9. Bizga [0;1] kesmada uzluksiz funksiyalar to'plami CID" va 

d,(/,g) = max I/(x) - g(x~ funksiya berilgan OO'lsin. Bu d,(f,g)- funksiya 
n'lo, I 

metrika ekanligi ko'rsatilsin. 
10. Bizga [0;1] kesmada uzluksiz funksiyalar to'plami CID." va 

I 

d.(f,g) = f I(t)-g(t)dt funksiya berilgan OO'lsin. Bu d.(f.g)- funksiya 

metrika ekanligi ko·rsatilsin. 
11. Yuqoridagi masalalarda kiritilgan d.(f. g) metrikada Iimitga ega 

OO'lgan, d,(f,g) metrikada esa Iimitga ega bo'lmagan CID " fazoda ketma

ketlik tuzilsin. 
12. Metrik fazo (X,d) ning Ye X qism to'plami yopiq OO'lishi uchun 

(X \ Y) ning ochlq bo' lishi zarur va yetarli _ ekanligi isbotlansin (hunda yopiq 

to'plam sifatida yopig'i bilan ustma-ust tushuvchi to'plam olinsin). 
13. Metrik fazodagi har qanday chekli to'plam yopiq to'plam ekanligi 

isbotlansin. 
14. Ochiq shar ochiq to'plam ekanligi., yopiq shar va sfera yopiq to'plam 

ekanligi isOOtlansin. 
15. Ushbu B,(x.),;: B:(xo) munosabatni qanoatlantiruvchi sharlar mavjud 

bo'lgan metrik fazo topilsin. 
16. Har qanday (X,d) metrik fazoda 

a) chekli sondagi ochiq to'plamlar kesishmasi; 
h) ixtiyony sondagi ochiq to'plamlar birlashmasi ochiq to'plam ekanligi 

isootlansin. 
17 Metrik fazo (X,d) ning A c X qism to'plami yopiq OO'lishi uchun. 

uning ixtiyoriy yopiq shar bilan kesishmasi yopiq to'plam OO'lishi zarur va 
yetarli ekanligim isbotlang. 

18. U shbu int (A n B) = int A n int B munosabat o· rinli ekanligi 
isOOtlanstn. 

19 Metrik fazoda har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlikning 
fundamental ekanligi ko·rsatilsin. 

20. Metrik fazoda r to'plam yopiq bo'lishi uchun Y dagi nuqtalardan 
iborat barcha yaqinhtshuvchi ketma-ketliklarning limiti Y ga tegishli OO'lishi 
zarur va yetarli ekanligi isootlansin. 
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21. Metrik fazoning ixtiyoriy to'plamining yoptg'i yopiq to'plamligi 
ko ·rsatilsin. 

21. Bizga (X,d) metrik fazo va uning X' qism faiosi berilgan bo'lsin. 

Qism fazo X eX ning U to'plami ochiq (yopiq) bo'lishi uehun ushbu 
l! = lJ n X tenglikni bajarilishi zarur va yetarli ekanligi kO'rsatilsin (bu yerda 
1I X dagi ochiq (yopiq) to'plam). 

23. Metrik fazoda radiusi 7 ga teng bo'lgan shar, radiusi 3 ga teng bo'lgan 
shar iehida joylasbsa, ulaming ustma-ust tushishi isbotlansin. 

24. Metrik fazoda {x.} ketma-ketlik limitga ega bo'lsa, uning limiti 

yagonaligi isbotlansin. 
15. Quyidagi hollarning har birida Yevklid fazos) (R' ,d,)da berilgan A 

to'plamning yopig'i topilsin: 
1) A = Q (bu yerda Q - bareha ratsional sonlar to' plami); 

1) A = IgZ (bu yerda Z -bareha butun sonlar to'plami ); 

3) A =sinZ; 
4) A = arclg(tgZ), 

5) A = areeos(sin Z); 

6) A = eQ
; 

7) A = loO +Q. HQ. -manfiy bo'lmagan ratsional sonlar to'plami); 

8) A = {m + na} m,n e Z ,a -irratsional son; 

{
pl .} 

9) A= -;j,p,qeZ,q*O ; 

10) A={2:;p,QeN} 

Quyidagi hollarda esa Yevklid fazosi (R) ,d,)da beri1gan A 

to'plamning yopig'i topilsin: 
11) A = e", 

11) A = {(X, sin !);x>O} 
16. Bir o'lehamJi YevkJid fazosi (R',d,)da iehma-ieh joylashgan, 

uzunligi nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining kesishmasi nuqta yoki 
yopiq shar ekanJigi ko'rsatilsin. 

17. Bir o'lehamli Yevklid fazosi (R',d,)da berilgan to'plam ochiq 

bo'lishi uehun, u o'zaro kesishmaydigan, sanoqli sondagi ochiq intervallaming 
birlashmasidan iborat bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 

18. Ikki o'lehamJi YevkJid fazosi (R) ,d,)da bitta nuqtasini ehiqarib 

tashlagandan so'ng ochiq bo'lib qoladigan yopiq to'plamga misol keltiring. 
19. Metrik fazoda kesishmasi ochiq bo'lmagan to'plamdan iborat bo'lgan 
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ochiq to'plamJar sistemaslg8 misol keltiring. 
30. Metrik fazoda birlashmasi yopiq bo'lmagan to'plamdan iborat bo'lgan 

to'plarnlar sistemaslga misol keltiring. 
31. Har qanday chekli to'plamdagi metrika aniqlangan topologiya diskret 

metrika aniqlagan topologiya bilan ustma-ust tusbishi ko'rsatilsin. 
32. Diskret metrika bilan berilgan fazodagi ..ixtiyoriy to'plamning ham 

ochiq, harn yoplq ekanligi ko'rsatilsin. 
33. Ikki o'lcharnli Yevklid fazosi (RJ,d.) da 

S' ={(..t.y~x=rcosp.y=rsinPI pe[O:2R'n to'plam berilgan. Ma'lumki, bu 

to'plam aylanadan iborat. Ushbu SI eR 2 aylanadagi fJ = naR' (a -irratsional 
son), ne Z. burchakka mos keluvchi nuqtalar to'plamini A bilan belgilaymiz. 
Bu to'plamning yopig'i uchun A = S' munosabatning o'rinli bo'lishi isbotlansin. 

34. Metrik fazoda chekli sondagi chegaralangan to'plamlarning 
birlashmasi cbegara1anganligi isbotlansin. Bu fakt to'plamlar soni chekli 
bo'lmagan holda o'rinli emasligiga ishonch hosil qiling. 

35. To'liq chegaralangan metrik fazo cbegaralanganligi ko'rsatilsin. 
Teskarisi o'rinli bo'lmasligi misollar yordamida ko'rsatilsin. 

36. Ma'lumki, barcba ratslOnal sonlar to'plarni Q bir o'lchamli Yevklid 

fazosi (R',d,) ning qism fazosi bo'ladi. Ushbu (Q,d,) fazoning to'la 
bo'lmagan metrik fazo ekanligi isbotlansin. 

37. Metrik fazo (C,oIJ,d,) ning to'la metrik fazo ekanligi isbotlansin. 

38. Metrik fazo to'la bo'lishi uchun undagi ichma-ich joylashgan radius I 
nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining kesishmasi bo'sh bo'lmasligi 
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 

39. Ichma-ich joylasbgan yopiq sharlar ketma-ketligining kesishmasi 
bo'sh bo'lgan to'la metrik fazoga misol keltiring. 

1 ,. Topologik razolar 

Topologiya tushuncbasi XIX asming N.I.Lobachevskiy, B. Riman. A. 
Puankare, D. Gilbert kabi buyuk matematiklari ishlarida paydo bo'lgan. 
ShakJlaming geometrik xossalari ulaming metrik xossalari (o'lchamlari, 
burchaklari. va hokazo) bilan to'liq aniqlanmaydi. Topologik usullar yordamida 
shakJlaming geometrik xossalari yorqin namoyon bo'ladi. 

Metrik fazolarda asosiy tusbuncbalar atrof bamda ochiq to'plam 
tushunchalari yordamida kiritilgan ed.i. Bunda atrof va ochiq to'plam 
tushunchalari masofa orqali aniqlangan edi. Endi ochiq to'plam tushunchasi 
topologiya aksiomalari orqali aniqlanib, nuqtaning atrofi sifatida shu nuqtani o'z 
ichiga olgan ochiq to'plam tushuniladi. 
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AsoIiy tusbuDcbalar 

Bizga biror X w'plam benlgan bo'lib, T = (X,,) oila x to'plamrung 

ba'ZJ qism to'plamlaridan iborat bo'lsin. Bu oila chekli sondagI elementlardan 
iborat bo'lishi yoki uning elementlari cheksiz ko'p bo'lishi mumkin. Shuning 
uchun biz indeks o'zgaruvchisi a rung qanday to'plamga tegishli ekanligini 
ko'rsata olmaymiz. 

2.1.-III'rlf. Berilgan T -oila qUyidagl 
I) X E T (ma'lumki, har qanday to'plam o'zining qismi bo'ladi, shooing 

uchun u T oilaga tegishli bo'lishi ham, tegishli bo'Lmasligi ham mumkin); 
2) "E T (bo'sh to'plam bar qanday to'plamning qlsmi bo'ladt, shuning 

uchun u T oilaga tegisbli bo'lishi ham. tegishli bo'lmasligi ham mumkin); 
3) berilgan l' oilaga &egishli ixtiyoriy ikJc.i to'plamning kesishmasi T 

oilaga tcgishli. ya'ni U,V E T ~ V nu Er; 

4) berilgan r oilaga tcgishli qism to'plamlardan iborat ixtiyoriy {X a,} 

oila uchun birlasbma U X". ham r oilaga tcgishli 
6 

shartlami qanoatlantirsa. (X, r) -juftlikni topologik fam deb, '!' oilani csa bu 

fazodagi topologiya deb ataymiz; r oilaga tegishli qism to'plamlar ochiq 
to'plamlar deyiladi 

Demak, birorta to'plamni topologik fazoga aylantirish uchun uning 
yuqoridagi shartlarni qanoatlantiruvchi qism to'plamlaridan iborat birorta oilani 
aniqlash yetarlidir. Agar (X, r) topologik fazo bo'lsa. X fazooing clemcntlari 

nuqta1ar deb ataladi. 
Bizga (X,T) wpologik fam va A c X qism to'plam berilgan bo'lsin. 

2.2.-III'rlJ Biror oX EA nuqta uc:hun shunday ochiq U to'plam mavjud 
bo'lib, oX E U c A munosabat o'rinli bo'lsa, X nuqta A to'plamning ichki 
nuqtasi, X nuqta tegishli bo'lgan ixtiyoriy ochiq' to'plam % nuqtaning atrofi 
deyiladi. 

2.J-III'riJ. Berilgan A to'p1amning barcba ichki nuqtalaridan tashkil 
topgan to'plam uning ichi deyiladi va int A kabi belgilanadi. 

Ttl.ldIq. Bcrilgan A w'plam ochiq bo'lishi uchun, u o'zioing ichi bilan 
ustma-ust tushishi, ya'ni A = int A munosabatning bajarilishi zarur va yetarli. 

2.4,-III'rlf Agar A to'p1amning to'ldiruvchisi X \ A ochiq bo'lsa, A 
to'plam yopiq to'plam deyiladi. 

2.5-tIl'riJ. Biror :re X nuqtaning ixtiyoriy U(x) attofi uchun 

U(x) n A ;t '" munosabat Q'rinli bo'lsa, bu r nuqta A to'p1amning wlnisb 
nuqtasi deyiladi. 

2. '7.-III'rl/ Berilgan A to'p1amning barcba wlnisb nuqtalari to'plami 
uning yopig'i deyiIadi va A kabi belgilanadi. 

2.I.-III'rl/ Biror X eX nuqtaDing ixtiyoriy U(x) IIIrofi uchun 
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lI. n A 'It " VB Cl. n (X \ A) 'It " munosabatlar bajarilsa. r nuqta A 

to'plamning ehegaraviy nuqtasi deyiladi. Berilgan A to'plamning bareha 
ehegaraviy nuqtalari to'plarni A to'plarnning ehegarasi deyiladi VB nA kabi 
belgilanadi. 

2.90411'';/ Bizga (X,r,) VB (X,r]) topologik fazolar berilgan bo'lib. 
r, er] munosabat bajarilsa. r, -topologiya r 2 -topoll!giyaga nisbatan kuehsizroq 
topologiya deyiladi va r, ~ r 2 yoki 't2 ~ 'tJ kabi belgilanadi. 

2.IOAII'rl/ Bizga (X.f) topologik fazo VB uning {CI~} c r ochiq qism 
to'plamlari oilasi berilgan OO'lsin. Agar ixtiyoriy ochiq Cl to'plarnni 
II =UU~. U~ E {Cl .. } ko'rinishda ifodalash mumkin OO'lsa. {U.,} oila (X.1") 

o 

topologik fazoning bazasi deyiladi. 
2.10'0411'';/ Bizga (X.f) topologik fazo va uning 1", = {Cl..} C 1" ochiq 

qism to'plamlari oilasi berilgan OO'lsin. Agar f, oiladan olingan bareha ehekli 
sondagi ochiq to'plarnlar kesishmasidan hosil OO'lgan oila. ya'ni mumkin 
OO'lgan bareha 1I, nCl] n ... nll •• (bu yerda bareha i = 1.2 •...• k lar uehun Cl, E 1",) 

kesishmalardan hosil 00 'Igan oila (X. 1") topologik fazoning bazasini whkil 
qilsa. u holda f, oila (X. 1") topologik fazoning predbazasi(oldbazasi) deyiladi. 

2.11.-111'';/ Bizga {Cl .. (x)} - x nuqtaning atroflaridan tuzilgan oila 
berilgan OO'lsin. Agar x nuqtaning Ixtlyony Cl(x) atroti uehun 

r: ... (x)e{CI .. (x)} atrof ma\jud bo'lib. xeCl ... (x)cCl(x) munosabat o'rinli 

bo'lsa. {U,.(x)} oila x nuqta atroflari uehun baza deyiladi. 
2.12.-III'rlf. Berilgan topologik fazo ixtiyoriy x nuqtasining atroflari 

uehun sanoqJi baza ma\jud bo'ls8. (X. r) da sanoqlilikning birinehi aksiomasi 

bajarilgan deyiladi. (X. f) -topologik fazoning sanoqli bazasi ma\jud OO'lsa. 
(X. r) topologik fazoda sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan deyiladi. 

2.1J.-III'';f. Topologik fazoda AC(X.f) to'plam berilgan OO'lsin. Agar 

A = X munosabat o'rinli bo'ls8. A to'plam harnma yerda zich deyiladi. 
2. U. -III'fif. Berilgan (X. f) topologik fazoning sanoqli va hamma yerda 

zich qism to'plarni mavjud OO'lsa. u separabel topologik fazo deyiladi. 
2.15-111'';/ Bizga (X. r) topologik fazo va uning nuqtalaridan iOOrat 

{xJ c X ketma-ketlik, rE X nuqta berilgan bo'lsin. Agar r nuqtaning ixtiyoriy 

U(x) atroti uchun shunday N natural son ma\jud OO'lib. n ~ N OO'lganda. 

x. E U(x) munosabat o'rinli bo'lsa. (xn } ketma-ketlik r nuqtaga yaqinlashadi 
deyiladi. 

2.16-tll'fi/ Topologik fazoda A c (X,f) to'plarn berilgan bo'lsin. Biror 

.1" E A nuqtaning sbunday r I atrofi ma\jud bo'lib, Cl n A = {x} munosabat 
o'nnli bo'lsa, bu x nuqta A to'plamning ajralgan nuqtasi deyiladi. 
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2.17-111'rl/ Topologik fazoda A c (X. r) to'plam berilgan OO'1sin. Agar 

x E A nuqtaning ixtiyoriy U alrofida A to'plamning x nuqtadan farqli 
nuqtalari mavjud OO'lsa. bu x nuqta A to'plamning limit nuqtasi deyiladi. 

Mualalar yecbisb DamuDalari 

1- masala. Bizga (X.r) topologik fazo berilgan bo'lsin. Topologik fazo 

aksiomalaridan foydaJanib. yopiq to'plamlar ucbun quyidagi xossalarm 
isbotlang: 

I) X yopiq to'plam; 
2) bo'sh to'plam yopiq to'plam; 
3) chekJi sondagi yopiq to'plamlaming birlashmasi yopiq to'plam; 
4) ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlaming kesishmasi yopiq to'plam. 
fee"is". I) Bo'sb to'plam topologiyaga tegisbli. topologiyaga tegishli 

to'plamni ochiq deb ataganmiz. X esa. ochiq to'plamning to'ldiruvchisi sifatida 
yopiq to'plam. chunki uni X = X \ 0 ko'rinishida yozisb mumkin. 

2) X to'plam topologiyaga tegishli. topologiyaga tegishJi to'plamni ocbiq 
deb ataganmiz. Bo'sh to'plam esa ocbiq to'plamning to'ldiruvcbisidan iborat 
bo'lganligi sababli, yopiq to'plam, chooki ooi 0 = X \ X ko'rinishida yozish 
mumkin. 

3) Endi chekJi sondagi yopiq to'plamlaming birlashmasi yopiq to'plant 
ekanligini isbotlaymiz. Bizga {f~} yopiq to'plamlar oilasi berilgan bo'1sin. Bu 

oiladan ixtiyoriy tarzda chekli sondagi to'plamlar ajratib olib. ularning 
birlashmasi yopiq ekanligini isbotlashimiz kerak. 

Berilgan yopiq to'plamlar sistemasidan ixtiyoriy olingan yopiq 

to'plamlami F.."F,., •...• Fm. kabi belgilaylik. Endi F=UF.., to'plamni 
rI 

yopiqligini isbotlasbimiz kerak. Booing uchun X \ F to'plamni ocbiqligini 

isbotlash yetarli. Ma ·lumki. ushbu X \ F = X \ (U F,.,) =n(X \ F,.) munosabat 
11 I I 

bar doim o'rioli. Teoglikning o'og tomonida chekJi sondagi ocbiq 
to'plamlarniog kesishmasi turibdi. Modomiki. (X.r) topologik fazo ekan. 
yuqoridagi kesisbma ochiq to'plamdan iborat bo'ladi. Demak, X \ F to'plam 
ocbiq to'plamdir. Bundan F to'plamning yopiqJigi kelib cbiqadi. 

Natijada, chekli sondagi yopiq lo'plarnlaming birlashmasi yopiq to'plam 
ekanligini isbotlandi. 

4) Navbatda iXliyoriy sondagi yopiq lo'plamlaming kesishmasi yopiq 
lo'plam bo'lishini isbotlasfUmiz kerak. Bizga {Fa} yopiq to'plamlar oilasi 
berilgan bo'lsin. Bu oiladan ixtiyoriy tarzda to'p1amlar ajratib olib. ularning 
kesisbmasi yopiq ekanligini isbotlasbimiz kerak. 
Berilgan yopiq lO'plantlar sistemasidan ixtiyoriy olingan yopiq to'plamlar 
oilasini f~ ,F .. •... kabi belgilaylik. 
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Endi F - nF~ to'plamni yopiqligini isbotlashimiz kerak. Buniog uc:hun 

X \ F to'plamni ochiqligini isbotlash yetarli. 

Ma'lumki. ushbu X \ F = X \ ((1F~) =y(x \ FJ munosabat har doim 

o'rinli. Tenglikning o'ng tomonida Ixtiyoriy sondal' ochiq to'plarnlarning 
birlashmasi turibdi. Modomiki. (X.r) topologik fam ekan. yuqoridagi 
birlashma ochiq 10'plamdan iborat bo'ladi. Demak. X \ F to'plam ochiq 
to'plarndir. Bondan F to'plarnning yopiqligi kclib chiqadi. 

Natijada, Ixtiyony sondagi yopiq to'plamlaming kesishmasi yopiq 
to'plarn ekanligini isbotlandi 

1-maula. Sanoqlilkning birinchi aksiomasi baJarilmagan topologik 
fazoga misol keltiring. 

YecbiJb. Bizga X = R' haqiqiy to'g'ri chiziq va Y =(R1 \ N)U(YoJ 
to'plam berilgan oo'lsin (by yerda Yo f R). Berilgan X to'plamning bar bir .I' 

nuqtasiga quyidagl munosabat bilan 

{

X. agar .I' eX \ N 
(x) = 
- Y.. agar .I' e N 

nuqtani mos qO'yilgan bo'lslO. 
Quyidagi yoplq to'plarnlac r, = (A c Y-' f '(A) to' pia m X de yopiq) 

Ollasl yordamida Y to'plarnda kiritilgan topolgiya qaraymiz. Yuqoridagi 
J X -+ Y akslantirish yopiq ekanligini ko'rsatish qiyin emas. Ravshanki. Yo 

nuqtaning Y topologik fazodagw atroflari (f/ \ N) U (Yo) ko'rinishda bo'ladi (bu 
yerda [J to'plam N to'plamni O'z icbiga oluvchi X topologik fazodagi ochiq 
to'plarn). 

Endi Yo nuqtaning ixtiyoriy (U, \N)U{yo). (lll \N)U{YD). 
(U J \ N) U (y.}. ... atroflari ketma-ketligiOl qarayrniz. Hac bir 1=1.2.3.... uchun 
x, > I shartni qanoatlantiruvchi x, e [J, \ N nuqta tanJayrniz. Ushbu 

lI=X\(X' • .I'I • .I" .... ) to'plarn N to'plamni o'z icbiga oluvchi X topologik 
fazodagi ochiq lo·plarndir. Shuday qilib. y. nuqtaning V = (l! \ N) U (YD) 

atrofini hosil qildik. Bu hosil qilingan atrof (x" Xl' X" ... ) ketma- ketliknlOg 
birorta harn elementini o'z ichip olmaydi. Demak. Y topologik fazo Y. 
nuqtaning atrofida sanoqli bazaga ega emu. ya'ni sanoqlillkniog birinchi 
aksiomasi bajarilmas ekan. 

MiJOl VI maulallr 

I. Dckita elementdan iborat to'plarnning barcha topologiyasini yozing. 
1. Bizp X -i"'iyoriy to'plarn berilgan bo'lsin. Ocbiq to'plamJar aislemui 

sifatida uning hareba qiJm to'plamlari sistemuini olamiz. Bu siltema topologiya 
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tashkil etishini tekshiring. Bu topologiya diskret topologlya deyiladi. Bu 
topologiya bilan berilgan fazoni diskret topologik fazo deyiladi. 

Agar ochiq to'plamJar sifatida {0, X} juftligi olinsa. u ham topologiya 
tashkil etishi isbotlansin. Buni (oddiy) trivial topologJya deyiJadi. 

3, Bizga (X,r) topologik fazo va urung Ac(X.r) qism to'plami 

berilgan bo'lsin. U bolda quyidagilar isbotlansin: 
I) A = AUoA, 
2) o(AUB)coAUoB. 

3) o(An 8) c oAUoB. 

4) oA coA; 
5) o( X \ A) = oA , 

6) o(int A) c oA • 

7) int A = A \ oA 
8) A = int A U oA 
2),3),4).6) bollaming teskarisi o'rinli emasligiga misol keltiring. 
4. Metrik fazoda to'plamning urinisb nuqtasi ta'rifi sbu metrika bosil 

qilgan topologiyadagi ta'rifiga ekvivalentligi isbotlansin. 
5. Topologik fazoda A c(X,r) to'plam berilgan bo'lsin. U bolda, A 

to'plam yopiq bo'lishi ucbun A = A munosabat o'rinli bo'lishi zarur va yetarligi 
isbotlansin. 

6. Topologik fazoda to'plam yopig'ining yopiq to'plam ekanligi 
ko'rsatilsin. 

7. Topologik fazoda A, Bc(X,r) to'plamlar berilgan bo'lsin. U bolda, 

usbbu AUB = A U lJ munosabatning bajarilisbi kO'rsatilsin. 

8. Topologik fazoda ixtiyoriy Y to'plam ucbun ; = r tenglikning o'rinli 
ekanligi ko'rsatilsin. 

9. Topologik fazoda Y c (X,r) to'plam berilgan bo'isin. U bolda, 

r, = {H . H = Y nC,G e r} oila Y da topologiya aniqlasbi isbotlansin. (Y bu 
topologiya bilan qism fazo deyiladi, r y esa r yordamida Y ga keltirilgan 

topologiya deyiladi.) 
10. Topologik fazoda Y"Y2 Er ochiq to'plamlar berilgan bo'isin. Agar Y, 

va Y, lar bamma yerda zich bo'lsa, ulaming kesishmasidan iborat Y = Y, n Y, 

to'plam ham bamma yerda zich ekanligi isbotlansin. 
11. Sanoqlilikning birinchi (ikkinchi) aksiomasi bajarilmagan topologik 

fazoga misol keltiring. 
11. Topologik fazonlng qism to'plarni bo'lgan Y to'plam biror ochiq 

to'plamning yopig'i bo'lisbi ucbun. u o'z ichining yopig'iga teng bo'lisbi zarur 
va yetarli ekanligi isbotlansin. 

13. Yevklid fazosi R" da sfen shaming cbegarasi ekanligi ko'rsatilsin. 
14. Sanoqlilikning ikkincbi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda 
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sanoqlilikning birinchi aksiomasini bajarilishi ko'rsatilsin. 
IS. Yevklid fazosi R" cia ocbiq shaming yopig'i yopiq shar. sfera esa 

ochiq hamcla yopiq sharlaming chegarasi ekanligi isbotlansin. 
16. Berilgan X to'plamclagi ixtiyoriy topologiyalar oilasining 

kesishmasi, shu X to'plamcla topologiya bo'lisbi ko'rsatilsin. 
17. Topologik fazoda A c (X ,r) to'plam I¥ril~ bo'lsin. U holcla. 

quyiclagi munosabatlarni isbotlang: 
1) X\A=X\intA; 
2) X\A= X\A 
18. Topologik fazoda berilgan ixtiyoriy A, Bc (X. r) to'plamlar uchun 

quyiclagi munosabatlar o'rinli ekanligi isbotlansin: 
1) Al'TBcAnB, 
2) A\B cA \ B 
Aksincha. I) An B ~ An B va 2) A \ B ~ A \ B munosabatlar 

bajarilmasligiga mJsol keltiring. 
19. Bizga (X, T' x). (r. r r)' (Z, r z) topologik fazolar berilgan bo'lib, Y 

topologik fazo X topologik fazoning qism fazosi bo'lsa, Z topologik fazo esa., 
Y topologik fazoning qism fazosi bo'lsa. u holcla z topologik fazo X ning ham 
qism fazosi ekanligi isbotlansin. 

20. Topologik fazocla berilgan '" qism to'plarnini ikkita yopiq 
to'plamlaming ayirmasi ko'rinishida tasvirlasb mumkin bo'lishi uchun. A \ A 
to'plamning yopiq bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 

21. Topologik fazoda berilgan to'plarnni o'z ichiga olgan eng kichik 
yopiq to'plarn uning yopig'i ekanligi isbotlansin. 

22. Topologik fazoda berilgan to'plamining ochiq qism to'plamlari ichida 
eng kattasi uning ichi ekanligi isbotlansin. 

23. RatsJonal koeffitsientli ko'phadlar to'plami CII,bl ning hamma yerida 

zich va sanoqli to'plam ekanligi isbotlansin. 
24. Topologik fazo X ning Y qism fazosi diskret bo'lishi uchun uning 

barcha nuqtalari ajralgan bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 
25. Sanoqliliknmg ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazo separabel 

fazo ekanligi isbotlansin. 
Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilmagan separabel fazoga misol 

keltiring. 
26. Metrik fazo separabel fazo bo'lishi uchun unda sanoqlilikning 

ikkinchi aksiomasi bajarilishi zarur va yetarli ekanligi ko'rsatilsin. 
27. Sanoqliliknmg ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda bar 

qanday topologiya bazasi qandaydir sanoqli bazani o'z ichiga olishi isbotlansin. 
28. Bizga (X,T') topologik fazo va uning A c (X,T') ochiq qism to'plami 

berilgan bo'lsin. U holda ixtiyoriy Bc(X,T') to'plarn uchun ushbu 

A n B c Al'T8 munosabatni bajarilishi isbotlansin. 
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A ochiq OO'lmaganda bu munosabat o'rinli bo'lmasligiga misol keltiring. 
19. To'plam ham ochiq, ham yopiq OO'lishi uchun uning chegarasi OO'sh 

OO'lishi zarur va yetarli ekanligl isOOtlansin 
30. Bizga (X.r) topologik fazo va uning Ac(X.r) qlsm to'plami 

berilgan OO'lsin. U holda A to'plamning ochiq OO'lishi uchun oA = A \ A 
munosabat bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isOOtlansin. 

31. Bizga (X.f) topologik fazo va uning Ac(X.r) qism to'plami 

berilgan bo'lsin. U holda A yopiq OO'lishi uchun. oA = A \ (int A) OO'lishl zarur 

va yetarli ekanligi isOOtlansin. 
31. Topologik fazodagi barcha chegaralangan sonli (.t.) ketma-ketliklar 

to'plami X bilan belgilaylik. U holda X x X to'plamda aniqlangan 
d(x.y) = supx. - Y., funksiya metrika ekanligi va (X,d) metrik fazo separabel 

OO'lmagan fazo ekanligi isbotlansin. 
33. Bizga X topologik fazo. Ye X qism fazo va ixtiyor A c Y to'plam 

berilgan OO'lsin. Agar Y topologik fazoda .t nuqta A to'plamning limit nuqtasi 
ekanligi ma'lum OO'lsa. X topologik fazoda ham .t nuqta A to'plamning limit 
nuqtasi OO'lishi ko'rsatilsin. 

34. Bizga X\.Xl •.. .x. topologik fazolar berilgan bo'lsin. U holda. bu 

topologik fazolarning X\xX,x ... xX. to'g'ri ko'paytmasi sanoqlilikning 

birinchi(ikkinchi) aksiomasini qanoatlantirisht uchun ko'paytuvchiJarning bar 
biri sanoqlilikning birinchi(ikkinchi) aksiomasini qanoatlantirishi zarur va 
yetarli ekanligi isOOtlansin. 

35. Bizga X topologik fazo va A c X to'plam berilgan bo'lsin. Berilgan 
A to'plam yopiq bo'lishi uchun. u o'zining barcha limit nuqtalarini o'z ichiga 
olishi zarur va yetarli ekanligi isOOtlansin. 

36. Topologik fazoda u c X ochiq to'plam berilgan OO'lsin. U holda 
A = (J \11 to'plam X topologik fazoning hech qayerida zich emasligi 
isOOtlansin. 

37 Topologik fazoda A yopiq to'plam berilgan OO'lsin. Berilgan A 
to'plam X topologik fazoning hcch qayerida zich OO'lmagan to'plam OO'lishi 
uchun, x, A to'plam X topologik fazoning hamma yerida zich OO'lishi zarur va 
yetarli ekanligi isootlansin. Agar A to'plamning yopiqligini talab qilmasak. 
tasdiq o'rinJi OO'ladimi? 

38. Bizga X topologik fazo. uning qism fazosi Y va X topologik 
fazoda hech qayerda zich OO'lmagan A to'plam berilgan bo'lsin. U holda. 
A, = Any to' plam Y qism fazoning hech qayerida zich emasligi isbotlansin. 

39. Bizga X topologlk fazo va uning Y c X qism fazosi hamda X 
topologik fazoning bazasidan iborat OO'lgan {U..} oila berilgan bo'lsin. U holda. 

ll .. I = {U .. n Y} oila Y fazodagi topologiya bazasi ekanligi isbotlansin. 

40. Topologik fazoda hech qayerda zich bo'lmagan to'plamning yopig'i 
ham hech qayerda zich cmasligi ko'rsati1sin. r ~. ~ 
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41. Berilgan X topologilc fazo qanday shartni qanoatiantirganda, uning 
hamma yenda zich to'plami o'zi bilan ustma-ust tushadi. ya'ni ushbu 
A = X => X = A munosabat o'nnli bo'ladi? 

42. Biror X to'plam VB undagi {rJ topologiyalar oilasi berilgan bo'lsin. 

U holda. r =nr. oila ham X to'plamda topologiya bo'lishini isbotlang. . . 
43. Biror (X,d) metrik fazoda A -= {a1.Ql' .... } sanoqli VB hamma yerda zich 

to'plam berilgan bo'lsin. U holda, {8: (o.)} oila X metrik fazodagi 

topologiyaning bazasi ekanligi ko'rsatilsin. 
44. Metrik fazoda ochiq shaming yopig'i yopiq shar bo'lishi uchun 

radiusi shaming radiusi bilan. markazi shaming markazi bilan ustma-ust tushgan 
sfera uning chegarasi bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin 

45. Sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda A 
to'plam yopiq bo'lishi uchun. A to'plam elementlaridan tuzilgan barcha 
yaqinlashuvchi ketma-ketliklaming limitlari A to'plamga tegishli bo'lishi zarur 
VB yetarli ekanligi ibotlansin. 

46. Biror (X. r) topologik fazoda {U a} ochiq to'plamlar oilasi topologiya 

bazasi bo 'lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligl 
isbotlansin: 

ixtiyony V ochiq to'plam VB ixtiyoriy X E V nuqta uchun X El' c V 
shartlami qanoatlantiruvchi lJ e {UJ to'plam mavjud. 

47. Bizga X topologik fazo VB uning Y qism fazosi hamda A c Y 
to'plam berilgan bo'lsin. U holda A to'plamning Y fazodagi yopig'i, uning X 
topologilc fazodagi yopig'i bilan Y fazooing kesishmasiga tengligi isbotlansin. 

48. Topologik fazoda hech qayerda zich bo'lmagan ochiq to'plamning 
bo'sh to'plam ekanligi ko'rsatilsin. 

49. Biror X to'plam VB unda kintilgan topologiyalar oilasi {rJ benlgan 

bo'lib, bu sistemaga tegishli ixtiyony ikkita r ... , r.., topologiyalar uchun ulardan 

kuchliroq r ... E {rJ topologiya mavjud bo'lsa, u holda r = Ur. ham X . 
to'plamda topologiya tashkil qilishi isbotlansin (masaJan. bu munosabat 
ixtiyony ikkitasini solishtirish mumkin bo'lgan {r J oilasi uchun o'rinli). 

1 ,. Uzluksizlik 

Topologiyaning asosiy tushunchalaridan bin uzluksizlik tushunchasidir. 
Bu tushuncha matematik analizda ham uchraydi, lekin topologiyada uzIuksizlik 
tushunchasi bar tomonlama to'liq nvojini topadi. Uzluksizlik yordamida 
topologik akslantirish tushunchasi aniqlanadi. 

Topologiyada' uzIuksizlik tushunchui ochiq to'plamlar yordamida 
kiritiladi. Shuning uchun bu yerdagi tasdiqlarni isbotluhda topologik usullar 
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qo ·lIaniladi. 

Asosiy tushunchalar 

Bizga x, Y topologik fazolar va X topologik fazoni Y topologik fazoga 
akslantiruvchi / x -+ Y akslantirish berilgan bo'lsin. x topologik fazoning .to 

nuqtasining 1 alcslantirishdagi aksini Yo = I{.t.} kabi belgilaylik. 

J.I.-III'rlf. Berilgan 1 akslantirishda Yo nuqtaning ixtiyoriy V atrofi 

uchun Xo nuqtaning shunday U atrofi mavjud bo'lib, f(U) c v munosabat 

bajarilsa. / akslantirish Xo nuqtada uzluksiz deyiladi. Agar 1 akslantirish X 

topologik fazoning bar bir nuqtasida uzluksiz bo'lsa, u uzluksiz akslantirish 
deyiladi. 

J.2.-III'';/ Berilgan / X -+ Y akslantirishda ixtiyoriy ochiq (yopiq) 
to'plamning aksi ochiq (yopiq) to'plam bo'lsa, / ochiq (yopiq) akslantirish 
deyiladi. 

J.J.-III'rif, Berilgan / X -+ Y akslantirish uzluksiz bo'lib, unga teskari 
akslantirish r' mavjud va uzluksiz bo'lsa, / -gomeomorfi2lll yoki topologik 
akslantirish deyiladi. X va Y topologik fazolar esa. O'zaro geomeomorf yoki 
topologik ekvtvalent fazolar deyiladi. 

J.4.-III',if. Bizga (X. r.),(Y, r y) topologik fazolar berilgan bo'lsin. X va r 

fazolarning nuqtaJaridan iborat Z to 'plam r = tJ U VI U Er., V E r y} topologtya 

bilan birgalikda X va Y topologik fazolammg bog'lanmagan yig' indisi 
deyiladi. 

J.S.-III',if. Bizga X topologik fazo va unda x,y EX nuqtaJar berilgan 
bo'lsin. Agar I: [0: I]~ X uzluksiz akslantirish uchun 1(0) =.t va 1(1) = y 
munosabatlar o'rinli bo'lsa, u holda 1 akslantirish boshi .t nuqtada va oxiri y 

nuqtada bo'lgan yo'l deb ataladi. 
J.6.-III'rlf. Bizga / X -+ Y akslantirish berilgan bo'lsin. Vc Y 

to'plamni ochiq deymiz, shu holda va faqat mu holdaki, agar r' (V) ochiq 

bo'lsa. Bu f. X -+ Y akslantirish yordamida kiritilgan topologiya faktor 
topologiya, berilgan 1 akslantirisb esa faktor akslantirish deyiladi. Y to'plam 

kiritilgan topologiya bilan topologik fazo shartlarini qanotJantiradi. 
J.7.-III'rlf. Berilgan / X -+ Y akslantirish ucbun I{X) = Y munosabat 

o'rinli bo'lsa, bu akslantirisb ustiga akslantirish. agar /{X)c Y bo'lsa. ishiga 
akslantirisb deyiladi. 
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Ma .. lalar yecbisb DamuDalari 

I-masala. Berilgan (X,Tx) topologik fazoni (Y,r,) topologik fazoga 

akslantiriruvcbi / x -+ Y akslantirisb ucbun quyidagi sbartlaming 
ekvivalentligini isbotlang: 

a) / X ---+ Y akslantirish uzluksiz. 
b) (Y, r,) topologik fazo ixtiyoriy ochiq qism to'plamining 

proobrazi(asli) X topologik fazoda ochiq. 
c) (Y, r r) topologik fazo predbazasi (oldbazasi) ixtiyoriy elemeotining 

proobrazi(asli) (X,r x) topologik fazoda ochiq. 
d) (Y, T,) topologik fazo bazasi ixtiyoriy elementining proobrazi( asli) 

(X, r x) topologik f87.ocia ochiq. 

e) berilgan (X, r.r) va (Y, T r) topologik fazolarda ixtiyoriy .I E X va 

ixtiyoriy V E D(/(.I» atrof uchun. 1(1I) e V munosabat bajariladigan shunday 

U E B(.I) atrof topish mumkin bo'ladigan .I E X nuqtaning X topologik fazoda 

{B(.I)} .. x, Y = I (.I) nuqtaning Y topologik fazoda {D(y)} ye Y atroflar oilasl 

mavjud. 
f) (Y, r, ) topologik fazo ixtiyoriy yopiq qlsm to'plamining 

proobrazi(asli) X topologik fazoda yopiq. 

g) ixtiyoriy A e X to'plarn uchun ushbu I(A) e I(A) munosabat 
o rinh. 

b) ixtiyoriy BeY to'plam ucbun usbbu I-I (B) e 1-1(8) munosabat 

o'rinli. 

i) ixtiyoriy BeY to'plam uchun ushbu f-l(JntB)elnt(-I(B) 

munosabat o'rinli. 
Yecbisb. a) munosabatdan b} munosabatni keltirib chiqaraylik. 

Va'ni, / X -+ Y uzluksiz akslantirish berilgan bo'lsin. Berilgan 
akslantirishning uzluksizligidan foydalanib, (Y. ry) topologik fazo ixtiyoriy 

ocbiq qism to'plamining proobrazi (asli) X topologik fazoda ochiq ekanligini 
ko'rsatamiz. Uzluksiz akslantirishning ta'rifiga ko'ra, / X -+ r akslantirish X 
topologik fazoning har bir nuqtasida uzluksiz. 

Modomiki. / X -+ Y akslantirish X topologik fazoning bar bir 
nuqtasida uzlukslz ekan., Ixtiyoriy .I EX nuqta obrazi(aksi) bo'lgan 

y = f(.I} E Y nuqtaning ixtiyoriy V/(x) e Y atroti uchun .I EX nuqtaning 

shunday U x atroti topiladiki, bu atroflar uchun ushbu f(Ux)cV/(x) 

munosabat o'rinli ~'Iadi. Endi, (Y, ry) topologik fazodan olingan ixtiyoriy V 

ochiq qism to'plamining proobrazi(asli) X topologik fazoda ochiq ekanligini 
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ko·rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy olingan .1' e I-I (V) nuqtani ichki nuqta 

ekanligtni ko·rsatanuz. Oxirgi munosabatdan (.1') e V kelib ch.iqadi. 

Demak, V ochiq to'plamni 1(.1') nuqtanmg alrofi ckyish mumkm. Endi 

f X --+ Y akslantirish uzluksiz ekanligini hisobga olsak, ixtiyoriy vcr ochiq 
to'plamning proobrazi uchun, .1' nuqtaning shunday atrofi topiladiki, bu atrof 

uchun U x c I-I (V) munosabat o·rinli. Bundan esa, ushbu 

:celfx c f-l(Vf(x» munosabatga ega bo'lamiz va .1' nuqtaning ichki nuqta 

ekanligi kelib chlqadi. Olingan .1' nuqtanlDg ixtiyoriyligidan 1-I(Vf(x» 

to'plamning ochiqligi kelib chiqadi. 
Endi b) munosabatdan c) munosabatni keltirib chiqaraylik, ya'ni 

(Y, Ty) topologik fazo ixtiyoriy ochiq qlsm to'plamming proobrazi(asli) X 
topologik fazoda ochiqligidan foydalanib, (Y ,Ty ) topologik fazo 

predbazasi( oldbazasi) ixtiyoriy elementining proobrazi (X, T x) topologik 
fazoda ochiqligini isbotlaymiz. 

Bizga (r, T r) topologik fazoning T, = {U a} ochiq to'plamlar oilasidan 

Iborat predbazasi berilgan bo'lsin deb faraz qilaylik. Modomiki, (Y, Tr) 

topologik fazo ixtiyony ochiq qism to'plamining proobrazi(asli) X topologik 
fazoda ochiq ekan, berilgan predbazadan olingan ixtiyoriy l! e T, ochiq 

to 'plamning proobrazi f '( 1I) ham ochiq bo 'Iadi. 
Endi c) munosabatdan d) munosabatni kelib ch.iqishini isbotlaylik. Bizga 

(r, Tr) topologik fazoning TI = {Ua } ochiq to'plamlar oilasidan iborat 
predbazasi berilgan bo'lib, undan olingan ixtiyony 1I e T, ochiq to'plamning 

proobrazi I '(lI) ham ochiq deb faraz qilaylik. Berilgan (r, TT) topologik 
fazoning TI = {UJ oilaga tegishJi to'plamlarning mumkin bo'lgan barcba 

chekli sondagi V, n V, n ... n V~, (bu yerda barcba 1= 1,2, .. . ,k lar ucbun 
U, e T1 ) kesishmalaridan bosil bo'lgan oiladan iborat bazasini qaraylik. Usbbu 

I '(U, nU2 n ... nU~)= I '(U,)nr'(U2)n ... nl '(V.) tenglikdan baza 
elementlarining proobrazlari X topologik fazoda ocbiq bo'lish.i kelib cbiqadi. 

Endi d) munosabatdan e) munosabatni keltirib ch.iqaraylik, ya'ni (r, T r) 

topologik fazo bazasi ixtiyoriy elementining proobrazi (X, T x) topologik fazoda 
ochiq ekanligidan, berilgan (X, T x) va (Y, T r) topologik fazolarda ixtiyoriy 

.1' eX va ixtiyoriy Ve DU(x» atrof uchun. I(U) c V munosabat 
bajariladigan shunday U ~ B(x) atrof topish mumkin bo'ladigan A eX 
nuqtaning X topologik fazoda {B(x)}.reX, Y = I(x} nuqtaning r topologik 
fazoda (D(y)} y<T atroflar oilasi mavjudligini isbotlaylik. 

Ma'lumki. ixtiyoriy Ve DU(x» atrofucbun, shunday r topologik 
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fazoning bazasiga tegishli W atrof topiladiki, bu atroflar uchun lex) eWe V 

munosabat bajariladi. Masala shartiga ko'ra., / '(W) to'plam X topologik 

fazoda ochiq va x e / '(W) munosabatdan baza ta'riftga ko'ra, shunday 

Cl c / '(W) bazaga tegishli atrof topiladi. U holda ushbu 

feU) c f(/"'(W» eWe V munosabatga ega bo'l,miz. Shuni isbotlash talab 
qilingan edi. 

Navbatdagi ishimiz berilgan (X. r x) va (Y. ry) topologik fazolarda 
ixtiyoriy x e X va ixtJ.yoriy Ve D(f(x» atrof uchun, feU) cV munosabat 
bajariladigan shunday U e 8(x) atrof topish mumkin bo'ladigan x eX 

nuqtaning X topologik fazoda (B(x)lxex, Y = lex) nuqtaning Y topologik 
fazoda {D(y)} yeY atroflar oilasi mavjud ekanligidan (Y, r r) topologik fazo 

ixtiyoriy yopiq qlsm to'plamining proobrazi X topologik fazoda yopiqligini 
isbotlaymiz. 

Bizga (Y. r r) topologik fazoda B = 8 yopiq to'plam berilgan bo'lsin, 

uning proobrazi /' (B) to'plamning yopiqligini isbotlashimiz kerak. Ushbu 

munosabat /"'(8) = X \ (-I(y\ H) o'rinli bo'lgani uchun. j"'(Y\ 8) 

to'plamning X topologik fazoda ochiqligini isbotlash yetarli. Boning uchun 
/"'(Y \ 8) to'plamning ixtiyoriy nuqtasi ic~ki nuqta ekanligini ko'rsatishimiz 

kerak. Ravshanki, ixtiyoriy x e F'(Y \ B) nuqta uchun (x)e Y \ B munosabat 
o'rinli bo'ladi. 

Bundan esa, Vc Y \ B munosabat bajariladigan V e D(f(x» atrof 

mavjudligi kelib chiqadi. Masala shartiga ko'ra., /(1I) c V munosabat 

bajariladigan shunday U e H(x) atrof topish mumkin. Natijada. ushbu 

x e U c f-'(j(U»c F'(V) c /"'(Y \ B) munosabatlarga ega bo'lamiz Bu esa. 

/ '(Y \ B) to'plamning ochiqligini. / '(B) esa yopiqligini ko'rsatadi. 
Endi f) munosabatdan g) munosabatni keltirib cbiqaraylik, ya'ni 

(Y. fy) topologik fazo ixtiyoriy yopiq qism to'plamining proobrazi(asli) X 
topologik fazoda yopiqligidan, ixtiyoriy A c X to'plam uchun ushbu 
/(A) c (A) munosabat o'rinli ekanligini keltirib chiqaraylik. Buning uchun 

/ 'U(A») to'plamning A to'plamni o'z ichiga oluvcbi yopiq to'plamligidan. 

A c ('(.7(A») munosabat kelib chiqadi. Bu yerdan o'z navbatida 

/(A) c /(/' <leA))) c /(A) munosabatlarni hosil qilamiz. Shuni isbotlash 
talab qilingan edi. 

g) munosabatdan h) munosabatni keltirib chiqaraylik. ya'ni ixtiyoriy 
A c X to·plam uchun ushbu f(A) c /(A) munosabat o'rioli ekanidan 

foydalanib. ixtiyony· HeY to'plam uchun ushbu / '(8) c / '(8) munosabat 
o'rinliligini keltirib chiqaraylik. 
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Yuqoridagi mooosabatni keltirib chiqarish ucboo A = r l (B) munosabatga 

ushbu mooosabatni f(A) c I(A) qo'llash natijasida usbbu 

I(r-'(B»)c [(/'(B» cB mooosabatni hosil qilamiz, bu ~erdan esa isbotlasb 

kerak bo'lgan I1 (B) c 1(8) munosabat kelib chiqadi. 

Endi b) munosabatdan i) munosabatni keltirib cbiqaraylik, ya'ni ixtiyoriy 
BeY to'plam uchoo, usbbu r'(B) c r'(B) mooosabat o'rinli ekanidan 

foydalanib, ixtiyoriy BeY to'plam ucbun usbbu I I(int B) c int I '(B) 
mooosabat o 'rinliligini keltirib cbiqaraylik. Booing uchun, Y \ B to'plamga 
/'(B)c/ '(8) mooosabatni qo'llab, ushbu I '(Y\B)c[ '(Y\B) 
mooosabatni hosil qilamiz. Boodan esa, quyidagi munosabatlar bosil qilamiz: 

[ '(intB) = [ I(y \Y \B) = X \[ I(y \B) c X \/I(Y\B) = 

=X\X\[ '(B)=intl '(B) 

Natijada, ushbu I I(int B) c int /'(B) mooosabat kelib cbiqdi. 
Masalani to'liq yechimini hosil qilish uchun i) munosabatdan a) 

munosabatni keltirib cbiqarishimiz kerak, ya'ni ixtiyoriy BeY to'plam uchoo. 
ushbu [I(int B) c int I '(B) munosabat o'rinJi ekanidan I akslantirishning 

uzluksizligini keltirib chiqaraylik. 
Bizga f X -+ Y akslantirisb berilgan bo'lsin. Ixtiyoriy x e X Duqta 

obrazi(aksi) bo'lgan y = I(x) e Y Duqtaning ixtiyoriy atrofini f(x) eVe Y 
deb belgilaylik, u holda x E /1 (V) ekani kelib chiqadi. Bu Vc Y to'plam 
ucbun V = int V munosabat o'rinli ekani ma'lwo. Berilgan 
1-'(intB)cintJ'(B) mooosabatdan foydalanib, usbbu /1(V)cintrl(V) 

mooosabatni bosil qilamiz Bundan esa., quyidagi I I(V) = int I I(V) tengiik 

kelib cbiqadi. Natijada, JI(V) to'plamning ocbiqligini bosil qildik. Agar 

1J = I I (V) dcb belgilasak, ushbu munosabat x E U c I I (V) bosil qilamiz. 

Bundan esa I(U) cV munosabat kelib cbiqadi. Bu f X -+ Y aksiantirishning 
x e X nuqtada uzluksiz akslantirish ekanligini beradi. Olingan x e X 
Duqtaning ixtiyoriyligidan f X -+ Y akslantirish X topologik fezoning bar bir 
nuqtasida uzluksizligi kelib cbiqadi. 

Modomiki. f X -+ r akslantirish X topologik fezoning bar bir nuqtasida 
uzluksiz ekan, u uzluksiz akslantirish bo'ladi. Masala to'liq yechildi. 

Misol va m ..... lar 

1. Metrik fazo (X,d) VI uning qism to'p1ami A c X berilgan bo'lsin. 
Agar A _bo'sh bo'lmagan to'plam bo'lsa, u bolda I(x) = d(x,A) 

akslantirishning uzluksizligi ko'rsatilsin. 
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1. Bizga X, Y topologik fazolar va X topologik fazoni Y topologik 
fazoga akslantiruvchi f X --+ Y akslantirisb berilgan bo'lsin. Bcrilgan f 
akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun Y topologik fazodagi ixtiyoriy G ocbiq 
qism to'plamning proobrazi F'(G) bcrilgan X topologik fazoda ochiq to'plam 
bo'lishi zarur va yctarli ckanligi ko'rsatilsin. 

3. Bizga x, Y topologik fazolar va X toj>ologik fazoni Y topologik 
fazoga akslantiruvchi f X --+ Y akslantirish berilgan bo'lsin. Bcrilgan f 
akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun r topologik fazodagi ixtiyoriy yopiq qism 
to'plamning proobrazi X topologik fazoda yopiq to'plam bo'lishi zarur va 
yctarli ckanligi ko'rsatilsin. 

4. Uzluksiz akslantirishlarning superpozitsiyasi uzluksiz akslantirishligi 
isbotlansin. 

~. Topologik fazolar x, Y va / X -+ Y uzluksiz. biycktiv akslantirish 
berilgan bo'lsin. Agar X topologik fazoda aJralgan nuqta mavjud bo'lmasa, u 
holda Y topologik fazoda ham aJralgan nuqta ma\<jud cmasligi isbotlansin. 

6. Bcrilgan / [0;1] --+ [0;1] uzluksiz akslantirish karnida bina qo' zg' almas 
nuqtaga ega ckanligi isbotlansin. 

7. Teskarisi uzluksiz bo'lmagan o'zaro bir qiymatli uzluksiz 
akslantirishga mlsol kcltiring. 

8. Topologik fazolar x, Y va f X --+ Y uzluksiz akslantirish berilgan 
bo'lsin. U holda (, = {(.r,f(.r»} to'plam j akslantirish grafigi deyiladi. G 

to'plamning X topologik fazoga gomeomorfligi isbotlansin. 
9. Berilgan (X, T x) topologik fazom (Y, T, ) topologik fazoga 

akslantiriruvchi / X·~}, akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun quyidagi 
shartning bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang: 

(X,T.) topologik fazoning ixtiyoriy A c X to'plami uchun ushbu 

/(A) c /(A) munosabat o'rinli. 
10. Berilgan (X, T r ) topologik fazoru (r. T, ) topologik fazoga 

akslantiriruvchi / X --+ Y akslantirishda Y topologik fazonin. bazasiga tcgisbli 
to'plamlarning proobrazi X da ochiq to'plamlar bo'lsa, / X --+ Y 

akslantirishning uzluksiz ckanligi isbotlansin. 
11. Usbbu (X,d) metrik fazoning d(.r,Y) mctrikasi XxX to'plamda 

uzluksiz ckanligi isbotlansin. 
11. Berilgan (X, T x ) topologik fazoni (Y , T, ) topologik fazoga 

akslantiriruvchi / X --+ Y akslantirish uzIuksiz bo'lishi uchun quyidagi 
shartning bajarilishi zarur VB yctarliligini isbotlang: 

(X.Tx) topologik fazoning ixtiyoriy A c Y to'plami uchun ushbu 

f '(A) c f '(A) munosabat o'rinli. 
13. Berilgan' (X.T.I') topologik fazoni (Y,T,) topologik fazoga 

akslantiriruvchi f x --+ Y akslantirisb ochiq bo'lishi uchun (r. Ty) topologik 
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fazoning ixtiyoriy BeY to'plami uchun ushbu rl(B) c rl(B) munosabat 

o'rioli bo'lishi zarur va yetarliligi isbotlansm. 
14. Berilgan (X.TX) topologik fazoni (Y.Ty) topologik fazoga 

akslantiriruvchi 1 X -+ Y akslaotirish ochiq bo'lishi uchun (Y. TT) topologik 

fazoning ixtiyoriy BeY to'plami uchun ushbu r l (oB) = o(r l (8» 
munosabat o'rinli bo'lishi zarur va yetarliligi isbotlansin. 

IS. Berilgan (X. Tx) topologik fazoni (Y. TT) lopologik fazoga 

akslanliriruvchi / X -+ Y akslantirish uzIuksiz bo'lishi uchun. ixtiyoriy 
yaqinlashuvchi x. -+ x ketma-ketlik uchun lim I(x.) = I(x) munosabat o'rinli .... 
bo'lishi zarur va yetarliligi isbotlansin. 

16. Topologik fazolarni birini ikkinchisiga akslantiriruvchi akslantirish 
uzIuksiz, yopiq akslantirish bo'lsa, uning faktor akslantirish ekanligi isbollansin. 

17 Bizga X,y topologik fazolar berilgan bo'lib, bunda X topologik fazo 
XI'X

1 
yopiq to'plamlarning birlashmasidan iboratligi ma'lum, ya'ni 

X = XpX
1

• U holda, / X -+ Y akslanllrish uzluksiz bo'lishi uchun uning X, 
va Xl qism fazolarda uzIuksiz bo'lishi zarur VB yetarli ekanligi isbollansin. 

18. Biri to'la, ikkinchisi esa to'la bo'lmagan o'zaro gomeomorf metrik 
fazolarga misol keltiring. 

19. Bizga X, Y topologik fazolar va / X -+ Y yopiq akslantirish 
berilgan. Bu akslaotirish uchun I(X) c Y, (bu yerda Y, c Y) munosabat o'rinli 

bo'lib, / -yopiq akslantirish ekanJigi ma'lum bo' lsa, 1 X -+ ~ akslantirish ham 
yopiq bo'lishini isbotlang. 

10. Bizga X. Y topologik fazolar va / X -+ Y uzluksiz akslantirish 

berilgan. Agar X, eX va f. = Ilx, XI -+ Y munosabatlar o'rinli bo'lsa, quyidagi 

tasdiqlar o'rinli ekanligi isbotlansin: 
I) f. akslanlirish uz1uksiz; 
2) agar X, to'plam X lopologik fazoda yopiq to'plam va / akslantirish 

yopiq akslantirish bo' lsa, u holda f. yopiq akslantirishdir; 
3) agar XI to'plam X topologik fazoda yopiq to'plam va 1 akslantirish 

ochiq aksJantirish bo'lsa, u holda f. oc:hiq akslantirishdir; 
11. Ushbu X,Y lopologik fazolarda berilgan / X -+ Y akslantirish yopiq 

bo'lishi uchun Y topologik fazoning ixtiyoriy ye Y nuqtasi va I I(y) nuqta 

tegishli bo'lgan ixtiyoriy U oc:hiq lo'plami uchun, y nuqtaning shunday v,. 
airofi mavjud bo'lib, r'(V) c U munosabat bajarilishi zarur va yetarli ekanligi 

isbotlansin. 
11. Ushbu X,Y topologik fazolarda berilgan 1 X -+ Y akslantirish yopiq 

bo'lishi uchun ixtiyoriy A c X to'plam uchun. I(A) c I(A) munosabat o'rinli 
bo'lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 
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13. To'g'ri chiziqdagi ixtiyoriy ikkita oclliq (yopiq) interval o'zaro 
gomeomorfligi isbotlansin. 

14. Bizga x.Y topologik fazolar, f X -+Y akslaotirisb va X topologik 
fazodagi U = {UJ topologiya bazasi berilgao bo'lsin. Berilgao f akslaotirish 

ocbiq akslantirisb bo'lisbi ucbun, U = {UJ oiladan olingao ixtiyoriy lla 
to'plamning I(Ua ) aksi Y topologik fazodada ocmq bo'lisbi zarur va yetarli 

ekanligi isbotlansin. 
lS. Uzluksiz ustiga f X -+ Y, g. Y -+ X akslantirshlar mavjud bo'lgan 

o'zaro gomeomorfbo'lmagan x.Y topologik fazolarga misol keltiring. 
16. Usbbu x.y topologik fazolar berilgao. X x Y to'g'ri ko'paytmaning 

X ga proeksiyasi uzluksiz, ochiq va yopiq akslantirish ekanligi isbotlansin. 
17 Bizga x. Y topologik fazolar va f X -+ Y akslantirisb berilgan 

bo'lsin. Berilgao f akslantirish uzluksiz bo'lisbi ucbun quyidagi munosabatning 
bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin: 

ixtiyoriy AcYqism to'plarn uchun FI(intA)cint(FI(A» munosabat 

o'rinli. 
18. Topologik akslantirishlaming superpozitsiyasi topologik akslantirish 

bo'lishini isbotlang. 
19. Berilgan f R" -+ R- akslantirish chiziqli bo'lsa, tming uzluksiz 

ekaoligi ko'rsatilslD. 
30. Bizga X.Y topologik fazolar berilgao. Agar f X -+ Y uzluksiz va 

biyektiv akslantirisb bo'lsa, quyidagi shartlar elcvivalentligi isbotlansin: 
I) f -faktor akslantirish; 
2) f -ochiq akslantirisb; 
3) f -yopiq akslantirish; 
4) f -gomeomorf akslantirish. 
31. Usbbu X,Y topologik fazolar hamda f X -+ Y uzluksiz akslantirish 

berilgan bo'lsin. Agar XI eX va XI'" Xmunosabatlar o'rinli ekanligi ma'lum 

bo'lsa, I(X I ) = I(X) munosabat ham o'rinli ekanligi isbotlansin. 

31. Bizga x.y topologik fazolar, f X -+ Y uzluksiz, ustiga akslaotirisb 

va XI eX qism to'plarn berilgan. Agar f XI -+ Y akslantirish faktor ustiga 
akslantirisb ekanligi ma'lum bo'lsa. u bolda f X -+ Y akslantirishning faktor 
akslaotirisb ekanligi isbotlansin. Teskari jumla o'rinlimi? 

33. Topologik fazolar X, Y , f X -+ Y akslantirisb hamda Y, c Y qism 

to'plam berilgan bo'lsin. f akslantirish uzluksiz bo'lsa. u holda I X -+ Y\ 
akslaotirishning uzluksiz ekaoligi isbotlansin. 

34. Bizga X,Y topologik fazolar va f. X -+ Y akslaotirisb berilgan. Agar 
f(z) c Y, munosabat o'rinli bo'lib, f akslantirisb ochiq akslaotirisb ekanligi 

ma'lum bo'lsa, u bolda f X -+ ~ akslantirisb ham ochiq akslantirish 
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bo'lishini isbotlang. 
35. Yevklid fazosidagi shar shu fazoning o'zjga gomeomortligini 

lsbotlang. Soddalik uchun Rl fazoni qarang. 
36. Aylananing yopiq doiraga gomeorf emasligi isbotlansin. 
37. Bizga {X a} topologik fazolar oilasi, X to'plam va la X ~ Xa 

akslantirishlar berilgan bo'lsin. Berilgan X to'plamda har bir la akslantirish 

uzluksiz bo'lgan barcha topologiyalar icbida eng kuchsiz topologiya mavjudligi 
ko'rsatilsin. Bu topologiyani la oila yordamida keltirilgan kuchsiz topologiya 
deb ataymiz. 

38. Oldingi masalada kiritilgan topologiyani quyidagicha aniqlasb 
mUmkinligini ko'rsating: 

Ixtiyoriy Y lopologik fazo va f : Y -+ X akslantirisb ucbun 

fa 0 f : Y -+ X a superpozitsiya bar bir a da uzluksiz bo'lishi uchun I Y ~ X 

uzluksiz bo'lisbi zarur va yetarli bo'ladigan X to'plamda yagona topologiya 
mavjud. 

39. Bizga (X. r) topologik fazo XI eX va f(X.) eX (f(x) = x) 

joylasbtirisb berilgan bo'lsin. Berilgan X topologik fazoda I akslantirisb 
yordamida keltirilgan topologiya (37-misolga qarang) r XI bilan ustma-ust 

tushishini isbotlan,. 
40. Bizga {Xa} topologik fazolar oilasi, X to'plam va r.. X" -+ X 

akslantirishlar berilgan bo'lsin. B~lgan X to'plamda har bir la akslantirish 
uzluksiz bo'lgan barcha topologiyalar ichida eng kuchli topologiya mavjudligi 
kO'rsatilsin. Bu topologiyani la oila yordamida keltirilgan kuchli topologiya 
deb ataymiz. 

41. Oldingi masa1adagi kiritilgan topologiya quyidagicba aniqlash 
mumkinligini ko'rsating: 

Ixtiyoriy Y topologik fazo va I X ~ Y akslantirish berilgan bo'lsin. X 

to'plamda, I X ~ Y akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun f 0 fa: Xa -+ Y 
superpozitsiya bar bir a da uzluksiz bo'lishi :zarur va yetarli bo'ladigan yagona 
topologiya mavjud. 

41. Bizga XI •.... X. topologik fazolar berilgan bo'lsin. Agar berilgan 

topologik fazolarning to'g'ri ko'paytmasini X = XI )( ... )( x. kabi VB f.: X ~ X. 

sifatida tabiiy proeksiyani belgilasak, u holda 40-masaladagi /, akslantirishlar 
oilasi yordamida keltirilgan lruchli topologiya, XI •...• X. topologik fazolarning 

dekart ko'paytmasidagi topologiya ekanini isbotlang. 
43. Yevklid fazolari R· VB ~ gomeomorf bo'lishi uchun " =". 

munosabat o'rinli bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 
44. Bir o'lchamli Yevklid fazosi R" VB R' fazo ,,~1 bo'lganda o'zaro 

gomeomorf emasligi ko'rsatilsin. 
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4S. O'lchami n BB teng bo'lgan R- Yevldid fazosida yopiq sbar VB yopiq 
kub gomeomorfligi ko'rsatilsin. 

46. Bmlgan R'" Yevklid fazosida bitta ouqtasi chiqarib tuhlangan sfera 
W fazoga gomeomorfligini isbotlang. 

47. Bitta nuqtasi chiqarib tuhlangan R- VB S"-')( R to'plamlar o'zaro 
gomeomorfligi ko'rsatilsin. 

48. Bitta nuqtasi chiqarib tashlangan aylananing ochiq intervalga 
gomeomorfligi isbotlansin. 

49. Bizga E.F.G topologik fazolar, I E~F VB K F~(j uzluksiz 
akslantirishlar berilgan bo'lsin. Agar I suryektiv akslantirish va go f topologik 

akslantirish ekanligi ma'lum bo'lsa, u holda I va K topologik akslantirishlar 

ekanligi ko'rsatilsin. 
SO. T harfi L harfiga gomeomorf emasligi isbotlaosin. 
SI. Haqiqiy proyektiv to'g'ri chiziq RP aylanaga gomeomorf ekanini 

ko'rsating. 
Sl. Gomeomorfbo'lmagan X va Y topologik fazolarga misol keltiringki, 

bunda X topologik fazo biror r; c... Y qism fazosiga, Y topologik fazo esa biror 

X, eX qism fazosiga gomeomorfbo'lsin. 
Sl. TO'g'ri chiziqda ochiq interval, yarim ochiq interval VB yopiq 

iotcrvallar o'zaro juft-jufti bilan gomeomorf emasligi isbotlansin. 
54. Yevklid fazosi R' cia quyjdagi fuDlcsiyalami uzluksizlikka tekshiring 

va grafigini c hizing: 
1) l(x)=d(x,Q); 

2) I(x) = d(x,I); 

3) f(x)=d(x,Qn[-l;Ib, 

4) f(x):= d(x,eP ) efJ =~. a E Q}. 
Bu yer-da Q -barcha ratsional sonlar to' plarni, VB I = [0;1] c R 

4 I. Bog' .. nilbli fazolu 

Ma'lwnk.i, chiziqli bog'lanishli topologik fazolar matematikada muhim 
o'rin tutadi. Bu paragrafdagi misol VB masalalar bog'lanishlilik xossasiga 
bag'ishJangan bo'lib, bu xossa boshqa topologik xossalardan farq qiladi. 
Xususan. bog'lanishlilikdan boshqa topologik xossalar kelib chiqmaydi. va 
aksincha bog'lanishlilik XOSSUl boshqa topologik xossalaming natijasi emas. 
Bog'1anishli topologik fazolardan so'OI chiziqli bog'lanishlilik tushunchasi VB 

chiziqli bog'lanishlilik komponenta tushunchasi kiritiladi. 

AaotJy tuabuacbal.r 

Bizga (X,r) topologik fazo, A c X qism to'plam berilgan bo'lsin. 
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4.1.-III'rif. Ikkita ochiq GI va G2 qism to'plamlar mavjud bo'lib, 
quyidagi 

I) A = (GI n A)U(G2 nA) 

2)(G1 n A)n (Gl n A) = 0 

3)GI nA~0,Gl nA~0 

shartlar bajarilsa, A to'plam bog'lanishsiz to'plam deyiladi. Agar yuqoridagi 
shartlarni qanoatlantlfUvchi ochiq GI va G2 qism to'plamlar mavjud bo'lmasa. 
A to'plam bog'lanishli to'plam deyiladi. 

Endi, A = X holni qaraylik. Bu holda. ushbu X n GI = GI , X n G l = Gl 

munosabatlar o'rinli bo'lgani uchun yuqoridagi shartlar quyidagicha ko'rinishini 
oladi: 

Boshqacha qilib aytganda, 

l) X =GI UCl 

2)GI nGl =0 

3)GI ~0, Gl ~0. 

4.1.-III'rif X topologik fazo ochiq va o'zaro kesishmaydigan., bo'sh 
bo'lmagan Cl va G2 to'plamlar mavjud bo'lib, X = (;1 U G2 munosabat 

bajarilsa, X bog'lanishsiz topologik fazo deyiladi. Bu shartni qanoatlantiruvchi 
GI va G2 ochiq to'plamlar mavjud bo'lmasa, X fazo bog'lanishli fazo deyiladi 

4.J.-ItI'rif. Topologik fazoda XE X nuqta berilgan bo'lsin. Berilgan x 

nuqtani o'z ichiga olgan eng katta bog'lanishli to'plam shu nuqtaning 
bog'lanishlilik komponentasi deyiladi. 

4. 4-111 'rI/ Topologik fazoning ixtiyoriy ikki nuqtasini yo'l bilan 
tutashtirish mumkin bo'lsa, u chiziqli bog'lanishli topologik fazo deyiladi. 

4.S.-III'rif. Berilgan topologik fazoning bar bir nuqtasi atroflarining 
bog'lanishli to'plamlaridan iborat bazasi mavjud bo'lsa, u loka! bog'lanishli 
fazo deyiladi. 

4.6.-III'rlf. Topologik fazoning bar bir nuqtasi atroflari uchun chiziqli 
bog'lanishli to'plamdan iborat bazasi mavjud bo'lsa, u loka! chiziqli bog'lanishli 
fazo deyiladi. 

MuaI. yecbisb a.muD ... ri 

1-........ Bog'lanishli to'plamning yopig'i ham bog'lanishlidir. 
Yecilsi. Bizga (x. r) topologik fazo va uning bog'lanishli qism to'plami 

A eX berilgan bo'lsin. T~ini faraz qilaylik, ya'ni A eX bog'lanishli, 
lelOn A bog'lanishsiz to'plam bo'lsin. U holda bog'lanishsiz to'plam ta'rifiga 
ko'ra. (X, 1') topologik fazoda ochiq GI VB Gl qism to'plamlar mavjud bo'lib, 
ular uchun quyidagi: 
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A =(G, nA)U(G2 nA) 

(G, nA)n(GI nA)=0 

G,nAot0,GJ nAot0 
munosabatlar bajariladi. Har qanday to'plamlar uchun A c::4 munosabat o'rinli 
bo'lganligi uchun, yuqoridagi munosabatlami hisobp olsak. quyidagi: 

A =(G, nA)U(G2 nA) 

(G, n A) n A == GI n A 

(Gl nA)nA =Gl nA 
tengliklar o'rinliligi kelib chiqadi. 

Bundan tashqari, G, VB GI ochiq to'plamlar hamda G, n A ot 0 va 

Gl n A ot 0 munosabatlardan ushbu GI n A ot 0, GI n A ot 0 munosabatlar 
kelib chiqishini ko'rsatish qiyin emas. Va nihoyat (G, n,:;n n (GI n)l) = 0 
tenglikdan (G, n A) n (Gl n A) = 0 tenglik kelib chiqadi. Yuqoridagi 
munosabatlar birgalikda A to'plamning bog'lanishsiz to'plam ekanligini 
ko'rsatadi. Bu ziddiyatdan A to'plamning bog'lanishli ekanJigi kelib chiqadi. 

l-masala. Berilgan x topologik fam X = l! X" ko'rinishda tasvirlangan 

bo'lib, nX" ~ 0 munosabat bajarilsa. X bog'lanishli topologik fam ekanligi 

ko'rsatilsin (bu yerda har bir x" bog'lanishli to'plam). 
Yeclltslt. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni X ochiq, bo'sh bo'lmagan va 

o'zaro kesisbmaydigan A,B to'plamJarning birlashmasidan iborat bo'lsin. U 

holda X" = (x" nA)U(X" nB) munosabat o'rinli bo'ladi. Har bir x" 

bog'lanishliligidan x.nA=0, X"nB=0 munosabatIardan bittasi o'rinli 
bo'ladi, ya'ni X" yoki A to'plamda yoki B to'plamda yotadi. A VB B 

to'plamlar bo'sh bo'lmagani uchun Q E A.h E B nuqtalar topish mumkin. Agar 
a EX... deb faraz qilsak, x ... c A munosabat, hEX", desak, X., c B 

munosabat o'rinli bo'ladi. Natijada X ... n X ... = 0 tenglikni hosil qilamiz. Bu esa, 

masala shartiga zid. Demak, X bog'lanishli topologik fazo elean. 

Misol va masalalar 

l. Lokal bog'lanishli bo'lmagan, bog'lanishli topologik famga misol 
keltiring. 

2. Bog'lanishli to'plamning uzluksiz akslantirishdagi aksi bog'lanishli 
to'plam bo'lishi isbotlansin. 

3. Lokal bog'lanishli topologik fazoda bog'lanishlilik komponenta ochiq 
to'plam ekanligi isbQtlansin. 

4. Berilgan X topologik fazoning ixtiyoriy %,Y E X nuqtalarini o'z ichiga 
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oluvchi C .. bog'lanishli to'plam mavjud bo'lsa.. x bog'lanishli topologik fazo 

ekanligi isbotlansin. 
S. Ixtiyoriy chiziqli bog'lanishli topologik fazo, tJog'lanishli ekanligi 

isbotlansin. 
6. Tekislikda hech bo'lmaganda, bitta koordinatasi ratsional bo'lgan 

nuqtalar to'plami bog'lanishJi bo'ladimi? 
7. Tekislikda faqat bitta koordinatasi ratsional bo'lgan nuqtalar to'plami 

bog'lanishli bo 'ladimi? 
8. Tekislikda illala koordinatasi ratsional bo'lgan nuqtalar to'plami 

bog'lanishJi bo'ladimi? 
9. Umumiy markazga ega ratsional radiusli aylanalar to'plami 

bog'lanishli bo'ladimi? 
10. Yevklid fazosi R" da 
I) sfera; 
2) shaming ichi; 
3) shaming to'ldiruvchisi bog'lanishli ekanligi isbotlansin. 
11. To'g'ri chiziqda: 

I) Z = (barcha butun sonlar to'plami); 2) {a; I; I , I , ... ; I, ... }; 
123 n 

3) [a;b]; 4) Q = (barcha ratsional sonlar to'plami) lolcal bog 'Ianishli 
to'plam bo'ladimi? 

12. Yevklid fazosi RI da cheksiz qism to'plam bo'lgan lokal 
bog'lanishsiz to'plamga misol keltirlng. 

13. Quyidagi A cBe A munosabat o'rinli bo'lib, A to'plam bog'lanishJi 
bo'lsa. u holda B to'plam ham bog'lanishli bo'lishi isbotlansin. 

14. Topologik fazo chekli sondagi bog'lanishlilik komponentalarga ega 
bo'lsa, u holda ular ochiq bo'lishi isbotlansin. 

IS. Topologik fazo X bog'lanishJi fazo bo'lib, f X -+ Y uzluksiz 
akslantirish bo'lsa, f akalantirishning grafigi bog'lanishli ekanJigi ko'rsatilsin. 

16. Chiziqli bog'lanishli bo'lmagan bog'lanishli to'plamga misol 
keltiring. 

17. Berilgan A va B to'plamJar bog'lanishli bo'lib, Anli;;t 0 munosabat 
bajarilsa. u holda AUB bog'lanishli bo'lishini isbotlang. 

18. To'g'ri chiziqda A c R' qism to'plam bog'lanishli bo'lishi uchun 
uning iptervaldan iborat bo'lishi zarur va yetarli ekanligi ko'rsatilsin. (Bu yerda 
interval deganda, yopiq, ochiq. yarim ochiq, bir tarafi cheksiz. ikki tarafi chek:siz 
intervallar tushuniladi). 

19. Topologik: fazolaming to'g'ri ko'paytmasi bog'lanishli bo'Jishi uchun 
ularning bar biri bog'lanishli bo'lishi k:erak:1igi isbotlansin. 

10. Bog'lanishli topologik: fazolarning to'g'ri ko'paytmasi bog'lanishIi 
topologik fazo ekanligi isbotlansin. 

21. Yevlclid fazosi R" bog'lanishli fazo ekanligi isbotlansin. 
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11. Yevklid fazosi R" da A=R·'{o, .... o.} (keN) to'plam 
bog'lanishli ekani isbotlansin (bu yerda n ~ 2). 

13. Bizga X topologik fazo berilgan bo'lsin. Agar 1" va y nuqtalami o'z 
ichiga oladigan bog'lanishli A eX to'plam ma\-jud bo'lsa. 1" - y deymiz. Bu 
munosabat ekvivalentlik munosabati ekani isbotlansin. 

24. 23-masaladagi kiritilgan ekvivalentlif< munosabatiga nisbatan 
ekvivalentlik sinfi bog'lanishlilik komponentasi ekanligi isbotlansin. 

25. Bog'lanishlilik komponentasi yopiq to'plam ekanligi isbotlansin. 
26. Har qanday bog'Janishli to'plam birorta bog'lanishlilik 

komponentasiga qism to'plam ekanligi isbotlansin. 
27. Berilgan X topologik fazoning ixtiyoriy 1" va y nuqtalari uchun 

A, , ...• A. (bu yerda nE N soni 1" va y nuqtalarga bog'liq) bog'lanishli 

to'plamlar ma\-jud bo'lib. u quyidagi 
l)A,nA",~0 (V;=I,n-l) 2)xeA,. yeA. 
shartlami qanoatlantirsa. u holda X bog'lanishli topologik fazo ekani 

isbotlansin. 
18. Har xii ikki nuqtalar ucbun ular tegishli bo'lgan bog'lanishlilik 

komponentalari kesishmaydi yoki ustma-ust tushishi isbotlansin. 
29. Topologik fazo yagona bog'lanishlilik komponentasidan iborat 

bo'lishi uchun. uning bog'lanishli fazo J,o'Jishi zarur va yetarli ekanligi 
ko'rsatilsin. 

30. Chiziqli bog'lanishli, lekin lokal chiziqli bog'lanishli bo'lmagan 
topologik fazoga misol keltiring. 

3t. Chiziqli bog'lanishli, lekin lokal bog'lanishli bo'lmagan topoJogik 
fazoga misol keltiring. 

32. Topologik fazo lokal bog'lanishli bo'lishi uchun uning ixtiyoriy ochiq 
to'plamining bog'lanishlilik komponentasi ochiq bo'lishi zarur va yetarliligini 
isbotlang. 

33. Yevklid fazosi R" lokal bog'lanishli fazo ekanligi isbotlansin. 
34. Bizga X topologik fazo va X, unmg bog'lanishsiz yopiq qism 

to'plami berilgan bo'lsin. X, topologik fazoni ikkita o'zaro kesishmaydigan, 
bo'sh bo'lmagan yoplq to'plamlarning yig'indisi ko'rinishida ifodalash mumkin 
ekanligi isbotlansin. 

35. Bizga X topologik fazo va X, uning ochiq, bog'lanishsiz qism 
to'plami berilgan bo'lsin. X, topologik fazoni ikkita bo'sh bo'lmagan o'zaro 
kesishmaydigan ochiq to'plamlarning yig'indisi ko'rinishida ifodalash mumkin 
ekanligi isbotlansin. 

36. Bizga X - Xausdorf topologik fazo va bog'lanishli X, eX qism 
to'plam berilgan bo'lsin. Agar XI bittadan ortiq nuqtani o'z ichiga olgan 

to'plam bo'lsa. u nolda bu to'plamda ajralgan nuqtalar mavjud emashgi 
isbotlansin. 
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37 Topologik fazoda X" Xl yopiq to'plamJar berilgan bo'lib, X, UXl va 
X, nX l to'plamlar bog'lanishli ekani ma'lurn bo'lsa. X, va Xl to'plamlar ham 
bog'lanishli ekanligi isbotlansin. 

38. 37-masalada kamida bina to'plam yopiq bo'lmasa, X, va Xl 

to'plamlar bog'lanishli bo'lishi shart emasligiga misol keltiring. 
39. Topologik fazoda barcba t lar uchun X, n X'., ~ '" shartni 

qanoatlantiruvchi {X,} bog'lanishli to'plamlar ketma-ketligi beriJgan bo'lsin. 

X = l! X, to'plamning bog'lanishli ekani isbotlansin. 

40. Topologik fazoda barcha i lar uchun X, n X .. I bog'lanishli bo'lgan, 

{Xi} bo'sh bo'lmagan to'plamlardan tashkil topgan oila berilgan bo'lsin. U 

holda X = C! X, to'plamning OOg'lanishli ekanligi isbotlansin. 

41. Bizga X topologik fazoda XI yopiq to'plam berilgan bo'lsin. XI qism 
fazoning bog'lanishlilik komponentasi X topologik fazoda yopiq to'plam 
ekanligi isbotlansin. 

42. Yevklid fazosi R" (n ~ 3) dan chekli sondagi R' fazonmg 
(k s n - 2) qlsm to'plamlarini chiqarib tashlaganda hosil bo'lgan qlsm fazo 
bog'lanishli bo'lishi isbotlansin. Bu yerda R' c R" deb qara1adi. 

43. Tekislikdan chekli sondagi to'g'ri chiziqlar chiqarib tashlaganda hosil 
bo'lgan to'plam bog'lanishlilik komponentasining maksimal soni aniqlansin. 

44. Berilgan X topologik. fazo bog'lanishsiz fazo bo'lishi uchun 
X = A U B. An B = "'. An B = '" munosabatJami qanoatlantiruvchi A. B c X 

to'plamJarning mavjud bo'lishi zarW" va yetarli ekanligi isbotlansin. 
45. Bizga 1 X -. Y uzluksiz akslantirish va X bog'lanishli fazo berilgan 

bo'lsin. U holda 1 akslantirish grafigining bog'lanishli ekanligi isbotlansin. 
46. Berilgan 1 [O.l]-.R I akslantirish uzluksiz bo'lib, 1(0)'/(1)<0 

shartni qanoatlantirsin. U holda, I(~) = 0 shartni qanoatlantiruvchi ~ e (0;1) 

nuqta mavjudligini isbollang. Bu masalani 4S-masaladan foydalanib yeching. 
47. Bizga X topologik fazo va uning bog'lanishi to'plamlari oilasi {A.} 

berilgan bo'lib, Ixtlyoriy Am, va A .. , to'plamlari ucbun 

Am, n A.., ~ 0, Am, n A.., ~ 0 munosabatlar o'rinli OO'Isa, u holda A = U A • .. 
to'plam bog'1anishli ekanligi ko'rsatilsin. 

48. Bizga X topologik fazo va A,BcX yopiq (ochiq), bo'sh 
bo'lmagan va o'zaro kesishmaydigan to'plamlar beriJgan bo'lsin. Berilgan 
to'plamlar uchun An B ~ 0, B n A = 0 munosabatlar o'rinli ekanligi 
isbotlansin. 

49. BoS'lanishli to'plamning asli bog'lanishsiz bo'lgan uzluksiz 
akslantirishga misol keltiring. 
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5 I. Topolopk fazoluda ajraluvcbaalik 

Topologik fazo ta'rift umumiy tusbunchalardan OO'lib, bareha topologik 
fazolarda o'rinli OO'ladigan qiziqarli teoremalarni isootlash qiyin. Bu paragrafda 
nuqtalarni. nuqta va to'plamni hamda to'plamlami bir-biridan ajratish haqidagi 
aksiomlar va ular yordamida keltirib chiqarish JIlumkin OO'lgan xossaIar 
o'rganiladi. 

Asosiy tusbuacbalar 

S.l~"'rlf. Berilgan X topologik fazoning ixtiyoriy x. ye X. (x _ y) 

nuqtalari uchun shu nuqtalardan faqat bittasini o'z ichiga oluvchi ochiq to'plam 
mavjud OO'Isa. X topologik fazo 7;, topologik fazo deyiladi. 

5.2 -III'rlf. Berilgan X topologik fazoning ixtiyoriy x, ye X. (x _ y) 

nuqtalari ucbun x nuqtaning y tegishli OO'lmagan atrofi. y nuqtaning x 

tegishli bo'lmagan atrofi mavjud bo'lsa. X topologik fazo T, topologik fazo 
deyiladi. 

S.J-ttI'rl/ Topologik fazoda ixtiyoriy o'zaro farqli ikki nuqta O'zaro 
kesishmaydigan atroflarga ega OO'Isa. bu fazo Xausdorf topologik fazosi. (7; 
fam) deyiladi. 

S.4-ItI'rl/ Topologik fazoda f~. F;·c (X, 1') o'zaro kesishmaydigan 

to'plamlar berilgan OO'lsin. Mos ravishda bu to'plamlarni O'z ichiga oluvchi. 
o'zaro kesishmaydigan ochiq ~. V1 to'plamlar mavjud bo'lsa. u holda F, va F2 
to'plamlarni bir-biridan ajratish mumkin deyiladi. 

S.S-ttI'rl/ Bizga T, fam OO'lgan (X.1') topologik fazo berilgan OO'lib, 

uning ixtiyoriy yopiq qism to'plamini sbu to'plamga tegisbli OO'lmagan 
nuqtadan ajratish mumkin OO'Isa. X topologik fazo regulyar topologik fazo (T, 

fazo) deyiladi. 
S.6-ItI'rlf. Topologik fazo T, fazo bo'lib, uning ixtiyoriy yopiq qism 

to'plami F c (X.1') va F to'plamga tegishli bo'lmagan r nuqta uchun 

tp(x) = 0, rp(y) = lye F shartlarni qanoatlantiruvchi funksiya mavjud oo'lsa. 

X to'liq regulyar topologik fazo (To fam) deyiladi. 

S.7-111'rlf. Bizga (X,1') topologik fazo berilgan bo'lsin. Agar uT, 

topologik fazo OO'lib, uning o'zaro kesishmaydigan ixtiyoriy ikkita qism 
to'plamlarini bir-biridan ajratish mumkin OO'Isa. X normal topologik fazo (T., 
fazo) deyiladi. 
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Masala yechish DamUDalari 

l-masala. Topologik fazolar ichidan T8 topologik fazo 
bo'lmaydiganlanga misollar keltiring. 

Yechish. I) Antidiskret topologik fazoni ~ fazo bo 'lmaydigan topologik 

fazoga misol qilib keltirish mumkin. Haqlqatan ham, antidiskret topologik 
fazoning topologiyasi r = {0, X} to'plamdan iborat. Antidiskret topologik 

fazoning ixtiyony olingan x, ye X, (X;I: y) nuqta1ari uchun sbu nuqta1ardan 

faqat bittasini o'z ichiga oluvchi ochiq to'plam mavJud emas. Chunki, bu 
fazoning ochiq to'plamlari faqat 0, X to'plamlardan iborat xolos, shuning 

uchun ixtiyoriy olingan x, ye X, (X;I: y) nuqtalardan bittasini o'z ichiga 

oluvchi to'plam albatta ikkinchisini ham o'z ichiga oladi. 
2) Bizga elementi binadan ko'p bo'lgan X to'plam va X \ Xo 

ayirmaning elementi binadan ko'p bo'ladigan X 0 eX qism to'plam berilgan 

bo'lsin.lxtiyoriy AcX qism to'plam uchun intA=AnXo va intX=X 
munosabat o'rin1i deb faraz qilaylik. Bu usul bilan aniqlangan to'plamning ichi 
tushunchasi quyidagi 

1) intX = X 
2) int A cA; 
3) int(AnB)=intAnintB; 
4) int(int A) = int A 

shartlami qanoatlantiradi. Ravshanki, bu usul bilan aniqlangan to'plamning ichi 
tushunchasi yordamida X to'plamda topologiya aniqlash mumkin. Berilgan Xo 
to'plamning barcha qism to'plamIari va X to'plamning faqat o'zi yuqorida 
kiritilgan topologiyaga nisbatan ochiq to'plamdir. Ixtiyoriy olingan 
x, ye X, (X;I: y) nuqtalardan bittasini o'z ichiga oluvchi to'plam albatta 
ikkinchisini ham o'z ichiga olishini tekshirib ko'rish unchalik qiyin emas. 

Agar Xo sifatida bo'sh to'plamni olsak. u holda X antidiskret topologik 

fazodan iborat bo'ladi. 
l-masala. Ma'lu.mki, bar qanday T, topologik fazo 1~ topologiJc fazo 

bo'ladi, lekin teskarisi bar doim ham o'rinli emas. Bunga misol keltiring. 
YecbiJh. Bizga elementi bittadan ko'p bo'lgan X to'plam va uning biror 

Xo e X nuqtasi berilgan bo'lsin. Har bir bo'sh bo'lmagan A c X qism to'pIam 

uchun A =AU{xo} va 0 =0 munosabat o'rinli deb faraz qilaylik. Bu usul 
bilan aniqlangan to'plamnin, yopig'i tushunchasi quyidagi 

1) 0=0;2) AeA,3) AUB=AnB;4) (A)=A 
shart1ami qanoatlanticadi. Ravshanki, bu usul bilan aniqlangan to'plamning 
yopig'i tushuncbasi yordamida X to'plamda topologiya aniqlash mumkin. 
Berilgan {xo} nuqtadan iborat to'plamning faqat o'zi yuqorida kiritilgan 
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topologiyaga nisbatan X topologik fazoda yopiq to'plamdir, boshqa bar qanday 
bir nuqtali to'plam ochiq to'plamdir, lekin yopiq emu. 

Ixtiyoriy ye X, (.to * y) nuqtaning har qanday attoti .to nuqtani o'z 

ichiga oladi, lekin .to nuqtani attofi sifatida (.to} nuqtadan iborat to'plamni 

olsak, u holda y tegishli bo'lmagan -"0 nuqtaning atrofi mavjud ekan. 

Demak. ushbu X topologik fazo T. fazo. 'Iekin r, fazo bo'lmagan 
topologik fazoga misol bo'la oladi. 

Misol V8 m ... l.lar 

I. Berilgan (X,.r) topologik fazo Xausdorf fazosi bo'lishi uchun 

D = {(.t,.t)} c X x X to'plamning yopiq bo'lishi zarur va yetarli ekanligi 

isbotlansin. 

2. Xausdorf fazosining hamma yerida zich bo'lgan A = X. qism 

to'plami AcX berilgan bo'lsin. Agar f X~Y va g X--+Y uzluksiz 

akslantirishlar va A to'plamdan olingan ixtiyoriy nuqta .t eA uchun 

I(.t) = g(.t) munosabat o'rinlj bo'lsa, I va g akslantirishlaming ustma-ust 

tushishi isbotlansin. 
3. Topologik fazoni Xausdorf fazosiga akslantiruvchi f . X ~ Y 

akslantirish berilgan bo'lsin. Berilgan f -uslantirish uzluksiz bo'lishi uchun. 
{( .tJ(.t»} c X x Y to'plam X x Y da yopiq bo'lishi zarur va yetarliligi 

ko'rsatilsin. 
4. Topologik fazolaming X xy to'g'ri kO'paytmasi Xausdorf fazosi 

bo'lishi uchun ko'paytuvchilaming bar bm, ya'ni X va Y topologik fazolaming 
Xausdorffazolari bo'lishi zarur va yetarliligini ko'rsating. 

5. Xausdorf fazosida har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona 
limitga egaligi isbotlansin. 

6. Topologik fazo 7; -fazo bo'lishi uchun, uning ixtiyoriy bir nuqtasidan 
iborat to'plami shu topologik fazoda yopiq bo'lishi zarur va yetarli ekanligi 
ko'rsatilsin. 

7. Berilgan X topologik fazo regulyar bo'lishi uchun, uning ixtiyoriy 
.t e X nuqtasi va uning ixtiyoriy U r atrofi uchun, .t nuqtaning V. elf. 

munosabami qanoatlantiruvchi V. atroti mavjud bo'lishi zarur va yetarli ekanligi 

isbotlansin. 
8. Topologik Cazo normal bo'lishi uchun, uning ixtiyoriy yopiq qism 

to'plami Fe X va F to'plamning ixtiyoriy U F atrofi uchun VF c U F shartni 

qanoatlantiruvchi VF atrofining mavjud bo'lishi zarur va yetarli ekanligi 

isbotlansin. . 
9. Topologik fazo normal bo'lishi uchun, uning ixtiyoriy F,G eX 
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yOplq, kesishmaydipo qasm to'plamlarining (II' nU" = 0 sbartni 

qanoatlantiruvcbi U, VB U () ab'oflarini mavjud bo'lisbi zaIlU" VB yctarli ekani 

isbotlansin. 

Agar 

10. Xausdorf fazosi bo'lmagan T, fazoga misol keltiring. 
11. Regulyar bo'lmagan Xausdorf fazosiga misol Keltiring. 
11. To'liq regulyar bo'lmagan regulyar topologik fazoga misol keltiring. 
13. Normal bo'lmagan. to'liq regulyar topologik fazoga misol keltiring. 
14. Normal bo'lmagan regulyar topologik fazoga misol keltiring. 
IS. Har qaoday metrik fazo normal bo'lishi isbotlansin 
16. Bizga X topologik fazo va uning Y qlsm fazosi berilgan bo'lsin. 

1) X topologik fazo 7; (I = 1.2,3,4) topologik fazo bo'lsa, u holda Y ham 
mos ravisbda 7; (I = 1,2,3,4) topologik fazo bo'lisbi isbotlansin. 

2) X -normal topologik fazo va Y uning yopiq qism fazosi bo'lsa., u holda 
Y normal qism fazo bo'hsbi isbotlansin. 

17. Ma'lumki, X normal topologik fazo, F,G c X uning yopiq, o'zaro 

kesishmaydigan qism to'plamlari bo'lsa. f(F) - 0, f(G) = I munosabatlaml 

qanoatianliradigan uzluksiz f funksiya topiladi. Agar X topologik fazo 7; 
fazo bo'lib, ixtiyony yopiq, o'zaro kesishmaydigan F,G qism to'plamlari uchun 
yuqoridagi shartni qanoatlantiruvchi uzIuksiz funkslya mavjud bo'lsa, X normal 
bo'hsbi isbotlansin. 

18. Berilgan X lopologik fam T, .. (I = 1,2,3,4)-fazo bo'lsa. u holda X mos 

ravishda 7;(; '" 1,2,3,4) fazo bo'lishi isbotlansin. 

19. Sanoqlilikning ildcinchi aksiomasi bajarilgan. regulyar fazo normal 
fam bo'lishi isbotlansin. 

10. Bizga X Xausdorf fazosl VB f· X --+ X uzIukslZ akslantirisb berilpo 

bo'lsin. U bolda A = {..t f(..t) =..t} YOPlq lo'plam ekanligi isbotlansin. 

ll. 8erilgan X lopologile Cam T, -fazo ekanliga ma'lum bo'l58, uning 
If eX qlsm to'plamining limit nuqtalari to'plami yopiq ekanligi isbotlansin. 

11. Sanoqlilikning birincbi aksiomasi bajarilgan X topologik Cam VB 

..t eX nuqta berilpo bo'lsin deb faraz qilaylik. Berilgan % nuqta If c X 

lo'plamning limit nuqtasi bo'lisbi uchun, ixtiyoriy n natural son ucbun ..t. "* ..t 

shartni qanoatlantiruvcbi, mu % nuqlaga yaqinlashuvchi (..tJ ketma-ketlikning 

mavjud bo'lisbi zaIlU" VB yetarh ekanJigi isbotlansin. 
13. SanoqlilikninJ birinchi aksiomasi bajarilgan X Xausdorf topologik 

fazo VB Y Xausdorf fazosiberilgan bo'lsin deb faraz qilaylile. Agar f X--+Y 

akslantirish VB yaqinlasbuvcbi (..t,,} ketma-ketlile uchun ..t ...... ..t munosabatdan 

/(:r.) --+ /<:r) ekanligi kelib cbiqisbi ma'lum bo'laa, f -uzIuksiz akslantirish 

ekanligi i.botIansin. 
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14. Topologik fazoda bar qanday yaqinlasbuvchi ketma-ketlikning limiti 
yagonaligi ma'lurn bo'lsa. u bolda u T, topologik fazo ekanligi 

isbotlansin. 
15. Topologik. fazoda sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilgan bo'lsin 

deb faraz qilaylik. Berilgan topologik. fazo Xausdorf fazosi bo'lishi ucbun, 
undagi bar-qanday yaqinlasbuvcbi ketma-ketlikning1imiti yagona bo'lisbi zarur 
va yetarli ek.anligi isbotlansin. 

16. Bizga X normal lopologik f820 va uni f X -+ r uzIuksiz, ustiga 
(sur'yektiv), yopiq akslantirisb berilgan bo'lsin. U holda r -normal fazo ekanligi 
isbotlansin. 

17. Normal topologik fazoning A c X yopiq qism to'plami va f A -+ R 
uzIuksiz akslantirisb berilgan bo'lsin. hamda, X normal topologik fazoda 
aniqlangan uzIuksiz F X -+ R akslantirisb A to'plamda f bilan ustma-ust 

tushsin. Agar ixtiyoriy .x EA nuqta ucbun f(.x~ S; C tengsizlik o'rinli bo'lsa, u 

holda ixtiyoriy ye X uchun IF(y) S; C tengsizlikni qanoatJantiruvcbi funksiya 

mavjudligi isbotlansin. 
18. Normal topologik f820ning A c X yopiq qism to'plami va 

f A -+ I" uzluksiz akslantirish berilgan bo'lsin}. U holda A to'plamda f 
bilan ustma-ust tushuvchi, F X -+ I" uzluksiz akslantirisb mavjudligi 
isbotlansin. Bu yerda 1", n -o'lcbamli kub: 

29. fopologik fazoning bar bir Ye X qism fazosi normal fazo bo'lsin 
deb faraz qilaylik. U holda, berilgan topologik fazoning A, Bc X qism 

to'plamlari ucbun An B = 0, B n A = 0 munosabatlar bajarilsa, bu 
to'plamlaming o'zaro kesishmaydigan atroflari mavjud ekanligi isbotlansin. 

lOo Chekli T, topologik fazoning diskret fazo bo'lishini isbotlang 

ll. Ixtiyoriy ikkita bo'sh bo'lmagan ochiq qism to'plamlarining 
kesishmasi bo'sh bo'lmagan T,-fazoga misol keltiring. 

n. Bizga X -regulyar f82O, r c X -sanoqli diskret qism fazo berilgan 
bo'lsin. Har bir ." Er nuqta uchun YI ~ y" Cl n Cl = 0 sbartni 

" 11 'I 

qanoatlantiruvcbi {U.} atroflar oilasi mavjudligi ko'rsatilsin. 

ll. Topologiyalari ushbu r l < r1 munosabatni qanoatlantiruvchi, 
birinchichisi (X, r l ) regulyar topologik fazo, ikkincbisi (X, rl)-regulyar 
bo'lmagan topologik fazo bo'ladigan (X, rl),(X, r1 ) topologik fazolar toping. 

l4. Turli limitlarga ega bo'lgan yaqinlasbuvchi ketma-ketliklar mavjud 
bo'ladigan T, -fazoga Dllsol keltiring. 

l5. Sanoqlilkning birinchi aksiomasi bajarilmagan topologik fazoda 
yaqinlasbuvchi ketma-ketlikning limiti yagona bo'lishi shart emasligiga misol 
keltiring. 
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36. Topologik fazo Xausdorf fazosi bo'lishi ucbun. uning bar bir nuqtasi 
o'zining atroflari yopig'larining kesishmasidan iborat bo'lishi zarur va ycwli 
ekanligi isbotlansin. 

6 §. Komp.kt to'pl.mbr v. r.zobr 

Bu paragrafdagi o'rganiladigan masalalar kompakt to'plamlar va 
fazolarga bag'ishlangan. Kompala fazolar juda muhim topologik fazolar sinfi 
bo'lib. ular ixtiyoriy ochiq qobig'idan cbeldi qism qobiq ajratisb mwnkin 
bo'lgan topologik fazolar deb ta'riflanadi. Kompakt fazolar sinfi Yevklid 
fazolarining barcha yopiq, chegaralangan qism to'plamlarini o'z ichiga oladi. 
Yevk.lid fazolarining bu qism to'plamJarida o'rinli bo'lgan xossalari ko'p 
hoUarda barcha kompakt fazolar uchun o'rinli bo'ladi. 

Asosiy tusbUDCb.lu 

6.1AII'rl/. Bizga (X,r) topologik fazo, A c X qism to'plam va birorta 

{Aa} ochiq to'plamlar oilasi berilgan bo'lsin. Berilgan oila ucbun A c UA.. .. 
munosabat o'rinli bo'lsa, u bolda {A .. } oila A to'plamning ochiq qobig'i 

deyiladi. 
6.2AII'rlf. Ochiq qobiq cbek.li (sanoqli ) sondagi to'plamlardan iborat 

bo'lsa, u chek.li (sanoqli) ochiq qobiq deb ataladi. Agar if,} qobiqning bar bir 

elementi {V..} oilaga tegishli bo'lsa, ~J,} oila {V..} qobiqnmg qism qobig'i 

deyiladi. 
6.J.-III'rlf. Berilgan A to'plamning ixtiyoriy ocbiq qobig'idan cheldi 

qobiq ajratish mumkin bo'lsa. A kompakt to'plam deyiladi. 
6.4.-III'rl/. Bizga (X,r) topologik fazo va {U .. } ochiq to'plamlar oilasi 

berilgan bo'lib. X =UU .. munosabat bajarilsa. {U .. } oila (X,r) topologik 

fazooing ochiq qobig'i dcyiladi. 
6. 5.'" 'rif. T opologik fazooing ochiq qobiqlari {U .. }. {v, } oilalar 

berilgan bo'lsin. Agar bar bir a uchun p = pea) mavjud bo'lib, V .. cV, 

munosabat bajarilsa. {U .. } qobiq {v,,} qobiqning ichiga joylashtirilgan qobiq 

deyiladi. 
Tabiiyki, 6.3.-ta'rifda agar A = X munosabat o'rinli bo'lsa, u holda 

kompakt fazo ta'rifini bosil qilamiz: 
6.6.-III'rlt Berilgan tepologik fazooing ixtiyoriyochiq qobig'idan cheldi 

qobiq ajratish mumkin bo'lsa, u kompalct fazo deyiladi. 
6. 7.-III'rl/. Berilgan topologik fazooing ixtiyoriy sanoqli ochiq 

qobig'idan cheldi qobiq ajratish mumkin bo'lsa, berilgan topologik fazoda 
sanoqli kompalrtlilik xossasi o'rinli dcyiladi. 
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6."~'rv. Topologik fazoni sanoqli sondagi kompakt to'plamlar 
yig'indisi sifatida yozish mumkin bo'lsa. u cs -kompakt fazo deyiladi. 

6.'.4II'rlf. Topologik fazoda ixtiyoriy ketma-ketlik yaqinlasbuvchi qism 
ketma-ketlikka ega bo'lsa. bu topologik fazo sekvensial kompakt fazo dey:iladi. 

6.lfJ.4II'rlf. Berilpo topologik fazoning ixtiyoriy nuqtasi yopiS'i 
kompakt to'plam bo'lsan atrofga ega bo'lsa, bu topologik fazo lokal kompakt 
fazo deyiladi. . 

6.11.~ 'rlf. Bizga (l Ta }-to'plamlar oilasi berilgan bo'lsin. Benlgan oilaga 
tegishli Ixtiyoriy chekli sondagi to'plamlar kesishmasi bo'sh bo'lmasa, {U..} 
oila markazlashgan oila deyiladi. 

Ma .. la yecbisb DamaDaa.ri 

l-muaJa. Bizga X, Y topologik fazolar va A eX. BeY kompakt 
to'plamlar bo'lsa. A)( B to'g'ri ko'paytma ham X)( Y fazoda kompakt to'plam 
bo'lisbini isbotlang. 

Y~dl.r •• Avval (x,y) -+ X qoida bilan aniqlangan pr X)( Y -+ X 
akslantirish(proeksiya)da yopiq to'plamning aksi yopiq to'plam ekanligim 
ko'rsatuniz. 

Buning uchun F to'plam X x r ko'paytmaning yopiq qism to'plami 
bo'lsin deb faraz qilaylik. Bu F to'plarnnins obrazi fN'(F) ning X topologik 
fazoda yoplq to'plam ekanligini ko'rsatish uchun uning to'ldiruvchisi 
(J = X \ pr(F) Ding ochiq to'plam ekanliSini kO'rsatish kenk. Avval olinsan F 

to'plamdan :ro E G nuqta olamiz. Bu nuqta lI(:hun (:ro. y) cX)( Y\ F munosabal 
bajariladi. X)( Y\ F ocbiq to'plam ekanligidan ixtiyoriy ye r uchun (:ro.)I) 

juftlik birorta U(:ro.Y) = V~(.ro) x V~ atrofi bilan X x Y\ F to'plamda yotadi. Bu 

yerda v.(.ro ) to'pIam x. nuqtaning X topologik fazodagi atrofi bo'lib. u 

V,(.ro) c G munosabatni qanoatlantiradi. Demak, G ocbiq to'lpamdir. Bundan 

esa pr(F)to'plamning yopiq to'plam ekanligi kelib chiqadi. 
Endi, agar {V.} oila A x B to'plamning ochiq qobiS'i bo'lsa, undan A x B 

uchun chekli qobiq ajratish mumkinligini isbotlash kerak. H.,. bir a uchun 
V .. = U~ xV~ ko'rinishda bo'ladi. Bu yerda V: c X.U; er ochiq to'plamlardir. 
Birorta x EA nuqta uchun (.rl)( B ni qaraylik. (xl x B to'plam B ga gomeomorf 
bo'lgani uchun kompakt to'plamdir. Shuning uchun {U.l oilaclan (.r»)( B uchun 

chekli qobiq ajratish mumkin. lJ~,V~ .... U~ to'plamlar {.rlxB uchun {usl clan 
• 

ajratilgan chekli qobiq bo'lsa, G. = UV: ochiq to' plam bo 'Ipnligi ucbun uning 
~I 

to 'ldiruvchisi F. = X x r \ G. yopiq to 'plamdir. Yuqorida isbotlapnimizga ko'ra. 
prF. yopiq to·plamdir. A. to'plarn prF. to'plamning to'ldiruvchisi bo'lsa, U 
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A. x 8 c G. munosabatm qanoatlantiradi. Demak., l!~ .V~ ... V~, oila A. x 8 uchun 

ham IV.} qobiqdan ajralgan chekli qobiqdir. Endi lA. I" e AI oila A to'plam 
uchun qobiq va A kompakt bo'lgani uchun undan A uchun'chekli qobiq ajratish 
mumkin. Bu oiladan A uchun ajralgan chekh qobiq A.,.A ...... A •• to'plamJardan . 
iborat bo'lsin. Demak, UA .. ::lA. Biroq. bar bir A .. x8 uchun {V,.} dan chekJi 

.-1 

v~.v~ ... v:, qobiq ajratisb mumkin. Lekin, 0(" x8)::lAx8 bo'lganligi uchun 
.-1 

{1I ~} dan A x 8 uchun ham chekJi qobiq ajratish mumkin. Demak. A x 8 

kompakt to'pJamdir. 
1-lDaul.. Bizga X -Xausdorf fazo va uning kompakt qism to'plami 

A c X beriJgan bo'lsin. Har bir .re X \ A nuqta ucbun. sbunday ocbiq 
kesishmaydigan G, va G2 to'plamJar mavjud bo'lib. A c G1 • I" e G2 munosabatlar 
o'rinJi bo'lisbini isbotlang. 

Y~dls". BUDing uchun A ga tegishli ixtiyoriy YEA nuqtani alsale, 

Xausdorf aksiomasiga ko'ra shunday ochiq kesisbmaydigan G • • G, to'plamlar 

mavjudki I"eG •• yeG, munosabat o'rinli bo'ladi. Ma·lumki. {G. yeA} oila A 

to' pIam uchun ocbiq qobiq bo'ladi va A kompakt bo'lganligI ucbun bu oiladan 
A to' pIam ucbun chckJi qobiq ajratish mwnkin. Ajratilgan chckh qobiqqa 
tegishJi to'plamlar G. ,G" ..... G lar bo'lsin deb faraz qiJaylik. Bu ocbiq 

lilY. 

to' pIamlar bilan kcsishmaydig8ll. x DUqtaning atroflari mos ravishda 
G.(y.), G.(Y2)' G.(y,), .... G.(y.> to'p1amlardan iborat bo'lsin. Agar 

G1 = OGr.,G2 ==nG.(y,) tcngliklar o'rinJi bo'Jsa, bu tcngIiklardan usbbu 
.-1 .... 1 

munosabatlar A c G1• X E G1 VB G1 n G1 == 0 bajarilishini osongina kclib 
cbiqarish mumkin. 

MisoI V. lDualalar 

1. Xausdorf fazoda bar qanday kompakt qism to'plamning yopiq bo'lishi 
isbotJansin. 

1. Bir o'lchamli Yevklid fazosi RI da yopiq interval kompakt ekanligi 
isbotlansin. 

3. Kompala fazoning yopiq qism to'plami kompakt ckanligi isbotlansin. 
4. O'lcbami n ga teng bo'lgan Yevklid fazosida yopiq kub 

Q. == {x E R- : IXl s; r} kompalct ckanligi isbotlansin. 

S. Kompakt metrik fazoda o'zaro kesishmaydigan. yopiq A E (X,d) VB 

BE (X,d) to'pJamlar berilgan bo'lsin. U holda, dCA, B) > 0 munosabat o'rin1i 

ckanligi isbotlansin. 
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6. Topologik fazoda chekli sondagi kompakt to'plamlaming birlashmasi 
kompakt to'plam ekanligi isbotlansin. 

7. Shunday topologik fazo va uning kompakt to'plamlari oilasiga misol 
keltiringki, ulamingsh birlashmasi kompakt bo'lmasin. 

8. Bizga (X, r) topologik fazo berilgan bo'lsin. Berilgan (X. r) topologik 

fazoning ixtiyoriy chekli qism to'plami kompakt bo'tishi isbotlansin. 
9. O'lchanu n ga teng bo'lgan Yevklid fazosida to'plam kompakt 

bo'lishi uchun, uning yopiq va chegaralangan bo'lishi zarur VB yetarli ekanligi 
isbotlansin. 

10. Topologik fazo kompakt bo'lishi uchun ixtiyoriy markazlashgan 
yopiq to'plamJar sistemasining kesishmasi bo'sh bo'lmasligi zarur va yetarli 
ekanligi isbotlansin. 

11. Ixtiyoriy sondagi kompakt to'plamlaming kesishmasi kompakt 
to'plam bo'lishi isbotlansin. 

11. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoning 
ixtiyoriy ochiq qobig'i, sanoqli sondagi ochiq to'plamlardan iborat qobiqnt o'z 
ichiga olishi ko'rsatilsin. 

13. Kompakt to'plamning uzluksiz akslanlirishdagi obrazi kompakt 
bo'lishi isbotlansin. 

14. Berilgan topologik fazo sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi 
uchun. uning har bir cheksiz qism to'p18IQi kamida bitta limit nuqtaga ega 
bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 

15. Har qanday kompakt fazo sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi 
isbotlansin. 

16. Sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo'lib. lekin kompakt bo'lmagan 
fazoga misol keltiring. 

17. Berilgan topologik fazo sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi 
uchun, uning ixtiyoriy sanoqli sondagi yopiq to'plamlaridan iborat 
markazlashgan sistema elementlarining kesishmasi bo'sh bo'lmasligi zarur va 
yetarli ekanligi isbotlansin. 

18. Metrik fazoda {A;} bo'sh bo'lmagan kompakt to'plamlar berilgan 

bo'lsin. Agar berilgan to'plamlar oilasi {A.} quyidagi 

1) A, =>A,=> 
~ 

2) nA, ;*0. 
, I 

3) d(AJ=£.-+O shartlami qanoatlantirsa.. u holda nA.-to'plam bitta 

nuqtadan iboratligi isbotlansin. Bu yerda deAl bilan A to'plamning diametri 
belgilangan. 

19. Topologik fazoda {K.} markazlashgan kompakt. Xausdorffazolar 
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kebna-ketligi berilgan bo'lsin. U holda, ushbu munosabat nK. ~ (2} o'rinli 

ekanligi isbotlansin. 
10. Bizga x, Y topologik fazolar va / X --+ r uzluksiz, biyelctiv 

akslantirish berilgan bo'lsin. Agar X kompakt va r Xausdorf fazosi ekan1igi 
ma'lurn bo'lsa, u holda / topologik akslantirish (gomeomorfizm) ekanligi 
isbotlansin. 

21. Har qanday metrik fazo kompakt bo'lishi uchun, uning sanoqli 
kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 

ll. Kompakt fazoda berilgan uzluksiz funksiyaning chegaralanganligini 
va o'zining ekstremal qiymatlariga erishishini isbotlang. 

13. Bizga X metrik fazo va A to'liq chegaralangan qism fazo berilgan 
bo'lsin. U holda A to'Jiq chegaralangan bo'lishi kO'rsatilsin. 

14. Metrik fazo kompakt bo'lishi uchun uning to'liq chegaralangan va 
to'la bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 

15. Kompakt bo'lgan Xausdorf fazoning normal fazo ekanJigi isbotlaosin. 
16. Bizga X lokal kompakt, Xausdorf fazosi berilgan bo'lsin. X 

fazoning barcha kompakt qism fazolari oilasi bilan X fazo topologiyasi 
moslashganligi isbotlansin. Bunday fazoni le -fazo deyiladi. 

17. O'lchami n ga teng bo'lgan Yevldid fazosi R" k -fazo ekanligi 
isbotlansin. 

18. Har qanday metrik fazo le -fazo ekanligi ko'rsatilsin. 
19. Bizga X -kompakt le -fazo va r lokal kompakt Xausdorf fazosi 

berilgan bo'lsin. U holda, X)( r fazo kompakt fazoligi isbotlansin. 
30. To'la metrik fazoning qism to'plami nisbiy kompakt bo'Jishi uchun 

(ya'ni yopig'i kompakt to'plam), uning to'liq chegaralangan qism fazo bo'lishi 
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 

31. Metrik fazoda A V8 B bo'sh bo'lmagan nisbiy kompakt to'plamlar 
berilgan bo'lsin. U holda, {a(x,y~ XE A, YE B} chegaralangan to'plam ekanligi 

ko'rsati1sin. 
31. Metrik fazoda ixtiyony nisbiy kompakt to'plamning chegaralanganligi 

isbotlansin. 
33. Topologik fazoda chekli sondagi nisbiy kompakt to'plamlaming 

birlashmasi nisbiy kompakt bo'lishi isbotlansin. 
34. Ixtiyoriy sondagi nisbiy kompakt to'plamlaming kesishmasi nisbiy 

kompakt ekanligi isbotlansin. 
35. Metrik fazo kompakt bo'lishi uchun uning sekvensial kompakt 

bo'lishi zarur va yetarli ek.aa1igi isbotlansin. 
36. SanoqWikning birinchi aksiomasi bajarilgan fazo sekvensial kompakt 

fazo bo'lishi uchun, uning sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo'Jishi zarur va 
yetarli ekanligi ko'rsatilsin. 
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37. Sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilgan kompakt fam sekvcnsial 
kompakt fazo ekanligi isbotlansin. 

38. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan fam kompakt bo'lishi 
uchun., uning sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi zarur VB yetarli 
ekanligi isbotlansin. 

39. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan fazo kompakt bo'lishi 
uchun uning sekvensial kompakt bo'lishi zarur VB yetarli ekanligi isbotlansin. 

40. Har qanday kompakt topologik fazo lokal kompakt fam bo'lishi 
isbotlansin. 

41. Bir o'lcbamli Yevldid fazosi R' da bareba ratsional sonlar to'plami 
to'liq bog'lanishsiz qism fazo bo'lishi ko'rsatilsin (bar qanday bog'lanishlilik 
komponentasi bir nuqtali to'plarndan iborat fazo to'liq bog'lanishsiz fazo 
deyiladi). 

42. Bizga X kompakt fazo. {Aa }-uning yopiq qism to'plamlari sistemasl 

VB ushbu U::> A = n A.. munosabatni qanoatlantiruvchi ochiq U to'plam 

berilgan bo'lsin. U hold&. A.., n A.., n ... n A., c Cl shartni qanoatlantiruvchl 

A.., •...• A ... to'plamlar mavjudligini VB bunda {A..} dan olingan ixtiyoriy ikkita 

to'plamning kesishmasi. sbu sistemadagi uchinchi to'plamni o'z ichiga olsa, bu 
sistemadan shunday Aa. to'plarn topiladiki. A .. c Cl munosabat o'rinli ekanligi 

isbotlansin. 
43. Ajralgan nuqtalarga ega bo'lmagan kompakt to'plarn kontinium 

quvvatli ekanligi isbotlansin. 
44. Bizga x. Y topologik fazolar VB yx = {f I I. X -+ Y uzIuksiz} 

akslantirisblar to' plami berilgan bo'lsin deb faraz qilaylik. .A e X va BeY 

to'plamlar uchun < A.B >= {f I le yx va I(A) cB} deb belgilash kiritaylik. 

U IIolda yX da {< K.U >} - oila bazasi bo'lgan topologiya mavjudligini 

isbotlang (bu yerda K e X - kompakt to'plarn. Cl eY -ochiq to'plam). Bunday 
topologiyani kompakt-ochiq topologiya deyiladi. 

4S. Ushbu y=h+h (bu yerda k,bE[O·'» ko'rinishdagi funksiyalar 
to'plarnini X deb belgilab. X to'plamda kompakt- ochiq topologiya kiritsak. 
X -kompakt fazo bo'lishi isbotlansin. 

46. Ushbu y -= hl (bu yerda lE [0·3» ko'rinishdagi funksiyalar 
to'pJamini X deb belgilab. X to'plamda kompakt ochiq topologiya kiritsak X 
kompakt fazo bo'lishi isbotlansin. 

47. Bizga X kompakt metrik fazo VB uning {lI .. } -ixtiyoriy ochiq qobig'i 

berilgan bo'lsin. Quydagi shartni qanoatJantiruvchi £ -soni mavjudligi 
isbotlansin: 
£ -radiusli sharp j!>ylashtirish mumkin bo'lgan ixtiyoriy A to'plamni {U J -
qobiqoing biror II to'plamiga joylashtirish mumkin. ya'ni {B. (x)}..r oilani 
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( u 11) qobiqoing ichiga joylashtirish mumkin. Bunday £ -soni Lebeg soni 

deyiladi. 
41. Topologik fazoda A. cA .. , (n > I, n e N) sbartn.i qanoatlantiruvchi 

kompakt {A.} to'plamJar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. U holda ushbu 

nA. ;!: 0 munosabat o'rinli bo'lishini isbotIang. Agar A. c A.-, (n > 1, n eN) . 
shartni A. cA .. , (n > I, ne N) shart bilan aImashtirilsa, tasdiq o'rinli 

bo'1masligini misol yordamida ko'rsating. 
49. Lokal kompakt fazoning yopiq qism to'plami lokal kompakt qism 

fazo ekanIigi isbotIansin. 
SO. LokaJ kompakt Xausdorf fazosining ochiq qism to'plami loka) 

kompakt qism fazo bo'lishi isbotIansin. 
51. Lokal kompakt Xausdorf fazoSI to'liq regulyar fazo ckanligi 

isbotlansm. .. 
52. Bizga X lokal kompakt fazo berilgan bo'lib, X = UK. munosabat 

..-i 

bajarilsin (bu yerda K.-kompakt to'plam). U holda,X -parakompakt fazoligi 

isbotlansin. 
TII'rl/. Berilgan X topologik fazoning ixtayoriy ochiq qobig'idan lokaJ 

chckli ochiq qobiq ajratish mumkin bo'lsa, X -parakompakt fazo dcyiJadi. 
53. Sanoqlililming ikkinchi aksiomasi bajarilgan lokal kompakt fazo 

parakompakt fazo ckanligi isbotIansPl. 
54. Kompakt metrik fazo separabel fazo ckanligi isbotIansin. 
55. Bizga X. Y mctrik fazolar, f X -+ Y uzluksiz akslantirish VB X

kompakt fazo berilgan bo'lsin. X -kompakt fazoniug ixtiyoriy {U.} qobig'i 

uchun Lebeg soni £ mavjud bo'lib, bar qanday £-radiusli shaming ichiga 
joylashtirish mumkin bo'lgan A c X uc:hun I(A) c U, U e {U.} mUDosabat 
bajarilishi isbotlansin. 

56. Yopig'i kompakt bo'lmagan kompakt to'plam mavjud bo'lgan 
topologik fazoga misol kcltiring. 

57. Kompakt bo'Imagan mctrik fazoda uzluksiz VB cheganlanmagan 
funksiya mavjudligi isbotlansin. 

SI. O'lchami n ga teng bo'lgan Ycvldid fazosi R· lokal kompakt VB a 
kompakt bo'Iishi isbotIansin. 

59. Bizga X kompalct Xausdorf fazosi berilgan bo'lsin. X fazoning 
topologiyasini bosil qiluvchi metrika mavjud bo'lishi uc:hun X fazoda 
sanoqWikning ikkioclU iIksiemasi bajarilishi 7JII"Ur VB yctarli ckaoligi isbotIaosin. 

60. Sanoqlilikning ikkinc:hi aksiomasi bajarilgan X topologik fazo 
berilgan bo'lsin. X ning topologiyasioi basil qiluvchi metrika mavjud 
bo'lishi uc:huo, X -rcgulyar ram bo'Iishi 7lIIUf VB yetarli ekanligi isbot.lansin. 
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61. Kompakt Xausdorf fazosi va C uning biror bog'Janishlilik 
komponentasi berilgan bo'lsin. C to'plam C ni o'z ichiga olgan, bir vaqtda ham 
ochiq, ham yopiq bo'luvchi to'plamlaming kesishmasidan iboratligi isbotlansin. 

62. Topologik fazo kompakt bo'lishi uchun uning ixtiyoriy 
markazlashgan to'plamlari sistemasining umumiy urinisb nuqtasi mavjud 
bo"lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 
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11 BOB. CHIZIQLAR NAZARIY ASI 
I I. Elri chiziq va uniDl berilisb usuUari 

Biz bu paragrafda differensial geometriya kursining asosiy 
tushunchalaridan bo'lgan egri chiziq tushuncbasini kiritamiz va ularning 
tenglamalarini ba' zi bir xususiyatlarini (chizmalarini chizish uchun kerak 
bo'ladigan) topishga doir masalalar keltiramlZ. Bulardan tashqari, bu paragrafda 
parametrik ko'rinishda va qutb koordinatalar sistemasida berilgan chiziqlami 
yasashga doir masalalar keltirilgan. 

Asosiy tusbuDcbalar 

1.1.-III'rlf. Fazodagi (yoki tekislikdagi) r to'plam birorta ochiq 
intervalning topologik (gomeomorf) akslantirishdagi aksi bo'lsa., ya'ni birorta 

f: (a;b) --+ R3 akslantirish uchun. f«a;b» = r tenglik o'rinJi bo'lib, 

f (a; b) --+ r topologik akslantirish bo'lsa, r elementar egri chiziq deb 
ataladi. 

Bu ta'rifga ko'ra., ochiq (a;b) intervalga tegishli ixtiyony t nuqtaga mos 
keluvchi nuqtani r (I) bilan belgilasak, bu nuqtaning koordinataJarini 

x(l), y(l), =(1) funksiyalar bilan belgilasak, u holda 

{

X = x(I), 

Y = y(I), a < t < b 

z = =(1), 

tenglamalar r chiziqning parametrik tenglamalari deyiladi. 

(I) 

Differensial geometriya kursida egri chiziq parametrik tenglamalar 
yordamida o'rganiladi, ya'ni r chiziqni aniqlovchi f akslantirish tanlanib, 
uning parametrik tenglamalari yoziladi, bu holda r chiziqni parametrlangan 
elementar egri chiziq deb ataymiz. 

1.2.-III'rlf. Berilgan r elementar egri chiziqni differensialJanuvchi 

x(l), yet), =(1) funksiyalar yordamida parametr1ash mumkin bo'Jsa., u silliq 
elementar egri chiziq deb ataJadi. 

bob: Zarur bo'Jgan hoUarda, biz yuqori tartibli hosilalaming mavjud va 
uzJuksiz bo'lishini talab qiJamiz. 

1.3.-111"1/. Bog'lanishli r to'pJamga tegishli bar qanday M nuqtaning 

birorta U JJ atrofi mavjud ho'lib, r to'pJamning U JJ atrofdagi qismi eJemeDtar 
egri chiziq bo'lsa., r sodda egri chiziq deb ataJadi. 

1 - tIISIIif. Har qanday sodda egri chiziq yoki eJementar egri chiziqdir, 
yoki ayJanaga gomeomorfdir. 

1.4.""rlf. Bizga sodda r egri cbiziq berilgan bo'Jib, M esa uoga 

47· 



tegishli nuqta ho'lsin. Agar U AI to'plam M nuqtaning atrofi ho'lsa. U M ("\ r 
kesishmani M nuqtaning r chiziqdagi atrofi deb ataladi. 

1.5.-III'rlf. Sodda egri chiziqning lokal topologik akslantirishdagi obrazi 
umumiy egri chiziq deyiladi. 

2 - tadlq. Silliq x = x(1), y = y(1), Z ~ Z(I) funktsiyalar hosi-

laIari bar bir le(a;b) uchun x2(1)+y'2(/)+Z,2(/»O shartni qano

atlantirsa, (l) tenglamalar sistemasi umumiy egri chiziqni aniqlaydi. 

Bu umumiy egri chiziq (a. b) intervalning f: t ~(x(t),y(t),Z(t» 
akslantirishdagi aksidir. 

J - tadlq. Bizga differensiallanuvchi qJ(x, y) funktsiya berilgan ho'lib. 

koordinatalari cp(x,y) = 0 tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalar to'plamini 

M = {(x.y) ·;(x.y) = O} deb belgilaylik. Agar (xo;Yo) eM nuqtada 

",; + ",; > 0 munosabat bajarilsa, (Xo.Yo) nuqtaning shunday atrofi 

mavjudki. M to'plamnmg bu atrofdagi qismi elementar egri chiziq ho'ladi. 
4 -lII8d1q. Silliq elementar r egri chiziqning parametrik tenglamaIari (I) 

ko'rinishda ho'lib. toe(a,b) uchun x'(/O);tO ho'lsa, (xO,YO,ZO) 
nuqtaning kichik atrofida r ni. 

{
y = qJ(x), 

= = ",(x), a < x < b 
tenglarnaIar yordamida aniqlash mumkin. 

Bu yerda, Xo = x(to), Yo = y(to). Zo = z(to) 

5 tlBllill. F(x,y,z) VB G(x,y.Z) uch o'zgaruvchili silliq 

funksiyalar, M esa koordinatalari 

{

F(X, y, z) = 0 

G(x,y,z) = 0 
sistcmani qanoatlantiruvchi 

(xo,Yn,zo) EM nuqtada 

nuqtalar 

(
F F, 

G: G, 
Fr) 
G, 

to'plami ho'lsin. Agar 

matritsaning rangi ikkiga teng ho'lsa, (xo,Yo,zo) nuqtaning shunday atrofi 

mavjudki, M ning bu atrofdagi qismi silliq elementar egri chiziq ho'ladi. 
1.6.-III'rlf. SiHiq r egri cbiziqni unga tegishli bar qanday nuqtaning birorta 

atrofida ixtiyoriy t e(a~b) ucbun x'2(1)+y'Z(t)+Z'2(t»O shartni 
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qanoatlantiruvchi differensiallanuvchi x(t),y(t),Z(t) fwWiyaJar yordamida 

parametrlash mumkin bo'lsa. u regulyar egri chiziq deb atal~. 

M ....... r yecbisb Damna ... ri 

I-m ... '" O'zgarmas a uzunlikka ega bo'lgan AB kesma Oz o'qiga 
perpendikular bo'lib. uning A uchi shu o'qda yotadi. Kesma. A uchi aylanish 
burchagiga proporsionaJ yo'lni bosib boradigan holda, Oz o'qi bo'yicha siljib. 
shu o'q atrofida aylanadi. Usbu harakat natijasida kesmaning B uci chizgan 
chizig'i villi c./zJ6'1 deyiladi. Vint chizig'ining tenglamasini tuzing. 

z 

--- -... ......... ... 

l-rasm 

... ... ... ... 
\ 

y 

Yecbisb. Shartga kq'ra. AB = a va OA = Atp. bunda A = consl. 
Harakatdagi kesma boshlang'ich paytda O~ o'qida bo'ladi, deb faraz qilsak, 
vint cbizig'idagi B nuqtaning vaziyati tp parametr bilan to'la aniqlanadi. Ushbu 
chiziq tcnglamasini tuzamiz: 

OB = -; = AB + OA. 

Dckinchi tarafdan, AB = a(J costp + J sin tp) = ai{tp) va OA = ..ttpk 
munosahatlarni hisobp olsak, vint cbizig'i radius - vcktorning ifodasini bosiI 
qilamiz (bu yerda i{tp) birlik vektor bo'lib, XOY tekisligida yotadi). 
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Demak. viDt cbizig'ining teDglamasi 

r(,,) = ai(,,) + ;."i: 
yoki koordinat ko'rinishda 

{
x=a~s" 
y=asm" 

z =-t." 
bo'ladi. 

Vint cbizig'ining o'zi yasovchilari Oz o'qiga parallel bo'lgan 
x~ + y~ = a~ silindrda yotadi. chunki AB kesmaning uzunligi o'zgarmaydi (1-

rasm). 
Misol V8 m.s.lal.r 

1. Berilgan ikki nuqtagacba masofalari kvadratlari yig'indisi O'ZgarD18S 

sooga teng bo'lgan nuqtalaming geometrik o'mi topilsin. 
2. Berilgan ikki nuqtagacha masofalari kvadratlari ayirmasi o'zgarmas 

sooga teog bo'lgan ouqtalaming geometrik o'mi topilsin. 
3. lxtiyoriy nuqtasidan A(4,O) nuqtagacha bo'lgan masofa BO,O) 

ouqtagacha bo'lgan masofadan ikki marta katta bo'lgan nuqtalaming geometrik 
o'rni topilsin. 

4. Katetlari a,h ga teog to'g'ri burchakli uchburchak harakat qilganda 
uning o'tlcir burchakli uchlari o'zaro perpendikular to'g'ri chiziqlar bo'yicha 
supanadi. Bu barakat natijasida ucbburchak to'g'ri burcbagining uchi 
chizadigan chiziq tenglamasi tuzilsin. 

S. Tekislikdagi umumiy dekart koordinatalar sistemasiniog OX,Oy 

o'qlarida A,B nuqta1ar berilgan bo'Isin. Berilgan A,B nuqtalardan o'tuvchi AB 

to'g'ri cbiziqda yotgan P(xo,Yo) ouqtadan Or.ay o'qlami mos ravishda C.D 

nuqtalarda kesib o'tadigan ixtiyony kesuvchi o'tlcaziladi. So'ngra., CB.AD 

to'g'ri chiziqlaming kesisbisb nuqtasi M bilan belgilangan bo'lsin. Kesuvchi 
to'g'ri chiziq P nuqta atrofida aylanganda M nuqta chizgan chiziq tenglamasi 
tuzilsin. 

6. Berilgan uchta ouqtagacba bo'lgan masofalar kvadratlariniog yig'indisi 
o'zgarmas bo'lgan nuqtalarning geometrik o'mi topilsin. 

7. To'g'ri to'rtburcbak tomonlarigacba masofalari kvadratlarining 
yig'indisi o'zgarmas bo'lgan nuqta1aming geometrik o'rni topilsin. Bunda. 
to'rtburchakning uchlaridan biri geometrik o'ringa tegishli deb faraz qilinadi. 

8. Ikkita aylana berilgan. Bu aylanalarga o'tkazilgan urinmalar uzunliklari 
bir xii bo'ladigan nuqtalaming geometrik o'rni topilsin. 

9. Markazi koordinatalar bosbida, radiusi , ga teng aylana VB unda 
yotmaydigan A(a.O)' nuqta berilgan. Har biridan A nuqtapcha bo'lgan nwofa 
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shu nuqtalardan aylanaga o'tkazilgan unnma uzunliglga teng bo'ladigan 
nuqtalaming geometrik o'mi topilsin. 

10. Bizga I to'g'ri chiziq va unda yotmaydigan () nLlqta berilgan bo'lib, 
berilgan I to'g'n chiztqdagi o'zgaruvchan nuqtanl P nuqta deb belgilangan 
bo'lsin. Ushbu (JP OM =Ie shartni qanoatlantiruvchi (JP nurdagi M 
nuqtalammg geometrik o'mi topilsin. Bu yerda le - berilgan son. 

11. Tekislikda F(3,O) nuqta, ay o'qlga parallel va Ox o'qidan ~s ga teng 

kesma aJratgan to'g'ri chiziq berilgan bo'lsin. Berilgan F nuqtagacha bo'lgan 

masofaning berilgan to'g'ri chiziqqacha bo'lgan masofaga nisbati ~ kabi 
s 

bo'ladigan nuqtalammg geometrik o'mi topilsin. 
11. Tekislikda F(5,O) nuqta va ordinata o'qiga parallel bo'lgan va Ox 

o'qidan ~ ga tens kesma ajratgan to'g'ri chiziq berilgan bo'lsin. Berilgan F 
S 

nuqtagacha bo'lgan masofaning berilgan to'g'ri cluztqqacha bo'lgan masofaga 

nisbati ~ ubi bo'ladigan nuqtalaming geometrik. o'mi topilsin. 
5 

13. Markazi koordinata boshida bo'lgan aylana berilgan. Agar aylanada 
yotgan barcha nuqtalaming ordinatalarini le marta karnaytirilsa, qanday chiziq 
hosil bo'ladi? 

14. Aylananing berilgan yo'nalishga parallel vatarlarini berilgan nisbatda 
(birga teng bo'lmagan) bo'ladigan nuqtalammg geometrik o'mi topilsin. 

15. Markazlari 0 koordinata' boshida, radiuslari a, h ga teng aylanalar 
berilgan. Uchi koordinata boshida bo'lgan nur 0 nuqta atrofida aylanish 
natijasida berilgan aylanalami mos ravishda A.,B nuqtalarda kesib o'tadi. Hosil 
bo'lgan B nuqtadan abssissa o'qiga parallel to'g'ri chiziq o'tkaziladi, A. 

nuqtadan esa, ordinata o'qiga parallel to'g'ri chiziq o'tkaziladi. Bu ikki to'g'ri 
chiziqlarning kesishish nuqtasini M bilan belgilaylik. Hosil bo'lgan M 

nuqtalaming geometrik o'mi topilsin. 
16. To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasining koordinata o'qlari va 

ulami kesib o'tuvchi to'g'ri chiziqlardan hosil bo'lgan o'zgarmas S yuzaJi 
to'g'ri burchakli uchburchaklarning to'g'ri burchagi uchidan gipotcnuzasiga 
perpendikular tushirilgan. Perpendikular asosining gcometrik. o'rni topilsin. 

17. Uzunligi o'zgarmas bo'lgan kcsmaning uchlari to'g'ri burcbakning 
tomonlari bo'ylab siJpanadi. M nuqta kcsmani mos ravishda uzunIigi Q,h ga 
teng bo'l88O bo'laklarga ajratadi. Kesmaning barakati davomida M nuqta 
chizgan chiziq tenglamasi topilsin. 

18. BeriI880 F.(-c,O):F1(c,O) nuqtalargacha masofalaming ko'paytmasi 
a 1 ga teng bo'lgan nuqta1aming geometrik. o'mi topilsin (KauUd oVGll). 

19. Kassini ovali (oldingi masalaga qarang) ta'rifida ishtirok etgan a 1 

kattalik F" f~ nuqtalar orasidagi masofa yarmisining kvadraliga teng bo'lsa, bu 
chiziq BD7IIIUi kllllliskllllul deb ataladi. Qutb va qutb o'qi sifatida mos 
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ravishda f;f~ kesmaning o'rtasini VB f;f~ to'g'ri chiziqni olib Bemulli 
lemniskatasining tenglamasi tuzilsin. 

10. Ushbu r' + y' = R' aylana urinmalarining koordinata o'qlari orasida 
joylashgan kesmalari o'rtalarining geometrik o'mi topilsin. 

11. To'g'ri to'rtburchakning ikki tomoni koordinata o'qlari bilan ustma-ust 
tushadi. To'g'ri to'rtburchak diagonalining uzunligi t)'zgannas I ga teng bo'lib 
qolaveradigan holda shaklan o'zgaradi. Koordinata boshiga qararna-qarshi 
ucmdan diagonalga tushirilgan perpendikular asoslarining geometrik o'mi 
aSlroitia deb ataladi. To'g'ri to'rtburchakning qo'zg'almas tomonlarini 
koordinata o'qlari sifatida olib, astroidaning tenglamasi tuzilsin .. 

11. Qutb o'qiga perpendikular bo'lgan va undan OA '" Q ga teng kesma 
ajratgan to'g'ri chiziqning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi tuzilsin. 

13. Radiusi Q ga teng bo'lgan aylananing 0 nuqtasini qutb. OA diametrini 
qutb o'qi sifatida olib. aylananing qutb koordinatalar sistemadagi tenglamasl 
tuzilsin. 

14. Diametri d ga teng aylanada yotgan () nuqta atrofida nur aylanadi. 
Nurni o'z ichiga olgan to'g'ri chiziq aylanani o'zgaruvchan P nuqtada kesib 
o'tadi. OP nurda P nuqtadan boshlab nur yo'naIishida PM '" h kesma qo'yiladi. 
Nurning 0 nuqta atrofida aylanishida M nuqta chizib bergan chiziq tenglamasi 
tuzilsin (bu chiziq Publ clliK'lI11o,'1 deb ataladi). 

15. Radiusi Q ga tcng bo'lgan aylanada. ixtiyoriy () nuqta olinadi. Olingan 
o nuqta atrofida nur aylanadi VB aylanani o'zgaruvchi A nuqtada kesib o'tam. 
Bu nurda A nuqtaning ikki tarafida AM, = AM, = la kesma qo'yiladi. Harakat 
davomida hosil bo'lgan M,.M, nuqtalaming geometrik o'mi luudloidll deb 
ataladi. Qutb sifatida 0 nuqta va qutb o'qi sifatida aylananing OK diametrini 
olib. kardioidaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi tuzilsin, keyin 
dekart koordinatalar sistemasiga o'tilsin. 

16. Bizga 0 nuqta va undan OA = Q masofadagi to'g'ri chiziq berilgan 
bo'lsin. Berilgan 0 nuqta atrofida aylanadigan nur to'g'ri chiziqm o'zgaruvchi 
8 nuqtada kesib o'tadi. Bu nurda 8 nuqtaning ikki tomonida BM, = BM, = b 

kesmalar ajratiladi. Nur 0 nuqta atrofida aylanganida M,.M, nuqtalaming 
geometrik o'mi NiluJlMd kollXOldtui deb ataladigan chiziqni hosil qiladi. Qutb 
bosm sifatida 0 nuqtani va shu nuqtadan to'g'ri chiziqqa tushirilgan OA 
perpendikularni qutb o'qi sifatida olib. Nikomed konxoidasining tenglamasi 
tuzilsin. So'ngra koordinatalar boshi sifatida 0 nuqtani, abssissa o'qi sifatida 
OA to'g'ri chiziqni olib. dekart koordinatalar sistemasiga o'tilsin. 

17. Tekislikda 0 nuqta va undan OA =Q masofadagi to'g'ri chiziq berilgan. 
A nuqta atrofida nur aylanib to'g'ri chiziqni o'zgaruvchi 8 nuqtada kesib 
o'tadi. Bu nurda 8 nuqtaning ikki tarafida BM = BM'= BO kesma qo'yiladi. 
Nur aylanganda M ,M' nuqtalarning geometrik o'mi nr%lllll deb ataladigan 
chiziqni hosil qiladi.' Strofoida tenglamasi tuzilsin. 
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18. Qutb sifatida qo'zg'almas K nuqta va qutb o'qi sifatida qo'zg'almas 
nuqtani aylana markazi bilan tutashtiruvchi to'g'ri chiziq oliogan holda, 
qO'zg'almas K nuqtadao berilgan aylana uriomalariga o'tkazilgan perpeodikular 
asoslarining geometrik o'mi teoglamasi qutb koordinatalar sistemasida tuzilsin. 
Buoda qo'zg'almas K nuqtadan aylana markazigacha masofa a ga teng va 
aylaoa radiusi b ga teog deb olinsin. 

19. Radiusi a ga teng bo'lgao aylanada 0 nuqta olingan va bu nuqtaga 
diametral qarama~arsbi bo'lgan K nuqtadan aylanaga urinma o'tkazilgan. 
Olingan 0 ouqta atrofida our aylaoadi. Bu our aylana va urinmani mos ravishda 
A, B nuqtalarda kesib o'tadi. Bu nurda 0 nuqta.dao urinma va aylana orasida 

joylashgan kesma uzunligiga teng 10MI == lAB! kesma qo'yiladi. Nur 

aylangandagi M ouqtaniog geometrik o'mi Dloiks slssoi44s1 deyiladi. Qutb 
deb U nuqtani va OK nurni qutb o'qi sifatida olib sissoidaning qutb 
koordioatalar sistemadagi teoglamasi tuzilsin, keyin dekan koordinatalar 
sistemasiga o'tilsin. 

30. Aylanada U nuqta olingan va 0 nuqta orqali 0..4 diametr o'tkazilgao. 
o nuqta atrofida nur aylanadi va u aylanani o'zgaruvchi B nuqtada kesib o'tadi. 
Bu ourda B nuqtaoiog bar ikki tarafiga BM. = BMl = AB kesma qo'yiladi. Nur 
aylanishi natijasida M.,M1 nuqtalar harakat qiladi. Bu M.,M1 nuqtalar 
geometrik o'mining teogiamasi tuzilsin. Aylana radiusi a ga teog deb olinsin. 

31. Uzunligi 2a ga teng kesmaning uchlari to'g'ri burchak tomonlari 
bo'ylab sirpanadi. To'g'ri burchak uchidan kesmaga tushirilgan perpeodikular 
asosining geometrik o'mi (bu chiziq to'" YtIp,oqU pi deb ataladi) teoslamasi 
qutb va dekart koordinatalar sistemalarida tuzilsin. 

31. Radiusi a ga teng bo'lgan aylanada 0 nuqta olingan va bu nuqtaga 
diametral qarama~arshi bo'lgan K nuqtada urinma o'tkazilgan. Olingao 0 
nuqta atrofida to'g'ci chiziq aylaoadi VB u aylana bilan urinmani mos ravisbda 
A,B nuqtalarda kesib o'tad.i. A nuqtadao urinmaga parallel, B nuqtadao OK 

diametrga parallel to'g'ri chiziq o'tkaziladi. Bu to'g'ri chiziqlar kesishish 
ouqtalariniog geometrik o'mi topilsin. Koordinatalar boshi deb 0 ouqta, 
abssissa o'qi sifatida OK diametr oliosio. Hosil bo'lgan chiziq Mtu1ytl AIIeV 
ZlII/l deb .tal.di. 

ll. Ixtiyoriy nuqtasidan ikki o'zgarmas A,B nuqtalargacha bo'lgao '.,'3 
masofalar orasida '1 =01'. +b muoosabat o'rinli bo'lgao nuqtalarning geometrik 
o'mi topilsin. Bu chiziq 1Ht.rt OWlU deyiladi. Buoda A qutb, AB to'g'ri chiziq 
qutb o'qi sifatida, VB lAB! = c deb olinsin. Bu yerda a,b,c -o'zgarmas sooJar. 

34. Tekislikdagi 0 nqqta atrofida o'zgarmas CD burchak tezlik bilan our 
aylanadi. Bu nur bo'yicha o'zgarmas .. tezlik bilan M ouqta harakatlanadi. 
HarakatlaDayotgao M nuqtaoing geometrik o'mi teogiamasi qutb koordinatalar 
sistemuida tuzilsin. Bunda boshlang'ich momentda M nuqta 0 nuqta bilan, nur 
esa qutb o'qi bilm ustma-ust tushadi. Bu chiziq ArxbwtI spIrtIJJ deyiladi. 
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35. Tekislikda OL nur 0 nuqta atrofida o'zgarmas burchak tezligi 
(Q.I = const ) bilan aylanadi. M nuqta esa shu OL to'g'ri chiziq bo'ylab. tezligi 
OM masofaga proporsional ravishda harakadanadi. Harakatlanayotgan M 
nuqta1aming geometrik o'mi tenglamasi tuzilsin Bu chiziq lopri/1IIIk splrfll 
deyiladi. 

36. Markazi C nuqtada bo'lgm, radiusi esa -a ga teng aylana Ox o'qi 
bo'ylab sirpanmasdan harakatlanadi. Aylananing boshlang'ich momentda 
koordinatalar boshida yotgan M DUqtasi chizgan chizig'ining parametrik 
tcoglamalari tuzilsin. Parametr sifatida aylananing Ox o'qiga urinish A 
nuqtasiga borgan CA radius bilan M nuqtaga borgan CM radius orasidagi 
burchak olinsin. Hosil bo'ladigan chiziq sikJoldll deb ataIadi. 

37. Radiusi a ga teng aylana Ox o'qi bo'ylab sirpanmasdan harakadanadi. 
Aylananing markazidan d masofada aylanaga mahkamlangan M nuqta chizgan 
chiziqning parametrik tenglamalari tuzilsin. Hosil bo'ladigan chiziq 
a < d (a> d) holda. clto 'zJlgIIII (qisqtu1irilgllll) sUdoldll deb ataladi. 

38. Radiusi r ga teng doira R radiusli doira bo'ylab uning tashqarisida 
barakatlanadi. Harakatdagi doirada olingan ixtiyoriy nuqtaning chizgan chizig'i 
qH.rik101dll deb ataladi. Bu chiziqning parametrik tengiamasi tuzilsin. 
Qo'zg'almas doira markazmi koordinatalar boshi sifatida. I parametr sifatida 
esa abssissa o'qining musbat yo'nalishi bilan qo'zg'almas aylananing 
qo'zg'aluvchi aylana bilan winish nuqtasiga y.o'nalgan radiusi orasidagi burchak 
01 ins in. Boshlang'ich holatda harakatlanuvchi doira qo'zg'almas doira bilan. 
qu'zg'almas doiraning abssissa o'qi bilan kesishish A nuqtasida urinsin. 

39. Radiusi r ga teng aylana R radiusli aylana bo'ylab uning ichkarisida 
supanmasdan harakatlanadi. Harakatdagi aylanada olingan ixtiyoriy nuqta 
chizgan chizig'ining tengiamasi tuzilsin. Bu chiziq glposUdoidIJ deb ataladi. 

40. Oldingi masalada (39-masala) R = 4r shart o'rinli bo'lgan holda, 
giposikloida IISII'DIdII nomli chiziqdan iboratligini ko'rsating. 

41. 39- masalada R = 2r shart o'rinli bo'lgan holda giposikloida 
qo'zg'almas aylananing diametridan iboratligini ko'rsating. 

42. O'zgarmas uzunlikdagi kesmaning bir uchi x2 + y2 = r2 aylana 

bo'ylab, ikkinchi uchi esa Ox o'qi bo'ylab sirpanadi. Kesmaning a.h 

uzunlikdagi bo'laklarga bo'luvchi nuqta chizgan chiziq tenglamasi tuzilsin Bu 
chiziq Sltlllllllli ",alllli.vrt deb ataladi. 

43. Ushbu x2 +.v 2 = r2 aylana bo'ylab to'g'ri chiziq sirpanadi. To'g'ri 
chiziqning boshlang'ich vaziyati x = r dan iborat. To'g'ri chiziqdagi ixtiyoriy 
DUqta trayektoriyasi tenglamasi tuzilsin. Nuqtaning boshlang'ich holati sifatida 
(r,O) nuqta olinsin. Bu chiziq ",ltJlllllllrtg ntlMIttIIsi deyiladi. 

44. Berilgan ikki aylanaga urinadigan aylananing markazlari geometrik 
o'mi topilsin. Quyidagi hollar qaralsin: 
I) Berilgan aylanalardan biri ikkinchisining ichida yotadi; 
2) Berilgan aylanalardan biri ikkinchisining ichida yotmaydi; 
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3) Berilgan aylanalarning biri to'g'ri chiziqdan iborat bo'lib, ikkinchi aylana 
bilan kesishmaydi. 

4S. Quyidagi nuqtalar M(-t-l),N(4;2),P(l;2), ushbu X=I'-2I,)I=I~-2 

chiziqda yotishini teksbiring. Cbiziqning koordinata o'qlari bilan kesishish 
nuqtalari topilsin va oshkormas ko'rinishdagi tenglamasi tuzilsin. 

46. Parametr sifalida a) koordinata boshi va aylana nuqtasidan o'tuvchi 
to'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyentini; b) 0% o'qi bilan aylana markazi va 
uning nuqtasidan o'tuvchi to'g'ri chiziq orasidagi burchakni olib X2 + yl - 2a¥ = 0 

aylananing parametrik tengiamasi tuzilsin. 

Quyidagi chiziqlami yasang: 
47 x=1 2 -1+1, y=1 2 +1+1. 

48. x=1 2 -21+3, y=12-2I+l. 

49. x = aain J I, Y = bco.~ I. 

a aI 
SO. x=----r=;, )I=~. 

~1+12 ~1+11 

SI. x=3'+3-',y=3'-3' 

a-I I 
S2. X=-. )1=-

a+1 a+1 
a I 

53. x=a!nl, )1=-(1+-). 
2 I 

1_1 1 21 
st. x=a+R---1,y=b+R~. 

1+1 1+1 
Quyida qutb koordinatalar bilan qanday chiziqlar berilganini taping. 

SS. r=4. 

56. r = loCOltp. 

S7. r=~. 
COItp 

b SI r=--. liD tp 

S9. r= 13 
5-3costp 

16 60. r= . 
3-5costp 

2 
61. r=--

I-COl" 

62. r1 colltp = a l 

63. r=bJim". 

64. r = 1/lC1(,,/2). 

65. r = coaecl (fl/2). 

55· 



11. Veldor fIIIIlWy.lar ucll.a difJereDlial IliIob 

Differensial geometr:iya va topologiya fanida vektor anaIizi muhim o'rin 
tutadi. Shuning uc:hun bu paragrafda qisqac:ha vektor-funksiyalar xossalariga 
doir misol va masalalar keltiramiz. 

AHsiy tushuch.lar 

Bizga biror G to'plam berilgan bo'lsin. Agar G to'p1amning bar bir 
nuqtasiga aniq bitta vektor mos qo'yilgan bo'lsa, G to'plamcla vektor-funksiya 

berilgan deyiladi. Bu moslikni p -+ rep) ko'rinisbda yozish mumkin. 

1.1~'rl.f. Berilgan ;(p) vektor-funksiya va o'zgarmas a vektor uchun 

p -+ P. cia ,(P) -lJ I -+ 0 munosabat bajarilsa, ;(p) vektor-funksiya p -+ Po 

da Q limitga ega deyiladi va Iim rep) = a ko'rinishda yoziladi. Bu yerda 
r-+" 

if = .j(D,D) bo'lib, (0,0) esa skaJyar ko'paytmadir. 

TIISdIIi. Fazoda kiritilgan dekart koordinatalar sistemasida berilgan 
vektorlaming komponentalari '(p) = (x(p),y(p),z(p)}, lJ = {alf a2 ,a,} bo'l58. 

ushbu tenglik Iim rep) = a quyidagi uchta munosabatga ekvivalentdir: , .... ~ 
Iim x(p) = a" lim y(p) = 'Op lim z(p) = a, ,...,. ,...,. ,...,. 

Vektor funksiyalar uchun uzIuksizlik va ditIerensiallanuvchanlik 
tushunchalari skalyar funksiyalar uzIuksizligi va differensiallanuvchiligi 
tushunchalari kabi kiritiladi. 

2.2-111'rl.f. Ushbu Iim rep) = r(p.) munosabat bajarilsa. rep) vektor-,...,. 
funksiya Po nuqtada uzIuksiz deyiladi. 

Vektor- funksiya aniqlangan G to'plam sonlar o'qining qism to'plami 

bo'lsa, rep) vektor-funksiya bir o'zgaruvchili vektor-funksiya bo'ladi. Agar 

Po E G nuqta uchun 

Iim 1'(1'0 + h~ - r(po) 
-- h ---

- -
mavjud bo'lsa. uni r'(p) bilan belgilaymtz va rep) vektor-funksiyaning Po 

nuqtadagi hosilasi deb ataymiz. 
Tekislikdagi biror soha vektor-funksiya aniqlangan G to'plam sifatida 

olingan bo'lsa. u sohadagi DUqta uc:hun p = (u, v) belgilash kiritamiz. Bu holda 

;(p) va uning koordinata funksiyaJari x(u. v),y(u, v),z(u, v) ikki o'zpruvchili 

funksiyalar bo'ladi. Yuqoridagi hosila tushunc:huidaD foydalanib. 
~ (11, v) = {x. (u, v),y. (u, lI),Z. (u, v)} va 
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'I/(U, v) = (XI/(U, V)'YI/(U, V),ZI/(U, v)} tengliklami bosil qilamiz. 

Bir o'zgaruvchili r(t) velctor-funksiya uc:bun iotegraJ tushunchasini 
- -lciritaylik. Agar r(1} vektor-funlcsiya uc:buo differensiallanuvchi pet) ~ktor-

- -funksiya mavjud ba'lib, r(/) = p'(I) tenglik bajarilsa, pet) vektor-funksiya r(/) 

vektor-funksiyaninS aniqmas intesraIi deyiJadi va quyidagi 

1'(1) = J '(/)dt 

ko'rinishda yoziJadi. 

Endi n - nwta difTerensiallanuvchi r(1) vektor funksiya uchun TeyJor 
qatorini keltiramiz. Bunins ucbuo fazoda dckart koordinatalar sistemuini 

aniqJovchi ortonormal i, j. le bazisda 

r(/) = x(/)i + y(/)] + z(t)k 
tenglikni yozib, .r(/),y(t),z(I) funksiyalar uchun TeyJor qatorini yozamiz: 

l1J2 l1J" l1J" 
x(t + l1J) ==x(/)+x'(/)l1J +X-(/)- + ... +x(II)(/)- + - £1 (/,l1J) 

2! "-"-
~i N" N" 

y(/+N)== y(t)+ y'(t)N+ y-(I)-+ ... + y'''l(/)-+-£2(I,N) 
2! m n 

N 1 N" Nil 
z(t+N) == Z(I) +:'(/)N +z~(I)- + ... +Z«"l{I)_ +-£J(I,N) 

2! d. d. 
Bu tensJiklardan 

r(l + l1J) == r(/) + r'(t)l1J + r"(/) !JJl + .,. + r("I(/) !JJ" + !JJ" l(t, Ill) 
2! m n! 

qatomi basil qilamiz. Bu yerda 
&(1, N) == {El (I,N),E l(I,N),EJ(I, N)} 

VI 1im1t'(/,~~ = 0 munosabatJar o'rinli. 
~ ... 

MiNI va .Iula'ar yedlilla ........ ri 

1 "m_ Bizp tekislikdagi birorta G sobada aniqlaDpn differeDliaUa
nuvc:hi ,(u,v) vdI:tor-funbiya berilPJl bo'bin. Berilpn F(u,v) vebor
funksiyanins uzunligi o'zprmu bo'liJbj ucblDl, (r.r.) = (r.~) = 0 teaaliklarniD, 
baj.-iliIbi zarur va ycrarIiJitini isbotIal (2of'U11l). 

y« .... z.nu..,. Tasdiqai DnIrligiDi isbot1ub ucbun i F ~= (F,;) 
tenglikclan foydalanamiz BcriIpa wkIor-fuDkJiy.unS UZIIIlIigi o'zpmw 
bo'lsiD deb &nz qilaylik, ya'm I r(u. v) pz const tcaaIik ~ 
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2-rasm 

U holda 

0= !,~Z = ! (r,r) = 2(r.r:) 

d -2 d 0= ,I" =- (' ,}=2{r') dv! dv' , • 

tengliklardan usbbu (r,;:) = (r,;:) = 0 tengliklar kelib chiqadi. 

Y~ Endi r .1 r." r.l rV bo'lsin deb faraz qilaylik. U holda 

:UI~2 = 2(r,;:) =0, :ul~z =2(r,;:)=O 

tengliklardan Ir(lI, v~ funksiyaning o'ZganDas ekanligi kelib chiqadi. Masala 

to'liq yechildi. 
2-IruBtII& Tekislikdagi birorta G sobada aniqlangan differensiaUanuvchi 

r(lI, V) vektor-funksiyaning r." rv vektorlarning ikkalasiga ham kollinear 

bo'lishi uning yo'na1isbi o'zgarmas ekanligiga teng kucbli ekanligini ko'rsating. 

Y«/J1s1L Agar r(lI, v) vektor-funksiyaning yo'nalishi o'zgarmas bo'lsa. 

uni r(lI, v) = A(II, v)e ko'rinishda yozisb mumkin. Du yerda ,t(u, v) - skalyar 

funksiya bo'lib, e -O'zganDas birlik vektordir. Du ko'rinishdan 

r. = A. (u, v)i, rv = Av( 11, v)e tenglildami basil qilamiz. 

Demak, r(lI, v) vektor r." rv vektorning iJdcaIasiga ham kolliDeardir. 

Endi r(u, v) = ,t(u, v)ru, r(u, v) = A(U. v)rv, tengl.iklar o'rinli deb faraz qilib. 

_( ) r{u, v) 
e U, v = ,_( "vektorning o'zgarmas vektor eIcanIigini ko'rsataylik. Buning 

r u,v)! 
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d ~ d ~ 

uchuo .~ 1= O. j;,l = 0 lenglildami isbotlaymlz. Bo'linmaning hosilasi 

fonnulasidan usbbu lenglikka, 

r. , -,_._-_I~ _(r,rll ) 
11 1;1 -1;12 -(- -) 121-12- 121-12-d -_ '1 _ '11'1 -, ','11 _'" '11 TII -", TII TII_O 

du e - Ir21 - I~J - 1~3 - , 
xuddi sbunga o'xshasb 

21-12- 21-12
-~ i = JJ Tv 'v - JJ Tv Tv = 0 

dv lif 
lenglikni olamiz. Bulardan esa oldingi masalaga asosan i birlik vektorning 
o'zgannasligi kelib chiqadi. 

Demak, r(u, V) = Ir(u, v~e bo'lib, r vektoming yo'naIishi o'zgarmasdir. 

J-IItIISIIIIL Birorta G sobada aniqlangan differensiallanuvchi i(u, V) 

vcktor-funksiyaning xususiy bosilalari ill' r" vektorlar Dol vektor bo'lishi 

i(u, V) vektor-funksiyaning o'zgarmas vektor bo'lishiga lcog kuchli ekanligini 
ko·rsataing. 

fec6ts .. Xususiy bosilalar uchun 

ill =0, r,,=O 
tcoglikJar o'rinli bo'lsa, i(u, V) vektor-funksiyaning koordinata funksiyalari 

uchun 

tengliklami basil qilamiz. 

x .. =0, 

Y .. =0, 

z .. =0, 

x" =0 

y" =0 

z" =0 

Demak, x( 11, v), y( 11, v), z( 11, v) funksiyalar 0' zgarmas funbiyalardir. 

Bundan CIa 

;(11, v) = {X(II, v), y(II, V),Z(II, ,,)} 

vcktoming o'zgarmas ekanligi kelib chiqadi. 
Aksincha, 1(II,v) vektor-funbiyaning o'zgarmu vektor okanlipdan 

X(II, V),Y(II. V),Z(II, v) funksiyalar o'zgarmas bo'liahi kelib chiqadi. Bundan CIa 

i .. =0, ill =0 
tengliklar bosil bo'ladi. 
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Misol va ma .. lalar 

Berilgan velrtor funksiyaiar ucbun Iim 1,(M) = D, (i = 1,2,3), 
&1-0l0i. 

lim f(M) =..t munosabatlar ma'lum bo'lsa, quyidagilami isbotlang: w_. 
t. lim (r:(M)±~(M»=D, ±D1 ; 

1>1-0l0i. 

1. lim (/(M)r:(M» = AD,; 11 __ • 

3. bm (r,(M). r',(M» = (D,.D,} 
M ... M. 

4. lim [r:(M),~(M)]= [D,.DJ 
IJ NI, 

5. lim (r:(M).~(M).,,(M» = (D,."pD,). 
1>1-0l0i. 

6. Velrtor funksiyaning uzIuksizligi uning komponentaiarining 
uzIuksizligiga teng kucbliligini isbotlang. 

7. Berilgan ; = f(M) vektor funksiyaning uzIuksizligidan lil = Ii(M~ 
funksiyaning uzIuksizligi kelib cbiqadimi? Teskarisi o'rinlimi? 

Ushbu ;,(M) velrtor funksiyalarning va f(M) funksiyaning Mo nuqtada 

uzluksizligidan quyidagi: 
8. r:(M)± ~(M); 
9. (r:(M1~(M)); 
10. f(M)r:(M); 
11. [r.(M~~(M)]; 
11. (r.(M~~(M1,,(M)) funksiyalaming uzIuksizligi kelib chiqadimi'? 

13. Vektor funksiyaning silliqligi uning tashkil etuvchilarining 
silliqligiga teng lruchliligini isbotlang. 

14. Velrtor funksiya ucbun ,(t)(I) = (.:c/·)(I).X/·)(I) •...• X;·)(I») 

munosabat o'rinliligini isbotlang. 

Berilgan r; : 1-+ RJ velrtor funksiya va C sinfga tegisbli f: 1-+ R 
funksiya uchun quyidagi munosabatlarni isbotlang: 

15. (r. ± ~)' = r:' ±~'; 
16. (j,)' = 1" + f"; 

17. (r.,~)' =(r:',~ )+(r.,~') 

18. [1.,~r = [1.',1z J+[1.,1z'} 
,. ' , , 

19. (1.,~,1,) =(1. ,~,1,)+(r:,~ ,1,)+(1.,'1'1,)· 
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Quyidagi bir o'zgaruvchili vektor funksiyaJaming hosilalarini toping: 

20. r2; 
21 -,2 . . r , 
22. [r',r); 
13. (r',r,;-); 
24. Hr',r·l;-); 
25. ~r2 
16. Ellipsning ixtiyoriy M ouqtasiga o'tkazilgan urinma mu ouqtadagi 

fokal radiuslar tashkil etgan burchak bissektrisasi bo'lishini isbotlang. 
27. Berilgan ;(1) = (1 2 + 8, 41- 7, 1 + S) vektor funksiya lK:hun ;'(Io) 

chiziqli akslantirish 2 sonini (4,8,2) vektorga o'tkazuvc:hi I. qiymat topilsio. 

21. Berilpn ; = ;(M) vektor funksiyaniog silliqJigidan lil = Ii(M~ 
funksiyaning silliqligi kelib chiqadim.i? 

Ixtiyoriy ; = ;(M) vektor funksiya uchun quyidagi: , 
19. " = ,. 

30. ,." = I' " munosabatlar o'rinlimi? 
31. Bcrilgan , = '(M) vcktor funksiyaning biror iotervalda hosilasi 

oolga teng bo'lishi uchun uning o'zgarmas, ya'oi I ga bog'Jiq bo'1masJigi 
zarur va yetarli ekanioi isbotlang. 

31. Biror intcrvalning barcha ouqtalarida ;(1) va ,'(I) vcklorlar o'zaro 
ortogonal bo'Jishi uchun. ji(/~ = con.st bo'lishi zarur va yetarli ekaniDi 
isbotlang. 

33. Ixliyoriy C' sinfga tegisbli ; = ;(1) C;(I) ~ I) vcktor funksiya 
o'zgarmas yo'naIishga cga bo'lishi uchun, t niDg o'zprish sobasida ;(/) va 
;'(1) vektorlar koUinear bo'lishi zarur va yetarli ekanini isbotJang. 

34. Ixtiyoriy C 2 sinfga tcgisbli ; = ;(1) vektor fuDlwyaoing aniqlanish 
sobasiga tcgishli barcha nuqtalarida 

"',. =0'[',"]_0 
munosabal o'rinli bo'lsa, ; = ;(1) Yektor funksiya aoiqlagan chiziq yassi 
ekanini isbotlang. 

35. Ixliyony c: sinfga tcgisbli (a,b) inter4Ida aaiqlangan 
; = ;(/) wJctor fuoksiya uchun ;' va ;. vektort. noIdan farqJi va barcba 
I E (a.") Iarda kolliDearbo'lsa. ; = ;(1) vektor funksiya miqlapo chiziq to'gri 
chiziq kesmasi ebnini isbotIaag. 

36. Ushbu ; = r. +"; +/1;; vektor fuoksiya aniqlapn dUziq. aa- ;. va 

;2 vcktorIar koIIUIc. bo'lmasa. parabola ebnligi isbotlansm Bu yerda '. , 
;" ;; vdctort. o'zprmas va lE R _ 
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37. Ushbu , ='0 + sin t r; + cos t~, t E [0,211'] vektor funksiya 

aniqlagan cbiziq, agar ;, VB ;2 vektorlar kollinear bo'lmasa, ellips ekanligi 
isbotlansin. 

38. Ushbu , = r:, + sht r: +chl~ t ER vektor funksiya aniqlagan chiziq, 

agar ~ va r, vektorlar kollinear bo'lmasa, gipe~laning qismi ekanligi 

isbotlansin. 
39. Moddiy nuqtaning markaziy kuch ta'siridagi harakati tekis ekanini 

isbotlang. 
40. Silliq parametrlangan r(t) = (/,0,0) va ~(I) = (I' ,0,0) vektor 

funksiyalarning aksi to' gri chiziqdan iborat bo' lsa ham ular ekvivaient 
emasligini isbotlang. 

41. Quyidagi yassi figuralar sodda egri chiziq ekanligini isbotlang va 
ularning birorta parametrlash usulini ko'rsating: I) to' gri chiziq; 2) aylana, 3) 
ellips, 4) parabola 5) giperbolaning bitta shoxi. 

Ushbu io , ;" ;2' ;, vektorlar o'zgarmas va r" ;2' ;, vektorlar kollinear 

emasligini bilgan holda, quiyidagi vektor-funksiyalarning aksini toping: 

41. , = r:, + ur, +u 2
" + v,,; 

43. , = r:, + cosur, +sinu~ + v,,; 
I I 

44. '=r., +(u+-)r,+(u--)~+v", 
u u 

45. , = r:, + ucosvr; + usin V'2 + u l
". 

46. Tekislik elementar sirt ekanligini isbotlang. 

Quyidagi figuralar R' da sirt bo'lisbini ko'rsating va ularning 
parametrlasb usulini yozing: 

47. Sfera; 
48. Ellipsoid; 
49. Elliptik parapoloid; 
50. Bir pallali giperboloid; 
51. Ikki palla1i giperboloid; 
51. Elliptik silindr; 
53. Parabolik silindr; 
54. Giperbolik silindr; 
55. Uchga ega bo'lmagan konus. 
56. Bizga C t sinfga tegisbli f U -+ R2 funksiya berilgan bo'lsin (bu 

yerda U R2 dagi soha). U holda f funksiyaning grafigi, ya'ni 

S = ((x,y,z) E R'I(x,y) E U,z = /(x,y)} to'plam c t sinfga tegishli 

elementar sirt ekanliJini va r(u, v) = (u, v.!(u, v» esa uning parametrlash 

usuli ekanligini isbotlang. 
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57. Ixtiyony s sin o'zining ixtiyoriy nuqtasl alrofida biror 
funksiyaning grafigi bo'lishini isbotlang. 

3 ,. ECri cbiziq uriDmasi va Dormall 

Egri chiziq urinmasi tushunchasi maktab kursida kiritiladi. Birinchi 
kursda esa xususiy hoUar, ikkinchi tartibli chiziqlar va sinlarga o'tkaz.ilgan 
urinma tushunchasi o'rganiladi. 

Differensial geometriya va topologiya fanida avval (chiziqlar 
nazariyasida) urinmaning umumiyroq, lekin klassik ta'rifi orqali. xossalari 
o·rganiladi. Sinlar nazariyasida esa. urinma tushunchasi urinma vektor orqali 
aniqlanadi. Keyinchalik bu tushuncha ko'px.iUikning urinma fazosini 
aniqlash uchun kerakh muhim tushuncha ekanligi amalda kO'rsatiladi. 

Asosiy tusbuDcbalar 

Bizga Yelementar egn chiziq va unda biror M nuqta berilgan bo'lsin. 
Berilgan chiziqning M nuqtasida o'tkazjlgan urinmasi tushunchasini kiritamlz. 
Buning uchun M nuqtadan I to'g'ri chiziqni o'tkazaylik, N bilan M ga yaqin 
bo'lgan r chiziqning birorta nuqtasini belgilaylik. Egri chiziqdagi M va N 

nuqtalar orasidagi masofani d bilan. N nuqtadan I to'g'ri chiziqqacha bo'lgan 
masofani h bilan belgilaylik. 

J.l-lt1'rlf. Berilgan r egri chiziqning N nuqtasi M nuqtasiga intilganda 

~ ifoda nolga intilsa, I to'g'ri chiziq, r egri chiziqning M nuqtasida 

o'tkaziJgan uriamasi deyiladi (3-rasm). 

3-rasm 

TIISIIJIf. Regulyar egri chiziq bar bir 
nuqtasida yagona urinmaga ega. Agar r egri 

chiziq 1 = 1(/) teng)ama bilan berilgan bo'lsa, 

M(to) nuqtadagi urin.ma 1'(/0) vcktorga 

parallel bo'ladi. 
Yuqoridagi tasdiqdan foydalanib urinma 

ta'rifini quyidagicha ifodalash mumkin. 
J.2-lt1'rlf. Rcgulyar r egri chiziq 1 = 1{t) 

tenglama bilan aniqlansa. MUo) nuqtadan 
o'tuvchi va 1'(10) vektorga parallel to'g'ri 

chiziq r ning MUo) nuqtasida o'tkazilgan 

.rilllIIIUi deb ataladi. 
J.J-ltI'rlf. Egri chiziqning M nuqtasidan 

o'tuvchi va urinmaga perpendikular ravisbda 
o'tadigan tekislik egri chiziqning M nuqtasidagi 
normali deb ataladi. 
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bob. Masala tekislikda qaralayotgan bo'lsa egri cbiziqning normali 
to'g'ri cbiziqdan iborat bo'ladi. Regulyar r egri chiziq r = r(l) tenglama bilan 

aniqlansa. uning M(to) nuqtasida o'tkazilgan urinma tenglamasi 

J'(I) = ,(t.)+ Ar'(t. ~ (A -parametr) 
nonnali tenglamasi 

(p(I)- dl.~"(I.» = 0 
ko'rinishda bo'ladi. 

Regulyar egri chiziq paramebik tenglamalar yordamida, ya'Ri, 

{ 

x=x(/) 

Y= y(I), 

z = z(/) 

a<t<h 

sistema yordamida aniqlangan bo'lsa. MUo) nuqtadan o'tuvchi 
tenglamasi 

x - Xo Y - Yo z - =0 --=--=--
x (to) y·(to) =·(to) 

normali tenglamasi esa 

(x - xo)x·(to) + (y - yo)y·(to) + (= - =o)z (to) = 0 
ko'riRishda bo'ladi. Bu yerda Xo = X(lo ~ Y. = yU.), Zo = z(l.) 

unnma 

Regulyar egri chiziq y = y(x), = = :(x) tenglamalar yordamida berilsa, 

uning urinma tenglamasi 
x - Xo = Y - Yu = z - Zo 

I y"(xo} z·(xo} 

normali tenglamasi esa 

x-Xo +(y- yo)y'(xo)+(z-zo)z'(xo)=O 
ko'rinishda bo'ladi. 

Agar fazodagi egri chiziq 

{
",(x,y,z)= 0 

II'(x,y,z) = 0 

tenglamalar yordamida aniqlangan va (rp. ({J~ rp,) mattitsaning rangi ikkiga 
11' • 11' ,. 11' • 

teng bo'lsa. M(xo ,Yo '=0) nuqtadan o'tuvchi urinma tenglamasi 

x - Xo _ Y - Yo _ z - z. 
rp, rp,l- Irp, rp,i -rp. tp,.I' 
!II'. 11',1 '11', 11'.: Ill'. 11'.1 

normali tenglamasi 
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rp. rp, i rp, 
(.1'-.1'0) +(y- y,) qJ. ( ) rp, rp, 0 

'11. YI,; YI, 
+ z - z. = 

'11, '11 '. '11 • 

ko'rinishda bo'ladi. Bu yerda XUSUS1Y hosilalar M(xo ,Yo ,zo) nuqtada 

hlsoblangan. 

Misol va mualalar yec:hisb aamUDalari 

I-maul •. Tekislikda y = Xl + 4.1' + 3 funksiyaning grafigidan iborat 

chiziq berilgan 00' Isin. Chiziqning abssissasi .1' = -I ga teng bo'lgan M 
nuqtadagi urinma va normali tenglamasini tuzmg (4-rasm). 

Y~dir" Avvalo M nuqtaning ordinatasini topamiz: 
y 0 = (- l) 2 + 4 . ( - I ) + 3 = O. Endi chiziqning parametrik tenglamalarini 

{

X =1 

Y = Il + 41 + 3. - IX) < 1 < +!Xl 

ko'rinishda yozib. I = -I nuqtadagi hosilalarmng qiymatlarini hisoblaYDuz: 
.1"(-1)= I. y'(-I)= 2. Natijada chiziqning urinmasi va normali tenglamalarini 

mos ravishda ushbu ko'rinishda 

x+l = 1.. va x ... l = 1.. 
1 2-2 I 

y youolamiz. 
Chiziq tenglamasi vektor ko'rinishda 

x 

r=h t
2

+41+3} 
tenglama biIan berilgan OO'Isa, urinma va 
normali tenglamalarni velctor ko'rinishda 
mos ravishda quyidagicha ifodalash mumkin: 

p = (-I;O} + {1;2}..t. 
p = {-l;O} + {-2;1}..t. 

4-rum 2-11t11St11& Parabola y = .1'2 - 6.1' + IS 
funksiyanmg grafigidan iborat 00' lsa, uning 

qaysi nuqtalaridagi urinmalari .1' - 2 y + 18 = 0 to' g'n chiziqqa perpendikular 

bo'ladi. 
Yectir .. Parabolaning M(xo.yo) nuqtasida o'tkazilgan urinma teng-

lamasi ushbu X-to = ~~o6 ko'rinishda OO'ladi. Bu tenglamadan 

2(.1'0 - 3).1' - Y - 2(.1'0 - 3),io + Yo = 0 tenglikni. to'g'n chiziqlaroing 
perpendikular ekanligidan esa I· 2(.1'0 - 3) - 2( -I) = 0 sIwtni hosil qilamiz. 

Bundan .1'0 = 2 qiymatni topamiz. Endi izlanayotgan nuqtaning ordinalasini 

aniqJaymiz: Yo = 22 - 6·2 + IS = 7 
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5-rasm 

tenglamalarini tuzing. 

Demak. (2; 7) nuqtada o'tkazilgan urinma 
berilgan to'g'ri chiziqqa perpendikular bo'lar 
ekan. Haqiqatan ham. bu nuqtada o'tkazilgan 
urinma tenglamasi 2x + y - II = 0 ko'rinisbda 
bo'lib. u berilgan x - 2y + 18 = 0 to'g'ri chiziqqa 
perpendikular bo'ladi (5 -rasm). 

3-lDaola. Cbiziq x = e' ,y = e -I, Z = 12 

parametrik tenglamalarga ega bo'lsa. 
parametming 1 = 1 qiymatiga mos keluvchi 
nuqtada o'tkazilgan uriDDla va normal tekislik 

Yeclltrll. 8erilganlardan foydalanib, parametming 1 = 1 qiymatiga mos 
keluvchi chiziq nuqtasi va urinma vektorining koordinatalarini aniqlaymiz: 

1 -1 1 1 I I 1 xo = e = e, Yo = e = -, z = . Xo -= e = e, Y. = ~ -= - -. Zo = 2 
e e 

Endi. berilgan chiziqning unnmasi va normali tenglamalarini mo! ravishda 
quyidagicha yozamiz: 

1 

x - e = y - 4 = z -1, e(x _ e) _ : (y _ !) + 2(z -1) = 0 
e 1 2 

4 

MOOI V8 masalalar 

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan cbiziqlaming ko'rsatilgan 
nuqtalarda urinma va normallarini toping: 

I. y=x'+4x+3,abssissasi-J.O.I bo'lgan A,B,C nuqtalarda; 
1. y = x' , abssissasi 0, I bo'lgan A, B nuqtalarda; 

3. y = sin x, abssissasi 0, ~,/r bo'lgan nuqtalarda; 

4. y = Igx, abssissasi 0, !!.. bo'lgan nuqtalarda; 
4 

5. x = I' - 2/, Y = I' + I, A(I = I) nuqtada; 

6. x = a cos' I. Y = a sin' 1 ixtiyony nuqtasi~ 

7. x = a(1 - sin I), y = a(l - COS/) ixtiyoriy nuqtasi~ 

8. x = aCOS/, y = a sin I ixtiyoriy nuqtasida; 

9 a( I) a( I)... ·..In . 
. X = '2 I + ( , y = '2 1 -( Ixtlyony nuqtasl~ 

(3a 3a) 10. x' + y'- 3ary = 0, A 2'2 nuqtada; 
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11. (x' + y')x- ay' = 0, A(~; ~) nuqtada; 

12. (x' + y')' - 2a' (x' - y') = C, ixtiyoriy nuqtasida; 

13. ~ + L = I, ixtiyoriy nuqtasida; 
a' h' 

14. x' - y' = I, ixtiyoriy nuqtasida; 
a' b' 

15. y' = 2p..t , ixtiyoriy nuqtasida; 

16. , = arp, ixtiyoriy nuqtasida; 

Tr 
17. , = 2acosrp, rp = - bo'lgan A nuqtada. 

4 
18. Ushbu y = x' parabolaga qaysi nuqtada o'kazilgan unnma Ox 

o'qi bilan 45° li burchak tashkil etadi? 
19. Biror nuqtada y = x' tenglama bilan berilgan chiziqqa o'kazilgaa 

urinma Ox o'qining musbat yo'nalishi bilan JJI' li burchak tashkil etishi 
4 

00_1.: __ :? 
mWlUUJWU. 

10. Ixtiyoriy nuqtada y = x' + h' + x -I teng)ama bilan berilgan 

chiziqqa o'kazilgan urinmaning Ox o'qining musbat YO'nalishi bilan hosil 

qilgan burchagi (~,~ )ora1iqda bo'lishini isbotlang. 

11. y = x' parabolaning y = 4x - 5 to'g'ri chiziqqa parallel bo'lgan 

unnmasini toping. 
n. Ushbu y = :r~ - 6%+ S tenglama bilan berilgan parabolaga qaysi 

nuqtada o'kazilgan urinma x - 2y + 8 = 0 to'g'ri chiziqqa perpend.ikular 

bo'Iadi7 
n. Ushbu y = x' + bx + c parabola abssissasi x = 2 bo'lgan nuqtada 

y = 3x - S to'g'ri chiziqqa urinishi ma'lum bo'1sa, b VB c o'zgarmas sonJarni 

toping. 
14. Ushbu y = aT' + bx + c parabola abssissasi x = I bo'lgan nuqtada 

y = 4x -I to'g'ri chiziqqa minishi VB A(O;I) nuqtadan o'tishi ma'lum bo'lsa, 
a, b, ,. o'zgarmu sonlarni toping. 

15. Ushbu y - x' + 3x' -I tengIama bilan berilgan cbiziqqa uning 

y = 3x' parabola bilan ke,ishish nuqtasida o'tkazilgan urinma va nonnali 

teng)amalarini yozing. 

16. Ushbu y = _I - tenglama bilan berilgan cbiziqqa uning 
I + x' 
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y = _1- giperbola bilan kcsishish nuqtasida 0 'tkazilgan urinmasi 
I +x 

tenglamasini yozmg. 
17. Abssissalan teng (nolga teng emas) bo'lgan qanday nuqtalarda 

y = x' ,Y = x' chiziqlarga o'tkazilgan urinmalar parallel bo'ladi? 
18. Berilgan y = x' (n-musbat butun son)' chiziqning faqat bitta 

normaJi koordinata boshidan o'tishini ko'rsating. 
19. Ushbu x = ,. -I,Y = t' + 1 tenglama bilan berilgan chiziqning 

2x - y + 3 = 0 to'g'ri chiziqqa parallel bo'lgan urinmasini toping. 
30. Ushbu x = t', y = I' tenglama bilan berilgan cbiziqning M(-7,-1) 

nuqtadan o'tadigan urinmalarini toping. 

3 I. Usbbu y = a Sin(;). y = alg(; ). y = a In(; ) tenglamaJar bilan 

berilgan chiziqlar Ox o'qini Q ga bog'liq bo'1magan burchak ostida kesib 
o'tishini isbotlang. 

, , : 

31. Berilgan x' + i = a' astroidaning koordinata boshidan eng uzoq 
masofada joylashgan urinmalari tenglamalari tuzilsin. 

33. Berilgan x' - y' = a' giperbola ixtiyoriy N nuqtasida o'tkazilgan 
normaJining Ox o'qi bilan kesishgan nutpasi K ekanligi ma'lurn bo'lsa, 
KN = ON tenglikni isbotlang. 

34. Yassi chiziqning hamma normallari qo'zg'aJmas nuqtadan o'tsa bu 
chiziqoing ayJana yoki uning qismi ekanligini isbotlang. 

35. Aylana evolventasi x = a(cosl +I sin I), y = a(sin t - t cos I) (2-bob I-

f 43-masalaga qarang) oing hamma normaJlari koordinata boshidan bir xii 
uzoqJikda joylashganligini isbotJang. 

Quyidagi chiziqlaming kesishish nuqtalarining koordinatalarini va 
orasidagi burchakJarini toping: 

36. y' = 4x,x' = 4y; 

37 x'+y'=9,x'+y'-6x=9; 

38. x' + y' + 2x = 7, y' = 4x; 

39. x' + y' = 8,y' = 2x; 

40. x' + y' = 8x, y'(2 - x) = x' 

41. y = sin x,y = cosx. 

Quyidagi chiziqlaming to'g'ri burchak ostida kesishishini isbotlang: 
41. y=x-x', y=x' -x; 

43. y' =2ar+a', y' =-2bx+b'; 

44. x' - y' =a.xy=b. 

45. Simmetriya o'qlari umumiy bo'lib, birining uchi ikkinchisiDlng 
fokusida joylashgan parabolaJar orasidagi burchak topilsin. 
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46. Ushbu r = r(tp) lenglama bilan berilgan chiziqqa o'tkazilgan urinma 

va urinish nuqlasining radius veklori orasidagi burchaJt langeosl IgIJ = ;r 
dtp 

fonnula yordamida aniqlanishini isbollang. 
47. Kardioidaning ixtiyony nuqtasida o'tkazilgan unnma va urinish 

nuqtasining radius veletori orasidagi burchagi qutb burchagining yarmiga 
tengligini isbotlang. 

41. Ushbu y = 2a(l- coup) kardioidaning qutbdan o'tuvchi vatarlari 

uchlarida o'tkazilgan urinmalari o'zaro perpendikularhginl isbotlang. 
49. Arximed spiraJi r = af/J ga o'tkazilgan urinma VB urinish nuqtasining 

radius vektori orasidagi burchagi f/J ~ co bo'lganda 90' ga intilishinl isbotlang. 

SO. LopriCmik spiral r = ,:a·, a > 0 Ding ixtiyoriy nuqtasida o'tkazilgan 

urinma va urinish nuqtasining radius veklori orasidagi burchak JJ o'zgannas 
ekanhgini isbotlang. 

SI. Faqat aylanalar VB logarifmik spirallar 50- masaladagi xossaga ega 
ekanJigini isbotlang. 

Sl. Bemulli lekniskatasi r' = 2a' COSf/J ning ixtiyoriy nuqtasida 
o'tka.zilgan urinma va urinish nuqtasining radius veletori orasidagi burchak 

2tp + !!. ga teng ekanligini isbotlang. Bunda f/J urinish nuqtasining qutb 
2 

burchagi. 
Sl. Qutb koordinatalar sistemasida ikkita r = r(f/J) va r; = r;(f/J) chiziqlar 

berilgan. Agar rr; + r' r;': 0 shart o'rinli bo'lsa, berilpn chiziqlar to'g'ri burchak 

ostida kesishishini isbotlang. 

Quyidagi cbiziqlar to'g'ri burchak ostida kesishishini isbotlang: 
54. r=ae·,r=be·; 

SS. r = a(l + COSf/J), r = a(l- C05(p); 

!56. r = asecl if r "" acosec l fJ! 
2' 2 

S7. Berilgan y = y(x) chiziqnmg M nuqtada o'tkazilgan urinmasi Ox 

o'qini l' nuqtada. normali esa N DUqtada kesib o'tishi hamda M Duqtaning Ox 
o'qidagi proyeksiyasi P ekanligi ma'lum. U bolda. quyidagi tengliJdami 
isbotlang: 

MT = I~~l + y", MN = I~~l + y", PT = I~ PN = Iy' . Bu yerda MT 

urinmaning, MN oormalning, PT urinma ostining VB PN Dormal ostining 
uZlln1jkl.ri. 
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Quyidagi ehiziqlaming urinmasi, normali. urinma osti, normal osti 
uzunliklari topilsin: 

SI. y = tgx, abssissasi rr bo'lgan M nuqtada~ 
4 

S9, y = ~(e' + e-'), ixtiyoriy nuqtada. 

60. Normal ostisining uzunligi o'zgarmas k ga teng bo'lgan ehiziqlar 
topilsin. 

61. Urinma ostisining uzunligi o'zgannas k ga teng bo'lgan ehiziqlar 
topilsin. 

61. Nonnalining uzunligi o'zgarmas bo'lgan yagona ehiziq markazi Ox 
o'qida yotgan aylana ekanligi isbotlansin. 

63. Urinmasining uzunligi o'zgarmas a ga teng bo'lgan chiziqlar topilsin. 
64. Traktrisa V3 Ox o'qi bilan chegaralangan yuza chekliligini isbotlang. 

Quyidagi chiziqlarning koordinata boshidagi urinish tartibi aniqlansin: 
6S. y = sin X.y = Igx; 

66. y=xsinx,y=x'; 

67 
. . I , 

V=S1DX y=X --x +x. . , 6 

68. Quyidagi ehiziqlarning A(1~1) nuqtadagi urinish tartibi 

aDlqlansin: x' + y' -6x-6y+ 10 =0 va Ji + JY -2 = O. 

69. Berilgan x' + y' = 2 aylana bilan M (1;1) nuqta ikkinehi tartibli 

urinishga ega y = x' + ax + h parabola aniqlansin. 

70. Koordinata boshida y = x' parabola bilan iklcinchi tartibli urinishga 

ega aylana tenglamasi tuzilsin. 
71. Berilgan y = In x tenglama yordamida aniqlangan chiziq bilan (1;0) 

nuqtada eng yuqori tartibli urinishga ega bo'lgan parabola tenglamasi tuzilsin. 
71. Uehi bilan y = 1- cou tenglama yordamida aniqJangan chiziqqa 

(0;0) nuqtada eng yuqori tartibli urinishga ega bo'lgan giperbola tenglamasi 

tuzilsin. 
73. Berilgan y = f(x) tenglama yordamida aniqlangan ehiziqqa 

A(O,f(O» nuqtada n - tartibli urinishga ega bo'lgan y = a, + a,x + ... a.x· chiziq 

topilsin. 
74. Uchlari x = R(I - sin t), y = R(1- cost) sildoidaning uehi A(rrR,2R) 

bilan ushna-ust tushuvchi bamda u bilan eng yuqori tartibli urinishga ega 
bo'lgan eHips, parabola, giperbola tenglamalari tuzilsin. 
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4 ,. Asimptotalar. Mauu Duqtalar. Cbiziqlarai teksbirisb va ya.a.b. 
O'nma 

Diffcrensial geomebiyada o'rganiladigan chiziqlar ichida bir tomonJama 
yoki ikki tomonlama cheksizlikka ketadigan chiziqlar tushunchasi kiritiladi. 
Bunday chiziqlaming cbeksizlikka ketadigan sboxlari blror to'g'ri chiziqqa 
yaqinJasbishi mumkin. YUqoridagl xossaga ega bo'lgan cbiziqlami yasasb 
uchun, ularp sboxlari cbeksizlikka intilganda yaqiolashadigan to' g'ri 
chiziqlami (asimptotalarni) bilish zarur bo'ladi. Shuning uchun chiziq 
asimptotalarini o'rganisb muhim bisoblanadi. 

O'rama tusbunchasi oafaqat differensial geomebiyada. ba1ki differensial 
tenglamalarda ham asosiy o'rin egal1aydi. 

Asoliy tubuacbalar 

Bizp biror r yopiq bo'lmagan egri cbiziq o'zioing biror parametrlasb 
usuli x = x(I), y = y(/) (a < 1< b) bilan berilgan bo'lsin. 

4.1- 1II'rlf. Berilgan chiziqning paramebi I ucbun ushbu I -+ a yoki 
I -+ b munosabatlardan faqat bittasi o'rinli ekanJigidan Xl (I) + yl (t) -+ co 

munosabat kelib cbiqsa., u bolda berilgan cbiziq bir tomoolama cbeksizlikka 
intiladi deyiladi. Agar berilgan chiziqning paramebi I ucbun ushbu I -+ a , 
1-+ h munosabatlar birdaniga o'rioli bo'lganda Xl(1) + yl(1} -+ co munosabat 

bajarilsa., berilgan chiziq ikki tomoolama cbeksizlikka intiladi deyiladi. 
4.2- 1II'rlf. Berilgan r egri chiziq parametrining I qiymatiga mos 

keluvchi M(/) nuqtasidan biror / to'g'ri chiziqqacha masofani d(/) kabi 

belgilaylik. Agar r egri chiziqning paramebi I ucbun I -+ a munosabatdan 
usbbu d(1} -+ 0 munosabal kelib cbiqsa., u holda I to'g'ri chiziq r egri 

chiziqning asimptotasi deyiladi. 
I-TIUt/if. Biror parametrlasb usuli x = x(/), y = y(/) (a < I < b) bilan 

berilgan VB I -+ a da cheksizlikka intiluvcbi r egn chiziq asimptotaga ega 
bo'lisbi ucbun, parametr I -+ a da 

l) ushbu munosabatlardan biri y(/)(x(l}f' , x(/)(Y(/)f' chekli limitga ega 

bo'lisbi, aniqlik ucbun y(/)(x(t» , -+ k munosabat 0'rin1i bo'lisbi: 

2) birincbi sbart bajarilganda usbbu y(/) - h(/) ifodaning biror limitga 

intilisbi zarur VB yetarli. Agar bu limitni / deb belgilasak, u bolda y - h -/ = 0 
tenglama asimptota tengiadwi bo'1adi. 

Endi ordinata 0' qiga parallel asimptotani qidiramiz. Bc:rilgan chiziqning 
ay o'qiga parallel asimptotasi mavjud deb faraz qilamiz. Chiziqning M 
nuqtasi cbcksizlikka intilganda. )'(/) = co bo'lib, x(/) qandaydir bir o'zgarmas 
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a sonp intiladi. Bu a sonini lim x(f) = x(lo) = a munosabatdan topamiz. U 
'''-

bolda ay o'qiga parallel asimptotaning tenglamasi x - a = 0 ko'rinisbda 
bo'ladi. 

Xuddi shunp o'xsbasb. cbiziqniog Ox o'qiga parallel aslmptotasini bosil 
qilisb ucbun. chiziqning M nuqtasi cbeksizliklca intilganda, X(I) = ao bo'lib. 

y(t) qandaydir bar o'zgarmas h songa intiladi. Bu 6 sonini lim y(I):or y(lo )"" 
' ..... 

munosabatdan topamiz. U holda izIangan asimptotaning tenglamasi y - h = 0 
bo'ladi. 

2-TlUdlq. Berilgan chiziq bir (ikki) tomonlama cheksizlikka intilganda 
uning urinmasinmg Iimiti mavjud bo'lsa. bu limit (limitlar) chiziq asimptotasi 
(asimptotalari) deyiladi. 

Teskarisi bar doim ham o'rinli bo'lavermaydi. ya'ni chiziq asimptotasi 
2 

mavjud bo'lib. u urinmaning limiti bo'lmasligi mumkin. Masa1an. v = COIl' 
. l' 

funksiya grafigidan iborat chiziq x -+ ao da Ox o'qidan iborat asimptotaga cp. 

lekin bu chiziq urinmasining burchak koeffrtsiyenti y' = -2sinx' _ COS,x
2 

x 
2 

esa x -+ ao da hech qanday Iimitga iotilmaydi Chunki ~Ol:_ -+ 0 bo'lsa-da. 
:r 

Sin x' ning Iimiti yo'q, u x -+ ao da - I va I Soolari orasida tebranib turadi. 
Matematik analiz kursidan y = I(x) ko'rinisbidagi funkaiya grafigini 

yasash usuli ma'lurn. Endi biz F(x;y) = 0 ko'rinishidagi tenglama bilan 
berilgan chiziqlami yasash usulini keltiramiz. 

Biror tenglama bilan bcrilgan chiziqni yasash uchun uning: 
I) aniqlanish sobasini; 
2) koordinata 0' qlari bilan kesishgan nuqtalarini; 
3) koordinata o'qlariga nisbatan simmebikligini; 
4) koordinata o'qlariga parallel urinmalarini; 
5) maxsus nuqtalarini; 
6) egilish Duqtalarini; 
7) qavariq va botiqligini; 

8) asimptotalarini; 
9) mum1cin bo'lgan hollarda bir nechta yordamchi nuqtalarni tapish kerak. 

4.3- I.'rlf. Bizga bir (ikki) parametrli cbiziqlar oilasi berilgan bo'ism, 
ya'Di chiziq tenglamasida bitta (ikkita) parametr qatnashsin. Ba'zan bunday oila 
uchun o'zining har bir nuqtasida oila chizig'ip urinadigan VB shu urinish 
nuqta1aridan tashkil topgan chiziq mavjud bo'ladi. Bunday chiziq bcrilgan oila 
uchun 0 'rama deyiladi. 
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Misol va masalalar yechisb DamUDalari 

l-lfIIIStJl4 Ushbu ,3 +~ tenglamalar sistemasi bilan berilgan chiziq j
x = l.!!L 

y=Jat 
,3 +1 

(Dekan yaprog'i) ning asimptotalari topilsin. 
Yu.tsA. Sistemaga tegishli lenglamaJardan ko'rinib turibdiki, 

parametming I = -I qiymatida funksiyaJar aniqlanmagan, ya'ni sistemadagJ 
funksiyaJarning maxrajlari nolga aylanadi, lekin suratlari chekli bo'ladi. Shuning 
uchun funksiyaJar parametrning bu qiymatida cheksizlikka intiladi. Demak, 
parametroing qlymati - 1 ga intilganda cbiziq asimptotaga ega bo'ladi. 

6-rum 
Endi I --+ -I uchun asimptotaning k burchak koeffitsiyenti va 1 ozod hadini 
topamiz: 

la' 2 

k= lim y(/) = lim ,1+1 = Iim 1=-1 k=-l 
,~'O %(/) 1~_11al I~-I • 

,3 +1 

1= lim (y(/)-h(l)]= lim [la/ 2
+3atJ= lim [ Jat(l+l) ]= 

1-+10 1-+-1 11 +1 1-+-1 (/+1)(/ 2 -1+1) 

= tim r 2 1Il1 ] = -0; 1 = -0. 
I· ..... -Il, -1+1 • 

Yuqorida topilganlarni e'tiborga olib, asimptota tenglamasi X + Y + 0 = 0 
ko'rinishda ekanligini aaiqladik. 

Berilgaa chiziqniag Oy VB Ox o'qlariga parallel asimptotalari yo'qligi 
ravshan (6-rasm). 
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{

X =1- 2 
l-1ffIB1Il& Usbbu 12 chiziqning asimptotalari topilsin. 

Y=
I-I 

YedlsIL Berilgan chiziqning tenglamasidan ko'rinib turibdiki, 1=1 
qiymatda x = -1 va y = to qiymatlarga ega bo'lamiz. Oemak, x + I = 0 to' g' ri 
chiziq berilgan cbiziqnlDg Oy 0' qiga parallel aSimptolasidir. 
Bu chiziqning Ox o'qiga parallel asimptotasi mavjud emas. 

Endi, berilgan chiziqning koordinata o'qlariga parallel bo'lmagan 
asimptotasini topamiz. Parametming I = to qiymatiga x = to va y = to qiymatlar 

mos keladi. Demak. 10 = to ekan. Asimptotaning burchak koeffitsiyentini 
topamiz: 

k I' y(t) I' 12 1 k 1 = Im -( ) = Im (-2)( "' = . = 
I~/O x 1 I~oo 1 1 

1= lim [Y(I)-h(I)]= lim [L_I +2]= lim (3/-2]=3: 1=3. 
1~lo I~rr I-I I~rr I-I 

Sbunday qilib. izlangan asimptotaning tenglamasi y = x + 3 yoki 
y - x - 3 = 0 tenglarnadan iborat ekan. 

J- mlUlI/a. Ushbu x· - XZ Y + y' = 0 tenglama bilan berilgan chiziq 
yasalsin. 

Yedlsll. Biror tenglarna bilan berilgan chiziqni yasash uchun uning: 
I) Tenglama aniqlanish sohasi x eR dan iborat. 
2) Koordinata o'qlari bilan kesisbgan nuqtalarini topamiz. Buning uchun 

y = 0 qiymatda x· = 0, so'ngra x = 0 tenglikni hosil qilamiz. Endi x = 0 desak. 

y = 0 ekaniga ega bo'lamiz. Demak, berilgan chiziqning koordinata o'qlari 
bilan koordinata boshida kesisbadi. 

3) Koordinata o'qlariga nisbatan simmetrikligini tekshiramiz. Biz 
F(x, y) = x· - X

Z Y + y' tenglamadan usbbu 

F(-x,Y) = (-xl' - (_X)l y+ Y' = x' - x2 y+ y' = F(x,y) munosabami bosil 

qilamiz. Bu esa berilgan chiziqning Oy o'qiga nisbatan simmetrikligini 

bildiradi. Lekin F(x.-Y)=X·_X2(_Y)+(-Y)'=X·+X2y_y'~F(x,y) bu 

munosabatdan berilgan chiziqntng Ox o'qiga nisbatan sunmetrik emasligt kelib 
chiqadi. 

4) Koordinata o'qlanga parallel urinmalarini aniqlaymiz. Buning ucbun 

{
F,(X,y)=o . b'b b ., (r) _ slstemanl yec I. unday nuqtalar Slfatlda M 1 :if; ~ va 
f(x.y)=O 

M:(- ~2, !) nuqtalarni bosil qilamiz. 
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Quyidagi sistemani {f::(.%,y) = 0 yechish bilan esa urinmalar Oy o'qiga parallel 
F(.%,y) = 0 

bo'lgan M (2.[j. 1) va M (- 2./3 . 1) nuqtalarga ega bo'lamiz 3 9 '9 4 9'9 . 

S) Endi berilgan chiziqning maxsus nuqtalarini qidiramiz. Maxsus 

tal · ish h !F;(.%,y) =0 . . ham S' . nuq arm top uc un .' slstemaru yee IZ. Istemamng 
f.r(.%,y) = 0 

yechimlari (0;0), (1; -k) va (-1 ; -k) ekanligiga osongina ishonch hosil 

qilish mumkin. Endi bu topilgan nuqtalarning berilgan chiziqda yotishini 
tekshiramiz. Topilgan nuqtalarning koordinatalarini F(.%,y) = 0 tenglamaga 

qo·yamiz. Natijada, faqat (0;0) nuqta chiziqda yotishi kelib chiqadi. Shuning 

uchun, faqat (0;0) nuqta chiziqning maxsus nuqtasi bo'ladi. Berilgan 

chiziqning maxsus nuqtasini tekshirish uchun funksiyaning yuqori tartibli 
hosilslarini hisoblaymiz: 

.1 2 11 If 

F;a =12.% -2y=O, Fry =-2.%=0, Fyy =6y=0. 

F~ = 24.% = 0, F~ = -2, F;;" = O. f;;'" =6. 
",' ",', .11 -,11, -.11,2 I I, • 

f.r +fyY =0, f;a +2f:ryY +fyyY +FyY =0. ( ) 

Maxsus nuqtada ushbu F~ = F~ = F;" = f~ = 0 munosabat o'rinli 

bo'lganidan oxirgi tenglama, ya'oi (.) tenglama ayniyatdir. Shu sababli (.) 
tenglamadan olingan hosila ham nolga teng bo'lad.i: 

F:" + 3F:"y' + 3F:y'1 + 2F~y· + F:yll + 2F~y·l + 2F~y'y" + 

+ 2F~Y- + F~y'y" + FyY- = o. 
Du tenglikka tegishli hosila qiymatiarini qo'ygandan so'ng 

- 2 . 3 Y' + 6 y,2 = 0 yoki y,3 - y' = 0 tenglikka ega bo'la.miz. Natijada, 

y' = O,y' = I, y' = -I munosabatlarni hosil qilamiz. Demak, maxsus nuqtadan 

chiziqning uchta shoxchasi o'tadi. Ushbu y' = O,y' = I, y' = -I di1ferensial 

tenglamalami integrallab, maxsus nuqtadagi chiziq urinmalarining tenglamalari 
y = 0, Y =.%, Y = -.% hosil bo'ladi. 

6) Endi berilgan chiziqning egilish nuqtalarini topamiz. Buning uchun 
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F(.t;y)=O 

:F" 
ushbu ( ~ 

:Fo 
iF 

" . 
sistcmani: 

F" F' 
~ • = 0 tcnglamalar sistcmasini yechish kerak bo'ladi. Bu 

Foy F. 
F' 0 , 

.t"-.t1y+y'=0 

12.t1 - 24 - 2.t 

- 2.t 6y 
F~I=O 
F.

" 
4.t' - 2.ty _.t2 + 3y2 O! 

ki .t -.ty+y = 
{

• 1 '0 

yo 4.t6(l-2yx2)+6.t"y(lS+4y)+12.t'y'(I-9y)-18y. =0 

ko'rinishda yozib, sistcma faqat .t = 0, y = 0 yechimga egaligini ko'ramiz. 

Ammo maxsus nuqtada F~(O;O) = F;(O;O) = 0 tcnglik o'rinli. Shuning uchun bu 

nuqta bcrilgan chiziqning egilish nuqtasi bo'lmaydi. 
Dcmak. yasash kerak bo'lgan chiziqning egilish nuqtasi mavjud emas. 
7) Endi chiziqnmg botiqligini VB qavariqligini tckshiramiz. Buning uchun 

F(.t;y) = 0 

F~ F~ 
F~ F;:" 
F~ F; 

, 

F~I' F; > 0 sistemani yechamiz. So'ngra topilgan tayanc:b 
Fy 

o 
nuqtalami hisobga olib, to'g'ri chiziqni bir nechta intervaJlarga ajratamiz: 

I) (- ~;- 2f), 2) ( - 2;'1;0); 3) ( 0; 2f): 4) ( 2;'3;~) 

Har bir oraliqdan nuqta olib F(.t,y) =.t4 _.t2 y + y3 = 0 tcnglamaga 
qo'yamiz VB uning ordinatasini topamiz. Topilgan koordinatalami 

.' I .. 

Fry Fz : 1Fa 
.1 

!F~ F~ Fy! 
iFT F 0;1 

( .. ) y 
y.= 

• J 
Fy 

oraIiqdan .t = -Fl qiymatni olsak. y = -2 
,. 'J 

qiymat bosil bo'ladi. Bu qiymat1ami ( .. ) ga qo'yamiz, ya'ni 
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IF:' (-..12;-2) F';,,(-J2,-2) f~(-J2,-2)i 28 -2./2 12J21 
iF~(-J:Z;-2) F';,,(-.[2;-2) F~,(-'/i.-2~ -2J2 -12 10 
I f~(-Ji,-2) F~,(-Ji.-2) 0 -12..12 10 0 

y.= = ' <0 
, J - 10) 

f}, (-"2;-2) 

ekanligini hosil qilamiz. Demak. (- c:o; - 2~J) oraliqda chiziqoing botiqligi 

pastga yo'nalgan. Berilgan chiziq Oy o'qiga nisbatan simmetrikligidan 

( 21} ;c:o) oraliqda ham chiziqning botiqligi pastga yo'naJgan bo'ladi. 

Endi. ( - 2f! ;0) oraJiqdan x = --0,333 qiymatni olsak. uchinchi darajaJi 

tenglamani yechib, y uchun uchta haqiqiy qlymat kelib chiqadi. Bu qiymatlarm 

taxminan YI t 1,93, Y2'" 2,361, Y3'" 0,438 larga teng deb oilsh mwnkin. 
Natijada, chiziqning ushbu M.(-~.]]3;2,361), M.(··O,]]3;O,438). M ,(-0,333;1,93) 

nuqtaJarini hosil qilaollz. Topilgan qiymatlarni navbatma-navbat (**) ga 
qo'yamiz va M, (--0,333; 2,361) nuqta ucbuo y. < 0 ekanJigmi hosil qilamiz. 

Demak, (- 2;3;0) oraliqda chiziqning MI(--o,333;2,361) nuqtadan 

o'tadigan shoxining botiqligi pastga yo'nalgan bo'ladi. Keyingi topilgan nuqta 
M .(-0,333;0,438) uchun y. >0 ekanligini hosil qilamiz. Bundan esa, 

( - 2;3;0) oraliqda chiziqning M.(-0,333;0,438) nuqtadan o'tadigan 

shoxining botiqligi yuqoriga yo'naJgan bo'ladi. Va nihoyat M 7( -0,333;1,93) 

nuqta UChUD y. < 0 ekanligini hosil qilamiz. Demak. (- ~; 0) oraliqda 

chiziqnmg M,(-0,333;I,93) nuqtadan o'tadigan shoxining botiqligi pastga 

yo'naJgan bo'ladi. Berilgan chiziq Oy o'qiga nisbatan simmetrikligidan 

( 0; 2f!) oraJiqda ham xuddi shuoga o'xshash natijaJarga keJamiz. Va'ni. 

( 0; 2~) oraJiqda chiziqning M. (0,333; 2,361) va M 10 (0,333; 1,93) nuqtaJardan 

o'tadigan shoxlarining botiqligi pastga yo'naJgan, M.(O,333;O,438) nuqtadan 
o'tadigan shoxining botiqIigi yuqoriga yo'naIgan bo'ladi. 

8) Berilgan chiziqoing "asimptotalarioi topaylilc. Bu chiziqrung koordinata 
o'qlariga parallel asimptotalari yo'qIigini osongina isbotlash mumkin. BUDiog 
uchun x va y o'zgaruvchilami navbat bilan cbeksizlikka intilgandagi vaziyatini 

teksbirishimiz kerak. Agar x cbebizlikka intilsa, y barn cheaizlikka intiladi va 
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aksincha, ya'm x --+ GO munosabatdan y --+ GO munosabat VB y --+ GO 

munosabatdan x --+ GO munosabat kelib cbiqadi. Endi koordinata o'qlariga 
parallel bo'lmagan asimptotalarini izlaymiz. Buning uchun berilgan chiziq 

tenglamasining ifodasidagi y o'zgaruvchi o'miga y = la + h qo'yib. x4 

oldidagi koeffitsiyent k ga bog'liq emasligini, bu. esa berilgan chiziqning 
koordinata o'qlariga parallel bo'lmagan asimptotalari yo'qligini hildiradi (7-
rasm). 

M. 

M3 
Y 

M. 

7-rasm 

M2 

x 

J-IIIIIStdll. Ushbu y = C 2(x - e)2 tengJ4ma bilan berilgan chiziqlar 
oilasining o'ramasi topilsin. 

{

X = x(C) 
YeclllslL Ushbu masalani yechish uchun o'rama mavjud VB u 

y= y(C) 

tenglamalar sistemasi bilarJ aniqlanadi deb faraz qilaylik. Berilgan chiziq 
tenglarnasining o'ng tomonidagi ifodani uning chap tomoniga o'tkazib, 

y - C2(x - C)2 = 0 tenglikni. o'rama chiziqning bar bir nuqtasidan o'tgarJi 

uchun F(x(C);y(C);C) = y(C) - C2 (x(C) - C)2 = 0 ayniyatni bosil qilamiz. Bu 
ayniyatni C bo'yicha to'liq differensiallaymiz: 

0: ;;. + :- :t + f0 = 0 yoki f~x~ + f;y~ + f~ = 0 tengliklarga ega 

bo'lamiz. 
O'rama ta'riftga ko'ra. oila chizig'i va o'rama bir-biriga urinadi. 

Ravshanki. ulaming umumiy nuqtalaridagi urinmalari ustma-ust tushadi. 

Shooing uchun f~x;. + f;y~ = 0 tenglik o'rinli bo'ladi. BundarJ esa f~ = 0 

shart kelib cbiqadi. Demak. maxsus nuqtaga ega bo'lmagan chiziqlar oilasining 
o'ramasi ushbu 

{ 

F(x,y,C)= 0 

f~(x.y,C)= 0 
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sistema orqali ifodalanadi. 
Derilgan chiziqlar oilasining o'ramasini topish uchun 

ly-c2(x-c¥ =0 

lC(x -cXx -2C)= 0 

tenglamalar sistemasini yechish kerak ekan. 

y 

//?'?58I888b&XXS:K: ~ y=6 

, , , , , , I 1 1 'I 1 1 1 I I I I I I I • x 

""--~ ~?V' y= -f> 

y 

() 

8-rasm 9-rasro 

Shunday qilib, parabolalar oilasining o'ramasi y = 0, 16y - x' = 0 cbiziqlardan 

iboratligini hosil qildik. 
4-MIUIIl.. Ushbu (x - e)l + yl = 36 tenglama bilan berilgan aylanaJar 

oilasining o'ramasi topilsin. 

Yec"lsll. Derilgan tenglamadan C bo'yicha hosila olib, bosil bo'lgan 

tenglamani (x - (')2 + y2 = 36 tenglama bilan birgalikda yechib, y = ±6 
tenglikni olamiz. Demak. aylanalar oilasining diskriminant cbizig'i y = ±6 
to'g'ri chiziqlardan iborat elean. Du diskriminant chiziq berilgan aylanalar 
oilasining o'ramasi bo'ladi (8-rasm). 

S-IIUISIII& Ushbu (y - C)2 - x 3 = 0 yarim kubik parabolalar oilasining 
o'ramasi topilsin. 

YeclJlsII. Du oilaning o'ramasini topish ucbun ta'rifga ko'ra berilgan oila 
tenglamasidan C parametr bo'yicha bosila olamiz va oila tenglamasi bilan 
birgalikda yechib x = 0 to'g'ri cbiziq tenglamasini bosil qilamiz. Du chiziq 
berilgan oilaning o'ramasini bermaydi. Chunki, x = 0 to'g'ri chiziq oila maxsus 
nuqtalaridan tashkil topgan (9-rasm). 

6-M&r1lllL Ushbu (x - C)3 - y2 = 0 tenglama bilan berilgan parabolalar 

oilasining o'ramasi topilsm. 
Yec"lsll. Ravshanki, berilgan oilaning diskriminant chizig'i y = 0 to'g'ri chiziq 
bo'ladi. Du to'g'ri chiziq nuqtalari berilgan oilaning maxsus nuqtalaridan iborat 
bo'lganligi ucbun bu chiziq oilaning o'ramasi bo'lolmaydi (lO-rasm) . 

.,. 
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y 

ol 

IO-rum 

MiIol va .ualalar 

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlaming asimptotalarini toping: 
2 

I. Y=-, 
ol-3 

S 1 y- . 
. -ol'-I6' 

a' 3 y=-_. 
.. a' +ol" 

4. Y = ol' - 40l ~. 
ol • 

ol' . 
5. y= ol + 2' 

ol' + I. 
6. y= -ol • 

2J ,2 
7. ol = y= . 

(I -1)(1 - 2)' (I -1)(1 - 3)' 

2/-1 12 
8. ol=--, y=-; 

12 -1 I-I 

,2 I 
9. ol=-, y=-2-; 

I-I t-I 
10. 9ol' + 4y' = ol'Y'; 

11. (ol' -4)y' = ol'; 

12. o'ol' = (ol' + y')y'; 

a 
13. r=-.-+I; 

smtp 
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14. r = 2asin' tp ; 

costp 

15. x' + y' - 3ary = 0; 

16. y' + 3y' - x' = 0; 

17 (2a-x)y' =x(x-a)'; 

18. xy(x' - y,)+ a"x' + 2a .. xy + a"y' + 2a,x + 2a,y + a = o. 
Quyidagi tcnglamalar bilan bcrilgan chiziqlaming maxsus nuqtalanni topmg: 
19. y'=x'+x'; 

20. y' = x' - x'; 

21. x' = y' + x'; 

22. y'(x' -9)=x'; 

23. y' =x(x-3)'; 

24. y'x' = x' + y'; 

25. x' = y(y - 2)'; 
26. 4y' = x' + Sy'; 

27. (x' + y')x - 2ay' = 0; 

28. (x' + Y'xY-ay -f'y' = 0; 

29. (2a-x)y' =x(x-a)'; 

30. (x' + y'r = 2a'(x' - y'); 

31. (x' + y' - 2a:t y = 4a'(x' + y');. 

32. x=acos'l. y=asin',; 

33. x = a(t - sin I), y = a(1- cost). 

Quyidagi tcnglamalar bilan berilgan chiziqlarning ko'rsatilgan nuqtalarda 
urinmalari va nonnallari mavjudmi? Agar mavjud bo'lsa ularning tcnglamalarini 
yozmg: 
34. x =,' + I, y =,' -,'. , = 0 nuqtada; 

35. y = xsm.!., x = 0 nuqtada; 
x 

x 
36. y = --, , x = 0 nuqtada; 

1+ e' 
x 

37. y = --, , x = 1 nuqtada; 
1+ e;":i • 

38. x' + y' - x' - y'. 0(0,0) nu~ 

39 . ..ry' +(iX-I)' =0, A(2,O) nuqtada. 

Quyidagi tcnglamalar bilan bcrilgan chiziqlami tcksbiring va yasang: 
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, 
x . 

40. y= x' -I' 

x' . 
41' Y =x'_3' 

x 
42. y = 2 ( x - )' - 3 

I~ 43. y=In~; 

l2S-X' ; 44. Y= 3x 

lnx. 
4S. y=--;-, 

-,J • 46. y=e • 
, 

47. y=e'; 

30t 3al' 
48 X=-- y=--' 

. 1+1" 1+1" 

49. x = _"_,y = 1(1-1); 
1+1' 1+1' 

I' I' 
SO. X=--,y=--; 

1+1' 1+1' 
I' I(I-t') 

SI. x=--,y= ; 
1+1' 1+,' 

52. X=/', y=~/(3-I'); 
3 

I' t' 
53. x---,y=--; 

I-I I-I' 

I' " 
54. x=I_I"Y=I_t'; 

SS. x = 41',y = 3/(/' + I); 
56. x=I',y=,' -I'; 

" S7. X= ,y=/'; 
10(1-/) 

SI x =_,_ = 1(1- 21'). 
. I "y I ' . -I -I 

S9. x=t',y=I'+I'; 

SI' SI' 
60. x=--,y=-; 

1+1' 1+1' 
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61. x = (I + 2)' ,y = (I - 2)' ; 
1+1 I-I 
41 41' 

62. X=-- Y=--· 
1-" • I-I' ' 

. 2eos' I 
6J.x=2sm/,y= ; 

2 + cos' 1 
64. x' - y' + 1 = 0; 
65 . .xy' - y' - 4x = 0; 

66. x(x' + y') - y' + x = 0; 

67 . .xy' = x' + 2.x -~; 
4 

68. x' - y' = Q'; 

69. y' -4x'y' -6x' -4y' =0; 

70. (x' - Y')' = 2x; 
71. (x'-y'Xx-y)=I; 

72 . .xy(x- y) + x+ y = 0; 
73. x'y' + y=I; 
74. x' +.xy' - x' - y' = 0; 
75. x' + y' = x'y'; 

76. x' - y' + x' + 2y' = 0; 
77. x' -.xy' + x' + y' = 0; 

78. (x' + y')' = Q'{x' + y' ~ 
x 

79 . .xy' =-(--1)'; 
2 

SO. x(x' -3y')-4{x' + y')=O; 
81. x' + y' = x' + y'; 

82. x' + .xy' + x' - y' = 0; 

83. x' + y' +x' - y' =0; 

14 . .xy' = (~-I)'; 
85. x' + y' -2xy=0; 

86. x' = y' + x'; 

87. (x + I)(x + 2)y' = x'; 

88. y' = x' - 2x' + x; 

89. (x' + y')' =.xy; 
90. x' + y' -x' =0; 
91. x' - 27(x - y)' = 0; 
92. x· -.xy' + ay' = 0; 

n 



93. x' -x' +4x'y-4y' =0; 
94. x' - xy' + ay' = 0: 

9S. x' - x' + 4x'y - 4y' = 0; 

96. x' - x'y + y' = 0; 

97. x' +x'y' -lb'y+9y' =0; 

98. x' + y' = 8xy': 

99. x' - x' + y' = 0; 

100. x' - y' + xy = 0: 

101. (x' + y')' = 27 x'.v' ; 

101. r = tgP..; 
2 

103. r' = a'rp. a ~ 0; 

104. r'rp = a'. a ~ 0; 

IOS.r' = a'rp' ,a ~ 0; 
I 

106.r = a+-,a ~O.I >0. rp >0; 
rp 

107. r = a sin i.a > 0; 

108. r = asin 3rp. a> O. 

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlar oilalarini te1cshiring va yasang: 
109. C'x' + y' = Cx; 

110. x' + 2Cy = 2xy; 

111. x = cosuchv, y = sin ushv. a) v = const.h) u = cons/. 

Ill. Ixtiyoriy tp{x,y)=a. ",(x.y)=h tenglamalarbilan berilgan chiziqlar 

oilalarining umumiy nuqtasida orp 0", + orp 0", = 0 tenglik o'rinli bo'lsa, bu m m iJy iJy 
oilalar o'zaro ortogo08I bo'lishi ko'rsatilsin. 
113. Quyidagi tp{x. y) = a tenglamalar bilan berilgan chiziqlar oiiasiga ortogooai 

bo'lgan chiziqlar oilasi 
dx dy 
orp = orp 

m iJy 
tenglik bilan aniqlanishi ko'rsatilsin. 
114. To'g'ri chiziqlar dastasiga ortogonal bo'lgan chiziqlar oilasi topilsin. 
liS. Ox o'qiga koordinata boshida winuvchi aylana1ar oilasiga ortogonal 
bo'lgan cbiziqlar oildi topilsin. 
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116. Ushbu y' = 2ax- parabolalar oilasiga ortogooal bo'lgan chiziqlar oilasi 

topilsin. 
117. berilgan ikki nuqladan o'tuvchi aylanalar oilasiga ortogonal bo'lgan 
chiziqlar oilasi topilsin. 

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlar oilalarining o'ramalari topilsin: 
118. (.x-C)'+y' =a'; 

119. (.x-Cl' +(y-C)' =C'; 

110 . .x cos C + ysinC - p = 0; 

121. y=(.x-C)'; 

122. y' -(x -C)' = 0; 

123. y' -(x-Cl' =0; 

124. 3(y - e)' + 2(x - Cl' = 0; 
125. (I-C')x+2Cy-a=0; 

126. x'(x- a)-Cy - a = O. 
127 Koordinata o'qlari bilan o'zgarmas S yuzali uchburchak hosil qiluvchi 
to'g'ri chiziqlar o'ramasi topilsin. 
118. Quyidagi x' + y' = R' aylana A.t + By + C = 0 to'g'ri chiziqnmg o'ramasi 

ekanligi ma'lurn bo'lsa, A,H,e sonlar qanday munosabatni qanoatlantiradi? 
129. Uchlari koordinata o'qlarida bo'lgan uzunIigi o'zgarmas a ga teng 
kesmalami o'z ichiga oluvchi to'g'ri chiziqlarning o'ramasi topilsin (bu yerda 
kesmalaming uchlari koordinata o'qlari bo'ylab sirpanadi). 
130. Markazlari R radiusli aylanada joylashgan, radiusi r ga teng bo'lgan 
aylanalar oilasining o'ramalari topilsin. 
131. Diametrlari berilgan parabo1aning foka! radius-vektorlaridan iborat 
aylanalar oilasining o'ramasi topilsin. 
131. Diametrlari y' = 2px parabolaning folrusidan o'tuvchi vatarlaridan iborat 
aylanalar oilasining o'ramasi topilsin. 

132. Berilgan .£ + L = I ellipsoing biror simmetriya o'qiga parallel vatarlarini 
a' b' 

diametr qilib aylanalar chizilgan. Har bir oilaning o'ramasi topilsin. 

133. Berilgan .£ - L = 1 giperbolaning biror simmetriya o'qiga parallel 
a ' b' 

vatarlarini diametr qilib aylanalar chizilgan. Har bir oilaning o'ramasi topilsin. 
134. Berilgan parabolaning o'qiga perpendilrular vatarlarini diametr qilib 
aylanalar chizilgan. Aylanalar oilasining o'ramasi topilsin. 
135. Uchlari y' = 2qx parabolani chizuvchi, parametri p ga teng. o'qi O.x 

o'qiga parallel bo'lgan parabolalar oilasining o'ramasi topilsin. 
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136. Parametrlari a,/J usbbu tp(a,p) = 0 tenglamani qanoatlantiruvchi 
F(x,y,z,a,p) = 0 chiziqlar oilasi o'ramasining nuqtalari qanday shartlami 

qaooatlantiradi? 

U7. Quyidagi x' + y' ::: I tenglamani qanoatlantiruvchi chiziqlar oilasining 
p q 

o'ramasi topilsin. Bu yerda p + q = I. 

UI. Parametrlari a,p ushbu a- + p- - 0- = 0,0 = const tenglamani 

qanoatlantiruvchi ~ + y -I = 0 to'g'ri chiziqlar oilasining o'ramasini toping. 
a p 

Quyidagi m = -2.1,2 hollami a10hida qarang. 

SI. Freae bazisi. Epi chiziqDilll tabiiy panmetrizasiyui 

Chiziqlar nazariyasini o'rganishda urinma muhim rol o'ynashi 
hammaga ma'lum. Urinmaga perpendikular tekislikni norma1 tekislik deb 
ataganmiz. Bu paragrafda minmaga perpendilrular ikki vektor binormal va 
bosh normal deb ataluvchi vektorlarning xossa1ari o'rganiladi. 

AlOIiy tusbuDcbalar 

Bizga r egri chiziq va uning M nuqtasidan o'tuvchi birorta a tekislik 
berilgan bo'lsin. Berilgan chiziqdagi M nuqtaga yaqin N nuqta olib, M va 
N nuqtalar orasidagi masofani d bi1an. h bilan esa N nuqtadan a 
tekislilduu:ha bo'lgan masofani belgilaylik. 

It-rum 
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S.l-III'rlf. Bcrilgan r chiziqdagi N nuqta M nuqtaga yaqinlashganda 
h 

d 2 nisbal nolga intilsa, a tekislik y chiziqning M !luqtasidagi yopishma 

tekisligi dcb ataladi (ll-rasm). 
TlISdiq. Ikki marta differensiallanuvchi reguJyar y egri chiziqning bar bir 

nuqtasidan o'tuvchi yopishma tekislik mayjud bo'lib. urin.ma yopisbma 
tekislikda yotadi. Agar egri chiziq r = r(/) tenglama yordamida aniqlangan 

bo'lsa, M(/o) nuqtadan o'tuvchi yopishma tekislik ;'(/o~ ;-(/0 ) vektorlarga 

parallel bo'ladi. 
bob. Yopishma tekislik ;:'(/0 ) va ;:-(/0 ) vektorlarga parallel bo'lganligi 

uchun, agar bu vektorlar o'zaro parallel bo'lsa, M(/o) nuqtadan o'tuvchi 

yopishma tekisliklar cheksiz ko'p. Lekin ;:'(/0 ), ;-(/0 ) vektorlar parallcl 

bo'lmasa, M(/o) nuqtadan o'tuvchi yopishma tckislik yagonadir. 

Ushbu r = ;(/) tenglama bilan bcrilgan r chiziqning M(/o) nuqtasida 

o'kazilgan yopishma tckisligining vcktor tenglamasi (R - ;:(/o~r'(/o~r(to»)= 0 
ko'rinishda bo'ladi. Agar egri chiziq x = X(I ~ Y = y{1 ~ z = z(/) paramctrik 
tenglamalar yordamida bcrilsa, yopishma tckislik tenglamasi 

X - Xo y - Yo Z - Zo 
X'(/O) y'(/O) Z'(/O) 1= 0 

X-(/o) Y·(/O) :-(/0) 
ko'rinishda bo'ladi. 

Egri chiziqning M( 10 ) nuqtasidan urinma to' g' ri chiziqqa perpendikuJar 

holda o'tuvchi to'g'ri chiziq normal deb ataladi. Nonnallar ichidan biz uchun 
muhimlari bosh normal va binormaldir. 

Yopishma tckislikda yotuvchi normal bosh normal dcb ataladi. yopisbma 
tekislikka pcrpendikular normal CIa binonnaJ. dcb ataladi. 

AJbatta, yopisbma tekislik yagona bo'lgan boldagina bu tushunchalar 
ishlatiladi. Endi bosh normal va binonnal tenglamalarini yozaylik. "(I. ~ '-(I. ) 
vclctorlar yopisbma tckislikka parallcl bo'lgani uchun vcktor ko'paytma 
[r'(/o~"(/o)] binormal ucbun yo'naJtiruvchi vcktor bo'ladi. Dcmak. binormal 
tenglamasi 

x-~ _ y-~ _ Z-~ 

IY'(/~) Z'~/.) - -i'(t~r ·x1iJ - x'{i~J . y'v.1 
Iy-(t.) Z-(/.) ,Z-(/.) x-(/ol :.%-(/o} y-(/.l 

ko'riDishda bo'ladi. 
Bosh normal uchun csa P(/olP(/ol,-(/o>J vcktor ko'paytma 

yo'naltiruvchi vcktor bo'ladi. Shuning uchun bosh normal tcng1amasi. 
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Xuddi shularga o'xsbasb. normal tekislik tenglamasi vektor ko'rinisbda 
(R-r(/.), ;:"(/.»=0, koordinata ko'rinishidagi tenglamasi esa 

(X - X(/O»X'(lO) + (Y - y(/o»y'(/o) + (Z - Z(/O»z'(/o) = 0 bo'ladi. 
Urinma VB binormaldan o'tuvcbi tekislik to'g'rilovcbi tekislik deyiladi. 

Uning vektor ko'rinisbidagi tenglamasi 

(R - ;(/O).?(/o~l?(/o~?(/O)D= 0 
koordinata ko'rinisbidagi tenglamasi esa 

X -X(/a> 

x'(/. ) 

i~Y'(/.) z'(tn) 

!f(/.) z·U.), 

Y - y(/.) 

y'(t.) 
Z'(/o) x'(to)1 

z·(tu) X·(/o~ 
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Z - z(/.) 

z'(t.) = 0 bo'ladi. 
x'(/.) y'(t. )i! 

X·(/.) y·(t.)11 



Urinma. bosh normal, binormal bo'yicha yo'nalgan birlik vektorlardan tashkil 
topgan uchlik Frene bazisi deyiladi (12-rasm). Ularni mos ravishda quyidagi 
formulalar bo'yicha topiladi: 

- r - ,.r, - r r - ~. ~ [-. --] - v - , 
r - 1"1' - Du'~'- ,p = 1[1',;-) . 

Berilgan chiziqning yoy uzunligi ushbu fonnula orqali topiladi: 
I I 

S = Jlr~ = J ~X'2(t) + y,2(t) + z,2(I)dl 

10 '0 

Mania yecbisb umuaalari 

{

X = COSI 

l-IIUISIIItL Ushbu y = sin t tenglama bilan berugan vint chizig'ining 

z =1 

M.(l;O;O) ouqWida o'tkazilgan: 

1) urinma; 
2) bosh normali; 
3) binormali; 
4) yopisbma tekisligi; 
5) normal tekisligi; 
6) to'g'ruovchi tekisligi topilsin. 

Yecbisb. Bu masalani yechisb ucbun chiziqning berilgan M 0(1; 0; 0) 

ouqtasisiga parametming qanday qiymati mos kelishini, ya'ni y = sin 1= 0 
{

X = cost = 1 

z =1 =0 

sistemaning yechimini topishimiz kerak. Ravshanki, '0 = 0 sistemaning 

yagona yechimi bo'ladi. Demak, parametming '0 = 0 qiymatiga chiziqning 

M 0(1;0;0) ouqtasi mos kelar ekan. Endi talab qilinayotgan tenglamalami 

tuzish ucbun kerak bo'ladigan kattaliklami, hosilalarning parametrniog 
'0 = 0 qiymatiga mos keluvcbi qiymatlarini hisoblaymiz. Ravshanki, 

{

X' = -sint {X- = -COSI 

birinchi VB ikkinchi tartibli bosilalar y' = cos t , y. = - sin t VB ularning 

z' = 1 z· = 0 

{

X'(O) = 0 {X.(O) = -1 
'0 = 0 dagi qiymatlari mOl ravisbda y(O) = I y·(O) = 0 qiymatlarga 

z'(O) = 1 z· = 0 

teng bo'ladi. Yuqorida keltirilgan fonnulalardan foydalaoib. unchalik qiyin 
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bo'lmagan hisob1ashJardan so'ng, talab qilingan tenslamalami tuzish 
mumkin. 

Dcmak. I) winma tcnglamasi· x-I = l = .1 . 
. 0 I I' 

2) bosh normali tcnglamasi: y = z = 0 ~ 

3) binormali tenglamasi· x-I = l =.L. 
. 0 I -I' 

4) yopishma tckisligi tcnglamasi: y - z = 0 ; 

S) DOrmal tckisligi tcnglamasi: y + z = 0 ~ 
6) to'g'rilovchi tckisligi tcnglamasi: x = I. 

2-1fU1S111& Ushbu x~ = 3a1y, 2.1% = a 1 chiziqning y =~, y = 9a tckisliklar 
3 

orasidagi yoyi uzunligi topilsin. 
Yec:hish. Ravshanki. bu tckisliklar bilan berilgan chiziq bir martadan 

kcsishadi. Birinchi y = ~ tekislik bilan kcsishish nuqtasi M. (a, ~, ~), ikkinchi 
3 3 2 

Y = la tekislik bile kcsishish nuqtasi M. (la,9a. ~) . Endi chiziqning 
6 

parametrik tenglamalarini 

x =, 
y = I " 

Ja J 

a J 

% ---2, 
ko'rinishda yozib, yoy uzunligini hisoblaymiz. 

, •• 14 ." 4" i(. 21")1 
S = r· /1 + ~ + ~dJ = r'· ! 0 t + 1 + 0 dJ = r'· ; 0 + dt = 

.L ~ 0" 4/" J. 'J 4," 0" J. \ 41"0" 

=[.0" + 21"dJ = ~ (,.dt + ~ r'·t 1dJ = _~ + ~ +90- ~ =9Q. 
2/ 10 2 2 J. 11 a 1 J. 6 2 3 

J ___ 1Ila Radiusi R ga teng bo'lge ay1anan.ing uzunligi topilsin. 
Yechish. Berilge aylananing radiusi R ga teng bo'lganligi uchun, 

uning paramctrik tenglamasini quyidagicha olish mumkin: 

{
X = R ~t, 0 S t s 2tr Yoy uzunligini topish formulasidan 
y=Rsml 

1_ 1. 

S = f ,jX'1(t)+ y'2(t)dt = f jR1 sin 2, + R2 cosi'dJ = 
o 0 

2. 2. 

= f J RjTSirti 1 + R2 cosi t}it = R f dJ = 2/rR. 
o • 0 
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MiIoI n .. asalalar 

Quyidagi chiziqlaming ko'rsatilgan nuqtalardagi uruunalari 
tenglamalari tuzilsin: 

tr 
1. .1'= secl, Y = Igt, : = al , 1=- nuqtada; 

4 
2 . .1'= e', y = e-', : = 11 , I = 1 nuqtada; 

3. x=e'coII, y=e-'sinl,:=e',I=O nuqtada; 

4 · . I If da 
. .l' = a(1-1lD I). y = a(l- COS I), : = 4a1lJl -, I = - nuqta . 

2 2 
5. Quyidagi .1'= Jt -I' ,y =- ]12,: ~]I +I' chiziqning qaysi nuqtalardagi urinmasi 

].1'+ y +: = 0 tekislikka parallel OO'ladi? 

6. Berilgan .1'= 2cost,y = 2 sin I,: = 41 vint chizig'ining 1=0 nuqtadagi 
urinm.asi va normal tekisligi tengiamasi tuzilsin. 
7 Berilgan .1'= I,Y = 12,: = I' viot chizig'ining 1=1 nuqtadagi urinmasi va 
normal tekisligi tenglamalari tuzilsin. 
8. Ushbu .1'= aCOSI,y = -a sin I,: = be' chiziq urinmalarining XOY tekisligi 
bilan kesishish nuqtalarining geometrik o'mi topilsin. 
9. BeriI830 .1'= achJ,y = ashl,: = cl chiziqning ixtiyoriy nuqtasidagi urinmasi 
va normal tekisligi tenglamalari tuzilsin. , , , 
10. Ushbu x =e''i COlI,y = e./2 sin I,: =e.a chiziq Xl + y1 ==:1 konusda yotishi 

hamda uning yasovchilari bilan 4~i> burchak. hosil qilishi isbotJansin. 
11. Ikki F(x,y,:) = 0, Cl»(x,y,:) = 0 sirtning kesishish chizig'i sifatida berilgan 
chiziqning ixtiyoriy nuqtasidagi urinmasi va normal tekisligi tenglamaIari 

'1' (buoda ,...J F, Fy F,) ) 
tuz1 sm r_'5l CII, CII. CII, = 2 . 

12. Viviani .1'2 + y1 +:1 = R2, .1'2 +Rz+ y2 = R2 chizig'ining ixtiyoriy 
4 

nuqtadagi nuqtadagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin. 
13. Ushbu .1'2 = 2m, y2 = 2h: chiziqning ixtiyoriy nuqtadagi urinmasi va 
normal tekisligi tenglamasi tuzilsin. 
14. Quyidagi Xl + y2 _:2 = I, Xl - y2 _:1 = 1 sirtlaming kesishishidan hosil 

00'1830 chiziq ixtiyoriy nuqtasidagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi 
tuzilsin. 
15. Berilgan .1'2 + y2 = 1, :2 + y2 == I, y ~ ±I chiziqning ixtiyoriy nuqtadagi 

urinmasi va normal tekisliai tenglamasi tuzilsin. 
16. Parametrik ko'rinishda berilgan .1'= aain 1

" 
y = aainlCOll, Z = aCOII 

chiziqning ixtiyoriy nuqtadagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi 
tuzilsin. 
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17. Bizga r = r(s) tenglama bilan aniqlangan chiziq berilgan bo'lib, If- uning 
Mo(so) nuqtasidan o'tuvchi to'g'ri chiziq, hamda d(&)- M(so + &) nuqtadan 
If to'g'ri chiziqqacha masofa bo'lsin. If to'g'ri chiziq r = r{s) chiziqqa 

Mo(so) nuqtada urinma bo'lishi uchun lim d(&) = 0 munosabat o'rinli 
Ao·.G & 

bo'lishu zarur va yetarliligi isbotlansin. 
18. Ushbu r = r(/) tcnglama bilan berilgan silliq chiziqning Mo(/o) nuqtadagi 
yopishma tekisligi quyidagi shartlaming ixtiyoriysi bilan aniqlash 
mumkinligi isbotlansin: 
a) Mo nuqtadan o'tuvchi r'(/o~ r"(/o) vektorlarga parallel tekislik; 

b) tr berilgan chiziqning Mo nuqtasidagi urinmasi orqali o'tuvchi tekislik. 

p = p(s) -chiziqning tabiiy parametrlash usuIi bo'lib, Mo -panunetming s = So 

qiymatiga mos keluvchi nuqta. d(&)- M(so + &) nuqtadan tr tekislikkacha 

masofa. tr tekislik berilgan chiziqoing Mo nuqtasidagi yopisbma tekisligi 

bo'lishi uchun lim d(~) = 0 munosabat o'rinli bo'lishi zarur va yetarli; 
.... -& 

c) chiziq bilan Mo nuqtada kamida ikkinchi tartibli urinishga ega bo'lgan 
tekislik. 
19. Regulyar chiziqning barcha yopishma tekisliklari bitta nuqtadan o'tishi 
ma'lum bo'lsa, uoing biror tekislikdajoylashishi isbotlansin. 

10 Ushbu X=-I,y=-1 2 ,Z=-/) chiziqning Mo(2,-.!.,-6) nuqtadano'tuvchi 
3 

yopishma tekisliklari topilsin. 
11. Ushbu x = I,Y = 12 ,Z = I) chiziqning ixtiyoriy M nuqtasidan Oz o'qini 
kesib o'tuvchi va Z = 0 tekislikka parallel to'g'ri chiziq uoing M nuqtasida 
o'tkazilgan yopisbma tekislikda yotishi isbotlansin. 
11. Berilgan x = aCOII,Y = hsin I, z = r' chiziqning 1=0 nuqtadagi yopishma 
tekisligi tenglamasi tuzilsin. 
13. Berilgan x = cosa COS/.y = cola sin I, Z = I sin a. a = COIISI chiziqaing 
binonnallarining musbat yo' nalishlarida uzunligi birga teng kesmalar 
qo'yilgan. Bu kesmalar uchlaridan hosil bo'lgan chiziqning yopishma 
tekisligi tenglamasi tuzilsin. 
14. Ushbu Xl + yl + Zl = 9, Xl - yl = 3 chiziqning M(2;1;2) nuqtadagi 
yopishma tekisligi tenglamasi tuzilsin. 
15. Ushbu x=- r' COS/.y =- e' sin I, Z = 2t chiziq x 2 + yl - r' =- 0 sirtda yotishi 
isbotlansin. Uning yopishma tekisligi sirtning winma tekisligi bilan ustma
ust tushishi ko'rsatilsin. 
16. Ushbu x = I, Y = 12

, Z = r' chiziqning 1=0 nuqtadagi bosh normali va 
binormali tcnglamalari tuzilsin. 
17. Ushbu x = I. Y = ,2, Z =,' chiziqning I = I nuqtadagi bosh normali va 
bioormali tenglamalari tuzilsio. 
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28. Ushbu x = ~, y = In I, : = _/ l chiziqning qaysi nuqtadagi biDormali 
I 

x - .v + 8: + 2 = 0 tekislikka parallel bo'ladi? 
29. Vint chizig'ining binormallarida uzunligi birga teng kesmalar qo'yilgan. 
Bu kesmalar uchlaridan bosil bo'lgan chiziqning viDI chizig'i ekanligi 
isbotlansin. 
30. Usbbu x = lsin/,Y = lOOS/, : = It' chiziqning 1=0 Duqtadagi winmasi, 
bosh Dormali va binormali bo'ylab yo'nalgan birlik vektorlari topilsin. 
31. Ushbu x = cos' I,y = sin) I, : = COl 21 chiziqning Ixtiyoriy Duqtadagi 
urinmasi, bosh Dormali va binormali bo'ylab yo'nalgan birlik vektorlari 
topilsin. 

32. Ushbu x = 0(1 - sin I),y = a(l- COS/), : = 40cos!.. cbiziqDing I = 0 nuqtadagi 
2 

urinmasi, bosh normali va binormali bo'ylab yo'oalgan birlik vektorlari 
topilsin. 
33. Ushbu x = I, Y = Il, : = I' chiziqning I = 0 nuqtadagi urinmasi, bosh 
Dormali va binormali bo'ylab yo'nalgan birlik vektorlari koordinata 
o'qlarining birlik vektorlari bilan ustma-ust tushishi isbotlansiD. 
34. Ushbu x = asin/,y = aCOS/, : = hi vint chizig'ining urinmasi, normal 
tekisligi, binormali, yopisbma tekisligi, bosh Dormali va to'g'rilovchi 
tekisligi teDglamalari tuzilsin. 
3S. U shbu x = 0 sin I, Y = 0 COSl, : = hi vint chizig' ining xo r tekisligl bilan 
kesishisb Duqtasidan ixtiyoriy Duqtasigacha bo'lgan yoyining uzunligi 
topilsin. 
36. Aylananing tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin. 
37. Zanjir chizig'ining tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin. 
38. Vint chizig'ining tabiiy parametrli teDglamasi tuzilsin. 

39. Ushbu x = 0(1 - sin I),y = a(l - cos I), : = 4ocol!.. chiziqning (0,0,40) VB 
2 

(2nu,O,-4a) Duqtalari orasidagi yoyi uzunligi topilsin. 
40. Berilgan x = COl' I,y = sin) I,: = col21 chiziqning uzunligi topilsin. 

41. Quyidagi x = «hi ,y = ashJ, : = aJ chiziq parametriniog I = 0 va I = 10 

qiymatlariga mos keluvchi Duqtalari orasidagi yoyi uzunligi topilsin. 
42. Chiziq yoyi uzunligi differensialining siliDdri1c koordinatalardagi ifodasi 
topilsin. 
43. Chiziq yoyi uzunligi differensialining sferik koordinata1ardagi ifodasi 
topilsin. 

6 I. Elri dliziq eariliai va buraliahi. Freae fOrDIulalari 

Esri chiziq esriligi VB buralisbi differensiaJ geometriyada 
o'rganiladigan cbiziqlaming mubim xususiyatlaridan hisoblaoadi. Bu 
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xususiyatlarning mexanika va fizikadagi tadbiqlari ham mavjud. Bu 
tadbiqlami xususan, Frene formulalarining ifodasida ham ko'rish mumkin. 

Asosiy tushanchalar 

Bizga r egri chiziq va M unga tegishli nuqta.berilgan bo'lsin. Berilgan 
egri cbiziqda M nuqtaga yaqin N nuqta olib, bu Duqtalarda o'tkazilgan 
urinmalar orasidagi burchakni /lrp bilan, MN yoy uzunligini !ls bilan 
belgilaylik. 

6.1~·rlf. Berilgan r chiziqdagi N nuqta M ga yaqinlasbganda ~ 
ifodaning limiti mavjud bo'lsa., u r chiziqning M nuqtadagi egriligi deb ataladi 

va k = lim ~ kabi belgilanadi (l3-rasm). 
N~M 

13-rum 

TlISdltJ. Ikki marta differensiallanuvcbi regulyar egri chiziqning har bir 

nuqtasida k = lim ~ egriligi mavjud. Agar r egri chiziq tabiiy parametr 
N~M 

yordamida r = r(s) tenglama bilan berilgan bo'lsa., k = I~(so~ tenglik o'rinlidir. 

Bu yerda So tabiiy parametming r egri cbiziqning M nuqtasiga mos keluvchi 

qiymatidir 
Ixtiyoriy parametrlash usuli bilan berilgan r egri chiziq uchun egrilikni 

[r' r"] 
hisoblash formulas) k = ')/' ko'rinishda bo'ladi. Agar egri chiziq 

r,2 /2 
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{

X = x(1) 

y = y(t) tenglama bilan berilgan bo'Jsa, uning egriligini 

z=z(t) 

quyidagicha 

y' z'~J + Iz' x'~J + Ix' Y'I
J 

Y• z z· x x· y. 
k=~'~I----~~----~------~ 

(r'J + y,J + z,J 'fi 

topish formulasi 

ko'rinishda bo'ladi. Agar r egri chiziq y = f(x) funksiyaniDg grafigidan iborat 

bo'lsa. uning egriligini ushbu k = I Ifi \31, formula bilan hisoblash mumkin. 
1 + /,2,2 

Bizga r egri chiziq va M unga tegishli nuqta berilgan bo'lsin. Berilgan 
egri cbiziqda M Duqtaga yaqin N Duqta olib. bu Duqta1arda o'tkazilgan 
yopishma tekisliklar orasidagi burc:hakni !!.ffJ bilan. MN yoy uzunligini tJ.s 
bilan belgilaylik. 

6.2~'rlf. Berilgan r chiziqdagi N nuqta M ga yaqinlashganda ~ 
ifodaning limiti mavjud bo'lsa, u r chiziqoiDg M nuqtadagi absolyut buralishi 

deb ataladi VB lal = Iim t.tp kabi belgilanadi. 
N-+M& 

l4-rasm 

TIBIIilI. Uch marta differensiallanuvchi regulyar r egri chiziqning M 

nuqtada egriJigi ooldan farqli bo'l58, lal = Iim ~~ limit mavjud. Agar r egri 
• N-+M <» 

chiziq tabiiy parametr yordamida ; = ;(3) tenglama bilan berilgan bo'l58, uning 

absolyut buralishi. ushbu I-I = I<rj :i"~ formula bo'yicha hisoblanadi. Buralish 
I" Ifl 
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esa u = - (r ,,/) formula bilan. ixtiyoriy parametrlash usuli bilan berilgan r 
k 

egO chiziq uchun buralishini hisoblash formulasi u = - (i',i·,,:) ko'rinishda 
r'O, .. r,r 

bo'ladi. 

Bbior ..... 

p 

i UrIn __ 

' ........... 
IS-rum 

{

X = x(l) 

Agar egri chiziq y = y(l} tenglama bilan berilgan bo'lsa. uning 

z = z(l) 

buralishini topish formulasi quyidagicha 
X' y' z 

, 

x" y" " z 
y" 

(7= 

~r +1:: X'12 +1' ~~2 I;: x" x" 

ko'rinishda bo'ladi. 
Tabiiy parametrlash usuli bilan r = r(s) tenglama yordamida berilgan 

egri chiziq urinma, bosh normal, binormallari bo'yicha yo'nalgan birlik 
vektorlar va ularning hosila vektorlari orasidagi bog'liqlikni ifodalaydigan Frene 
fonnulalari ushbu ko'rinishda bo'ladi: 

{

f=kV 

:=-ki -aP 
P=aV. 
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MiIoI V. m ........... illl yecbiab a.mua.l.ri 

{

X - acosl 

I IIIIIUI& Usbbu y = a sin I tenglama bilan berilpn vinl chizig'ining 

z =bl 

Mo (a; 0; 0) nuqtasidagi egriligi VB bWll.lishi hisoblansin. 

YecAtr .. Bu masalani yechisb ucbun chiziqning berilgan Mo(a;O;O) 

{

X = acosl = I 
nuqtasiga parametmi.ng qanday qiymati mos kelisbini, ya'ni y = asinl = 0 

z = bl = 0 
sistemaning yechimini lopishimiz kerak. Ravshanki, 10 = 0 sistemaning 

yagona yechimi bo'ladi. Demak., parametmi.ng '0 = 0 qiymatiga chiziqning 

Mo(a;O;O) nuqtasi mos kelar ekan. Endi, talab qilinayotgan tenglamalarni 

tuzisb ucbua kerak bo'ladigan kattaliklarni, hosi1alaming parametming 
10 = 0 qiymatiga mos keluvchi qiymatlarini bisoblaymiz. Ravsbanki, birinchi 

ikkinchi VB uchinchi tartibli bosilalar y' - a cos I y. - -a sin I , {
X, ... -a sin I {X.'" -acosl 

z' = b z· =0 

{
X. - a sin I {X'(O) - 0 
y. = -acosl VB ularning 10 = 0 dagi qiymatlari mos ravisbda y'(O) ... a 

z· = 0 z'(O) = b 

y·(O) = 0 y. = -a qiymatlarga teng bo'ladi. Yuqorida keltirilgan {

X.(O) = -a {X. = 0 

z· = 0 z· ... 0 

formulalardan foydalanib berilgan chiziqning Mo (a; 0; 0) nuqtasidagi 
egriligi VB buralishini hisoblaymiz: 

'la hl2 ~ 0 12 ~ a 12 
,~ 0 +10 -a +I-a ~ ~<ab)2+a4 a 

k- - ----
- '-2 2 2 \~ - J<a 2 +b2 )l - a 2 +b2 • 

'"' +a +h r2 
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~ 
y' 

z~ o • ~ z· y. z· -a 0 
• y. z _ 0 -0 _ a2b _ b 

CT= 

~~ zl +r' xl +1 ~2 - .'.'+.' -.'(.'+>') - .'+>'. 
z z· z z· 

MisoIva .ualalar 

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlaming ixtiyoriy nuqtasidagi 
egriliklari topilsin: 

I. y = sin r; 
r 1. y=ach-; 
a 

1. yl = 2pr; 

4. r = 11
, Y = I'; 

S. r=ocos/, y=alin/; 

6. r = acht, y = ". ; 
7. x = a(/-sin I), y = a(1-coa/); 

I. x = ocoa' I, Y = aa' I; 
9. r = alP, 

10. r = 0(1- COl,,); 

11. F(x,Y) = 0, jgmdF! ~ 0; 

r2 y' _ . 
11'"2+"2- 1, 

a b 
Xl y' 

U. "2-"2=1; 
a b 

14. p{x,y)duQ{x,y}dy = o. 
IS. Berilgan r = r{.r) chiziq uchun quyidagi munosabadar o'rinliligini 

isbotlang: 
1,'I'=k' +k1a' +il, ,·r = 0, ;.,. = _kl, ., .,. =M. 

Du yerda k - egrilik. a - buralish. 
16. Quyidagilarni isbotIang: 

a) ijJjJ = a; 

b) ppp' =a'(~J; 

c) Ui' =a'(~J 
17. ChiziqniDg to'g'ri chiziq yoki uning ~hiq kesmasidan iborat bo'lishi 

uchun 

91 



chiziqning barcha nuqtalaridagi egriligi nolga teng bo'lishi 7JIfW' va 
yetarliligi isbotlansio. 

18. Chiziqniog yassi (biror tekislikda joylashpn) bo'lishi uchun 
chiziqning barcha ouqtalaridagi buralishi nolga teng bo'lism zaJlU" VB yetarliligi 
isbotlansin. 

Quyidagi chiziqlaming egriligi va buralishlari barcha nuqtalarda leog 
ekanligi isbotlansin: 

19. % = achl, y = ashJ, z = Q/ ; 

10. X=3I-I', y=31 2
, z=3I+I' 

Quyidagi chiziqlarning egriligi va buralishlari lopilsin: 
11. %=aCOII, y=asinl, z=hl; 

11. %::. achJ, y = ashJ, z = at ; 

11. % = e', y = e " z =../2J 
14. %=21, y=lnl,z=1 2

, 

15. %=COS'I, y=sin'I, z=cos21 

16. a va " ning qanday qiymatlarida % = achJ, y = ashJ, z = hi chiziqning 
egriligi va bWlllishi barcha nuqtalarda teng bo'ladi? 

17, Berilgan % = cos' I, Y = sin 'I, z = COl 21 chiziqning egriligi minimal 
qiymatni qabul qiladigan nuqtalarini toping. 

11. Ushbu % = a(1 -sin I), Y = 0(\ - COil), z = 4aCOI~ chiziqning egrilik 
2 

radiusi minimal qiymatni qabul qjj.JCligan nuqta1arini loping. 
Quyidagi cbiziqlaming yassi ekanligini ko'nating va ular joylasbgan 

tekislik tenglamasini yozing: 
I +1 I I 19. x=-,y=--2 ,z=-; 
I-I I-I 1+1 

30. %=a,12 +h,I+C" y=al, l +bl ,+C2, z =a,11 +b,I+C,; 

11. x = al'" +h,I' + Cl' y = aJI" + h2,' +C2 ' z = Q,'. +h,I' +C,' n,p EN 

ll. Ushbu % = acosl, y = a sin I, z = /(1) chiziq yassi bo'ladigan /(1) 

funksiya topilsin. 
33. Ushbu Xl = 2az, yl = 2hz chiziq ikkita kesishuvchi tekislildarda yotishi 

isbotlansin va bu tekislik.laming tenglamalari tuzilsin. 
34. Umumlasbgan viol chizig'j deb urinmalari biror yo'na1ish bilan 

o'zg&rmaS burchak basil qiluvchi fazoviy chiziqqa aytiladi. Chiziq 
umumlashgan viol chizig'i bo'lishi uchun quyidagi sbartlarning birortasi 
bajarilishi 7JlfW'va yetarliligi isbotlansin: 

a) bosh yo'na1isblari biror yo'nalishga perpendikular; 
b) binormallari biror yo'nalisb bilan o'zgarmas burchak bosil qiJadi; 
c) egriligining buralisbiga nisbati 0' zgarmas. 
15. Cbiziq umumlasbpn vint chizig'i bo'lishi uchun r·,,· i(4) = 0 

sbartning bajarilishi zarur va yetarli ekanJigi isbotlansin. 
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36. Ushbu ;r2 = 3y, 2.JY = 9: chiziqniog umumlashgan vim chizig'i ekanligi 
ko'rsatilsin. 

37. Ushbu ;r = 21, Y = In I, : = 12 chiziqning yasovchilari Q(O,l,l) vektorga 
parallel bo'lgan silindrik sirtda yotuvcbi umumlasbgan viot chizig'i ekanligi 
ko'rsatilsin. 

38. Ushbu ;r = aI, y = b/ l
, : = Cl' cbiziqning umun"~gan viot cbizig'i 

bo'lisbi ucbun qanday shart bajarilisbi kerak? 
39. Barcha normal tekisliklari o'zgannas i vektorga parallel bo'lgan 

chiziqning yassi ekanligi isbotlansin. 
40. Barcha yopishma tekisliklari biror I to'g'ri chiziqqa petpCndikular 

bo'lgan cbiziqning yassi ekanJigi isbotlansin. 
41. Har xii chiziqning binonnallari umumiy bo'ladigan nuqtalari orasida 

moslik o'matish mumkin bo'lsa. ularning yassi ekanligi isbotlansin. 
42. Har xii cbiziqning urinmalari parallel bo'ladigan nuqtalari orasida 

moslik o'matisb mumkin bo'lsa. ularning egriligi va buralishining nisbati 
o'zgarmas ekanligi isbotlansin. 
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III BOB. SIRTLAR NAZARIY ASI 

Diffenmsial geometriya fanida asosiy bo'limlardan .bin sirtlar nazariyasi 
hisoblanadi. Bu bobda sirt VI uning berilish usullari. urinma tekislik. kvadratik 
formalar VI ularning turli tadbiqlari o'rganiladi. 

11. Sirt va u8illl berilisb uullari 

Ushbo paragrafda sirtlarning berilish usullari aniqlanib. ularning ba'zi bir 
xossalariga ko'ra, tenglamalarini tuzishga doir misol va masalalar keltirilgan. 

Asosiy tubu8cbalar 

Tekislikdagi oc:hiq doiraga gomeomorf to'plamni elementar soha deb 
ataymiz. 

1.1-TII'rif. Fazodagi F to'plam elementar sohaning topologik 
akslantirishdagi aksi bo'lsa, uni elementar sirt deb ataymiz. 

Elementar sirt uchun cheksiz ko'p parametrlash usullari mavjuddir. BIrorta 
to'plamning elernentar sirt ekanligini ko'rsatish uchun. uning birorta 
parametrlash usulini ko'rsatish kerak. 

Agar F sirt (f.G) parametrlashusulibilanbenlib, (U,l')EG uchun ((x. v) 

nuqtaning koordinatalan x(u;v),y(u;v),z(u; v) ko'rinishda belgilasak. 

{

""X = .T(U, v) 

y = y(u, v) (1) 

z = z(u,v) 

si sterna F sirtning parametrik tenglamalar sistemasi deyiladi. 
1.2-TII'rlJ. Fazodagi bog'lanishli F to'plamga tegishli bar bir nuqtaning 

birorta atrofida F elementar sirtga aylansa, F sodda sirt deyiladi. 
Agar biz ;:(u,v)={~(u;v);y(u;v);z(u;v)} vektor funksiyani kiritsak, (1) 

tenglamalar sistemasini bitta 
r=r(u,v), (u.v)eG (2) 

velctor tenglama yordamida yoza olamiz. Bu tenglama F sirtning velctor 
ko'rinishdagi tenglamasi deyiladi. 

Bizga G c R~ oc:hiq to'plam va G da aniqlangan silliq F(.r;y;z) funksiya 
berilgan bo'lsin. U holda F={(x;y;z)eG:f(x;y;z)=O} to'plam f 
funksiyaning sath lo'pl8D!i yoki sirti deyiladi. Agar gradf * 0 bo'l58, F Slrt 
haqiqaldan ham, sodda sirt bo'ladi. 

l.J-TII'rtj. Berilgan F sirt uchun unga tegishli ixtiyoriy nuqta atrofida 
U,G) parametrlash usuli mavjud ho'lib, bunda x(u;v),y(u;v),z(u;v) 
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funksiyalar uzluksiz xususiy hosilalarga cga va (:XII YII ZII) matritsaning 
:Xv Yv Zv 

rangi ikkiga tcog bo'!sa. F sirt rcgulyar sirt deyiladi. parametrlash usuli esa 
regulyar parametrlash deyiladi. 

Sirtning regulyarlik shartini '.,'. i;t 0 ko'ri!lishda ham yozishimiz [. ," 

mumkin. 
I-Tudiq. Bizga G sohada aniqlangan silliq X(II;V),y(II;V),:(II;V) funksiyalar 

berilgan bo'lib, bar bir ouqtada rang (x. Y. :. J = 2 tenglik o'rinli bo'lsa, 
x. Y. :. 

l
:x=:x(U'V) 

y=y(u,v) (lI,v)eG 

Z = z(u, v) 

slstema regulyar sirtni aniqlaydi. 
2-Tasdiq, Regulyar F sirt unga tegishli P(II., vo ) ouqta atrofida, 

l
:x = x(u, v) 

Y = y(u, v), (II,V) E G 

Z = z(u, v) 

parametrik tellglamalar yordamida berilib, p ouqtada ~. Y·I determinant Ix. Y. 

noldan farqli bo'lsa, shunday silliq /(x,y) funksiya mavjudki, p ouqtaning 

atrofida F sirt z '" /(x,Y) funksiyaning grafigidan iboratdir. 
boh. Biz regulyar sirtlarning parametrlash usulini tanlaganimizda bar doim 

1"., x., Y., Y.' z.,:. hosilalar mavjud va uzluksiz bo'lishini talab qilamiz. 

MisoI va lDualalar yechish DalDuDalni 

l-lDu~"a . .rO: tekisligida 0: o'qini kesmaydigan x = 9'(11), : = ~(II) chiziq 
berilgan. Bu chiziqoi Oz o'qi atrofida aylantirishdan bosil bo'lgan aylanma 
sirtning tenglamasi tuzilsin. 

Yechish. Umumiylikka ziyon yetkazmasdan, berilgan x = 9'(11), : = ,,-(11) 

chiziq uchun tp(1I) > 0 shart o'rinli deb faraz qilamiz. Egri, chiziqli koordin.talar 

sifatida LXOP = v burchakni va berilgan chiziqniog 11 paramctrini olamiz (16-
rasm). Chiziq ustidagi har bir L(II) nuqta markazi 0: o'qida yotgan va radiusi 

x = tp(1I) ga teng bo'lgan aylanani chizadi: MA = OP = ,,(11 ). 

Koordinat chiziqlari: 11 = COIISI- parallcllar (aylanalar), v = const - meridianlar 
bo'ladi. Sirtning vektot tenglamasi: 

-; = tp(u )cos VI + tp(u )sin v] + VI(u)f. 
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Koordinat ko'rinishdagi tenglamalari esa: 
:r = tp(u )eas v, y = tp(u )sin v, z = ~(u) 

oX = ,,(11) 
Z=YI(II) 

\ 

z 

lh-rasm 

y 

N 

Berilgan chiziq bilan aylanma sirtning uchinchi koordinatasi bir xildir. 
chunkl chiziq Oz o'q atrofida aylanmoqda. 

l-m.,,'a. Oz o'qqa perpendikular AB to'g'ri chiziqning shu o'q atrofida 
aylanishidan va shuningdek, aylanish burchagiga proporsional tezlik bilan Oz 
bo'ylab siljishidan hosil bo'lgan sirt to'g'ri gelikoid deyiladi. To'g'ri 
gelikoidning tenglamasini tuzing. 

YechiJb. Koordinatalarni quyidagcha tanlaymiz (17 -rum): 
MA = u, LXOP = v 

Shartga ko'ra OA = QV, bunda Q = consl Koordinata chiziqlari: 
u = cOllSI-vint chiziqlari, v = consl - yasovchilar (barakatlanuvchi to' g' ri 
chiziqlar)dan iborat bo'ladi. 

I-masaladan foydalnib gelikoidning vektor tenglamasi 
r = UCOSVI + U sin v] +avk, 

parametrik tenglama1ari esa 
:r = ueasv, y = 11 sin v, Z = QV 

ko'rinishda bo'lishini hosil qilamiz. 
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.. .. 

r 

................ 

17-rasm 

AA 

--- -- -
p 

MisoI va lDua .... r 

y 

I. Ushbu ..t = srn u, Z = u tenglama bilan aruqlangan zOz tekisligida ()z 

o'qmi kesmaydlgan cbiziq berilgan. Bu chiziqni ()z o'qi atrofida aylantirishdan 
hosIl bo'lgan aylanma sirtning tenglamasi tuzilsin. 

2 Quyidagi .t = Q +bCOSII, y = 0, Z = bsiu( 0 < b < Q) chiziqniog ()z o'qi 
atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma sin (tor)ning tenglamasi tuzilsin. 

J. Quyidagi .t = ach!, y = 0, Z = 11 chiziqning ()z 0' qi atrofida aylantirishdan 
Q 

hosil bo'lgan aylanma sut (katenoid)ning tenglamasi tuzilsin. 

4. Traktnsani .t = Q.m", y = 0, Z = Q(lDtg! + COIII) Oz o'qi atrofida 
2 

aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma sin (psevdosfera)niog tenglamasi tuzilsin. 
2 ~ 

5. Koordinata 0' qlari sifatida .; - ~ = 2z giperbolik paraboloidning to' g'ri 
Q b 

chiziqli yasovchilanni olib, unmg parametrik tenglamalari tuzilsin. Agar sin 
tenglamasl Z = pry ko'rinishda olinsa, bu tenglamalar qanday ko'rinishni oladi? 

6. YasovchiJari Oz o'qiga parallel, yo'naltiruvchisi r = f(II), Y = 9'(1I),Z = 0 

chiziqdan iborat silindrik sinning parametrik tenglamasi tuzilsin. 
7 Giperbolik va parabolik silindrlarning parametrik tenglamalari tuzilsin. 
8. Yasovchilari i vektorga parallel, yo'naltiruvchisi P = p(lI) cbiziqdan 

iborat silindrik sirtning.tengiamasi tuzilsin. 
9 Yasovchilari 0(1,2,3) veldorga parallel, yo'naltiruvchisi :r = 11, Y = IIl,Z =,,' 
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chiziqdan iborat silindrik sirtning parametrik tenglamasi tuzilsin. 
10. Yasovchilari 0(-1,3,-2) vektorga parallel, yo'naltiruvcbisl 

r = COllt, Y = sin It, Z = 0 chiziqdan iborat silindrik sirtning QShkormas tenglamasi 
tuzilsin. 

11. Yo'naltiruvchisi ii(/,"',") velctorga parallel silindrik sirtning 
!(m -/z,ny - nu) = 0 ko'rinisbda bo'lishi isbotlansin. 

11. Yasovchilari ti(/,"',") vektorga parallel. yo'naltiruvchisi .1'2 .. yl ~ ~, 

z '" 0 chiziqdan iborat silindrik sirtning tenglamasi tuzilsin. 
13. Quyidagi r = 31t + vl + I, y -- 211 + vI -1. : ." -It ... 2v sirtning 
a) silindrik sirt ek80Jigi isbotlansin; 
b) biror yo'na1tiruvchi chizig'ining tenglamasini yozing; 
c) M(1t = 2, v = 3) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqli yasovchisini topmg. 
14. Uchi M(a,h,c) nuqtada bo'lgan VB YO'naltiruvchisi 

r.,.. !(II),y -- (11(11), z -= 111(11) chiziqdan iborat konusning parametrik VB oshkormas 
ko'rinishdagi tenglamalari tuzilsin. 

15. Ushbu M(a,h,c) nuqtadan o'tib, yl -= 2.1', Z =c 0 parabolani kesuvchi 
to'g'ri chiziqlardan hosil bo'lgan konusning tenglamasi tuzilsin. 

16. Uchi M(-I,O,O) nuqtada bo'lgan konus 2l +:2 -- 4r paraboloidga tashqt 
chizilganJigi ma'lum. Konusning tenglarnasi tuzilsin. 

17. Quyidagi ,4(4,2,3),8(1,4,-2) nuqtalarning r = 11 H, Y = It - v,: = ItV sirtga 
tegishliligi tekshirilsin. 

18. Quyidagi .t = u + sin v. y-= 11 + cos v, z = U + Q tenglama bil80 qanday 
sirt beriladi? 

19_ Quyidagi x = Xo + QCOSII cos V, Y = Yo + bcos u sin v. z = Zo + sin u 

paramcbik tenglarnalar bil80 berilgan sirtning oshkormas tenglamasi tuzilsin. 

10 Qu 'da . u v 1 
• yt gtx= 2 2'Y= 2 2'z= 2 2VB 

U +v U +v U +v 

x = U cos v. Y = u sin v, z = U 
2 tenglamalar bitta sirtni 80iqlashi isbotlansin 

Tckislikdagi quyidagi koordinata chiziqlarining ko'rinishlari aniqlansin 
11. X=U, y=v, z=O; 

11. x = U cos v, Y = u sin v, Z =: 0; 
13. x = cosuchv. y = sin whv, z = 0 
14. Bir pallali giperboloidning parametrik tenglamalarini 

uv + I b u - v uv -1 k ' . . hda 'sh umkinl' .. bo I . x = Q--, Y = --:z =: -- 0 nnls YOZl m 181 IS t 80510. 
U+V u+v u+v 

Keltirilgan parametrlash usulidagi sirtning koordinat cbiziqlarini aniqlang. 
IS. Aylanma silindming koordinat chiziqlari 
a) vint chiziqlari VB aylanalardan; 

105 



b) vtnt chiziqJari va to'g'ri chiziqJi yasovchiJardan; 
c) ikkita vint chiziqJar oiJasidan 

iborat bo'Jadigan parametrik tenglamaJari tuzilsin. 
26. BeriJgan P = p(lI) chiziqning urinmaJaridan hosil bo'lgan shaklning 

parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda 11 - tabiiy parametr. 
27. Berilgan P = p(lI) chiziqning bosh normallaridan hosil bo'lgan 

shaklnmg parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda 11 - tabiiy parametr. 
28. Berilgan P = p(lI) chiziqning binormallaridan bosil bo'lgan sbaklning 

parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda 11 - tabiiy parametr. 
29. Vint chizig'ining .r = aeO.II, y = alinll,z = 1nl urinmalaridan hosil bo'lgan 

shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin. 
30. Vint chizig'ining .r = aeOlll, y = alin II,Z = bll bosh normallaridan hosil 

bo' Jgan shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin. 
31. Vint chizig'ining .r = a COS 11 , y = alinll,z = 1nl binormallaridan hosil 

bo'lgan shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin. 

2 §. SirtDiDg uriDma tekiksliai va Dormali. Sirtlar oilasi. O'nma 

Usbbu paragrafda sirt turli tcnglamalar yordamida berilgan bolda uning 
unnma tekisligi va normalining tenglamalarini tuzisbga doir misol va masalalar 
keltlriladi. Bundan tashqari. sirtlar oilasining c1nunasiga doir misollar ham o'rin 
olgan. 

Asosiy tusbuacbalar 

1.1-1I1'rif. Berilgan (/) sirtning p(uo; Vo) nuqtasidan o'tuvchi va r.. (uo~ 'Vo), 

r.. (Uo; Vo) vektorlarga parallel tekislik p nuqtadagi urinma tckislik deb 

ataladi. 

Urinma tekislik ta'rifida sirtning parametrlanish usuliga bog'Jiq r.. va r.. 
vektorlar qatnashisbiga qaramasdan , urinma tekislik tushuochasi sirtning 
parametrlash usuliga bog'Jiq emasligini quyidagi tasdiq ko'rsatadi: 

Ttudiq. Bizga sirtning p(uo; Vo) nuqtasidan o'tuvchi tr tekislik berilgan 

bo'Jib, q - sirtrung p ga yaqin nuqtalaridan biri, d - p va q nuqtalar orasidagi 

masofa, h- q nuqtadan tr tekislikgacba bo'lgan masofa bo'lsin. U bolda tr 

tekislik p nuqtadagi urinma tekislik bo'lishi ucbun. 

Iim.!:o (.) 
, ..... , d 

tenglikning bajariJishi zarur va yetarlidir (IS-rum). 
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2.2-tIl'riJ Berilgan C/J sirtning p(uo;vo) nuqtasidan o'tuvchi VB urinma 

tekislikka perpendilrular to'g'ri chiziq sirtning p nuqtadagi normali deb 
ataladi. 

18-rum 

Regulyar F sirt ;: = ;:(11, V) tenglama bilan aniqlansa. uning M (uo; vo ) 

nuqtasida o'tkazilgan urinma tekisligi tenglamasi 

(R - r( Uo, VD)' r.. (110' VD)' r. (liD, VD» = O. 
normali tenglamasi 

R = ,(uo;vo)+ A[r:, (uo' vo~~(uo' vo)] O.-parameu) 
ko'rinishda bo'ladi. 

Regulyar sirt parametrik tenglamalar yordamida. ya'ni. 

1
:r '" :r(II, V) 

Y '" y(II, V) • (11, V) E G 

1= I(II,V) 

sistema yordamida aniqlangan bo'lsa, M(uO;vO) nuqtasida o'tkazilgan 
urinma tekisligi tenglamasi 

X - %(uo; vo) Y - y(IIO; vo) Z - z(uo; vOl 

.x.(II~;VO) y.,(1I0;VO) ZII(IIO;VO) =0 • 

.xv(uo;vo) Y)/(1I0;VO) Z)/(IIO;VO) 

normali tenglamasi esa 
X -:r(IIO;"o) 

!

Y.(IIo;"o) 1.(IIo;Vo~ 
Yv(IIo;Vo) Iv(IIo;"o~ 

Y-Y(IIO;"o) _ Z-I(IIO;)/o) 

To7 

lV(IIO;"o~ - !lV(IIO;"o) Y.(II();VO~ 
:r,,(.,o;Vo~ 1:r,,(lIo;Vo) Yv(IIO;Vo~ 



ko'rinishda bo'ladi. 
Regulyar sirt f(x,y,z);;O tenglama yordamida aniqlangan bo'lsa, 

M(xo:yo;=o) nuqtasida o'tkaziJgan urinma tckisligi tengiamasi 

(x -x.)!.(xo,Yo,=.)+(Y - Yo)/"(x.,Yo,zo)+(Z - zo)!.(xo,Yo,z.) = 0, 

nonnali tcnglamasi esa 
X-.ro _ r-yo Z-'o 

fx(.ro;yo;'o) - fy(.ro;yo;'o) - f,(.ro;yo;zo) 

ko'nnishda bo'ladi. 
2.3- 1/I',1f. Sizga bir (ilOO) paramctrli sirtlar oilasi bcrilgan bo'lsin. ya'nj 

sirt tcnglamasida bitta (ikkita) parametr qatnashsin. Sa'zan bunday oila ucbun 
o'zirung bar bir nuqtasida oila sirtiga urinadigan va shu urinisb nuqtalaridan 
tashkil lopgan sirt mavjud bo'ladi. Sunday sirt berilgan oila uchun 0""'" 
dcyiladi. 

j
x ;;x(C) 

Sir paramctrli F(x,y,z,C);;O sirtlar oilasining y;;y(C) o'ramasi 

z;; z(C) 

mavJud bo'lsin dcb faraz qilamiz. U bolda y;; y(C) funksiyalar ushbu j
X=X(C) 

z;;z(C) 

j
F/.f, Y,z,C) = 0 

tcnglamalar sistcmasini qanoatlantirishi kerak. Su sirt 
,.(. (x, y, z,C);; 0 

diskriminant sirti deyiladi. 

{

X = x(C"CJ 

Ikkiparamctrli F(x,y,z,C"C2 )=O sirtlaroilasining y=)I(C"CI ) 

z = z(C"CI ) 

{

X = x(C"CI ) 

o'ramasl mavjud bo' Lsa, u holda y: y( C, ' Cl) funksiyalar ushbu 

Z - z(C"CJ 

!

F(X'Y'Z'C"CI) = 0 

Fe, (X,y,Z,C"CI ): 0 tcoglamalar sistemasini qanoatlantirishi kerak. 

F,.., (x,y,z,C"C I ) - 0 

Demak., sirtlar oilasining o'ramasini dislaiminant sirti orasidan topiladi. 
Xuddi cbiziqlardagi ubi o'rama aniqlanadi. 
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MiIoI VII ...... I.nli yechisll ... aa.l.ri 

1-.081.. Ushbu 1'1 + 2yI • Zl = 1 sirtning l' - y + 21 P' 0 tckislikka parallcl 
urinma tekisligining tcnglanwini aniqlang. Topilgan urinma tckislikning urinisb 
nuqtasidagi sirtning normali tcnglamui tuzilsin. 

Yechisll. Ma'lumki, F(I',y, 1)= 0 tenglama bilan berilgan sirtning (l'o,Yn.lo) 

nuqtadar urinma tckisligi tcnglamasi 
(X - x.)F. (x. ,Yo' =.) + (y - Yo )F.(xo ,Yo' =.) + (z - =.)F, (x •• Yo ,z.) = 0 

formula yordamida topiladi. Demak. berilgan sirtning (l'o,Yo. ' 0 ) nuqtasidagi 

urinma tekisligi (1'-1'.)r •• (Y-Yo)2yo+('-I.)z.=O ko'rinishda bo'ladi. Masala 

shartiga ko'fa, .!2. = 2yo = 10 munosabatni hosil qilamiz. Urinish nuqtasi sirtga 
1 -I 2 

tcgishli bo'lpnligi uchun, 1'; + 2y; + I; = 1 tenglikka cgamiz. Bulardan 

(Xo,Yo,'.)=(± /2, + (I, ±2 (2) nuqtani topamiz. Urinma tckisliklar vii V22 Vii 

tenglamalari csa x - y + 21 ± J¥ = 0 ko'rinishda bo'ladi. Endi. normal 

tenglamasini tuzamiz: 
x-~ Y-~ z-~ 

= = 
F.(x •• yo.Zo) F,(x •• yo.Z.) F,(xo.Yo.zo) 

fonnuladan foydalanib, ( ± ~, + &. ± 2~) nuqtadagi normali tenglamalari 

fA & JK x± - Y+ - 1±2-
__ 1_1 = 22 = 11 ekanini bosil qilamiz. 

1 -I 2 
1-....... Markazlari p = p(.r) chiziqda yotgan va radiuslari o'zgarmas 

bo 'Ipn sferalar oilasining o· ramasini toping (19-rasm). 

,,= ,,(,) 

19-rum 

YecIlkll. Ma')umki, sfcraning veletor tcnglamasi 
[;: - p(s)f - 01 = 0 (0 = com,) 
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bo'ladi. Bu tenglamani s parametr bo'yicba differensiallab xarakteristika VB 

qaytisb qirrasl mos ravisbda 
[r-p(s)f _a' =0, [r-p(s»)r=o (.) 
(r - p)' = a',( r - p}f = 0, (r - p)kv -I = 0(") 

bo'lisbiru topamiz. (.) tenglikdan ko'rinadiki,. oiJa xarakteristikalari: 
sferalaming p = p(s) cbiziq normal tekislildar bilan kesisbisb cbiziqlaridan 
iboratdir Sbunday qilib, o'rama sirt aylanalardan tuzilgan. ( .. ) dagi ucbincbi 
tekislik p = p{s) ning bosb nonnaliga perpendikular bo'lib, p{s) nuqtadan k 

masofada turadi VB ( .. ) dagi ikkincbi tekislik bilan p = p(s) ning egrilik o'qi 
(binonnalga parallel bo'lib, yopishma aylana markazidan o'tuvcbi to'g'ri cbiziq) 
bo'ylab kesishadi. Oilaning qaytisb qirrasi esa p = p{s)ning egrilik o'qlari bilan 
sferalammg kesisbisb nuqtalaridan tuzilgan va p = p(s) ga "paraUel" bo'lgan 
i.kkita cbiziqdan iboratdir. Qaytisb qirrasining lenglamasini ( .. ) tenglikdan 
foydalanib toparniz: 

. - v c;Ip.' 
r = p + k:: ~a - 12 

Misol va ......... r 

I. Berilgan sirtning M nuqtasidan shu sirtcla yotuvcbi biror to'g'ri cbiziq 
o'tsa. bu to'g'ri cbiziq sirtning M nuqtasidagi urinma tekisligida yotisbi 
isbc.t1ansin. 

2. Usbbu x = u + cosV,Y = u - sin V,Z = AM sirtda M(u = I, v = '!) nuqta 
2 

bert I gan, 

a) u = I, Y = tr c:biziqlarga M nuqtada o'tkazilgan winma to'g'ri c:biziq va 
2 

normallekislik lenglamalari yozilsin; 

b) u = I, Y = tr chiziqlar orasidagi burc:bak lopilsin; 
2 

c) u = sin Y chiziqqa M nuqtada o'tkaDlgan urinma to'g'ri c:biziq 11 = 1 

cbiziqqa sbu nuqtada o·tkazilgan urinma bilan ustma-ust tushishi isbotlansin. 
l. Vinl chizig'ining x = acosu, y = a sin u,z = bu urinmalaridan bosil 

bo'lgan sirloing ixtiyony nuqtasida o'thzilgan nonnali Oz o'qi bilan o'zpnnas 
burchak tashkil etishi isbotlansin. 

4. Usbbu x = 2u - Y,y = u ' + Y' ,Z = u ' - v' sirtga M(J,S,7) nuqtada 

o'tkazilgan urinma tekislik tenglamasi tuzilsin. 
~. Usbbu :r=II+V,Y=II-V,Z=1IV sirtga M(II=2,v=l) nuqtadao'tkazilgan 

urinma tekislik VB normallo'g'ri c:hiziq teDgIamalari tuzilsin. 

110 



,. UIbbu ~=II,y=.,l-m,Z=II' _3.,1" sirtp M(l.3,4) auqIada 
O·tbziJpn urinma ~ va DOI"IUI to'g'n cbiziq tenglamalari tuzilsiD. 

7. Berilpa M (11 = I," = '!) nuqI8da ~ = 11 COS", Y = M sin ", Z = 11 sirtp 
2 

o'tbzilpn uriDma tekisJic, aonnaI to'g'n cbiziq va 11 = 2 chiziqcp o'tbzilgan 
urimDa tnglamalwj tuzilsin. 

Quyidagi sirtlarp ko'..,.rilpn DPqtabmla uriDma tckisJ.it va oorma.I 
to'g'n cbiziq tenglamalari tuzilsin: 

L z = x' + y' M(I;2;9)nuqlalk 

9. Xl + y1 + Zl = 169. M(3;4:12) ~ 

10. xl_2yl -3z1 =4. M(3;l;-I) nuqtada: 
Xl y1 Z1 

11. -I-+J+-i =l,M(x.~y.,Z.) nuqtada; 
a " c 

11. x = 11 cos v. y = 11 sin ". z = QV , ixtiyoriy nuqIada. 

Quyidaci sirtIarp ko'rsati)pn nuqtaIarda urinma tekislik tcnglamalari 
tuziJsin: 

13. x = a sin 11 cos ", .v = a sin ., sin ", z = a(ID Ig ~ + COS 11 ) ixtiyony ouqt.ack 

14. lr=(7+5cou)coll'.y=(7+5cou)linv. z=Slin •. cou=.!. con=~. 
- S 5 

( 0 < _. V< ~) munosabatlar 0 'rinli bo'ladipn M(., v) ouqtada. 

15. Usbbu .zyz = I sirtning X + Y + z = 0 tekislikka pualIel urinma tekislik 
tcnglamasi tuzilsin. 

I'. Usbba .zyz = a' sirtniDg uriama tdcisIikIari koonmllta tek:isIikIari bilan 
o· zpnnas bajmli tctraedr bosiJ qilisbi isbodansin. 

17. KOIHISIling iDiyoriy ... , ....... o"1bzi1pn urinma tekislik uniog 
ucbidan o'tisbi jsbotIansln. 

11. Usbbu z = x' + y' siltp M(a.-a;O) ouqtuida o·tbzilgan unnma 
tckislik- dasIa bosiI qilishi isbotlansm. 

I'. Quyidagi lr = (ill + bem_)colV. J' = (a + bem_)_ ",I = blin. torning 
oormali .h + By + Cz + D = 0 tckish'klca pc:rpeodikular bo'ladipn nuqtaJarini 
topiq. 

18. Qayidap Jr" + y: u" _dO = 0 Iirtaing M(a,6,c) nuqlasida o'lkazilgan 
urimIIa tckisIik koordiaIIa o'qIarini IDOl ravishda A.B,C ouqtaJarda kesisbi 

ma'lum (a,bcd- musbat soaIar). U hoIda _a_+_b_+_C_=1 teag'ilmi 
, , 10AI lOBI lOCi 

jshrII.,. 
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11. Quyidaai f(.r - fir, Y - b. ) • 0 airtaiD, ixti),ori), nuqtuida 0 'Ibzilpn 
urinma teki.liai berilpn biror yo'oaliahp parallel bo'liahi iIbotlaoJin. 

11. Bcrilpo • .: .r~';) lirtninl uriDml teki.likJari koordinata boahidan 

o'lishi lsbotlaoaln. 
ll, Quyidaai , = Ig(..,..l.r ' - yl ,. Q .inlamiD... ke.iIhi.h nuqtalarida 

onogonalligi isbotlUlsin. 

Quyidagi sinlar oilalarininl juft-jufti bilao ono,ooalliai i.botIanaiD 
( A,J,l," - oilalaminl parametrlari): 

14. 4.1 + yl + Zl - A, y - J.IZ, yl + Zl - w' ; 
lS. Xl + yl + Zl - A, Xl + yl + Zl - W. x' + yl + Zl - \12 • 

16, xya ..tz l • Xl + yl + Zl - IJ. Xl + y' + Z' - v{x l 
- yl). 

17 Ushbu X - U cos v, y .. u sin v. z - f(v) + QU sin Ultida,i v - (' 

chiziqnmg ixliyoriy nuqtuidan o'tbzilpn urinma leki.lik biror to'l'ri 
chiZlqcian o'tishi isbotlansin. 

18. Sirtninl barc:ha normaUari beril,an biror nuqtadan O'lIa. bu .in sfera 
yokl sfera uslidagt soha ekUllili isbotlansin. 

19 Aylanma sirtninl normali meridianninl bosh normali bilUl ustma-USI 
tushlshi va a),IUlish o'qini kelib o'tishi iabotlaDain. 

30. Barcha normallari bitta 10' I'ri chiziqni ke.uvc:hi lin 1)'IUlma sin 
ckanligi isbotlansin. 

31 QUyidagl yz .. X,.rz - y + I chiziq z - -9' .in bilUl M(O.-I,O) nuqtada 
ikkinchi tartibli urinishp cga ekanlili i.botllDlin. 

ll. QuYldall x-,',y." +21, z-,' c:hiziq Xl +y' -x{y+z) sin bilUl 
M(O,O,O) nuqtada uriDlah tartibi aniqlaoain. 

ll. ikkinchi tartibli lirt bilao kamida ikkinchi tartibli uriniahp ep bo'l,an 
to'g'ri chiziq sinda yotilhi ilbotlanain. 

l4. O'Zlninl bar bir nuqtuida ),opiahma tekialiai bilan bmida uchinc:hi 
tartibli urinishSB CIa bo'IIUl chiziq )'u.i eunli,i i.botlaDIiD. 

Quyidagi sirtlar oilalarininl o'runui topil.in: 
lS. Xl + yl + (z - (')' _I. 

l6. x + (" y + z - 2e .. 0 ; 

l7. (X-C)' +&-(')1 +(:-C)I .. (", (C_O); 
l8. Diakriminant sini chiziqdan ibont bo'ladipn .inlar oiluip mllOl 

keltirinl· 
19. DiJlaimiDant .ini nuqtadan iborat bo'!adipn .inlal' oiluip milOl 

kelriring. 
40. Qu)'idagi (.I - C)I + y' +,' = I .feralar oiluiDiD, o'nmui va 
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xarakteristik ebizig'i topilsin. Hosil bo'lgan o'ramaning qaytish qirrasi 
mavjudmi? 

1 2 

41. Quyidagi ;'+Y2 =1. :=0 ellipslaming simmebiya o'qlaridan biriga 
o h 

parallel vatarlarini diametr qilib sferalar yasalgan. Bu oilaning o'ramasi topilsin. 
2 1 

42. Quyidagi;' -;- = I. : = 0 giperbolalarning simmetriya o'qlaridan 
o h 

biriga parallel vatarlarini diametr qilib sferalar yasalgan. Bu oilaning o'ramasi 
topilsin. 

43. Quyidagi rsin a'" ycola +: = ha (bu yerda h = const, a - parametr) 
tekisliklar oilasining qaytisb qirrasi topilsin. 

44. O'ramasi Xl ... y2 = 0 2
: l. (: ~ 0) konusdan iborat bo'ladigan sferalar 

oilasi topilsin. 
45. Markazlari rl + yl = hl. Z = 0 aylanada joylasbgan oradiusli sferalar 

oilasining o'ramasl. xarakteristik ebizig'i va qaytish qrrrasl topilsin. 
46. Usbbu 
k.t -c)' ... (y - R)' ... z' - R ' J. k.t - r)' + (y ... R)' ... z' - R' J = 0 (y' - z ~ 0) 

sirtlar oilasining o'ramasi, xarakteristik ehizig'i va qaytisb qirrasi topilsin. 
47. Fazoviy ehiziq yopishma tekisliklari oilasining o'ramasl va 

xarakteristik ehiziqlari topilsin. Bu oilaning qaytisb qirrasi mavjudmi? 
48. Fazoviy ehiziq normal tekisliklari oilasining o'ramasi. xaraktenstik 

ebiziqlari va qaytish qirrasi topilsin. 
49. Fazoviy ehiziq to'g'riJovehi tekisliklari oilasining o'ramasi. 

xarakteristik ehiziqlari va qaytish qirrasi topilsin. 
50. Markazlari z = 0 tekislikda yotgan, o'zgarmas 0 radiusli sferalar 

oilasining o'ramasi topilsin. 
51. BeriJgan sirtning bareha urinma tekisliklari unga ehiziqlar bo'yieha 

urinsa, bu ehiziqlar to'g'ri ehiziq yoki uning qismi ekanligi isbotlansin. 
52. Berilgan n ta nuqtagacha masofalar yig'indisi o'zgarmas bo'lgan 

tekisliklar oilasining o'ramasi topilsin. 
53. Koordinata tekisliklari bilan kesishib. hajmlari teng tetraedrlarni 

ajratgan tekisIiklar oilasining o'ramasini toping. 
s.. Markazlari .tOy tekislikda yotgan o'zgarmas radiusIi sferalar o'ramasini 

toping. 
55. Yarim o'qlarining yig'indisi o'zgarmas bo'lgan ellipsoidlar oilasining 

o'ramasi topilsin. 
56. Markazlari usbu ; = ai{t) + hI! viot ehiziqda yotgan o'zgarmas radiusli 

sferalarning o'ramasi va c1aytish qirrasini toping. 
57. Diametrlari ~ + yl - 2r = 0, z = 0 aylananing koordinatalar boshidan 

o'tuvchi vatarlardan iborat sferalar oilasining o'ramasi va qaytish qirrasi 
topilsin. 

58. Quyidagi rcola- yliDa+z-oa =0 (bunda a -oila parametri) • 
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tekisliklar oilasining o'ramasi VB qaytish qirrasi topilsin. 
59. Ushbu (al(a) + bE} , + ca = 0 telrisliklar oiiasining qaytilb qUTBSI 

topilsin. 
60. Quyidagi 

a) xcosa + ysina - zsma = a;(a -parametr); 

b) a 2x + 2ay + 2z - 2a = O;(a-paramcb') 

tekisliklar oilasining o'ra.masi topilsin. 
61. Yasovcbilarining onogonal b'ayeictoriyasi ushbu 

.l'=acoltp,y=bsintp,z=O ellipsdan iborat bo'lgan yoyiluvchi sinning tengiamasi 
topilsin. 

ll. BiriDchi kvadratik forma 

Differeosial geometriyaniog sinlami egish oatijasida saqlaoib qoladigan 
xossalami o'rgaoadigan bo'Hmi icbki geometriya deb ataladi. Icbki 
geometriyaga sinning birinchi kvadralik fonnasi, sin ustidagi chiziq yoyi 
uzunligi, sin ustidagi chiziqlar orasidagi burchak, sin ustidagi sohaning yuzasi 
kabi ko'pgina sinning xaraktcristikalari kiradi. 

Asoaiy tuahuachalar 

I. I-Ta "if. Ushbu ds2 = Edu 2 + 2Fdudv + Gdv2 ifoda r ::: r(Il, v) 

tenglama bilan bcrilgan sinning birincbi kvadratik fOnDaSl 

E -2 2 2 2 F' . G -2 2 2 2 J=' .. =x .. +y.,+z .. , =(r.,r.)=.l' • .1'.+Y.Y.+z.z., =r" =.r;;+y"+z,, 
birinchi kvadratik formaning kocffitsiyeDllari deyiladi. --

20-rasm 
Bizga (/) sinning <:.f,G) paramctrlash usuli 

r = r(Il,v) 
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tenglama yordamida berilib, sirtda 11 = 11(/), \I = v(t) tenglamalar bilan r 
chiziq berilgan OO'lsin. Berilgan r chiziqning, parametrlaming II va '1 (I, < '2) 

qiymatlariga mOB keluvcbi nuqtalari orasidagi (20-rasm) )'oyi uzunligi 

I(r*: = 1 ~E 'U,2 +2F ·u'v' +G .y/2dt 

" 
formula bilan bisoblanadi. 

-21-rasm 

8erilgan 4J sirtda P = jJ(t} VB PI = A(a) tenglamalar bilan regulyar 

chiziqlar berilgan ba'lsin. Agar bu cbiziqlar kesishsa (ya'ni p(to) = Pl(SO) 

tenglikni qanoatlantiruvchi parametrlaming qiymatJari to, &0 mavjud OO'lsa), 

p'(to}, p;(s.) velrtorlar orasidagi burchakni shu nuqtadagi cgn chiziqlar 
orasidagi burchak deb ataymiz. Bu burchakning qiymatini ", deb bclgilasak. sift 

ustida P = jJ(t) va PI = PI (s) tenglamalar bilan berilgan chiziqlar orasidagi 
burc:hak (2 I-rum) ushbu 

____ =-_EU_(_~_~~(~~m)+_F_(u_(~~_~~I(r~~)~+v-(~~-~~(6~0)-)+_G_N_(_~~_I_(~~_) __ =-== COIWp----, 

- J E(U'(/o)t +2FU(~)V(/o)+G(V(to)t .JE(u.(so)t +2Fu.(so>v. (so)+G(\{ (So)t 

formula yordamida bisoblanadi. 
Bizga 4J sirtning (f~G) parametrlash usuIi 

; - ;(II,V) 

tenglama yordamida bcrilib, IY c: G yopiq sobaning 4J sirtdagi aksi D ham 
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yopiq bo'lsin. U holda. D sohaning yuzasi er = If .J EG - /<,2 dudv formula 

V' 
bilan topiladi. 

Misol va mualalar yecbish a.m.Damri 

1-1rUISIIl1I. Ushbu konik .r = avCOllI,Y = bvsin 11,% = v sirtning bimchi 
kvadratik formasini toping. 

Y«IIlsll. Xususiy hosilalarni hisoblaymiz: 
x. ::: -avsin u;Y. = hvcosu;z::: 0; 

x. ::: acosu;y. ::: hsinu;z. ::: 1 
Birinchi kvadratik forma koeffisieotlarini topamiz: 

E ::: a'v' sin' u + h'v' cos' u; 

F ::: -a=vsin u cosu + h'vsin ucosu; 

G = a' cos' u + b' sin' u + 1. 
Demak. konik sirtning birinchi kvadratik formasi 
ds' = (a'v' sin' u + h'v' cos' u)du' + 2(-a' sin u cosu + 

+ b'vsin u cosu + (a' cos' u + b' sin' u + l)dv' ko'rinishda bo'lar ekan. 
2 - 1rUlS1IIII. x::: cosu cos V - sin v,y ::: sin u~s v + cosu ,z = u sirt ustida 

u - 2 cos v-I = 0 chiziq yotadi. Bu chiziqning Mo (3,O),M I (1, ~) ouqtalari 
2 

ofaSldagl yoyi uzunJigini aniqlang. 
Yeclllslt. Chiziqniog tenglamasini parametrik ko'rinishga keltirannz. 

Buning uchun v ni I deb belgilasak u = 1+ 2cost bo'ladi. Chiziq parametriJe 
teoglamalari u = I + 2 cos t, v = I. Endi E, /<' va G koeffisiyentlarini aniqlaymiz: 

x. :::-smucosv-cosu, 

Y. ::: cosu cos V - sin u, 

z. = I, 
X. ::: -cosusm v 

y.::: -smusm v, 

Z. ::: 0, 

E::: 2 + cos' v;F::: sin v;G = sin 2 v. 

du va dv hosilalarni egri chiziq teoglamasidan foydalanib topishimiz lozim va 
dt dt 

topiJgao du -2sint; dv = 1 qiymatJami yoy uzunligi formasiga qo'yamiz: 
dt dJ 
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Z _ _ _____ _ 

.f = I-!(2 + e05 1 1)( -2 sin t)z + 2 sin v( -2 sin t)·1 + sin 2 V ·Idt_ , 
Nuqta ehiziq bo'ylab harakatlanganda, ya'ni t paraIIletr o'zgarganda. u va 

V shu bilan birga E.F,G lar ham o'zgaradi. Shuning uchun H,F,(; 
qiymatlarida u va V o'miga 1 ning ehiziq tenglamasidan aniqlangan 
qiymatlarini qo'yamiz. Chiziqning tenglamalaridan I, va 12 qiymatlarini 

topamiz: 
M. (3,0) nuqtaga mos keluvehi parametrning qlymatini 3 = 1 + 2 COsl. v = I 

tenglamalardan topiladi: I, = 0 VB M,(I,!.) nuqtada 1 = 1 + 2COSI, v = 1 
2 

tenglama1ardan I1 = tr topiladi. Demak, 
2 

.f = J \!(2-+ COS I I) ·4si;'",- 4sin z 1 + si~Tfdt = j ~/Ssj~l-I+"4sU;i'"OOSlldl = 
o u 

= j -.}S + 4cosz 1 . sm Z IciI = _ 1 [2eosl ,'S + 4C05'1 + S In(2co51 + 
o 2 2 2 

----. 1 
+,jS+4COSIII)]~ = (3+SlnS) 

2 

ya'ni s = !(3+ SinS). 
2 

3 - mual •. U5hbu u + v,y = u - v,z = uv sirt ustida u = I. v = - 1 t VB 
2 

u = I, v = ~ t - 1 chiziqlar orasidagi burchakni toping. 

red,u.. Berilgan ehiziqlarning kesishish nuqtaJarini topamiz. 
Chiziqlaming berilgan tenglamalaridan t ni yo'qotish bilan hosil qilingan 

11 + 2v = 0, 11 - 2v - 2 = 0 sistemani yechib, Mo (1, - I) - kesishish nuqtasmi 
2 

topamiz. Su yerda '0 ning qiymati 1 ga teng. E,F,G koeffitsiyentlarm 

chiziqlaming kesishgan nuqtasi M n (I, - ~) uchun hisoblaymiz: 

x. = I, x. = 1 

y. = I, y. -I, 

z. "" v, Z. =11, 
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E = 2+VI E = ~ , 4 

1 
F=I-I+llv F=--, 2 

G=2+II J ,G=3. 

Birinchi chiziqning tenglamasidan du = I, dv _.!.. Ikkinchi cbiziq 
dJ dJ 2 

J ·dan I!Ju 1 av 1 T·I . tl . b· . 1 ·da . teng amasl - = ,- = - opl gan qlyma arm c IZlq ar Orasl gl 
dt dJ 2 

burchaklarni hisoblasb formulasiga qo'yib, costp = ~ ni bosil qilamiz. 
,,35 

s1ft; 

MuaIa valDiJollar 

Quyidagi aylanma sirtlarning birinchi kvadratik fonnasi topilsin: 
I. .l" = f(lI)cosv,y = f(lI)sin V,Z = g(lI) ayJanish o'qi Oz bo'lgan aylanma 

2. .l" = R cos 11 cos v, y = R cos 11 sin v, z = R sin 11 - sf era; 

3 . .l" = a cos 11 cos V, Y = b cos u sin v, Z = C sin 11 - aylanma ellipsoid; 

4 . .l" = achu cos v, y = bchll sin v, z = cshll - bir pallali ayJanma giperboJoid; 

5. .l" = ashu cos v, y = hshu sin v, z = cchll - ikki pallali aylanma giperboloid. 

6 . .l" = IIcosv,y = 11 sin V,Z = III - ay1anma paraboloid; 

7 .l" = Rcosv,y = Rsin V,Z = 11 - aylanma silindr; 

8 . .l" = IIcosv,y = 11 sin V,Z = /cu(II:c1: 0) - ucbga ega bo'lmagan aylanrna 
konus; 

9. x = (a + bcoslI)cosv,y = (a + b cos 11) sin v, z = bsin 11 - tOf. (0 < b < a); 

10. x = ach 11 cos v, Y = ach 11 sin v, z = 11 - katenoid; 
a a 

11. x = a sin 11 co. v, Y = a sin 11 sin v, z = a(ln Ig! +COl 11 )(11 ~ .!) - psevdosfera. 
2 2 

12. Ushbu x = a cos V, Y = u sin v, Z = QV to' g'ri gelikoidning birinchi 

kvadratik formasini toping. 
13. Umumiy korinishda berilgan x = IlCOIV,y = IIU V,I = /(11) +av 

geJikoidning birinchi Icvadratik formasini toping. 
14. Usbbu i = f(lI) (11 - tabiy paramert) chiziq a) urinmalar; b) bosh 

normallari; c) binormallarning qismidan tasbkil topgan S sirtning birinchi 
kvadratik fonnasini toping. 

15. Usbbu Z = z(x,}) sirtning birinchi kvadratik formasini toping. 

liB 



16. Quyidagi ifodalaming qaysilari biror sirt uchun birinchi kvadratik 
forma bo'la olmaydi? 

a) lis l = du 2 + 4dudv + dv 2
; 

b) lis l = du 2 + 4d11dv + 4dv 2 

c) lis l = du 2 
- 4dudv + 6dv 2

; 

d) d'il = duI + 4d11dv - 2dv 2
; 

17 Aylanma sirtda sirtning birinc:hi kvadratik formasi d'i l = duI + G(u)dv; 

ko'rinishga keltirish mumkin bo'ladigan qilib egri chiziqli koordinatalami 
tanlash mumkinJigini isbotlang. 

18. Sf era. katenoid. tor va psevdosferaning birinchi kvadratik formasini 
d'i2 = d11 2 + G(u)dv 2 ko'rinishga keltiring. 

19. Sirt ustida berilgan koordinata chiziqlari bir oilasining ikkinchi 
koordinata chiziqlari oilasi yordamida ajratgan yoy uzunliklari teng bo'lsa. bu 
oilalar tashkil etgan to'r Chebishev to'ri deyiladi. Sirt ustidagi koordinat 
chiziqlari Chebishev to'rini hosil qilishi uchun E. = O.G. = 0 shartn.ing 

bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin 
10. Sirtning birinc:hi kvadratik formasl dv 2 = A(u, v)(du 2 + cJv2) ko'rinishda 

bo'ladigan egri chiziqli koordinatalar sistemasi izotermik deyiladi. 
Psevdosferada izotermik koordinatalar sistemasini toplRg. 

11. Giperbolik paraboloid to'g'ri chiziqli yasovchilaming kesishish 
burchagi topilsin. 

11. Ushbu z = ~ (x 2 + y2) va : = axy paraboloidlaming xOy tekislikdagi 

bitta sohap proyeksiyalanuvchi sohalarining yuzaklari tengligini isbotlang. 
13. Aylanma sirt meridianlarini o'zgarmas a burchak ostida kesuvchi 

chiziqlar (Ioksodromlar) tenglamalarini toping. 
14. Sfera loksodromlarining tenglamalari tuzilsin. 
lS. Sirt ustida chiziqlar oilasi Adu + BcJv = 0 differensial tmglama bilan 

berilgan. Bu oilaga ortogonal trayektoriyalaming tenglamasi 
(BE - AF)du + (BF - AG)dv = 0 differensial tenglama yordamida topilishi 

isbotlansin. 
16. Konus to'g'ri chiziqli yasovchilarining ortogonal trayektoriyalarini 

toping. 
17.8erilgan S sirt biror chiziq urinmalarining qismidan tashkil topgan sirt 

bo'lsa, bu sirt to'g'ri chiziqli yasovchilarioing ortogonal trayektoriyalarini 
toping. 

18. Olding! masaldgi S sirtning to'g'ri chiziqli yasovchilarini o'zgarmas 
a burcbak ostida kesuvchi chiziqlarning differensial tenglamalarini toping. 

19. Sirt ustidagi fP(u. v) = consl chiziqlar oilasining ortogonal 

trayeittoriyalarining differensial tenglamalarini toping. 
30. 8erilgan x = R cos u cos v. y = R cos 11 sin v. z = R sin u sferadagi 
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u + v = c:onsl chiziqlar oilasl ooogo08I trayeJrtoriyalarining tenglamalarini 
topmg. 

31. Ushbu x = ucosv,y = usrn V,Z = u + v gelikoiddagl u = Ce· chiziqlar 

oilasinmg ortogonal trayektoriyalari topilsin 
32. Konus x = ucosv,y = usm v,z = u tenglamalar bilan berilgan. Berilgao 

konus ustidagi v = u' + a,a = cunsl chiziqlar oilasining ortogonal 
trayektonyalari topilsm. 

33. Koordi08t chiziqlari sifatida v = cunsl chiziqlar va ularning ortogonal 
trayektoriyalarini olib, x = u cos v, y = u sin v, Z = U + v gelikoid tenglamasini 
tuzmg. 

34. Ushbu P(u, v)du' + Q(u, v)dudv + R(u, v)dv' = 0 differensial tenglama 

yordamida anlqlangan ikkala oilalaming o'zaro ortogonal bo'lish shartlarini 
keltirib chlqarmg. 

33 Ushbu du' -(u j + a' )dv' = 0 differensial tenglama 

x = ucosv,y = usrn V,Z = QV to'g'ri gelikoid ustida ortogo08I to'mi aniqlashini 

isbotlang. 
36. Berilgan = = £U)' sirt to'g'ri chiziqJi yasovchilarining ortogonal 

trayektonyalari topilsin. 
37 O'zmmg bar bir nuqtasida koordinat chiziqlan orasidagi burchakni teng 

ikklga bo'luvchi chIziqlar ushbu Edu ± ,'Gcfv = 0 differensial tenglamalar 
bilan anlqlanlshiDl isbotlang. 

38. Ushbu x=ucosv,y=usmv,z=av to'g'rigelikoiddakoordinat 

chlZlqlari orasidagi burchakni teng ikkiga bo'luvchi chiziqlami toping. 
39. Berilgan x = Rcosucosv,y = Rcosusin V,z = Rsinu sferaning 

parallellari va meridianlari orasidagi burchakni teng ikkiga bo'luvchi 
chiziqlarning tenglamasini toping. 

40. Har bir nuqtada, berilgan = = £U}' sirt to'g'ri chiziqli yasovchilari 

orasidagi burchakni teng ikkiga bo'luvchi chiziqlaming tenglamaaini taping. 
41. Ushbu x = u' + v: ,y = u' - v',z = uvel u I + I v 1_ O)sirt berilgan. 

a) Berilgan sirtnmg birlDchi kvadratik formasini toping; 
b) u = 2, v = I. v = au chiziqlar uchun yoy uzunligining differensialini 

topmg; 
c) v = 011 chiziqlarning u = 2, u = 1 nuqtalari orasidagi yoy uzunligi 

topilsm. 
42. Ushbu x = u cos v,Y = u sin V,Z = av to'g'ri gelikoid ustidagi 

u + v = O,u - v = 0 chiziqlar orasidagi burchakni toping. 

43. Birinchi kvadratik formasi ds ' = dil' T (u ' + a')dv' ko'rinishida bo'lgan , 
sot ustidagi u = ± QV - :v = 1 uchburchakning ichki burchaldari VB perimetri 

2 
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topilsin. 
44. Birinchi kvadratik formasi dfjl = du' + sh'udv; ko'rirusbda bo'lgan 

sirtdagi 11 = V chiziqning M, (u, • v ). M 1 ( u 1 ' V,) nuqtalari arasidagi yoyi 

uzunligini topmg. 
4~. Birinchi kvadratik fonnasi d,' = du' + dv' ko'rinishda bo'lgan sirtda 

ustidagt V = 2u, V = -2u chiziqlar orasidagi burchakni toping. 

46. Ushbu X = ucosv,y = usin v.z = u' sirtda berilgan V = u + I, V = 3-/1 

chiziqlar orasidagi burcbakni toping. 
47 Ushbu X = ucosv,y = usin v.z = av to'g'ri gelikoid ustidagt 

V = In(u ± '! U 1 + a ' ) + (' chiziqlarning M, (U,. V, ),M, (up v,) nuqtaJar orasidagl 

yoy uzunligini toping. 

48. Ushbu X = a sin u cos v, y = a sin u sin v, z = a(ln Ig u + cos u) 
2 

psevdosfera ustidagi V = ±aln Ig; + (' chiziqlarningM, (u" v, ),M 1 (u" V,) 

nuqtalari orasidagi yoyi uzunIigini toping. 
49. Sfera ustida tomonlari sferaning katta aylanalari yoylaridan iborat 

to'g'ri bm-chakli uchburchak berilgan.U holda 
a) uchburchakning yuzasi topilsin; 
b) uchburchakning tomonlari orasidagi munosabat topilsin. 
SO. Ushbu X = ucosV.y = usin V,z = av to'g'ri gelikoid ustidagi 

u = O,u = a, V = I, V = 1 chiziqlar lfilan cbegaraJangan to'rtburchak yuzasl 
topilsin. 

~1. Usbbu X = acosv,y = bsin V,z = u silindri sirtning 

a) birinchi kvadratik fonnasi: 
b) u + v = O,u - 2v = 0 chiziqlar orasidagi bm-chak; 

c) u = v chiziqlar M, (u" v, ),M, (u" v,) nuqtalar orasidagi yo)'l uzunIigt; 

d) 11 ± v = 0, v = 2 chiziqlar bilan chegaraJangan uchburchakning yuzasi 
topilsin. 

~l. Birinchi kvadratik formasi dJ' -=.' +(11' +Ol)dvl ko'rinishda bo'lgan 
sirtdagi u = ±av, v = J chiziqlar bilan cbagaraJangan ucbburcbakning yuzasi 
topilsin. 

~l. Viviani chizig'i bilan chegaralangan qavariq sferik soba yuzasi topilsin. 
54. Umumiy uchga ega ikkita katta yarim ay1analardan tashkil topgan shakl 

sferik ikkiburchak deyiladi. Uchidagi bm-chagi tIIo bo'gan sferik ikkibutchak 

yuzasi topilsin. 
~5. Ixtiyoriy silindrik sirtni tekislikka yotqizish mumkin ekanligini 

isbotlang. 
56. Ixtiyoriy konussimoD sirtni tckislikka yotqizish mumkin ekanligini 

isbotlang. 
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57 Ixtiyoriy tekislikka yotqizish mumkin bo'Igan sirt biror chiziq 
urinmalarining qismidan iborat ekanligini isbotlang. 

58. To'g'ri gelikoidni katenoidga yotqizish mumkin ekanligini isbotlang. 
59 Binnchi kvadratik formasi ds1(f(u) + g(u»(ciu 1 + dv 1 )korinishga 

keltirish mumkin bo'lgan sirtlat LuiYiU sirti deyiladi. Aylanma sirtga yotqizish 
mumkin bo'lgan sirt Luivill sirti bo'lishini isbotlang. 

60. Ixtiyoriy aylanma sirtni tekislikka lokal konform akslantirish 
mumkinligini isbotlang. 

61. Bir sirtni ikkinchi sirtga akslanlirishda mos sohalaming yuzaIari teng 
bo'lsa, bu akslantirish ckvina. deyiladi. Bir sirtni ikkiochi sirtga akslantirish 
konform va ekvireal bo'lsa, u holda bu akslantirish izometriya ekanligini 
lsbotlang. 

.. §. SirtlarniDI sfcrik tasviri. IkkiDchi kvadntik forma 

Sirtlammg sferik tasviri yoki sferi.k akslantirish tushuocbasi yordamida ham 
berilgan sinning Gauss egriligini topish mumkin. 

Differensial geometriyada sirt nuqta1arining urinma tekislikdan 
chetlanishini aniqlashda yoki sirt nuqta1arini kJassifikatsiyalashda sirtning 
ikkiochi kvadratik formasidan foydalaniladi. Bu paragrafda sirtlaming sferik 
tasvuini, ikkinchi kvadratik formasini, to'la va.o'eta cgriligini topishga doir 
misol va masa1alar keltirilgan. 

Asosiy tusbuncbatar 

Bizga (/J sirt va uning (f,G) parametrlash usuli , = ,(u, \I) tenglama 

yordamida berilgan bo'lsin. 
4.1-TII',iJ. Ushbu ds l = Ldu 1 + 2Mciudv + Ndv 1 ifoda ; = ;(u, \I) teoglama 

bilan berilgan sirtning ikkinchi kvadratik formasi, 
.1'.11 Y.II z .... / .1'." )lilY l ... [ ::1'"" y"", z",,1 

.t. Y. z. I' .t. Y. z. I Jr. Y. '. i 
, [ 

1 =(- -)= x.. Y. Z.[ M =(- -)= Jr. Y. Z.i N=(- -)= Jr. Y. z., 
,J 'lI\I"n ., rw"n '---.. 'In',n ,....--

>/ EG-F z ..; EG-F l ,IEG-F l 

lkkinchi kvadratik formaning koeffitsiyeotlari deyiladi (22-rasm). 
8erilgan (/) sinning biriochi va ikkiochi kvadratik fonnalari 

koeffisiycotlaridan tuzilgan 

A =(E(P) F(P)l B) L(P) M(P») 
F(P) G(p»)' W(P) N(P) 

matritsalami kiritamiz. Ma'lwnki, det A> 0 bo'lganligi uchuo tesIwi A-I 

matritsa mavjud. A-la matrisa uchuo quyidagi tudiq o'rinlidir. 
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l-TaMliq. A-I B matritsaning xos sonlari haqiqiy bo'lib. ular har xii 
bo'lganda ularga mos keluvchi 'los vektorlar o'zaro perpendilrulardir. 

22-rasm 

4.2-T.'ri/'. Yuqoridagi matrisaning xos sonlarini A" ~ deb, 'los vektorlarini 

e1,e2 kabi belgilangan bo'lsa, A, * ~ munosabat bajarilganda e, va e1 

vektorlar aniqlovchi to'g'ri chiziqlar p nuqtadagi bosh YO'nalishlar deb atalaJi. 

4.3-T.'ri/'. Ushbu 1I(~.~) munosabat bilan aniqlangan son (/> sirtning p 
I(a,a) 

nuqtadagi ii YO'nalish bo'yicha normal egriligi deyiladi va k,,(ii) bilan 

belgilanadi. 

2-Tudiq. A-I B matritsaning 'los e, va e
1 

vektorlar yo'nalishlari bo'yicha 

normal egrilildar mos ravishda shu matritsaning xos 5oo1ariga teng bo'ladi. Bosh 
yo'nalishlarga mos keluvchi normal egriliklar bosh egrilildar deb ataladi. 

4.4-T. 'rif. Regulyar t/> sirtning p nuqtasidagi bosh egriliklar k" k: bo'lsa. 

H = k, + kl va K = le, . kl ifodalar mos ravishda t/> sirtning p nuqtadagi o'rta 
2 

va to'liq (yoki Gauss) egriliklari deb ataladi. Bosh egriliklar detl B - M: = 0 
tenglamaning echimi ekanligini hisobga olsak 

K = LN - M 1 va H = I EN - 2fM + GL 
EG-pl 2 EG-F 2 

fonnulalarni hosil qilamiz. Birinchi Icvadratik forma musbat aniqlangani uchun 
Gauss egriJigining ilhoraai LN - M 1 fodaning ishorasiga bog'Jiqdir. Agar pO 

nuqtada K>O bo'lsa, uni elliptik nuqta. K < 0 bo'll&, giperbolik nuqta. agar 
K = 0 bo'I88, P ni parabolik nuqta deb ataymiz. 
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23-rasm 

J-Tudiq. Ixtiyoriy ii E 1~f/J urinma vektor uchun 

k.(ii) = k, cos1 
qJ + k~ sin 1 

qJ 

tenglik o·rinJidir. Bu erda k,.k, -bosh egrilildar. bo'lib. aniqlik uchun k, ~ k, deb 
hisoblaymiz. 

ReguJyar c/) sirtning p Duqtasini fiksirIab, ixtiyoriy urinma ii vektor 

bo'yicha k.(a) nonnal egrilikni hisoblab. urinma tekislikda ii yo'nalish 

oo'yicha boshi p nuqtada joylashgan uzunIigi ~ ga teng bo'lgan kesma olib, 
-vlkl 

bu kesmalar uchlarining geometri.k. o'mini O'yupcn indikatritsasi deb alaymiz 
(23-rastn). Ta'rifdan foydalanib. O'yupcn indikatritsui uchun ushbu 

IJ.( U". v,,)x' + 2M(uo • vD).ry + N( UD • VD )yll= I 
tenglamani hosil qilish mumkin. Demak., O'yupcn indikatritsui iJdcinchi tartibli 
chiziqdir. Shuning uchun, agar 

a) [.IV - M' > 0 bo'ba. D'yupcn indikatritsasi eUips; 

b) LN - M' < 0 bo'lsa O'yupcn indikatritsasi ilckita qo'shJDa gipcrbo"; 
c) I.IV - M' = 0 bo'lsa O'yupcn indikatritsasi 2 la parallel to'g'ri chiziqdan 

iborat bo'ladi. 
MOo. va masalalar yec:hiJb DamuDalari 

1 - masa". Toming sferik tasvirini toping. 
\'ec:bisb. Buning ~chun toming parametrik tenglamasini olamiz: 
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j
x = (a + hcosu)cosv 

y = (a + hcosu)sm v.O S 11 S 2n'.0 S V S 2n:,a > h > 0 

z = hsinll 

SO'ngra uning birlik normal vektorioi topamiz: 
" = cos u cos VI + cos u sin v] + sin IIf 

Normal vektoming bosbini koordinatalar boshiga keltirib umng uchlan 
chlzgan chiziqni aniqlayulIz. Paramertlarning o· zgarisbtni hisobga olsak. toming 
sferik tasviri ikki marta qoplaydi. Toming eng yuqon va eog quyi parallellari 
mos ravishda sferaning shimoliy vajanubiy qutblariga o·tadi. 

2 - m.sal •. Ushbu z = f(x.y) tenglama bilan berilgan slrtntng ikkmchi 

kvadratik formasi aynan nolga teog bo'lishi uchun bu Silt tekislik yoki unmg 
qismidan iborat bo'lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 

r Zu - 0 
Yechish. Z.,,,rlyUgi. Masalanmg sbartiga ko'ra, ~ z"" = 0 slstemanmg 

I Z., """ 0 

yechimi tekislikni ifodalashini ko'rsatishlmiz kerak. Bu slstemadagl birinchi 
tenglamani integrallab. Zr = a + tp(y) funksiyani hosil qilamlz. Topilgan 

funksiyadan y bo'yicha hosila olib nolga tenglaymiz. Natijada. =n. = ip'(y) = 0 

va ip(y) = cons' munosabatlarni olamiz. Endi Z T = a + ip(y) :: a + h = ( deb 

belgilash kiritib. oxirgi tenglikni jntegrallaymiz. HosiI bo'lgan z = ex + 11ft .\1) 

ifodadan ikki marta hosila olib. nolga tenglasb natijasida ",(y) funkslya chlziqh 

ekanligi kelib chiqadi. Nihoyat z = ex + dy + e ko'rinishdagi tekislik 
tenglamasiga kelarniz. 

YdllTlJIigl. Bizda z = ar + by + C tenglama bilan tekislik berilgan bo'lsin 

Bunda ikkinchi kvadratik formanmg 
z z:ry Z \Ill 

L = Er • M = . N = .. koeffisientlarim 
~I + z2 + Z2 ~I + z2 + Z2 ~l + z2 + z2 r y r)' r" 

hisoblab. ulaming aynan nolga tengligini hosil qilanuz. Tasdiq isbotlandi. 

M ..... V. lDiaoU.r 

Quyidagi sirtlaming sferik tasvirini toping: 
1. Sfeta. 
2. Ellipsoid. 
3. Elliptik paraboloid. 
4. Bir paUali aylanma giperboloid. 
S. Ikki pallali aylanma giperboloid. 
6. Elliptik silindr. 
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7. Parabolik silindr. 
8. Giperbolik silindr. 
9. Ayl80ma siliodr. 
10. Kateooid. 
11. Psevdosfera. 
12. Tor. 
U. y = x' silindr. 

14. To'g'ri gelikoid. 
15. FazoVlY , = '(1) chiziq urinmalarining qismlaridan iborat sirtning 

sferik tasvirini toping. 

Quyidagi aylanma sirtlarning ikkinchi Icvadratik formasini toping: 
16. x = f(u)cosv,y = /(u)sin V,Z = g(u) aylanisb o'qi Oz bo'lgan 

ayl80ma sirt. 
17. x = Rcosucos v,y = Rcosusin V,Z = Rsin u - sfera. 

18. x = acosucosv,y = acosusin V,Z = csinu - aylanma ellipsoid. 

19. x = achu cos v, y = achu sin v, Z = cshu - bir pallali aylanma giperboloid. 

10. x = ashucosv,y = ashusin V,Z = cchu - ikki pallali ay1anma 

gIperboloid. 
11. x = ucosv,y = usin V,Z = u l 

- aylanmaparaboloid. 

ll. x = Reos v,y = Rsin V,Z = u - ay1anma silindr. 

13. x = ucosv,y = usin V,Z = Icu (u ~ 0) - uchga ega bo'lmagan aylanma 

konus. 
14. x = (a + hcosu)cosv,y = (a + bcosu)sin V,Z = bsinu - tor (0 < h < a). 

15. x = ach u cosv,y = ach u sin V"Z = v - katenoid. 
2 2 

. .. U K 
16. x = asmucosv,y = asmuSlD V,Z = a(ln/g - + cosu),(u ~ -) -

2 2 
psevdosfera. 

17 Ushbu x = cosv,y = usin V,Z = QV - to'g'ri gelikoidniog ikkinchi 

kvadratik formasini toping. 
18. Tekislikniog ikkinchi kvadratik formasi egri cbiziqli koord.inatalarni 

tanlashga bog'Jiq bo'lmag8O holda aynan oolga teog ekanligini isbotIang. 
19. Ushbu Z = /(x,y) ko'rinisbda berilgan sinning ikkinchi Icvadratik 

formasi aynan nolga teog bo 'Isa, beri1gan sin tckislik yoki uning qismi 
ekanligini isbotJ8Og. 

30. Katenoid teoglamasini quyidagi 

x = ....;u l + a l cosv .. y = .. "/u l + a l sinv,z = a1n(u + .Ju l +a l 
) ko'rinishda 

berisb mumkinligini ko'rsating. Yuqoridagi parametrlasb usulida katenoidning 
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ikkinchi kvadratik formasini hisoblang va koordinat chiziqlarining normal 
egriliklarini toping. 

31. Biror fazoviy chiziqqa o'tkazilgan unnmalarning 'Iismlaridan iborat ". 
Slrt berilgan. Bu sirtning bosh egriliklarini toping. 

: 1 1 

32. Ushbu~- - !'- - z, -I = 0 ikki pallali gtperboloidning uchlaridagi 
a' h' c' 

bosh egrilildarini hisoblang. 
33. Uchbu x = ucosV.y = uin v.z = QV to'g'ri gelikoid bosh YO'nalishi va 

bosh egriligi topilsin. 
~. To'g'ri gelikoid bosh yo'nalishlan uning yasovchilari va vint chizig'i 

orasidagi burcha1cni teng ikkiga bo'lishini isbotJang. 
3S. Ushbu : = xy sirtning M(l;l;l) nuqtasidagi bosh egriliklanni hisoblang. 

: 1 

36. Ushbu x + Y = 2z sirtning M(O;O;O) nuqtasidagi bosh egriliklartni 
p q 

hlsoblang. 
37 Ushbu x = ucosv,y = usin V,I =..tu sirtning ixtiyoriy nuqtasida bosh 

normal kesimlarning bittasi to'g'ri chiziq ekanligini isbotlang. 

38. Berilgan y =~: sirtning 

a) ixtiyoriy nuqtadagi; 
b) berilgan sirt VB Z = k tekisliklar bilan kesishishidan hosil bo'lgan chizlQ 

nuqtalaridagi. sbu cbiziqqa o'tkaUlgan urinma yo'nalishida; , 
c) M(2;2;4) nuqtadagl y = ; .z = x' chiziqqa o'tkazilgan urinma 

yo'nalishidan normal kesiming egriligini toping. 
39. Ushbu x:: u ' + v'.y:: u ' - v'.z::!IV sirtda P(u :: 1; v:: I) nuqta 

berilgan. 
a) 8erilgan sirtning P nuqtadagi bosh egriliklarini toping; 
b) Ko'rsatilgan nuqtada bosh normal kesimga o'kazilgan PT,.PT, 

wmmaIaming tenglamarini toping; 
c) v:: u ' chiziqqa o'tkazilgan urinmadan o'tuvchi P nuqtadagi normal 

kesim egriligtni hisoblang. 

40. Bizga z = 2Xl + ~ y' sirt berilgan bo'lsin. 

a) Sirtning koordinata boshidagi Dyupen indikatrisasi tenglamasini tuzing; 
b) Koordinata boshidagi unnmasi Ox o'qi bilan 4So Ii burchak tashkil 

etuvchi normal kesimining egrilik radiusini toptng. 

41. Sirtning M nuqtasidagi urinma tekisligida bir - biri bilan !! sa teng 

" 
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burchak tashkil etuvchi n ta to'g'ci chiziq o'tkazilgan. Agar I berilgan to'g'n 
r, 

chiziqlarga urinuvchi chiziqlarrung normal esrilildari bo'lsa, 

1 1 1 1 ba' I' k I' .. , bo I 
( T + ... + ) = H munosa t o'nn I e an IglDl IS tang. 

nr r, r. 
42. Aylanma eUipsoidnang uchidagi M nuqtasida muinkin bo'lgan 

chiziqlar o'tkazilgan. Bu chiziqlamang M nuqtasidagi egrillk markazlaridan 
iborat shaklni topmg. 

43 Yoyiluvchan sin barcha nuqtalaridagi to'la egriligi nolga tengligi bilan 
xarakterlanishini isbotlang 

44. Ikkinchi kvadratlk formasi to'la kvadratdan iborat sirtlami toping. 
45. Aylanma sirtlarnmg bosh egrillk radiuslaridan biri normalning sin va 

aylanish o'ql orasidagi kesmaslga tengligini isbotlang. 
46. 3 bob 3 § daga I - II masalalarda becilgan sirtJarning to'la egriliklarini 

bosh egriliklar ko'paytmasi slfatida (kvadratik formalarini hisoblamasdan) 
toplDg. 

47 Parabolani direktnsa atrofida aylanishdan hosil bo'lgan Slrtda 
R, = 2!R, munosabat o'nnli ekanligi isbotlansin. Bu yerda RI,R, - bosh egrilik 

radiuslarl. 
48. Sin to'la egriligming lzotermik koordjlJatalardagi ifodasini toping. 
50. BirinclU kvadratik formasl 

ds; =du'+ehdv' 
kO'nnashda bo'lgan sartning to'la egriligi toping. 

; , 
51 Ushbu x + Y - = 2z paraboloidning to'la egriligini toping. 

p q 
52, Birinchi kvadratik fonnasi ds' = du' + 2cosllJdudv+ dv' ko'rinishda 

bo'lgan sinning to'la egriligl K = ~~w formula yordamida hisoblanishini 
smw 

isbotlang. 
53. Ushbu F(x,y,z) = 0 tenglama bilan berilgan sinning to'la egriligini 

hlsoblang. 

Il.,/l B' h' k dratik I". . ds' duo + dv' k .. hida bo I ~. mnc I va lormasl = --, - '--- o'nrus ' gaD 
(u + y' +c ' )' 

sinning to'la egrilikgi o'zgarmas ekanJigi isbodansin. 
55. Fazoviy chiziqqa o'tkazilgan bosh nonnallar(binormaIlar)niDg 

qlsmlaridan iborat sirtning to'la egriJigini toping. 
56. Ushbu X=UCOSY,Y=USlDY,Z=QY- to'g'ci gelikoidoing to'la va 

egriJiklanni toping. Qaysi chiziqlarda to'la egrilik o'zgarmas bo'ladi? 
57 Ushbu z = I(%,y) sirtning to'la va o'rta egriliklarini toping. 

58. Ushbu Z = f(p),p =IiX' + y,- aylanma sirtning to'la va o'rta 
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egriliklarini toping. 
59. Radiusi a teng aylanma silindming o'rta egriligim topmg. 
60. Egritigi nolga teng bo'lmagan L chiziqni / o'q atrofida aylantirishdan 

hosil bo'lgan S sin berilgan. Agar L chizlq / o'qqa nisbatan botiq bo'lsa. u 
holda .... ; sut elliptik nuqtalardan; agar L chiziq / o'qqa Disbatan qavaraq bo'lsa, 
u holda S sirt giperbolik Duqtalardan tashkil topganligini isbotlang. 

61. Toming elliptik, giperbitik va parabotik nuqtalarini topmg. 

Quyidagi chiziqlami berilgan o'q atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan 
sirtlaming elliptik, giperbolik. parabotik va yassilanish nuqtalarini aniqlang 
(agar ular ma\jud bo'lsa): 

62. y = sin x,(x ~!de) sinusoida. Ox o'qi atrofida; 

63. y = sin x,(x ~!de) smusoida. Oy o'qi atrofida: 

64. y = In x, (x ~ I) chiziq, Ox o'qi atrifida; 

65. y = In x chiziq, ay o'qi atrofida; 

66. xy = I. (x> O,x ~ ~- ~) giperbolaning bitta shoxchasl, Ax + Rv = 0 

to' g'ri chiziq atrofida. 
Quyidagi ikkinchi tartibli sirtlaming elliptik. giperbolik. parabotik va 

yassilanish nuqtalarini aniqlang (agar ular ma\jud bo'lsa): 
67. Ellipsoid. 
68. Bir pallali aylanma giperboloid 
69. Ikki pallati aylanma giperboloid 
70. Elliptik paraboloid. 
71. Giperbolod paraboloid. 
72. Elliptik silindr. 
73. Paraboloid silindr. 
74. Giperbolik silindr. 
75. Uchga ega bo'lmagan konus. 

76. Ushbu z = ~ x 2 + y2 aylanma sirtining elliptik. giperbolik, parabolik va 

yassilanish nuqta1arini(agar ular ma\jud bo'lsa) aniqlang. 

77. Ushbu x + y = =J sirtining barcha nuqtalari parabotik ekanligi 

isbotlang. 
78. To'la egrilik nolga teng bo'lmagan dumaloqlanish mqta1aridan iborat 

yagona bo,'lanishli sirt sfera yoki uning qismi ekanligini isbotlang. 
79. Sirtidagi DUqta dlDllaloqlanish nuqtasi bo'lishi uchun shu nuqtada 

~ = ~ = ~ sbanning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 

SO. Aylanalar sirt dumaloqlanish nuqtasining geometrik yasash usulini 
ko'rsating. 

81. y = !in x,(x ~ Ill) sinusoidani Ox o'qi atrofida aylanishidan bosil bo'lgan 
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sutning dumaloqlanish nuqtalarini aniqlang. 

Quyidagi sirtlarnmg dumaloqlanish nuqtalarini toping: 
82. Aylanma ellipsoid. 
8l. Aylanma paraboloid. 
84. Elliptik paraboloid. 
85. Uch o'qli ellipsoid. 
86. Ikki pallali giperboloid. 

2 2 

87. Ushbu x = ~ + v, y = u + ~, z = uv sirtning dumaloqlanish nuqtalari 
2 2 

u = v. u + v + 1 = 0 chizlqlarda yotishini isbotlang. 

88. DumaJoqlanish nuqtasi H2 = K tenglik bilan ifodalanishini isbotlang. 
89. Yagona yassilanlsh nuqtasJga ega sirtga misol keltiring. 
90. Yassilanish nuqtalari chiziqni tasbkil etuvchi sirtga misol keltiring. 
91. Barcha nuqtalari yassilanish nuqtalaridan iborat sirt tekislik yoki 

tekislikmng qismi ekanligi isbotlansin. 

5 I. Qo'shm. to'r v. uimtotik cbiziqln. Epilik chiziqlari. Geodezik 
cbiziqlar 

SirtJar nazariyasida qo'shma yo'naIishlar va asimptotik yo'na1ishlar 
muhim tushun~halar hisoblanadi. Sirtlardagi geodem chiziqlar xossalariga 
kO·fa tekislikdagi to'g'ri chiziqlarga yaqin turadi. 

Asosiy tushunchalar 

5.1-lll'rlj. Silt ustida cbiziqlarning ikkita oilasi berilib, sirtning bar bir 
nuqtasidan bu oilalarga tegishli bittadan chiziq o'tsa., bu ikki oila silt ustida to'r 
tashkil qiladi deyiladi. 

5.2-111'rl/. Sirtning beriJgan nuqtasida unga urinuvchi ikki to'g'ri chiziq, 
shu nuqtadagI egrilik indikatrisasiga nisbatan qo'sb.ma bo'lsa, bu cbiziqlarning 
yo'nalishlari qO'shma deyiladi. 

5.J~II"if. Sirt ustidagi cbiziqlarning ikkita oilasiga tegishli chiziqlamiog 
kesishgan nuqtalaridagi urinmalarning yo'nalishlari o'zaro qo'shma bo'lsa, bu 
ikki oila qo'shma to'rni tashkil qiladi deyiladi. 

5.4-ttI'rlf. Har bir nuqtasidagi urinmasi sirtning shu oUQtadagi asimptotik 
yo'nalishi bo'yicha yo'na1gan chiziq sirtning asimptotik chizig'i deyiladi. 

Bizga t/J sirtning (j,G) parametrlash usuJi 
; = ;(u,v) 

tenglama yordamida, ~u sirtning urinma tekisligida ikkita (du;dv) va (ciI;cSv) 
yo'na1ishlar berilgan bo'lsin. Berilgan yo'nalishlar uchun ushbu 
Ldut5u + M(ducSv + dvcil) + NdvlN = 0 munosabat o'rinli bo'lsa, uJar qo'shma 
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YO'nalishlar bo'ladi. Asimptotik yo'nalish o'z ~'ziga qo'sbma bo'lgani uchun u 

ushbu Ldu2 + 2Mdudv + Ndvdv = 0 tenglama bilan aniqlanadi. 
5,5411'rl/. Sirt ustidagi chizlqning bar bir nuqtasidagi urinmasl slftnmg 

shu nuqtadagi bosh YO'nalishlaridan biri bilan ustma-ust tushsa. bun day chiziq 
sirtning egrilik chizig'i deyiladi. 

Bizga regulyar (/) sirt va unda yotuvchi ikki marta differensiallanuvchi 
parametrlangan r egri chiziq p = p(t) tenglama bilan berilgan bo'lsin. 

5,6-111"1/. Berilgan r chiziq parametri I ning har bir qiymatida p.(1) 

vektor sirtning r{/) (bu yerda r{/) radius vektori p(1) bo'lgan nuqta) 

nuqtasidagi urinma tekislikka perpendilrular bo'lsa. bunday chiziq geodezik 
chiziq deyiladi. 

Ma .. 1a va misoUar yechisb namanalari 

I
x = u + v 

I-masala. Ushbu y = u - v sirt ustidagi u + v = consl cbiziqlar oilasiga 

z = uv 
qo'shma bo'lgan oila topilsin. 

Yecbisb. Ma' lumki. biror F sirt urinma tekisligida berilgan (Q" Q 1 ) 

yo'nalishga qo'shma YO'nalishni (b,;b1> deb olsak, ular uchun quyidagi 
munosabato'rinli: Lath. +2M(D.b2 +D2b.)+ND2h2 =0 

Berilgan chiziqlar oilasi uriomasining yo'nalishi (-1:1) ekanidan. hamda 
F sirtning ikkinchi kvadratik formasi koeffitsiyentlari 

I. = N = O. M = - ~ 2 ga lengligidan, qo'shma yo'nalishning 
4+ 2u 2 + 2v2 

differensial tenglamasi du - dv = 0 ekani kelib chiqadi. 
Demak, u - v = consl cbiziqlar oilasi biz izlagan oila ekan. 

Masala va misoUar 

1. Sirt ustida u = consl. v = consl koordinata chiziqlari bilan qo'shma to'r 

hosil qiluvchi cbiziqlar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin. 

1. Sirtustida p{u,v}du2 +Q{u.v}dudv+R{u,v)dv2 =0 differensial 

tenglama bilan berilgan chiziqlar oilalarirung qo'sma to'r hosil qilish shartm. 
toping. 

3. Ushbu x = u cos w, y = u sin v, z = QV gelikoid ustidagi 

v2du 2 - u2dv 2 = 0 cbiziqlar qo'sbma to'r hosil qilishini isbotlang. 
4. Sirtdagi ushbu ~u, v) = C cbiziqlar bilan qo' sbma to' r hosil qiluvchi 

chiziqlar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin. 
S. Ko'chirish , = ,.(u) + '2 (v) sirtining koordinat cbiziqlari qo'sma to'r 
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hosil qilishini isbotlang. 
2 2 

6. Ushbu ~ + L = 2z elliptik paraboloidni :t + Y = C tekisliklar bilan 
Cl h 

kesish natijasida bosil bo'lgan chiziqlar oilasi bilan qo'sbma to'r hosil qiluvchi 
chlziqlar oilasini toping (bu yerda (' - ixtiyoriy o'zgarmas son). 

7 Ushbu :tyz = I sirtning M(l.l.l) nuqtasida 0«(-2,1) yo'nalishga 
qo'shrna bo'lgan YO'nalish toplng. 

8. Sirtdagi bir parametrli chiziqlar oilasi A (11. ,,)rIM + B(II. ,,):Iv = 0 differensial 
tenglama bilan berilgan. Bu chiziqlar oilasi bilan qo'shma to'r bosil qiluvchi 
chizlqlar oilasl uchun differensial tenglama tuzmg. 

9. Yoyiluvchi sirtdai to'g'n chiziqli yasovchilar ixtiyoriy bir parametrli 
chizlqlar oilasiga qo'shma ekanligi isbotlansin. 

10. Ushbu :t = u cos v, y = u sin v, Z = v + u gelikoid ustidagt u + v = C 
chizlqlar oilaslga qO'shma bo'lgan chiziqlar oilasi topilsin. 

11. Sirtdagl chiziq asLmptotik bo 'lishi U£:hun quyidagi: 
a) chiZlqning bar bir nuqtasidagi unnma asimptotik yo'nalishga ega; 
b) chiziqnmg har bir nuqtasida normal egriligi nolga teng; 
c) chiziqnmg egriligi noldan farqli nuqtalaridagi yopishma tekisligi 

sirtmng unnma teklsligi bilan ustma-ust tushishi shartlaming biri bajarilishi 
zarur va yetarli ekanligini isbotJang. 

12. Sirtdagi koordinata chiziqlari asimptotik bo'lishi uchun ushbu 
N L.o. 0 shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 

U Psevdosferaning asimptotik chiziqlarini toping va uJarning Chebishev 
loOn hosil qilishini isbotlang. 

14. Bizga Cl> sirtda I-asimptotik chiziq berilgan. ell sinning I chiziq 
bo'ylab o'kazilgan bir parametrli urinma tekisliklarining xarakteristikasi I 
chizlqning urinmalari bilan ustma-ust tushishi isbotlansin. 

15 Aylanma sirt asimptotik chiziqlari U£:hun differensial tenglama tuzing. 
16. Katenoidning :t = chucosv, y = chusm v, z = u asimptotik 

chlZlqlanni toping. 
17 T ommg asimptotik chiziqlarini topmg. 
18. To'g'ri gelikoidning asimptotik chiziqlarini toping. 
19. Bir pallali giperboloidning asimptotik chiziqlarini toping. 

20. Sirt to'g'ri chiziqmng 0: o'qini va :t = u,y = u2 
,Z = 11] chiziqni 

kesib. rOy tekislikka parallel holda harakatlanishi natijasida hosil qilingan. 
Hosll bo'lgan sutning asimptotik chiziqlarini toping. 

21 U hb 2 2 hizi· I I .. . _.~I . 
. S U r=-.y=-.Z=I C q z="2-"2 sutmngasllDptuua. 

1+1 1-1 r y 

chizig'i ekanligini ko'rsating. 
22. Sirt fazoviy chiziqnmg bosh normallaridan tuzilgan. Berilgan fazoviy 

chiziq bosil bo'lgan sinning asimptotik chizig'i ekanligini ko'rsating. 
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13. O'rta egriligi aynan nolga teng bo'lgan sirt rrunimal sin deyiladi. 
Minimal sirtda asimptotik chiziqlar hosil qilgan to'r Mogonal ekanligint 
isbotlang. 

14. Berilgan sinmng biror nuqtasida o'rta egriligi nolga teng bo'lsa, bu 
nuqtada aSlDlptotik chiziqlar o'zaro perpendikular bo'lishini isbotlang. 

15. Tekislikdagi ixtiyoriy cbiziq asimptotik ekanligini va wincha, agar 
Slrtdagi ixtiyony chiziq aslmptotik bo'lsa. bu sJrt tekislik yokl untng qlsml 
ekanligini isbotlang. 

16. Berilgan singa parallel bo'lgan sirtda. berilgan sirtdagi aslmptotik 
cbiziqlarga mos cbiziqlar asimptotik bo'lishi uchun berilgan sin yoyiluvchl 
bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 

17 Sirtdagi I chiziq va uning sferik aksl /' mos nuqtalarda perpendikular 
urirunalarga ega bo'lishi ucbun I chiziqoing asimptotik bo'lishi zarur va yetarli 
ekanligini isbotlang. 

18. Sirtdagi chiziq egrilik chizig'i bo'lishi uchun quyidagl 
a) chiziqning har bir nuqtasidagi minmasi sirtning bosh yo'nalishi bilan 

ustma-ust tushishi; 
b) chiziqniog bar bir ouqtadasi normal egriligi bosh egriliklardan binga 

teng bo'lishi: 
c) sirtoing berilgan chiZlq nuqtalaridagl normallari yoyiluvchl Slrt hosil 

qilishi shartlaming biri bajarilisbi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 
Quyidagi sirtlaming egrilik cbiZJqlari topilsin: 
19. Ixtiyoriy siliodrik sirt. 
30. Ixtlyoriy konik sirt. 
31. Ixtlyoriy aylanma sirt. 

31. Ushbu x=u 2 +v2 .y=u2 -v2 .z=v sirt. 
33. Ixtiyoriy yoyiluvchi sirt. 
34. To'g'ri gelikoid. 
35. Elliptik paraboloid. 
36. Tekislik va sferada ixtiyoriy cbiziq egrilik chizig'i ekanligiDl 

isbotlang. 
37 Sirtning koordinata chiziqlari egrilik chiziqlari bo'lishi uchun 

F c:: M = 0 shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 

38. Ushbu x = 3u - u1 + 3uv 2 ,y = v1 - 3vu 2 - 3v. z = 3~2 - v 2 ) sirtnmg 
koordinata chiziqlari egrilik chiziqlari ekanligini isbotlang. 

39. To'g'ri chiziqli yasovcbilari perpendikular bo'lmagan to'g'ri chiziqli 
sirtda egrilik cbiziqJari mavjud emasligini isbotlang. 

40. Sirtning egrilik'chizig'i Duqtalarida o'tkazilgan normallari oilasining 
o'ramasini toping. 

41. Sirtdagi giperbolik nuqtalardan tashkil topgan sohada egrilik chizig'i 
asimtotik cbiziqlar orasidagi burcbakni teng ikkiga bo'lisbini isbotlang. 

41. 8erilgan s sirtga parallel S sirtdagi S SirtniDg egrilik chiziqlanga 
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mos chizlqlar yana egrilik chiziqlari bo'lishini isbotlang. 
43. Qanday sbartlarda berilgan sirtdagi ortogonal to'rga. unga parallel 

SlrtdagJ ortogonal to,r mos keladi? 
44. Qanday shartda ellipsoid aylanma kesimlari oilasi, uning egrilik 

chiZlqlarl sistemasini tashkil qiladi? 
45. Ixtlyony sirtda bu sirtning egrilik chiziqlari bilan ustma-ust tushuvchi 

yagona qo' shma ortogonal to'r mavjudligini isbotlang. 
46. Berilgan sutni uning egrilik chizig'i bo'yicha kesuvchi sirt uchun bu 

chizlq egrilik chizig'i bo'lishi uchun sirtlar o'zgarmas burcbak. ostida kesishishi 
zarur va yetarli ekanhgi isbotlansin. 

47 SirtdagJ yassi egrilik chizig'ining sferik aksi aylana bo'lishini 
Isbotlang. 

48. Sirtdagi / chiziq va uning sferik aksl /' mos nuqtalarda perpendikular 
urmmalarga ega bo'lishi uchun / chiziqning egrilik chizig'i bo'lishi zarur va 
yetarli ekanligini isbotlang. 

49. Sirtdagi geodezik chiziq quyidagi xossalar bilan to'la ifodalanishini 
isbotlang: 

a) chiZlqning egriligt noldan farqli bar bie nuqtasidagi sirtning normali 
chiZlqning bosh normali bo'ladi; 

b) chizlqnmg egriligi noldan farqli bar bir nuqtasidagi sirtning normali 
ch.lZJqnmg yopishma tekisligida yotadi; . 

c) chiziqning har bIT nuqtasidagi geodezilc egriJigi nolga teng; 
d) chizl4ning har blr nuqtasidagi egriligi normal egriligining absolut 

qlymatlga teng. 
e) chizlqnmg egriligi noldan farqli har bir nuqtasidagi to'grilovchi 

teiusligl sutning unnma tekisligi bilan ustma-ust tushadi. 
50. Sirtdagi har qanday to'g'ri chiziq geodezik chiziq ekanligini isbotlang. 
51. Ikkita sirt / chiziq bo'ylab kesishadi. Agar / chiziq birinchi sirtda 

geodezik bo'lsa. u ikkinchi sirtda ham geodezik bo'lishini isbotlan,. 
52. Ushbu r = r(II, v} sutning geodezik chiziqlari (N, df, d2;)= 0 (bu 

yerda N - sutning normal vektori) differensial tenglama bilan ifodalanishini 
isbotlang. 

53. Tekislikning geodezik chiziqlari faqat va faqat to'g'ri chiziqlar 
ekanligini isbotlang. 

54 Silindrik sirtda geodezik chiziqlar faqat va faqat to'g'ri chiziqli 
yasovchilan va umumlashgan vint chiziqlari ekanligini isbotlang. 

55. Aylanma sirtdagi meridianlar geodezik chiziq bo'1ishini isbotlang. 
56. Aylanma sirtning paralleli geodezik chiziq bo'1ishi uchun meridian 

nuqtalarida o'tkazilgan urinmalar aylanish o'qiga parallel bo'lishi zarur va 
yetarli ekanligmi isbotlang. 

57 Sferadagi geodezik chiziqlami toping. 
58. Geodezik chiziqlar asimptotik bo'1ishi uchun uning to' g'ri chiziq 

bo'lishi zarur va yetarli ekanIigini isbotlang. 
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S9 Geodezik chiziqlar egrilik chizig'i bo'lishi uchun urung yassl bo"lishl 
zarur VB yetarli ekanligini isbotlang. 

60. Yoyiluvchi sirtdagi geodezik chiziqlar to'g'rilov~hi tekisliklarinlDg 
o"ramasi berilgan sirtning o'zi ekanligini isbotlang. 

61. Yoyiluvchi sirtdagi geodezik chiziqlaming Darbu veletori shu 
nuqtadagi to'g'ri chiziqli yasovchilari bo'ylab yo'nalganligini isbotlang. 

61. Fazoviy chiziq to'g'rilovchi tekisliklari o'rarnasidan iborat slrtmng 
geodezik chizig'i berilgan fazoviy chiziq ekanligi isbotlanslD. 

63. Sirtdagi chiziqlaming geodezik egriligi le, = (m. r, r) 
formula bilan hisoblanishini isbotlang (bu yerda IN - sirtning birlik normal 
veletori). 

64. Sirtdagi chiziqning geodezik egriligi chiziqning shu nuqtada sirtga 
o'tkazilgan urinma tekislikka proyeksiyasining egriligiga tengligini isbotlang. 

Quyidagi chiziqlaming geodezik egriJigini toping: 
65. Radiusi R ga leng sferada yotuvchi r radiusli aylana. 
66. Ushbu .t = u cos v, y = u sin v, z = av gelikoid ustidagi u = (;om' VIDI 

chlzig'i. 
67 Ushbu .t = ucosv. Y = usin v. z = (v) sirtdagi u = con", va 

v = consl chiziqlar. 
61. Asimptotik chiziqning geodezik egriligi uning egriligiga teng 

ekanligini isbotlang. 
69. Sirtdagi chiziqlamlng g~ezik buralishi a, =(1, 1ft,1f)) 

formula bilan hisoblanishini isbotlang (bu yerda 1ft - sirtning birlik normal 
veletori). 

70. Sirtdagi chiziq egrilik chizig'i bo'lishi UChlUl har bir nuqtada unmg 
geodezik buralishi nolga teng bo'lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 

71. Asimptotik chiziqning geodezik b\D1llishi uning buralishiga teng 
ekanligini isbotlang. 

Quyidagi sirtlaming geodezik chiziqlarini toping: 
71. To'g'ri gelikoid; 
73. Psevdosfera. 

6 " Skalyar va vektor maydoDlar 

Matematika. fizika VB boshqa amaliy fanlarda uchraydigan kattaliklar ikki 
xii bo'ladi. Ba'zi kattaliklar ma'lurn o'lchov birligida olingan son qlymah bilan 
o'lchanadi. MasaJan. vaqt. harorat. kesmaning uzunJigi, yuza, hajm. massa kabi 
kattalildar. Bunday kattalikJar skalyar kattalikJar deyiladi. Son qiymati va 
fazodagi yo'nalishi bilan ifoda1anadigan fizik kattalildar veletor kattaliklar 
deyiladi. MasaJan, kuch. tczlik. tezlanish VB boshqa shunga o'xshash kattaliklar. 
Bu paragrafda skalyar VB vektor maydonlarga doir misol VB masalalar keltiriladi. 
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AIoIiy tua ..... c ... lar 

6.1-lll't'if. SkaJyar maydon usbbu ko'rinishdagl u - u(p). u(x,y,z)- u(r) 
skalyar funkslya yordamida aniqlanadi, bu yerda p(x,y,z) - fazodagi nuqta, 

,: = .f" + yj + zk vektor esa, bu DUqtaning radius - vektori. 

6.2-111't'if. Ushbu Le = ~(x,y,z)= (' :(x,y,z)e RJ ,C = "onsl} lo'plam 
skalyar maydonning sath sirti deyiladi. 

6.J-tIl',u: Skalyar maydooni aniqlovcbi u(r)=u(x,y,z) funksiya 

difTerensiallanuvchi OO'lsa, ushbu K,adJI = Vu = : i + ~ J + : f vektor 

maydon berilgan skalyar maydonniDg gradiycnli deyiladi. 
Ko'rinib turibdiki, u(r)= u(x,y,z) skalyar maydon gradiycnti u = C 

skalyar maydon sath sirtming nonnali OO'yicba yo'nalgan OO·ladi. 
Vektor maydon ushbu a -" a(P) -= 12(') ~ a.{.r,y,,~ +a.(.r,y,,)j +a,(.r,,.,,)£ 

vektor - funkslya bilan aniqlanadi. 

6.4-111'rif. Ushbu skalyar divQ = ~ + ~ + ~ funksiyaga berilgan 

£1= a(P) = a(r) = Qr(x,y,z~- + Qy(x.y,z)] + Q,(x.y,z}t vektor maydonning 

divergeDslyasi deb aytiladi. 

Jl. ~ ' .. , U hb - (w. i'Jay )", (w~ w')7. (Cb y Cb~! u.~-tll.v. s u rola= ---L __ , + --- + ---. ay (1z (1z dr dr ay 

vektor maydon berilgan d = d(P) = 12(1')= a.(.r,,.,:~ +a.(.r.J.,)j +a,( .... y.:)£ vcktor 

maydonning rotalsiyasi deyiladi. 
8erilgan u(r)= u(x.y.z) skalyar maydonning berilgan Ila.r,uy,Q, ) 

yo'nalish bo'yicha hosilasl ushbu ~ =: cosa +; cosP + :cosr formula 

yordamida bisoblanadi (bu yerda 
Q a Q -

cosa= ~,cosp= y,cosr= z,D=.:Q2+ Q2+ Q2). 
D, ID lJI \ X Y z 

Misel va .aulalar yecula BaIDDDalari 

l 1 

1-..... 1 •. Usbbu u = Xl +; maydonnmg .rOy tckisligida sath 
Q b 

chiziqlarini loping. 
YechiJb. Satb sirtining ta'rifiga ko· .... 

Le = {=: + ~: = (' (~,y)e Rl,C = const} IO'plam bcri1gaD maydonning satb 
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r 

24-rasm 

Le' 
('>0 

chiziqlarini ifodalaydi. Ravshanki, agar C < 0 bo'lsa. haqiqiy tekislikda 

to'plam bo'sh to'p1amdan, C = 0 bo'lgan holda, 0(0;0) nuqtadan. 
bo'lgan bolda esa. markazi koordinata boshida bo'lgan simmetriya o'qlari 
koordinata o'qlaridan iborat ellipslar oilasidan tashkil topadi (24-rasm). 
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l l 

1-muala. Ushbu u = Xl - Y
I 

maydonning sath sirtlacini toping. 
a h 

Yecbisb. Ben1san maydonning sath sirtlari 

L,. = {~; - p = (' (.I,y,z)e R),C = conSI} to'plamdan iborat. Agar C = 0 

bo'lsa, L,. to'plam 0= o'qi bo'yicha keshishuvchi ikkita .I - Y = 0 VB 
a b 

.I + Y = 0 tekisliklardan, aks holda simmetriya tekisliklari .IOZ VB yOz 
a b 

koordinata tekisliklaridan, asimptotik tekisliklari ~ _l = 0 va ~ + l = 0 
a h a b 

tekisliklardan iborat o'zaro qo'shma gipcrbolik silindrlar oilasidan tashkil topadi 
(25-rasm). 

Misol va lDualalar 

Quyidagi maydonlaming sath chiziqlarini toping (faqat .xOy tekisligida 
qarang): 

1. II=XI 
... y2 

1. 11 = Xl _ y2 

3.11 =L 
Xl 

2x 
4.11=-2--2 

X +y 

5. 11 = 2x - y + I 
Xl 

Quyidagi skalyar maydonlarning sath sirt1arini toping: 
6.u=x+y+z. 

7. u =. Jxl + y2 "'Zl 

8. 11 = x 2 + y2 _ Z2 

9. u = Jx2 + yl +(z +8Y +JXl + yl +(z-8Y 
10. Ushbu u = x 2 

- 2X2 Y +.1)'1 + I skalyar maydonning M(1,2) nuqtadagi. 

[(3;4) vektor yo'naJishidagi hosilasini toping. 

11. Ushbu u =.1)'2 +z' - X)'Z' skalyar maydonoing M(I,l,2) nuqtadagi, 
koordinata 0' qlari bilan mos ravishda a = 60° • P = 45· • r = 60° bun:haklar tasbkil 
etuvchi yo'na1ish bo'yicha hosilasini toping. 

Quyidagi skalyar maydonlarning statsionar nuqta1arini toping: 
11. u = x' + y' - 1.1)' 

ll. U=2y l+ Zl_.I)'_p+2x 
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Quyidagi skalyar maydonlaming gradiyentini toping: 
14. a) 1I=1"'+2yl+3z'-rr+),%-.I}';b) tI=Jl"l+yl+Zl ,c) 

1 
11 =---=---

1"' + y' + z' 

15. 11 = 1"' + y' + z' - 3axyz 

16. 11 = .I)W"r+. 

17 .I"._+~y_+~z_-....:.I)'f:..:::.. 11 = aTClg-
I-.I}'-yz-rr 

18. Ushbu 11 = 1"' + y' - 3.1}' skalyar maydonning M(2;1) nuqtadagi 
gradiycntini toping. 

19. Ushbu 11 = ~ + y' + Zl skalyar maydonning M(2;-2;1) nuqtadagi 
gradiycntining kattaligi va YO'nalishini toping. 

10. Ushbu 11 = ~ + 2y' + 3z' +.1}' + 31" - 2y - 6z skalyar maydonoing 
A(2,O,I~ 0(0,0,0) nuqtadagi gradiycntining kattaligi va YO'nalishini toping. Qaysi 
nuqtada gradiycnt nolga teng? 

Quyidagi berilgan maydonlaming kO'rsatilgan nuqtalardagJ gradiyentlan 
orasidagi burchakni toping: 

11. lI=ln l , A(1.,1.), 8(1,1). 
I" 2 4 

11.11= 1 1", l' A(I,2,2),8(-3,I,O). 
r +y +z 

13. Ushbu tI =1"' + y' -z', v="aram_r _ skalyar maydonlaming M~,I.J7) 
I"+y 

nuqtadagi gradiyentlari orasidagi bID"Cbakni toping. 
14. Ushbu 11 = 5r'yz -7.1}"z'" 51)'f' skalyar maydonning a = 8, - 4} +8i 

vektor yo'nalishidagi M(I,I,I) nuqtadagJ o'sish yoki kamayishini aniqlang. 
Berilgan maydon tczligining o'zgarish tezligini toping. 

15. Usbbu tI = In(Y +1.\ funksiya gradiyenti - 25 r + j ga tcng bo'ladigan 
1") 16 

nuqta topilsin. 
1"' yl Zl 

16. Ushbu 11=1"+1"+1 skalyarmaydonoing M(I",y,z) nuqtadagi shu 
Q b c 

nuqta radius vektori yo'nalishidagi hosilasini toping. Bu hosila gradiyent 
uzunligiga teng bo'ladigan nuqtani aniqlang. 

17. Ushbu 11 = 1I(I",y,z) skalyar maydonning v = v(I",y,z) maydon gradiyenli 
yo'nalishidagi hosil~ toping. Qanday holda u nolga teng bo'ladi? 

Quyidagi formulalatning to' griligini isbotlang: 
lB. gradC = 0, C - con.rt 

19. grtJtI(1I +v)= gradll + gradv. 

30. grad (ItV) = V grad 11 +11 grad V . 
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ll. grad (ell ) = c grad". c - COIISI 

l2. graJ(!) = vgrad"-,,gradv 
v v' 

ll. graJ /(,,) = /'(u)grad". 

34. grad,,' = nIl' 'gradrl 

Quyidagi i = lil ga bog'liq skalyar maydonlarnillg gJ3diyeruini toping: 

l5. gradi 

l6. grad /(i). 

l7 grad;'," - natural son. 

l8. gradU). 

19. gradlni 

40. grad(c .i~ c -COIlS' 

~
-'i .' 

41. grad .. ,Q.b - mm' 
·r 

42. grad(ixrY, c -COIlS' 

Quyidagi fonnulalaming to'griligini isbotlang: 

4l. grad f(rI,v.w)= Cf grad/l+ Of gradt/+ Of grodw 
Ou Ov aw 

44. (i V)i' = ni' 

45. (v. V)i = " 
46. Ushbu /(u.vw) uchta egri cbiziqli ortogo08I koordi08talarga bog'liq 

skalyar maydon gradiyentini hisoblash fonnulasini toping. 
47 Skalyar maydon gradiyentini hisoblash formulasining silindrik 

koordmatalardagt ifodasini topmg. 
48. Skalyar maydon gradiyeotini hisoblash fonnulasining silindrik 

koordinatalardagi ifodasini toping. 
Quyidagi skalyar maydoolammg gradiycntini silindrik koordinatalarda 

hisoblang: 
49. u = z + rfP 

50." = znp. 

51 u=zslnqJ+r 

52. /I =: Z COlqJ + r' 

53. /I = Z SUI 2 qJ + r2 

54. Skalyar may don gradiyentini hisoblash formulasining sferik 
koordinataJardagi ifodasini toping. 

Quyidagi skalyar maydoolarning gradiycotini sfcrik koordioataJarda 
hisoblang: 

55. U = PfP. 

56. U =1'8 
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57. 11 = p8qI 

58.II=Bsintp+p. 

59. ,,= Beostl' + p. 

Quyidagi vektor maydonlaming integral chiziqlarini toping: 
60. iJ = -cy; + ex], c - consl 

61. iJ=x;+y]+2zE 
61. iJ = x 2 

; + yZ ] + z2f 
63. iJ=y;+x] 
64. iJ = x; + y] + zE 
Quyidagi vektor maydonlaming diverpnsiyasini toping 
6S.1=xyz;+(2x+3y+z)]+(x Z +z l )f 
66. 1=(6xlyl-z' + )1%-5); +(4x'y+xz+2)]+(xy-3xz l -3)f 
Quyidagi fonftulalamiog to' griligini isbotlang: 
67. divc = 0, c - consl 

68. div(iJ + E) = diviJ + divE 
69. div(CiJ) = cdiviJ, c-consl 

70. div(u iJ)= udiviJ + iJ gradu. 
71. div{uc) = c gradu, c -consl 
Quyidagi vektor maydonlaming divergensiyasini toping: 
71. div1 

73. div(f(r)1). 

74. diV( 1 ). 
I rl 

75. div{r"1). 

76. div (graJf{r». 
77. div {grad u). 
78. div (u grad u). 
79. diV{U gradv). 
Quyidagi vektor maydonlaming diverpnsiyasini toping, bu yerda 

i, C, - o'zgannas vektorlar: 
BO. div(C,1). 

81. div(1z ,C). 

81. div(f(1~C). 
83. div(1xC). 

84. div(1,CJt· 
85. div(1,C)1 
86. div(l,1~,l-o'zprmas birlik vektor . 
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87 dlv(lx(rxl». 

88 
../. x+ y+z 

. ""v r 
xyz 

Quyidagi sbartlami qanoatlantiruvcbi f(r) funksiyani toping: 
89. div{gradf(r» = 0 . 

90. 2rdiv{gradj'(r» = di{;). 

91. divD ning silindrik koordinatalardagi ifodasini toping. 

92. divD ning sferik koordinatalanlagi ifodasini toping. 

QuYldagi vektor maydonlaming rotatsiyasini toping: 
93. a=y2z;+z l x]+x2yf . 

94. D = xyz; +(2x+3y- z)] +(x2 + z2)f 
QuYldagi formulalarmng to'griligini isbotlang: 

95. rot(D + D) = rolD + rot 6 
96. rot(u D) = u rolD + grad u x D . 
97 rot(D x D) = D rotD-D rOID 

Quyidagi vektor maydonlaming rotatsiyasini loping, bu yerda C, c, -o'zgarmas 

vektorlar' 
98. rote 
99. rot l' 
lOO. rot(rxc). 
101. rot«r,c)I") 
102. rO/«r,C, )c) 
103. rot«r xl') x c,) 
104. rot(f(r)r). 
IOS. rot(f(r~). 

QUYldagi formulalaming to'griligini isbotlang: 
106. rot(gradu) = O. 
107. div(rotD)=O. 
108. div{grad u) = ~ 

109. rotrotD = graddivD-Nl, NI = &1/ +&1.} +&1,E. 
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JAVOBLAR VA KO'RSATMALAR 
I BOB 
It 

1. a) Berilgan (X,d) fazo metrik fazo bo'lgani uc::bun ixtiyoriy x,y,z eX 

nuqtalar uc::hun uc::bburc:hak tengsizligi o'rinli: d{x,z)s d{x,y)+ d{z,y), bu 
yerdan 

d(x,y)~d{x,z)- d(y,zt - d{x,y)Sd(y,z)-d{x,zl jd(x,z)-d(z,yj s d(x,y) 

tengsizlildar kelib cbiqadi. 
b) Ixtiyoriy z e Z nuqta ucbun d(z,Z) sd(z,z) tengsizlik o'rinli. 

Uchbtachak. tengsizligidan foydalanib, d{x,z)s d{x,y)+ d(y,z), 'Vz E Z ni hosil 

qilamiz. z E Z nuqtaning ixtiyoriyligidan d(x,z) S d(x.y) + inf d(y, z) 
,,1 

tengsizlik kelib chiqadi. Bundan esa 
d(x,Z) S d(x,z) s d(x,y) + d(y.Z), "Vz e Z 

c) c) tengsizlikni isbotlasb ucbun Z ~ '" deb faraz qilamlZ. Har bir a E Z 
nuqta uchun ushbu 

d(x,Z) S d(x,a) S d(x,y) + d(y,a) 
tengsizlik o'rinli. Bundan esa olingan a E Z nuqtaning ixtiyoriyJigidan 

d(x,Z) S d(x,y) + d(y,Z) 
tengsizlik kelib cbiqadi. Natijada. 

d(x,Z) - d(y,Z) s d(x,y) 

tengsizlildca ega bo'lamiz. Endi .t .nuqtani o'miga y nuqtani olib usbbu 
d(y,Z) - d(x,Z) s d(x,y) 

tengsizlikka ega bo'1amiz. Oxirgi ikki tengsizliklardan quyidagi 
\d{x,Z) - d(Z,y~ s d(x,y) 

munosabat kelib cbiqadi. Bu yerda. x,ye (X,d), Z c (X,d). 

1. 1)- 2) sbartlar d funksiya aniqlanisbiga ko'ra bajariladi. 3) 
d(x,y)Sd{x,z)+ d{z,y) ni isbotlayrniz. Faraz qilaylik x ~ y, u holda 

d(x,y)= I. Agar x = z bo'lsa., d{x,z)= 0, d(y,z)= I tenglik o'rinJj bo')adj. 

z = y bo'lganda ham xuddi shunga o'xsbash teksbiriladi. x = y = z bo'lganda. 

teng1ik bajariladi. Qolgan bollarda ea tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, (X,d) 
metrik faw ekan. 

3. J) VB 2) sbartlar bajarilisbi ravsban. 3) d,{x,z)s d,{x,y)+ d,(y,z) 
ekanini isbotlaymiz. Buning uc::bun birdan kichik kasrning surati VB maxrajiga 
bir xii nomanfiy soDDi qo'sbish natijasida kasming qiymati kicbrayrnasJigidan 
foydalanamiz. ya'ni 

_d..:....(x...:...:,y,-,-)_s d(x,z)+d(x,y)+d(y.z)-d(x,z) = d(x,y)+d(y,z) s 
1 + d(x,y) 1 + d(x,z) + d(x,y) + d(y,z)- d(x,z) 1 + d(x,y) + d(y,z) 

s-!!.~,yt + _d_(Y_.zl. .. 
1 + d(x,y) 1 + d(y,z) 
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Demak, d.(.~,z)s d, (x,y)+ d, (y,z) tengsizlik o'rinli. Endi 
d1(:c,y) = min{d(x,y),l} metrika ekanligini kO'rsataylik. Buning uchun 3) 

shartni lekshirish bilan chegaralanamiz. Uchburcbak lengsizligini isbotlash 
uchun X to'plamdan ixtiyoriy uchta x,y VB z nuqta olamiz. So'ngra 
a=d~(x,y), b=d1(y,z) VB c=d1(x,z) kabibelgilasJtlarkiritamiz. Ushbu 
sonlami 2;1 + a; 1 + b VB a + b bar biri I yoki c sonidan katta yoki teng. Bundan 
esa 

min{2;1 +a;1 + b;a+b) ~ min{l,c} 
munosabat kelib chiqadi. Bu munosabatdan esa quyidagi 

d 2(:c,y) + d1(y, z) = mio{l,a} + mio{l,b} = mio{2;1 + a; 1 + b;a + b} ~ 
~ min{l,c) =d,(x,z) 

lengsizlikni hosil qilamiz. Bu esa uchburchak tengsizligining isbotini beradi. 
MasaIaning ikkinchi qismini isbotlash uchun (X, d,) metrik fazodagi ochiq 
to'plamning (X ,d,) metrik fazoda ham ochiq to'plam bo'lishini ko'rsatish 
hamda (X ,d,) metrik fazodagi fundamental kebna-ketlikning (X ,d,) da ham 
fundamental ketma-ketlik bo'lishini ko'rsatish kerak. 

4. J) VB 2) shartlar bajarilishini osongina ko'rsatish mumkin. 3) shartni 
baJarilishini isbotlash uchun quyidagi i(D,5) s ID ·15: skalyar ko'paytmaning 

, I 

xossasidan foydaJanamiz. Ushbu 

.,i:(y, -xy s,it.(y, -z,)' +,!t.(z, -xy 
• , ... 1 I ,-1 i.-I 

tengslZlikni isbollashimiz kerak. Buning uchun quyidagicha 
:c, - z, = a., z, - y, = b, ~ x, - y, = a, + b, belgilashlar kiritamiz. U holda, 
yuqoridagi tengsizlik quyidagi tengsizlikka kcltiriladi: 

-- ~--

:i:<a, +hj s ,;t.a, 1 + ,,'t.b,' skalyar ko'paytmaning (D,5)sID! ·,51 
I • I J ,..,.1 '~ 1' .. 1 • 

xossasidan (D,5)2S IDI' 51' tengsizlik, bundan esa (t,a, ·b, Y s ~a,' t.h,' 

t,a, ·h, S "jt,a,l 'J't,h.' tengsizliJdarga ega bo'Iamiz. Natijada, 

t.(a, +hY = t.a,' + 2· t.a, ·h, + t.b,' S t.a,' + 
,-I ._1 , .. I ,.:..1 ,,,,,I 

• • • • • , III 

( 

c-- ,- .----)' 

+2. i~a,l :~h,l +~?' = ~~a,' +,j~h,' 
III 1. • 

i ~ (a, + h,) s 'jt;.a,' + 'v'~h,' => d(x,y) s d(x,z) + d(z,y) 

5.3) shartni, ya'ni d,(x,y)S d, (x.z)+ d,(z,y) tengsizlilmi tckshiramiz, 
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Ravshanki, biror io EN nomer uchun d2(x,y)= ~Pf~y, - xil}= 'Y., - x.'! tenglik 

o'rinli bo'ladi. Bundan esa 

d (x y)=max~y -xi}=,y -x =iy -z +z -x 1':S;,y -z +,z -x ,.; 
2' r"'1." ~ j I! 1(, I{I "1) to 11) '0 ~ I" '0 10 11) 

max ~y, - zil}+ mmc k -X.:} = d2(x,z)+ d2(Z;'~ 
,,,-1.,, I:::'\,,, 

munasabat kelib chiqadi. 
Demak, uchburchak tengsizligi d,(x,y):S;d2(x,z)+ d,(z,y)o'rinli ekan. 

6. 3). ;x - yl :S;x - zl +:y - Z' tengsizlikdan 
'.. C---·-····-
!x- y ~ ,x-z +y- z + 2· \r!x- Z! ·Iy- ~ 

hosil qilamiz, natijada, 
r---: r:--- ~---;:;-;-

-,jlx- Y! :S;~ix-zl +~iY-Zi ~ d(x,y):S;d(x,z)+d(z,y) 
tengsizIik kelib chiqadi. 

I 

7. dl(X'Y)=(~(x, - y})2, d,(x,y)= max~x. - y,i} metrikaIar Rn da bir 

xiI topoIogiya aniqIashini ko'rsatishimiz kerak. Buning uchun (J1',d]) dan 
oIingan ochiq to'pIamni (J1',dz) da ham ochiq ekanligi ko'rsatamiz va aksincha 
(J1',dv dan oIingan ochiq to'plamni (J1',dJ da ham ochiq ekanligi ko'rsatamiz. 
Bizga (J1',dJ da ochiq bo'lgan A to'plam berilgan bo'lsin. Ochiq to'plamning 
ta'tifiga ko'ra uning ixtiyoriy x E A nuqtasi ichki nuqta bo'ladi. Demak, 
shunday r > 0 son ma\jud bo'lib, Br(x) c A munosabat o'rinli bo'ladi, ya'ni 

d,(x,y)=( t,(x, - y.)')~ <r 

tengsizIik o'rinIi bo'Iadi. Bu shaming ichiga d2 metrikada radiusi !.. ga teng 
n 

Br (x) shar joylashtiramiz. Ravshanki, bu shar A to'plamning ichida 

" 
joylashgan bo'ladi. Demak, (J1'.dl) dan olingan ochiq A to'plam (J1',dz) da 
ham ochiq ekan. 

Masalaning ikkinchi qismini isbotlash uchun (J1',dv dan oIingan ochiq 
to'pIamni (J1',dJ da ham ochiq ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Bizga (J1',dz) 
da ochiq bo'lgan A to'plam berilgan bo'lsin. Ochiq to'plamning ta'rifiga ko'ra 
uning ixtiyoriy XE A nuqtasi ichki nuqta bo'ladi. Demak, shunday r > 0 son 
mavjud bo'lib, Br (X) C A munosabat o'rinli bo'ladi, ya'ni 

d2 (x,y)= max~x, - y,i}< r tengsizlik o'rinIi bo'Iadi. Bu shaming ichiga d] 
metrikada radiusi r ga teng B T (x) shar chizamiz. Ravshanki, bu shar A 
to'plamning ichidajoyIashgan bo'ladi. Demak, (J1',dv dan olingan ochiq A 

to'plam (J1',dJ da ham ochiq ekan. 
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Bu bilan f(' da d1 va d1 metrikalar bir xii topologiya tashkil qilishi 
isbotlandi. 

8. Masalaniog birinchi qismini yechish uchun (R' ,dIJ dan olingan ochiq 
to'plamni (R' ,d~ da ham ochiq ekanligi ko'natamiz va aksincha (RI, d~ dan 
olingan ochiq to'plamni (RI ,d,) da ham ochiq ekanligi ko'rsatamiz. Bizga 
(RI,d,) da ochiq bo'lgan .A to'plam beri1gan bo'lsin. Ochiq to'plamning 
ta'rifiga ko'ra uning ixtiyoriy .re.A nuqtasi ichki nuqta bo'ladi. Demak, 
shunday r > 0 son mavjud bo'lib, (x - r; x + r) c A munosabat o'rinli bo'ladi, 
ya'ni 

dl(x,y)= y - X' < r 

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu shaming ichiga d1 metrikada radiusi 
r, = min {d1(x - r,x), d1(x + r,x)} ga teng H~ (x) sbar chizamiz. Ravshanki, bu 

shar .A to'plamning ichidajoylashgan bo'ladi. Demak, (RI ,d,) dan olingan 
ochiq .A to'plarn (RI ,d~ da ham ochiq ekan. 

Endi (RI ,d~ dan olingan ochiq to'plamni (RI ,d,) da ham ochiq 
ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Bizga (RI ,d~ da ochiq bo'lgan .A to'pIam 
berilgan bo'lsin. Ochiq to'plamning ta'rifiga ko'Ta, uning ixtiyoriy .r e.A nuqtaSi 
ichlu nuqta bo'ladi. Demak, shunday , > 0 son mavjud bo'lib, B,(.r) c .A 

munosabat o'rinli bo'ladi, ya'ni 
d 1 (x,y) = arclgy ~ arclgxl < r 

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu shaming ichiga d1 metrikada radiusi 
r, = min{d,(x- r,x), dl(x+ r,x)} ga teng B,,(x) sbarchizamiz. Ravshanki, bu 

shar .A to'plamning ichidajoylashgan bo'ladi. Demak, (RI ,d~ dan olingan 
ocluq A to'plam (RI ,d,) da ham ochiq ekan. Bu bilan RI da d1 va d1 metrikalar 
bir xii topologiya tashkil qilishi isbotlandi. 

Endi, Koshi ketma-ketligining turlicha ekanligini ko'rsatamiz. d,. metrika 
yordamida cheksiz katta ketma-ketlik olarniz: X" X 2' ... ' X •. 
'riM > 0, 3no e N,n. < n lar uchun d, (x.,xO> > M, lekin ikkinchi tomondan 

Vc> 0 olganimizda ham 3no(c) e N,n. < n uchun dl(X.,~) < I: shuning 

uchun d, metrika bo'yicha uzoqlashuvchi bo'lgan ketma-ketlik d
1 

metrika 
bo'yicha yaqinlashadi. 

9. S-masaladan foydalaning. 
10. 3) f(l) - g(l) ~ f(t) - h(1) + ,h(I) - get) tcngsizlik va aniq 

integralning xossasidan , , , 
flf(l) - g(l)dt ~ flf(t) - h(l~dI + fih(l) - g(I~, 
o 0 0 

d.(f,g)~dJf,h)+ d.(h,g) 

kelib chiqadi. 
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1 1 1 1 
0, agar x E (-GO, - )U( + ,ao) 

2" 2" 
11. f. funksiya tuzamiz I. = " • J 1 1 

fIX - + I, agar x E ( - ,) (26-
2 2 ,,2 

" J J J 
-fIX + - + 1 a"ar x E (- - + -) 

2 't'o 2'2" 
rum). 

g(x) • ° deb olamiz. 
I I I 

d. (/., g) '"' Ill. (I) - g(l)dt - I!f. (I)dt "" I I. (I)dt "" {bu integral 
o 0 0 

uchburcbakninl yuzuiga tenl} = J , 

" 
A(' z::: 2, h = J;S.., AC·h = 1 ;Jimd.(/.,g) = 0. Ikkinchi tomondan 

" 2" 
d,V.,g)- maxi I. (x) - g(x) == I, limd,V.,g)-1 bunday uzluksiz funksiya 

uCO.1) ..... 

mavjud emu, ya'ni f limit funksiya i nuqtada uzilishp ela. Demak, f. 

ketma-ketlik d. metrikada limitp ep. d, metrikada esa Iimitga ela emu. 
t 

y 

B(/12,/) 

A 
c 

-/1"] o I 112 -/1" //2 112+ 11" 

26-rasm 

11. Z ... rlyu,t: fIraz qiJaylik. Y yopiq to'pJam. Yopiq to'P1amnin1 ta'rifila 
ko'ra Y.Y::::)'Ixe(X\y)::::) xeX,xtl!Y::::) d(x,Y)-a,*O. Mukazix 

. ..., 

x 



nuqtada bo'lgan radiusi i ga teng ochiq sbar B.{x)c (x \ Y) x ni o'z ichiga 
1 

olgan atrof bo'ladi. X nuqta ixtiyoriy bo'lgani uchun (X \ Y) to'p1amning ochiq 
to'plam ekanligi kelib chiqadi. 

YftiUlJIigI: (X \ Y) ochiq bo'lsin. \Ix e (X \ Y).olamiz. (X \ Y) ochiq 

bo'lgani uchun shunday B,(x) ochiq shar mavjudki, 
B,(x)c (X \ y)~ xe X,x~ Y ~ d(x,y) ~ 0 ekanligi kelib chiqadi. Demak, Y 
niDg birorta ham urinish nuqtasi (X Y) ga tegishli emas. Bundan Y Ding barcba 

unnish nuqtalari o'ziga tegishli ekanligi kclib chiqadi. Demak, Y = Y ~ Y 
yOplq to·plam. 

13. M = {x, ,Xl" .. ,x.}, M eX Har qanday metrik fazoda nuqta yopiq 

to·plamdir. Ux, = M c X Chckli sondagi yopiq to'plamlaming birlashmasi .. , 
yopiq to'plam ekanligidan M ning yopiq ekanligi kelib chiqadi. 

14. Ochiq shaming ochiqligini isbotlaymiz. Ixtiyor X e B, (xo) nuqta olib, 

unlDg ichki nuqta ekanligini ko'rsatamiz. 

~ .............. 

: r -, , 
~ , , 

, 

27-rasm 

Haqiqatan, '. =min{d(x,xo),,-d(x,xo)} >0 sonuchun B,,(x)cB,(xo) 

bo'ladi (27-rasm), ya'ni 'Vye B" (z) nuqta uchun 

d(xo ,y) Sa d(xo'x) + d(x, y) Sa d(xo.x) +'. s. d(xo'x) +' - d(xo.x) z '. d(xo.Y) < , 
dcmak, B" (x) C B,(~). Bundan B,(%o) Dins ochiq to'plamligi kclib chiqadi. 
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Yopiq shaming yopiq to'plam ekanligini isbotlasb uchun X \ B:(xJ 
to'plamning (to'ldiruvchisining) ochiq to'plam ekanligini isbotlash kerak. 
Sferani esa S = X \ ((X \ B')U B) ko'rinishda ifodalasb kifeya. 

IS. (X.d) diskret metrik fazo bo'lslll. ya'ru vd(x.y)= . 
. . .. {G. agar x = v 

I. agar x ~ v 
Markazi .10 nuqtada bo'lgan ochiq sbar B,(xJ= {YI d(xo,y) < I} olaylik. 

Ravsbanki. B, (.10 ) = {xo }, B, (.10 ) = {xo }. Bu fazodagi marlcazi 1"0 nuqtada 

radiusi I ga teng yopiq sbar B,' (.10
) = {y I d(xo,y) ~ I} butun fazo X bilan 

ustma-ust tusbadi. Demak. H (.10 ) ~ H,' (.10 ) . 
I 

16. a) X,.XI .... X. ocbiq to'plamlar berilgan bo'lsin. Faraz qilaylik . . 
ulaming kesishmasi nX, ~" bo'sh bo'lmasin. u holda kesishmaga tegishli 

,-1 

ixtlYOriy x olamiz. Bu element har bir X, ga tegishli bo'ladi. Har bir X, ochiq 
bo'lgani ucbun B~ (x).B" (x) •...• B,. (x) sharlar mavjud bo'lib. B" (x) eX, u 

holda r = miD r, olamiz, u bolda B, (x).c nX, x nuqtaning ixtiyoriyligidan ,-a_ I 
. ,.:01 

kesisbmaning ochiq to'plamligi kelib cbiqadi. 

b) X, ,XI' ... X., .. ochiq to'plarnlar berilgan bo'lsin. u holda UX, =0 M M ., 
ning ochiqligini ko'rsataylik. 'fix eM olamiz. Sbunday no mavjudki. x EX .. va 

X", ochiq bo'lganligi uchun shunday r>O mavjudki. B,(x) eX", => B,(x) cM 

x nuqtaning ixtiyoriyligidan M niDg ocbiqligi kelib cbiqadi. 

17. ZlU1Irligi: faraz qilaylik. A yopiq to'plam. A n B,' (x) = {M ~ 0 

Bo'sh to'plam yopiq to'plam. M= An B: (x). A va B;(x) yOplq to'plamlar 
bo'lgani uchun kcsisbma yopiq to'plam. 

Yl'IlII'lIJlfI: faraz qilaylik 1" nuqta A to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. u 
holda B; (x) n A ~ " va yopiq. Bu nuqtaning A to'plamga tegishliligini 
isbotlaymiz. Ixtiyoriy 6 > 0 uchun (B, (x) \ x) n A ~" U holda 1" nuqta 
B;(x)nA to'plamning ham limit nuqtasi bo'ladi. B;(x)nA to'plamning yopiq 
ekanligidan u o'zining hareha limit nuqtalarini o'z ichiga oladi. Xususan 1" 

nuqta ham B;(x)nA to'plamga tegisbli bo'ladi. Biz A to'plamning barcha 
limit nuqtalari o'zip tegishli ekanligini ko'rsatdik. Bundan A to'plamning 
yopiqligi kelib chiqadi. • 

18. \f1"Eint(AnB) u bolda shunday B,(J') topiladiki. B,(1") c AnB bundan 
B, (x) c A. va B, (x) c B mWJOsabatlar kelib chiqadi. Natijada, 

x E int A.x E int B => X E int A n int B => int( A n B) c int A n int B . Ikkinchi 
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tomondan 'Vx e 1nl A nint B:::;) x e int A,x e int B Ichki nuqtaning ta'rifidan 

shunday ',.', sonlari topiladiki B., (x) e A, B" (x) e B. , = min{",'1 ) dcb o1sak, 

B,(x) c AnB kelib chiqadi int Anint Bc int(AnB) munosabatga ega bo'lamiz. 
Yuqondagilardan int( A n B) = int A n int B munosabatni hosil qilamlZ. 

19. (X,d) metrik fazoda{x.} yaqinlashuvchi k~a-ketlik bcrilgan bo'lsin, 

u holda nrtiyoriy £ > 0 SOnt uchun no(e) EN topiladiki, barcha n>no sonlar uchun 

d(x.,x) < ~ ,d(x.,x) < ~,m.>n. Uchburchak tengsizligidan 

d(x •. x.) s; d(x.,x) + d(x,x.) < £ munosabatni hosil qilamiz. Bundan esa 

d(x.,x.) < £ hamda Ix.} fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib chiqadi. 

20. ZtlTllrlylJKi. Y to'plam yopiq bo'lib, t.Y.} shu to'plamdagi 

yaqmlashuvchi ketma-ketlik bo'lsin. Uninglimitini Y ga tegishli ekanligini 
ko·rsatamiz. Limitning ta'ritiga ko'ra, "1£ >0 son uchun shunday nO(e)E N 
topiladiki, n "no lar uchun d(y •• y) < £. Endi ketma-ketlik tuzilishiga ko'ra, 

'<11/ E N,y. E Y bundan d(Yn'y)= 0, d(y, Y) sd(y,y,,) + d(y", Y) munosabatlami 

hisobga olib, d(y, Y) :s; ~ (d(y.y,,) + d(y •. Y» = 0 tenglikni hosil qilamiz. Y yopiq 

bolganligi uchun Y = Y ekanligi kelib chiqadi. Buhdan esa Y ning barcha urinish 
nuqtaJar lO'plarni o'ziga tegishli bo'ladi, ya 'ni dry. Y) = 0 dan "Iy E Y kelib 
chiqadt. 

B1(y) 

28-rasm 

YftIIr/JItgL Y dasi nuqta1ardan iborat ixtiyoriy yaqinlashuvchi ketma
ketlikning limiti Y ga tegishli bo'lsin, u holda limit nuqta urinish nuqta bo'ladi. 
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Y nins barcha urinisb nuqta1aridan iOOrat to'plam uning yopilmasi OO'ladi. 
Demak. y = Y, Y- yopiq. 

11. A lo'plamning yopiqligini isbotlash uchun X\A lo'plamning ochiq 
ekanligiru kO'rsatamiz. "'Ix EX \ A nuqta qaraylik. Demak. x I! A shuning uchun 
x ning sbunday U(r) atrofi topiladiki, bu atrofda A ga tegishli nuqtalar yo'q, 

u(x)n A = 0 Shuning uchun .T E U(x) C (X \ A), ya'ni x nuqta X \ A 

lo'plamning ichki nuqtasidir. Demak. X \ A to'plam ochiq, bundan A 
to'plamning yopiqligi kelib chiqadi. 

ll. Masala shartiga ko'ra B,(x) c B,(y)o'rin1i (28-rasm). Endi. 

R,(Y) c B,(x) ekanini isOOllaymiz. 

"it Z E B,(Y), d(x,z) s: d(y,z)+ d(x,y) < 3 + 3 < 7 Bundan Z E R,(x) ekani kelib 

chiqadi. Demak, B,(Y) = B,(x) 

14. x. -+ x,x. -+ y. u holda uchburchak tengsizligJga kO'ra. 

Os: d(x,y) s: d(x,x.) + d(x.,y) ammo bu tengsizlikning o'ng tomoDl n --. 00 da 0 

ga intiladi. Demak. d(x,y)=O~x= y IS. 1) R.l) R.l) [-1,1].4) r _!!..,!!"Jl. S) 
L 2 2 

[0,11"].6) s'. 7) [0,00).8) [0,00). 9) R. 10) [0,00).11) [1,00). 

11) A = AU ((O,y) lYE [-l,IJ}(29-rasm). 
16. Ma'lumki. R' da yopiq sbar yopiq kesmadan iOOrat bo'ladi. Bizga 

[o"h,].:J [o"h]]:J :J [0. ,b. ]:J yopiq kesmalar ketma-ketligi berilgan OO'lsin. 

bunda h. - o. --.0, n --. 00 Endi o"al; .. ,0., va h"b" ,h., sonli ketma-ketlik 

qaraymiz. a, so, s . s o. S s b, ,b, ~ "I ~ ~ b. ~ ~ 0, munosabatlardan, 

matematik analilizdagi teoremaga ko'ra, (0.1 va (b. I ketma-ketliklar 

yaqinlashuvchi va (0.1 ketma-ketlikning ixtiyoriy hadi Ib.l ketma-ketlikning 

ixtiyoriy hadidan oshmaydi. Faraz qilaylik, (0.) --. 00 va lb.} --. bo OO'lsin. Agar 

00 = bo OO'lsa, n[a"h.1= (xo). aks holda n[a"h,]= [a •. h.]. 
,I ,I 

17 ZtufI,/~. R' da A c R' ochiq to'plam olaylik. "Ix EA nuqta ichki 
ekanligidan shunday ,. > 0 son topiladiki. (x - e, r ... ,.) c A munosabat bajariladi. 
(', deb r ni o'z ichiga olgan eng katta ocbiq intervalni belgilaylik Ravshanki. 

x ~ y nuqtalami o'z ichiga olgan eng katta ochiq intervallar kesishmaydi yoki 
ustma-ust tusbadi. Endi A to'plamdagi ratsional koordinatali nuqtalar ucbun eng 
kalta ochiq intemallami qaraymiz. Bu intervallar ko'pi bilan sanoqli sonda 
bo'ladi. Isootlanganiga ko'ra bu intervallar ichida kesisbadiganlari yo'q, aks 
holda ular ustma-ust tuahaf ed.i. Demak, A-sanoqli sondagi o'zaro 
kesishmaydigan ochiq intervaIlar birlasbmasidan iOOrat. 
y~: sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning birlashmui ocbiq 

ekanligidan kelib cbiqadi. 
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28. I) {(X,Y) I Xl + y. =o); 2) RI 

4 
35 

3 
25 

2 
, 5 

1 
0.5 

29. (X ,d) metrik fazodan markazi .to 

--------------
-3 -25 -2 -, 5 -, -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 

-, 
·15 

·2 
-25 

·3 
·35 

·4 

29-rasm 

nuqtada radiusi I ,n eN bo'lgan ocbiq sharlar ketma- ketligini olaylik. 
n 

{B:(Xo+rjB~(.to)={xJ -
nuqta yopiq to'plam. 

30. (X,d) metrik fazoda martcazi Xo nuqtada radiusi n (neN) sa teng 

lB:(xU>} yopiq sharlar sistemesini olaylik. Ravsbanki, OB;(xo) = X ochiq. 
,.1 

31. A = (a"al' .. ,a.} ixtiyoriy chekli to'plam bo'lsin. (A,d) metrik fazoni 

qaraylik. 'ia"a, EA ('~j) nuqtalarucbun d(a"a »O,O<r<miD{d(aa)} deb 
I ""'I I J 

• 
olsak. B,(a,)={a,} bo'ladi.lxtiyoriyBcA to'plam B.:oU(a,} ko'rinishda 

,-I 
• 

bo'ladi yoki B =UB,(a,>. demak, ixtiyoriy B to'plam chekli sondagi ochiq 
'~I 

to'plamlarning birlashmasidan iborat. Bundan B to'plamning ochiq, ikkinchi 
tomondan. nuqta yopiq to' plarn ekanligidan. B to 'plamning yopiq ekanligi kelib 
chiqadi. Bu esa, A to'plamda d metrika bilan aniqlangan topologiya diskret 
metrika yordamida aniqlangan topologiya bilan bir xilligini ko'rsatadi. 

32. (X,d) diskret metrik fazo bo'lsin. red) deb diskret mettika bilan 
aniqlangan topologiyani belgilaymiz. Ixtiyoriy A eX to'plam olaylik. Diskret 
fazoda ixtiyoriy to'plaln ochiq bo'ladi, demak, A er(d). Endi X\A to'plamni 
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qaraylik. (X\A)cX ekanligidan X\A to'plam ochiq. Bundan A to'plamrung 
yopiqligi kelib chiqadi. 

33. Aylanani uzunliklari 21fT ga teng le ta yoylarga afratib. aylanadagi har 
le 

qanday le + 1 ta nuqtalardan hech bo'lmaganda bitta yoyda bittadan ortiq nuqta 
Joylashishidan (Dirixlening qutilar prinsipi). hamda fJ = "atr burchakni 2tr bilan 
ratsiooal bog'liq emasligidan foydalaning. 

34. Avva10 ikkita chegaralangan to'plamning birlashmasi 
chegaralangan1igim isbotlaymiz. A, va A 1 to'plamlar mos ravishda B" (x,) va 

B, (Xl) sharlaming ichida joylashgan bo'lsin. r = r, +rl +d(X"Xl ) deb olsak, , 
If, U A, C B,(x,) munosabat o'rinli bo'ladi. Haqiqatan. Vz E B" (Xl) nuqta olarniz 

d(z,x, ) S d(z,xl ) + d(xl,x, ) < rl + d(xl' X, ) < r 
Demak, B" (xl)c B,(~). B~ (X,) C B,(x, ) munosabatning o'rinliligi 

ravshan. Bundan A, U A, C B,(x, )ekani kelib chiqadi. 

Umumiy holda r = ~r; + ~d(x"x,)deb olish yetarli. 
I I.J 

Chegaralangan to'plarn sifatida B.(x) sharlar olinsa. UB.(x) '" X 
~I 

munosabat o'rinli bo'ladi. X esa chegaralanmagan. 

35. 34-masaladan foydalaning. 36. (Q,d,) dan {(l + ;)"} fundamental 

ketma-ketlik olamiz. Ravshanki. lim (l +.!.). = e I! Cl . Bundan ratsional sonlar 
... --+-' n 

to'plamida yaqinlashuvchi bo'lmagan fundamental ketma-ketlik ma~udligi 
kelib chiqadi. Demak,(Q.d,) to'la bo'lmagan metrik fazo ekan. 37 (C(ol),d,) 

fazoda {x.}- fundamental ketma-ketlik bo'lsm. ya'm d,(x., x.) ~ 0, ",m ~ 0 

C(OI) fazodagi yaqinlashish, funksiyalaming tekis yaqinlashishiga ekvivalent 

bo·ladi. 
Har bir berilgan VI E [0;1] nuqtada ushbu {.r.(I») sonli ketma-ketlik Koshi 

shartini qanoatlantirgani uchun bu ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo' ladi. Uning 
limitini XO (I) deb belgilaymiz. {.r.(I») ketma-ketlik Xo (I) funksiyaga tekis 

yaqinlashuvchi bo'lgani ucbun x. (I) funksiya uzluksiz bo'ladi. Natijada. 

d, (x •• xo) ~O ga intiladi. Xn (I) E C,o.II ' Demak, (c(o.l).d,) fazo to'la metrik fazodir. 

38. Z.,."rllgi. (X,d) metrik fazo to'la bo'lib. unda icbma-ichjoylashgan radiusl 
o ga intiluvchi B~ (x, ).B" (xJ. yopiq sharlar ketma-ketligining kesishmasi bo'sh 

bo'lsin deb faraz qilaylik. Sharlarning markazlaridan tuzilgan (x., ketma-ketlik 

fundamental bo'ladi, chunki d(x •• x.)<r. (,,<m),r. esa "~«l da 0 ga intiladi. 

Fazo to'la bo'lgani ucbun {x.} ketma-ketlik biror x. nuqtaga intiladi. (x., 

ketma-ketlikning bar bir hadi mos sharlarning markazlari bo'lgani uchun Xo 
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nuqta barcha sharlarga tegishli. Dcmak., bu sharlaming kesisbmui bo'sb emas. 
Bu ziddiyat masalaniog zaruriylik shartini isbotJaydi. 

Ymuliligi. Bizga Ix.} fundamental ketma-ketlilc berilgan bo'lsin. 

Shunday n, topiladiki. barcba n > n, lar uchuo d(x., x., ) <.!. bo'ladi. x., nuqtani 
2 

markaz qilib radiusi birga teng yopiq sbar olib uni 8, deb belgilaymiz. So'ngrB 

shunday n2 ("2 > n,) topiladiki. barcha n > II:l lar uchun d(x., x.,) < 2~ bo'ladi. x., 

nuqtaru markaz qilib radiusi .!. ga teng yopiq shar olib uni B2 deb belgilaymiz 
2 

va h.k. bu jarayonni davom ettirib. ichma-ich joylashgan {B,} yopiq sharlar 

ketma-ketligini hosil qildilc. B, shaming radiusi -h ga teng. Teorema sbartiga 
2 

ko'ra bu yOplq sharlar keuna-ketligining umumiy nuqtasi mavjud. Bu nuqtani x 

bilan belgilaymiz. Ravshanki. hosil qilingan (x .. } qismiy ketma-ketliJcning limiti 

1" bo'ladi. Agar fundamental ketma-ketlik qismiy ketma-ketligining limiti x 

bo'lsa. bu ketma-ketlilcnmg o'zi ham x ga intiladi. Shunday qilib lim x. = x ... 
Demak, (X,d) metrik fazo to'la ekanligi isbotlandi. 

39 X = N d( = 11 + _1_. agar x - y 
. • x.y) x+ y 

O. agar x=y 

(X.d) metrik fazoda BO (n) (bunda r = I + I ) yopiq sharlami '. • 2n 

B: (1) = X.B:' (2) = X \ {I},B;' (3) = X \ {1.2} •...• B:. (n) = X \ (1.2.3 •...• n-l} ... 

qarasak. haqiqatan ham. 
B:(I) => B;' (2) => B~ (3) => .... => B:' (n) => ... 

munosabat o'rinli va ularning kesishmasi bo'sb bo'ladi. 

21 

1. X ~ {a,bl T, = (0,XI, T~ = (0,X,la)}, r, = {0.X,{b}}. r. = (0,X,{b},{a)) 

2. Top'lamlar birlashmasi va kesishmasining xossalaridao foydalaning. 
J. 2) \:Ix E "(A u B) nuqta olamiz. Chegaraviy nuqtaning ta'rifiga ko'm. 

\:I U. atrof uchun 
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{
U. n(AUB);e0 {(v. nA)U(U. nB);e0 

U.nX\(AUB)_0~ U.n(X\A)n(X\B);e0~ 

I' ~xecA {
u nA;e0 

) U.n(X\A);e0 ' 

{
u nB;e0 

2) u: n(X \ B);e0 ~ xecB 

a(Av 8):::) cAve8 o'rioli emas. Masalan: 

X=. R.A = (0;2), B = (l;l),AUB = (O;J),P(AUB)= rO,l), nAUnB = rO,I,2,ll 

Ikkala holda ham Z E aA v aB kelib chiqadi. Demak. O(A v B) c (lA v (lB 

4) '<Ix E cA ta'rifga ko'ra {U. nA ~ ~ shu masalaning I) qlsmidan 
u.n(X\A)~0 

o anamlz: ~ ~ ZE (lA fi daJ . {u.n(.AUaA)~0 ~lI.n .. h0 
Y lI.n(X\(AUaA»<!=0 lu.n(X\A)n(x\aA)~0 

oA => aA munosabat bajarilmasligiga misol: 
x = R, A = (0;1)U(1;2), A = [0;2], AA = {0;21. (]A = (O,I,2) 

6) '<Ix E "(int A) nuqta olamiz. Quyidagi munosabat o'rinli: 

~ ~xEaA. un {
U. n(intA) >to (U.nA>t0 B dan 
u.n(X\(intA»>t0 lu.neX\A)>t0 

O(lnt A) c ilA . O(int A):::) oA o'rioli emasligiga misol: 
x = R, .A = (O;l)U {2}, CA = (0,1,2), O(intA)= {O,I} 

8) Ma'lumki. A = B munosabat If c B,B:::) If munosabatlarga teng 

kuchlidir. Demak, A cint IfUaA va A :::)int AUaA munosabatlami isOOtlashimtz 
kerak. 

Agar ZE.A OO'Isa, x ning ixtiyoriy atrofida A to'plamga tegishli nuqtalar 
mavjud. Agar x Ding ixtiyoriy atrofida X\A ga tegishli Duqtalar bam OO'lsa. 
unda x E a.4 . Lekin Z niog birorta u atrofida x \ A ga tegishli Duqtalar bo'lmasa, 
unda x E U cAva demak x E intA. Bundan A c int A U d.4 ekanligi kelib chiqadi. 
Endi rE int A Ua.4 bo'lsin. Demak. x E intA yoki x E d.4 munosabat bajariladi. 
Ikkala holda ham r ning ixtiyoriy atrofida A to'plamga tegishli nuqtalar maVJud 
va demak x E A Bundan A = int .A U G4 ni bosil qilamiz. 

4. If to'plamning r urinish nuqtasi uchun d(z,A) = 0 va 
B,(r)n A >t 0 ('<Ir > 0) munosabatlaming ekvivalent ekanligini isbotlash kerak. 

5. Har doim A c A bo'lpnligi ucbun A => A munosabatni isbotlasb 
yetarli. Buning ucbun A tdplamga tegishli ixtiyoriy z DUqtani olaylik. Agar 
ZE X\A bo'lsa, X\A ocbiq to'plam ekanligi va r nuqta urinish Duqtasi 
ekanligidan (X \ A)n A = 0 munosabat kelib chiqadi. Bu qarama-qanhilik x E .A 

ekanligini ko'rsatadi. 
6. A Ding yopiq to'plam ekanligini isbotluh uchun X \ A to'plamning 
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ochlq to'plam ekanligini isootJaymiz. 8UDing ucbun x \A to'plamga tegishli 
ixtlyoriy .r nuqtani qaraylik . .r nuqta A to'plamga tegishli emas VB shuning 
uchun uning shunday Cl atrofi mavjudki, bu atorofda A to'plamga tegisbli 
nuqtalaryo'q,ya'ni Un,bl21. Sbuningucbun .rellcX\A,ya'ni.r nuqta X\A 

to'plarnning ichki nuqtasidir. Demak, X \ A ochi~ to'~lam. 
7. V'XEAuB nuqtaolamiz. Ta'rifgako'ra VIJ'.f(A)=Xlnfl(A) ikkaIa 

holda bam .re AUB Demak, AUBc AUB. V'.re AUB OO'lsin unda .re A yoki 
.re jj OO'ladi . .rE A o'rinli OO'lsa U.nA ~121=>u.n(AUB)~I21=>.reAUB . .rE B 
bo'lgan bolda ham xuddi sbUDday ko'rsatiladi. SbUDday qilib, AUB:: AUB 
o'rinli. 

8. 6-masaladan bevosita kelib cbiqadi. 
9. I) X Er OO'lganligi VB xny '" y OO'Igan1igi UCbUD Ye rT • 

2) I21E r OO'lganligi va I21ny:: 121 OO'lganligi UCbUD 121 er,. 

3) H"H,er, bo'lsa, G"G, er, to'plamlarma\judOO'lib, 
HI nH, :: (ynG,)n(ynG,):: yn(GI nG,)e r,. 
4) r, oilaga tegishli IH ~} to'plarnlar oilasi berilgan OO'Isa, r ga 

tegishli IG~} to'plarnlar ma\jud OO'lib, 

UH, ::u(ynG~) =yn<UG~)e r, OO'ladi. 
~ a ~ 

10. Bizga "Ix eX va uning U atrofi beti.lgan OO'lsin. 1'; to'plam X Ding 
bamma yerida zich ekanligidan un y, ~ 121, ya'nj ye U n1'; nuqta ma\judligi 
kelib chiqadi. (J n1'; ocbiq ekanidan bamda y, to'plam X niDg bamma yerida 
Z1chligidan Cl n 1'; n y, s. 121, ya 'ni un y ~ 121 mUDosabatni bosil qilarniz. 8u esa 
Y - Y, n y, to'plarn X ning hamrna yerida zicb ekanligini bildiradi. 

11. a) X =[0.1), r = lA X\A- cbekli yoki A ::0} Bu topologik fazoda 
sanoqlilikning birincbi aksiomasi bajarilmaydi. 

b) X =[0.1) to'plamni diskret topologiya bilan o1sak sanoqlilikning 
ikkinchi aksiomasl o'rinli emas. 

14. SanoqlilikDlDg ikkincbi aksiomasi o'rinli OO'lganli UCbUD X 
topologik fazoda sanoqli baza ma\jud. X topologik fazoda ixtiyoriy .r nuqta 
olamiz VB bu bazaning .r nuqtani o'z icbiga olgan to'plam1arini qaraymiz. 8u 
to'plarnlar sanoqlidan ko'p OO'lmaydi. Ular .r DUqta bazasinig topologiyuini 
hosil qiladi. 

16. (r .. l va (r .. l oilalar berilgan OO'lsin. 8u oilalaming kesishmasini (r""l 
debbelgilaylik. Ir",,) topologiyaekanliginiko'rsatamiz. I) o er",,; 2) Xer"" 

baJarilishi ravshan. 3) V' AI' AI e r..p to 'plamlarning kesishmasi ham r." oilaga 

tegisbli cbunki AI nA. er .. , A, n~ er" 4) {AJe r"" OO'lsin. UA! er .. ,UA! er/i 
! ! 

lardan UA. Er"" kelib chiqadi . 
• 
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17. I) l11'eX\A nuqtaolaylik. Ta'rifgako'ra u.n(X\A);t0 Bundan 

x lE Int A ekanligi kelib cbiqadi. Agar x e Iftt A bo'lsa.. shunday V, attof 

topiladiki, V, cA bajariladi. Natijada v. n (X \ A) = 0 tenglit kelib chiqadi. Bu 

esa l' nuqtaning olinishiga zid. l' nuqtaning ixtiyoriyligidan X \ A c X \ (1nl A) 

munosabatni hosil qilamiz. Endi 111' E X \ (int A). Bundan x lE int A • ya 'ni l' 

nuqtaning A da to'liq joylashadigan attofi mavjud emas. Demak. 
u. n (X \ A) ;t 0 munosabat o'rinli. l' nuqtaning ixtiyoriyligidan X \ (int A) c X \ A 

kelib chlqadi. 

18. I) An B :::J An B munosabat bajarilmasligiga misol: 

X=R. A =(0;1). B=(L2). An8=0, lnB=fI). 

2) A \ B :::J A \ 8 munosabat bajariJmasligiga misol: 
X = R. A = (0;1).8 = (1;2). A \8 =[0;11. A\jj =[0;1) 

21. Teskarisini faraz qilaylik. A to'plamni o'z ichia olgan eng kichik 
yopiq to'plam Bc A bo'lsin deb faraz qilaylik. ya 'ni 8 cA. 8 yopiqligidan 
A c B = B munosabat o'rinli. Bundan esa A c: B c: B ekani kelib cbiqadi. Bu 
ziddiyat faraming noto'griligini. tasdiqning to'g'riligini isbotlaydi. 

22. Teskarisini faraz qilamiz A to'plamning ochiq qism to'plamlari ichida 
inl A ni o'z ichiga oluvcbi ochiq 8 to'plam mavjud bo'lsin. IftIA c: Bc: A B ga 
tegishli.lekin intA ga tegishli bo'Jmagan l' nuqta mavjud bo'lsin deb faraz 
qilaylik. U bolda sbunday V. attof mavjudki, V. cBe A (8 to'plamning 

ochiqligidan). Demak, l' nuqta A to'plamning ichki nuqtasi. ya'ni XE IftIA. Bu 
esa ziddiyat. 

23. Bu masala matematik anahz lrursidagi har qanday uzIuksiz funkslyani 
ratsional koeffisientli ko'phad bilan approksimatsiya qilisb mumkin degan 
teoremadan kelib chiqadi. 

24. Z.""IyUgi. X topologik fazoning y qism fazosi diskret bo'lsin deb 
faraz qilaylik. l1ye Y dan y E~, ekani kelib cbiqadi. Y qism fazo ekanligidan 

3l/ e ~ topiladiki. uny = (y) munosabat o'rinli bo'ladi. Bundan (y) aJralgan 

nuqta ekanligi kelib cbiqadi. y ning ixtiyoriyligidan Y qism fazoning barcba 
nuqta1ari ajralgan ekanligini hosil qilamiz. 

Ymulm,t. Y qism fazoning barcba nuqtalari ajralgan bo'!Sin. Ta'rifga 
ko'ra 3U e ~ mavjudki, l! n y = (y), bundan keltirilgan topologiya ta'rifiga ko'ra 

y nuqta Y da ochiqligi kelib cbiqadi. Demak. Y diskret fazo ekan. 

25. Faraz qilaylik Ill.} X topologik fazoning sanoqli bazasi bo'lsin. Har 

bir bazaning elementidan bittadan a. nuqta olamiz. A = {a.) sanoqli to'plam X 

ning bamma yerida zich. Demak. X topologik fazo separabel. 
26. z.",rlyll6i 2S-masaladan kelib chiqadi. 
Y~. (X,d) metrik fazo separabel bo'lsin. Bundagi hamma 

yerdazich to'p1amni A = {a.} deb belgilaylik. (B .(41.» ochiq sbarlar sistemasi . 
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x metrik fazoning bazasi bo'ladi. Bunda n va ", bog'liqsiz holda barcha 
natural sonlarni qabul qiladi. Demak. (X.d) da sanoqlilikning ikkinchi 
akslOmasi bajarilar ekan. 

27 {l! ~} x topologik fazoning qoplamasi va B = tu. I uning sanoqli 

bazasi bo'lsin. {ll.1 to'plamlar ichidan {ll,,} to'plamlarda yotadiganlarini ajratib 

olamlz. Agar biror V .. bie ncchta (V .. 1 larda yotsa uIaC ichidan ixtiyoriy bittasini 

tanlab olanuz va (V .. ,) deb belgilaymiz. (V.) sanoqli bo'lgani uchun ajratib 

olgan Ill.,' IO'plamlar ham sanoqlidan ko'p ernas. Endi IU.,} to'plamlar x ni 

qoplashini ko' rsatamiz. Buning uchun ":Ix E X nuqta olamiz. U holda x E V .. 

shanm qanoallanliruvchi lI. topish mumkin. H = (Cl.} baza bo'lganligi uchun 

shunday Cf. topish mumkinki . .r E U. cv .. munosabat bajariladi. x nuqtaning 

IxtJyoriyligidan. hamda ll .. E ~J ... ill. E p .. } munosabatlardan (l! .. ,) x ning 

qoplashi kelib chiqadi. 

~ . ":IxeA Ho:::> _ 0:::> _ 0:::> 
"8 n {.reA.AeT {XEintA {":IV.IICIDm v.nA,t0 

xeH .reB v.nB~0 

~l!.nAnB,t0~XEAnB Demak. Aer uchun AnBcAnB munosabat 

o'rinli ekan. A ochiq bo'lmaganda bu munosabat o'rinli bo'lmasligi mumkin. 
Haqiqatan, X = RI. A =[0.11. B = 0,2) dcb faraz qilsak. Ana = (l),AnB. 

29. ilA = A \ inl A munosabatdan foydaJariIb isbotlash mumkin. 
30. Za,",Ugi A -ochiq deb faraz qilsak, A = IntA munosabat o'rinli 

bo·ladl. 3- masalarung 8) qlsmlga kO'ra ilA =A\A kelib chiqadi. 
Ynarliligi. cA = A \A o'rinli bo'lsin. 3- masala 8) qismiga kO'ra 

cA = A \ 1nl A bu ikkala munosabatlami solishtirib If = Int If munosabatni hosil 
qilamlz. Demak. A ochiq lo·plam. 

31. 30- rnasalaga qarang. 
32. (X.d) mctrik. fazo separabel bo'lishi uchun unda sanoqli baza mavjud 

bo 'lishi zarur VB yetarliligidan foydaJaning. 
33. Keltirilgan lopologiya xossasidan foydaJaniog. 

31 

I. Funksiya uzluksizliginiog ta'rifiga ko'ra ":1& > 0 olinganda ham shunday 
t5 = t5 = (& ) > 0 son lopilsaki, d( x, xo) < t5 tcngsizlikni qanoatlantiruvchi XE X lar 

uchun l1(x) - I(xo~ < & munosabat o'rinli bo'lishini kO'rsatishimiz kera.k. 

l1(x)- l(xo~="'(x,A)-d(Xo.A~Sd(x,xo)<t5 =&. Demak. & =6 deb olsak, 

l1(x) - I(xo~ < & munosabal o'rinli bo'tar elean. 

2. Za""Ugi. I uzluksiz akslantirish. Gc Y ochiq to'plam bo'lsin. I I(G) 

ochiq ekanligini ko'rsatishimiz kera.k. Agar x e I -I (G) bo'lsa, I(x) e G bo'ladi. 

I akslantirish uzluksiz bo'lganligi uchun x niog shunday V atrofi mavjudki 
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(I c I I (G) bo'ladi. Buodan esa rE U c I I (G) kelib chiqadi. [)emak, I I (G) 

ochiq to'plamdir. 
YettulJUgi. Endi ixtiyoriy Gc Y ochiq to'plam uchua I I(G) ochiq 

to'plam. x eX bo'lsin. y = I(r) nuqtaning ixtiyoriy atrofi V ni qarasak. u ochiq 
bo'lgam uchun 1I = I I (J!) ochiq to'plam bo'ladi. Undan tashqari, x e I I (v) va 

U CFI(V). [)emak, I akslantirish r nuqtada uzluksizdir. Bu yerda r ixtiyony 
nuqta bo'lgani uchun I akslantirish uzIuksiz bo'ladi. 

3. FI(X \U) = X \ FI(U) formuladan va 2-masaJadan foydalaning. 
4. 2-masaladan bevosita foydalanib isbotlanadi. 
5. Teskarisini faraz qilish yo'li bilan. ya'ni I X ~ Y uzluksiz. biyektiv 

akslantirisb bcrilgan ho'lib X da ajralgan nuqta mavjud bo'lmasin. Y da 
ajralgan nuqta ma"jud deb oling va 2- masaladan foydalaning. 

6. Uzluksiz /: lO;I]-+ [0;1] akslantirisb birorta ham qo'zg'aJmas nuqtaga 

ega emas deb faraz qilaylik. Yordamchi F(x) = I(r) - x funksiya kiritamiz. 
Farazga ko'ra uzIuksiz F(r) funksiya uchun F(O) > 0, F(l) < 0 munosabatlar 

o'rinli. Bundan 3.ro e[O;I] mavjudki, F(xo) = o. U holda I(r.) =:r" qo'zg'aJmas 

nuqta mavjudligi kelib chiqadi. Bu esa farazga zid. 
7. /(/) = (sin I. sin 2/) le (0;211") (30-rasm). 

~ 

., .) . ~ .t • 
·1 

.] 

·s 

30-rasm 

10. Y topologik fazoninS baDsi {Y.} bo'lsin. Sbartga ko'ra FI(y.,) = x .. 

ochiq. Ixtiyoriy 1I e Y to'plam olamiz. Ma'Iumki, 1I = U Y .. o'rinli. 1I . 
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to'plamrung proobrazini kO'raylik: F'(U) = r'(Uy .. ) =U F'(Y.) = U x'" ocbiq. 
a ~ ~ 

Demak. I akslantirish uzIukslZ. 
11. d(:r, y) akslantirishning X X X fazoda uzluksiz ekanligi isbotlasb 

uchun. V E: > 0 son olganimizda ham, shunday S > 0 son topilisbi kerakki, 
d(x.xu) < 0, d(y,y •. ) < 0 munosabat o'rinli bo'ladiP.D hareha 

(x,xJ,(y, YG) eX)( X nuqtalar uebun d(x,Y) - d(xu'YS< £ o'rinli ekanini 

kO'rsatlsh zarur. Haqiqatan, agar 6 = ~ deb olsak, quyidagilar o'rinli: 
2 

d(x,y)-d(x,,,yJ = d(x.y)-d(xu,y)+d(xo,y)-d(x",yo~< d(x,y)-d(xo'Y) + 

+ d(x"y)-d(xo'yo) <20 =&. 

17 ZarllrlylJgi. Bizga I. X ~ y uzluksiz akslantirisb berilgan bo'lsin. 

I1 I, uzluksiz akslantirish ekanligini ko'rsatamiz. Ma'lumki, !ll, 

akslantirishnmg proobrazi (asli) (r x, ~I (A) = X, n F' (A) formula yordamida 

lopiladi. Shunmg uchun A yopiq to'plam bo'lsa., I ICA) va XI nr'(A) 

to'plamlar ham yoplq bo'ladi. Xuddi sbunga o'xshasb!l,X akslantirishning ham , 
uzlukslziigi ko'rsatiladi. 

Ydllrlilgi. Endi f
l
,' Ilx, aksJantirisblar uzluksiz bo'lsin deb faraz qilib, 

f X -. Y akslantirishning uzluksizligini ko'rSatam.iz. A = A c Y munosabat 
o'nnli bo'lsm U holda 

f'(A) = F'(A)nX = F'(A)n{X, UXl ) = (F'{A)nX,)U(f-'(A)nX l ) = 

= (f 1 ) I(A)U(fix ) I(A) , , 
tengliklar bajariladi. (fIx r 'CA) XI da yopiqligi hamda X, = XI munosabatdan , 
(fix r'(A) rung X da yopiqligi kelib ebiqadi. Xuddi sbunga o'xsbasb <J1,X,rI(A) 

ning X da yopiqligini isbotlash mumkin. Natijada. I I(A) X da yopiqligini 
hosil qildik. 

2J·lc,d] rung la,b] ga gomeomortligi isbotlaymiz. I . [c,d] -.[a,b] 

akslantirisb quramiz. Bu akslantirish 1(.1') = (b -a) (:r-c) +a ehiziqli akslaotirish 
d-c 

orqali ifodalanadi. Chiziqli funksiya uzIuksiz va monoton. Bundan FI 

mavjudligi kelib ebiqadi. 1 1(.1')= d-c (:r-a)+c funksiya ham ebiziqli, shuning 
b-a 

ucbun uzluksiz. Demak, I -gomeomorfizrn. 

28.4- masaladan foydalaning. 29. f' R" ~ R- akslantirisb uzluksiz 
bo'lisbi ucbun uning bar bir komp0Dentasi uzIusiz bo'lishidan foyc:lal'ni l81li. J~. 
n = 2 hol. Quyidagie~ f: Dl ~ Rl akslantirish quramiz: 
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f (x • .v) = {- ,x_ - -. ~'"- }. 1 akslantirishning gomeomorfizm 
R_'-';Xl + yl R-'Jxl + yl 

ekanligini tekshiraylik. Bu akslantirishning uzluksizligi 

u(x.y) = -- x__ -- • v(x.y) = - .~~ ~_ funksiyalaming uzluksizligidan 
R - "1/ Xl + yl R _ ,I Xl + y2 

kelib cbiqadi. Endi unga teskari akslantirish mavjud va uzluksizligini 
ko·rsataymiz. Teskari 1 R2 -+ D2 akslantirishni 

I -I {Rx RY} (x,Y) = . .• .. , .. 
1+'Jx2 + y2 1+"x2 -+- y2 

formula bilan aniqlaymiz. Bu akslantirishning 

p(x.y) = fb =- '. tp(x.y) = ~. - uzluksizligi funksiyalaming 
1 + 'Jx

1 
+ l 1 + _,:x

2 
-+- l 

uzluksizligidan kelib chiqadi. Endi r'(r,y) akslantirishning haqiqatan ham f 
ga teskari ekanligini ko·rsataylik. Buning uchun I(/J(r,y),tp(r,y» = (r,y) 

tenglikni isbotlaymiz: 

I(p(x.y).tp(x.y» = ,p(x,y) , • . tp(x,y) , = { ) 

R -" p2(X.y) + tp2(X.y) R - -~ p2(X.y)+ tp'(x. y) t 

1
1 +,:~ .+. y2 -I +---'~~il~+ y~21 

= J , , ",. = (:c.y) 
R x2 + yl R I Xl + v2 

R- ", ' R- v _ .. 
1 + ;,iXl + y2 1 + . ! x 2 + y2 

Demak. 1 akslantirisb gomeomorfizmdir. 
Umumiy bol. R" da koordinata bosbini D' shaming markaziga joylashtirib. 

dekart koordinatalar sistemasini kiritamiz. So'ngra 1 D' -+ R' akslantirishni 

I(x,.xp"'xo) = {_Xl,.. • --~i:I..... XOij } formula bilan aniqlaymiz (bu yerda 
R-'x, R-I-"i R-1AI , .- ---.---

I x 1= ""X,l + x! + ... + x; , R -shaming radiusi). Teskari akslantirisb 

I·' (x, ,xp .. 'x.) = {-Rx, c. -~I::; to •• , Rx~} fonnula yordamida aniqlanadi. Ikkala 
1 + It 1 + AI 1 + AI 

1,1-' akslantirishlar uzluksiz bo'lgani ucbun 1 gomeomorfizmdir. 

. j-r. Ql'Gl'r<O 
54. I) I(r) = 0 ~ 2) I(r) = 0, DpP' re (o;I]~ 

r-1, agarr>l 
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3) I(r) = 0, agar re [-1;1]; 4) I(r) = {-~: 1
-r + 1, agar r < -I 

x-I, agarx>1 

41 

1. T ekislikdagI ushbu 

agrur<O 

agar r~O 

A = {(; ,Y) lye [0,1), ne N} U {(x,O) I X e [O,J)}U {(O,y) lye [OJ]} 

to'plamda keltirilgan topologiya kiritsak, JoJea) bog'lanishli bo'lmagan, 
bog'lanishli topologik fazoga misol bo'Jadi. 

Z. Bizga X, Y topologik fazoJar I X --. Y uzluksiz aksJantirish, A c X 

bog'lanishli to'plam berilgan bo'lib, I(A) bog'lanishsiz to'plam bo'lsin dcb 
faraz qiJaylik. U bolda. bo'sb bo'1magan ochiq G, va G2 to'plamlar mavjud 

bo'lib, I(A) =- U(A)nG, )UU(A)nG2 ),U(A)nG, )nU(A)nG2 ) '" 0 va 
I(A)n G, ;oe 0, f(A)n Gj ;oe 0 munosabatlar bajariJadi. I akslantirish uzluksiz 

bo'lganligi ucbun A, = r'(G,) va ~ = r'(G j ) to'plamJar X Ding ochiq qism 
to'plamlari bo'ladi. I(A)n G, ;oe 0, I(A)n G j ;oe 0 munosabatlardan A, n A ;jt 0 va 

Al nA ~ 0 kelib cbiqadi. Bundan tasbqari, A =(A, nA)U(Az nA) munosabat ham 
o'nnlidir. Demak, A -bog'lanisbsiz. Bu ziddiyatdan I(A) Ding bog'lanishliligi 
kelib cbiqadi. .. 

4. Teskarisini faraz qilaylik, X topologik fazo, o'zaro kesislunaydigan 
ochiq va bo'sb bo'1magan A,B to'plamlar birlasbmasidan iborat bo'lsin, ya'ni 
X =- A U B, A n B =- 0 U holda a E A,b E B ouqtalar mavjud bo'ladi. Ikkinchi 

tomondan C .. = (C .. nA)U(C ... nB). Bundan ae (C .. nA~be (C .. nB). Demak. 

(C ... nA) va (C .. nB) to'plamJar bo'sb emas, o'zaro kesishmaydi va C ... da 

ocbiq. Bu ziddiyatdan Xnmg bog'lanishli topologik fazo ekanJigi kelib chiqadi. 
5. 1([0;1» 2-masalaga ko'ra bog'lanishli bo'lib, r,Y nuqtalami o'z ichiga 

oladi. 4-masalaga ko'ra X bog'lanishli topologik fazodir. 
6. Bog'lanishli bo'ladi. 
7. Bog'lanishli emas, chunki y = X to'g'ri cbiziq tekislikni iklciga 

aJratadi. lekin faqat bitta koordinatasi ratsionaI ouqta1ar to'plamining birorta 
ham elcmenti bu to'g'n chiziqqa tegishli emas. 

8. Bog'lanishli emas. cbunki x j + y2 = Ji aylana tekislikni i1ckiga 
aJratadi, lekin ikk.a1a koordinatasi ratsional ouqta1ar to'plamining birorta ham 
elementi bu aylanaga tergishli emas. 

9. Bog'lanishli emas. cbunki x j + yj = Ji aylana tekislikni ikkiga 

aJratadi. umumiy markazga ega ratsional radiusli aylanalar to'plami yuqorida 
ajratilgan ikkala to'plamda hamjoylashadi. 

11. To'g'ri chiziqda 
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I) Z = (barcba butun sonlar to'p1ami) lokal bog'lanishli to'plam. 
HaqiqataD ham. Z da ixtiyoriy nuqta ochiq to'plam. chunki bu to'plamning 
bareha nuqtalari o'zining etarlicha kichik ramusli atrofidan iborat bo'ladi. 

2) X = {o;!;!); ... ;! .... } lolcal bog'lanishli to'plam emas. chunki bu 
123 n 

to'p1amda 0 ning yctarlicha kichik (-£.£) atrofini qarasak. 3 no> 0 

mavjudki n > nolar uchun bareha x. e (-£.£) munosabat bajariladi. Endi 

shunday £, < £ irratsional son topiladiki bu (-£" £,) atrof uehun 

X n(-£.£) = (-£,,£,)n X)U{!._I_, .... _I_} munosabat o'rinli bo'ladi. 
n n+1 n+k 

3) (a;b] lokal bog'lanishli to'plam. 

4) Q =(barc:ba ratsional sonlar lo'plami) lokal bog'lanishli to'plam emas. 

Haqiqatan ham. q e Q nuqta olaylik. bu nuqtaning lxtiyony 

1I, =Qn(q-£.q+£) atrofini U, =Qn((q-£.a)U(a.q+£)) ko'rimshda 

yozish mumkin (bu crda a -irratsional son). 

16. X topologik fazo sifatida y == .in(~) funksiya grafigi va 
l' 

((1',Y) l' = 0,-1 ... Y <;1) to'plamning birlashmasini olish mumkin. 
19. Teskarisini faraz qilish usuli. ya'ni topologik fazolaming biri X, 

bog'lanisbsiz bo'lib. ulaming to'g'ri kO'paytmasi X, x X, x xX. bog'lanishli 

bo'lsm deb faraz qilaylik. U holda x, o'zaro kcsisbmaydigan ochiq va bo'sh 
bo'lmagan A,B to'plamlar birlashmasidan iborat bo'ladi. ya'ni 

X, = AUB.AnB = 0 Yuqoridagi munosabatdan 
X, xX, x . . xX. =(AUB)xX, x ... xX. = (AxX,xxX.)U(BxX, x . xX.) 

Dcmak. X, x X, x xX. fazo o'zaro kesishmaydigan ochiq va bo'sh bo'lmagan 

A x X,)( )( X. va Bx X, )( ... x X. to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida yozildi. 

Bu esa ziddiyat. 
23. X topologik fazo bo'lsin. Agar l' va y nuqtalarni o'z ichiga oladigan 

bog'lanishli A c X to'plam mavjud bo'lsa. l' - y deymiz. Bu munosabat 
ekvivalentlik munosabati ekani isbotlansin. 

Ravshanki. masaJada kiritiligan munosabatga ko'ra l' - 1'. Agar l' - Y 

bo'lsa. l' va y nuqtalami o'z ichiga oladigan bog'lanishli A to'plam maVJud 
bo'ladi. Shu to'plamning o'zi y va l' ni o'z iehiga oluvchi bog'lanishli to'plam 

bo'lib xizmat qiJadi. ~. l' - Y clan Y - l' kelib ehiqadi. Endi l' - y. y -: 

deb faraz qilaylik, u holda l' va y nuqtalarni o'z iehiga oladigan bog'lanishli A 

to'plam. y va z nuqtalarni o'z ithiga oladigan bog'lanishli B to'plamlar 
mavjud. AnB ~ 0 ckanligidan AUB bog'lanishli bo'ladi. Bu lo'plam l' va z 
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nuqtalarru o'z icbiga oladigan bog'lanishJj to'plamdir. Demak, :& - y, y - z 
munosabatlardan :& - z kelib cbiqdi. 

1 ... UmumIY nuqtaga ega bo'lgan bog'lanishli to'plamlaming birlashmasi 
bog'lanishli ekanligidan foydalaning. 

15. H to'plam x nuqta tegishli bo'lga bog'lanishlilik komponentasi 
bo'lsin. Ma'lumlu, jj bog'lanisbli to'plamdir. Bog'1anisb..lilik komponentasi 
ta'rifiga ko'ra x E jj dan H = jj kelib cbiqadi. Demak. H yopiq to'plam. 

26. BlTor A bog'lanishli to'plam olaylik. Agar a e A bo'lsa, A 
bog'larushli ekanligidan hamda bog'lanishlilik komponentasining ta'rifidan 
A L H. kelib chiqadi. 

18. X,Y E X 'la x ~ Y bo'lsa, ular tegishli bo'lgan bog'lanishlilik 

komponentalari H. 'la H. bilan belgilaylik. Agar H. n H, "" 0 bo'lsa, 

H = H. U H, to'plam bog'lanishli bo'ladi 'la bog'lanishlilik komponentasining 

ta'rifiga ko'ra H -= H. -= H. tenglik kelib cbiqadi. 

51 
5. Ix.1 - yaqinlashuvchi kebna-ketlik 'la lim.%. =.% bo'lsin. Agar :&. --. Y 

'la y.s. X bo'lsa. V, 'la V, bilan mos ravishda x VB y nuqtalarning o'zaro 
kesishmaydigan atrofini belgilaymiz. Ix.) ketma-ketlik x 'la y nuqtalarga 

yaqtnlashganligi uchun shunday N" N, sonlar p)a\judki, n ~ N, da :&. e V,, n ~ N, 

da x. eo u, bo'ladi. Bundan n ~ maxjN,.N,} bo'lsa, x. eV, nv, munosabatni 

oh.lmlz. Demak. lI, nv, ",,0. Bu ziddiyatdan x=y bo'lisbi kelib chiqadi. 

10. X .-cheksiz to'plarn. r = {A c X X \ A - chekli yoki A = 0}. 
Ma'lumki. (X.d-7; fazo bo'ladi. Haqiqatan..% VB y nuqtalamingatroflari 

slfallda (t. = X \ {Y} 'la If, = X \ {.%} to'plamlami olsak, x ning V. atrofi y 

nuqtani. y ning U. atrofi esa .% nuqtani o'z ichiga olmaydi. Endi ixtiyoriy 

.f ~ Y nuqtalarning mos ravishda (J. VB If. atroflarini qaraymiz. V. nu, ~ 0 

ekan1igini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik. U. er, V, eT bo'llb. 

lJ. n(', =0 munosabat o'rinli bo'lsin. V. er. If, er bo'lgani uchun X \V, 

'la X \ (!. - chekli to'plamlar ekani kelib cbiqadi. Ravshanki, 

(X \ (J,)U (X \ V.) - chekli to'plamdir. (X \ VJU (X \ V.) = X \ (V, n V,) 
m unosabatdan X \ (u. n (J, ) to' plamning chek1iligi kelib cbiqadi. Bu esa 

u. n (:. = C2I farazga zid. 

61 

1. fUa}-oila [a,b] segmeoningocbiqqobig' bo'lsin. Agar H[a.h] VB 

(a,xl segment uchun chekli qobiq ma\jud bo'lsa, bunday x nuqtalar to'p1amini 

A bilan belgilaymiz. Ravsbanki, A bo'sh emas, chunki a EA. Bundan tashqari, 
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birorta an uchun a E l! a, bo'w, a nuqta o'zining birorta atrofi bilan {/ a, da 

yotadi. Shuning uchoo A to'plamga a nuqtadan boshqa nuqtalar ham tegishli 
Demak, agar eo;: sup(x x EA} bo'lsa, e > aekanligi ravshan. ~: = sup(x rEAl 

OO'lganligi ucbun [a,e-e) segment ucboo cbekli qobiq mavjud. Agar [a.e - E) 

segmentning chekli qobig'iga e tegishli bo'lgan 1I,., to'plamni qo·shsak. [a.c] 

uchun cbekli qobiq paydo bo'ladi. Demak, e EA Endi e:-" ekanligini 
isOOtlaylik. Agar e < h bo'lsa. e ni sbunday kichik qilib olamizki. 
[e - E; e +EJ ell,., bajarilsin. Shooda [a. e) segmentning chekli qobig'. [a. (.' ... E] 

ucboo ham chekli qobiq bo'ladi. Bu esa c ning aniqlanishiga ziddir Demak. 
c."h 

1. ZIUUTu,I. Metrik fazoda to'plam birorta sbar ichida yotsa, u 
chegaralangan to'plam deyiladi. A kompakt to'plam bo'lsa, R· ning xausdorf 
fazo ekanligidan A ning yopiq to'lam ekanligi kelib chiqadi. Endi A ning 
chegaralanganligini ko'rsatamiz. Booing uchoo birorta x EA nuqtani olib. 
markazi shu nuqtada bo'lgan (B.(x» sharlar oilasim qaraymiz. bu yerda 

n :-1.2.3.... Bu sharlar oilasi A uchoo ochiq qobiq bo'ladi va A kompakt 

to'plam bo'lganligi ucboo bu oiladan cbekli qobiq ajratish mumkin. Agar chekli 
qobiq B .. (xo).B .. (xo) •• B .. (xo) sharlardan iborat OO'lsa, N bilan max(n.l m 

I«,<t 

belgilaymiz. Bu yerda B.(x) markazi x nuqtada OO'lgan radius! n ga teng ochiq 

shar. Bu holda A c BN(x) ekanligidan A ning cbegaralanganligi kelib chiqadi. 

YmuUligi. I-masalaga ko'ra I-r.r] segment kompakt. Yopiq kub 

Q, = (re R·I x is rl ni n ta [-r,r] segmentning to'g'ri ko'paytmas. sifatida 
yozamiz. Ikkita kompakt to'plamning to'g'ri ko'paytmas! yana kompakt to'plam 
ekanligidan Q, kub ham kompakt. A to'plam cbegaralangan OO'lganligi ucboo 

ooi o'z ichiga oluvchi Q, kub mavjud. A yopiq bo'lganligi uchoo ooing 

to'ldiruvchisi R" \ A ochiq to'plam. Endi (U .. ) oila A to'plamning ochiq qobig'i 

OO'lsa, IU .. }U {R" \ A} oila Q, ning ochiq qobig'i bo'ladi. Q, kompakt 

OO'lganligi uchoo bu oiladan cbekli qobiq ajratisb mumkin. Hosil OO'lgan 
qobiqdan R" \ A to'plamni chiqarib A to'plam uchoo (lI .. l oiladan ajratilgan 

chekli qobiq hosil qilamiz. Demak, A to'plam yopiq. 
3. A to'plam X kompakt fazoning yopiq qism to'plami va {A .. I oila A 

to'plam uchun ochiq qobiq bo'lsin. A yopiq to'plam bo'lganIigi ucboo X \ A 
ochiq to'plam va (A. )U{X\A} oila X uchun qobiq bo'ladi. X kompakt fazo 

bo'lganligi ucbun (A .. }U(X\A) oiladan X ucboo cbekli qobiq ajratisb mumkin. 

Ajratilgan cbeldi qobiqqa tegishh qism to'plamIar f~ .f~ ..... f~ OO'lsin. Agar (f;)~ 

oilada X \ A to'plam bo'lmasa, (f;) oila (A .. ) dan ajratilgan A ning chekli 

qobig'i bo'ladi. Agar (F,) oilada X\A bo'lsa, unda bu oiladan X\A ni chiqarib, 

A ucbun chekli qobiq hosil qilamiz. Demak. A kompakt to'plamdir. 
6. Buni isbotlasb ucbun ikkita kompakt to'plamning birlashmasi 
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kompaktligmi ko'rsatish yetarli. Bizga A va B kompalct to'plamJar berilgan 
ba'lsm. tu..) va tU.) oilalar mos ravishda A va B to'plamlaming ochiq 
qoblqlari bo'lS&, 1lI~)U{lI.) birlashmadan iborat {U.u.) oilani qaraymiz. A va 

8 kompaktto'plamlar bo'lganligi uchun IliA) va IV.) oilalardan cheldi ochiq 
qlsm qobiqlar ajratish mumkm. U1arning birlashmasi A UB uchun 11IAu.) oila 

dan ajratiJgan chekJi ochiq qlsm qobiq bo'ladi. Demak, AUB kompakt to'plam. 
7 X -= R" , kompakt to'plamlar sifatida (B;(X"o)} yopiq sharlar sistemasini 

olamlz. Ularning birlashmasi UB:(X"o) = X bo'lib, R· kompakt emas. 
~, 

9, A ning yopiq ekanligini ko' rsatish uchun X \ A ning ochiq ekanligini 
ko·rsatanuz. Agar X" E X \ A bo'lsa, X - Xausdorf fazo va A kompaktligidan 
shunday ochiq G to' plam maVJudki, X" E G c X \ A munosabat bajariladi. Demak, 
x nuqta X \ A uchun Ichki nuqta va x ning ixtiyoriy ekanligidan X \ A ning ochiq 
to' plam ekanligi kelib chiqadi. 

10. ZarllrUg; Teskarisini faraz qilaylik. X kompakt fazo bo'lib, ixtiyoriy 
X dagi markazlashgan yopiq to'plamlar slstemasining kesishmasi nf a = Q) 

ba'lsm. U holda Ga = X \f~ ochiq to'plamlar bo'ladi. Markazlashgan 

" slstemasming ta'rifidan nf; ~ Q) munosabat, bundan esa hech qanday G, = X \ f; 

chekli sondagi ochiq to'plamlar slStemasi X ni-qoplamasligi kelib chiqadi. Bu 
esa kompaktlikka zid. Demak., nf~ ~ Q) 

YmuUIigi. X dagi ixtiyoriy markazlashgan yopiq to'plamlar 
slstemasinmg kesishmasi bo'sh emas hamda (G .. ) X ning ochiq qobig'i bo'lsin 

deb faraz qiJaylik. U holda (G .. } ning qobiq ekanligidan f: = X\G .. yopiq 

to'plamlar slstemasi (f~} ning kesishmasi nF .. = Q) ekanligi kelib cbiqadi, 

Bundan (F .. ) markazlashgan yopiq to'plamlar sistemasi emasligi hosil bo'ladi, 

ya'ni (f~) sistemadan shunday chekJita kesishmasi bo'sb bo'lgan f; to'plamlar 
" 

topish mumkin. nF, = Q) ekanligidan G, = X \F, X ning qobig'i bo'ladi . . -, 
22. Ma'lumki, kompakt fazoning uzluksiz akslantirishdagi aksi(obrazi) 

kompaktdir. R' Xausdorf fazosi bo'lgan1igi ucbun I(X) yopiq bo'ladi, Agar 

I(X) chegaralanmagan bo'lganda lI. = (-n,n) intervallar sistemasi I(X) ni 

qoplar edi. Undan esa chekli qism qobiq ajratish mumkin emas. Demak., I(X) 

chegaralangan. a = sup(f(x)} deb belgilaylik, U holda, X da shunday X". EX 
... r 

ketma-ketlik mavjudki. lim f(x.) = a. I(x) yopiqligidan Q E I(x) kelib .-
chiqadi, ya'D1 a =0 l(xo),X"" EX Xuddi sbunga o'xshash, h = inf(f(x)} ham I 

...x 
funkslyanmg qaysidir qlymati ekanligi ko'rsatiladi. 
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11 BOB 
11 

1. Aylana.l. To'g'ri chiziq. 3. Xl + y1 = 4 aylana. 4. Berilgan ikki 

to'g'ri chiziqning kesishisb nuqtasidan o'tuvcbi to'g'ri chiziqlar kesmalari. ~. 

Y.X + XoY = O. 6. Markazi berilgan uchta nuqtada joylasbgan teng massaJar 

markazidan iborat aylana. 7. To'g'ri to'rtburchakka tashql chizilgan aylana. 8. 
Agar aylanalar kesishmasa. ularning markazlaridan o'tuvchi to'g'ri chizlqqa 
perpendikular bo'lgan to'g'ri chiziq. Agar aylanalar kesishsa. izlangan 
geometrik o'rin ularning kesishsisb nuqtalaridan o'tgan to'g'ri chiziqning 
aylanalar ichida yotmaydigan bo'lagi. aylanalar uringan holda esa izlangan 
geometrik o'rin bu aylanalarga o'tkazilgan umumiy urinmadan iborat (urinish 

I 1 

nuqtasidan tashqari). 9. To'g'ri cbiziq. 10. Aylana. 11. x + Y = I (ellips). 
25 16 

Xl yl Xl yl 
ll. - = 1 (giperbola). 13. 1 + 2 = I (ellips).I". 

9 16 r (;) 

x' yl 
-I + 2 = I (eUips). 

r (~r) 
1 +A 

v 11 

r xV'~l 1 • :I ::ss X 
v -< .-. 

31-rasm 32-nsm 
15. Ox o'qidan OA radiulp&:ha bo'lpa burdlakni " cIeb va x,y del) izJanpn geometrik 

o'rinp teailhli bo'p iuiyoriy nuqtani koordinatalarini belBiIuak, geometrik o'rinning 
2 2 

puUllltrik aenal.maleri x ... QCOIq), X - bsin q), yoki .\ + Y2 = I bo'Jad.j (eUipa. J I
Q " 

rum).I' (x2 + yr = 2Sliy ~Ii lemnilbtui. ll-rum). 17. E1lipa 

1611 



y 

y 

!of 

~ 

F, o Fz • 

34-rasm 
33-rasm 

y 

DJ 

)( J-.J 

35-rasm 36-rasm 

11. Du chiziqning tenglamasini chiqarish uchun F; VI Fl nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri 

chiziqm Ox o'qi deb qabul qilamiz. So'JI8I'I f~ FI kesmanina o'rtuidaD.oo f~ Fl kesmap 

perpendilrular qilib Oy o'qini o'tbzamiz. Geometrik o'riDning ixtiyoriy M(x,y) rwqtuini 

olaouz. O'zgarmu IOMi b I 
bilan beisiluak, shart81 ko'ra MF; . MFl = bl 

bo'ladi. 

Ravshanki. F; VI Fl nuqtalar oruidqi maJOfl 2e sa tens (33-rum). 

MF, = ~(x+eY +(y-oy .MFl =~(x-eY +(y_O)2 
bo'lganligi uchun. ovalning tenglamasi 

~(x + e y + (y - 0 y . .Jr7"""(x-+ -'-e )-:-1 +--:"(y-_-077"y = b I 
shaklda bo'ladi. Kvadratga ko'tarib, soddaIashtirgandan so'ng, ovalning 
tenglamasl quyidagi ko'rinishga keladi: (x 2 + yl Y - 2e2 (Xl _ y2) = b4 _ e4 
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Xususiy bollar: 1) c < b bolga 34-rasm. 2) c > b bolga 3 S-rasm mos keladi. 3) 
c = b bo'lganda oval Bemulli lemniskatasi deyiladi (36-rasm). Vning 

y~ 
!t:/ 

40 LV ~ I .r 

31-rasm 

tenglamasi: (Xl + yl)3 _ 2c1 (Xl _ y3) = 019. ,3 = 201 co.~ (36-rasm). 10. 
1 1 3 

R1{r1 + y1}= 4r1y l 11. r' + yi = Q' (37-rasm).1l. r = _Q- 13., = 2oCOS(J.I 14. 
COSCl' 

o nuqtani qutb deb, OA diametmi qutb o'qi deb olib, M nuqtantng 
koordinataIarini p,rp deylik. rp deb OA qutb o'qidan aylana borgan nurgacha 
bo'lgan qutb burchagi olinadi. M nuqtaga mos kelgan P nuqtaning 
umwnlasbgan qutb koordinatalarini (p,rp) deb olamiz. M.P nuqtaIaming qutb 
burchagi bir xiI bo'ladi. V bolda p'~ acosrp va istalgan rp uchun 
p = acosrp + b bo'ladi. Bu esa izlangan chiziqning qutb sistemasiclagi 
tenglamasidir . 

Bu yercla 3 hot yuz berishi mumkin: 1) b < a 2) b = a 3) h > a 

Birinchi va ikkinchi holda chiziq qutb orqali o'tadi. chunki p = 0 dan 
b b, b 

cosrp=--- 1= =:s;l. 
a aj a 

Vchinchi holcla chiziq qutbcIan o'tmaydi. chunki p = 0 tenglik hech 
qanclay " uchun o'rin1i emas (chunki ,,> Q). Paskal chig'anog'ining dekart 
sistemasidagi tenglamasioi topamiz. Dekart koordinatalar sistemasining boshi 
deb 0 nuqtani. abssissa o'qi deb OA qutb o'qini. abssissa o'qining musbat 
yo'nalishi qutb o'qining yo'nalishi bilan bir xii bo'lsin. Paskal chig'anog'ining 
tenglamasini bosil qilingan 

p=aC:OSql+b (1) 
ko'rinisbcla olsak. chiziqcl4i qutbdan farqli hamma nuqtalar uchun 

~ r r 
p = ±1jr1 + yl. co •• = - = J 

P ± rl + yl 

161 



(I) tenglama p = az .. b ko'rinisbni qabul qiladi. Chiziqdagi qutbdao boshqa 
p 

barcha nuqtalarning koordinatalari bu tCDglamani qanoatlantindi (apr qutb 
chiziqqa tegishli bo'lsa). 

OXJrgi tenglamani ikkala tomonini p sa ko'paytirsak, pI:; az + bp hosil 
qilamlz Du teDglamani ChiZlqda yotuvchi hareha auqtalamiDg koordinatalari 
qanoatlantiradi (koordinatalar boshi chiziqqa tegishli bo'lmasa ham). Oxirgi 
tenglamani quyidagicha yozib olish mumkin: 

rl ... yl=ta+bp yoki rl+yl-az=bp. (2) 

(2) tenghknmg ikkala tomonini kvadratga ko'tarsak: 
(1'2 +yl-az)1 =bl(rl+yl). (3) 

Endi dekart slstemasida (3) tCDg1ama qaysi chiziqni ifodalasa. qutb 
slslcmasida yozilgan (I) tcoglama ham shu chiziqni ifodaJashini ko'rsatamiz. 

Haqiqatan ham, M nuqtaning qutb koordinatalan (I) tcnglamani 
qanoatlantirsa. sbu DuqtanlDg dekart koordinatalari (3) teoglamani 
qanoatlantlradi . 

AkSlDCha. koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushmagan M(r,,,) nuqta 
(3) tenglama bilan ifodalangan chiziqda yotsa, u (I) tcnglama bilan ifodalangan 
chizlqda ham yotadi. HaqiqataD ham. M(r,y) nuqta (3) tcnglamani 
qanoatlanhrgan chiziqda yotsa. uning koordinatalari (3) tcnglamani 
qanoatlanhradi. Bu ycrdan (1'1 + yl _az)2 =-blpl kclib chiqadi. Bundan csa 

.t- + y~ - ax = ±bp yoki pI - ap cos(/' .. ±hp ammo M nuqta koordinatalar 

boshi bilan ustma-ust tushmagani sababli, p _ 0 va p sa bo'lish natijuida 

p = a cos 'P ± h hosil qilamiz 
Agar p ;or a cos (/' + b bo 'ba, M nuqta (I ) chiziqda yotadi, agar 

p = a COS (/' - h bo'lsa - p = a cos( 'P + tr) + b Bu holda qutb koordinatalari 

(acos(/'- h.(/') bo'lgan nuqta koordinatalari (-acos(fJ + tr) - h,(/, + tr} bo'lgan 
nuqta bilan ustma-ust tushadi. Shunday qilib, Paskal chig'anog'ining delwt 
koordlnatalaridagi tcnglamasi quyidagi ko'rinisbda bo'lam: 
(x; + yl - CU)I = hl(XI + l) 

1S. r = 2a(cos(/' ± I), (Xl + )'1 - 2alV = 4a l (xl + yl) (3S-rum). 

16.r= a ±byoki (Xl +yIXx-aY-hlxl =0 (39-rasm), 
cos(/' 

17 M V8 M' nuqtalardan Ox o'qiga perpendikuJar tushiramiz (40- rum). 

M'()E va MOF - o'xshash uchbun:haklar. Shuning uchun: FV ::: FM 
M'E OF 

bo'ladi. M nuqtaning koordinatalari x VB y bo'bin_ BM - BM' bo'lpnligi 

uchun EO = OF = X w'ladi. 
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38-rasm 

1 
\ 

_. _J 

\ I 

\ 
I. I I , 

39-rasm 
1 

Sbu sababli, oldingi tenglikdan _x_ = ~, bundan csa M' E = x kclib chiqadi 
M'E x y 

Ikkinchi tomondan, M' AE VB MAF ucbburcbaldar o'xsbasb bo'lgani uchun 
Xl 

AI:: = M' F oki a -_x = ~y bo'ladi. Soddalashtirisbdan so'ng strafoidaning 
AF MF Y a+x y 

y 

A E 0 F x 

40 -rasm 41- rasm 

tenglamasi quyidagi sbaklga kcladi: yl = Xl a + x 18. r = a cos tp + h. 29. 
a-x 

2asin 1 tp Xl 
r = yoki yl = (41 - rasm). 30. Ikkita aylana 

costp la - x 

{x -aY +(y-aY = 2o~{x - ay +(y+aY = 20 31. r = asin 2tp yoki 

(.xl + yl Y = 4a l Xl yl (42 _ rasm ).31. .I' = 2G cos 1 11',), = 2alg" bu ycrda " - qutb 
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Ba' 
burcbagl yoki r = l ,(43 - rum). 

y+4a 

JJ. rl(l-al)-2r(ah+ccosrp)+cl-bl =0 34. r=!:" 
IV 

36. OACM siniq chiziqni ko'raylik (44 - rasm). 
Bu siniq chiziqni Ox o'qiga proycksiyalaymiz:' 

pro.oM = pro.0ACM = pro.OA + pro.AC + pro.CM 
'" 

pro.0M = x, pr.,.AC = 0, pro.OA = OA = AM = at 

(ChUnlCl aylana sirpanmasdan harakatlanyapti). 
CM dan CA gacha bo'lgan burchak I bo'lgani uchu, Ox dan CM gaclla 

bo')gan burchak !!. +(Jr -I) ga teng; u bolda pro-CM = acos(~1r -I) = -asinl, 
2 2 

Shunday qilib, x = a(1 - sm I) bosil bo'1adi. Xuddi sbuningdck, OACM siniq 
chiztqni Oyo'qiga proycksiyalasak: 

prv,OM = pr""OACM = pr""OA + pr""AC + pro,CM 

y 

B 

o x 

42 - rum 43 -rum 
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o D A x 

44-rasm 

Sundan pro"oM = y, prayAC = a, pr",.oA = 0 Ox clan CM gacha burchak 

!II'-I gatengbo'lganiuchun. ay clan CM gachaburchak ~1I'-1-!!..=1r-' ga 
222 
teng. 

Demak, prayCM = acos(1r -1)= -acosl Shunday qilib: y = a(I -cost) 

Demak, sikJoidaning parametriJe tenglamalari quyidagicha: 
x = a{t - sin 11 y = a{1 - cos t). Su yerda, t parametr barcha haqiqiy qiymatIami 

qabuJ qiladi. 

38 (R \_- R+r (R) . . R+r . ikl·oda . x= +r~l-rcos--I,}'= +r sml-rsm--I (eplS I .45 
r r 

) 39 R - r R - r (. ikJ·-'--rasm. . x=(R-r)coII+rcos--I.y=(R-r)linl-rsirl--1 gtpOS 01 ....... 
r r 

,.9 :=:=-=. ! .. .r 

/ 

45 - rUm 46 - rum 
Y 2 2D+b 46 - rum). 41. 402x2(1-1) = (r2 _a2 _Xl ___ yl)l 
b b 

43. x = r(coscp + cpsin cp),y = r(sin tp - tpCOStp) (aylana evolveatasi. 47 - rasm). 
44. I) ellipa; 2) giperbola; 3) parabola. 
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47 -rum 
45. N va M ouqta.lar chiziqda yotadi, P esa YOlmaydi. Berilgan chiziq O:x 
o'qini 0(0;0) nuqtada Oy o'qini 0(0;0) va A(0;-2) ouqtalarda kesib o'tadi. 

Oshkonnas tenglamasi: :x' + 2yl _:xl = 0 46. a) x = la 1 ,y = 2ail ; b) 
l+k l+k 

x =- a + acos/p.y = a sin /p. 47. Parabola. 48. :x - y - 2 = 0 to'g'ri chiziqning :x ~ 2 

qismi. 49. :x + y = 1 to'g'ri chiziqoing koordinata o'qlari orasidagi qismi. SO. 
a b 

Yarim aylana. 51. Giperbolaning o'og shoxi. 52. :x + 2y -I = 0 to'g'ri chiziq. 

53. y = ach~ zanjir chizig'i. 54. {:x - a r + (y - b r = Rl aylaaa. 55. :xl + yl = R 
a 

aylana.56. {:x - ar + yl = a' aylana.57.:x = a to'g'ri chiziq. 51. y = b to'g'ri 
Xl yl Xl yl 

chiziq. 59. - + - = 1 ellips. 60. - - - = 1 gepirbola. 61. yl = 4x + 4 parabola. 
2S 16 9 16 

62. :r' - yl = a l giperbola. 63. Xl - yl - In = 0 ayIana. 64. yl = -4x + 4 parabola. 
65. y: =4x+4 parabola. 

21 

7. Ha. Teskarislga o'rinli emas. Haqiqatan ham, quyidagi 
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,( •• y)a,( ,.!+ i' ,~;~Y' ). ..... '. »0. y~O 
( - .~~ - ~}agar x<o V<O 

"Xl +yl' ,:Xl + VI ' '-
, ,-

vektor - funksiyasining moduli r(r,y~ uzluksiz, ya'ni r(x,y) = I, bo'lsa ham. 

vektor - funksiyaning o'zi Oy yarim o'qida uzilishga ega. 
- .. ' - - - - - - -I") 

20. 2(r,r). 21. 2(r',r") 22. [,",r"']. 23. (r',''',r ). 

24. [[r" ,r"'].r'''] +[[r' .r"],r'·)). 1S. (Ji? 27. 1. 21. Yo'q. agar 1=1
0 

da 

r{tJ= 0 bo'lsa. r'{lo); '(to) mavjud bo'lmaydi. 

19. Yo'q. Haqiqatdan ham, quyidagi ;(t) = (cost,sint) vektor- funksiya uchun 
munosabat o'rinli emu. 30. Ha. 42. Parabolik silindr. 
43. ElIiptik silindr. 44. Geperbolik silindr. 4S. Elliptik paraboloid. 
47. x = Rcosu cos v,y = R cosu sin V,z = Rsin u. 

48. x = acosucosv,y = hcosusin v,z = csin u. 

49. x = "l/pucosv,y = 'Jpusinv,z = csinu. 

SO. x = achu cos v, y = hchu sin v, z = cshv. 

SI.x = ashucosv,y = hshusm v,z =: ~chv. 
S2. r = QCOSv,y = bsin V,% = 11. SJ.r = lI,y = 111.% = v. 

S4. x = achu,y = hshu.z = v. SS. x = aucosv,y = husin v,z = ctI. 

31 

1. A nuqtadagi urinma 2x - y + 2 = 0, nonnal x + 2y + 1 = O. B nuqtadagi unnma 

4x - y + 3 = 0 , normal x + 4 y + 12 = 0 . C nuqtadagi urinma 6x - y + 2 = 0, 

normal x + 6 y - 49 = 0 . 

2. A nuqtadagi urinma y = 0, normal x = O. B nuqtadagi urinma 3x - y - 2 = O. 

normalx+3y-4=0 

3. A nuqtadagi urinma y = x • norma1 y = -x B nuqtadagi urinma y = I , normal 

:r =!!. C nuqtadagi urinma x - y + tr = 0, normal r - y - If = o. 
2 

4. A nuqtadagi urimna y = ~ , normal y = -x. B nuqtadagi irinma 

tr tr 
2x - y + I - - = 0 normal x + 2y - 2 - = 0 2 • 4 
S. Urinma 2x-y+4=0,normalx+2y-3=0. 

6. UriDma 2xsinl+ 2ycosl- a sin 21 = 0 normal xCOSI- ysinl-acoslt = O. 
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7 I = (2k + 1)1r ,k e Z, bo'lgan nuqtalarda urinma y = 2a normal 

x = (2k + l)a1r, qolgan barcba nuqtalarda W'inma x - ylg I + a(2Jg I -I) = 0 
2 2 

normal Xlg~ + y- atlg~ = o. Urinma x = a(cosl- Asinl),y = b(sinl + A cos I), 

normal.\" = (a + bA)eos/,.\" = (a + bA)ainl. 10. urinIwl x+ y-3a = O. normal 
y=.\" 11. Urinma 4x-2y-a=0.normaJ 2x+4y-3a=0.1l. Urinma 
xx \I\J (x- X Lol (y - y )b~ 

_.!C -+- e:_"_ = I normal 0'" - " = o. IS. Urinma ~ = p(x + x ) 
a' b l ' x Y 0 0 , 

nonnal y( x-x.) + p(y - Y.) = 0.16. Urinma (sin tp + tpcostp)r

- (eosfP - tpsin tp)y - afP~ = O. normal (eostp - tpsin tp)YT 

+ (sm fP + tpeosfP)x - atp = O. 17. Urinma y-a = 0, nonnaI x-a= 0.18. 

A( I )). 19. Yo'q.ll.y = 4.\"- 4. 12. A(2,-3). n. b = -I,e =-1. 
2 4 

2 4 2 8 49 (x + 7) 
1.7. M.( . ).M~(, ).1.9. y=2x+3,y=2.t+-. 30. y+I=--

. 3 9 3 27 27 3 
1r 3 1r 

36. M,(0.0),M~(4,4),tp, = 2 ,tp2 =arelg 4 37. M,{0,3),M,(O,-3),tp, =tp, = 4 

1r 
38.M,(l.2).M ,(I.-2).tp, = fPl = 2". 

1r k. 3 212k 41.M.( + 1r.(-I) ),tp. =aTClg " , eZ. 
4 2 

tp tp+1r 1r 
48. M1,M1A ucbbW'Chakdan Il, = 2'J.L. = 2 .LM,AM, = Il, - J.L. = 2 (48-

rasm ). 
y 

)fM or 

1'_ "> .~ 

48 - rasm 49 - rum 
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57. Y - Yo = Y'(x - xo) urinma tenglamasida y = O. x = x, deb x, - x = _ J-: 
v 

tenglamani hosil qilamiz. Bundan. IPTI = I Y I ga ega bo'lamiz. Qolgan 
Iy, 

fonnulalami ham xuddi shunga o'xshash keltirib chiqaramlz (49-rasm). 

JS 1 " 58. IMTI = -. IPTI = -. IMN1 = "S. IPN1 = 2 
2 2 

y 

A 

x 

SO-rasm 

59. IMTI = ICIh.xjclu.IPTI = ICIIuI. iMN1 = ch1x.IPNI = ISh;xJ 60. y: = ±2b + c. c 

t' I 
- const; 61. l = ce • , C - const. 61. 0(10 tg 2 + COSI) + c, y = o sin I, t-

koordinatalar o'qining musbat yo'naJishi bilan unnma tashkil etgan bUfChak. Bu 
- traktrisa deb ataluvchi kongruyent chiziqlar oilasi(SO - rasm). 

63. S = tr 0
2 

65. Ikkinchi tartibli urinishga ega. 66. Birinchi tartibli unnishga 
2 

ega. 67. UchiDchi tartibli urinishga ega. 68. Uchinchi tartibli urinishga ega. 69. 
y=xl-3x+3 70. ::c1+yl_y=0 71. (x+2y)I-20x+14y+19=0 

Uchinchi tartibli urinishga ega. 7l.Agar I(x) x = 0 nuqtada n -tartibgacha 

hosilaga ega bo'lsa, masala yechimga ega 

x2 x· 
Y = 1(0)+ r(Op. + reO) l! + + /,01(0) n! • ales holda masala yechimga ega 

74 I) (x -1fR) (y + R)' -1 besbinchi 'bli .. h 2) emas. • + - • tartI unms ga ega. 
12Rl 9Rl 

(X_1rRl) + (y-SR1) = I besbinchi tartibli urinish e . 
-12RJ 9Rl • P ga 
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3) (x - trR,1 ) = -SR(y - 2R), uchinchi tartibli urin.ishga ep. 

41 

1. x = 3, Y = O. 1. x = ±4, Y = O. 3. Y = O. 4. Y = x - 4, x = O. 5. 
I °1 I 

y = x- 2. x =-2.6. x=O. 7. x=3, y=-4, y= -X--. 8. y=--, y=2x+-
4 4 2 2 

9. x = -!, 2x - 4y - 3 = O. 19. o(o;o}-o'z - o'zini kesisb nuqtasi. 10. 0(0;0)-
2 

o'z - o'zini kesish nuqtasi.ll.o(O;O)- ajralgan no'qta.ll. 0(0;0)- ajralgan 
no'qta. 14. o(o;o}- aralgan DO'qta. 16. 0(0;0}- o'z - o'zinj kesish nuqtasi. 17. 
0(0:0)- birinchi tur qaytisb nuqtasi. 18. 0(0;0).19. A(a,O) - o'z - o'zini kesish 
nuqtasi. Urinma y = ±x 30. 0(0;0}- birinchi tur qaytish nuqtasi. 

y 

'. 

51-rasm 

.' 

. I 
y= XSlD

x 

x 

". 

31. A(O,O)- birinchi tur qaytish nuqtasi. Urinma y = 0 .35 -37. Mavjud emu. 

(51-53-rasmlar). 
40. Funksiya x = ±l nuqtadan boshqa barcha ;r larda aniqIanpn. Maxsus 
nuqtalari yo'q. Koordinata boshida Ox o'qiga uriDadi. Chiziq ay o'qip 

slDlmetrik bo'lib, x = ±I, Y = I asimptotalarga ep. 41. Funksiya x = ±J3 

nuqtadan boshqa barc~ x larda aniqlangan. y _ = y(- 3) = - ~ , y _y(3) = ~ 
Koordinata boshi egilish nuqtasi bo'lib, mu nuqtada chiziq Ox o'qiga urinadi. 
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asimptotalari esa y = X, X = ±..[j. 42. Funkaiya x = -I nuqtadan boshqa barcha 

x larcia aniqlanpn. Koordinata bosbi cgiliBh nuqtasi bo'lib, sbu nuqtada va 

1-3;-3i) nuqtada chiziq Ox o'qiga urinadi, asimptotalari csa 

x + 1 = 0, x - 2y - 2 = O. 

Y B(/, / 

x C(D: //2) 

o A(/:O .\' 

52 - rasm 53 - rasm 

43. Funksiya x = ±2 nuqtadan boshqa barcha .r larda aniqlangan. Koordinata 
bosbi cgilish nuqtasi bo'lib, sbu nuqtada Ox o'qiga urinadi va .r = ±2,y = 0 

asimptotalarga cga. 44. Aniqlanish,ahasi - (0;5). M( *' ~~) -cgilish nuqtasl 

bo'lib, shu nuqtada Ox o'qi bilan 1350 li burchak bosil qiluvchi urinmaga cga . 

.\' = 0 asimptota. 45. Funksiya x> 0 cia aniqlangan. y_ = Y(e)=!, 
e 

M(.!e', 2.];, ) -egilish nuqtasi . .\' =0, Y =0 asiptotalarga Cp. 46. Funksiya 

barcha X larcia aniqlangan va musbat. y_ ,. y(0)-1. M,(- 1 . I ). 
,,2 -le 

MJ(~;~) -egiliBhnuqta1ari, y=O asimptota. 47. Funkliya ..1=0 nuqtadan 
...;2 .,Je 

boshqa bareha x larda aniqlangan. M( - ~, e\ ) - egililh nuqtasi, asimptotalan 

esa ..I = 0, Y = 1.41. Chiziq Y =.r to'g'ri chiziqqa nisbatan simmctrik bo'lib. 

y +.r + a - 0 asimptotap~p. Koorclinata bosbida o'Z - o'zini kesadi va 
y = 0, x = 0 urinmalanp ep. 49. Cbiziq yopiq bo'lib, maxsus nuqtalarga ega 

emu. Koordioata o'qlari bilan kesishish nuqta1ari: 0(0;0). M, (i;o ). 
MJ~:: -I + .Ji), M,(-l;-.Ji) nuqtalarda Ox o'qip parallel unnmalarga ep. 
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U(I = O~ M .(1 = NJ) nuqtalarda urinmalar Oy o'qiga parallel. Bu chiziq 

elhpsliguu urnng tenglamasini oshkonnas ko'rinishda yozish bilan isbotlash 
mumkin SO ChlZlq Ux o'qlga nisbatan simmetrik bo'lib. tekislikning, 0 <.I" S 1 
mWlosabatm qanoatlantiruvchi qlsmida joylashgan . .I" = 1 asimptota.. 0(0;0) -

binnchi tur qaytish nuqtasl. 51. Cbizlq Ux o'qiga nisbatan simmetrik bo'lib. 
teklslinmg. 0 < x S I munasabatDl qanoatlantiruvchi qimtida joylashgan. .I" = I 

aslmplota. Koordinata o· qlarm 0(0;0). M. (~ ;0 ) nuqtalarda kesadi. Maxsus 

nuqtalarga ega emas. Koordinata boshida Oy o'qiga parallel urinmaga ega. Sl. 
0(0;0) nuqtadagl unnma Oy o'qi bilam ustma - ust tushadi. 

M, ( I; 1 ~). M, ( I; -1 ~ ) nuqtaJarda Ox 0' qiga parallel urinmalarga ega. 

M, (3;0)M nuqtadan chizJq illl marta o'tadi. AsimptOtasl yo'q. Sl. 

I 1 I C· k d' .. f: ASlmptotalan x = - • v = x - , v = x + I hlZlq oor mata o'qlanm aqat 
2' 2 4' 

koordinata boshida keslb o'tadi. Koordinata boshi chiztqning birinchi tur qaytish 
nuqtasl bo'ladi 0(0;0), AI, ~ = \ 3) M, ~ = -.,3) nuqtaJardagi urinmalalar Ox 

o' qlga parallel. M, (I = 2) nuqtadagi unnma esa Oy 0' qiga parallel. 54. Chiziq 

Ox o'qlga msbatan slmmetrik. Asimptotalari'x = -1. y = ±(x -.!) Birinchi 
2 

aslmptota chizlqni kesmaydi. ikkinchi va uchinchi asimptotaJar esa mos ravishda 

AI (I = -~) va M,(I =~) nuqtalarda kesib o'tadi. Koordinata boshi 

chlZlqDlng binnchi tur 9,.aytish nuqtasi bo'ladi. Chiziqning 
M, (I = j) MJ = - j} nuqtalardagi uriruna1ari Ux o'qiga parallel. SS. Chiziq 

Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Maxsus nuqtaJari VB asimptotaJari yo'q. 

M (~ . ~ .3) va M ,( ~ .- ; .3) nuqtalar egilish nuqtaJari bo'ladi. Chiziq 

koordinata boshida Oy o'qiga unnadi. 56. AsimptotaJan yo'q. Koordinata boshi 

chizlqning ikkinchi tur qaytish nuqtasi bo'lib. bu nuqtadagi urinmasi x = Odan 
iborat. ChlZiq Ox o'qml 0(0;0) va M,(I;O) nuqtaJarda kesib o'tadi. 

M, (I = -VO,i) - egilish nuqtasi. WllDg M, ~ = VO.4) nuqtadagi urinmasi Ox 

o'qlga parallel bo'ladi 57. y = 1- asimptota; 0(0;0) - egilish nuqtasi bo'lib, bu 

nuqtadagl unnma Ox o'qi bilan uslma - ust tushadi. M(I = ~) nuqtadagi 

urmma Oy o'qiga parallel bo'ladi. SI. AslmptotaJari x = 0, x + y ± 2 = 0 

0(0;0) - egilish nuqtasi bo'lib bu nuqtadagi urmma x - y = 0 dan iborat. S9. 

Koordinata boshi chiziqning ikkinchi tur qaytish nuqtasi. Koordinata o'qlari 
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bilan 0(0;0). M(l;O) nuqtalarda kesishadi. 60. ChizJq y = x to'g'ri hizlqqa 

nisbatan sirnmetrik. Asimptotasi x + y -I = 0 Koordinata boshi chiziqnmg 

binnchi tur qaytish nuqtasi bo'lib. bu nuqtadagJ unnma Ox 'o'qidan iborat 
bo'ladi. Buodan tashqati. , ~ GO da chiziq koordinata boshiga 0)' o'qiga unnib 

yaqinlashadi. 61. Asimptotalari 2x + 9 = O. 2x - 9 = O. x - y - 6 = 0 M,(4,-4) 
birinchi tor qaytish nuqtasi bo'lib, bu nuqtadagi urinmasl x + y = 0 to'g'n 

chiziqdan iborat. Chiziq Ox o'qiga M2(!rO). Oy o'qlga M,( 0;_1:) nuqtada 

urinadi. 62. Chiziq Oy o'qiga nisbatan simmetrik. ASlmptotalari y = ±x-I 
0(0;0) - uch karrali maxsus nuqta bo'lib. bu nuqtada chiziq x = 0, y = 0 

unnmalarga ega. Mj± 2~:27;2',,3)- egilish nuqtalari. 63. Chiziq Ov o'qlga 

nisbatan simmetrik. Mu(± 2;0) birinchi tor qaytish nuqtalari bo'lib, bu 

nuqtalardagJ urinmalar ± x + Y - 2 = 0 dan iborat. M,( o;~). M.(O;2) 

nuqtalarda 0' o'qiga parallel urinmalarga ega. M,.( ± ~., s;~ )~giliSh 
nuqtalari. 64. Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Maxsus nuqtalari va 
asimptotalari yo'q. Chiziq Ox o'qini M,(-I;O). Oy o'qini M 2 ,(0;±I) 
nuqta1arda kesadi. Chiziqning M 2 ,(0;±1) nuqtalardagi unnmalari Ox o'qiga. 

M,(-l;O) nuqtadagi urinmasi esa Oy o'qiga parallel. M,,(O;±I) nuqtaga egilish 

nuqtasidir. 65. Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Asimptotalan 
x = I, y = ±2. Chiziq Uy o'qiga koordinata boshida unnadi. Tekislikmng 
o < x :s; 1 munosabatoi qanoatlantiruvchi qismida chiziqmng nuqtalan maVJud 
emas. 66. Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Aslmptota x = I, vertikal 
urinma x = O. chiziq tekislikning 0 < x :s; 10 munosabatni qanoatlanhruvchl 
qismidajoylashgan. 67. Chiziq Ox o'qiga oisbatan simmetrik. Asimptota 

x = 0 M,( - ~;O), M2G;0) nuqtalardagi chiziqning Oy o'qiga parallel. Ikklta 

egilish nuqtasi mavjud. 68. Chiziq markazi koordinata boshida, tomonlan 
koordinata o'qlanga parallel va 2a ga teog kvadtar ichida to'lajoylashadi 
Chiziq koordioata o'qlari va ulamiog bissektrisalariga nisbatan simmetrik. 69 
Chiziq parabolaga o'xshaydi. Asimptotalari 2y = ±x x' < 6 da, 0(0;0)
ajralgan nuqtadan tashqari. berilgan tenglamani qanoqatlantiruvchl nuqtalar 
mavjud emas. 70. Asimptotalari y = ±x 0(0;0) VB M,(\'2;0) nuqtalardagi 

urinmalar Oy o'qiga parallel. Ikkita egilish nuqtasi mavjud. 71. Asimptotalan 

Y = ±x. M,(- . ~, }.). M.( 3 ;- .! ) nuqtalardagi urinmalar koordinata 
\t32 ~!32 . V32 ~j32 
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o'qlanga parallel. 71. Asimptotalari .1' = O,y = .1'; o(O~O) nuqta egilish nuqtasi 

bo'lib, bu nuqtadagt urinma y= -.1' M,Ja(..J2 +1)0'), M,..(-a(.J2 +I)o')~ 
a = 1:1 nuqtalarda Oxo'qiga parallel urinmalarga ega. 73. 
ASlmptotalan x = 0, y = 0 M(O~I) nuqtadagi urinmasi Ox o'qiga parallel. 74. 

x = I to'g'ri chiziq va 0(0;0) ajralgan nuqta. 75. AsiQJptotalari .1' = ±I, Y = H, 

0(0;0) - ajralgan nuqta. 76. Asimptotalari y = ±x 0(0;0)- ajralgan nuqta. 

ChlZiq ay o'qini M
Il

(0;±2) nuqtada kesib o'tadi.M, I nuqtalardagi urinmalar 

Ox o'qiga parallel. 77 Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Asimptotalari 
y = x + I, y = -x -I, x = I; y = ±(x + I) asimptotalar chiziqni M1(-1,0) nuqtada 

kesadi. 0(0;0) - ajralgan nuqta. M, nuqtada ay o'qiga. parallel urinmaga ega. 

AbsSISsasl 1" = 1+.,fS bo'gan MI'M, nuqtalarda esa Ox o'qiga parallel 
2 

unnmalarga ega. 78. Asimptotalan y - x ± :/-i = 0, y + x ± :/-i = O. Koordinata 

boshi ajralgan nuqta. M,JO;±a) nuqtalarda Ox o'qiga. M,o(± a;O) nuqtada esa 

ay o'qlga parallel unnmalarga ega. 79. Chizig Oxo'qiga nisbatan simmetrik. 

M J2;0) ajralgan nuqta. M,J- 2,±'~2) nuqtadagI urinmaIar Ox o'qiga nisbatan 

slmmetrk 0 Ikkita egilish nuqtasi bor M 'oo (± a;9) ; Asimptotasi x = 0 . 80. 

ASlmptotalari 3.1' + 4 = 0, 3x ± My - 8 = o. 0(0;0) - ajralgan nuqta. Cbiziq 0.1' 
o'qini M(4;0) nuqtada kesib o'tadi. Bu nuqtadagi urinma .1'= 4. 81. Cbiziq 
marakazi koordinata boshida, tomonlari koordinata o'qlariga parallel va uzunligi 

2 + \ 8 ga teng kvadrat ichida to 'la Joylashadi. Chiziq koordinata 0' qlari VB 

ulaming bissektrisalariga nisbatan simmetrik. Koordinata boshi ajralgan nuqta. 

( ) 
( 

1.2+,;8) 
M" O,±I ,M,-O ± ,'2;±' 2' nuqtalarda 0.1' o'qiga parallel urinmalarga 

ego. M" (± 1;0). M .,,( ± '2;"8
;± ,1 ) nuqtalanla ay o' qiga para1Iel 

unnmalarga ep. 81. Chiziq Ox o'qiga nishatan simmetrik VB to'liqligicha 
tekislikning - 1 :!> x < 1 munosabatni qanoatlantiruvchi qismida joylasbgan. 
Asimptota .1' = 1 . Koordinata boshi k = ± 1 burchak koeffitsiyentli urinmalaming 
keslshish nuqtasi. Urinma ay o'qiga M,(-I~O) nuqtada parallel. Urinmalar 0.1' 

. tal da, b" - .JS + 1 talarda 0' qlga M, I nuq ar: a SlSsasl esa .1' = nuq parallel. Il. 
2 

Chiziq Koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik. Koordinata o'qlari bilan 
kesishish nuqtalari -,Mu(O;±I). Urinmalar 0.1' o'qiga Mu nuqtada VB ay 
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( 
, '2 - 1 ":2 J o'qiga M ... ± \ '2 ,± 2 nuqtalarda parallel. 0(0.0) nuqta y = ±ol' nuqtalar 

bilan kesishish nuqtasi. 14. Chiziq Ool' o'qiga nisbatan simmetrik; M(l;O)-

y = ±(ol' -I) w"inma bilan kesishish nuqtasi. Asimptotasi x = 0 85. Chiziq 

koordinata o'qlari burchaklarning bisssektJissalariga nisbatan slmmetrik. 
O(O;O)-ol' = 0, y = 0 urinmalarga nisbatan simmetrik. Koordinata o'qlari bilan 

boshqa kesishuvchi nuqtalari yo'q. Urinmalar Ox o'qiga M'l(' -3 ;-; ~fJ . 
. 16 16 

M (-!.~.-. '27) nuqtalardava Oy o'qiga M (!~?'" OX) 
I J 16' '! 16 '. 16 '. 16 ' 

M.(-' 27;_!.; 3 ) ouqtalarda parallel. Asimptotalarga ega emas. 86. Chizlq 
; 16 i16 

koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik va ol' = ±I, y = ± ~ to'g'ri chiziqlar 

bilan chegaralangan to'g'ri to'rtburchak ichidajoylashgan; 0(0;0) nuqta v = ±x 

urinma bilan kesishish nuqtasi. Urinma1ar Ool' o'qiga M ~(± 22;± ~) nuqtada 

va Oy o'qiga M,.l (± 1;0) nuqtalarda parallel. 87. Chiziq Ool' o'qiga nisbatan 

simmetrik. Asimptotalar Y= ±I, x = -1,.% = -2; o{O;O)-o'z - O'ZIDI nuqta 

kesishuvchi ouqta bo'lib. bu nuqtadagi urinmalar y.fi = ±.t" to'g'ri chiziqlardan 

iborat. 88. Ml.G;± 3jl) nuqtalardagi urinmalar Ox o'qiga parallel. M,(l;O)

o'z - o'zini kesishuvchi nuqta bo'lib. bu nuqtadagi urinmalar y = ±(ol' -1) to'g'ri 

chiziqlardan iborat. 0(0;0) nuqtadagi urinma Oy o'qlga parallel. 89. Chizlq 

koordinata o'qlarining bissektrisalariga nisbatan simmetrik. 0(0;0) - O'Z

o'zini nuqta kesishuvchi nuqta bo'lib, bu nuqtadagi urinmalar ol' = 0, y = 0 

to'g'ri chiziqlardan iborat. M,z(cr\'3;a\/27) nuqtalardagi unnmalar 0.% o'qiga. 

M,.(a\i27;a~j3) nuqtalardagi urinmalar Oy o'qiga parallel. Bu yerda 4c:T = ±t 

90. Chiziq y = -.% +! asimptota bilan M,( I .2) nuqtada kesishadi 0(0;0) -
3 9 9 

nuqta birinchi tur qaytish llUqtasi bo' lib, bu nuqtadagi urinma .% = 0 M I (I; 0 ) 

tada ·· Oy,. M (2 !J4) uqtaI da" Q . nuq 81 unnma 0 cpga. ... 3; 3 n ar 81 unnma .t 0' qlga 

parallel. 9t. Asimptotalari yo'q. 0(0;0)- biriochi tor qaytish nuqtasi bo'lib, bu 
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nuqtadagi winma y:; x Cbiziq Ox o'qini M,(27;0) nuqtada kesib o'tadi. 

M,(12A) nuqtadagl unnma Ox o'qiga parallel. 91. Chiziq Ox o'qiga nisbatan 

slmmetrik. 0(0;0) - birinchi tur qaytish nuqtasi bo'lib, bu nuqtadagi winma 

y = 0 Asimptotalar x:; Q. X ± y = -; Tekisliknin~ 0 < x S; Q munosabatni 

qanoatlantiruvchi sohasida chiziq tenglamasini qanoatlantiruvchi nuqtalar 
mavud emas. 93. 0(0;0)- nuqta ikkinchi tur qaytish nuqtasi bo'lib. bu nuqtadagi 

unnma v = 0 M .~--.-----~ - e ln IS nuqtasl. M . n In ( 
64 28672) '1' h . (16 256) uqtada . 

o '225'759375 c· 2 25'3125 c· 

unnma Ox o'qlga parallel. M,(I;O) nuqtada cbiziq Ox o'qini kesib o'taW. 94. 

Chizlq Ov o'qiga rusbatan snnmetrik. 0(0;0) - cbiziqoing uchta yoyi o'tuvchi 

maxsus nuqta. Bu nuqtadagl urmmalar y = 0, x ± y = 0 Egilish nuqtalari va 

( 2 I) (,.6 2) aslmptotalan yo·q. M'l ± 4 4 ,Mu ± '9 '9 nuqtalardagJ unnma1ar 

koordinata o'qlariga parallel. 97 Chiziq ay o'qiga nisbatan simmetrik. 0(0;0) 
- nuqta ikkinchi tur qaytish nuqtasi bo'lib. bu nuqtadagi urinma y = O. 

M ,(± 6:12). M(± 6" 2;8) nuqtalardagi unnmalar koordinata o'qlariga parallel. 

lkkita egllish nuqtasl mavjud. 98. Chiziq Ox .Q'qiga nisbatan simmetrik. 0(0;0) 
- chizlqmng IIch karra maxsus nuqtasi. Bu nuqtadagi win malar y = 0, x = O. 

M, ( 12 ;x"\ 6, IT) nuqtalardagl urinmalar Ox o'qiga. M J.' (4;t4) nuqtalardagi 

urmmalar Oy o'qiga parallel. 99 Chiziq koordinata o'qlariga nisbatan 
slmmetrik. 0(0;0) - nuqta o'z - o'zini kesish nuqtasi bo'lib. bu nuqtadagi 
unnma y:; 0 Chiziq Ox o'qini M,)t 1;0) nuqtalarda kesadi va bu 

- -

I da . aI) . arall I M j6 2--..:3) qtaIarda. nuqta ar gJ unnm ar (y o'qlga pe. l.(t 3 ,t 9 nu gJ 

unnrnalar Ox o'qlga parallel. 100. Asunptotlari y = tx; 0(0;0) - nuqta o'z 

o'zmi keslsh nuqtasi bo'lib. bu nuqtadagi urimnalar y = O. x = O. Beshta egilish 

nuqtasl mavjud. 101. ChizJq markazi koordinata boshida, tomonlari koordinata 
o'qlanga parallel va 4 ga teng kvadrat ichida to'lajoylasbadi. Cbiziq koordinata 
o'qlan va ularning bissektrisalariga nisbatan simmetrik. 0(0;0) - chiziqning 

to'rt karra maxsus nuqtasi. Bu nuqtadagi urinmalar y = 0, x = O. M, 4 (± °-.l;2;±2) 

nuqtadagi urinma Ox o'qlga. M, • (t 2;±,. 2) nuqtalardagi winma ay o'qiga 

parallel. 104. Agar r,qJ - umumlasbgan qutb koordinatalari OO'lsa (ya'ni r bar 
qandaYlshorali qlymatnl qabul qilsa), u holda r2qJ = Q2 tenglama qutbga 

sunmetrik ikkita egri !=biziqru aniqlaydi. Har bir egri chiziq qutbga cheksiz 
tarzda, qutb o'qiga esa asimptotik taIzda yaqinJasbadi. IM. Qutb birinchi tur 
qaytlsh nuqtasi ho'lib. qutb O'ql esa bu nuqtada urinma OO'ladi. 107 Egri chiziq 
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dekart koordinatalar sistemui o'qlariga nisbatan simmetrik. Ox o'qinl qutb o'qi 
bilan ustma -ust tushadi. Chiziq Ox o'qini Mu{± 0;0). 0(0;0) nuqtalarda kesib 

utadi. 0 nuqta chiziq o'z - o'ziga VI y - 0 to'g'ri chiziqqa·urinadi. Chiziq 

M,(O;~), M.(o;-f) nuqtalarda o'z - o'zini kesadi. 109. Oila Oy o'qiga 
'12 ... 2 

koordinata boshida urinuvchi ellipslardan va y = I , y = - I to'g'ri chiziqlardan 
2 2 

iboral. Oilaga Ox o'qi barn tegishli. 110. (' = 0 bo'lgan holda x - O. x - 2y = 0 
to'g'ri cbiziqlar. C ~ 0 bo'lgan holda asimptotalari X:o: O. X - 2y = 0 to'g'ri 

cbiziqlarga parallel bo'lgan o'xshash giperbolalar. Giperbolalaming o'(e;C) 
markazlari x = y to'g'ri chiziqni to'ldiradi. G1perbolalaming bitta ShoXI 

koordinata boshida Ox o'qiga urinadi. 111. a) umumiy folrusga ega ellipslar 
oilasi; b) umumiy folrusga ega giperbolalar oilasi; 115. {x - er + l = (" 116. 

I 

Xl + ~- = (' 117 Kesishuvchi ay1analar oilasi. Bu oila markazlaridan iborat 

chiziq umumiy vatar bo'ylab yo'nalgan. Koordinata boshini umumiy vatar 
o'rtasigajoylashtirib. Ox o'qini shu vatar bo'ylab yo'naltirilsa. 
{x - er + yJ = Cl - oJ tenglama hosil bo'lgan oilam ifodalaydi. 118. y = ±o 

119. Y = 0, x = O. 110. Xl + l = pIll". Diskriminant x = y va x - y - 2 = 0 
9 

to'g'ri chiziqlarga bo'linadi. Birinchl chiziqning maxsus nuqtalaridan iborat. 

ikkinchisi o'rama. 115. (x - ~)I + l- ~I aylana. 116. l + 40{x - 0). 0 

~ I I 

parabola. 117 .xy = ±' giperbolalar.118. (AI + HI)R1 = r l 119 1"' + Y 'Q' -
2 

astroida. UO. a) x' + yl = (R - rr. x' + y' = (R + rr. UI. O'rinma 

(x - 3p)1 + yl = (3p)l aylana VB berilgan parabolaning x = - P direktrisasidan 
4 4 2 

iborat. U". yl = 2p(x + p) parabola. Bu parabola (' ~ P o'rinli bo'lganda 
2 2 

aylanalar uc:hun o'rioma bo'\adi. U5. yl = 2(p + q)x. 136. O'rama nuqtaJari 

quyidagi munosabatni qanoatJantirishi kerak: F(I",y,a,p) = 0, flJ{a,p) =- o. 

D(F·tp)=o 137 To'rttato:,g'richiziq x±y=±1.U8. x'+y=o' k~~, 
IJ(a,p) m +1 

m = 2 bo'lgan holda astroida; m = I holda (x - yy - a(2.r + 2y - a) = 0 

parabola; m = -2 holda Xl + yl = a' aylana. 
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QIl 

r;: z--x-,,2 y-I 4 x-e y-e z-I 
1. ----r:-=-=-- 1. -=--=- 3. x=y+l=zo 

,,2 2 Q e -e' 2 

a I 11' ) 4. x + -(4 -11') = y = ~ z -a,tp = - 5. M,{-2;12J4), M l (- 2;3;-4 0 

2 ,,2 4 • 

6. , .v + 2z = o. 11. Chiziqning parametrik ko'rinishdagi {
X=2 

2y-:= = 0 

tenglamasi .I = .r{1 ~ y = y(1 ~ z = z(/) bo'lsino Ma'lumki, quyidayi munosabatlAl" 
o'rinli F(.r(/),y(/)z(/». 0, cz,(.r(/),y(/),Z(t)). 0 bundan esa 

i',f· OF of «» iIIII ~ osabtn° boa·1 01 0 B -dx+-dy+-dz=O -dz+-dy+-dz=O mun I I qlamlZ. u ar ay Cz 'ar ay ill 
munosabatlar esa differensiallarning quyidagi nisbatini aniqlaydi: 

dz dy dz 

of OFf' of OF = OF Iif'· 
ay ill az Ox ar ay 
«» iIIII iIIII «» «» «» 
ay a;- az Ox ar ay 

Shunday qilib, urinma tenglamasl quyidagi ko'rinishga keladi: 
X -.I Y-y Z-z 
--= 

~ ~. of of iJF aF 
ay ill az ar Ox ay 
oq, oq, oq, «» ~ oq, 
- .. 

ay ill az Ox Ox ay 
normal tenglamasi esa quyidagi ko'rinihga keladi: 

ia/o" ~If" ioF ~if' of ay fJz fJz ar ar 
oq, «» x-.r)+I~ iIIII Y-y)+ oq, 

ay fJz Fa;- ar ar 
~Z-zI=O' 

yok. 

x-.r Y-y Z-
iJF iJF iJF 
- - -1=0 ar ay ar 
iIIII oq, iIIII 
ar ay ar 

11. x-.r= Y-y =Z-z,2yzX+z(R-2x)Y-RyZ=0 
2),% z(R - 2r) - Ry 

13. X -.I = Y - y =!.:;..:.; ay(X - x)+ bx(Y - y)+.J}'(Z - z) = 0, Xl + yl ;t O. 
ay br ry 
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x Y Z 
IS. - - - +- = I • .%}'%' ~ 0 10.3r ... 3y+ z+ 1= O. 3r-3y+z -I = 0, 

.l' Y = 
IOb-IBy+: -216.11. bX + aY + abZ = 2ab 
13.[X sin(1 - a) - Y COs(1 - a)] sin a + Z = I sin a + rosa 

14. 4.l' - Y + z - 9 = O. 16. Bosh normal tenglamasi: ~ = L = z - I . Smormal 
I -4 -I 

• .I' Y z-I al gl ,.1'-1 y-I z-I tenglamasl: - = - = - 17. Bosh norm ten amul: - = - = -
2 I -2 11 tI 9 

S· al I ,.1'-1 v-I z-I lOorm teng amasl: - = -' - = -.11. 
J - J I 

3D - _)+1 - _2i-J+k - _;+:i-k 
.f- Ji .n- J6 ,p-~ 

A(1. In 2, - 4) . 

:1.1 3 3. 4 k " . P 4 4 ' 3 le 
.7 .r=--cosll+-SlDlj-- ,n=smll+coSlj. =--COSIl--5mlj--

S S S S S S 
31, 

-12 (. I I le) I. I P -:2, I I le r= sm i+cos j- .n=cos 'I-sm j. =_. (Sin I+COS j+ ), 
22 2 2 2 22 2 

:1.4 U ' ten I '. X -acoal Y -alinl Z -bl 
.7. noma g amasl. = = --, 

- aain I a COli h 

normal telrislik tenglamasi: (asinl)X - (acoSl)Y - bZ + b3t = 0; 

b' rmaJ te gl . X - aCOII Y - alin I Z - bl 
100 n amasl: = = --, 

alin I ..: hco.' a 
yopishma tekislik tenglamasi: (bsinl)X - (bcost)Y + aZ -abl = 0; 

bosh al lamas· X - atoll Y - alin I 
norm teng I: = , . Z = bl; 

coli lID I 
to'g'rilovchi tekislik tenglamasi: X cos I + Y sinl- a = 0; 

- I . - --
f" ,......,......- (-a sin ,; + atoll) + bk),n =-colll -lin I), 

val +bl 

- I . --p = ,......,......- (bsin I; - bco.,) +a1) 
va l +b l 

3S. ,f = -, a l +hlt 

s . S ~ 
lB.X=acos ~ .Y=asm~ ,Z= ~ 

a J + bl a l + b l va l + bl 

39. S = s.J2a. 41. s = "'/2MhI. 41. dJl = dr l +r'dtp' +dz' 
43. tb l =dpl ... p 1d8 l ... plliplBdtpl 6, 

!-in.xi a .JP pI I. 1 = •. 1. It = J . 3. It = = -- J 4. It= 6 

(1 + coal r)l y (p + 2.1')1 (yl + pl)l I{" + 9tl )1 

In 



5. k = ab •. 6. k = ab J . 7. k = _I 

(a 2 sin I I +b2 
COl

2 
1)1 (a lm21 +b1chl,)1 ~sin il 

~ 
.. F. F • 

• F" F, 

8.k,,- 2 9.k= 2+/p
l 

10 k= ] I1 k= F. I-~ 0 
3aj· 2~ .' + I· . , lID a(l+tp2)2 li (1-: 1 +1-/)2 

a"b" ab .. 
U, 13. k -= J • ,£ - ekssenmsltet. 

(b".r l +a4y 1p· ~2-a2F 

IP(QiJQ _pOQ}+Q(piJP _QiJP~ 
; Ox iJy iJy Ox a b 

14.k = ,11. k =-2--1 ,a =-2--2.11. 
(PI + Q2}2 a +b a +b 

1 21 21 
k = u = -- ll. k =: -a =- 2 . 14. k =: -a =: 2 •. 15. 

ach 21 (e' +e ') (1+21 ) 

k= 3 ,a= 4 16.a=b.17.Parametrningl=~+h-,(k=0, 
lSsinlcosl 2SsinlcoII 4 

:r I, ± 2 ... } qiymatlariga mos keluvchi nuqtail(. 18. Parametrn.ing I = UlI' , 
(k = 0, ± I, ~ 2 ... ) qiymatlariga mos keluvshi nuqtalar. 19. X - 4y + 2: + I = o. 

l.r-c, y-C2 

lOo ! a, a2 

Z-C[ 
a,' =O.1l./(I}=C1 +c2 sinl+c,coSI. 

! I. 12 I, I 

III BOB 
I1 

I. X = j(u)cosv,Y = j(u)sin V,z = g(u). 
1. X = (a + bcosu)cosv,y = (a +bcosu)sin V,z = bsinu. 

h
u hU . l. X = ac -cosv,y = ac -srn v,z = u. 
a a 

4. x = sinucosv,y = sinusin V,Z = a(lntg! + cosu). 
2 

5. x = a( u + v), y = b( v - u}, Z = 2uv.z = p.xy sinning parametrik tengiamasi: 

x = u,y = v,z = puv 6. .r = !(II),y = (I'(II),Z = v. 7. Giperbolik silindr: 
x = achu, y = ashu, z = v. Parabolik silindr: .r = 11, Y = 11

2
, Z = v. 
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8. r=p(u)+ve. 9. x=lI+v,y=1I +2v,z=1I +3v. 10. r--I +(y+_Z)1 ",I - - - I' (Z,I 3 
2) 2 

yokl parametrik ko'rinishdagi tenglamasi: :r "" COSII- v,y = sin 11 + 3v,z = -2v. 

ll. (m-IZr+(ny-mz)1 =an(ny-mz). 13. Masalan:b) 

r=v 1 +1 y=u l _I z=2v: c) _r-_1_6 =_y_-1_2 =_z-_4 
• ., 3 2 -I 

14. x-a = vf!(II)-a).y-h = vflP<II)-b),z-c = v[1JI(U)-C] yoki 

F(r-a,y-h)=O.15. (bZ_cy)1 =2p(z-c)(az-cx). 16, (X+1)1 =2y2 +:1 
z -C z-c 

17. A tegishli. B tegisbli emu. 18. ElIiptik silindr. 19. Ellipsoid: 
(r-r)1 (y_y)2 (Z-Z)2 
~""::2:.!!..!O ~ + 1

0 + 1
0 = I. 10. Aylanma paraboloid: = = Xl + yl 

a h c 
11 Ikkita parallel to'g'ri chiziqlar oilasi. 11. Koordinata boshidan chiquvchi 
nurlar va markazi koordinata bosbida bo'lgan konsentrik aylanar oilasi. 24. 
To'g'ri chiziqli yasovchilar.2S. a) :r = acos(u + v),y = asin(u + v),z = hu 
x = acosu,y = asinu,z = hu + v; 

x = acos(1I + v),y = asin(u + v),z = h(u - v) 

26. r = p(u) + vp (11). 29. 
x = a(cosu - vsinll},y = a(sinll + vcosu),z = h(u + v). 

30. To'g'ri gelikoid: :r=a(l-u)cosv,y=a(l-II)sinv,z=hv. 

21 
1 U · , . bizi' 0 ~ x-I Y z-A aI ki likl .• ) nnmato'gnc qy= ,z=",va-=-=--norm le s ar: 

I I A 
I 

x -I,(:r -1)+ y+ A(z - A) = 0 b) cosa = - ~. 4.1B:r+ 3y-4z -41 = O. 
-.J2+Al 

:r-3 y-l z-2 
5. 3x - Y - 2z - 4 = 0; - =. = 

3 -] -2 
:r-I y-3 z-4 

6. 6:r + 3y - 2z - 7 = O· - = -- = -- 8. 3:r + 12y - z -18 = o· 
'6 3 -2 . 

x-I y-2 z-9 x-3 y-4 z-12 
--=--=--. 9. 3x+4y+12z-169,.0· --=--=--

3 ]2 -I '3 4 ]2. 
:r-3 y-I z+1 u ~ u 10. 3:r-2y+3z-4 =0; - =-= -.11. _0 +_0 +_0 =1 

3 - 2 3 a l hI Cl 

13. XCOSIlCOSV+ ycosusm" V - zsin 11 + a(1n Ig u)sin u = o. 
2 

14.12:r + 9y + 20z - 230. IS. x + Y + Z - 3 = O. 19. Nuqtalaming egri chiziqli 
koordinatalari quyidagi tenglama]ar yordamida beriladi: 

11' 



fKII =:t I C .tgv =!!.. 35. Aylanma silindr: .1
2 + y2 = 1. 

VA2 +B" A 

36. Giperbolik silindr: xy + y: = 1. 37. Uchga ega bo'lmagan konus: 

x' + ,v' + =2 - 2.rz - 2xy - 2y: = O. 38. Masalan: (x - C)2 + yl = C 2, C ~ O. 

39. MasaJan: (x - cr + y2 + =" = C 2,C ~ 0.40. O'JllID8Si silindr Z2 + yl = 1; 

xarakterisaJan =2 + y2 = 1; .1- C = 0 aylanalardan iborat. qaytish qirrasi 

mavjud emas 43. Vint cbizig'i: .1= bcosa,y = bsina,= = ba. 
•. Q2C~ 

44. x' + y' +(z _C)2 = -.-. -
Q' +1 

45. Oila tenglamasl : (x - bCOStp)l + (y - bsin tp)l + Zl - a 2 = O. Diskriminant 

tenglamasi: (x 2 + y" +Z2 +b" _a2)2 _4h 2(X 2 + yl)=O. a >b bo'lganda 

qaytlsh qirrasi ikkita (O;O;±'Ja' _bl ) nuqtalarga. a = b bo'lganda (0;0;0) 

nuqtaga keltiriladi. 
46. O'rama [(y - R)2 + Zl - R2 ][(y + R)2 + Zl - R2] = 0 ikkita silindmi 

ifodalaydi. Qaytisb qurasi mavjud emas. 

{
(R - r{s)). p(s)= 0 

47 Diskrimmant ( r{ )) n( ) tenglamalar sistemasi bilan beriladi. 
R- s . s =0 

Xaraktenstikalar esa berilgan chiziqqa o'tka7.i1gan urinmalardir. Qaytisb qirrasi 
berilgan chiziqning o'zi. 

. . {(R - res)). r(s)= 0 
48 Dlsknmmant 

(R - res)). n(s)· k(s)-I = 0 
tenglamalar slstemasi bilan beriladi. Xaraktrestika1ari binormaJlarga parallel 
bo'lib, cbiziq egrilik maJbzidan o'tadi. Qaytish qirrasi 

I I I 
R=r+-n+--p 

k uk 
cbizJqning urinma sferalari markazlaridan iborat. 
49. Diskriminant 

{
(R - r(s»· n(s) = 0 

(R - r(s»· (u(s)· pes) - k(s)· res) = 0 
tenglamalar slstemasi bilan beriladi. 

31 
1. ds 2 = (/"2 + gl )du 1 + f1dv l 

2. ds1=Rl(du 2 +cosludv1). 

3. ds l = (a2 sin 2 u + Cl cosl u)du l + a2 cos l udv2 

4. ds2 = (a l sh2u .. c2ch2u)du2 + alchludv1 

5. ds1 = (a1ch1u + C" shlu)Jul + a l shludv l 
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6. 
7. 
8. 
9. 

10. 

11. 
12. 
13. 

d.fil = (1 + 4ul )du l + uldvl 

ds l = duI + Rldvl 

ds l =(l+kl)dul +uldvl 

ds l = bldu l + (a + bcosu)l dvl 

U U 
dfil = eh l dUI + alehl dvl 

a a 
ds l = alelgludu l + a l sin 1 udvl 

ds l =du1 +(u1 +al)dvl 

ds l =[1 + f2(U)]dul + 2aj(u)dudv+ (a l + u1)dv l 

14. a) ds 2 =[I+k 2u l ]dul +2dudv+dvl 

b) ds 2 = [(1 + kv)2 + O"V ]du 2 + dv l 

c) ds 2 =[(1+O"lyl)dul +dvl 

15. ds 2 =[1+ pl]drl +2pqdxdy+(1+ql)dyl;p=O.Z.q=Oyz. 

f1 
16. a). b). d) hollarda.18. Sfera: ds l = dUI + RI cosl - dV l Tor: 

R 

ds l = diP + (a + b cos ~J dV 1 Katenoid: ds1 = dii l + (a 2 +;;2}dvl 

1_ 1. 

Psevdosfera: ds: = dill + e "dV l 10. ds l = dfIl + e -; dV 2 Quyidagi 
• 2 

u' = y. v' = ae" belgilashlami am81ga oshirib. ds 2 = ~l (du 2 + dvl ) 
v 

I 

munosabatni hosil qilamiz. It. coStp = . . a X)I . 13. Sirtning 
,il + a l Xl ,)1 + a 2 yl 

birinchi Icvadratik fonnasi ds l = duI + G(u)dv l ko'rinishda olsak. u holda 

cola = • • bu yerda vetga = ± j du Z •. Sirtning birinchi 
JdM l +G(II)dv2 ' • .,jG(u) 

kvadratik fonnasini dfil = duI + RI cos ~ dv l ko'rinisbda olsak. u holda 
r 

vetga = ± In tg(" + u ). 16. konus tenglamasini ; = ~(II),I:tIl~ = 1 ko'rinishda 
4 2R r' 1 

olib, Iga In v = fe(u)jd.. + C tenglikni bosil qilamiz. 

17. u + v = c:onsl. 28. Sirtning biriDchi kvadratik formasini 
ds l = (1 + k 2v 2 )du 2 + 2ciuJv + dvl ko'rinishda olsak. u holda 

ds 2 
s (sin l a + k 2v l cosl a)du l + 2sin 2 adudv+ liD 2 adv l = 0 

19. (EiJ.tp-FiJ.tp)du+ (FiJ.tp-GiJ.tp)du = 0.30. III +11 + 1 = et ., 
C = con.rt. 
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36. (l+a1z1)y1 =C,,(I+a1y 1)z' =C, 

41.a)ds = (8u1 + v1 )du' + 2uvdudv+ (8vl + u l )dv' 

b) ds = 2)2v' + Idu,ds = ,iSu' + I,ds = 2..J2a4 +a1 + 2udu; 

c) s=3,;2a4 +a'+2 
10 2 2 

43. P = cosa = I cosp = cosy = 3 ' , 3' 3 
, 

SO. S = a b'2 + 1n(1 + ',:'2)]. 
2 

5 ,[2 .. -/2 In r 2.S=a - + (1+,:2»). 
3 3 

41 

1.,2. Sfera. 3. Cbegarasiz yarim sfera. 5. Cbegaraga ega bo'1.magan ikkita 
sbar segmenti. 6. Katta aylana. 7. Katta ay1ananing yarmi (chetki nuqtalari 
kirmaydi). 8. Kana aylananing ikkita simmetrik yoy1ari. 9. Ikkita parallel 
(normalni konusdan tashqariga yo'naltirilganda). 10. DOOta diametral nuqtalari 
olib tashlangan sfera. 
11. Katta aylanasiz sfera. 13. Bir uchi kirmaydigan katta ay1ananing chorak 
qismini ikki marta qoplaydi. 14. Qutbsiz yarim sferani cheksiz marta qoplaydi. 

16 I .. J J 

• IJ = . .1" _ gO;[(f g - f g)dll + fgdv ]. 

17. JJ = R(cbI' + cos' udv') 18. 1/ = .~_ .... . (du l + cosl udv l ). 
'J a l sin' u + Cl cos' U 

19.1/=. -Qc ... «(b/ _chludvl ). 
val shlll + c'ch'u 

20.1/ = ac (du l +shludvl ) . 
.. ~a'chlu + c'csh'u 

21. IJ = 2-(cbI' +1I'dv'). 22. JI = Rdv1 13. JI = ~dvl 
1+411' vl+k' 

I 24. JJ = bdtI' + coslI(a + bCOSII)dvl 15. JI = __ (cbi' - a'dv'). 
a 

26.1/ = -a/,clgu(du 2 
- sin' udv'). 17. 1/ = - ~adu~_ dv l 32. k. = O,i, =!!... 

~II'+V' ~ 

33. cbi = ±.JII' +a' .k. = -i, = --/!--r 35. i. = .J3 .il = - .J3. 36. k. = !,kl =!. 
dv 11 +a 9 3 P q 

I 2 z-2 z-I 2 
39.a)k.= r,:-.k1=0 b)x- =O,z-I=O; -=-.y=O;c)i= r,:-' 

2"S 4 2 9"S 
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40. a) 4XI +9yl = I; b) R =.! 41. Sfera. 44. Yoyiluvehi sin. 46.1) Sfera 
13 

1 

uchun: K = ~ 3) Aylanma ellipsoid uehun: K = - 1 I C 2 . 1 I 4) 
R (0 cos u + C Sin u) 

1 

Sir pallaIi aylanma giperboloid uchun: K = - I 2 ell I 5) Ikki pallaJi 
(0 sh U + c ch u) 

I 

aylanma giperboloid uchun: K = I I C I I 6) Aylanma paraboloid 
(0 ch u+c shlu) 

uehun: K = ___ I -. 7) Aylanma silindr uchun: K = O. 8) Uehga ega 
(l+4U I)2 

cosu 
bo'lmagan aylanma konus uehun: K = O. 9) Tor uchun: K = -----

b(o+ beosu) 

10) Katenoid uehun: K = - I . 11) Psevdosfera uchun: K =-~ 
2 h. u a2 

a c -
a 

48.K=--1 (0 lnA+o lnA).49.K=_0.:G 5I.K'=pq(l+x
2 

+yl)2 
Al _.. .JG pI q2 

F .. F. 
F F 

53. K = -I ..". 
FI +FI +FI F F 

• " f .. .,. 

F. F. 

Fa F'j 
F F 
· '1. 54. K = 4c. 56. H = O. Fa F, 

f~ 0 
2 

K = - 2 a 2' vint chiziqlari ustmida to'la egrilik o'zgarmas. 
(a +u ) 

57 K = ri-SI H = (l+p2)r+(1+q2)r-2pqs 
. I I J 2' , ' 

( +p +q) 2(I+pl +q2)2 

p = = . .,T = = .. ,q = =7,$ = Z.",t = ="" 
58. K = /·(2 2 ,H = / , -+ / , 59. H = -.!.a 61. Sirtning hamma 

p(l + / ) 2(1 + /2)2 2p(1 + fl)2 2 

nuqtalari elliptik. 64. X = I, Y = = = 0 maxsus nuqtaIari bo'lib, sirtni ikkita 
qismga ajratadi: x> 1 da sin nuqtalari elliptik, X < 1 da esa giperbolik. 65. 
Sirtning hamma nuqtalri giperbolik. 66. Agar AB ~ 0 bo'lsa, sin nuqtalari 
qiperbolik; AB < 0 bo'lsa, bareha turdagi nuqtalar mavjud. 67. Elliptik. 68. 
Glperbolik. 69. Elliptik. 70. Elliptik. 71. Glperbolik. 7%- 75. Parabolik. 76. 
Agar ff· < 0 bo'lsa. sin nuqtalari elliptik; ff· > 0 bo'lsa giperbolik, ff· = 0 
bo'lsa, parabolik. 11. Faqat sinusoidaning uchlari chizuvchi parallel. 81. Ikkita 
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nuqta: ellipsoidning aylanish o'qlari bilan kesisb nuqtalari 83. Paraboloidning 
uchlari. . 

84. ~ + L ~ 2: (p > q > 0 ) paraboloidning ikkita dumaloqlanish nuqtasi 
p q 

. ~ p_q rl yl Zl . . 
bor. AI.l(O,±"pq-q ,--). 8S. 2"+1+1 = I (a> 4> c > 0), elhpsoldda 

2 Q" C , ... £1_hl ~l_Cl 
to rtta dumaloqlanlsb nuqta51 maVJud: AI.(l:Q -1--1'O,±C -1--1)' 

Q -C Q -C 

2 :2 2 

86. ;.. + ~ - ;. = -I (a > b > c > 0 ) ikk.i paJlali giperboloidda to'rtta 
u h C 

. .. JQ l -h~ hI +c 1 

dumaloqlanlsb nuqtasl mavJud: AI.(O,±b -l--l'±C -1--1)·89. Masalan, 
Q +c Q +c 

ushbu y = x· chiziqm ay o'qi atrofida aylantirishdan bosil bo'lgan sirt. 90. 

MasaJan., ushbu Y = x· silindrda Oz o'qining barcha nuqtalari yassilanish 

nuqtalaridan iborat bo'ladi. 

SI 

1. Mdu+Ndv=O,Ldu+Mdv=O.l. LR-MQ+NP=O. 

of Of Of Of xy -4. (1.-- -M -)du +(M - - N -)dv = 0.6. -- - =CI . 7. b(I,O,-I). 
Cv Ou Cv Ou ab 

8. (LE - MA)dII + (MB - NA)dv -= O. 10. ,,-= "ctp + C. IS. Agar ay1anma sirtni 

tenglamasini x = J(u)cos v, x = J(u)sin v, ;: = 9'(u) ko'rinisbda olsak, u 

bolda (frp- - j'",)dII1 + jrpdv1 = 0 16. u ± v = consl. 18. To'g'ri chiziqli 
yasovchilari VI ulaming ortogonal trayektoriyalari, ya'ni, viot chizig'i. 19. 
To'g'ri chiziqli yasovchilari. 19. To'g'ri chiziqli yasovchilari VI ularning 
ortogonal trayektoriyalari. 30. To'g'ri chiziqli yasovchilari VI marbzi konik 
sirtning uchida joylashgan ixtiyoriy radiusli sfera bilan konik sirtning kcsishisb 
chizig'i. 31. Parallel VI meridianlar. 31. Koordinata cbziqlari. 33. To'g'ri 
chiziqli yasovchilari VI ularning ortogonal trayektoriyalari. 34. Agar gelikoid 
tenglamasini x = ueasv, y = usin v, Z = QV ko'rinisbda olsak, egrilik 

chiziqlarining tenglamasi (a1 + u1)1vl - duI = 0 ko'rinishda bo'ladi. Bundan 

11 = ± In(u + "\/u 1 + a 1 )+ c tenglilcni bosil qi1amiz. 3S. Elliptik paraboloidning 

I
Xl yl 

+- = 2z 

tekislik.lar bilan kesimlari hamda p q 
Xl yl q_ P 
---=- (C~O) 
P qC l+C' 

"' 

40. k = r{s)+ R, m(s) , bu yerda *1 = ~ sirtning berilgan chiziq yo'nalisidagi 
R, 

11)4 



bosh cgriligi. 44. Faqat aylanma ellipsoid uchun mumkin. S7. Sferaning katta 
---

. Rl + r' I u I " I aylanalan. 6S. k = 66. k = 67. k = --_.--; , k = 0 
• Rr ' ,,' + a ' fI. , ,/ + I'· r 

71. Gelikoid tenglamasini x = u cos v, y = usin v, Z = QV ko'rinishda olamiz. 

\' = cons/ gelikoidning to'g'ri chiziqli yasovchilari geodezik chiziqlari bo'ladi. 

dv ~ 0 bo'lgan holda geodezik chiziq d'~ - }U_(t!'!)' -" = 0 tenglama 
dv' a- + u ' til' 

du 
bilan aniqlanadi. Bu tcnglamani ycchib v = J 

(a' + UI~C _ 
I a1 +u1 

+ ('I 

tcnglikni bosil qialmiz. 73. Psevdosferaning birinchi kvadratik formasini 

d.o;' = ~' +, ely' ko'rinishda olamiz. U holda gcodezik chiziqlaming differensial 
y 

lenglamasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 

I
d' v I (cl}')' I (d.t)' 
d;1 - y eis + V d'i = 0 

dl:c _ 2 dy d.t ::: 0 
eis' yeis lis 

Bu sistemani chiziqlar qanoatlantirishi ma'lurn. 

-. clly I (dv)' I Agar :c ~ con." bo'lsa. bu sistemani + - + = 0 tenglama d.t l y d.t Y 
bilan almashtirish mumkin. Nalijada. hosil bo'lgan tenglamaning umumiy 
yechimi (:c - CJ + l = (" topiladi 

61 

I. :cl + yl "" C - konsentrik aylanalar va 0(0;0) nuqta. 1. Xl - .vI = ( 
parabolaJar va ulaming asimptotalari. 3. y::: C:c l 

- parabolalar va y = 0 to'g'ri 

chiziq. 4. (:cl + l r = 2:c aylanalar va to'g"ri chiziq. 6. x + .v + z = C parallel 

tekisliklar. 7. Xl + yl + :1 ::: C' - konsentrik sferalar. 8.:c1 + .vI - z I := (' ,_ blr 

pallali va ikki pallali giperboloidlar va ulaming umumiy asimptotik konuSt. 
10. 1. 11. S. U. (o;oHu). 13. N(7;2;1). 
14. a) (2x - y - z}i + (4y .. Z - x)] + (6z - x + y)f 
IS. 3(%' -a:y1 +3(y' -azx)] +J{ZI_a:ry}f 

•• 



16. e""'l,yz(x+l)i+xz(y+ I)J+ xy(z+I)fj.17 a) 1 J+ l,J+ l,f 
1 + x 1+ y 1+ z· 

18. 9; - 3J 19. I gradu 1= 6, cosa = 2, cosp = 2, cosy = I 
3 3 3 

3 
11. costp = 

,;10 

11. cosrp = - 2:25 13.: 14. O'sadi; 12. 15. M.(?;~}M{ -~;~} 
2u 

16. u = h = c bo'lsa. ; bu yerda r = _,x' + y' + z' 17. Agar gradu.l gradv 
r 

bo')sa, grudu· gradv 35. r = . x' + y' + z' bo'lganligi uchun: 
Igradvl . 

or ~ or.. or f x ... Y.. Z e , 
gradr=-I +-J+-' =-1 +~J+-/C=--

ox ay iJz r r r r 

36 f'()' 37 .-, 38 -' 39 ' 41 D{6,,)-5(D,,) . r nr'.,.,. le r 
r r r \0,' 

Ou IOu Ou 
41 21«',(')- 2('«',1')= 2(' x (1' x c). 47. grad r = i, + e" + i,. 

or r orp iJz 
zcosrp . 

49. rpe + e" + e, SO. zrpt,+zl,,+rtpt,.!H.l,+ -l,,+smrpt, 
r 

zsincp , zsin2tp . , 
52 2rl, - l" +costpl,.53. 3r I, + I. +sm tpt, 

r r 
Ou IOu Ou I 

54.~radu = e + id + e". 55. ~,,+ I •. 56. 8l + I. 
op" P o() p sin () otp sin () " 

() () tp cos () () 
57. ()rpt,. +rpi!. + e" 58.()rpt, +tpto +. I •. 59. I, + . I. - -i . 

sm() • sm() • pp" 

60. x' + l =c,'. z =C, 61. y=C,x, z=C,x' 61. x- y = C, xy, x-Z = C,XZ 

63.a)x'-y'=C.,z=C,x' 64. a)x=C.y,z=C,x. 65. )'Z+3+2z 

66. a) 12.ty' + 4X' - 6xz 71. 3. 73. div(f(r)r) = f(r'}div, + 1'. grad f(r); 

div'::; 3, grad f(1') = f'(r)~ ekanligidan div(f(r)f) = 3f{r)+ if'(r). 74. ~ 
r r 

o'u o'u o'u 
75.(n + s)r" 77. flu = .-- + -- + - .78. IItlu + (graduy 

at' ay' iJz' 

79. uflu + gradu· gradv 80. (c,r) 81. 2(C,,). 81'/'(r)(l',1') 83.0.84. (l',c.). 
r r 

85.4(C,C,). 86. 1. 87. 2. 88. x + Y + Z 89. div(g~(r»= f"(r)+ 2 f'(r) = 0 

Bu tenglamaning 

X)'Z r 

umumlY 
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yecbimi f(r)=c. + c, 
r 
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